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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга — плод совместного труда физика и математика, поставивших 
своей целью написать пособие совершенно нового типа для будущих есте
ствоиспытателей. В связи с этим уместно сказать несколько слов о ее целях 
и научной идеологии.

Известно, что многие физики недовольны тем изложением основ мате
матического анализа, которое было внедрено математиками первой поло
вины XX века. Причины этого понять легко. На стиль изложения даже са
мых начальных глав учебной литературы для начинающих повлияли итоги 
развития математических исследований, связанных с разработкой логиче
ских основ нашей науки. Точные определения таких понятий, как веществен
ное число, предел, непрерывность и др., явились результатом длительного 
и притом весьма нетривиального логического анализа уже созданных и ин
туитивно ясных (на естественнонаучном уровне строгости) теорий. Эти опре
деления, которые для начинающих вовсе не просты, впоследствии стали 
использоваться нерационально: в учебниках они стали предшествовать изло
жению содержательной теории и ее приложений, искусственно усложняя 
понимание интуитивно ясных вещей.

Следует иметь в виду, что физики-теоретики в своей научной работе ши
роко пользуются всеми или почти всеми методами классической математики. 
Часто им приходится использовать самые современные идеи, зародившиеся 
в глубинах абстрактной математики, или даже самостоятельно изобретать 
новые математические методы. Однако конечный результат исследований 
физика всегда должен быть эффективен: он должен выражаться числом или 
формулой, относящимися к наблюдаемым величинам. Вопросы обоснования 
и логической структуры основ кажутся ему неважными для его работы- 
хотя он, конечно, верит математике и не сомневается, что в ее методах не 
заложены никакие внутренние противоречия. Не удовлетворяясь существую
щей учебной и научно-популярной литературой по математике, написанной 
самими математиками (в особенности теми, кто далек от физики), физики- 
теоретики считают необходимым довести до начинающего свои представления 
о том, как нужно естествоиспытателю пользоваться математическим аппа
ратом и каким простейшим способом можно «в первом приближении» освоить 
те методы, которые ему прежде всего понадобятся. Мне кажется, что их гро
мадный опыт работы с математикой дает им на это право.

Конечно, такая точка зрения на математику является несколько одно
сторонней. Но беды в этом, по-моему, нет. Те, кто в дальнейшем будут изу
чать математику более глубоко, смогут, уже имея интуитивное представле
ние о сути дела и владея техникой решения задач, лучше понять смысл и 
оснований математики. На мой взгляд, желание начать обучение еще не ос
военной теории, которую учащийся познает впервые, с ознакомления с ос
нованиями и формальным языком портит многие математические курсы. 
Как математик, много лет работавший с физиками, я позволю себе выска
зать мнение, что не только будущим физикам и техникам, но и будущим 
профессиональным математикам (и их педагогам) в процессе образования



 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

4 Предисловие

было бы полезно научиться лучше представлять себе стиль математиче
ского мышления естествоиспытателей и понимать стоящие перед ними задачи.

Настоящая книга возникла в результате большой работы над усовершен
ствованием книги «Высшая математика для начинающих и ее приложения 
к физике» известного советского физика академика Я. Б. Зельдовича. Цель 
книги состоит в том, чтобы дать возможность будущему физику (химику, 
инженеру и др.) использовать в своей работе высшую математику, освоив 
ее методы без полных логических обоснований, рассматривая ее как раздел 
естествознания и решая возможно большее число конкретных задач.

Предшествующая книга была не лишена ряда технических дефектов. 
При написании этой книги много было сделано для устранения недостатков 
и улучшения изложения; был добавлен также значительный новый материал 
и проведено тщательное редактирование текста. Вся эта работа была прове
дена совместно двумя авторами настоящей книги: физиком академиком 
Я. Б. Зельдовичем и математиком доктором физ.-мат. наук II. М. Ягломом.

Мне кажется, что книга хорошо решает поставленную задачу; можно уве
ренно рекомендовать ее вдумчивому юному читателю, который хочет нефор
мально овладеть средствами высшей математики и попробовать применять 
эти средства в задачах физики и техники.

Академик С. 11. Новиков



 

 
 
 

 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

 

К ЧИТАТЕЛЮ

В нашей стране вряд ли найдется много людей, не знающих Пушкина 
п Льва Толстого. Однако, вероятно, гораздо большее число взрослых лю
дей — половина пли девять десятых — не ответят на вопрос, что такое про
изводная п интеграл. Между тем без этих понятий невозможно описывать и 
исследовать переменные величины и функции, характеризующие зависимости 
одних величин от других. Законы природы формулируются па языке высшей 
математики, на языке производных и интегралов.

На наш небеспристрастный взгляд, высшая математика так же красива, 
как стихи Пушкина, и так же глубока, как проза Достоевского или Тол
стого. Многолетний спор о том, надо ли преподавать основы математического 
анализа в средней школе, ныне решен Министерством просвещения СССР. 
Но стало ли общепринятым, вошло ли действительно в общественное созна
ние отношение к высшей математике как к культурной ценности? Сегодня, 
когда современная наука далеко раздвинула рамки видимого мира, раскрыв 
как тайны строения атома, так и многие загадки звездного неба, понятия 
производной и интеграла стали необходимыми элементами общей культуры. 
Да и в повседневной жизни представления о скорости изменения той или иной 
величины (производная) и о суммарном эффекте действия какого-либо фак
тора (интеграл) достаточно полезны: они расширяют кругозор и применимы 
в многочисленных и разнообразных ситуациях.

Старые традиции в преподавании высшей математики осложняли дело. 
Казалось, что легко понять «Преступление и наказание» пли «Войну и мир», 
легко освоиться с шарообразностью Земли или с атомной структурой мате
рии, но трудно овладеть дифференцированием и интегрированием. Учащихся 
первой половины XX века отпугивала теория пределов, язык «бесконечно 
малых», столь непривычный после обычной арифметики и школьной алгебры. 
При традиционном введении высшей математики на первом курсе высших 
учебных заведений именно математика становилась главной причиной от
сева учащихся. Только изменив способ преподавания, можно изменить и 
отношение к предмету. Высшая математика должна превратиться из сухого 
п трудного предмета в комплекс ясных и естественных представлений, от
крывающих прямой^путь к изучению физики, химии, инж'еиерно-технических 
дисциплин.

Итак, первая задача, стоявшая перед авторами при написании настоящей 
книги, — дать читателю доступное введение в высптую математику, не отя- 
гощепное ни громоздким аппаратом, ни логическими тонкостями. Мы убеж
дены, что каждому, кто знаком с азами арифметики и имел по алгебре в 6-м 
и 7-м классах средней школы отметки, в среднем превышающие «три», будет 
нетрудно (и, мы надеемся, интересно) читать пашу книгу. Мы рассчитываем 
на читателя-друга, который хочет не сомневаться, а верить и берется за 
книгу для того, чтобы научиться новому, не смущаясь тем, что «высокоуче
ную» теорию авторы иногда заменяют просто разбором примеров.

В книге рассмотрено много конкретных примеров (для кого-то, быть может, 
даже и слишком много). Здесь и численные расчеты, и задачи, связанные 
с теми или иными явлениями природы. Мы надеемся, что эти примеры об
легчат читателю изучение книги. Заметим, наконец, что, имея дело с чита
телем — завзятым спорщиком, мы писали бы по-другому. Такому читателю, 
быть может, больше подходит стандартное изложение со всеми принятыми 
в таких случаях оговорками, но мы не хотим из-за одного спорщика терять 
100 возможных друзей.

Эта книга рассчитана на начинающих — на школьников-старшеклассни
ков, учащихся ПТУ и техникумов, студентов младших курсов вузов. Думая 
о ее читателях, мы видим перед собой также и тех, кто пожелает самостоя



 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 

6 К читателю

тельно познакомиться с высшей математикой, скажем людей, окончивших 
школу в те безвозвратно канувшие в прошлое, но так еще близкие к нам вре
мена, когда дифференциальное и интегральное исчисление в школе не про
ходилось.

Место математики в жизни и в науке определяется тем, что она позволяет 
перевести «общежитейские», интуитивные подходы к действительности, ба
зирующиеся на чисто качественных, а значит, приблизительных описаниях, 
на язык точных определений и формул, из которых возможны количествен
ные выводы. И не случайно говорят, что степень научности той или иной дис
циплины измеряется тем, насколько в ней применяется математика. Однако 
истинным языком науки являются вовсе не элементарная алгебра и геомет
рия. Гораздо большую роль играет высшая математика, изучающая пере
менные величины и текущие процессы, для анализа которых алгебры и гео
метрии недостаточно (а также другие более сложные разделы математики, 
которых мы в этой книге лишь бегло коснемся). И не случайно само возник
новение дифференциального и интегрального исчисления у Ньютона было 
неразрывно связано с созданием тем же Ньютоном начал теоретической 
(можно также сказать — математической) физики: понятия высшей мате
матики он воспринимал как (дословный!) перевод на математический язык 
основных понятий механики х.

Первые главы книги дают представление как о существе высшей матема
тики, так и о путях ее возможных применений. Таким образом, вполне 
можно представить себе читателя, который пожелает ограничиться выбо
рочным знакомством с главами 1—7, — но писали мы книгу не для него. 
Овладение основами высшей математики неразрывно связано с серьезным по
ниманием путей применения этого аппарата. Знания без применений и на- 
стоящими-то знаниями не являются — они с трудом усваиваются, да и за
бываются легко. Наше пособие рассчитано на лиц, специально интересую
щихся физикой и техникой; поэтому и приложения здесь в основном заим
ствованы из этих областей. Сегодня можно было бы составить учебник выс
шей математики, ориентированный и на биолога (или будущего биолога), 
геолога или экономиста, однако это были бы совсем другие книги и писать 
их должны другие.

Вторую часть книги составляют изложения ряда тем из физики и техники. 
Вот здесь целиком проявляется сила высшей математики: весьма многие 
важные физические явления удается описать с той степенью законченности, 
которая недостижима без использования понятий производной и интеграла. 
В качестве примера мы можем назвать теорию радиоактивности (гл. 8). 
Другим примером может служить явление резонанса, выступающее в книге 
в двух разных обличиях: в виде одного из эффектов, возникающих в теории 
механических колебаний (гл. 10), и как одно из свойств электрических це
пей (гл. 13). Несмотря на то, что одни из разделов физики изложены во вто
рой части книги с большой степенью подробности, а другие только намечены 
или даже вовсе опущены, общий объем даваемых здесь сведений по физике 
настолько велик, что книгу в целом можно рассматривать не только как по
собие по математике, но и как важное добавление к традиционным учебни
кам физики.

Посвященные физическим вопросам главы 8—13 (они составляют вто
рую часть книги) почти независимы одна от другой; читать их можно в лю
бом порядке. Единственное исключение здесь составляет глава 10 («Колеба
ния»), для понимания которой нужны первые шесть параграфов предшествую
щей главы 9 («Механика»). Заметим, что хотя и первая часть книги («Эле
менты высшей математики») богата примерами из физики и механики, озна-

* Столь же неслучайно наличие у второго творца высшей математики — Лейбница 
эволюционных представлений, тесно связанных с его математическими концепциями 
и значительно перегнавших свое время. (Эти представления затрагивали биологию, гео
логию, физику: так, от Лейбница ведет начало концепция энергии, лишь трансформи
рующейся, ио не исчезающей ни при каких физических явлениях.) 



 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

К читателю 7

комление с какими-то разделами второй части («Приложения высшей мате
матики») полезно, как нам кажется, для всех без исключения категорий 
читателей.

Большой объем настоящей книги, казалось бы, противоречит слову «на
чинающие» в ее заголовке. Пусть Вас не смущает количество страниц в этом 
пособии! Мы хорошо сознаем все недостатки, — но также и достоинства — 
принятой нами подробной, откровенно многословной системы изложения. 
Книга содержит очень много примеров и численных расчетов: одни и те же 
вопросы освещаются в ней зачастую по несколько раз и притом с разных 
точек зрения; много места уделено истории излагаемых теорий и т. д. Ра
зумеется, всю имеющуюся в книге информацию можно было бы «спрессовать» 
и изложить на гораздо меньшем числе страниц, но тогда чтение книги тре
бовало бы больших усилий и любое пропущенное или неверно понятое место 
затрудняло бы (если не делало невозможным) дальнейшее продвижение. 
Конечно, в жизни встречаются ситуации, когда лучшим источником инфор
мации служит краткая телеграмма, но столь любимое XVIII и XIX столети
ями и почти забытое в наши дни искусство неторопливого письма, не пренеб
регающего многочисленными, казалось бы необязательными, подробностями, 
также имеет свою прелесть. И для начинающего «телеграфный» стиль, как 
нам кажется, никак не подходит: избыточная информация, которой в отдель
ных случаях можно и пренебречь, на плечи не давит, а вот недостаток ин
формации или чрезмерная ее концентрация в книге для неопытного читателя 
совершенно недопустимы!

Необходимо также иметь в виду, что наша книга содержит много мате
риала для лиц, заинтересованных в углубленном изучении основ высшей 
математики; при первом чтении значительную часть этого материала можно 
и пропустить. Сюда относятся, например, все разделы книги, напечатанные 
мелким шрифтом (в частности, рассказ о происхождении высшей матема
тики) или отмеченные звездочками параграфы. Подобный характер имеет 
и вся третья часть книги («Дополнительные темы из высшей математики») 
и Заключение («Что же дальше?»). Наконец, мы уже подчеркивали воз
можность выборочного знакомства со второй (физической) частью'*  книги 
(гл. 8—13).

Большая глава 1 «Функции и графики» в основном содержит материал, 
известный из средних классов школы; многим читателям будет достаточно 
бегло ее просмотреть. Главы 2 и 3 излагают идейную сторону высшей мате
матики (дифференциального и интегрального исчисления), а главы 4 и 5 — 
аппаратную ее сторону в том достаточно скромном объеме, который необ
ходим для основных применений. Глава 6 посвящена некоторым более про
двинутым разделам математического анализа (ряды, дифференциальные 
уравнения), а глава 1 касается чисто математических применений понятий 
производной и интеграла (физические применения рассматриваются во второй 
части книги). Элементы истории высшей математики отнесены в заключитель
ные разделы глав 3 и 6, отделенные от основного текста тремя звездочками. 
К математической части книги относится и Заключение «Что же дальше?», 
посвященное обсуждению некоторых более новых разделов математической 
науки, ныне широко используемых в приложениях.

Укажем, что третья часть книги (и особенно ее Заключение) имеют не
сколько иной характер, чем первая и вторая части. Последняя часть книги 
посвящена двум направлениям высшей математики, существенно расширяю
щим (и обобщающим) классическое дифференциальное и интегральное ис
числение Ньютона и Лейбница. Первое из них — комплексные числа и функ
ции комплексной переменной, которые давно уже играют в физике и технике 
громадную роль. Замечательно, в частности, что многие обстоятельства, 
касающиеся обычных функций с вещественными аргументами и значениями, 
становятся яснее при обращении к комплексным числам. Некоторые примеры 
такого рода читатель найдет в главах 14, 15 и 17.



 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

8 К читателю

Второе направление, рассматриваемое в третьей части книги, — так на
зываемые обобщенные функции / (х), в первую очередь дельт^--^^гі^ік^:^їя Ди
рака, равная нулю всюду, кроме значения ж=0, при котором она равна бес
конечности (!). Такие функции также играют в физике (и в технике) большую 
роль; само их происхождение гораздо больше связано с физикой, чем с ма
тематикой. Нам представляется очень желательным возможно более ранее 
ознакомление будущих физиков н инженеров с этими замечательными функ
циями !

Посвященные функциям комплексной переменной и обобщенным функциям 
главы 14—17 рассчитаны лишь па особо интересующихся читателей. Напи
саны они несколько более конспективно, чем остальной текст книги (хотя и 
они доступны достаточно настойчивому начинающему читателю); их можно 
просмотреть с любой степенью подробности.

Еще более обзорный характер имеет Заключение «Что же дальше'?». 
Вот здесь мы никак не рассчитываем на полное понимание материала, при
званного лишь пробудить любознательность читателя и побудить его к даль
нейшей работе. Наивно было бы думать, что математическое образование фи
зика пли инженера может завершиться темами, охваченными нашей книгой. 
В Заключении мы коснулись некоторых иных направлений науки, начав
ших широко применяться в физике и технике лишь во второй полювине на
шего столетия 2. Заметим, что хотя Заключение (да и вся третья часть книги 
тоже) свободно могут быть опущены (для понимания основной части книги 
они не нужны), мы все же рассчитываем, что большинство читателей захотят 
хоть бегло с ними познакомиться, поскольку они открывают дальнейшую 
перспективу и знакомят с некоторыми идеями, достаточно важными и ха
рактерными для современной науки.

2 Здесь можно указать прежде всего на теорию групп, которая была развита 
математиками в прошлом веке и в то врамя казалась далекой от всякой физики . 
В настоящее же время успехи физики элементарных частиц в большой степени свя
заны именно с теорией групп.

Таким образом, настоящая книга допускает ряд вариантов ее использова
ния. Читателю, заинтересованному в первую очередь в математике, естест
венно уделить наибольшее внимание первой части книги; однако при этом 
безусловно будет полезным и ознакомление с теми или иными разделами вто
рой части — скажем с главой 8, или с первыми параграфами главы 9 и ча
стью главы 10, или с главой 13. Тому, кто пожелает еще углубить свои зна
ния по математике, можно порекомендовать обратиться к заключительным 
параграфам главы 10 или (и) к третьей части книги; при этом читателю, заин
тересовавшемуся функциями комплексной переменной п дельта-функциями, 
никак не следует пренебрегать главой 17, посвященной приложениям со
ответствующих теорий. Дополнительные сведения ио математике можно из
влечь из Заключения, однако для серьезного знакомства с затронутыми в За
ключении темами безусловно необходимо обратиться к иной литературе. 
Наконец, читатель, интересующийся более физикой, чем математикой, мо
жет довольно бегло ознакомиться с первой частью, полностью игнорируя 
текст, напечатанный мелким шрифтом и пропуская большинство отмеченных 
звездочками параграфов (но не § 7 гл. 6, демонстрирующий пути применения 
дифференциальных уравнений к анализу естественнонаучных явлений). 
Такому читателю не следует особенно задерживаться на главе 7 первой 
части, имеющей чисто математический характер; но вот главу 6 он должен 
проштудировать достаточно внимательно, поскольку ее прикладное значение 
очень велико. Вторую часть книги (а, может быть, также и третью, тоже свя
занную с глубокими физическими теориями) интересующийся физикой чи
татель, видимо, будет изучать особенно подробно; при этом порядок зна
комства с главами 8—13 он вполне может выбрать сам — так, например, 
в ряде отношений целесообразно не разрывать особенно во времени изуче
ние глав 10 и 13.



 

 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 
 

К читателю 9

В списке литературы, приведенном в конце книги, указаны некоторые 
другие издания, излагающие основы высшей математики, а также более ши
рокие по охвату материала учебники и книги, по тематике далеко вы
ходящие за рамки изложенного здесь материала. В качестве естествен
ного продолжения настоящего пособия читателю можно порекомендовать 
книгу [15] 3. Напротив, книги [19—21] от основного содержания нашей 
книги довольно далеки: они посвящены ветвям математической науки, при
мыкающим к направлениям, упомянутым в Заключении.

Из литературы по физике хочется в первую очередь порекомендовать чи
тателю замечательный многотомный лекционный курс [34] (его последний 
девятый выпуск составляют задачи и упражнения ко всему курсу). Отметим, 
кроме того, что в книгах [22—30, 37] высшая математика не используется.

В Приложениях I — IV к книге приведены краткие таблицы производных, 
интегралов и числовых рядов (что это такое, Вы узнаете из первой части 
книги), а также извлечения из числовых таблиц, придающие всему пособию 
известную законченность: они позволят читателю при выполнении упраж
нений, завершающих каждый параграф книги, не обращаться к другим 
учебникам. В физических примерах мы всюду исходили из принятой в на
стоящее время международной системы единиц СИ; читателю, недостаточно 
знакомому с этой системой, может быть полезно Приложение V. Наконец, 
последнее Приложение VI составляют широко используемые в книге латин
ский и греческий алфавиты.

В книге принята «дробная» система нумерации формул, упражнений, 
рисунков: во всех случаях первая цифра (или первое число) указывает но
мер главы, а вторая — номер параграфа (в рисунках к Заключению пли От
ветам первые две цифры заменяются буквами 3 пли О). Таким образом, 
ссылка, скажем, на формулу (10.4.3) указывает на формулу (3) из § 4 главы 10, 
причем такой характер может иметь ссылка лишь вне пределов главы 10. 
Указание на формулу (4.3) отсылает читателя к формуле (3) из §4 
той же главы; наконец, просто ссылка па формулу (3) означает, что 
речь идет о третьей формуле того же самого параграфа. Та же система 
принята и в ссылках на параграфы книги, где, например, запись § 10.4 от
сылает читателя к § 4 главы 10.

Разумеется, как любое пособие по математике, эта книга предполагает 
активную работу читателя (по возможности с ручкой или карандашом 
в руке) — решение приложенных к книге упражнений. Еще лучше, если, 
кроме того, на столе перед Вами лежит микрокомпьютер: тогда Вы сможете 
проверить и подкрепить общие теоремы с помощью численных расчетов, 
сможете свободнее пользоваться методом «арифметического эксперименти
рования», т. е. приближенными вычислениями, раскрывающими содержание 
вводимых понятий и смысл формул. Конкретные примеры помогут Вам оце
нить точность рассыпанных по всей книге приближенных формул, и Вы 
лучше почувствуете мудрость предков, создававших свои методы и концеп
ции, не обладая современной вычислительной техникой. Одновременно с этим 
Вы почувствуете и новую силу, которую нам, детям XX века, придают 
компьютеры.

3 Так, студентам технических вузов, проштудировавшим настоящую книгу на первом 
году учебы, уместно на втором курсе обратиться к книге [15].



 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

ПРЕДИСЛОВИЕ ДЛЯ ПРЕПОДАВАТЕЛЕЙ

Настоящая книга адресована не только учащимся, но и их преподавате
лям, знакомым с излагаемым здесь материалом; для них интерес может пред
ставлять рекомендуемая нами методика преподавания высшей математики 
будущим физикам и техникам. Книга не является учебником, рассчитанным 
на какую-то определенную категорию учащихся: она может быть использо
вана при преподавании математики или физики в средней школе, техникуме 
или ПТУ, в высшем учебном заведении. Учителю среднего учебного заведе
ния наша книга поможет освежить полученные в вузе представления о связи 
и взаимозависимости математики и физики. Содержание книги школьный 
учитель может использовать в факультативных занятиях или в (физических 
и математических) кружках; кое-что из этой книги может быть рассказано 
и прямо на уроке. Преподавателю вуза книга может доставить материал для 
использования в практических занятиях по курсу математического ана
лиза (высшей математики) или общей физики. При этом наше пособие может 
быть полезно преподавателю, ведущему упражнения по дифференциальному 
и интегральному исчислению с начинающими студентами технического вуза 
или физического факультета (отделения) даже в том случае, если на лекциях 
по курсу математического анализа господствует иной дух. Проработка с уча
щимися тем, заимствованных из второй (а частично, возможно, и из третьей) 
части книги, поможет студентам обрести сбалансированную точку зрения 
на математику и облегчит им усвоение отдельных разделов физики и тех
нических дисциплин, таких, как теория колебаний. Она также — и это, 
конечно, важнее всего — поможет им не только понять, что именно изучает 
дифференциальное и интегральное исчисление, но и осознать, как и зачем 
была создана и зачем нужна эта важнейшая математическая дисциплина.

Список литературы в конце книги рассчитан как на учащихся, так и на 
преподавателей. Он содержит ряд книг [4—6, 12—14], демонстрирующих 
возможные пути слитного изложения высшей математики и ее приложений; 
к сожалению, большинство из них ныне малодоступно даже преподавателю.

Книга состоит из трех частей, первая из которых (главы 1—7) в основном 
напоминает читателю известные ему еще из школьного курса сведения. 
В этой части излагается идейная и аппаратная сторона высшей математики. 
Вторая часть (главы 8—13) посвящена приложениям высшей математики 
к физике и технике; она составляет органическую часть всего сочинения, 
в то время как третья часть (главы 14—17) является дополнительной и 
в принципе может быть опущена. Неразрывная связь первой (математиче
ской) и второй (физической) частей книги еще подчеркивается тем, что, ска
жем, раздел о рядах Фурье отнесен во вторую часть пособия (в главу о коле
баниях), а изучение процесса вытекания воды составляет часть главы 6, 
посвященной рядам и дифференциальным уравнениям.

При составлении книги мы не ориентировались специально на современ
ное положение дел, когда учащиеся могут пользоваться микрокомпьютерами. 
Разумеется, наличие микрокомпьютеров может еще упростить изложение. 
Оно, в частности, делает гораздо более легкими и быстрыми (а значит, и бо
лее естественными) разного рода «арифметические эксперименты», вроде фи
гурирующего в § 4.7, и позволяет гораздо шире их использовать. Наличие 
микрокомпьютеров позволяет также гораздо шире применять численное 
(приближенное) дифференцирование и интегрирование; его естественно при
нимать во внимание и при изложении приложений математики.

Настоящая книга связана с другой книгой одного из ее авторов, в перво
начальном своем виде вышедшей в свет в 1960 г.1 Одним из стимулов к ее

1 Ес последнее издание: Зельдович Я. Б. Высшая математика для начинающих и ее 
приложения к физике. 5-е изд. М.: Наука, 1970. 



 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 
 

Предисловие для преподавателей И

составлению явилось то, что в те годы в средних школах дифференциальное 
и интегральное исчисления даже не упоминались: в своей аналитической 
части школьный курс математики ограничивался началами алгебры и три
гонометрией, все еще сохранявшей положение самостоятельной дисциплины. 
В вузовском же преподавании господствовала система изложения начал 
анализа, весьма далекая от интересов физиков и техников. Напомним, что 
все 30-е годы основным втузовским учебником высшей математики в нашей 
стране являлась известная книга В. Гренвиля, переведенная на русский 
язык, а впоследствии и переработанная академиком Н. Н. Лузиным; в раз
ных своих вариантах эта простая книга переиздавалась множество раз и 
была весьма популярна среди учащихся инженерных вузов. Однако ожесто
ченная критика «чистых» математиков, обвинявших этот учебник в нестро- 
гости, привела к тому, что он был полностью вытеснен из педагогической 
практики и заменен книгами совсем другой направленности. В 50-е годы из
ложение математического анализа традиционно начиналось с теории пре
делов, базировавшейся на отточенной «е—§-технике» и оперировавшей глу
бокими понятиями, ценность которых первоначально лишь декларирова
лась, но никак не раскрывалась. Все это создавало положение, при котором 
понятия производной и интеграла, интуитивно достаточно простые и на
глядные, представлялись непосвященному чем-то весьма возвышенным и 
вызывали у него чувства, близкие к мистическому трепету (у студентов- 
первокурсников к этому еще добавлялся реальный страх получить двойку 
на экзамене). При этом многие математики, к сожалению, поддерживали та
кое отношение, всячески подчеркивая логическую тонкость понятия предела 
и необходимость опереться здесь на какой-либо вариант теории веществен
ного числа (хорошо известно, однако, что все такие обоснования, по необ
ходимости достаточно сложные, возникли лишь во второй половине 
XIX века, т. е. двумя столетиями позже создания высшей математики). 
Логическая требовательность учащихся воспитывалась на теоремах, кото
рые им казались ясными и без всякого доказательства. Так, например, тот 
факт, что предел у переменной может быть только один 2, традиционно уста
навливался без всякого обращения к интуитивному представлению о пределе, 
с полной достоверностью убеждавшему нас, что если переменная мечется 
между двумя «пределами», то она не стремится ни к одному.

2 Ср. с теоремой из современного американского школьного учебника геометрии 
(Моиз 9. 9., Даунс Ф. Л. Геометрия. М.: Просвещение, 1972, с. 55): каждый отрезок 
имеет середину, и притом только одну, — также явно обращенной к одним лишь будущим 
математикам.

В настоящее время положение дела, безусловно, изменилось к лучшему. 
В средних школах проходится обязательный курс начал дифференциаль
ного и интегрального исчисления. Также и среди новых пособий для высшей 
школы имеются стоящие на близких к нам позициях. Так, в выдержавшем 
ряд изданий учебнике [9] не доказывается ни одна теорема о пределах, ибо 
автор предпочитает заменять здесь строгую логику откровенной апелляцией 
к здравому смыслу. Да и те пособия, которые традиционно начинают изло
жение с развернутой теории пределов, совсем по-другому читаются учащимся, 
еще из средней школы знакомым с основными понятиями производной и ин
теграла!

При всем том нам кажется необходимым подробно мотивировать свои ме
тодические позиции, тем более что согласны с ними, безусловно, не все. Эле
менты математического анализа твердо вошли в школьный курс математики, 
но еще далеко не решен вопрос о том, как они будут там излагаться. Здесь 
вполне возможен «инженерный», или «естественнонаучный», уровень строгости, 
но есть и сторонники принципиально иного подхода. Нельзя считать решен
ным и вопрос о принципах построения курса математики в техникумах и 
ПТУ, хотя нам кажется, что уж здесь никак не нужен уровень строгости, 
превышающий принятый в настоящей книге.



 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

 

 

 
 

12 Предисловие для преподавателей

Ясно, что, прежде чем планировать систему обучения математике, не
обходимо задуматься, зачем мы ее учим. Ведь ответ на вопрос «как?» невоз
можен, если нет ответа на вопрос «зачем?». Математику можно учить для 
того, чтобы:

1) успешно сдать экзамен;
2) развить способность к абстрактному мышлению и логические навыки;
3) овладеть современной вычислительной техникой;
4) применять полученные знания к изучению реальных явлений в тех

нике, физике, биологии, к изучению микромира атомов и элементарных ча
стиц или макромира звезд и галактик.

Все эти цели совершенно разные; они диктуют абсолютно несходные ме
тодики и системы обучения. Первая из них, при бесспорной практической 
значимости, конечно, не должна приниматься во внимание: ясно, что экза
менатор должен приноравливаться к потребностям учащихся, а не уча
щиеся — к вкусам экзаменатора (хотя реально так бывает, к сожалению, не 
всегда). Вторая цель не может и но должна полностью игнорироваться: 
ведь здесь речь идет о подготовке будущих математиков, и рост значения ма
тематики заставляет отнестись к этой проблеме с достаточным вниманием. 
Нелепо лишь считать, что согласованное с целью 2) преподавание должно 
иметь массовый характер — ведь математики никогда не будут составлять 
сколько-нибудь заметную часть всего населения. И с этой точки зрения суще
ствующий во многих странах уклон школьного курса математики в сторону 
так называемой современной математики, понимаемой как начала общей тео
рии множеств и символической логики, учение об абстрактно вводимых функ
циях и так называемых бинарных отношениях, кажется нам вредным. 
Не может служить основным ориентиром в планировании массового мате
матического образования и цель 3) —• вопрос о подготовке будущих програм
мистов и специалистов по ЭВМ является серьезным, по все же достаточно 
частным.

Наша книга адресована будущим инженерам п естествоиспытателям, 
ориентирующимся па цель 4) изучения математики. Этой безусловно очень 
обширной категории учащихся надо, по нашему мнению, скорейшим путем 
сообщить необходимые для приложений сведения, не загромождая их из
лишними логическими тонкостями и не стремясь к максимальной общности 
п полной строгости: ведь для учащихся этого рода математика навсегда оста
нется аппаратом, языком описания тех или иных фактов, а не сущностью, 
которая интересует их сама по себе. При этом, как нам кажется, и сегодня, 
как это было в XIX веке и будет, вероятно, в XXI веке, надо в первую оче
редь делать упор на элементы математического анализа, на дифференциальное 
и интегральное исчисление и простейшие дифференциальные уравнения.

В подходе к основным понятиям анализа следует исходить из тезиса о том, 
что природа устроена достаточно просто, что «бог не злонамерен», по извест
ному выражению Эйнштейна. Гипертрофия теорем существования может 
лишь отпугнуть учащегося, одаренного здоровым физическим чутьем. Ясно, 
что движущаяся частица имеет скорость, а кривая линия имеет касательную; 
доказывать существование скорости так же не нужно, как доказывать суще
ствование площади плоской фигуры: да вырежьте Вы фигуру из бумаги или 
картона и взвесьте ее, поделите массу па массу одного квадратного метра 
материала — вот Вам и площадь! Другими словами, теоремы существования 
производной и интеграла на первом этапе изучения анализа не нужны (и 
даже вредны): оба эти понятия имеют естественный физический смысл, а зна
чит, они существуют з. Ведь было бы нелепо начинать изучение грамматики 
не с общих правил, а с исключений или начинать изучение языка не с перво-

з Когда студенты знаменитого Уильяма Томпсона, лорда Кельвина (1824—1907). 
пытались определять производную «по Коши», то это только раздражало старого про
фессора. «Да бросьте вы этого Тотгептнера, — говорил он тогда, — ведь производная — 
это скорость». (Тотгептпер — профессор «чистой» математики, читавший во времена 
Кельвина в Кембриджском университете курс математического анализа). 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

Предисловие для преподавателей 13

начального запаса слов, а с грамматики. Между тем именно этому подобна, 
к сожалению, достаточно распространенная система изучения «математи
ческого языка», при которой концепция (и свойства) предела предшествует 
любым содержательным применениям этого понятия.

В биологии существует глубокий закон, утверждающий, что «онтогенез 
повторяет филогенез», т. е. отдельная особь в своем развитии в той или иной 
мере повторяет эволюционный путь развития всего рода, к которому эта особь 
принадлежит: так, зародыш человека в течение определенного периода своего 
развития имеет жаберные щели, ибо жизнь первоначально зародилась 
в море и предками млекопитающих (в том числе и человека) были рыбы. 
Нам кажется, что этот биологический закон следует помнить и педагогам. 
Будущий физик или инженер должен предварительно изучить математику 
в таком виде, в каком она создавалась великими учеными XVII и XVIII ве
ков, а не получить ее сразу в том обличии, которое выработалось в резуль
тате длительной эволюции ко второй половине XX столетия.

Разумеется, сказанное никак не следует понимать, как призыв к точному 
воспроизведению в современных учебниках представляющихся сегодня до
статочно архаичными по форме рассуждений Ньютона, с его давно забытой 
терминологией и символикой, или Лейбница, со свойственной последнему 
«метафизикой бесконечно малых». Однако идейная сторона курса для на
чинающих вполне может, как нам кажется, строиться на привычных класси
кам наглядных представлениях, а не на современных теориях веществен
ного числа и не на сложившихся в течение столетий строгих определениях. 
Конечно, в какой-то момент учащихся надо проинформировать о возмож
ных осложнениях, но не об экзотических «непрерывных функциях, нигде не 
имеющих производных» * а просто о возможностях разрыва или излома кри
вой. Однако соответствующие предостережения кажутся нам уместными лишь 
после интуитивного освоения основных понятий, а не до этого, подобно 
тому как ознакомление с каким-либо новым механизмом нелепо начинать 
с указаний на возможность его поломки. Кроме того, мы склонны считать 
гораздо более поучительным (и информативным) не традиционный ниги
листический, а современный «конструктивный» подход к особенностям рас
сматриваемого рода, утверждающий, что каждая (хотя бы и негладкая!) 
непрерывная функция имеет производную, которая, однако, может оказаться 
не обычной функцией, а дельта-функцией; этому подходу мы уделяем боль
шое внимание в главе 16 книги. Мы пользуемся также всеми случаями для 
того, чтобы подчеркнуть такие важные общие идеи как линейность и прин
цип суперпозиции, иногда недопустимо оставляемые в тени в книгах, рассчи
танных на (настоящих или будущих) физиков и инженеров.

Современная математика развивается весьма бурно, и при этом бурно растет 
и количество знаний, необходимых ее потребителям. Учить физику или ин
женеру сегодня приходится больше — некоторые из новых важных для при
ложений разделов науки.названы в Заключении «Что же дальше?». Наряду 
с этим громадное значение приобретает в наши дни почти не затронутая 
в этой книге вычислительная математика, базирующаяся на огромных воз
можностях ЭВМ. Мы считаем вполне возможным более быстрое ознакомле
ние начинающих с первыми разделами курса высшей математики, позволяю
щее раньше применять свои знания и освобождающее время для изучения 
новых содержательных математических теорий.

Педагогические позиции авторов многих известных нам учебников мате
матического анализа напоминают установки средневековых схоластов в ди-

4 Здесь мы склонны присоединиться к одному из крупнейших аналитиков второй 
половины XIX века — французу Шарлю Эрмиту, который писал своему другу голланд
скому математику Стильтьесу, что он «с ужасом и отвращением отворачивается от этой 
разрастающейся язвы функций, не имеющих производных». Стоящая на прямо противо
положных позициях книга французского математика Б. Мальденброта «Фрактали» {Man
delbrot В. Fractals. San Francisco: W. H. Freeman, 1977) очень интересна, но она явно 
рассчитана на читателей, гораздо более изощренных по сравнению с теми, к кому обращен 
наш элементарный учебник.



 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 

14 Предисловие для преподавателей

спутах и научных турнирах. Учащийся представляется таким авторам опыт
ным противником, выискивающим слабые места в позиции учителя; задача 
же педагога сводится к опровержению всех возмояшых возражений. 
В противоположность этому мы рассматриваем учащегося как друга и союз
ника, готового поверить педагогу или учебнику и заинтересованного в пер
вую очередь в том, чтобы побыстрее получить возможность использовать 
в изучении природы и в технике те новые приемы, которым его научили. По
нимание сути нового аппарата, так же как и интуиция, предостерегающая 
нас в тех случаях, когда аппарат отказывается работать, приходит к такому 
учащемуся главным образом в результате разбора многих примеров и прило
жений. При строго логическом подходе вопрос о происхождении, значении 
и пользе изучаемых понятий и теорем остается в тени. В предлагаемой книге 
основное внимание уделено «грубым» математическим идеям и связи этих 
идей с явлениями природы.

Поддержку наших позиций мы находим у многих выдающихся ученых. 
Знаменитый русский кораблестроитель академик А. Н. Крылов (1863— 
1945), ученый, техник и инженер с необычайно широким диапазоном интере
сов и результатов, автор первой на русском языке книги по численным 
методам математики, переводчик «Математических начал натуральной фи
лософии» Ньютона и авторитет в области небесной механики, писал: «Нельзя 
считать недостаточно строгим для 16-летнего гимназиста то, на чем'сам Нью
тон основывал все современное учение о мироздании и что он положил в ос
нову своих неопровержимых доказательств строения системы мира» — и 
указывал, что начинающие зачастую воспринимают утонченную строгость 
доказательств как «торжество науки над здравым смыслом». Хорошо из
вестна автобиография Альберта Эйнштейна — одного из величайших физи
ков всех времен, который писал:

«В возрасте 12—16 лет я ознакомился с элементами математики, включая основы диф
ференциального и интегрального исчисления. При этом, па мое счастье, мне попались 
книги, в которых обращалось не слишком много внимания на логическую строгость, 
зато хорошо была выделена всюду главная мысль. Вот это занятие было поистине увле
кательно: в нем были взлеты, не уступавшие «чуду» элементарной геометрии, — основная 
идея аналитической геометрии, бесконечные ряды, понятия дифференциала и интеграла».

Сходной была и позиция замечательного советского физика-теоретика, лау
реата Ленинской и Нобелевской премий, академика Льва Давидовича Лан
дау (1908—1968), который наряду с выдающейся физической интуицией обла
дал и высокой математической техникой. Однажды Ландау попросили дать 
отзыв на программу по математике одного из московских учебных институ
тов физического профиля. Вот что он написал в своем отзыве;

«К сожалению, Ваши программы страдают теми же недостатками, какими обычно 
страдают программы по математике, превращающие изучение математики физиками на
половину в утомительную трату времени. При всей важности математики для) физиков, 
физики, как известно, нуждаются в считающей аналитической математике; математики же, 
по непонятной мне причине, подсовывают паи в качестве принудительного ассортимента 
логические упражнения. . . Мне кажется, что давно пора обучать физиков тому, что опи 
сами считают нужным для себя, а не спасать их души вопреки их собственному желанию. 
Мне пе хочется дискутировать с достойной средневековой схоластики мыслью, что путем 
изучения ненужных им вещей люди будто бы научаются логически мыслить. Я категори
чески считаю, что из математики, изучаемой физиками, должны быть полностью изгнаны 
всякие теоремы существования, слишком строгие доказательства и т. п.»

Эти расхождения между математиками и физиками привели к тому пара
доксальному положению, когда трое (!) лауреатов Нобелевской премии по 
физике и химии (Вальтер Нернст, Сванте Аррениус, Генрик Антон Лоренц) 
сочли нужным написать элементарные пособия по высшей математике «для 
естествоиспытателей и врачей», как сказано было в заголовке книги Арре
ниуса, или «для естествоиспытателей с особым вниманием к запросам хими
ков», как указывал читателям Нернст. Из этих книг в нашей стране лучше 
всего известен двухтомный «Курс дифференциального и интегрального ис
числения с их приложениями к естествознанию» Г. А. Лоренца [4] (или
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«Курс высшей математики», как назвал русский вариант книги ее перевод
чик В. П. Шереметьевский), выдержавший с 1901 по 1926 г. пять изданий и 
еще в 30-х годах весьма популярный как учебник для будущих инженеров 
и пособие для самообразования. При этом с идейной стороны все названные 
книги были достаточно близки к настоящей книге.

Следует указать, что и многие «чистые» математики, не специализирующи
еся по абстрактной алгебре или математической логике и имеющие вкус 
к приложениям, мыслят аналогично тем физикам, о которых упоминалось 
выше. Так, знаменитый немецкий (позже американский) математик Рихард 
Курант (1888—1972), основатель Курантовского математического института 
в Нью-Йорке, писал в 1964 г., что очень долго математики принимали гео
метрию Евклида за образец строго логического подхода, строго логической 
дедукции (вывода). Но вот что говорит Курант дальше 5 6:

5 С тех же позиций написана и превосходная книга Дж. Пойа «Математика и правдо
подобные рассуждения» (М.: Мир, 1977).

«Упор на этот [аксиоматический, логический] аспект полностью дезориентирует того, 
кто предположит, что созидание, воображение, сопоставление и интуиция играют только 
вспомогательную роль в математическом творчестве и в настоящем понимании. В матема
тическом образовании дедуктивный метод, начинающийся с догматически сообщаемых 
аксиом, действительно позволяет быстрее обозреть большую территорию. Но конструк
тивный метод, идущий от частного к общему и избегающий догматического принуждения, 
надежнее ведет к самостоятельному творческому мышлению».

Все сказанное выше достаточно полно поясняет основные установки нашей 
книги. Ее принципы и исходные положения совпадают с теми, которые были 
характерны для названного в сноске 1 учебника; в деталях же изложение су
щественно отличается от старого даже и в тех разделах, которые входили 
в названную выше книгу. Многие темы введены в нашу книгу заново; это 
касается как ряда частных моментов (вопрос о втором дифференциале функ
ции одной переменной или о полном дифференциале функций двух перемен
ных; тема об инерционных системах отсчета), так и целых больших направ
лений науки (ряды Фурье, теория функций комплексной переменной пли 
устройство лазеров).

При пользовании этой книгой в преподавании педагог может свободно ис
пользовать те или иные моменты из физических разделов книги для иллю
страций математических понятий и теорем или, напротив, включать отдель
ные математические темы в занятия по физике. Так, например, понятие про
изводной мы иллюстрировали в тексте на связи пройденного пути и скорости 
или требующегося для нагревания тела тепла и теплоемкости; но никто не 
мешает использовать здесь, скажем, связь между электродвижущей силой 
(ЭДС) и силой тока для катушки (или для конденсатора, где эта связь имеет 
обратный характер; ср. § 13.1). Разумеется, число примеров подобного рода 
можно неограниченно увеличить. Слитное преподавание математического 
анализа и его приложений будущим техникам и физикам мы считаем очень 
важным: ведь сама математическая техника наполняется глубоким содержа
нием лишь в процессе ее использования. Польза от физических разделов 
книги является двоякой: они не только доставляют учащимся важные сведе
ния по физике, но также и проливают дополнительный свет на математиче
ские построения первых глав, позволяют по-новому понять их естествен
ность и необходимость. При преподавании часть этого материала можно, 
конечно, и опустить; однако какое-то использование физических рассмотре
ний в упражнениях (а частично, и в лекциях) по математике кажется нам 
очень полезным, а серьезное согласование элементарных курсов математики 
и физики — совершенно необходимым.

Я. Б. Зельдович, 
И. М. Яглом



 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ
__ _  __ _ ______________ __

ЭЛЕМЕНТЫ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ

Глава 1

ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ

Настоящая глава книги является ввод
ной — в ней кратко повторяются не
которые сведения, вероятно известные 
большинству читателей. Эта глава по
священа функциональным зависимо
стям между величинами; в ней приво
дятся некоторые конкретные примеры 
функциональных зависимостей, часто 
используемые в последующих разделах 
книги. С другими важными примерами 
функциональных зависимостей чита
тель встретится в последующих главах.

§1. Функциональная зависимость
В природе и в технике мы очень часто 
встречаемся с зависимостями одних ве
личин от других — с так называемыми 
функциональными зависимостями, есте
ственно, что и математика уделяет та
ким зависимостям большое внимание. 
Функциональная зависимость одной ве
личины (у) от другой (ж) означает, что 
каждому значению х соответствует опре
деленное значение у. Величина х при 
этом называется независимой перемен
ной, ay — функцией этой переменной. 
Иногда х называют аргументом функ
ции у.

Приведем несколько примеров из 
геометрии и физики.

1. Площадь S квадрата является 
функцией длины а его стороны: 5 = а2.

2. Объем V шара можно выразить
4

через радиус R шара: V — у тЛ3.
3. Объем V конуса с данной высо

той К зависит от радиуса г его основа
ния:

1
V — у т^іг2/г; (1.1.1)

если же считать, напротив, известным 
г, то та же формула (1) выразит за
висимость объема V конуса от его вы
соты h.

4. Путь с, ппрйденный сввобдно па
дающим телом, зависит от времени t, 

протекшего с момента, когда началось 
падение. Эта зависимость выражается 
формулой

gt2 '
z = (1.1.2)

где £^9,8 м/с2 — ускорение свободного 
падения.

5. Сила тока с зависит от сопротивле
ния R проводника: при данной раз
ности потенциалов и

і=7{- (из)

Можно было бы привести нщн мно
жество примеров такого рода.

В математике функциональная за
висимость чаще всего задается форму
лами, например:
У = 2ж-)-3, у = ж2-'-5,
у = Зх3 — х2 — х,

_____ d-1-4)
У = пп или i:=v';^ + 7

(здесь всюду у — функция аргумента х). 
Формула дает способ вычисления зна
чения функции при каждом заданном 
значении независимой переменной. 
Иногда этот способ предполагает ис
пользование таблиц или иных техниче
ских средств. Так, в последнем из 
примеров (4) для вычисления значения 
функции нам придется извлечь квадрат
ный корень из числа, скажем, с по
мощью таблицы квадратных корней 
или с помощью специального вычисли
тельного устройства.

В физике и технике функциональные 
зависимости чаще всего фиксируются 
на шкалах измерительных приборов; 
так, движение стрелки спидометра ав
томобиля, наблюдаемое одновременно 
со стрелками Ваших часов, фиксирует 
функциональную зависимость скоро
сти автомобиля от времени. Но и здесь 
часто функцию можно с достаточной 
степенью точности записать простой 



 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

§ 1. Функциональная зависимость 17

формулой: например, если разность по
тенциалов в электрической цепи оста
ется постоянной, то наблюдаемая экс
периментально («считываемая» со шка
лы амперметра) зависимость между 
силой тока і и сопротивлением цепи R 
хорошо передается формулой (3). На
личие формулы, связывающей значения 
возникающих в физике или технике 
величин, означает, что получен з а- 
к о н интересующего нас явления; так, 
выражаемый формулой (3) физический 
закон называется законом Ома.

Реально в природе и в технике в боль
шинстве случаев интересующая пас ве
личина (функция) зависит от н е- 
скольких величин. В последнем 
примере (см. (3)) сила тока зависит от 
двух величин: от разности потенциалов 
и и от сопротивления проводника R. 
Объем конуса (см. (1)) зависит от его 
высоты h и от радиуса основания г. 
Считая заданными (и постоянными) все 
величины, кроме одной, мы изучаем 
зависимость функции от одной перемен
ной; в данной книге мы в основном 
ограничимся функциями одной пере
менной. Так, например, взяв данную 
аккумуляторную батарею с определен
ной разностью потенциалов и, будем 
менять сопротивление проводника R 
и измерять силу тока і. В такой по
становке опыта сила тока зависит только 
от сопротивления; величину и в фор
муле (3) следует рассматривать как 
постоянный коэффициент.

Иногда формула такова, что значение 
у существует только для х, заключен
ного в определенных пределах. Скажем, 
формула y = \jx позволяет найти у 
только для неотрицательных значений 
х, т. е. для х 0. Если y=log2 (х—2), 
то у существует только для х—2 > 0, 
т. е. ДЛЯ X О 2. В предпоследней из 
формул (4) приходится считать, что 
х=^=—1, а в последней — что Зж-+7 0, 
т. е. х 14» —7 /Зз~—2,33.

В формулах, возникающих в физиче
ских, технических, геометрических и 
других задачах, ограничения возмож
ных значений независимой переменной 
иногда вытекают из смысла рассматри
ваемой задачи. В примерах, приведен
ных в начале параграфа, при вычисле
нии площади квадрата и объема конуса, 
конечно, подразумевается, что сторона 
квадрата, а также радиус основания 
конуса и высота конуса являются по

ложительными величинами. При этом 
«умные» формулы зачастую сами пре
дупреждают нас о возможных грани
цах значений переменной. Так, фор
мула для объема конуса при отрица
тельных h дает отрицательное значе
ние объема, что противоестественно; 
во многих формулах теории относи
тельности скорость и движущегося тела 
фигурирует в виде выражения \/с2—к2, 
где с — скорость света, откуда выте
кает, что в теории относительности 
всегда v < с, и т. д.

В первых трех формулах (4) и, ко
нечно, во многих других никаких огра
ничений на величину независимой пере
менной не накладывается: х может 
быть положительным или отрицатель
ным, большим или малым. То же отно
сится и ко многим физическим величи
нам: например, электрический ток
удобно считать положительной вели
чиной, когда электроны преимуще
ственно движутся по проволоке в одном 
направлении, и отрицательной при про
тивоположном направлении движения 
электронов.

Зная формулу, дающую зависимость 
у от х, легко составить таблицу значе
ний у для нескольких произвольно 
заданных значений х.

Составим таблицу, отвечающую 
функции у—Зх3—х2—х. В верхней 
строке приведем выбранные нами зна
чения х. в нижней строке под каждым 
данным х выпишем соответствующее 
значение у:

X —3 —2 —1 0 1 2 3

y=3xS—X2—X —87 —26 —3 0 1 18 69

Понятно, что по данной формуле 
можно составить и более подробную 
таблицу, задавая, например, значения 
х=0; 0,1; 0,2; . . . Таким образом, 
формула «сильнее» любой таблицы. Фор
мула содержит не только те сведения, 
которые приведены в данной таблице, 
но позволяет найти значения функции 
такж’е и при значениях независимой 
переменной, не содержащихся в таб
лице. С другой стороны, таблица удоб
нее формулы, так как с ее помощью 
можно быстрее найти значение у при 
данном х, если это значение х есть 
в таблице. Таблица также «нагляднее» 



 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

18 Гл. 1. Функции и графики

сложной формулы, по которой зача
стую трудно оценить значения, при
нимаемые функцией; однако простая 
формула, при некоторой привычке 
в чтении таких формул, часто позво
ляет быстрее представить себе ход 
функции, чем невыразительный ряд 
чисел (таблица).

В естественных науках и в технике 
часто встречается такое положение, 
когда теории интересующего нас явле
ния еще нет и физик (или химик, био
лог, техник) может указать только ре
зультаты проделанных им опытов — 
зависимость исследуемой величины от 
величины, задаваемой при постановке 
опыта. Так обстоит дело, например, 
при исследовании зависимости сопро
тивления проводника от его темпера
туры. В этом случае функциональная 
зависимость может быть задана только 
в виде таблицы, суммирующей резуль
таты опыта.

Из опыта известно, что для данного 
проводника (из данного материала, дан
ного сечения и данной длины) электри
ческое сопротивление зависит от тем
пературы проводника. При каждом 
значении температуры Т проводник 
имеет определенное сопротивление R, 
так что можно говорить о том, что 
сопротивление R есть функция темпе
ратуры Т. Проводя измерения, можно 
найти значения R при различных Т 
и таким образом найти зависимость 
R (71); при этом результатом опытов 
является таблица, в которой даны 
значения R при различных Т, напри
мер, следующая:

Т (в °С) 0 25 50 75 100

R (в Ом) 112,0 1’8,4 124,6 130,3 135,2

Если нас интересуют значения R 
при температурах, не входящих в таб
лицу, то в принципе нужны дополни
тельные измерения, так как точная 
формула, дающая зависимость R от Т, 
неизвестна. Однако практически всегда 
можно подобрать приближенную фор
мулу, хорошо согласующуюся с опытом 
для тех температур, при которых про
ведены измерения. Возьмем, например, 
соотношение
7? = 112,0 4-0,2727’ — 0,00047’2 (1.1.5) 

и составим по этой формуле следующую 
таблицу:

Т (в °С) 0 25 50 75 100

R (в Ом) 112,0 118,55 124,6 130,15 135,2

При тех температурах, при которых 
проделаны измерения, формула (5) дает 
значения R, очень близкие к наблю
даемым на опыте. Поэтому законно 
предположение, что и при промежуточ
ных температурах (например, при Т= 
=10, 80 или 90° С) эта формула также 
правильно описывает функциональную 
зависимость R (Т). Математики фор
мулируют последнее утверждение, го
воря, что найденная зависимость R (7’) 
не дает больших ошибок при интерпо
ляции, т. е. при переходе от известных 
значений R к новым, промежуточным 
между уже имеющимися (латинское 
слово interpolare означает «подновлять»). 
При этом зависимость (5) сопротивле
ния R от температуры Т называют 
эмпирически найденным законом, или 
эмпирической формулой. (Прилагатель
ное «эмпирический» (от греческого слова 
ешреіг’а — опыт) означает «опытный», 
«полученный опытным путем».) Однако 
эмпирическая формула нуждается, ра
зумеется, в проверке: погрешность, по
лучаемая при ее использовании, может 
оказаться и довольно значительной 
(ясно, что надежность эмпирической 
формулы будет тем выше, чем более 
густой является сетка тех наблюдаемых 
значений переменной, исходя из ко
торых мы подбирали данную формулу). 
И совсем уж нежелательно использо
вание эмпирической формулы за пре
делами исследованного интервала зна
чений независимой переменной (такое 
продолжение формулы называется эк
страполяцией — от латинской ча
стицы ех, т. е. «вне»): это может при
вести к большим ошибкам. Так, на
пример, мы не можем применять фор
мулу (5) при Т——200° С или при 
Т=500° С, поскольку у нас нет ни
каких оснований ожидать, что при 
всех Т зависимость R (Т) имеет 
вид (5), т. е. является квадратич
ной (выражается квадратным трехчле
ном).



 

 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 

§ 2. Координаты. Расстояния и углы, выраженные в координатах 19

§ 2. Координаты. Расстояния и углы, 
выраженные в координатах

Для наглядного изображения функ
циональной зависимости с помощью 
рисунка (графика) пользуются (пря
моугольными декартовыми) координа
тами. Проведем на плоскости две 
взаимно перпепдикулярные прямые: ось 
х, или ось абсцисс, которая обычно рас
полагается горизонтально, и ось у, 
или ось ординат, которую проводят 
вертикально; точка О пересечения осей 
называется началом координат. Обычно 
представляют себе, что плоскость, на 
которой проведены оси х л у, постав
лена перед Вами вертикально, как 
стена, против которой Вы сидите. 
При этом ось х оканчивается стрелкой, 
направленной слева направо, а ось 
у — стрелкой, направленной снизу 
вверх. Эти стрелки указывают, что 
отрезок ОР оси х считается положи
тельным, если он идет от О к Р слева 
направо, и отрицательным, когда Р 
лежит левее О, аналогично, отрезок OQ 
оси у будет положителен, если Q лежит 
выше О, и отрицателен в обратном 
случае.

Каждой паре значений х и у, скажем 
х=2, у=4, отвечает на координатной 
плоскости одна точка. Для того чтобы 
ее построить, достаточно отложить по 
осям абсцисс и ординат отрезки ОБ=2

Рис. 1.2.1 Рис. 1.2.2

Pl 21
ч- +

/С --------- ?

і
о

111 - +
г “ 1 о +
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и ОС=4 (причем эти отрезки направ
лены вправо и вверх соответственно, 
ибо у пас и х и у положительны (рис. 1)). 
Восставив в точках В и С перпенди
куляры к осям координат Ох и Оу, 
мы получим в пересечении этих осей 
точку А (х—2, у=А), или, короче, 
точку А (2, 4) (рис. 1). Обратно, чтобы 
найти координаты произвольной точки 
А плоскости, достаточно мысленно опу
стить из А перпендикуляры А В и АС 
на оси координат и «прочесть» значе

ния х и у, отвечающие точкам В и С 
(эти значения равны длинам отрезков 
ОБ и ОС, взятым с соответствующими 
знаками). При этом в четырех четвер
тях (или «квадрантах») I, II, III, IV,

Я • Z/Z-Z

АрАА і

1
1

1

і

1

Рис. 1.2.3 1
1

tho і о
г

1

- -г

на которые оси координат делят пло
скость (рис. 2), знаки координат бу
дут таковы: (+, +) (т. е. положитель
ная абсцисса х и положительная орди
ната у), +), (—, —) и (+, —)
соответственно. Оси абсцисс Ох отве
чает значение у = 0, а оси ординат — 
значение ж=0; начало координат О 
имеет координаты (0, 0). На рис. 3 
изображены несколько точек и выпи
саны их координаты.

Полезно научиться быстро опреде
лять на глаз приближенные значения 
координат заданных на рисунках то
чек и легко находить точки, отвечаю
щие тем или иным известным нам 
значениям координат. Практически 
удобно находить точки и строить гра
фики с помощью миллиметровой бумаги, 
на которой уже заранее проведена 
сетка взаимно перпендикулярных ли
ний. Так, например, мы рекомендуем 
читателю постараться, не прибегая ни 
к каким вспомогательным построениям, 
назвать координаты изображенных на 
рис. 4 точек А—N.

Задание двух чисел — значений х 
и у — определяет положение точки на 
плоскости. Поэтому и все геометриче
ские величины, относящиеся к этой 
точке, можно выразить через коорди
наты точки.

Найдем, например, расстояние г 
точки А с координатами х и у от на
чала координат, т. е. длину г отрезка 
ОА, соединяющего начало координат О 
с точкой А (рис. 5), а также угол а 
между прямой ОА и осью абсцисс.

Опустим из А перпендикуляры АВ 
и АС на оси координат. Длина отрезка 
ОБ равна | х |, длина отрезка АВ равна 
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длине ОС, т. е. I у |. Из прямоуголь
ного треугольника О АВ по теореме 
Пифагора находим
(Ш4)2 = г3 = (О В)2 + (Л В)2 = х~ + у2.

Рис. 1.2.5Рис. 1.2.4

Таким образом, 

г = \!х2 -г У2- (1-2.1)
Далее, по определению тангенса угла,
имеем

tg и =
АВ
~ОВ (1.2.2)и

X *

Так, например, пусть х=2, у—2 
(см. рис. 5). Тогда
г == \/13 «=3,6, а = arc tg-g«56°.

Заметим, что угол а отсчитывается 
от положительного направ
ления оси х в направлении, проти
воположном движению часовой

стрелки. Поэтому, например, если у = 2, 
х——2 (см. точку А на рис. 6), то угол 
а. — тупой, tga = ——— а ~ 135°. 
Когда точка лежит ниже оси х, то 
угол а оказывается большим 180°: 
так, для точек В (2, —2) и С (—3, —3) 
(см. рис. 6) имеем а=315° (точка В) 
и а = 225° (точка С). Так как столь 
большие углы иногда оказываются не
удобными, то в этих случаях можно 

отсчитывать углы от положительного 
направления оси х в направлении, 
совпадающем с направлением 
движения часовой стрелки, но считая 
их при этом отрицательными; 
при таком соглашении для точки В 
имеем а = —45°, а для точки С полу
чаем а =—135°. Другими словами, мы 
можем считать, что угол а изменяется 
либо в пределах от 0 до 360° (причем 
значения 360° он не принимает, ибо 
тут удобнее считать а=0°), либо от 
—180 до 180°, причем значения а— 
= —180° и а = 180° отвечают точкам, 
принадлежащим «отрицательной полу
оси» оси х (причем здесь законны оба 
эти значения а).

Формула (2) в этом отношении не 
полна: она не позволяет установить, 
расположена ли рассматриваемая точка 
в I или в III четверти координатной 
плоскости (или попадает ли она во II 
или в IV четверть), поскольку в этих 
четвертях тангенс имеет один и тот же 
знак. Для того чтобы полностью опре
делить величину а, надо еще учесть 
знаки х и у, позволяющие определить 
четверть, в которой находится точка, 
или воспользоваться более полными, 
чем (2), но и более сложными форму
лами:
cos а = — , sin а = — ,г г ’

11.2.2а) 
где г==\/х2 -- у2.

Легко решить и обратную задачу: 
пусть дано, что точка А находится на 
заданном расстоянии г от начала ко
ординат О и отрезок ОА образует угол 
а с осью х (подразумевается — с по
ложительной, правой частью оси х). 
Требуется найти координаты точки А. 
Из рис. 5 получаем:
х = г cos а, у = г sin а. (1.2.3)

Эти формулы верны без всяких исклю
чений, для любых положительных и 
отрицательных углов а: они правильно 
указывают знаки х и у в любой чет
верти.

Ясно, что положение точки А на 
плоскости можно фиксировать, указав 
два числа х и у, а можно вместо этого 
задать расстояние г и угол а. Числа г 
и а называют полярными координатами 
точки А; при этом точку О называют 
полюсом полярной системы координат, 
а луч Ох — полярной осью (ось Оу 
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в определении полярной системы ко
ординат не участвует). Таким образом, 
формулы (2а) и (3) указывают правила 
перехода от декартовых прямоуголь
ных координат точки к соответствую
щим им полярным и наоборот.

Перейдем к задачам, связанным 
с двумя точками Ау и Л2; координаты 
первой точки обозначим Ху, ух, коорди
наты второй точки — Ху, У2 (рис. 7). 
Найдем расстояние г12 между этими 
точками и угол а.^ между отрезком 

и осью Xі.
Удобно провести через точку Ау 

прямую, параллельную оси х, а через 
точку Ау — прямую, параллельную оси 
у (на рис. 7 они проведены пунктиром, 
а точка их пересечения обозначена 
буквой В). При этом в треугольнике 
АуАуВ отрезок АуВ равен | х2—Ху |, 
а отрезок АуВ равен [ у2—уу |. По
строение АуАуВ подобно построению 
Д О АВ на рис. 5.

Рис. 1.2.7

По теореме Пифагора
Г12 = 7(ж2— *1) 2+У2 — У11'2- (1-2.4)
Угол а12 находится из условия

tg «12 = Х2 — (1.2.5)

пли (ср. (2а)) из
J-2 -— X-y X,-2 —

CL3 Ст2 — al)2 — (02 — ;/l)2 '

(1.2.5а)

cos а.12

_______ ''2 — ?/1_______
У(ж2 — хі)2 Л- (уу — у A* '

з Значки снизу букв называются индексами 
(по-латыни «индекс» значит «указатель»). Чи
тается такое выражение: Ху — икс-одип, Ау — 
а-два. Одинаковые буквы с разными индек
сами применяют вместо разных букв для того, 
чтобы показать, что речь идет о похожих 
(но в то же время разных) величинах. Так, на
пример, величины Ху и Ху обе являются «ик
сами» — абсциссами, но относятся к разным 
точкам. Величины, обозначаемые разными 
буквами, но с одинаковым индексом, отно
сятся к одной п той же точке: Л, — обозначе-

Читатель должен убедиться, что 
формулы (4), (5) и (5а) правильны при 
любых знаках всех четырех величин 
а?! уу, Ху, Уу и при любых соотноше
ниях между координатами: может быть

Ху > Ху или Ху < Ху, уу > уу или уу < у2. 
Так, например, рис. 8 иллюстрирует 
случай Ху <А 0, Ху > 0. Здесь 4Х= 
=Л1(—2, 1) и А2=Ау (3, 3). В этом слу
чае длина отрезка АуВ равна сумме 
абсолютных величин | Ху | =2, | Ху |=3, 
но это как раз и соответствует общей 
формуле
АуВ = Ху — Ху = 3 — (—2) = 5.

Аналогично правильны и выражения 
ДЛЯ Г12 и tg а.

Упражнения
1.2.1. Изобразите точки (1,1); (—1,1); 

(-1, -1); (1,-1).
1.2.2. Изобразите точки (1, 5); (5, 1);

(—1, 5); (-5, 1); (-1,-5); (-5,-1); (1, -5); 
(5, -1).

1.2.3. Изобразите точки (0, 4); (0, —4); 
(4, 0); (-4, 0).

1.2.4. Найдите расстояние от начала ко
ординат и угол а для точек (1, 1); (2, —2); 
(-3, -3); (-4, 4).

1.2.5. Найдите расстояние между парами 
точек: Ау (1, 1) и Л2(1, —1); Ау (1, 1) и 
Ау (-1, -1); Ау (2, 4) и Ау (4, 2); Ау (-2, -4) 
и Л2 (—4, -2).

1.2.6. Выпишите координаты вершин квад
рата со стороной а, если диагонали квадрата 
совпадают с осями хнц.

1.2.7. Выпишите координаты вершин пра
вильного шестиугольника со стороной а, 
если одна из его диагоналей совпадает с осью 
х, а центр лежит в начале координат.

1.2.8. а) Выпишите координаты вершин 
равностороннего треугольника со стороной а, 

ние некоторой точки, Ху — ее абсцисса, уу — 
ордината. Иногда при букве ставят и два 
индекса: так, например, г12 (читается: эр-один- 
два, а не эр-двенадцать) — это расстояние 
между первой Ці и второй (Л2) точками. 
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основанием, принадлежащим оси х, и верши
ной противолежащего угла на оси у. б) Решите 
ту же задачу для случая, когда основание при
надлежит оси х, а вершина одного из углов 
совпадает с началом координат.

1.2.9. Дана точка А± с координатами хъ у,. 
Выпишите координаты точек Л2, А3 и Л4, 
симметричных А, относительно соответственно 
осей х и у и относительно начала координат О.

§ 3. Графическое изображение функций. 
Уравнение прямой

Как мы знаем из § 2, каждой паре зна
чений величин хну соответствует 
определенная точка плоскости. Если у 
есть функция от х, то каждому значе
нию х отвечает определенное значение у. 
Следовательно, задаваясь многими раз
личными значениями х, мы найдем 
различные соответствующие им у, п 
эти пары значений (х, у) дадут много 
точек на плоскости. Если увеличивать 
число отдельных значений х, беря их 
все более близкими между собой, то 
в конце концов точки сливаются в сплош
ную кривую. Эта кривая называется 
графиком функции.

Обычно достаточно нанести на гра
фик несколько точек, после чего про
межуточные точки и весь график функ
ции можно получить, соединяя плав
ной линией нанесенные точки. Однако

Рис. 1.3.1 Рис. 1.3.2

для того чтобы не сделать при этом 
грубых ошибок, нужно иметь общее 
представление о виде кривых, изобра
жающих различные функции. Мы нач
нем с изучения нескольких типичных и 
наиболее важных функций.

Рассмотрим так называемую ли
нейную зависимость

у = кх Ь. (1.3.1)

Пусть, например,
у = 2а 4-1.
Построим несколько точек графика ли
нейной зависимости; соответствующие 
значения х и у приведены ниже:

(рис. 1). Бросается в глаза, что все 
наши точки лежат на одной прямой. 
В таком случае, проводя эту прямую 
линию (отсюда название «линейная за
висимость», «линейная функция»), по
лучим полный график функции: для 
любого х соответствующая точка (х. у) 
принадлежит прямой, соединяющей ка
кие-либо две точки графика.

Как доказать, что для любой функ
ции вида y=kx-\-b (при любых к и Ъ) 
все точки ее графика принадлежат одной 
прямой? Поставим следующий вопрос: 
как, зная координаты трех точек Hj. 
Аг и А3, выяснить (без построения, 
путем вычисления), лежат ли эти точки 
на одной прямой или нет? Очевидно, 
что если угол а12 отрезка А,А2 с осью 
х равен углу а13 отрезка А,А3 с осью х, 
то отрезки A]A.2 и АгА3 принадлежат 
одной прямой, а если это не таї;, то 
не принадлежат. На рис. 2 показан 
случай, когда аи > а|2 и точка А3 
лежит выше продолжения прямой А,А3; 
из этого же рисунка видно, что если 
бы а13 было равно ам, то точка А3 ле
жала бы на прямой, продолжающей 
отрезок А-А2.

Из выражения (2.5) для тангенса 
угла а следует, что при = aJ3 ко
ординаты точек Аъ А2 и А3 связаны 
соотношением

= (1.3.2)

Не обращаясь к тригонометрии, можно 
сказать, что условие (2) — это условие 
подобия двух прямоугольных треуголь
ников AyA2B и А]А.3С (см., рис. 2). 
Подобие треугольников и приводит к ра
венству углов при вершине Hj.

Соотношение (2) применимо и в том 
случае, когда точка At лежит между 
точками А2 и А3 (рис. 3): если три 
точки лежат на одной прямой, то из 



 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

§ 3. Графическое изображение функций. У равнение прямой 23

подобия A A^A^B и А АхА3С следует 
пропорция (2). В примере, изображен
ном на рис. 3, х3—х < 0, у3—— < О, 
но отношение их положительно и равно 
отношению двух положительных вели
чин х2—х± и У2—У1.

Рис. 1.3.3

Теперь проверим, что условие (2) 
выполняется для любой тройки точек 
графика линейной функции (1). Рас
смотрим две точки А (х±, уг) и В (ж2, у^), 
координаты которых удовлетворяют 
уравнению (1). В этом случае у± = 
=кхі + Ь, а у2=кх2+Ъ и у— у^кх+ 
+Ь—(кх1+Ъ=к (x—xj, откуда 

х—± = к.
х2 — 11
Отношение оказалось не зависящим от 
Хг и х2. Следовательно, и для любой 
другой пары точек графика, в частно
сти для пары точек А (xlt у^ и С (хз, уз), 
получим также
Гз — У1 — £ — У2 — ?/1
Хз — Х1 Х 2 — Х, *

Значит, для любых трех точек гра
фика А (Хх, у±), В (х2, у2) и С (хз, уз) 
имеет место соотношение (2), т. е. 
любые три точки лежат на одной пря
мой, а, следовательно, одной прямой 
принадлежат все точки графика ли
нейной функции у=кх--Ь. Значит, гра
фиком функции у=кх[-Ь является 
прямая линия; эту линию мы часто 
будем кратко называть «прямой у= 
=кхА~Ь» (в нашем случае ее также 
можно назвать «линией (или прямой) 
(!)»)•

Уравнение у=кх-)-Ь называют урав
нением прямой. Коэффициент к опре
деляет угол между прямой И ОСЬЮ X. 
Подставляя в уравнение я=0, получим 
у = Ъ. Значит, одна из точек прямой — 
это точка (О, Ь); эта точка лежит на 

оси у на высоте Ь над началом коорди
нат (если Ъ < 0, то точка лежит под 
началом координат). Таким образом, 
Ъ — это ордината точки пересечения 
прямой с осью у (иногда величину Ъ 
называют «начальной ординатой» пря
мой), | & | — длина отрезка, отсекае
мого прямой на оси ординат (в случае, 
изображенном на рис. 1, &=1).

Для того чтобы построить прямую, 
соответствующую данному уравнению, 
не нужно вычислять координаты боль
шого числа точек и наносить их на 
график: ясно, что если построены две 
точки, то тем самым полностью опре
делена прямая, проходящая через эти 
точки. Можно, например, всегда брать 
две точки (2=0, у=Ъ>) и (2 = 1, у = ЪА-к) 
и проводить прямую по этим точкам. 
Можно в качестве второй точки взять 
точку пересечения прямой С ОСЬЮ X 
(т. е. точку Х=Х0, У=0). Из условия 
у = кха Д- Ъ = 0 найдем Яо = .

Полезно так поупражняться в по
строении графиков, чтобы сразу, с од
ного взгляда на уравнение, примерно 
представить себе общий вид соответ
ствующей линии, так сказать, «ход» 
интересующей нас функции.

Для линейной функции, графикохМ 
которой является прямая линия, это 
совсем легко. Ведь на самом деле ход 
прямой зависит только от двух вели
чин к и Ь, входящих в уравнение пря
мой. Таким образом, нужно разобрать 
не так уж много вариантов: к может 
быть положительно или отрицательно; 
к может быть большим или малым по 
абсолютной величипе (больше 1 или 
меньше 1); Ъ может быть положитель
ным или отрицательным.

Покажем, как проводится такое ис
следование.

Начнем со случая &=0, т. е. с урав
нения у=кх. Соответствующая прямая, 
очевидно, проходит через начало ко
ординат, т. е. через точку 2=0, р=0. 
На рис. 4 показано несколько прямых 
с различными значениями к, обозначен
ными на обоих концах каждой прямой. 
Проверьте правильность проведения 
каждой прямой, и тогда Вы убедитесь 
в правильности следующих общих вы
водов:

1) если * > 0, то прямая лежит в I 
и III четвертях; если к 0 — во II 
и IV четвертях;



 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

24 Гл. 1. Функции и графики

2) при А=1 прямая лежит в I и III 
четвертях, причем луч, принадлежа
щий I четверти, образует угол а =45° 
с осью х, т. е. делит пополам угол 
между осью х и осью у (напомним, что 
под словами «угол с осью х» подразу
мевается угол с положительным на
правлением оси х, показанным стрел
кой). Продолжение прямой, лежащее

в III четверти, образует с осью х угол 
а = —135° — в этом случае прямая 
является биссектрисой I и III коорди
натных углов,

3) при К= — 1 часть прямой, лежащая 
во II четверти, образует угол а = 135е 
с осью х, а продолжение прямой в IV чет
верти — угол а = —45°; прямая явля
ется биссектрисой II и IV координат
ных углов,

4) если | К | О 1, прямая идет по
лого, т. е. ближе к оси х, чем к оси у, 
и тем более полого, чем меньше |Л|. 
Если |А| > 1, прямая идет круто: 
ближе к оси у, чем к оси х (тем круче, 
чем больше IA|).

Число К, характеризующее «крутизну» 
прямой, задаваемую углом а, образо
ванным прямой с осью х, называется 
угловым коэффициентом, или наклоном, 
прямой; мы чаще будем употреблять 
краткий термин «наклон».

Теперь, когда это усвоено, мы можем 
перейти к общему случаю: Ь=4=0. Пусть 
имеются две прямые: прямая у = кх 
(например, у=0),Ъх, рис. 5), в уравне
нии (1) которой 6 = 0, и прямая с тем же 
наклоном к, но с &=4^0 (например, пря
мая г=0,5я-.-.2). Для удобства мы 
будем писать 1- z/o=O,5z, jf2—0,5x:+2.

1 Здесь мы пользуемся индексами несколько 
иначе, чем раньше. Величина у0 относится 
к целой прямой, это не ордината определен
ной точки, а ордината произвольной точки 
определенной прямой — той, которой отве
чает значение 6=0; точно так же запись у2 

При каждом данном х величина у2 
на две единицы больше Уо- Значит, 
точки прямой получаются из точек 
прямой уй с тем же х сдвигом на две 
единицы вверх. Поэтому прямая у2 
параллельна прямой Уо и лежит в ы- 
ш е нее на две единицы. Очевидно, 
что такое правило справедливо при 
любом Ъ (если Ъ О 0, то прямая лежит

н и ж е начала координат, ниже со
ответствующей прямой у=кх).

Усвоив, как идут прямые с уравне
ниями у—кх при различных к, мы те
перь легко представим себе общий ход 
прямой у=кх-\-Ъ с любыми к и Ь. 
Упражнения для тренировки даны 
в конце параграфа. В частном случае 
к=0 получается уравнение у=Ъ (под
разумевается, что у = Ь при любых 
значениях х), чему соответствует го
ризонтальная прямая, наклон которой 
равен нулю (рис. 6).

Можно представить себе пешехода, 
идущего по прямой слева направо,

У

y=#

Рис. 1.3.6
0 «Z*

в сторону возрастающих значений х. 
Если к > 0, то пешеход поднимается 
в гору (наклон положителен); если 
А О 0, пешеход идет под гору (отри
цательный наклон); если к=0 (случай 
нулевого наклона), то путь пешехода 
проходит по ровной местности — он 
горизонтален.

Наклон к указывает отношение из
менения функции к соответствующему 
изменению аргумента функции. В са
мом деле, для любых двух точек

относится к прямой с начальной ординатой 
6=2. Таким образом, здесь у0 и у2 — это 
не числа, а функции; у0=у0 *)  и у2=у2 (г). 
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А (а,, th) и В (х2, у2) графика линейной 
функции имеем
у АА — у (^’) __ ^2 + Ь — + Ъ) _

Хо — %1 #2 — %1 *

Такое отношение мы уже вычисляли 
выше, когда доказывали, что линейная 
функция на графике изображается пря
мой линией. В общем случае произволь

ной функции у (х) аналогичная вели
;/ (ж,) — у (женина - ■ ' ■————- равна тангенсу угла 

между отрезком, соединяющим точки 
(х±, у (я,)) и (ж2, у (ж2-, и осью абс
цисс (рис. 7, а).

Линейная функция отличается тем, 
что для нее эта величина одинакова для 
любой пары точек: она не зависит ни 
от ни от ; (рис. 7, б). Поэтому и 
получается, что все точки графика ли

_____

У

/А//;

нейной функции принадлежат одной 
прямой.

Заметим еще, что прямая, парал
лельная оси у (такая прямая не яв
ляется графиком никакой функции), 
записывается уравнением х = а (под
разумевается, что х = а, а у .может быть 
каким угодно; см. рис. 8, где а <( 0). 
Угловой коэффициент К такой прямой 
уместно считать бесконечным (к=со): 
ведь в этом случае отношение к = 
= ^У^і—Уі')^^х2—х1) где (ж!,^) и (ж2,г/2) 
— точки нашей прямой, будет иметь 
вид с/0 (прямая х = а — прямая бес
конечного наклона).

Теперь легко найти уравнение пря

мой, проходящей через данную точку 
М (х0, у0) и имеющей известный наклон к. 
Такое уравнение будет иметь вид (1) 
(где к нам известно, а Ь — пока нет), 
причем ему должны удовлетворять зна
чения х=хй, у-=у, (рис. 9). Это уже

подсказывает, как будет выглядеть тре
буемое уравнение — его вид таков:
У — Уо = к (х — xQ), (1.3.3)

ИЛИ

У = кх + (уй — *ет 0). (1.3.3а)

В самом деле, наклон прямой (За), 
или (3), равен к; с другой стороны, 
подстановка в обе части (3) значений 
х=х0 и у=у0 обращает это равенство 
в тождество 0=0.

Упражнения,
1.3.1. Выясните, лежат ли на одной пря

мой или пет тройки точек: At (0, 0), /12 (2, 3), 
А3 (4, 6); А, (0, 0), А2 (2, 3), А3 (-2, -3); 
А (2, -3). А2 (4, -6), Аз (—2, 3).

1.3.2. Постройте прямые: у=3х; у~^-',)х--2;
у = Зх—1; у=2—ж; у=2—0,5ж ; у=х——3.

1.3.3. Найдите уравнение прямой: а) про
ходящей через точку А (1, —1) и имеющей 
наклон —1; б) проходящей через точку 2?(2,3) 
и имеющей наклон 2.
; ;’.3.4. Докажите, что уравнение каждой 
прямой ненулевого (и не бесконечного) на
клона (прямой, не параллельной осям коорди-

X у
наг) может быть записано в виде — -- ~ = 1 
(уравнение прямой в отрезках на осях). 
Какой геометрический смысл имеют фигури
рующие в этом уравнении величины а и Ь?

§ 4. Обратная пропорциональность 
и гипербола. Парабола

Напомним прежде всего понятие прямой 
пропорциональности двух величин. За
висимость
у = кх (1.4.1) 
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(геометрически она, как мы знаем, 
выражается прямой линией) означает, 
что у изменяется пропорционально х: 
во сколько раз увеличивается х, во 
столько же раз увеличится и у. Дру
гими словами, для любых точек 
А (х\, у) и В (х2, у2), координаты ко

торых удовлетворяют зависимости (1),
всегда
У» _ 32
У1

(рис. 1, а). Говорят еще, что формула (1) 
выражает прямую пропорциональность 
между у и х (с коэффициентом пропор
циональности К). Более общее урав
нение
у — Кх -|- Ъ (1.4.1а)
характеризует пропорциональность 
(прямо пропорциональную зависимость) 
между приращениями х2—xr 
независимой переменной и отвечаю
щими им приращениями 
у2—уг функции: для любых двух при
ращений х2—хг и х±—х3 аргумента 
функции (1а) отвечающие им прираще
ния самой функции будут пропорцио
нальны приращениям аргументов 
(рис. 1, б):
Уг — У У і — У» 

*3з

Другой часто встречающийся вид за
висимости между у и х описывается 
формулой

(І.Д.2)

Такая зависимость называется об
ратимой пропорциональностью (с коэф
фициентом К) между у и х: здесь если

точки А (х-г, уг) и В (х2, у2) удовлетво-
ряют уравнению (2), то х2 во столько
раз больше xn во сколько у2
мен ь ш е У1-

У1
У2

/ „ _  к . к \(иоо У2-У1 — = хг-х2).
Заметим еще, что отношения прямой

и обратной пропорциональности двух 
величин взаимны-, если у прямо (об
ратно) пропорционально х, то и х 
прямо (обратно) пропорционально у. 
Однако в то время как коэффициент 
прямой пропорциональности, связы
вающей х с у, обратен коэффи
циенту (прямой же) пропорциональ
ности между у и х (если у = кх, то 

х = -,-у), в случае ооратнои пропор
циональности величин у н х коэффи
циенты (обратной) пропорциональности, 
связывающие у й х и х с у, одина-

Линия, уравнение которой имеет вид 
(2), называется гиперболой Г На рис. 2 
изображена «единичная гипербола»

У = у, (1.4.2а) 
а ниже приведены значения у при не
которых значениях х:

1 Или равнобочной гиперболой, поскольку 
«гиперболами» математики называют линии, 
несколько более общие, чем кривая (2). Мы, 
однако, нигде не встретимся с этими «общими 
гиперболами» и потому прилагательное «рав
нобочная» будем отбрасывать.

X —1 —0,1 —0,01 —0,001 0,001 0,01 0,1 1

У —1 —10 —100 —1000 1000 100 10 1
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Особенность гиперболы состоит в том, 
что при х малом положительном у 
очень велико, а при малых отрица
тельных х значения у также отрица
тельны и по абсолютной величине (по 
модулю) очень велики.

Эту особенность кривой (2а) (или 
общей кривой (2)) иногда выражают, 
говоря, что при х=0 мы имеем значение 
у= + со, где знак «+» или «—» зависит 
от того, с какой стороны мы подходим 
к значению х=0. Точный смысл за
писи «р= + оо при ж=0» заключается 
в том, что при достаточно малом х 
величина у становится сколь угодно 
большой по абсолютной величине, при
чем в зависимости от знака х она мо
жет быть положительной или отрица
тельной (символ оо читается как «бес
конечность»; разумеется, это не число). 
При этом чем меньшее по абсолютной 
величине значение х мы выбираем, тем 
выше (или при х < 0 тем ниже) рас
полагается соответствующая точка ги
перболы: обе ветви гиперболы (2а) 
«уходят в бесконечность» (положитель
ную или отрицательную) в направлении 
оси ординат, неограниченно прибли
жаясь к этой оси (ведь абсцисса х 
может быть сколь угодно малой по 
абсолютной величине!), но никогда ее 
не достигая. Аналогично при неогра
ниченном росте х по абсолютной вели
чине (когда х «стремится к + оо» или 
«стремится к —оо»; еще раз напоми
наем, что символ оо не отвечает ника- 

п 1кому числу !) величина у — — становится 
сколь угодно малой по абсолютной ве
личине: гипербола «стремится к бес
конечности в направлении оси ха>, не
ограниченно приближаясь к этой оси и 
никогда ее не достигая (причем две ветви 
гиперболы приближаются к оси х с раз
ных сторон). Это свойство гиперболы 
выражают, говоря, что прямые х=0 
(ось ординат) и у=0 (ось абсцисс) 
являются асимптотами гиперболы (от 
греческого слова asymptotos — не
совпадающий).

Как видно из рис. 2, гипербола (2а) 
состоит из двух частей, или «ветвей», 
отвечающих значениям х )> 0 и зна
чениям х < 0; эти части разъединены, 
не связаны между собой.

Произвольная линия (2) получается 
из линии (2а) простым преобразованием. 
Пусть А о (х0, у0) — некоторая точка 

линии (2а), т. е. ро = — (см. рис. 3, Xq

на котором линия (2а) изображена штри
хами). В таком случае тому же значению 
х = х0 отвечает на линии (2), где мы 
считаем, что к>0, точка А с коорди- 

k . 1латами хп и и = — = к —, т. е. х — хп,и х0 х0 ’ и’

Эта точка получается из точки Ао 
«растяжением» вдоль оси у (или «растя
жением» от оси х) с коэффициентом 
растяжения к (т. е. /с-кратным увеличе
нием всех вертикальных размеров) — 
она в к раз больше удалена от оси х, 
чем точка Ао.

Здесь мы считаем, что к > 1; при 
к положительном, но меньшем единицы 
линия (2) будет получаться из линии 
(2а) «сжатием» вдоль оси у (или «сжа
тием» к оси х), ибо каждая точка будет 
ближе к оси х, чем соответствующая 
точка линии (2а) (ведь отношение 
у :у0=АР : А0Р=к в этом случае бу
дет меньше единицы) 2.

2 По поводу связи между линиями (2) 
и (2а) см. также упр. 3.

1
На рис. 3 изображены линии у = — 

(штриховая) и у = ~ (сплошная). Точ

ками на том же чертеже изображен гра
фик функции у = ——, отвечающей 
отрицательному значению к — —— эта 
функция отрицательна при положитель
ном х и положительна при отрицатель
ном. х.
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Прямая и обратная пропорциональ
ности очень часто встречаются в физи
ческих законах. Так, закон Ома (1.3) 
означает, что сила тока і изменяется 
прямо пропорционально разности по
тенциалов и и обратно пропорционально 
сопротивлению R. При заданном R 
сила тока і пропорциональна и (с коэф
фициентом пропорциональности -— ; на
против, при заданном и величина і 
обратно пропорционвльна R: здесь і = 
—-r, где роль коэффициента К играет 
напряжение и. Аналогично этому простая 
зависимость s — vt между путем s, 
скоростью v равномерного движения и 
временем t показывает, что время t— — 
прямо пропорционально пути s и обратно 
пропорционально скорости v; давление 
газа в силу закона Бойля—Мариотта 
обратно пропорционально его объему 
и т. д. При этом формулы S = vt и t = у 
указывают, что при равномерном движе
нии путь s пропорционален времени

движения t с коэффициентом пропор
циональности у, в то время как время t 
пропорционально пути s с коэффициен
том —: если у = 20 м/с, то коэффи
циенты рассматриваемых пропорциональ
ностей равны 20 м/с и 0,05 с/м.

Иначе обстоит дело, скажем, в случае 
закона Бойля—Мариотта: P7—const. 
Если температура равна 0° С, а объем V 

и давление Р измеряются в единицах м3 
и Па (паскаль, или ньютон на квадрат
ный метр: 1 Па=1 Н/м2=0,00098 кгс/см2), 
то ?J1-= - 0,8737 Н-м (ньютоно-метр); та
ким образом, Р обратно пропорцио
нально V, a V обратно пропорционально 
Р, причем в обоих случаях мы имеем 
один и тот же коэффициент 
пропорциональности 0,8737 Н-м.

3 Этот случай в определенном смысле можно 
считать общим (см. § 8).

Эти примеры хорошо поясняют раз
ницу между коэффициентами прямой 
пропорциональности у~--Кх и обратной 
пропорциональности у = . Если ж из
меряется в единицах ер а у — в едини
цах е2, то К имеет размерность —, и 
поэтому К никак не может служить 
коэффициентом К пропорциональности 
х~к'у, ибо последний должен изме
ряться в единицах у-. Напротив, К 
имеет размерность erev откуда вытекает, 
что эта величина может совпадать (и 
на самом деле совпадает) с коэффициен
том пропорциональности х = -j-.

Рассмотрим теперь квадратичную 
функцию у = ах2—Ъх-\-с. Начнем с про
стейшего случая: пусть
у = ах2, (1.4.3)

где коэффициент а может быть любым. 
Примем сначала для простоты, что 
а = 1, т. е. рассмотрим линию 3
У==х2. (1.4.3а)

Каковы общие свойства этой функции?
1. Всегда у > 0, как при х /> 0, 

так и при х </ 0; лишь при ж=0 мы 
имеем у=0. Значит, вся кривая рас
положена выше оси х, только в на
чале координат она касается оси х.

2. Наименьшее значение (минимум) 
у достигается при х=0; он равен 0 
(на графике минимум изображается са
мой низкой точкой кривой).

3. Двум одинаковым по абсолютной 
величине и противоположным по знаку 
значениям х отвечают одинаковые (как 
по знаку, так и по абсолютной величине) 
значепия у. Значит, кривая симмет
рична относительно оси у.

Кривая (За) изображена на рис. 4 
сплошной линией. Эта кривая назы
вается параболой, — и название «па
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рабола» сохраняется за всеми линиями 
(3), отвечающими любому значе
нию а (и даже за более общим клас
сом линий, как мы поясним ниже). 
При каждом положительном а линия 
(3) обладает теми же свойствами 1—3, 
что и линия (За). В самом деле, пере
ход от уравнения (За) к уравнению (3) 
во всем аналогичен переходу от «еди
ничной гиперболы» (2а) к «общей ги

перболе» (2) (с положительным коэф
фициентом к), линия (3) получается из 
(За) растяжением в а раз вдоль оси у 
(см. рис. 4, на котором изображены 
параболы у=х2 и у=2х2).

Первое побуждение, которое возникает 
у многих учащихся, — ответить, что 
при переходе от уравнения у=х2 
к уравнению р=(ж—З)2 кривая сме
стится влево: ведь из величины ж 
мы вычли 3. Надо не пожалеть времени 
на разбор примеров, демонстрирующих 
ошибочность этого.

Теперь можно сформулировать об
щие правила.

Как будет выглядеть парабола при 
а < 0? Рассмотрим пример а=—2, т. е. 
кривую у——2х2. Кривая изображена 
точками на том же рис. 4. Свойства этой 
кривой таковы:

1. у < 0 при любых ж=4=0, т. е. кри
вая вся лежит ниже оси х и каса
ется оси х в начале координат.

2. Функция у достигает наиболь
шего значения —• максимума ■— при 
ж=0. Этот максимум равен 0. (На гра
фике максимум изображается верхней 
точкой кривой.)

3. Так же как и в случае положи
тельного а, кривая симметрична отно
сительно оси у.

Рассмотрим теперь еще более общее 
уравнение
yz=a(x — п)2. (1.4.4)
Пусть, например, а = 1, п=3. Соот
ветствующая кривая изображена на 
рис. 5. Это та же парабола у=х2, но 
сдвинутая вправо вдоль оси х на три 
единицы.

Это простое обстоятельство обычно 
усваивается с трудом. Если дана функ
ция y=f (х) и мы сравниваем с ней 
функцию y—f (х—п), то график второй 
функции смещен относительно первого 
графика на п единиц вправо. 
При этом подразумевается, что в обоих 
случаях / — это одна и та же функция; 

так, в нашем примере, буква / означает 
операцию возведения в квадрат аргу
мента функции, т. е.

/ (х) = ж2, / (—ж) = (—ж)2 = ж2, 

/ (ж — 2) = (ж — 2)2, / (ж — га) = (ж — га)2, 

/ (ж2) = (ж2)2 = Xі и т. д.

Почему же график смещается вправо? 
Поясним это подробнее. Пусть на гра
фике функции y=f (ж) есть какая-то 
характерная точка ж=жо (своего рода 
«зарубка») — в этой точке график 
функции может иметь излом, или функ
ция может достигать своего максимума, 
или просто принимать какое-то фикси
рованное значение у0 (рис. 6). Тогда 
на графике новой функции y-=f (х—га) 
то же значение или тот же излом по
является, когда аргумент функции f 
равен тому же значению жо, что и ранее, 
т. е. при ж—га=жо. Но это значит, что 
координаты «зарубки» теперь таковы: 
ж=жо+«, y0=f (жо). Отсюда видно, что 
любая «зарубка» вместе со всем графи
ком перемещается вправо: точке (жо, ро) 
первого графика отвечает точка 
(жо+«, у0) второго графика (см. рис. 6, 
а также сплошную и пунктирную пара
болы на рис. 5, где в качестве «зарубки» 
удобно выбрать точку жо=О, р„ = 
=/ (жо)=О2=О).

Хотя эти соображения и очень эле
ментарны, но весьма важно твердо пх 
усвоить, не просто выучить, а осознать.



 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

зо Гл. 1. Функции и графики

1. Кривая у = а (х—п)2 имеет вер
тикальную ось симметрии, которой 
является прямая х=п.

2. Эта кривая при а )> 0 лежит 
выше оси х и достигает минимума у=0 
при х=^п-, если же а О 0, то кривая 
лежит ниже оси х и достигает макси
мума у=0 при х=п.

У

У7

\ \ ' / 1
\ \ 1 4\ \ у Ч\ \ / / v

\ К, 
\

Лч

/ \\ / #
. чу

У /

у '

В правой части (5а) стоит многочлен 
второй степени. Многочлен второй сте
пени в общем виде записывается так: 
у — ах2 ф- Ъх -ф с. (1.4.6)

Последнюю формулу можно преобра
зовать так:
»=■,(4+-ф+т)=‘1((,+-ф+

Наконец, есть еще одно видоизме
нение уравнения, которое не меняет 
формы кривой. Рассмотрим функцию 
у = а(х — п)2-{-т. (1.4.5)
Очевидно, что соответствующая кривая 
(это тоже парабола!) отличается от 
предыдущей (в уравнении которой от
сутствовало т) только сдвигом на т 
в вертикальном направлении. Поло
жение же оси симметрии кривой не 
меняется: при а )> 0 функция дости
гает минимума при х=п, причем зна
чение функции в точке минимума равно 
у=т (ведь вместе со всей кривой сме
стился на т и минимум). При а <4 О 
точка х=п, у=т есть точка максимума 
кривой.

Приведем два примера (рис. 7): 
у=(х—3)2+2, у=—(х—3)2+2. Оси сим
метрии парабол на рис. 7 изображены 
точками; точка минимума на рис. 7, а 
и точка максимума на рис. 7, б лежат 
на пересечении кривой и ее оси сим
метрии.

Раскрывая в выражении у—
=а (х—п)2-\-т скобки, запишем 
у = ах2— 2апх -ф ап2 -ф т. (1.4.5а)

+s+»a-®)=»(-+s)’+

+(—Э)-

Следовательно,
аж2 + Ъх + с = а (х + І)24(с - ±-)-

откуда и вытекает, что линия (6) — 
это тоже парабола с осью симметрии

ъ ..х — — и точкой минимума или мак-
/ Ь Ь2\

симума (-27» с~47Л
С помощью графика параболы можно 

разобраться и в решении квадратного 
уравнения для различных случаев, 
которые при этом возникают. К реше
нию квадратного уравнения 
ах2 4- Ъх 4- с = О
можно подойти так: рассмотрим линию 
у = ах2 4- 4- с = а (х + ^)Ч(с - g)

и найдем точки пересечения этой линии 
с осью х. В этих точках у=0, поэтому 
значения х, соответствующие точкам 
пересечения, и будут корнями квадрат
ного уравнения.

Но мы знаем, что кривая y=ax2-rbx-r 
4*с  есть парабола. Нам известно, что 
у этой параболы есть ось симметрии — 
вертикаль х = — , что при н>>0 пара
бола имеет точку минимума на оси сим
метрии, ордината которого равна у — 
= с — (мы смотрим на вторую часть
последней формулы, имеющую привыч
ный вид а{х — п)2 4- т). «Рога» пара
болы при а)>0 обращены вверх.

Ясно, что если минимум лежит выше 
оси х, то парабола не пересекает ось х 
(рис. 8, кривая 1). Значит, при 

«>», с — -т>°



 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

§ 4. Обратная пропорциональность и гипербола. Парабола 31

квадратное уравнение не имеет кор
ней 4. Если же минимум лежит ниже 
оси х, а «рога» параболы поднимаются 
вверх, то парабола обязательно пере
сечет ось х в двух точках, которые 
симметричны относительно прямой х = 

ь „= п=----——оси симметрии параоолы
(рис. 8, кривая 2). Значит, при
а>0' с—-&<0 

уравнение имеет два корня хг и х2, 
изображенных на рис. 8.

Наконец, возможен и промежуточ
ный случай, когда парабола касается 
оси х (рис. 8, кривая 3). Этот случай 
достигается при

Если постепенно переходить от кривой 2 
к кривой 5, поднимая параболу, то 
два корня Хг и Х2 будут сближаться, 
пока в момент касания параболы с осью 
абсцисс они не сольются в одну точку. 
Поэтому в случае с — — 0 говорят не
об одном корне, а о двух равных 
(слившихся) корнях уравнения.

Таким же способом рассматривается 
и случай а — 0, когда кривая имеет 
максимум, а «рога» ее обращены вниз. 
Предлагаем читателю самому нарисо
вать кривые и проверить, что при а<^ О, 
с — Ь 0 уравнение не имеет корней; 

при а < 0, с —— )> 0 оно имеет два 

корня; при а < О, с — = 0 мы при
ходим к случаю касания, когда уравне
ние имеет два одинаковых корня.

Обычная формула для корней квад
ратного уравнения такова:

—Ъ + Vb- — 4ас
2 = Та

Уравнение имеет два вещественных 
корня в том случае, когда существует 
корень квадратный из числа V—4ас, 

т. е. когда 62—4ас > 0. Запишем по
следнее выражение так:

4 Здесь под словом «корень» понимается 
вещественный корень уравнения; о так называ
емых комплексных числах, которым посвя
щены главы 14, 15 третьей части книги, мы 
пока просто забываем.

&2--'аС=-Мс --П.

Отсюда видно, что условие 62—4ас > 0 
выполняется в двух случаях:
1) а>°, c-g<0; 2) а^с-^О. 

Это и есть те два случая существования 
двух корней, которые мы получили 
выше из рассмотрения кривых.

К вопросу о решении квадратных уравне
ний можно подойти также и несколько по- 
другому. Разделим все члены уравнения

агг+6г~г-с=0 (где, разумеется, а =# 0) на а; 
мы придем тогда к равенству
х2 + рх — q = 0, или х2 — —рх — q, (1.4.7)

Ъ с
где />== — , q — —. Изобразим на рисунке 
графики двух функций:
У1 = а? (1.4.7а)
(это «единичная» парабола (За)) и
Уг = —рх — q (1.4.76)

(прямая линия). Ясно, что при тех значениях 
х, которые удовлетворяют уравнению (7), 
мы имеем гі=у2, т. е. эти значения х отвечают 
точкам пересечения параболы (7 а) и прямой 
(7б)! Но параболу (7а) мы можем нарисовать 
(скажем, на миллиметровой бумаге) с боль
шой точностью; тогда для решения любого 
квадратного уравнения достаточно будет про
вести на том же листе бумаги прямую (76) 
(скажем, найдя две какие-либо точки этой 
прямой и воспользовавшись затем линейкой), 
после чего мы сможем «прочитать» на чертеже 
значения корней квадратного уравнения. При 
этом прямая (7б) может пли пересечь пара
болу (7а) в двух точках (как прямая 1 на 
рис. 9), или коснуться ее в единственной 
точке (иметь с параболой (7 а) две совпадаю
щие точки пересечения (прямая 2 на рис. 9)), 
или же может вовсе не иметь общих точек 
с (7а) (прямая 3 на рис. 9). Этому отвечают 
случаи, когда уравнение (7) имеет два (различ-
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ных) корня, два совпадающих корня (т. е. 
один корень), ни одного корня соответственно.

Из сказанного можно сделать также сле
дующее заключение. Мы знаем, что уравнение 
ах2-~Ьх--с=0 имеет единственный корень

5 Ясно, что условие (8) переходит в (8а), 
если заменить в (8) —р на к и —q на Ъ.

&2 
в том и только в том случае, когда с — 4^ = 0; 
поэтому уравнение (случай а=1)

Рис. 1.4.9

имеет единственный корень тогда и только 
тогда, когда

9~4-=О. (1.4.8)

Таким образом, (8) есть условие касания 
прямой (76) и параболы (7а), т. е. прямая 
у—кх-\-Ъ касается параболы у^=х2 в том 
и только в том случае, когда 5
fc--4b = 0. (1.4.8а)
В гл. 2 мы выведем то же условие (8а) касания 
прямой и параболы другим способом.

Заметим, наконец, что в зависимости 
от знака коэффициента а при ж пара
бола (6) будет обращена выпуклостью 
вниз (случай а ~> 0) или выпуклостью 
вверх (случай а < 0). Это свойство не 
зависит от значений и знаков Ъ и с 
в уравнении (6) параболы.

Точное определение выпуклости 
таково: выберем на кривой какие-либо 
две точки А (хг, уу) и В (ж2, у2) и про
ведем через них прямую (рис. 10). 
Если часть кривой, расположенная 
между этими точками, лежит ниже со
ответствующего отрезка прямой (ниже 
хорды А В кривой), то говорят, что 

кривая обращена выпуклостью вниз. 
Если часть кривой, расположенная 
между точками, лежит выше хорды 
АВ, то кривая обращена выпуклостью 
вверх.

Характер выпуклости параболы 
легко усмотреть из чертежа, но можно 
установить и алгебраически. Для этого 
выберем два (какие угодно!) значения 
х1 и х2 абсциссы х; им отвечают точки 
А (^i, Ук) и В (ж2, у2) параболы, где 
у^хх+Ъхс+с, у2=ах1+Ъх2+с.

Найдем теперь координаты середины 
М хорды АВ параболы (см. рис. 10). 
Можно показать геометрически, что 
если АМ=МВ, то координаты точки 
м («о, Уо) суть средние арифметиче
ские координат А и В.

хо
Х1 + Х2 „ .. ./( + Уч

2---- И у0 =---- 2---- •

(Это следует из того, что на рис. 10 
средняя линия Мх0 трапеции АВх2хг 
равна полусумме основании Ахг и Вх2 
трапеции.) Вычислим далее коорди
наты точки N (X, Y) параболы, отве
чающей тому же значению X ~ х0 =

ГЕ ( -4- Х-2 гч— —д аосциссы < Здесь

У = пХ2 + &Х + с =

+ с.

Читатель легко убедится, что
г-й=врф)!-(4+4)=

(ибо члены с коэффициентами b 
и с взаимно уничтожаются). Но вели
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чина (—Ч- ) по.тожительнаЕпри любых 
х17 х2. Следовательно, при а (> 0 имеем 
Y < у0 — точка на параболе лежит 
ниже соответствующей (имеющей ту же 
абсциссу X) точки прямой, т. е. пара
бола обращена выпуклостью вниз; при 
а <( 0, напротив, у0 < У, т. е. пара
бола обращена выпуклостью вверх.

Гипербола У= (где мы считав 
к —> 0) состоит из двух частей, или 
«ветвей». Нетрудно видеть, что часть 
(«ветвь») гиперболы, отвечающая поло
жительным значениям х, обращена 
выпуклостью вниз, а вторая ветвь ги
перболы обращена выпуклостью вверх 
(рис. 11; см. также упр. 4).

Упражнения
1.4.1. Изобразите [графики функций у =

0,5 13
х
1.4.2. Изобразите графики функций у = 

= х- — 2х 2, у = 2ж2 -ф- 4ж.
„ к1.4.3. Покажите, -что гипербола у =— , 

где к > 0, может бытьуполучена из гипер-
1 '

болы у = — :

а) растяжением от начала координат О 
(гомотетией) с коэффициентом ГА (при к < 1 
уместнее говорить не о растяжении, а о сжа
тии); это значит, что если М' и М — соот- 

к 1
ветственно точки линий » = — и и = — ,

лежащие на одной прямой с началом коор
динат О, то ОМ' : ОМ = Ук;

б) растяжением в направлении оси х (или 
растяжением от оси у) с коэффициентом к 
(и тут при к < і уместнее говорить не о «рас
тяжении», а о «сжатии»),

1.4.4. Докажите алгебраически, что при 
к

к > 0 гипербола у = — при х > 0 обращена 
выпуклостью вниз, а при ж < 0 — выпук
лостью вверх.

§ 5. Параболы и гиперболы высших 
порядков. Полукубическая пара
бола

Кривую, являющуюся графиком функ
ции
У = ах” (1.5.1)

(где п — натуральное число), часто на
зывают параболой порядка п. Так, на 

рис. 1 изображены парабола 3-го по
рядка (кубическая парабола)
У = х*  11.5.2)
и парабола 4-го порядка
У = X. 11.2.а)
Мы видим, что парабола 4-го порядка 
(3) по виду напоминает обычную (ква

дратичную) параболу: она имеет ось 
симметрии, которой служит ось у; 
в точке 2=0 имеет минимум; как и пара
бола у=х\ она касается в начале коор
динат оси х, не пересекая ее.

Парабола 3-го порядка y=xs обладает 
другими свойствами. Эта кривая не име
ет ни максимума, ни минимума: здесь 
увеличение х в с е г д а влечет за собой 
и увеличение у, т. е. при движении 
точки по линии слева направо она все 
время поднимается. Говорят, что функ
ция (2) при всех х возрастает (здесь 
имеется в виду рост функции при уве
личении ее аргумента). Кривая (2) 
не имеет оси симметрии: значения у 
в этом случае отрицательны при отри
цательных х и положительны при поло
жительных х. Зато у нее есть центр 
симметрии, которым служит начало 
координат О (0, 0). В самом деле, в слу
чае функции (3) равным по абсолют
ной величине, но противоположным по 
знаку значениям х0 и —х0 аргумента 
отвечают одинаковые значения 
у0=хо самой функции, т. е. каждой 
точке А (х0, у0) линии (3) отвечает 
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симметричная относительно оси у 
точка Аг (—х0, у0) (рис. 1, б). В слу
чае же функции (2) равным по абсолют
ной величине и противоположным по 
знаку значениям х0 и —х0 аргумента 
отвечают противоположные

значения Уо=хО и — у0=— х% функции, 
так что здесь каждой точке В (х0, у0) 
параболы отвечает симметричная отно
сительно точки О точка В-г (—х0, —у0), 
такая, что О является серединой 
отрезка ВВ-г (рис. 1, а).

На рис. 2 изображена кривая 
у = х3-[х. (1.5.4)

1 Ниже, в § 2.6, мы научимся вычислять 
точки максимума кривой, заданной явной 
формулой. В частности, в случае формулы (5) 
окажется, что гшах=—1+3 Л 0,57735, ушах=
=2/(3v/3))t 0,3849. (Индекс max при х — 
сокращение латинского слова maximum — 
максимум, читается: икс-максимум; индекс 
min расшифровывается как minimum — ми
нимум.)

Эта кривая также характеризуется тем, 
что на любом ее участке при увеличе
нии х увеличивается и у. функция (4), 
подобно функции у=^а?, растет при всех 
х. Кривая (4) не имеет ни максимумов, 
ни минимумов. Ясно, что подобная кри
вая пересекает ось абсцисс только один 
раз, а именно при х=0. ‘ -

На рис. 3 показана кривая 
у = х3 — х. (1.5.5)

Как видно из графика, на этой кривой 
есть два участка, где у возрастает 
с увеличением х: при отрицательных 
х < —0,58 и при положительных 
х > 0,58. Между ними — на отрезке 
—0,58 <х + +0,58 — функция явля
ется убывающей: с ростом х величина у 
убывает.

Функция (5) имеет максимум при 
х-^—0,58, у/^0,38 1. Однако слово 

«максимум» вовсе не означает в данной 
случае, что у/з0,38 есть вообще наи
большее возможное значение у, задан
ного выражением (5); ведь ясно, что 
при больших положительных значениях 
х величина у принимает сколь 
угодно большие значения. Так 
чем же выделяется точка максимума 
(хззз—0,58, у/з^0,38) функции (5)?

Как видно из графика, в этой точке у 
больше, чем в соседних точках. 
Точка максимума отделяет участок, где 
функция является растущей (слева от 
максимума), от участка, где функция1 
убывает (справа от максимума). Такой 
максимум называют локальным (мест
ным), потому что величина у в этой 
точке больше значений у в других точ
ках лишь для х, соседних со значением 
зтах (в нашем случае — со значением 
хзз—0,58), не слишком далеких от 
этого значения. Аналогично в точке 
ал+0,58 функция имеет локальный 
минимум утз—0,38.

На рис. 4 приведены еще два примера 
кривых, изображающих многочлены 
третьей степени. Кубическое уравне
ние, полученное приравниванием нулю»

Рис. 1.5.4

многочлена, в случае верхней кривой 
имеет одно (вещественное) решение 
(один корень): х зз 0,48, а в случая 
нижней кривой — три корня: 3=1, 
х2=2, #3=3. Легко убедиться, что куби
ческое уравнение всегда имеет не менее 
одного (вещественного) корня, для этого- 
читателю предлагается подумать о ходе 
кривой у=aa?A-bx2Acx-\-d при очень 
больших по абсолютной величине по
ложительных и отрицательных значе
ниях х.
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График кубической параболы (2) может 
■быть использован для (приближенного) реше
ния любых уравнений. 3-й степени. Запишем 
общее уравнение 3-й степени (кубическое 
уравнение) так:
х3 4- Загс2 Ъх + с = 0 (1.5.6)
(нам будет удобно обозначать коэффициент 
при х2 через За, а не просто через а). Преобра
зуем уравнение (6) следующим образом:
•(х3 + Зах2 За2х + a3) J- (6 — За2) х -|-

где п — натуральное число, иногда на
зывают гиперболой (п+1)-го порядка, 
или гиперболой п-й степени. Так, на 
рис. 6 изображены гипербола 2-й сте
пени

У = -19)9)

и гипербола 3-й степени
і

У = 3 11.5Л0)

Легко понять, что кривая (10) по ха
рактеру напоминает обыкновенную 
гиперболу ". обе эти кривые состоят 
из двух (симметричных относительно 
начала О координат) ветвей: при х=0 
величина у здесь принимает значение 
+ со (ср. со сказанным в § 4 по поводу 
гиперболы). Напротив, гипербола 
2-й степени (9) по виду отлична от 
обыкновенной гиперболы, поскольку 
здесь у положительно при всех 
(положительных и отрицательных) зна
чениях х. Эта линия также состоит из 
двух ветвей, но симметричных уже не 
относительно точки — начала коорди
нат, а относительно прямой — оси у.

+ (с — а-3) = О, 

или
(х + а)3 — (За2 — Ь) (х -|- а) —
— [(а3 — с) — а (За2 — 6)] — О, 

•или, наконец,
X3 — кх — в = 0, (1.5.6а)
где X = х + а, К = За2 — Ь, В — аЪ — с — 2а3.

Ясно, что решить уравнение (6) — это 
то же самое, что решить уравнение (6а), кото
рое можно переписать еще так:
X3 = KX -J- В. (1.5.7)
Поэтому если мы имеем выполненный с хоро
шей точностью (скажем, на миллиметровой 
■бумаге) график кубической параболы у=Х3, 
то нам достаточно лишь построить на том же 
чертеже прямую Уі = КХ+В и найти точки 
(или одну точку) пересечения кубической 
параболы и прямой — так мы сумеем опре
делить примерную величину корней уравне
ния (6а) (а значит, и уравнения (6)).

Например, в случае уравнения z3—6x2+ 
+llz—4=0 (см. рис. 4) мы имеем а=—2, 
6=11, с=—4, откуда
Х=3а2—5 = 3 -4 — 11 = 1,
В = аб—с—2а3 = —2.11 4 — 2 • (—8) = —2. 
Таким образом, для решения нашего уравне
ния достаточно найти точки пересечения па
раболы у=Хз и прямой уг=Х—2. Из рис. 5 
мы получаем приближенное решение; X st

1,5, откуда ж=Х—а s—1,5+2 s= 0,5.
Аналогично в случае уравнения х3— 6z2+ 

+11х—6=0 (см. рис. 4) имеем а= — 2, 6=11,

с=—6, К=3а2—6=1, В=аЪ—с—2а8=0. 
Здесь, очевидно, точки пересечения куби
ческой параболы у=Х3 и прямой у2—Х отве
чают значениям X, равным —1, 0 и +1, 
откуда следует, что корни х=Х—а=Х+2 
исходного уравнения равны 1, 2 и 3 (см. рис. 5). * і

Кривую, 
функции

к

Рис. 1.5.6

(=кх-п), (1.5.8)



 

 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

36 Гл. 1. Функции и графики

Для функции у = можно символиче
ски записать, что у= + оо при х—0 
(это означает, что при достаточно малых

Рис. 1.5.7

х величина у становится сколь угодно 
большой).

График функции
(1.5.11)

точнее, кривую с уравнением
У2 = а? (1551^1^<а)
называют полу кубической параболой 
(рис. 7). Так как отрицательным зна
чениям х здесь не отвечают ника
кие значения у (при отрицательных х 
правая часть (11а) отрицательна, что 
невозможно, ибо уг не отрицательно 
ни при каких у), то вся линия распо
ложена в правой полуплоскости. Так 
как каждому значению х отвечают два 
противоположных по знаку значения 
у (а именно +^;с3 и —^я3), то наша 
линия симметр и чн а относи
тельно оси х: каждой ее точке А (х0, у0) 
отвечает симметричная относительно 
оси абсцисс точка Аа (х0,—у0'). (Ниже, 
в § 2.5, мы строго докажем, что полу- 
кубическая парабола в начале коорди
нат О касается оси х.)

Рассмотренные примеры иллюстрируют ход 
всех степенных функций
у = хп, (1.5.12)
где показатель степени п может быть положи
тельным и неположительным, по абсолютной 
величине большим или меньшим 1, целым 
или дробным.

Если п > 1, то кривые (12) (которые мы 
будем рассматривать лишь при неотрицатель

ных х, ибо при нецелом п само определение 
величины х”, где х < 0, вызывает известные 
трудности; так, например, величина х'^=>/х 
при х < 0 не существует) ведут себя как 
(квадратичная) парабола (4.3а). Все они ка
саются оси х в начале координат О и проходят 
через точку Q (1,1), причем, чем больше п, 
тем теснее примыкает кривая (12) к оси Ох 
в окрестности начала координат и тем круче 
устремляется она вверх на подходе к точке Q. 
При 0 < п < 1 кривые (12), напротив, в на
чале координат О касаются оси у, прижи
маясь к ней тем сильнее, чем меньше п; они 
тоже проходят через точку Q (1, 1), причем, 
чем меньше п, тем резче поворачивают они 
к этой точке, отходя от начала координат О 
(см. рис. 8, а, на котором изображены кривые 
(12), отвечающие различным значениям п > О, 
а также прямая у=х, отвечающая значению 
п=1 и отделяющая друг от друга линии (12) 
с п > 1 ис п < 1).

Совсем по-другому ведут себя кривые (12) 
при п < 0. Эти линии

1
У = хт = — , где т > 0, (1.5.12а) 

также проходят через точку Q (1, 1); однако, 
в противоположность случаю п > 0, они

вовсе не заходят в квадрат OAQB с диаго
налью OQ, располагаясь целиком вне его. 
Оси хну служат асимптотами этих кривых, 
причем чем больше п по абсолютной величине
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(чем больше положительное число т=—п), 
тем быстрее стремятся они к (так никогда и не 
наступающему) слиянию с осью х и тем мед
леннее приближаются к оси у (см. рис. 8, б, 
где изображены кривые (12), отвечающие 
значениям п——1/10; —1/3; —1/2; —1; —2; 
—3; —10; т. е. значениям т=1/10; 1/3; 1/2; 
1; 2; 3; 10 в уравнении (12а), а также «предель
ная» линия у=х°=(, отвечающая значению 
п=0).

Отметим еще, что через каждую точку 
М (х, у) первой четверти координатной пло
скости (точку М (х, у), где х, у > 0), для 
которой х =f= 1, проходит единствен
ная линия (12): этой линии отвечает значе
ние п > 0, если разности х—1 и у—1 имеют 
одинаковые знаки (т. е. если х > і и у > 1 
или г<1 и j <1), и значение п <Z 0, если 
разности х—1 и у—1 имеют разные знаки 
(если одно из чисел г, у больше 1, а второе — 
меньше 1). Что же касается точек N (1, у), 
где у > 0, то через отличную от Q точку N 
не проходит ни одна кривая (12), а через Q 
проходит бесконечно много таких кривых 
(вс е).

По поводу поведения линий (12) при боль
ших по абсолютной величине значениях п 
(по поводу «асимптотики» функций (12) при 
и —> оо или п -> — оо, как говорят матема
тики 2) см. упр. 3.

Упражнения
1.5.1. Изобразите графики функций: 

а) г=ж4+1; б) у = —хі -[- 1; в) у = я4-|~я2.
1.5.2. Изобразите графики функций:

2 Слово «асимптотика» идет от уже знако
мого нам термина «асимптота»; ведь утверж
дение о том, что функция у—іХ имеет асим
птоты у=0 или х=0, как раз и характеризует 
вид этой функции при малых (и при больших) 
по абсолютной величине х.

1 1
а) + і ; б) у = — + 4

1.5.3. Какой вид имеют графики функций: 
а) у = х2я; б) у=х2и+]; в) у = -^; г) у = 

1
= ' 2в+1 при очень больших (натуральных) п?

§ в.Обратная функция. Графики вза
имно-обратных функций

Задание у как функции х означает, что 
каждому х соответствует определенное 
значение у. Но эту зависимость можно 
и обратить: задавать у и по нему нахо
дить соответствующее значение х. Так, 
например, закон движения электро

поезда от одного пункта до другого 
устанавливается зависимостью положе
ния поезда z от времени і, где за коор
динату z можно принять, например, 
расстояние поезда от начального пункта 
движения. Этот закон имеет вид 
функциональной зависимости г=/ (і); 
именно этой зависимостью г от t, за
данной в виде расписания движения 
поезда, руководствуется его водитель.

Но для пассажира электропоезда боль
ший интерес может представить иная 
форма зависимости между пройденным 
путем z и временем t, а именно за
висимость времени от пути, указываю
щая, в какое время ix прибудет поезд 
в тот или иной пункт, определяемый 
координатой zx. Эта зависимость 
t=g (z) называется обратной по 
отношению к зависимости z=/ (і); дру
гими словами, g есть функция, обрат
ная f. Говорят также, что функции f 
и g являются взаимно-обратными.

Приведем несколько примеров (слева 
дана функция у (х), а справа — обрат
ная ей функциональная зависимость 
х (у), где теперь, вопреки традициям, 
буквой у обозначен аргумент функции, 
а буквой х — сама функция): 
у = х-\-а, х = у — а;

1 2 у = Зх-}-2, х = ^у — у;

у — і — х, х — ї—у, (1.6.1)
у — х2, х = + \]у;

y = xs^-l, х = ЩЛ.

Нетрудно сообразить, как связаны 
графики взаимно-обратных функций / 
и g. Пусть мы имеем график функции 
y=f (х) (рис. 1). Для того чтобы этот же 
чертеж мог служить графиком зави
симости x=g (у), надо посмотреть на 
него иначе: принять ось у за ось неза
висимых переменных (ось абсцисс), 
а ось х — за ось ординат. Если желать,
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чтобы” ось независимых переменных 
(абсцисс) по-прежнему была горизон
тальной, а ось значений функции вер
тикальной, то этого можно добиться, 
повернув чертеж (наш график, а также 
оси координат) на 180° вокруг биссек
трисы I I и III координатных углов.

(см. рис. 4.2). И в самом деле, из у = 
= 1—х следует, что х=1—у, а из 

1 1и = — вытекает, что х — —.х у
Обратимся теперь к рис. 4, изобра

жающему графики функцй й у=х2 
(сплошная линия) и у = \\х (пукктир).

После такого поворота ось у станет 
горизонтальной, а ось х — вертикаль
ной. Результат такого поворота на рис. 1 
изображен пунктиром; пунктиром же 
продолжены оси Ох и Оу, чтобы ука
зать, что они поменяются местами.

На рис. 2 две части рис. 1 — сплош
ная и пунктирная — разъединены; при 
этом на рис. 2, б мы по-прежнему обо
значаем абсциссы через х, а ординаты — 
через у. Из этих двух чертежей видно, 
что если на рис. 2, а значению а—О А 
независимой переменной отвечает зна

чение Ь=ОВ функции (где b=f (а)), 
то на рис. 2, б, изображающем график 
функции g, имеем a=g (b). Поворот 
вокруг биссектрисы I на 180° переводит 
отрезки ОА=а и ОВ=Ъ рис. 2, а 
в отрезки ОАх=а и ОВХ = Ь рис. 2, б. 
Таким образом, графики взаимно-об
ратных функций симметричны относи
тельно биссектрисы Z I и III коорди
натных углов. Так, на рис. 3 изобра
жены графики взаимно-обратных функ
ций у = З^ + 2му = ^ят — А . В част

ности, если график функции симметри
чен относительно биссектрисы I, то функ
ция совпадает со своей обратной. Таковы, 
скажем, функции у= 1 — х или у = — 

Из этого рисунка видно, что функция 
г=±у/ж обратная квадратичной функ
ции у~=х2, является двузначной: 
каждому положительному значению х 
независимой переменной здесь отве
чают два значения функции, а именно 
y = \Jx и у = —\х- Для всех же отри

цательных х отвечающее ему у не суще
ствует, ибо график функции у= + \]х 
целиком расположен в правой полу
плоскости, отвечающей положитель
ным х. Поэтому в рассматриваемом слу
чае утверждение, что по заданному зна
чению х можно сразу же указать отве
чающее ему значение у обратной функ
ции, будет неверным: для некоторых х 
(для х < 0) отвечающее ему у не 
существует, для других же X 
(для х )> 0) мы имеем, пожалуй, даже 
слишком много отвечающих этому х 
значений у — сразу два.

Еще сложнее обстоит дело в случае 
функции / (х), изображенной на рис. 5 
(на том же рисунке пунктиром изобра
жена обратная функция g). В этом слу
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чае, скажем, значению х=а отвечают 
сразу четыре значения g (ж), 
а именно Ь, Ьг, Ь2 и &3. Впрочем, само 
по себе это никак не может нас удивить: 
конечно, функция, определенная как 
обратная заданной / (ж), вовсе не обя
зана быть однозначной. Так, в примере, 
с которого мы начали параграф, пункты, 
которые проезжает электропоезд (они 
определяются расстоянием z от началь
ного пункта О'), разумеется, однозначно 
определяются по времени t: именно эта 
зависимость z=z (1) дается расписа
нием движения поезда. Но если дан
ный пригородный поезд совершает в те
чение суток ряд рейсов, то через опре
деленный пункт своего маршрута он 
в течение этих суток будет проходить 
многократно. Таким образом, обрат
ная зависимость времени от расстоя
ния t=t (z) будет многозначной: одному 
и тому же расстоянию z от начального 
пункта движения отвечает ряд момен
тов времени, когда электропоезд уда
лен от О именно на выбранное расстоя
ние z.

Так в чем же причина различия между 
функциями у=Зж+2 (см. рис. 3; здесь 
обратная функция однозначна) и 
у=х1 2 (см. рис. 4 — обратная функция 
двузначна) или, тем более, изображен
ной на рис. 5 функцией / (ж) (обратная 
функция многозначна)? Нетрудно по
нять, в чем тут дело. Процесс «обра
щения:» функции — нахождения функ
ции, обратной заданной, заключается 
в восстановлении значений абсцисс по 
отвечающим им ординатам — скажем, 
времени t по проходимому электро
поездом пути z. Хорошо, если при этом 
каждому значению функции у отвечает 
единственное значение аргу
мента ж, т. е. если обратная функция 
однозначна; однако этот «хороший» 
случай имеет место далеко не всегда. 
Но обратная функция всегда одно
значна, если исходная однозначная 
функция y=f (ж) монотонна, т. е. если 
она все время растет или все время убы
вает. Здесь в процессе изменения аргу
мента ж функция будет пробегать все 
новые значения у и каждому у будет 
отвечать свое значение ж. Именно по
этому в случае функции у=Зж+2 опре
деление обратной функции не вызвало 
у нас никаких затруднений — ведь эта 
(линейная) функция монотонно растет. 
Так же обстоит дело в случае зависи

1 Следует только иметь в виду, что вели
чина + ^х, где под корнем квадратным по
нимается арифметическое его значение, все же 
не является полностью обратной функции 
y=z2: в точности обратна этой функции 
двузначная функция у = + х.

2 В соответствии с этим говорят о локальной 
монотонности функции y—f (х) в точке М, 
т. е. о монотонности функции в некоторой 
окрестности точки М.

мости проходимого поездом пути от вре
мени (z=f (1)), если поезд движется 
в одном направлении (без остановок). 
Но если направление изменения функ
ции (скажем, направление движения 
поезда) меняется на обратное, например 
функция сначала убывает, как функция 
у=ж2, а затем, перейдя через точку 
минимума, начинает возрастать, то, 
возрастая, функция снова пробегает 
уже встречавшиеся ранее значения, —- 
и поэтому мы не можем с полной опре
деленностью сказать, какому именно ж 
отвечает данное у, ибо таких ж оказы
вается несколько (в случае функции 
у=ж2 — два). И уж совсем не подходит 
для определения обратной функции 
постоянная функция у=а (см. рис. 3.6); 
ведь здесь у совсем не меняет своего 
значения и определить по нему ж не
возможно: функция у = а совсем не 
имеет обратной.

В случае же иных функций дело 
обстоит вовсе не так уж плохо. Если мы 
хотим сконструировать однозначную 
функцию, обратную, скажем, функции 
у=х2, нам надо лишь ограничиться 
монотонной частью этой функции, на
пример, рассматривать ее при одних 
лишь положительных значениях аргу
мента ж (соответствующая часть гра
фика функции у=х2 изображена на 
рис. 4 более жирной линией). Этому 
монотонному участку функции будет 
отвечать однозначная обратная функ
ция. График такой однозначной ветви 
функции у=1х изображен на рис. 4 
более толстым пунктиром; именно эту 
функцию обычно и обозначают через 
\х (иногда ее называют арифметиче
ским значением1 корня квадратного 
из ж). Аналогично этому, если только 
данная точка М (ж0, у0) графика функ
ции у=/ (ж) не является точкой макси
мума или минимума, подобно, напри
мер, точке М на рис. 5, то в окрестности 
рассматриваемой точки М можно вы
делить участок монотонности 2 функ



 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 
 

 

40 Гл. 1. Функции и графики

ции /. Этому участку отвечает некото
рая однозначная ветвь обратной функ
ции g (см. участки графиков функции 
/ (х) и g (х), выделенные на рис. 5 
более жирными линиями). Вообще 
многозначная функция вроде изобра
женной пунктиром на рис. 5 функции g 
обычно естественно распадается на 
однозначным ветви функции — в нашем 
случае такие ветви изображаются 
дугами ОВ, ВС, CD и DE (см. рис. 5). 
Трудность здесь может состоять лишь 
в том, какую из этих ветвей целесо
образно считать, так сказать, «главной»; 
впрочем с точки зрения математика, 
это, разумеется, совершенно безраз
лично.

Уп ражнения
1.6.1. Какие функции обратны функциям:

а) у=2х—-4; б) у—х2—2; в) у—х3-]-Зх2-[-Зх', 
г) y=xi-f~2x2.

1.6.2. Использовав рис. 5.2, 5.3 и 5.6, а, б, 
нарисуйте графики функций, обратных функ
циям: а) у — х3 -|- х; б) у = х3 — х; в) у —

1 1
= x 2 = 32 ; г) у — х 3 = 33 , выделив, если 

требуется, участки монотонности этих функ
ций, позволяющие прийти к однозначной 
обратной функции.

[1.6.3. Найдите функцию, обратную: а) про
извольной линейной функции у—ах-\-Ь', б) про
извольной квадратичной функции у=ах2-^ 

ах 4-6
+ 6ж + с; в) функции у = сх <- d •

1.6.4. Пусть / (х) ng (х) — взаимно-обрат
ные функции, где функция / определена на 
участке а < х < 6, а функция g — на участке 
а < х < р, f (o)=ot, / (6)=р и при а < х < 6 
функция у=/ (х) монотонно возрастает.

Докажите, что: a) f (g (х)) = х, g (f (х)) = х;
б) функции F (x)=f (f (z)) и G (x)=g (g (z)) 
взаимно-обратны. Каковы области определе
ния функций / (g (х)), g (f (х)); F (х), G (х)?

§ 7. Преобразования графиков функций
Выше мы уже неоднократно встречались 
с «преобразованиями графиков», с пере
ходами от графика функции к иной 
линии, родственной первоначальной. 
Здесь мы снова вернемся к этому во
просу с тем, чтобы рассмотреть его 
систематичнеє.

Проще всего решить вопрос о сдвиге 
(параллельном переносе) кривой. Пусть 
мы имеем график функции y=f (х); 
как будет выглядеть функция, график 

которой получается из нашего графика 
смещением на Ъ единиц вверх? Ответ 
на этот вопрос почти очевиден: ясно, 
что если рассмотреть две кривые 
y=f (х) и y=f (Х+Ъ,
то каждой точке А (ха, у0) первого 
графика будет отвечать точка 
Лх (х0, Ух) второго графика, располо
женная над точкой А, выше ее на b 
(рис. 1, число Ъ мы здесь считаем поло

жительным). По-другому это можно 
описать так: если наши две функции 
имеют вид
У=1 (х) и y—b=f (х),
то вторая расположена на b единиц 
выше первой, т. е. замена в уравнении 
линии величины у на у—Ъ равносильна 
сдвигу линии на Ъ единиц вверх.

Может показаться, что мы напрасно 
повторили одно и то же утверждение 
двумя почти не отличающимися спо
собами: поднять кривую — это совер
шить следующее преобразование ее 
уравнения: перейти от y=f (х)
к y=f (х)+Ъ, или от y=f (х) к у—Ъ— 
=f (х). Однако вторая формулировка 
с заменой у на у—b удобна для 
случая, когда кривая задана «неяв
ным» образом, т. е. уравнением вида 
F (х, у)=0, не разрешенным относи
тельно у. Так, например, уравнение 
окружности S радиуса 1 с центром 
в начале координат удобно записать 
так:
з2+у2=1, или
F +=)=х+у2-1=0 (1.7.1)
(ср. с формулой (2.1) для расстояния 
ОА, где А=А (х, у)). Заменив здесь у 
на у—Ъ, мы придем к уравнению 
a;2+(j/_b)2_1 =0
единичной окружности с центром 
в точке Q х (0, Ъ) — окружности, полу
ченной из S сдвигом на b единиц вверх 
(рис. 2).
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Аналогично (мы подробно обсудили 
это в § 4) замена в уравнении F (х, у) 
кривой аргумента х на х—а равно
сильна сдвигу кривой на а единиц 
вправо. Так, уравнение
(х—a)2+z/2—1 =0
определяет окружность с центром 
в точке Q2 (а, 0) — окружность, полу
чаемую из первоначальной окружности 
S' сдвигом вправо на а (см. рис. 2).

Ясно, что величины а и б могут быть 
и отрицательны; так, например, пере
ход от уравнения y=f (х) к уравнению 
у=/ (х)—Ъ (где по-прежнему Ъ > 0) 
или замена у в уравнении линии на 

означает, что мы опускаем график

линии на b единиц вниз (см. линию, 
изображенную пунктиром на рис. 1). 
Аналогично этому линия F (х-\-а, у)=0 
получается из линии F (х, у)=0 сдви
гом на а единиц влево. Так, цен
трами окружностей х1~+{у-]-Ь'))—1=0 
и (х-аУ+у2—1=0 являются точки 
Qs (0, — Ъ) и Qt (—а, 0) (см. рис. 2). 
Указанные сдвиги можно и комбиниро
вать: например, линия F (ж+1, у—2) = 
=0 получается из линии F (х, у)=0 
сдвигом на 1 единицу влево и на 2 еди
ницы вверх (рис. 3).

Пример. Рассмотрим так назы
ваемую дробно-линейную функцию 
у = аа + Ьа-, где с ==° (1.7.2)
” сх -^ а

Многие экспериментально наблюдае
мые зависимости выражаются — точно 
или приближенно — функциями такого 
строения; поэтому важно знать, как 
можно упростить запись этой функции 
и как изобразить ее график.

Ясно, что если числитель и знамена
тель стоящей в правой части (2) дроби 
пропорциональны, т. е. а : с = Ъ : d, 
или ad=bc, то функция (2) постоянна — 
она имеет вид у = к, где к = -^-(=-^-). 
Поэтому интерес представляет лишь
случай, когда ad==bc. Мы утверждаем, 
что в этом случае графиком зависи
мости (2) является гипербола, и, 
следовательно, запись (2) означает 
обратную пропорциональность двух ве
личин.

Рис. 1.7.4

Предоставив разбор общего случая 
читателю (см. упр. 6), мы ограничимся 
здесь частным случаем, когда

__ 19 — &х 
У ~ 2х — 5 • (1.7.2а)

Выделим из стоящей в правой части 
дроби целую часть:

15 — 6а , 4
2х — 5 ~~< 2х — 5

Последнее уравнение можно еще пере
писать так:

г/ + 3 = 2 t1-7-266) 

откуда видно, что линия (2а) (или (26)) 
есть график обратной пропорциональ
ной зависимости (с коэффициентом 2) 
величин у+3 и х—5/2 (рис. 4).

Выясним теперь, как надо изменить 
уравнение кривой для того, чтобы рас
тянуть ее в с раз вдоль оси у, т. е. уве
личить в с раз все ее вертикальные раз
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меры Ч Очевидно, для этого необхо
димо заменить исходное уравнение 
y=f (х} новым уравнением y—cf (х) (мы 
будем писать: y0=f (#) и Уі=с/ (я), 
поскольку это две разные кривые). 
Тогда при том же х величина ух будет 
в с раз больше величины у0, т. е. наша 
кривая растянется в вертикальном на
правлении в с раз.

В качестве примера обратимся снова 
к уравнениям прямых, проходящих 
Через начало координат. Уравнение 
биссектрисы I и III координатных 
углов имеет вид у0=х. Уравнение же

Рис. 1.7.5

уг=1(Ж соответствует прямой, идущей 
более круто, у которой при заданном х 
ордината больше в 10 раз (см. рис. 3.4).

Переход от y0=f (х) к yy=cf (х) 
можно описать и так: в уравнении кри
вой у0 = f(x) мы заменяем у0 на

т. е. пишем у = /Ж)- Тогда зависимость 
у± (у «новое») от х характеризуется 
тем, что кривая вытянута в с раз по 
вертикали по сравнению с кривой у° (ж) 
(где у0 — это у «старое»).

Снова необходимость двух формули
ровок, тождественность которых оче
видна (ведь ясно, что уравнения 
у — cf (ж) и -у = / (®) не отличаются одно 
от другого!), вызвана тем, что правило 
замены у на ~ оказывается более удоб
ным, если требуется «растянуть в с раз 
от оси ж» кривую, уравнение F (ж, р)=° 
которой не разрешено относительно у.

Достаточно подставить в новое урав- 
унение — вместо у — и мы придем к тре

буемому результату: F (ж, у) = 0.
Обратимся, например, снова к еди

ничной окружности S с уравнением 
ж2+у2—1=0. Как записать уравнение 
кривой, получаемой, если вытянуть S 
в 3 раза по вертикали (рис. 5; но
вая кривая обозначена через уг (ж))? 
По правилу, которое мы только что 
сформулировали, для этого надо в урав
нении окружности заменить у на j. 
При этом получим 
z2 + (і)2— 1=° (177.3)

1 Рекомендуем читателю для простоты здесь 
и далее пока считать, что с > 1; на случае 
е < 1 (и даже с < 0) мы еще специально оста
новимся ниже.

2 Коэффициент с растяжения может быть 
и равным 1 (разумеется, такое «тождественное 
растяжение» кривую не меняет); в соответ
ствии с этим окружность обычно считают 
частным случаем эллипса.

(мы пишем здесь ух, а не у, чтобы отли
чить кривую (3) от окружности (1)).

Кривая, которая получается из 
окружности растяжением последней от 
горизонтального (или вертикального) 
ее диаметра (см., впрочем, упр. 5), 
называется эллипсом 2; таким образом 
от окружности (1) (на рис. 5 эта окруж
ность обозначена как у0 (х)) мы перешли 
к эллипсу (3).

В данном случае уравнения (1) и (3) 
легко решаются:
Уо ~ Vі — х'2 = 3 VI — ж2,
и наглядно видно, что г/і=3р° при оди
наковых ж. Но правило, утверждающее, 

учто замена у на — приводит к вытягива
нию кривой в с раз по вертикали, спра
ведливо и для кривых, заданных таким 
сложным уравнением F (х, у)=0, кото
рое никак нельзя решить алгебраически 
относительно у, например уравнением 
z + = O. (1.7.4)
Линия, получающаяся из линии (4) 
увеличением всех вертикальных раз
меров втрое, описывается следующим 
уравнением:
ж + T^gQ) = °- (1.7.4а)

Утверждение о смысле замены у на у 
легко переносится и на координату ж. При 
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замене в уравнении кривой F (^ ■ у) == О 
аргумента х0 на —, т. е при переходе 

к уравнению F --— , у) = 0 линия ра
стягивается вдоль оси х в с раз: при 
одинаковом у значение — в с раз больше 
значения х0.

Начнем не с доказательства, а с при
меров: 
у — х° и у = ^- = ОД

(см. рис. 3.4). Первая прямая идет под 
углом 45° к оси х, вторая идет более 
полого.

Второй пример: 
^ + у2 — 1 = 0, (^у+^^о.

Первое уравнение описывает окруж
ность S радиуса 1, вторая кривая полу
чается из первой растяжением вдоль 
оси а: в 2 раза (рис. 6). Ясно, что и здесь 
новая кривая представляет собой э л- 
л и п с.

Доказательство нашего утверждения 
почти очевидно. Если решить уравне
ния первой и второй кривых

у = /(яи) и у = ^.б)

относительно х, то получим

®о = ?(у) и V =?(?)»

т. е. хг — сер (у) = сх0, (1.7.5а)
где ? — функция, обратная функции 
/ (см. § 6). Это соответствует исходной

X формулировке: при замене х на — 
кривая растягивается вдоль оси х 
в с раз. При этом важно, что в (5) / пред
ставляет собой одну и ту же функцию 
в формулах с хп и с хг, поэтому и в (5а) 
ср в формулах с ^0 и с — — это одна и 
та же функция.

Вот еще один пример: пусть
у = 10”» и у = 10x>'2. (1.7.6)

Но степенной функции обратна лога
рифмическая функция, поэтому здесь 

ж°=іиг/ и ^-=1gy»

т. е. = 21g у. (1.7.6а)
Таким образом, график функции 
у=10я,2 получается из графика функ

ции у=10*  растяжением в 2 раза в на
правлении оси абсцисс.

А что означает замена а: на fcr в урав
нении у—/ (я)? Для того чтобы восполь
зоваться сформулированным выше пра
вилом, вспомним, что умножение на 
к — это то же самое, что деление на 

ведь кх = —^. Значит, 1/7с играет 
роль величины с в предыдущих форму
лах, и • рели, например А=1/2, та 
с=1//с=2. Значит, замена х0 на 0,5ях 
есть замена х0 на х±/2: она приводит 
к растяжению кривой вдоль оси х 
в 2 раза. Если же к=3, то с=1/к=1/3.

Рис. 1.7.6

Таким образом, замена х на Зх — это 
то же, что и замена х на т=- .

1/3
Что означают эти подстановки гео

метрически? В случае, когда с —> 1, 
результат формулируется так: при за-

У „мене у -— -у в уравнении кривой линия 
в с раз растягивается по высоте; при 
замене же х-+ ~ линия растягивается 
в с раз в горизонтальном направлении.

В случае, когда 0 < с < 1, в наших 
рассуждениях, по существу, не меня
ется ничего, однако слова «увели
чить» и «растянуть» здесь уже не 
подходят: ведь «увеличить в 2 раза» 
какую-то величину — это значит за
менить ее на вдвое большую, а вот «уве
личить» или «растянуть» в 1/3 раза —■ 
это значит умножить на 1/3, т. е. не 
увеличить, а в 3 раза уменьшить, 
в 3 раза сжать. Таким образом, здесь 
снова при замене у —» — вертикальные 
размеры изменяются в с раз, что в дан
ном случае представляет собой сжа
тие кривой: так, при с=0,5 переход 
от линии у=/ (х) к линии y=cj (ж))= 
=0,5/ (х) означает уменьшение ее вы
соты вдвое. То же относится и к под
становке х — - - , при 0 < с < 1 эта 
подстановка равносильна сжатию 
кривой вдоль оси х.
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Выясним теперь смысл подстановок 
у -> -У (или ж -> у) при отрица
тельном с. Такую замену можно 
провести в два приема. Обозначим 
с=—Ъ=(—1)6, где уже Ъ >■ 0, и сде
лаем две последовательные замены:

-^■(=ГТ(==—F' так что

Первая операция — замена у0 на yjb, 
где b > 0, уже разбиралась выше, она

приводит к изменению вертикальных 
размеров в Ъ раз. Остается выяснить, 
какой смысл имеет изменение знака у, 
т. е. замена у на —у. Но очевидно, что 
соответствующие друг другу точки ли
ний y0=f (х) и уг——f (х) симметричны 
относительно оси х (рис. 7). Поэтому 
линия уг=—f (х) получается из линии 
y0=f (х) отражением от оси х, и то же 
можно сказать о линиях F (х, у0)=О 
и F (х,—уі)=0, где второе уравнение 
получается из первого изменением зна
ка у.

Аналогично этому, поскольку точки 
(х, у) и (—х, у) симметричны относи
тельно оси у, замена х на —к в урав
нении кривой (переход от линии 
F (х, Уо)=О к линии F (—к, у2)=0) 
заменяет первоначальную линию сим
метричной ей относительно оси у. 
Наконец, переход от уравнения 
F (х, уо)=О к уравнению F (—х, — г/3)=0 
сводится к последовательным изме
нениям знака у (симметрии относи
тельно оси х) и к изменению знака х 
{симметрия относительно оси у). Но по
следовательное осуществление двух от

ражений — от оси хи от оси у — равно
сильно отражению линии от начала 
координат О (0, 0) (см. рис. 7). Таким 
образом, одновременная замена в урав
нении линии х на —х и у на —у 
равносильна симметрии относительно 
точки О.

Как ни просты, «арифметичної» все 
эти соображения, начинающие (кото
рым адресована эта книга) в них часто 
ошибаются.

Рассмотрим пример:
F(x, у) = (ж--') + (у—.5)2_4 = 0.

Это уравнение окружности радиуса 2 
с центром в точке с координатами 2=3,

у=5. На рис. 8 изображены также 
линии
F (х, —у) = (ж—3)2+(—у—5)2—4=0,
F (-х, у = (-ж-3)2+(у-5)2-4=0, 
F(—x, _г)=(-х-3)2+(_у-5)2-4=0.
Здесь буква F во всех случаях обозна
чает одну и ту же функцию двух пере

менных. Проследите, как трансформи
руется (изменяется) кривая (окруж
ность) при замене х на —х, или у 
на —у, или при одновременной за
мене х -> —х, у -> — у. Ясное понима
ние изложенных правил позволит Вам, 
построив одну какую-то кривую у=/ (х) 
или F (х, у)=0, представить себе, как 
выглядят графики всех функций

’’і—.

е любыми значениями постоянных а, Ъ, 
е, d.
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Вот еще два простых, но принципи
альных примера. На рис. 9 изображены 
две кривые:
у — sin х и у = sin Зх, (1.7.7)
где, разумеется, х — радианная мера 
угла. У второй кривой все горизонталь
ные размеры в 3 раза меньше, чем 
у первой.

Зависимость y=sin х периодическая: 
при а=2тс«6,3 (радиан, что соответ
ствует углу 360° в градусном измерении) 
синус имеет такое же значение, как и 
при а=0 (добавление 2т: к любому углу 
не меняет значения синуса). Таким об
разом, график первой из кривых (7) 
переходит в себя при сдвиге вдоль ОСИ X 
(в любом направлении) на величину 
2т: — это и означает, что функция 
sin х периодическая, с периодом 2п. 
Функция z=sin За: тоже периодическая, 
но у нее период меньше в 3 раза; 
достаточно, чтобы х изменилось на 
-д-?«2,1 радиана, тогда Зх (тот угол, 
синус которого мы откладываем по 
оси ординат) меняется на 2т: и sin Зх 
возвращается к прежнему значению: 

sin -Зат = sin 3 (х -ф- .

Продумайте на этом • примере общее 
утверждение о том, что для периодиче
ской функции при замене х на Кх 
в К раз уменьшается период и в к раз 
увеличивается частота функции, т. е. 
число периодов, приходящихся на еди
ницу длины.

Второй пример связан с логарифмиче
скими (и показательными) функциями. 
Рассмотрим две кривые
Уі = toge® и г/2 = tog»®. (1-7.8)
или, что то же самое,
я: = аУ1 и х = Ън, (1.7.8а)
где мы считаем, что а, Ъ 1. Анало
гично анализу зависимостей (6), (6а) 
устанавливается (см. § 4.9), что вторая 
кривая (8) получается из первой кривой 
растяжением вдоль оси у в с — logf а = 

1= і---- - раз, где число с называетсяlog„& * ’ м
моДулем перехода от логарифмов при 
основании а к логарифмам при основа
нии Ъ. Аналогично любые две показа
тельные функции
у = аХ и у = ЪХ 

связаны между собой подобным же 
образом: вторая из них получается из 
первой растяжением в c=log4 а раз 
в направлении оси х.

Со сказанным выше связаны еще два 
простых, но важных понятия. Кривая,; 
уравнение F (х, у)=0 которой сохра
няет свой вид при замене х —■ —х 
(скажем, парабола у=аа?), симме
трична относительно оси у. Кривая, 
уравнение которой сохраняет свой вид 
при замене х -*•  —х и у -> —у (скажем,

гипербола у = — или кубическая пара
бола у—х3), симметрична относительно 
начала координат. Наконец, кривая, 
уравнение F (х, у)=0 которой перехо
дит в себя при подстановке у —> —у 
(например, полукубическая парабола 
у3=х? (см. рис. 5.7 ), симметрична отно
сительно оси х. Все эти утверждения 
автоматически следуют из геометриче
ского смысла подстановок х -> —ж;
х -> —х и у — —у, у -*  —у.

Функция y—f (х), график кото
рой симметричен относительно оси у 
(рис. 10, а), называется четной; если же 
график функции симметричен относи
тельно точки О (рис. 10, б), то функция 
называется нечетной. Эти названия 
связаны с тем, что параболы четного 
порядка у=ахзт являются четными 
функциями, а параболы нечетного по
рядка y=x3m++ — нечетными (ср. § 5).

Наконец, остановимся еще на одном 
очень важном обстоятельстве. Необ
ходимо понимать (соображение, на кото
рое обычно, к сожалению, не обращают 
должного внимания), что в прикладных 
задачах процедура изменения в по
стоянном отношении всех ординат у 
или всех абсцисс х связана (всего лишь!) 
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с изменением единиц измерения вели
чин у или х, так что полученные один 
из другого таким путем графики выра
жают одну и ту же зависимость 
между у и х, так сказать, «с точностью 
до изменения масштабов» (т. е. системы 
единиц 3).

Пусть, например, по оси абсцисс Ох 
откладывается время, а по оси ординат 
Оу— расстояние (рис. 11); зависимость 
y=f (х) (или z=f (і), как мы чаще будем 
писать) задает закон движения. Однако 
при этом у и х измеряются в разных 
единицах, так что никакое сравнение

Рис. 1.7.11

их невозможно: ведь нельзя же при
равнять между собой 1 см и 1 с или 
сказать, какая из этих величин больше, 
а какая меньше. Утверждение, напри
мер, о том, что для данной точки 
М=М (х, у) отрезок ОМ составляет 
45° с осью абсцисс (рис. 11), является 
бессодержательным: изменив, скажем, 
единицы расстояний (перейдя от санти
метров к метрам), мы заменим точку М 
на новую точку М', отвечающую 
тому же месту на прямой и тому же 
моменту времени; однако теперь ра

венство УОМ=45° уже не будет иметь 
места, а ведь для нас точка М' 
полностью равноправна М. Таким об
разом, в физических рассмотрениях 
изображенные на рис. 5 или 6 эллипсы 
ничем не отличаются от изображенной 
на тех же рисунках окружности, — 
и если эта линия нас особенно инте
ресует, то единицы измерения, пожалуй, 
следует выбрать так, чтобы она оказа
лась именно окружностью.

Аналогично этому любую параболу 
у=ах^+Ьх-^с прежде всего можно, 
как мы видели выше, сдвигом (т. е. пере
ходом от координат х и у к новым коор

динатам x^=xYp и y±=yyY^q, где р 
и q подобраны подходящим образом) 
свести к параболе у-^ах2. Но ведь 
подобный сдвиг физически означает 
не что иное, как изменение начала от
счета единиц, скажем начального мо
мента времени (момента Z=0) и начала 
отсчета расстояний (начального пункта 
z=0), что не затрагивает интересующий 
нас физический процесс. После этого- 
изменением масштаба по оси уг (выбо
ром новой единицы измерения ординат) 
мы можем свести параболу у^ах*  
к «единичной параболе» Y=+X* (или- 
даже именно к параболе У=№, если 
мы имеем право располагать выбором 
«положительного направления» вдоль 
оси у 4); именно этот смысл имело сделан
ное выше (см. сноску 3 в § 4) замеча
ние о том, что параболу у—х*  можно- 
считать «общей».

з Впрочем, если величины х и у измеряются 
в одних единицах, то подстановка Y=cy 
и физически значима: ведь здесь зависимости 
y=f (х) и y=cj (х) имеют разный смысл.

4 В то время как для времени t мы имеем? 
«естественное» направление роста, что отве- 
чоєт принципиальной нєровнопровности прош
лого и будущего, для расстояний у дело об
стоит вовсе не так — и тут мы свободны в вы
боре вправления возрастания z.

Точно так же любую дробно-линей- 
кх -—1ную зависимость у =---- •— можно из-J а тх -J- п

менением начала отсчета абсцисс х 
и ординат у и изменением масштаба по 
оси у свести к единичной гиперболе 
Y = — (см. упр. 6); любую кубическую 
зависимость y=ax3 4xYbx2xYcxxYd можне 
свести к одной из трех зависимостей 
у=х3Мх, у=х3—х и у=х3, далее уже 
друг к другу не сводимых, и т. д.

Остановимся на доказательстве более 
сложного утверждения, связанного с кубиче
скими зовисимостями 
у — ах3 -J- Ъх3 , сх -|- й =
= а (х3 рх3 -J- qx , г), (1.7.9)

bed
где р= — , ' г = У (аДесь, розумєєтся,
о=/=0). В § 5 мы видели, что подстановка- 

р
X = х , -у переводит зовисимость (9) в за
висимость
у = а(Х* + РХ + £), или Y = a'X'-'-lX = 
= а (Х3 + кХ), (1.7.9а)
где У = у — aQ, В = аР и к = В;а(==Р'), 

рз 2 1
a P = q — -2,Q = -^-рз + r — -^pq (ср. фор
мулы (5.6) и (5.6а)). При к = 0 (т. е. если 
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,В = 0) зависимость (1а) имеет вид У — аХ3, 
или

5 Так< напримеp- в теории информации< 
где количество информации выражается ло
гарифмическими функциями переменных, при
нято считать все логарифмы двоичными, что, 
однако, не имеет никакого принципиального 
смысла, а связано лишь с принятой системой 
измерения величин (с измерением количеств 
информации в так называемых битах). См. 
по этому поводу, например, книгу: Яглом 
А. М., Яглом И. М. Вероятность и информа
ция. М.: Наука, 1173.

(1.7.10а)
.где хх = X (координата X не

У
■Ух== — . Если к > 0 (т. е. В 

меняется) и 

и а одного

.знака), положим
X
Як т. е. X ~ Vk Xi,

тогда (1а) обратится в
У = a (kix -< /c^Zj) == ак < (х2 <- хд), 

т. е. здесь мы имеем закон
Ух = А + ж1, (1.7.106)

где ух —----- -р- . Наконец, при к <0 (в слу-
ак V к

•чае, когда а и В разных знаков) аналогич
ная использованной выше подстановка хд = 

у __
= ■=, т, е. X = \/| к | хд, переводит ра- 

*1 к\
■ввнство (1а) в
У = а (І к”1* | А 4- к | к р Х1),

т. е.
ух = х% — х\, (1.7.10в)

—У
где ух =--- 7=г . Таким образом, для фи-

ак V | к |
зика любая естественнонаучная зависи
мость (1) между (разноразмерными I) вели
чинами у и х равносильна одному из трех 
законов (10а)—(10в) (см. рис. 5.1, о, 5.2 и 
5.3; ср. упр. 8 и 1).

Поясним сказанное на конкретном 
примере. Хорошо известно, что зави
симость от времени t высоты h камня, 
брошенного вверх с башни, высоты w 
с начальной скоростью и, выражается 
формулой 
h = w-^ut — у А2, (1.7.11)

где g«1,8 м/с2 — ускорение свободного 
падения. Если, однако, принять за на
чало отсчета высот не уровень Земли, 
а самую большую достигнутую камнем 
высоту hg, а за начало отсчета времени 
принять момент to достижения камнем 
этой высоты, то в новых координатах 
hi=h—ha, t±=t—10 уравнение (И) дви
жения камня заметно упростится:

\ (1.7.11а)

Но и коэффициент —— в уравне
нии (11а) связан вовсе не с существом 
наблюдаемого процесса, а всего лишь 

с выбором системы единиц! Прежде 
всего мы можем упростить (11а), отбро
сив в правой части этой формулы знак 
«минус»; для этого достаточно усло
виться измерять расстояния h от точки 
h=h,Q не вверх, а вниз. Далее можно 
перейти к «натуральной системе еди
ниц», в которой ускорение силы тя
жести равно 2 (скажем, измерять время 
по-прежнему в секундах, а за единицу 
расстояния принять величину, численно
равную < , т. е. «^4,,9 м). Тогда в но

вых
Т —1±

координатах Н =--- —-(h, — /0О),
= t — І0 закон (И) (или (11а))

примет «канонический» вид: 
Я = Т2.

Подобным образом встречающуюся
в естественнонаучных законах лога
рифмическую или показательную за
висимость мы всегда можем переписать 
так, чтобы основание системы логариф
мов или основание степени было та
ким, как нам удобно, — ведь переход
от одного основания к другому сво
дится лишь к замене единиц измерения 
фигурирующих в нашей зависимости 
величин (ср. со сказанным выше о ло
гарифмических и показательных кри
вых). Поэтому каждый раз, когда мы 
встречаемся с логарифмической за
висимостью y=logca двух величин, 
мы свободно можем считать логарифмы 
десятичными, или натуральными (ло
гарифмы по основанию е«$2,272; см. 
§ 4.1), или, например, двоичными 5; 
при рассмотрении показательных за
висимостей y—dx обычно считают ос
нование степени d равным е и т. д.

Упражнения
д-2 -у 2

1.7.1. Постройте кривые у <- у — 1=0; 

(® + З)2 , (у — 5)2 л п (х — З)2 , (у < 5)2
д + э -1==и; 1 + 4 — 

—1=0 (при этом естественно воспользо
ваться тем, что линия х -J- у2 — 1 = 0 пред
ставляет собой единичную окружность).



 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

48 Гл. 1. Функции и графики

1.7.2. Постройте график функции y=sin х, 
взяв, например, восемь значений х в интер
вале от — л до л, различающихся между 
собой на целые кратные величины 0,25-л. 
Воспользовавшись этим графиком, постройте 
кривые: а) у=2 sin х; б) y=sin 0,5ж; в) у= 
=3sin3xr; г) y=cos х; ц) y=cos ж+sin х (= 
= V2 sin («Ч-т))’ е) У = cos2x (^^Ч- 

+ 1 / / cos 2х); ж) у = sin2 х {— 1/2 — »/s cos2x).

[Указание. Все эти линии можно по

строить, сдвигая, растягивая или сжимая 
синусоиду у = sin я; для решения упр. г), 
е), ж) воспользуйтесь тождеством COS X =

1.7.3. Постройте кривые: а) у= +Vx* —i; 
б) у= +\/а;2+1; в) у=2+^(х—1)2—1; г) 4у2— 
4_4у—г2=0. [Указание. Кривую а) по
стройте по точкам, выбрав в интервале от —5 
до -[-5 двадцать значений х, различающихся 
на 0,5 (и кратных 0,5). Преобразовав уравне
ния а) и б) к виду у2—а:2+1=0, соответственно 
х2— у2+1=0, заметим, что б) получается из
а) перестановкой хну. Для решения г) за
пишите уравнение этой кривой в виде 4 (уЦ- 

+ -g-J —х2 — 1=0 и получите ее, сдвигая 

и сжимая кривую б).]
1.7.4. Выпишите уравнение кривой, по

лученной из кривой у—х3—х (см. рис. 5.3): 
а) сжатием в направлении оси Оу с коэффи
циентом 1/3 (т. е. уменьшением в 3 раза всех 
вертикальных размеров); б) подстановкой 

х-^-—-; в) подстановкой у -/ — у . Изобра

зите полученные кривые на чертеже.
1.7.5. Докажите, что растяжение (или 

сжатие) единичной окружности х2+у2_1=0 
к любой прямой с каким угодно коэффициен
том растяжения (сжатия) переводит ее в эл
липс. [У к а з а ни е. Эту задачу можно 
сформулировать так: растяжение или сжатие 
любой окружности (я—а)2+(У—Ь)2—г2=0 
к оси х, т. е. подстановка у -> ку, переводит 
эту окружность в эллипс.]

1.7.6. Докажите что график произвольной
ах Ь 

дробно-липеинои зависимости у = ■ с— — у 

между переменными У И X, где С =£ 0, Л — 
— ad — Ъс^О, может быть получен из гра-

„ к
фика обратной пропорциональности у = — ,

Д
где к = — у , переносом последнего графика

d ( на = влево ( т. Ы
е. при — </ 0 переносом на

d I \ а
■— / вправо I и на — вверх.

1.7.7. Докажите, что каждую функцию 
можно представить в виде суммы четной и не
четной функций. [Указание. Восполь-

„ 1 зуйтесь тождеством j (х) = у ( (ж) 4- / (—х)) -ф- 

+ у (я) — / (—*)).]

1.7.8. Докажите, что никакие две из кри
вых (10а)—(10в) несводимы одна к другой 
подстановками вида х' = ах+р, y' = bx+q (где, 
разумеется, а / 0, Ъ / 0), равносильными 
изменению начала отсчета величин х и у (пе
реносу начала координат), сопровождаемому 
изменением единиц измерения хну.

1.7.9. Укажите правило, позволяющее су
дить по коэффициентам a, b, с, d зависимости 
(9) о том, сводится ли она к виду (10а), (106} 
или (10в).

§ 8. Параметрическое задание линии

Рассмотрим процесс движения мате
риальной точки М=М (х, у). Каждая 
из координат х, у точки будет здесь ме
няться с течением времени /: движе

ние М зададут две функции х (t) и 
у (t) времени, например
a; = cosl, у — sin t. (1.8.1>

Эти зависимости можно изобразить гра
фически в виде двух кривых, отклады
вая на одном чертеже по оси абсцисс 1, 
а по оси ординат х, а на другом чер
теже — по оси абсцисс t, а по оси ор
динат у (рис. 1).

Зададимся теперь вопросом о т ра
ек т о р и и точки М. Каждому значе
нию t отвечают свои значения х (!) и 
у (t) координат; спрашивается, какую 
кривую опишет точка М=М(х(і), у (t)) — 



 
 

 
 
 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

§ 8. Параметрическое задание линий 49*

=Л7 (t) при изменении t. Для от
вета на этот вопрос можно из двух 
уравнений х=х (t), у=у (t) исключить 
величину і; тогда мы получим выраже
ние, в которое будут входить только у 
и х, т. е. уравнение вида р=р (х) или 
F (х, у)=0. После этого будем строить 
кривую как обычно, задаваясь раз
личными х и находя соответствующие у.

Так, в приведенном примере найдем: 
х2 4~ у2 — cos2 і — 8іп2 ■ = 1,

т. е.
у = + \И — х2, или х2 + р2 — 1=°, 
так что кривая (1) в плоскости х, у 
представляет собой окружность 
(рис. 2, а).

Однако часто даже сравнительно про
стые выражения для х (t) и у (t) при 
попытке исключения из них t приводят 
к столь сложным формулам, что никто 
не решится идти этим путем. Так, на
пример, если 
х=х (t) = a1ti-Jrb1is+c1t2+d1t+e1, 
у=у (t)=a2tl+b2t3+c2t2+d2t+e2,

1 Слово «параметр» (по-русски его смислі 
можно передать, например, выражением «ме
рило») было специально для этой цели при
думано древнегреческими математиками; точ
ного перевода оно не имеет.

то для исключения t нужно решить 
уравнение четвертой степени; это при
водит к выражениям, выписывать ко
торые в силу их громоздкости просто 
невозможно. Однако построить кри
вую в плоскости х, у можно и не исклю
чая t: достаточно задаться разными 
значениями t и найти значения х и у, 
отвечающие каждому из них. Вот, на
пример, как выглядит таблица значе
ний функций х (t) и у (Ї), отвечающая 
простому примеру (1):

t 0 тс//4 u/2 3u/4 7C

a=cos t 1 0,7 0 -0,7 —1

y=sin t 0 0,7 1 0,7 0

t 5it/4 Зтс/2 7л/4 2тс

z=cos t -0,7 0 0,7 1

y=sin t -0,7 —1 -07 0

этом мы используем только значения 
х и у. Те значения t, при которых эти 
х и у вычислены, при построении точек 
не используются — «мавр сделал свое 
дело, мавр может уйти».

Такой способ задания кривой, или, 
что то же самое, функциональной за
висимости у (х), двумя функциями 
х (t) и у (t) называется параметриче
ским, а величина t называется пара
метром \ В физических задачах па
раметр часто имеет вполне определен
ный смысл. Так, в том примере, с кото
рого мы начали этот параграф, t мо-

Рис. 1.8.2

чае х (1) и у (і) суть две функции вре
мени. При этом можно интересоваться 
исключительно формой той кривой, 
которую опишет точка М (х, у), но. 
можно интересоваться и тем, с какой 
скоростью движется эта точка и какое 
положение будет она занимать в раз
ные моменты времени. Для того чтобы 
узнать это, нам необходимо сохранить- 
значения параметра и при каждой точке ■ 
М=М (t) выписать число t (разу
меется, практически мы можем выпи
сать на чертеже лишь конечное число- 
значений; см., например, рис. 2, б). Та
ким образом, рисунок «параметризо
ванной кривой» доставляет нам больше- 
информации, чем одна только траек
тория точки М (ср. рис. 2, а и рис. 2, б).

Рассмотрим для примера следующие- 
кривые:

1) х = cos t, у = sin t;
2) х= cos і, у = ■— sin t;
3) х — cos Зі, у = sin 3t;
4) x= sin 3t, у = cos Зі.

Очевидно, брать t больше 2^ нет на
добности: далее значения хну будут 
повторяться. Теперь с помощью этой 
таблицы строим точки кривой. При 
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Во всех случаях, исключая t, полу
чим одну и ту же кривую — окруж
ность единичного радиуса в плоскости 
х, у, уравнение которой имеет вид 
^2+z/2=l^.

В чем же различие этих четырех слу
чаев, как в каждом из них происходит 
движение? В первых трех случаях в мо
мент t=0 точка находится на оси абс
цисс, в последнем случае — на оси 
ординат. В случаях 1) и 3) точка 
(можно представлять здесь себе ма
териальную частицу) движется по кру
гу против часовой стрелки, а в слу
чаях 2) и 4) — по часовой стрелке. 
По абсолютной величине угловая ско-

Рис. 1.8,3

рость вращения (а значит, и линейная 
скорость I&I, ибо радиус круга равен 1) 
в случаях 1) и 2) равна 1 радиан/с 
(т. е. |р|=1 м/с, если радиус круга 1 м); 
в случаях же 3) и 4) имеем |f|=3 м/с 
(угловая скорость рдвна 3 радиан/с).

Приведем еще один пример: построим 
кривую, по которой движется точка 
обода велосипедного колеса при движе
нии велосипедиста в одном направле
нии — точка А окружности диска ра
диуса г при качении диска по прямой. 
Эта кривая называется циклоидой 2

Примем горизонтальную прямую, 
по которой катится наш диск, за ось х; 
условимся еще считать, что в момент 
начала движения центр Q=Q0 диска 
находится на оси у, имея координаты 
(0, г). Будем считать скорость каче
ния диска постоянной; например, по
ложим, что в единицу времени диск 
поворачивается на единичный угол; 
в таком случае за время t диск смеща
ется в положительном направлении оси 
х на расстояние rt (заметьте, что диск 
катится без скольжения, так что, по
вернувшись на угол і, он пройдет 
путь, равный дуге BAt на рис. 3, т. е. 
путь rt). В этот момент центр <?0 диска

2 От греческого слова kykloeides — круго
образный, порожденный кругом. 

займет положение Qt (rt, г), а точка 
Ао — положение At; нам требуется 
найти координаты точки At.

Из прямоугольного треугольника
QtAtP (см. рис. 3), в котором AtQtP = 
=t и QtAt—r, имеем:
AtP = г sin і, QtP = r cos t.
Отсюда, поскольку BO—PT=rt, QtB = 
=Q0O=r, получаем:
x = TAt = TP — AtP — rt — r sin t, 
у = ОТ = BP = QtB — QtP = r — r cos t.
Окончательно,
x = r(t—sin t), y — r(l — cos t) (1.8.2) 
(жирная линия на рис. З — это и есть 
циклоида).

Упражнения
1.8.1. Постройте кривую, заданную урав

нениями: a) z=cos t, y=sin 2t; б) x=cos t, 
y=sin Зі. [Указание. Так как sin Зі 
меняется быстро, то нужно брать достаточно 
близкие значения і, например і=0; 0,1; 0,2, 
или, если у нас нет таблицы тригонометри
ческих функций, аргумент которых измеря
ется в радианах, то і=0; 5°; 10°; 15°; . . .]

1.8.2. Постройте кривую £=cos (5i+l), 
y=sin (5i+l).

1.8.3. Постройте кривую х = cos t, у =

1.8.4. Постройте кривую z=cos t, y=cos t.
1.8.5. Выразите параметрическую зависи

мость (2) явно — в виде функции а=р (у).
1.8.6. Окружность s радиуса г катится 

(без скольжения) по окружности S радиуса R; 
выпишите (параметрические) уравнения кри
вой, описываемой точкой А движущейся 
окружности s, если s расположена: а) вне S;
б) внутри S или (при R < г), если S нахо
дится внутри ■ s.

[Линия упр. а) называется эпициклоидой, 
а линия упр. б) — гипоциклоидой.]

Рассмотрите отдельно случаи: в упр. а) г =
1 1

— R; r = -~R; r = 2R; в упр. б) r=—-—R; 
1 1 /

г = — — - r = —£ R. (При r=R эпициклоида 
называется кардиоидой (от греческого слова 

1 1
cardie — сердце); при r=g- R и г=-у R гипо
циклоида называется соответственно кривой 
Штейнера3 и астроидой (от латинского слова 
astrum — звезда). А что представляет собой 

1 
гипоциклоида при г=——R?

3 Якоб Штейнер (1826—1863) — вы
дающийся немецкий геометр.
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§ 9*.  Некоторые дополнительные све
дения из аналитической геометрии

Выше (в § 2) мы уже рассмотрели ряд 
геометрических задач, решаемых с при
менением . координат, т. е. методами 
аналитической геометрии. Продолжим 
здесь эти рассмотрения.

Пусть A^x^yJ, Л2 (х2,у2) и Аз(х3,уз) 
— три точки на координатной пло
скости (рис. 1). Как найти угол 
А2А1Аз=а? В §2 мы видели, что 

tg аі2 tg а13 = Уз — Уз
Х3 — Xу

__ У2 — У1 _=---------- И
*^2 ““ *^1

>

где а12 и а1з — углы, образуемые от
резками Л1Л2 и A-Аз с осью х (см. фор
мулу (2.5)). Но из рис. 1 с очевидностью 
вытекает, что

і\
а = Л2ЛгЛ3 = а13 а12'
А так как по известной формуле триго
нометрии
«8(₽-ї)=Т^Й.

то

tg а = tg (оцз — аи) = *да;з — ^а12- =6 б \ 13 12/ 1 - j tg а,з tg Я12
Уз — Уз _ Уз — Уз

.  Хз — Xу Ж2 — Ху

1 і Уз — Уз Уз — Уз ’
"І Хз — Xу Х2 — Xу

или окончательно
t _ а _ (Уз — У з) Х — я^) — (у2 — Уз) (д — xt)
° (®з —®і)(®г — ®1) + (Уз — Уі)(У2 — !і)’

(1.9.1)
Таким образом, по координатам точек 
Ап Л2 и Аз можно определить угол 
ot А2АіАз.

Из формулы (1) с учетом известных

соотношений sin а

формулы
можно

sin а =

tg2 а\ „ и cosa==1 + tg2 а

получить также

________(X, — X) (Уз — V) — (xs — X,) (У—У)
V (Х2 ■ - х,)2 + (уі — уО2 Ахз — х,)2+(Цз — у)2 ’ 

(1.9.2а) 
cos а =

(х, — X,) (Х— Xi)+ (Уз — УО (Уз — УО
Ах — х,)2-Ну2 — 1Ь)2А* 3 — Х,)2 + (у:, — УС)2 '

(1.9.26)

Сравнительно сложная формула (1) 
(или тем более формулы (2а), (26)) 
применяются довольно редко. Все эти 
формулы тоже справедливы при лю
бых (по величине и по знаку) значениях 
координат рассматриваемых точек и 
разностях этих координат, если только 
условиться, что угол а отсчитывается 
от АхА2 к Л]Лз и может быть как по
ложительным, так и отрицательным.

Так как равенство а=90° равно
сильно несуществованию величины tga 
(которая, так сказать, «обращается 
в бесконечность» — при этом знамена
тель выражения для tg а должен рав
няться нулю), то из формулы (1) вы

текает следующее условие, необходимое 
и достаточное для того, чтобы прямые 
ЛуЛі и Л]Лз были взаимно перпенди
кулярны:

(ж — (Хі — Хз)'I-
+ (Уз — У1) (У2 — Уз) = 0. (1.9.3)

Из формул (1) и (2а), (26) можно сде
лать и дальнейшие выводы. Заметим, 
что выражения, стоящие в знаменате
лях правых частей формул (2а) и (26), 
равны расстояниям ЛхЛі и А1Аз (ср. 
с формулой (2.4)):
\1(ж2 — Ж1)2 + (уа — У-)2 = Л1Л2,

— хі)2 + (Уз — £11)а = А1А3-
А так как по известной формуле школь
ного курса геометрии

1
S^a^,a3 — ррЛгЛ2 ■ АхАз • | sin a |, 

где 5да)Л2Лз — площадь треугольника 
АхА2Аз> то
•^дЛ,^, =

= -2" І (х2 Ж1) (Уз У1) '

— (ж> — — — — У/Ц- (1.9.4)
Но, кроме того, 5д411Мз = -2-АхА2 ■ h, 
где h — расстояние от точки Аз до пря



 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

52 Гл. 1. Функции и графики

мой А1А2. Поэтому в силу (4) имеем 
следующую формулу для расстояин^я 
h = А , а, а2 от А3 до АлА2:

кл„ А,Аг —

__  I ( — S1) (Уз — У1) — (*з  — Х1) (у — у,) I

1 В формулах (4) и (5) можно опустить 
вертикальные черточки, считая площадь 
5длл1 и расстояние hA^ ,, «направлен
ными», т. е. имеющими тот или иной знак в 
зависимости от того, по какую сторону пря
мой АА лежит точка А,; здесь мы на этом 
останавливаться не будем.

2 Мы здесь, как это принято в аналитичес
кой геометрии, ограничиваемся одними лишь 
правыми системами координат, т. е. та
кими, что поворот на 90° положительного 
луча Ох оси абсцисс, переводящий его в поло
жительный луч Оу оси ординат, происходит 
в положительном направлении, т. е. 
в направлении, противоположном направ
лению вращения часовой стрелки. Нетрудно 
показать, что если хОу — правая система 
координат, а х'Оу' — левая, то
х' = х cos а ф- у sin а ф- a,
у' = х sin а — у cos а ф- 6

(какой смысл имеют здесь угол а и отрезки 
а, 61).

V(X2 — Z))1 2+ (у2 — У)2 ‘
(1.9.5)

Отметим еще, что выбор системы ко
ординат на плоскости в геометрических 
задачах обычно является довольно про
извольным: для задания координат надо 
указать на плоскости точку О (начало 
координат) и две проходящие через 
эту точку (взаимно перпендикулярные) 
оси координат Ох и Оу, которые, од
нако, можно выбирать по-разному.

Пусть, например, хОу , и х'О'у' — 
две разные системы координат (рис. 2). 
Для того чтобы установить связь между 
«старыми» координатами (х, у) и «но
выми» координатами (х', у'} одной 
и той же точки М, введем в рас
смотрение еще и «промежуточную» си
стему координат хгОуі, начало которой 
совпадает с началом старой системы 
координат, а оси параллельны осям 
новой системы. Чтобы связать коор
динаты (х, у) и (хі, у±) какой-либо

точки, удобно рассмотреть также две 
системы полярных координат с одним 
и тем же полюсом О и полярными осями 
Ох и Oxr (см. рис. 2). Если хОхі = а, 
то точке М (г, ср) (точке М, имеющей 
в первой системе полярных координат 
координаты г, ср) отвечают (полярные) 
координаты Г\ срх во второй системе, 
где, очевидно, Т=г, cpj. = ср—а. Поэтому 
(см. формулы (2.3))

r=rcos ^5, y=Drnp и 21=^(^1 cos срх =
=rcos (ср—a), Уі=геіп (ср—а),

т. е.

хА =г cos (ср—а)=г (cos ср cos аф-
-ф- sin ср sin а) =r coscp соэаф-г sin ср sina=
— х cos аф-у sin a,
Уа—г sin (ср—a)=r (sincp cosa—
—cos cp sin a)=—r cos <p sin a-f-
ф-г sin cp cos a=—x sin аф-у cos a.

G другой стороны, из того же рис. 2 
следует, что

х ==xl^^ у А=УЛ~\~Ъ,

где а=О'Р и Ъ=РО — координаты ста
рого начала О в новой системе коор
динат х'О'у'.

Таким образом, окончательно полу
чаем2 
х' = х cos а -ф- у sin а -ф a,

, . . . Ъ (1-9.6)у = —х sin а -ф- у cos а -ф- Ъ.

Формулы (6) играют в геометрии 
фундаментальную роль. Метод ко
ординат позволяет характеризовать 
каждую точку плоскости парой чи
сел х, у — координатами этой точки; 
если у нас есть две точки, то им от
вечают две пары чисел; множество то
чек можно заменить множеством пар 
чисел. Например, линии отвечает одно
параметрическое множество пар х (і), 
у (і) чисел, зависящее от одного пара
метра t (ср. § 8). При этом переход 
к иной системе координат не отража
ется на геометрических свойствах фи
гур; поэтому смысл в геометрии имеют 
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лишь такие соотношения между ко
ординатами точек, которые сохраняют 
свою форму при любом преобразовании 
(6) — при переходе от системы коор- 

. динот хОу к любой другой системе ко- 
ординот х'О'у'. Именно такими, ра
зумеется, были все те соотношения, 
которые рассматривались выше.

По-другому сказанное можно пояс
нить так. Уравнение у=/ (х) или 
F (х, у) некоторой линии Г зависит, 
очевидно,, не только от самой линии, 
но и от выбора системы координат; 
оно описывает не линию Г (рис. 3, а), 
о гораздо более сложный оброз: линию

Рис. 1.9.3

Г и тот «координатный крест» из оси 
обсцисс и оси ординат, к которому от
несено линия (даже не только «коор
динатный крест», но еще и единичные 
точки на осях, указывающие выбор 
единиц измерения величин х и у; 
см. рис. 3, б). Но геометрический смысл 
(о нас здесь интересует именно геоме
трия, о не физика3) имеют лишь такие 
связанные с уравнением кривой выра
жения, которые сохраняют свое значе
ние при замене переменных по форму
лам (6). Так, например, в уравнении 
окружности с центром Q (о, Ь) и радиу
сом г

3 В физике обстоит дело не совсем ток; 
см. по этому поводу § 9.8.

(ха'г'(у- Ьк = г2,
или

(х— о)2 4-(у — Ь)2— г2 = 0, (1.9.7)

величины а и Ъ хорактеризуют (всего 
лишь!) положение окружности на ко
ординатной плоскости, в то время как 
число г связано с «геометрией» кривой 
(с размерами окружности; см. ниже 
упр. 6).

Чтобы продемонстрировать сказан
ное, обратимся к формуле (2.4) для 
расстояния Г12 между точками. Если 
Аі 41, У1 и А* (х*,  у2) — Две точки, то 
квадрат г)., расстояния между ними, 
в силу (2.4) равен (х* —a1)24^G/2—уф2.

Введем теперь новые координаты х', 
у'; тогда согласно (6)
х[ — хг cos а -ф- у у sin о -ф- а,
у'у = —Ху sin о ) Уу cos о ) Ъ,
и аналогично находятся новые коорди
наты х', у( точки А*  по ее старым ко
ординатам х*,  у*.  А теперь имеем
х' — х[ = (х*  — Ху) cos о 4- {у*  — Ух) sin а,

У*  — Уу = — 42 — хх) sin о 4" (у*  — Уу) cos а 
и соответственно 
(х;-х)2+(г-у;)2 =
= [(®2 — Ху) cos о 4- (у*  — Уу) sin а]2 4
+ [—42 — хх) sin О 4- (у*  — уф cos а12 =
= (х*  — Ху)2 (cos2 О 4~ sin2 о) -ф-
4“ {у* — Ух? (sin2 о -4 cos2 о) =
= 42 —жі)2 4-(у2 — У1)2, 
что и доказывает независимость ве
личины Г12 от выбора системы коорди- 
нот.

Ясно, что две прямые y = &1X+Xi 
и у=к2х-{Ь*  (рис. 4) параллельны 
в том и только том случае, если их на
клоны совпадают, т. е. если ку=к*.

Рассмотрим теперь проходящие че
рез начало координат О прямые у= 
-_куХ и у=к*х,  пароллельные нашим 
(вообще говоря, не параллельным) 
прямым (см. пунктирные линии на 
рис. 4). Поскольку этим новым прямым 
принадлежат точки Л1(1,Л1) и ^(l,^), 
то в силу (1) угол о, равный углу 
Л1ОЛ2 между нашими прямыми (без
различно, старыми или новыми!), опре
деляется по формуле

__ (к8 — 0) (1 — 0) — (Ах — 0) (1 — 0) 
g — — (_0)(1—0) + (/c2—O)fc,-^t)

(ведь здесь роль точек Ау (ху, уу), 
А* (х* , у*)  и As (х3, у3) формулы (1) 
играют точки О (0, 0), Ay (1, /q) и 
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А2 (1, к2)). Таким образом, оконча
тельно получаем

tga к2 —' к±
1 -)- к2к! " (1.1.8)

В частности, две прямые y=k1x-j-b1 
и У=к2х-[-Ь2 перпендикулярны тогда 
и только тогда, когда

—р 1 = 0 или кук2 = —1 (1.9.9)
(почему?).

Далее, пусть у—кх+Ъ и у—кх\-Ъ1 —— 
две параллельные прямые I и 1у, имею
щие один и тот же наклон к и пересе
кающие ось у в точках В(0,Ь) и Ву(О,Ьі) 
(рис. 5). В таком случае, очевидно,

ВВу=Ьг~Ь1; с. другой стороны, пер
пендикуляр В±Р, опущенный из точки 
Ву на прямую I, образует с осью у та
кой же угол а, какой образует прямая I 
(и 1±) с осью х (см. рис. 5, где Z BBJ и 
/ xQl — углы со взаимно перпендику

лярными сторонами). Но tg xOl = tg а=к 
по определению наклона прямой; поэтому 
и ts ВВ,Р — к, и, значит,

/х< 1 1
cos BB,P = cos а = = = < , = < •.1 _|_ tg2 a Vl-j-A2

I Уо —J^q ~ Ь I индо
уН — А2

А теперь из треугольника ВВ±Р (см. 
рис. 5) получаем

Мы нашли, что расстояние d=ByP 
между параллельными прямыми I и 
Z4 равно

d = (1.1.10)
V1 + А2

Если I — прямая с уравнением у= 
=Таг-к, а М (^0, у0) — произвольная 
точка (см. рис. 5), то параллельная I 
прямая Zv проходящая через М, имеет 
уравнение 
у—уй=к (х—хо), или у=кх+Ьу, 
где Ьу = уо—кхо (см. выше формулу 
(3.3)). Поэтому в силу (10) расстояние 
h от точки М до прямой Z равно

(заметьте, что в числителе правой части 
(11) стоит абсолютная величина резуль
тата подстановки координат точки М 
в левую часть уравнения прямой у— 
—кх—Ь=0).

Упражнения
1.1.1. Даны точка М и прямая I: а) М= 

= М(1, -1), I : у=х+1; б) М=М(0, -11).. 
I: у=к; в) М=М (—2, 0), I: у=—х—2; г) М=

3
= М (0, 0) (начало координат), Z: у == х—

1
— . Проведите через точку М прямую р,
перпендикулярную прямой I.

119.2. Даны три точки Ah А2, А3: Ау (0,0), 
(4, 3), Аз (-6, 8); А, (4, -4), А2 (4, 0),

48(-1, 1); 4л1, 2), А2 (2, 1), 43(—1, 1).
а) Найдите Z б) вычислите-

в) тему Равно Л*,
1.1.3. Даны две параллельные прямые I 

и Zx: a) Z: г—г+2, Zx: у=х—2; б) Z: Эх—4у— 
—1=0, її- —Зг—4у=0. Чему равно расстоя
ние d между этими прямыми?

1.1.4. Для той же точки М и той же прямой 
I, что и в упр. 1, найдите расстояние А от М 
до I.

1.1.5. Пусть А1=А1 (^ ух), А2=А2 (х2,у2), 
43 (хз, у3) и Ay=At (Ху, у4 — четыре точки; 
докажите, что АуА2 -L 23^4 тогда и только 
тогда, когда

(жг—Жі) (х4— х3)+(у— у±) (у4—у3)=0.
1.1.6. Найдите, как преобразуется урав

нение (7) окружности при переходе к новым 
координатам х', у' по формулам (6). Про
верьте, что фигурирующие в (7) величины 
а и Ъ меняют при этом свою величину (т. е. чти 
новое уравнение будет иметь ту же форму, 
но с.иными а и 6), а величина г не меняется. 
[Указание. Для решения этой задачи 
удобно «обратить» формулы (6), выразив 
старые координаты х, у через новые коорди
наты х, у'.]

1.1.7. Докажите, что при переходе (6) 
к другой системе координат сохраняют свою 
форму: а) условие АХ=А параллельности 
двух прямых; б) условие (1) перпендикуляр
ности двух прямых; в) формула (8) для угла 
между прямыми; г) формула (10) для расстоя
ния между параллельными прямыми; д) фор
мула (И) для расстояния от точки до прямой;
е) формула (4) для площади треугольника;
ж) формула (1) для угла треугольника; з) фор
мула (5) для расстояния от точки до прямой; 
и) условие AyA2 J_ 43Л4 (см. упр. 5). [См. 
указание к упр. 6.]



 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

Глава 2

ЧТО ТАКОЕ ПРОИЗВОДНАЯ

■ 1. Движение, путь и скорость
Рассмотрим поступательное движение 
тела вдоль какой-то прямой линии; рас
стояние некоторой точки М тела от опре
деленной точки О на этой прямой (ко
ординату точки М) обозначим через z, 
причем в одну сторону это расстояние 
будем считать положительным, а в дру
гую — отрицательным. Пусть, напри
мер, прямая, вдоль которой движется 
тело, расположена вертикально; точки 
выше О соответствуют положитель
ным z, точки ниже О — отрицатель
ным z. Удобно представлять себе, что 
наше тело маленькое, так что можно 
просто говорить об одной ■ «материаль
ной точке» М и об ее расстоянии от 
определенной точки О прямой — от на
чала координат.

Задачи о движении тел с постоянной 
скоростью v приводят к простым ариф
метическим и алгебраическим расчетам 
(основанным на том, что путь равен 
произведению скорости на время, т. е. 
на элементарной формуле s = vt, где 
,s —путь, a t — время). Однако в при
роде мы, как правило, имеем дело 
с движениями, скорость которых 
меняется с течением времени. Ис
следование таких движений приводит 
к важным физическим понятиям пути 
и скорости как функций времени; ма
тематически уже здесь возникают ос
новные понятия высшей математики — 
понятия производной и интеграла. 
В настоящей и следующей главах мы 
рассмотрим эту ситуацию более под
робно. .

Процесс движения материальной 
точки М заключается в том, что ко
ордината z этой точки меняется с из
менением времени t. Движение тела 
(точки М) определяется зависимостью 
координаты z от времени t, т. е. оно 
характеризуется функцией z=z (і). 
Зная функцию z (ї), можно найти по
ложение z тела в любой момент вре
мени t. Наглядное представление о дви
жении дает график функции z (t), для 

получения которого мы будем откла
дывать по оси абсцисс (ось t) время, 
а по оси ординат (ось z) — расстоя
ние тела от начала отсчета О.

При равномерном движении тела 
(движение с постоянной скоростью V) 
путь s прямо пропорционален времени 
t, где коэффициент пропорциональ
ности равен и (здесь s=vt). Обозначим 
координату тела в момент t=0 через 
z0, тогда пройденный за время t путь s

будет равен разности z (і)—z^ Таким 
образом, получаем
z (i) = z0 4- vt. (2.1.))

Мы видим, что при равномерном 
движении зависимость координаты z 
от времени t выражается линейной 
функцией. График зависимости z (і) 
при равномерном движении представ
ляет собой прямую линию на коорди
натной (t, г)-плоскости (рис. 1).

При неравномерном движении за
висимость z (t) выражается более слож
ными формулами и соответствующий 
график представляет собой кривую 
линию. Рассмотрим теперь следующую 
основную задачу: задана функция 
z (t), т. е. зависимость координаты тела 
от времени; требуется найти скорость 
v движения тела. В общем случае не
равномерного движения скорость не 
остается постоянной: с течением вре
мени она меняется. Значит, скорость v 
есть также функция времени і, и наша 
задача заключается в том, чтобы выра
зить эту неизвестную функцию v (t) 
через известную функцию Z (Ґ).



 

 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

56 Гл. 2. Что такое производная

В частном случае равномер
ного движения все совсем просто. 
Скорость v определяется как путь, прой
денный движущейся точкой за единицу 
времени. Найдем, например, путь, прой
денный за 1 с: от момента t± до момента 
£ + 1 секунд. Этот путь (он численно 
равен скорости) измеряется разностью 
координат z (,+1) и z (ГД:
z (rx+1)—z (ix) = [z°+v (G+1)]—
— [zo+prj—р.
Вместо этого можно также взять про
извольный промежуток времени между 
моментами t и t2 и разделить пройден-

Рис. 2.1.2

ный путь Z2—Zj на величину проме
жутка І2—h-
Z — Zi 
tz --

(Zp 4~ vt2) —■ (z0 -j- Ittj)
tz —

V. (2.1.2)

Именно потому, что скорость постоянна, 
мы можем выбирать для ее вычисления 
любой интервал пРи этом
получаемый ответ не будет зависеть 
ни от момента t±, ни от величины интер
вала |І2—ііІ- Однако в общем случае 
движения с переменной ско
ростью дело обстоит уже совсем не так.

Прежде чем переходить к общему 
случаю, полезно изменить обозначе
ния. Назовем a t2=t-\-Lt, так
что разность t2—Гх, т. е. рассматривае
мый нами промежуток времени, мы 
обозначаем через Ді (см. рис. 1) *.  
Подобно этому путь

Z (І2) — z (tx) — Z (1 Д- Ді) — z (і) — Az.

1 Разумеется, Д — это не множитель, 
а символ и дг — не произведение Д на Г, 
подобно тому как sin а не есть произведение 
sin на а: сокращать числитель и знаменатель 
правой части (2а) или (3) на Д так же недо
пустимо, как нельзя сократить на sin числи- 

sin а .тель и знаменатель дроби j . Символ Д — 
это прописная греческая буква «дельта», 
заменяющая слово «приращение»; запись дг 
(или Дг) читается как «дельта тэ» («дельта зет») 
или «приращение времени» («приращение пути»). 

В этих обозначениях формулу (2) 
можно переписать так:
Дг
, — V~ (2.1.2а)

В общем случае движения с пере
менной скоростью правая часть 
(2а) а выражает среднюю скорость дви
жения на интервале времени от t до 
1Д~ ДГ (интервал длительности ДГ):

У«р д?- (2.1.3)

Здесь приходится говорить о средней 
скорости потому, что сама скорость на 
протяжении интервала длительности 
ДГ меняется.

Для примера положим, что путь z 
задается не линейной функцией, как 
на рис. 1, аквадратичной фор
мулой
z (Г) — z° д~ ы д~ ct2. (2.1.4).
На рис. 2 приведен один из возможных 
графиков, отвечающих функции вида 
(4). Вычислим по формуле (3) среднюю- 
скорость кср на интервале дг. В нашем 
случае имеем
z (i) = z° ~|~ Ы Д- ct2‘,
z (і Д~ ДГ) — z° Д~ Ъ (г Д~ дг) 4~ с (г д- Дг)2 =
— z° Д- Ы Д- Ыдг Д- ct2 Д~ 2сгдг д~ с (ДГ)2 
и, значит,
Az = z (Г Д- дг) — z (Г) —
— Ыдг Д 2сгдг д- с (ДГ)2.

Отсюда
Уср=4г = & + 2с^ + сА^ <21.5>

Сравним результаты (2а) и (5) для 
средней скорости при движении по 
закону (1) и по закону (4). Второй при
мер отличается тем, что в нем средняя 
скорость зависит и от самого момента і, 
и от промежутка времени ДГ. Как же— 
найти мгновенную скорость в момент Г, 
зависящую единственно от этого мо
мента?

Скорость меняется постепенно; по
этому чем меньше промежуток времени,— 
на протяжении которого измеряется 
пройденный путь, тем меньше успеет 
измениться скорость, тем ближе будет 
средняя скорость к мгновенному ее— 
значению. Формула (5) для кср содержит 
два члена, не зависящих от величины 
промежутка ДГ, и один член, пропор



 
 

 

 

 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

 

 

 
 

 

§ 1. Движение, путь и скорость 57

циональный Д(. При очень малых М 
и произведение сМ будет очень мало. 
Поэтому при малых Kt последним чле
ном в правой части (5) можно пренеб
речь: при этом формула для к-— обра
тится в формулу для мгновенной ско
рости:
У™ = & + 2ct 22.1.6)

Так, например, пусть в формуле (4) 
z0=l, 6=2, с=—1; будем искать ско
рость движения при (=0. В таком слу
чае (5) дает
г,Ср = 2 + 2-(—1)-0 + (—1.Д( = 2 —Д(. 
Можно составить следующую таблицу:

Д4 (от 0 до Д4 с) 1 0,5 0,1 0,05 0,01

уср 1 1,5 1,9 1,95 1,99

Таким образом, чем меньше Д(, тем 
ближе выражение для г.р к 2; поэтому 
естественно считать, что умгн=2.

Внимательный читатель, вероятно, 
уже узнал в выражениях (4) и (6) из
вестные из школьного учебника фи
зики формулы для равноускоренного 
движения:

(lt^
z(° = z0 + У/ + — > С2.1.7)

у(О = уо + а^ 
только вместо коэффициента Ъ формулы 
(4) в (7) стоит величина Vo начальной 
скорости (скорости в момент f=0); 
коэффициент же с формулы (4) заменен 
на «полуускорение» у (ибо а — ус
корение движения).

Мы вычислили мгновенную скорость в мо
мент времени t исходя из средней скорости 
в промежутке от t до t-f- Д4. Попробуем теперь 
вычислить ее, выбирая промежуток несколько 
по-иному. Найдем среднюю скорость в про- 

3 1
межутке от ti = t— — Д4 до t — 

длительность промежутка здесь по-прежнему 
равна Д4. В силу (4) имеем 

z (Ч) = zo + b ( у Дд) + с ^4 — Д4^ ,

z (г2) = z0 — ь (г + у Дї) + с (l -J- у Д4у

и
1

z (Ч) — z (Ч) = b&t 4- 2с4Д4 — -£ с (Д4)2.

Отсюда следует, что
z (Ч) — z (Ч) 1

Ур =---- 2 Д 1 = 6 + 2с’- т cU- (2.1.8)

Если сравнить результаты (5) и (8), то видно, 
что средние скорости на интервалах от t 

3 1
до t 4- Д4 и от t — — Д4 до t — — Д4 отличаются

на величину сД4 У1 — у)] = у сД4. Но если 
мы хотим найти мгновенную скорость, то 
нужно брать очень маленький интервал Д4;
тогда указанное различие между двумя выра
жениями для средней скорости уже не будет 
играть роли, и мы снова получим для мгно
венной скорости прежнюю формулу РМГн= 
= &+2rt. При этом, однако, величина (8) сред- 

3
ней скорости на интервале от t — у М до 

1
4---у Д4 ближе к мгновенной скорости (6), 
чем величина (5) средней скорости на интер
вале от t до 4--Д4; поэтому при желании по
быстрее (и поточнее) найти мгновенную ско
рость выбор интервала от t до 4+Д4 менее 
удобен: здесь гср дает худшее приближение 
для гМГн. Еще лучше выбрать интервал так, 
чтобы интересующее нас значение t было се
рединой (центром) этого интервала; в случае 
квадратичной зависимости (4) между путем z 
и временем t полученное значение гср будет 
точно совпадать с гМгн (см. упр. 2). Мы еще 
остановимся впоследствии на этом обстоя
тельстве (см. § 6.1).

Мы рассмотрели понятие мгновен
ной скорости для двух конкретных при
меров: для равномерного и для равно
ускоренного движений. В § 3 мы да
дим более точное определение мгно
венной скорости при произвольном 
законе движения.

Уупражнения
2.1.1. При движении материальной точки М 

по прямой наблюдалась следующая зависи
мость проходимого пути z от времени t: a) z=

1
= 43 4-ч б) z = I I ^2 •

Чему равна средняя скорость уср движения 
на интервале от момента времени t до 4-|-Д4? 
Чему равна мгновенная скорость гМгЯ в мо
мент 4?

2.1.2. Для случая зависимости (4) пути 
от времени найдите величину гср по формуле

г (4 -J- х/2 Д4) — z (4 — х/2 Д4)
гср = ---------------у-----------------  2 сравните по
лученное выражение со значением гИгн в мо
мент времени 4.
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§ 2*.  Теплоемкость тела. Расширение 
тел при нагревании
Заметим, что процедура, аналогичная 
описанной в предыдущем параграфе, 
встречается во многих физических за
дачах. Здесь мы продемонстрируем это 
на двух простых примерах, апеллирую
щих лишь к тем сведениям, которые 
включены в школьный курс физики.

Напомним, что теплоемкостью того 
или иного вещества называется коли
чество тепла (в джоулях), которое не
обходимо для нагревания 1 кг рас
сматриваемого вещества (воды, же
леза, золота и т. д.) на 1° С. Но' ведь 
при различных начальных температу
рах для нагревания 1 кг вещества на 
1° С требуется разное количество тепла, 
так что теплоемкость с вещества явля
ется функцией начальной температу
ры Т : с=с (Т). Так, например, для 
нагревания 1 кг железа, взятого при 
температуре 0° С, на 1° С требуется 
440, 857 Дж тепла, а для нагревания на 
1° С того же количества железа, взятого 
при температуре 50° С, нужно уже 
470, 583 Дж. Как же определить тепло
емкость тела, отвечающую данной фик
сированной температуре Т?

Содержание § 1 подсказывает сле
дующую методику определения инте
ресующей нас величины с=с (71) (теп
лоемкости при температуре Т). Ана
логом фигурирующего в § 1 пути z 
здесь, очевидно, будет количество Q 
тепла (в джоулях), которое надо при
дать 1 кг рассматриваемого вещества 
для нагревания его от исходной тем
пературы (безразлично какой!) до тем
пературы Т; ясно, что эта величина за
висит от Т: Q=Q (Т). При этом для на
гревания 1 кг вещества от температуры 
7\ до температуры Т понадобится 
Q T T\j=Q (T2)—Q (7\) тепла; для 
нагревания тела от температуры Т до 
(7’+Д7’)°С понадобится Q(T-\-bT)— 
—Q (Т) = Д(? тепла. Поэтому средняя 
теплоемкость сср на участке от Т до 
(Т’+ДТ), естественно, определится как
Q (Г Ч- аг) — Q (Г) _а£

АТ ~~ АГ ’ (2.2.1)

а мгновенная теплоемкость смгн 
(прилагательное «мгновенная» в дан
ном случае относится не к определен
ному моменту времени, а к фиксирован
ной температуре Т тепла) — как зна

чение сср, отвечающее очень ма
ленькому приращению Д71 тем
пературы, причем полученное таким 
путем значение теплоемкости сМГн будет 
тем точнее, чем меньшее Д71 мы берем. 
Заметим, что в подавляющем большин
стве случаев уже значение Д7’=1° С 
будет достаточно мало для точного 
определения величины с~с (Т). Здесь 
выражение «достаточно мало» означает, 
что полученное таким путем значение 
теплоемкости с практически не будет от
личаться от значения, к которому мы 
придем, выбрав меньший (даже и го
раздо меньший) интервал Д7 измене
ния температуры.

Пример. Количество Q=Q (Т) 
тепла, необходимое для нагревания 1 кг 
железа от 0 до Т° С, дается следующей 
эмпирически наблюдаемой зависи
мостью (вполне удовлетворительно пе
редающей интересующий нас физиче
ский процесс, во всяком случае при 
Т Q 200° С):
Q (Т)=Ш,8Я 740,29725 Т2■ (2.2.2> 

Отсюда в полном соответствии с со
держанием § 1 имеем (заметьте, что 
зависимость (2) Q от Т, подобно за
висимости (1.4), является квадратич
ной!):

с ■ер ду

__ 440,857 (Т + АГ) + 0,29725 (Т + АГ)’
~ аг

440,8577 + 0,297257 __
Д7 ~

= 440,857 + 0,59457і -|- 0.29725Д71 (2.2.3)
и, значит,
сМгн = 440,857 4-0.5945Т. (2.2.4)

Таким образом, с (0) =440,857 Дж/(кгх 
хград), как мы указывали выше, 
а, скажем, с (100) =440,857+0,5945 X 
X 100=500,307 Дж/(кг-град).

Аналогично обстоит дело и в других 
задачах, где надо определить величину, 
являющуюся характеристикой ско
рости изменения другой (меняющейся) 
величины. Так, например, линейный 
коэффициент к (теплового) расширения 
вещества обычно определяется как 
число, указывающее, насколько удли
нится тонкий стержень из рассматривае
мого вещества длиной в 1 см при нагре
вании его на 1° С. Однако и тут со



 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

§ 2*. Теплоемкость тела. Расширение тел при нагревании 59

ответствующее число к не является 
постоянным — оно зависит от началь
ной температуры Т стержня; поэтому, 
строго говоря, наше определение, рас
сматривающее процесс нагревания 
стержня от Т до (Г-Н)0 С, является 
не совсем корректным, поскольку 
в процессе этого нагревания интере
сующая нас величина к=к (Т) все 
время меняется.

Как же определить т. е. вели
чину к, отвечающую строго фик
сированному значению Т тем
пературы]! Возьмем стержень длиной 
в 1 см при температуре 0° С и начнем 
его постепенно нагревать; при этом 
длина L стержня в процессе нагрева
ния будет меняться, являясь функцией 
температуры: L=L (Т). При нагрева
нии стержня от температуры1 Т до тем
пературы (7+Д71), где приращение 
Д?1 температуры уместно считать не
большим, длина стержня увеличится 
на величину 1 + 8,806 ■ 10-»Т + 1,95 • 10~9Г2 * * * '

откуда следует, что

к (0)=8,806.1016 (1/°с) и * (0000) = 
= 12,57110® (1)°С).

Упражнения
2.2.1. Для алмаза количество Q (Т) тепла 

(в Дж), необходимое для нагревания 1 кг ве
щества от 0 до Т° С, в пределах от 0 до 
700—800° С хорошо передается следующей 
эмпирической формулой:
Q (7)=0,39655’+2,081 • 10-37»— 5,024.10~7 *73. 
Найдите среднюю теплоемкость с^ алмаза 
на интервале от Т до (7-+ ST)° С, а также 
(мгновенную) теплоемкость с=с (7) как функ
цию 7. Чему равна для алмаза величина 
с (0), с (100) и с (500)1

2.2.2. Количество Q (7) тепла, необходи
мое для нагревания 1 кг воды от 0 до 7° С, 
хорошо передается. следующей эмпирической 
формулой:
Q (7)=4186,687+8373,36.10_s72+ 
;125(МТв7'3.

Чему равна теплоемкость с (7) воды! Какое 
значение принимает она при 7=10°, 90°1

2.2.3. Докажите, что (для любого вещества 
и при любой температуре 7) объемный коэф
фициент теплового расширения (т. е. отнесен
ная к единице объема «мгновенная скорость» 
увеличения объема при росте температуры) 
равен утроенному линейному коэффициенту 
теплового расширения.

Д£ = £(7*  + Д71) — ЦТ),
так что на рост температуры в 1° С 
приходится следующее среднее (или 
удельное) удлинение стержня:
L (Т + Д7) — L (Т) _ SL 

ST " ST •

Однако это удлинение отнесено не 
к стержню длиной 1 см, а к стержню 
длиной L, так что на 1 см длины 
стержня приходится (опять же в сред
нем) удлинение
,1 SL _

L Д7 • (2.2.Э)

Задаваемая форрууой (5) веиччнна срср 
и явллется приближениим1 для инте
ресующего нас (мгновенного) коэффи
циента теплового удлинения вещества 
к=к (71), причем это удлинение будет

1 Приближенный характер формулы (5) 
отражается и в том, что мы относим удлине- 

) Д£\ние SL (трчувв1 удельное удлинение , I к длине 
L=L (Т) стержня в начальный момент вре
мени, хотя реально длина в рассматриваемом 
процессе все время меняется (почему, соб- 

SL
ственно, мы делим отношение ,ду- на L(T), 
а не на L (7-+ ST)?). Однако эта неточность 
в формуле (5) для к является весьма несу
щественной (почему!). 

тем более точным, чем меньшее значе
ние А7 мы выбираем.

Пример. Для платины в широ
ком интервале температур фигурирую
щая в наших рассмотрениях функция 
L=L (Т) хорошо приближается сле
дующей эмпирической формулой: 
£(7) = 1 + 8,806 • 10^7 +
+ 1,95 • 1и:Т (2.2.6)

(снова квадратичная зависимость L от 
Т). Выразим (линейный) коэффициент 
расширения к=к(Т) платины как 
функцию от Т и найдем значения к (0) 
и к (1000).

Ответ. В точности, как выше 
(проделайте все расчеты самостоя
тельно!), находим, что

к{Т) 1 SL
~L~ST

8,806 • 10-е + 3,90 • 10-97*
(2-2-7)



 
 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
   

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

60 Гл. 2. Что такое производная

§ 3. Производная. Простейшие при
меры вычисления производных

В § 1 в связи с задачей о мгновенной 
скорости движения мы пришли к рас- 

„ Z (tn) — Z (t,)смотрению отношении вида ^——. — ,
‘2 — ti

где t2 и . следует считать очень 
близкими между собой. Однако упо
требленное нами выражение «очень 
близкие» является «нематематическим», 
неопределенным, нестрогим. Точная 
формулировка тут такова: нас интере
сует предел, к которому стремится от
ношение
zf — z(tt)

С — 4 1 (2.3.1)

при t2, стремящемся к .. Используя 
обозначения AZ и Az, это отношение 
можно переписать в виде

— Дг . (2.3.2)

условие t2 —> tr принимает теперь вид 
Lt -> 0.

В формуле (2) величины Lt и Az за
висимы: можно выбрать любой про
межуток времени Lt—t2—tj., но после 
того как промежуток времени Lt, стоя
щий в знаменателе, выбран, запись Az 
в числителе правой части (2) означает 
уже не произвольный отрезок пути, 
а именно тот, который соответствует 
рассматриваемому промежутку вре
мени Lt. В формуле (1) это следует из 
самой записи отношения, где в числи
теле стоит разность z (<2)—z (t±) зна
чений функции z при значениях t2 и 
t± аргумента; правая часть (2) — это
просто сокращенная запись отноше
ния (1).

Итак, интересующая нас величина 
мгновенной скорости уМГн = и (41) в мо
мент времени . есть предел отноше- 

Az . ,ния — при Lt, стремящемся к нулю 
(где Д£ = 12— t). Записывается это так:

Здесь v (tj) есть именно мгновенная ско
рость; буквы lim (начальные буквы ла
тинского слова limes — «лимес», т. е. 
предел) обозначают предел; под ним за
писано, о каком именно пределе идет 
речь — при Lt, стремящемся к нулю; 
стрелка внизу заменяет слово «стре

мится», а справа указана та величина. 
-ду, предел которой ищется. Читается 

запись обычно так: «предел дель-
д<->о ы

та-зет по дельта-тэ при дельта-тэ, стремя
щемся к нулю», где слово «по» («дельта- 
зет по дельта-тэ») заменяет длинное 
выражение «деленное на соответствую
щее значение».

Что значит «предел», «стремление 
к пределу»? Те расчеты, которые мы 
произвели в § 1, служат наглядным 
пояснением этих понятий. Мы видели, 
что при малых промежутках Lt ве
личина гор во втором примере из § 1 от
личалась от значения умгн на малую ве
личину, пропорциональную Lt. При 
малых Lt эта величина тоже будет мала: 
чем меньше Lt, тем она будет меньше, 
и при исчезающе малых Lt (т. е. та
ких, которые на фоне фигурирующих 
в (1-5) величин Ъ и 2с t можно считать 
совсем незаметными) рассматриваемая 
величина тоже становится исчезающе 
малой. Именно поэтому при малых зна
чениях Lt мы всегда можем пренебречь . 
членом с Lt в выражении для vcp.

Итак, отношение
Az __ z (t2) — z (tj)
Lt t2 — £i (2.3.3)

или, как мы преимущественно писали 
в § 1, заменяя Т на t, a t2 на i-f-Ді,
Az z (t Lt) — z (t)

"A? Lt (2.3.3a)

стремится к определенному пределу 
при Lt, стремящемся к нулю \ Соот
ветствующий предел есть мгновенная 
скорость v; он сам также является функ
цией t:
Шн^^ = v(t). (2.3.4)

Почему при вычислении скорости 
по заданному выражению для z (t) при
ходится проводить такой длинный рас
чет, находить Lz для различных Lt 

і- Az „ и только затем искать предел lim т ?
At->0

1 Можно также исходить из первоначаль- 
Az

ной формы (3) отношения тду и считать, что 
t2 и ti стремятся к одному и тому же значению t, 
так что Af=t2—ti стремится к нулю (ср., 
в частности, текст, напечатанный мелким 
шрифтом в конце § 6.1).
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Нельзя ли сразу подставить в наше от
ношение значение Д£=0? Нет, потому 
что при этом мы получили бы Дг=0: 
ведь Дг=г(Х+ДХ)—z (t), и если Д=0, 
то и Дг=0. Значит, при таком механи
ческом способе действий мы при- 

_ Az ОШЛИ бы К дроои -ду = т- е- не полу
чили бы никакого определенного значе
ния этой дроби.

При вычислении скорости вся суть 
расчета заключается в том, чтобы брать

гумента t, при котором вычисляется 
этот предел, т. е. этот предел также 
есть функция t — новая функция, ко
торая задается (или порождается, или 
производится) функцией z (Г). 
Эту новую функцию естественно на
звать производной функцией, 
где прилагательное «производная» под
черкивает ее зависимость от исходной, 
или основной, функции z (і).

Для производной имеются специаль
ные обозначения. Вот одно из них:

малые Д£ и соответствую
щие им малые Дг. При этом полу
чается каждый раз вполне определен- 

Дг мное отношение ) ; когда Аг уменьшается, 
стремится к нулю, то Az уменьшается 
приблизительно пропорционально вели

. , Azчине А£, а поэтому отношение . остается 
приблизительно постоянным: отноше

4г(= lim
dt \ дг->о

Az
Дг

)•

ние ) стремится к определенному пре
делу при стремлении Ді к нулю 2. Вели
чина этого предела — это и есть мгно
венная скорость и (1) в случае, когда 
t — время, az — путь.

Предел, к которому стремится от
ношение приращения функции к при
ращению независимой переменной при 
стремлении к нулю приращения неза
висимой переменной, имеет первосте
пенное значение и для самой матема
тики, и для многих ее приложений:

При этом величина ) (читается: «де-зет 
по де-тэ») рассматривается не как дробь, 
а просто как сокращенная запись пре
дела, стоящего справа. Величина 
записана в форме дроби лишь для того, 
чтобы напомнить, что она получена из 
дроби ) путем перехода к пределуз.

Другое обозначение производной — 
с помощью штриха: v=z' (t) или, на
пример для функции у (х),

выше мы видели, например, что такое 
важнейшее понятие, как (мгновенная) 
скорость движения, находится с по
мощью подобного предела. (В § 2 мы, 
по существу, сводили к аналогичному 
пределу задачу о вычислении (удель
ной) теплоемкости тела и о линейном 
коэффициенте теплового расширения 
вещества; продумайте самостоятельно 
эти примеры.) Поэтому предел рассма
триваемого отношения имеет специаль
ное название: производная функция, 
или, короче, просто производная. 
Это название связано со следующим 
обстоятельством. Если z есть функция t, 
то предел (4) зависит как от вида функ
ции z (t), так и от того значения ар

Иногда вместо знака функции под
ставляют ее выражение: так, например, 
если z = at2 -ф- b, то можно вместо 

d(at2i^b) . „ . ,писать прямо ————- , или (аі^г ) о) .
Итак, — и это очень важно —
производная функции определяется 

как предел отношения приращения 
функции к приращению независимой 
переменной при стремлении к нулю) 
приращения независимой переменной:
dy 
dx lim

Дх->0

Ду
Дж * (2.з.5)

Мгновенная скорость движения тела 
равна производной координаты тела 
по времени. По аналогии также и в том 
случае, когда х не является временем, 
а у не имеет характера расстояния, го- 

dyворят, что производная з указывает

2 При некоторых «неестественных» законах 
движения z=z (Г) этот предел может и не су
ществовать; соответствующие оговорки будут 
сделаны ниже. Рекомендуем начинающему 
читателю пока не задумываться над этими 
исключениями.

з Ниже (см. § 4.1) мы увидим, что выра- 
' dy\или g-- можно также понимать 

как дробь; однако пока читатель должен 
воспринимать эту запись слитно, как один 
символ.

az /^еіие —dp I
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скорость изменения функции у 
при изменении независимой перемен
ной (аргумента) х. Так, например, 
в обозначениях рис. 1 можно сказать, 

Дучто отношение — является «средней 
скоростью» роста функции у на интер
вале АВ изменения аргумента х, а пре
дел этого отношения при В, стремя
щемся к А, выражает скорость роста у 
в точке А оси х.

Найдем теперь алгебраически про
изводную от функции
z — В (2.3.6)
(по существу, мы это уже делали в § 1). 
Составим отношение
Дг _ (« + ДГ)2 — В
ДГ М •

Раскроем скобки в числителе: 
bz = (t + ДГ)2 — В = В 4- 2tbt 4
4- (ДГ)2 — В — 2ГДГ 4- (Д£)2;
тогда получим
_ДГ __ 2гДг 4- (Ar)2 __ 2t 4- м (2 3 7)
ДГ Дг —2 4- м- (2-3-7)

Поскольку первое слагаемое в правой 
части (7) не зависит от дг, то при стрем
лении дг к нулю у нас, естественно, 
останется одно только это неубываю
щее в нашем процессе слагаемое:
dz _ d (Г2) .. Az
Л—

— lim (2Г 4- дг) — 2Г. (2.3.6а)
дг->о

Рассмотрим еще один пример:
Z — ts. (2.3.8)
Здесь
Дг — (Г 4- ДГ)3 — Г3 ~
— г3 4- Згадг 4- Зг (Дг)2 4- (дг)3 — г:! —
— Зг2дг 4- зг (Дг)2 4-(дг)3,
— — зг2 згдг 4 (дг)2

и
dz __ d (Г3) __
dt dt
— lim [ЗГ2 4- 3tbt 4- (ДГ)2] — ЗГ2. (2.3.8a)

В этих примерах предел можно было 
легко найти, так как при вычислении 
отношения -д, величина ДГ сокращалась. 
Но вот несколько более сложный пример: 
z — У. (2.3.9)

В этом случае
1 1

Дг _ t -f- ДГ t
Дг" ЛЇ

Можно ли, когда мы перейдем к пре
делу, пренебречь в числителе величи- 

выражении ^дг ? Нет, потомуной ДГ в
что еще не проведено сокращение с ве
личиной ДГ в знаменателе. Заменяя

1 1 Л/t д- на мы при малом Дг совер
шаем малую ошибку в одном из сла
гаемых числителя Здроби -У-. Однако 
у этой дроби при малом ДГ малы и чис
литель и знаменатель. Поэтому малая 
ошибка в числителе (в нашем случае 
она обращает числитель в нуль) недо
пустима.

Покажем правильный способ дей
ствий:
д —  1_____ _ Г — Г — At) 

t -f- ДГ t t (t --—ДГ)
_____ дг

г(г-рдг) ’
Дг _ -
дГ t (г 4-дг) - *

Теперь можно найти предел (произ
водную), опуская дг в знаменателе:
dz __d (ID _
dt dt lim Г——ТТЛ-!— —& • 

a/-»oL Ф + Дг)2 г
(2.3.9a)

На этих примерах можно увидеть 
очень важное, основное свойство пре
дела (собственно, это свойство прини
мают обычно за определение 
предела). При уменьшении величины дг 
разность между значением отношения 
-д|- и пределом этого отношения (равным 

Дг dz производной) її m -г— — -тг можно сде- 
ДІ-И) at 



 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

§ 4. Первые свойства производной 63

лать, как говорят, «сколь угодно малой», 
т. е. меньше любого заданного числа. 
При этом существенно, что далее в про
цессе изменения рассматриваемой вели
чины (отношения Х) эта разность уже 
все время остается меньше выбранного
нами числа. 1 

Поясним это примером. Для Z — у
имеем
dz _ 1 bz  1
~dt ~ 12 > ~At~~~ і (і + At) •

Возьмем, скажем, t = 2, тогда dz 
di

= —0,25. Можно ли выбрать такое At, 
.. Azчтобы х отличалось от своего предела 

—0,25 меньше, чем на 0,0025? Это зна
чит, что At нужно выбрать так, чтобы
Az /_  1 _ 1 \
■д\A 2(2 + A)- 4 + 2Д£ )

лежало в пределах между —0,25+ 
+0,0025=-,,2475 и -0,25 - 0,0025= 
= 0,2525. Но легко проверить, что 
это наверное будет так, если ді будет 
по абсолютной величине меньше 0,02 
(причем при уменьшении ДЇ, начиная 
со значения 0,02, мы никогда не полу
чим разности, превышающей 0,0025).

Точно так же обстоит дело и для дру
гих функций: стремление к пределу 
при ді —> 0 означает возможность та
кого выбора ДЇ, при котором дости
гается (и далее уже никогда не теряется) 
любая наперед нами выбранная сте
пень приближения к пределу.

Особенно просто находится произ
водная в частном случае z—t: очевидно, 
при этом дг = д£ Х:=1, т. е. отноше

ние X равно 1 для любых (больших 

и малых) At, а значит, и в пределе. 
Итак,

, dzdt .если z = t, то -=—=1. (2.3.10)

Наконец, постоянную величину z=c 
тоже можно рассматривать как частный 
случай функции — графиком этой функ
ции будет параллельная оси х прямая 
(см. рис. 1.3.6). В этом случае, оче
видно, дг=0 при любых At’, поэтому 
имеет место правило:

dz _ _ de __„
dt dt ’если z = с, TO (2.3.11)

§ 4. Первые свойства производной. 
Приближенное вычисление значе
ний функции с помощью произ
водной

Укажем теперь некоторые общие 
свойства производных.

Если функцию умножить на посто
янный множитель, то на этот же мно
житель умножится и ее производная. 
Так, например,

9 2 dz d (З<2)если z — 3t\ то -ТГ=- + —dt dt
= 3 ^£1 = 3.2f = 6t.

at

В общем виде:
если z (г) = ay (fy — а^-. (2.4.1)

Очевидно также, что производная 
суммы двух функций равна сумме про
изводных этих функций: 
если z (і) = х (t) -ру(-),

dz __d_ _ dy
TO ~dt=~dt X| ИГ’ (2.4.2)

Последнее правило без труда перено
сится на сумму трех, четырех и вообще 
любого числа функций.

Используя теперь оба наши правила 
вместе, получим, что производная суммы 
нескольких функций, взятых с какими-то 
(какими угодно!) постоянными коэф
фициентами, равна сумме производных 
этих функций, взятых с теми же коэф
фициентами:
если z (t)=ad^(t)-\-by(t)+cu(t),

то dd 
dt (2.4.3)

Каждое из названных правил легко 
доказать, исходя непосредственно из 
определения производной: ведь все они 
верны для приращения Az=z(t+ At)— 
—z(t) функции z(t) (при любом At\); 
поэтому они выполняются и для отно- 

Az ,шения х » и [Для предела последнего 
„ dz отношения, т. е. для производной —. 

Так, например, если z(t)=ay(t) (где 
а постоянно), то
Az=z(t-[- At)—z(t) = ay(t+ At)—ay(t) = 
=a[y(t+At)—y(t)]=aAy,
и, значит,
bz by .. dz dy— = а-ГГ при всех At, т. e. -т=ат-. bt At 1 ’ dt dt
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Если г(і)=х(І)+у(І), то
Az=z(Z-— AZ)—z(Z) = [а^+ AZ) — 
+y(t+ AZ) ]— [x(t)+y(t) ] = [a((+ AZ) — 
—x(t) ]+ [y(t+ M)—y(t) ]—Az+ Ay 
и
Az Дж 4~ Ду   Дж | Дг/

дї — <дї г<дГ’
dz dx , du

откуда
и т. д.

Найдем теперь производную много
члена. Мы уже знаем, что 
!=<>■ £ ' Т=а

(2.4.4)

Поэтому
d (а 4- bt 4- сі2 4*  et3) __

dt
da . , dt і dt2, і dt3

= 1 + СЛ + e-л =
= Ъ 2ct -f- 3eZ2. (2.4.5)

Так, в § 1 фигурировала функция 
z(Z)=Z0—-&Z4-cZ2 (см. (1.4)). В силу (5)
(где теперь надо положить a=Z0, е=0 
имеем
v^ = -^ = b + 2ct’ 

т. е. тот результат, к которому мы без 
обращения к общим свойствам произ
водных пришли в § 1.

Техника нахождения производных 
(или, как чаще говорят, техника диф
ференцирования) будет подробно изло
жена в гл. 4.

Забегая вперед, можно отметить, что 
дифференцирование функций, задан
ных теми или иными формулами, оказы
вается сравнительно простым и легким 
делом, более легким, например, чем 
решение алгебраических уравнений. 
Формулы для производных нередко ока
зываются даже проще (или, во всяком 
случае, не сложнее), чем формулы для 
°амих исходных функций. Так, напри
мер, если исходная функция является 
многочленом, то ее производная тоже 
многочлен, причем этот новый много
член оказывается более простым, чем 
исходный, в том смысле, что он имеет 
более низкую степень (ср. выше при
мер с многочленом третьей степени, 
производная которого оказывается 

квадратичной функцией переменного; 
так же обстоит дело и в случае много
членов любых степеней). Если функ
ция является алгебраической дробью, 
то и ее производная является дробью. 
Если функция содержит корни (дробные 
степени), то и производная содержит их. 
Производные от тригонометрических 
функций также являются тригонометри
ческими функциями. А в некоторых 
случаях, например для логарифмиче
ской или обратных тригонометрических 
функций, производная оказывается 
функцией более простого типа, чем ис
ходная (для логарифма и арктангенса— 
алгебраической дробью).

Для нахождения производных не надо 
ждать вдохновения; здесь не нужна 
никакая изобретательность, выдумка, 
озарение, ибо задача всегда решается 
просто педантичным применением ряда 
простых правил типа перечисленных 
выше. Другие правила и примеры их 
применения, как уже говорилось, будут 
даны в гл. 4.

Все рассматривавшиеся до сих пор 
функции задавались формулами.
Но не следует думать, что это обяза
тельно для того, чтобы существовала 
производная. Например, мы можем счи
тать зависимость пути от времени из
вестной из опыта, заданной нам в виде 
очень подробных таблиц. С помощью 
этих таблиц можно искать величину 
мгновенной скорости (т. е. производной) 
почти так же, как мы делали это выше, 

Az z —< z (-))составляя отношения -т-==———, 
для разных значений AZ и наблюдая, 
как будет меняться это отношение при 
уменьшении AZ. Разумеется, здесь уже 
нельзя говорить о пределе отношения 
Az . „-др при AZ, стремящемся к нулю, иоо 
для функции, заданной таблицей своих 
значений, величина AZ никак не может 
быть сделана сколь угодно малой 
(она не может стать меньше «шага» таб
лицы); поэтому здесь нельзя найти точ
ное значение производной. Однако 
в большинстве случаев из таблицы 
можно получить достаточно хорошую 

dzоценку величины которая сущест
вует для всех «хороших», или «гладких», 
функций, независимо от их происхож
дения и от того, как задаются эти 



 

 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

§ 4. Первые свойства производной 65

функции. Укажем еще, что «арифмети
ческое вычисление производной» — на-

Az хождение значений отношения 
^или — для функции y=zf(x) — отно- 

А:/ \шения для ряда уменьшающихся 
значений Д? (или Дж) и наблюдение за 
поведением этих отношений очень упро
щаются при пользовании любым малым 
компьютером.

Производная ■ определяется как пре- 
„ Az дел отношения приращений | при 

Д( -> 0. При любом отличном от нуля Ы 
„Az „отношение приращений —, вообще го-

„ dz воря, не равно производной > однако
, dz ..оно приближенно равно и это прио- 

лишение будет тем лучше, чем меньше 
величина ДД Таким образом, имеет место 
приближенное равенство

Д^^Д^/ф Ді. (2.4.6)

Отсюда найдем и приближенное зна
чение функции z 
z * + д0 = z(£) + Дг « z (()+-J- д*=  
= z(i) + z' (ОДД (2.4.7)

Обратите внимание на то, что в формуле 
(7) первое равенство является точным 
(ведь это просто определение Дг!), 
а второе — приближенным.

Вернемся к обозначениям 
ty = t, которыми мы пользовались
раньше. Тогда (7) перепишется так:

Z (i2) ■ z (/ф 4~ Z (£ф (('2 ^1)' (2'4'7а)

Таким образом, при малой разности 
t2—1±, т. е. при t2, близком к їх, функ
ция z(i3) может быть выражена при
ближенной формулой, в которую вхо
дят значения функции z (і) и ее произ
водной z' (і) при t=tx. Отметим, что 
в эту формулу і2 входит в первой сте
пени, или, как говорят еще, линейно. 
г». Формула (7) (мы еще вернемся к ней 
в § 4.1) является очень важной, поэтому 
обсудим ее подробнее. Рассмотрим, на
пример, функцию и=х3 — для нагляд
ности можно себе представить, что речь 

здесь идет об объеме v куба с ребром х. 
Производная ■ в этом случае, как мы 

знаем, равна Зж2; таким образом, формула 
(7) конкретизируется здесь так:
v (х -ф- Дж) = (ж -ф- Дж)з «з ж3 ■ Зж2Дж,
т. е.
Ду = v (х -ф- Дж) — у (ж) «з Зж2Дж, (2.4.8)

в то время как точное выражение для 
V (ж-)- Дж) в силу известной формулы 
имеет вид
у (ж -ф- Дж) = (ж -ф- Дж)3 = ж3 -ф- Зж2Дж -ф-
-ф- Зж (Дж)2 -ф- (Дж)3, 
откуда
Ду = Зж2Дж -ф- Зж (Дж)2 -ф- (Дж)3. (2.4.8а)

Пусть теперь сторона куба равна 1 м; 
тогда его объем, разумеется, равен 
1 м3. Что же можно сказать, если вы
яснится, что при измерении стороны 
куба мы допустили ошибку, что эта 
сторона несколько больше величины 
1 м, скажем, на 1 или на 5 мм или даже 
на 1 или 2 см?

Если наша ошибка равна 1 мм, т. е. 
реально ж=1,001 м, то первоначальное 
значение у = 1 объема надо будет уве
личить на величину Ду, даваемую фор
мулой (8а). Оценим теперь вклад в сто
ящую в правой части (8а) сумму 
отдельных ее слагаемых:
Зж2Дж=3-12-0,001 =0,003,
Зж(Д ж)2=3.1 - (0,001 )2=0,000003,
(Дж)3=(0,001 )3=0,000000001;
при этом
V (1,001) = 1,003003001,
Ду = 0,003003001. (2.4.9)

Но имеет ли смысл выписывать в за
писи числа у все эти цифры? Ведь 
3-й член стоящей в правой части (8а) 
суммы меньше 1-го ее члена в 3 000 000 
(три миллиона!) раз; поэтому сохране
ние здесь 3-го члена ничем нельзя 
оправдать. Но и 2-й член той же суммы 
меньше первого в 1000 раз, так что 
и он обеспечивает лишь чисто иллюзор
ную точность: ведь если ошибка в из
мерении ребра куба окажется равной 
не точно 1 мм, а, скажем, 1,1 мм (разу
меется, — абсолютно реалистическое 
предположение!), то 1-й член суммы (8) 



 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

66 Гл. 2. Что такое производная

обратится в 0,0033 вместо первоначаль
ного его значения 0,003, и все осталь
ные цифры записей (9) окажутся сма
занными, совершенно недостоверными. 
Так зачем же мы будем производить 
бессмысленную работу и загромождать 
расчеты ничего не означающими циф
рами?

Аналогичная картина наблюдается 
и при иных (но все еще достаточно 
малых) значениях Дх. Так, при 
Дх=0,005 м (=1/2 см) имеем
За:2 Дг-=^.3-Г1 2-0.005 = 0.015,

1 Масса т однородной квадратной пла
стины со стороной у равна ргД где р — посто
янное число (плотность пластины), но функ
ция zi= рг/2 несущественно отличается от функ-

Зх(Дх)2=3-1 • (0,005)2=0,000075, 
(Да:)3=(0,005)3=0,000000125.

Таким образом, окончательно полу
чаем
v (1,005) = (1,005)3=1,015075125, 
где тоже, конечно, вполне достаточно 
(и даже более того — как правило, 
необходимо) ограничиться приближе
нием
v — 1,015.

Подробнее все связанные с этим при
мером численные расчеты просуммиро
ваны в следующей таблице (из которой 
видно, что еще при Дх=0,02=2 см, 
а при невысоких требованиях к точно
сти результата и при Дх=0,05=5 см 
замена выражения (х-\- Дх)3 на х:!+<5х2 Да: 
является вполне допустимой):

а=1+ Да:
+0=1

1,001 1,005 1,01

у=(1+ Да:)3 1 1,003003 1,015075 1,0303

1+ЗДа: 1 1,003 1,015 1,03

а=1-+ Да: 1,02 1,05 1,1 1,5 2

у=(1тДа.')3 1,0612 1,1576 1,3310 3,375 8

1+3 Да: 1,06 1,15 1,30 2,50 4

Вот еще один пример: пусть у — \]х 
(скажем, у — сторона квадратной пла
стины площади или массиА х). Найдем 

значения - функции у при х, близком к 4. 
В этом случае у(4)=/4 = 2. Производ- 

кая ;- ,J' (см. ниже упр. 2);

поэтому /())^_-^ = т — и прибли

женная формула (7) имеет вид
у (а:) = у4 Дж ж 2 -ф 0,25Дж.

Сравним и здесь приближенное и точ
ное значения у(х):

а=4+ Да: 4 4,1 4,5 5

у= V'4—|— Да: 2 2,02485 2,1213 2,24

2+0,25 Да: 2 2,025 2,125 2,25

а=4+ Да: 6 7 8 9

у=+4+ Да: 2,45 2,65 2,83 3

2+0,25 Да: 2,50 2,75 3,0 3,25

Вернемся опять к нашему основному 
примеру время—путь—скорость, т. е. 
представим себе, что t есть время, 
z (і) — проходимый за время t путь, 
z'(Z=-^—мгновенная скоростщ Дг — 

приращение пути, т. е. путь, пройден
ный за малое время Д£. Формула 
Дг«$г'()Д£ (2.4.10)

означает, что путь приближенно ра
вен произведению мгновенной ско
рости на промежуток времени. Но 
ведь мгновенная скорость сама меня
ется с течением времени; поэтому 
пользоваться приближенным равенст
вом (10) можно лишь в том случае, 
когда мгновенная скорость не успела 
заметно измениться за время Ді. Зна
чит, чем быстрее меняется величина 
z'(Z), тем меньшее ДЇ нужно брать 
в формуле (10). И наоборот, чем мед
леннее изменяется z'(t), тем большим 
можно брать Ді, т. е. величина прира
щения Д£, для которого формула (10) 
все еще дает малую ошибку, зависит 
от скорости изменения производной на 
промежутке Ді. Разумеется, все это 
верно и для произвольной функции

ции х=р2 (ср. со сказанным по этому поводу 
в § 1.7).



 

 

 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

§ t. Первые свойства производной 67

y=j (х) какого угодно аргумента х, 
dyгде также производная .. может рас

сматриваться как скорость изменения 
-функции у при данном значении аргу
мента х (см. рис. 3.1 и относящийся 
к нему текст).

Рассмотренные выше примеры (где мы 
опять обозначаем аргумент через t, 
а значение функции — через z и при
нимаем t за время, a z за путь) под
тверждают этот вывод. В первом при
мере, где z=t, при изменении t от 
1 до 2 (при Д1 = 1) производная 
z'(£)—3X2 изменяется от 3 до t 12 (т. е. 
в t раза). Во втором примере (z=\/i) 
при изменении і от t до 9 (при Д= = 5)

1
производная z' (£) = -^=- изменяется от 

0,25 до 0,167 (т. е. примерно на 30%). 
Поэтому приближенная формула (7) 
(или (10)) во втором случае дает хоро
ший результат и при сравнительно 
больших значениях Д1: так, при Д1==2, 
что составляет 100% от первоначального 
значения t, ошибка при ее применении 
будет равна всего лишь 6% от истин
ного значения функции, а при Д=5, 
где ДІ равно 125% от исходного зна
чения і, ошибка составляет 1/12?«8% 
от истинного значения. Напротив, в слу
чае зависимости z=ts использование 
приближения (7) совершенно недопу
стимо уже при Д1=0,5, когда ошибка 
составляет более 25% верного резуль
тата (при Д1=1 ошибка равна 100% 
результата). Разумеется, все сказанное 
в равной степени относится к случаям 
положительных и отрицательных Д1 
(ср. упр. 5 ниже).

Подробно вопрос об оценке ошибки 
в приближенной формуле (7) и об уточ
нениях этой формулы будет разобран 
в гл. 6.

Предваряя содержание первых пара
графов гл. 6, укажем, что при малых 
разностях t2—t функцию z можно 
представить в виде
z (t2) = z (t) + a (t2 - t) t- b (t2 - t)2 + 
t" c J — t)3 + • • • > (2.4.H)

причем равенство (11) можно даже счи
тать точным, если только допустить, 
что справа стоит сумма бесконеч
ного числа слагаемых (точный смысл 
этого будет разъяснен в гл. 6). Так как 
мы полагаем, что t2—t. мало, то в пра

вой части'(И) каждый следующий член 
меньше предыдущего, ибо он содержит 
более высокую степень малой величины 
t2—t- При этом первые два члена общей 
формулы (11) в точности совпадают 
с приближенной формулой (7а), ибо 
а = z' ((t=—))---. Отличие приближен

ной форм1улы от точной связано лишь 
с наличием в точной формуле члена, 
пропорционального (t—1)2 и следу
ющих членов, содержащих еще более 
высокие степени этой малой величины.

Общепринята такая терминология: го
ворят, что (t—t) и а (t2—t) при малой 
разности (t2—4)=Д) — суть величины 
первого порядка малости (здесь и далее 
имеется в . виду, что t стремится к t 
и Д1 уменьшается неограниченно). Вели
чины (t—t)2, а также Ъ (2—ti)2 на
зывают величинами второго порядка 
малости, (=2—t)3 и с (12—t)3 — вели
чинами третьего порядка малости и т. д. 
Значит, формула (7а) верна с точностью 
до малых первого порядка, ошибка фор
мулы (7а) — второго порядка малости.

Если вывести из (7а) приближенное 
выражение для производной, то нам 
придется разделить обе части (7а) на 
t2—tf, при этом порядок малости умень
шится. Равенство 

является приближенным, причем 
ошибка в нем будет уже не второго, 
а первого порядка малости, т. е. про
порциональна t—t; н0 все равно при 
t -> ti, т. е. при Д1=^=2—t 0 эта 
ошибка стремится к нулю. Именно это 
мы утверждали и раньше, определяя 
производную.

Упражнения
2.t.1. Найдите производные функций: а) у = 

= Xі; б) у = 4х3 — Зх2 ф- 2х — 1; в) у = (2<--( 1)2;
1 /1 \ Ь

г) У=^ ; д) У = + — J; е) у=а& + ^-
2.t.2. Докажите, что производная функции

. 1 г
i/ = Vx равна ТТ ‘ t Указание. Умножьте 

числитель и знаменатель выражения 
на сумму + Дх >/х.^

2.t.3. Докажите, что производная функ
_  3 .

ции у = Vx3 равна -ту 'J х. [Указание. Вос-
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пользуйтесь приемом, аналогичным исполь
зованному в решении у пр. 2.]

2.4.4. Найдите (1,2)2, (1,1)2, (1,05)2, (1,01)2, 
пользуясь формулой (7). Сравните получен
ные результаты с точными.

2.4.5. Для функции z (!) = 2-|-20z—5г2 най
дите при помощи производной значения 
z (1,1), z (l,05),z (0,98). Сравните полученные 
результаты с точными значениями. [У к а- 
зание. В последнем случае примите t=i, 
ді=—0,02.]

§ 5. Касательная к кривой
С помощью производной можно решить 
важную геометрическую задачу — за
дачу о нахождении касательной к кри
вой, заданной уравнением г=/ (х). Ко
ординаты точки касания А здесь счи
таются известными: х=х0, y=yg=f (х0).

С точки зрения аналитической (ко
ординатной) геометрии Декарта (см. 
гл. 1) найти касательную — это значит 
найти вв уравнение. Очевидно, что ка
сательная — это одна из прямых, про
ходящих через точку касания. Но урав
нение любой прямой, проходящей через 
заданную точку А (х0, у0), имеет вид 
у—у0=К (х—х0) (см- фОрмулу (1.3.3)). 
Для того чтобы найти уравнение ка
сательной, остается определить вели
чину к — угловой коэффициент, или 
наклон, касательной (вв «крутизну»). 
Для этого сперва найдем наклон пря
мой, проходящей через две заданные 
точки А, В рассматриваемой кривой
(рис. 1); такую прямую называют се-

//
/7 Лк'/ ІЛг

Рис. 2.5.1
Z7

кущей. Когда эти две точки кривой 
сближаются, секущая приближается 
к касательной.

На рис. ljj показаны две секущие, 
первая из которых проходит через 
точки А и В, а вторая — через точки 
А и С, где точка С расположена ближе 
к точке А, чем точка В. Чем ближе 
точка В или С к А, твм ближе секущая 
А В (или АС) к касательной. Поэтому 
наклон касательной равен пределу, 
к которому стремится наклон секущей 

при стремлении друг к другу точек 
кривой, через которые проходит секу
щая. (Это обстоятельство даже можно 
считать определением касатель
ной; разумеется, точнее здесь было бы 
говорить, что точка В стремится 
к точке А или что две точки В, С кри
вой стремятся к Л, а секущая ВС — 
к касательной в этой выбранной точке А.)

Наклон кй секущей легко вылазить 
через координаты точек пересечения св—

кущей с кривой. Возьмвм в качестве 
одной из этих точек ту точку А (х0, у0), 
касательная в которой нас интересует; 
координаты второй точки В пересече
ния секущей с кривой обозначим через 
Ж, yr. Так как обв эти точки принадле
жат кривой с уравнением y—j (х) (при
надлежат линии y—f (х), как обычно 
говорят), то y0=f (х0) и у± =f (хг). Как 
видно из рис. 2, наклон Ке секущей 
равен 

У1 — Уо__/(жі) — 1M
Xi — х0 Xi — х0Ке — tg а =

(см. § 1.3).
Чтобы вычислить наклон касатель

ной в точке х=х0, нужно брать точку 
В все ближе к А, т. в. нужно, чтобы 
хг стремилось к х0. Следовательно, на
клон К касательной равен пределу ве
личины ке при Хц стремящемся к х0:

Обозначим разность хг—х0 через Ах; 
тогда х1=х04-Дж и д/=/ (ж)— f (х0)= 
—/(ж0+Дж)—/(ж0). В этих обозначениях 
наклоны ке секущей и К касательной 
выразятся формулами:

к= Пт
дж->о

Следовательно, угловой коэффициент 
(наклон) касательной равен производной 
функции j (х) в точке ха: 
k = £ = <2-5 а о



 
 
 

  
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

§ 5. Касательная к кривой 69

Мы знаем, что производная /' (х) 
функции / (х) сама является функцией х. 
Так как мы искали наклон касательной 
в фиксированной точке А (х0, У0), то при 

А/ вычислении предела отношения -г— мы 
считали закрепленным значение х=х0. 
Поэтому в окончательной формуле 
и стоит /' (а^) — значение производной 
функции /' (х) при х=х0. Перемен
ная же функция /' (х), очевидно, выра
жает наклон касательной к кривой 
у =f (х) в переменной точке (х, у) 
(или (х, j (г))) этой кривой.

Рассмотрим пример. Пусть наша 
кривая является параболой 
у~х2, т. е. пусть / (^=£2. Составим 
уравнение касательной к параболе 
в точке ^0=2, У0=/ (ж»)=4.

Мы знаем производную функции х2:

(ср. (3.6а)). Следовательно, в интересу
ющей нас точке наклон касательной 
k=f (х0)=2х0=4, 
а уравнение касательной (рис. 3) имеет 
вид 
у—у0— (х—х0), т. е. у—4=4 (х—2), 
у=4х—4.

Вообще наклон касательной к пара
боле у=х2 в точке (х0, х2) равен 2г^0 
(ибо здесь--^-=2 2я:); следовательно, урав

нение касательной имеет вид
У — X2 = 2ж() (х — хо> или у — 2х0х — х2.

(2.5.2)

Тем самым мы вновь получили резуль
тат, установленный в § 1.4 совсем дру
гим путем: прямая у=кх-—Ъ в том 
и только в том случае касается пара
болы у=х2, если коэффициенты к и Ъ 
уравнения прямой можно представить 
как выражения 2х и —х2, зависящие 
от неопределенного числа (параметра) 
хц, другими словами, условие касания 
прямой у=кх-\-Ъ с параболой у—х2 
имеет вид Ь=—(к/2)2 (ср. (1.4.8а)).

Вот еще пример: рассмотрим п о- 
лукубическую параболу 
y = jX (см. § 1.5). Здесь у' = ~2-]х (см.

з _
упр. 4.3); поэтому k — f (fy) = у \х0 • 

В частности, в начале координат О на

клон касательной равен к = f (0) == 
=У у0=0; поэтому в точке О полукуби- 
ческая парабола касается оси х, как 
и изображено на рис. 1.5.7.

Без помощи производных трудно провести 
касательную к кривой, заданной уравнением 
y=f (х): нужно вычислить координаты боль
шого числа точек кривой, с помощью лекала 
провести кривую по этим точкам и потом

Рис. 2.5.3

на глаз приставлять линейку к кривой в'за- 
данной точке, внимательно следя за тем, 
чтобы линейка касалась, а не пересекала 
кривую. С помощью производных мы находим 
уравнение касательной, по этому уравнению 
находим две точки, принадлежащие заданной 
этим уравнением прямой, и затем с помощью 
линейки проводим прямую—касательную, 
проходящую через эти две точки. В качестве 
одной точки естественно взять саму точку ка
сания А (х0, у0), вторую точку С на прямой 
лучше взять далеко от А, тогда с большой 
точностью определится наклон и положение 
касательной — прямой, проходящей через из
вестные точки А и С.

Так, например, выше мы установили, что 
уравнение прямой, касающейся параболы 
у=х2 в точке х0=2, у—4, имеет вид у=4х—4. 
Найдем координаты двух точек этой прямой; 
при х=2 мы имеем у=4; это есть сама точка 
касания А (2, 4) (ее координаты можно было 
и не вычислять — ведь касательная обязана 
пройти через нее). В качестве второй точки (С) 
выберем точку пересечения касательной 
с осью у: положим х=0, найдем у=—4, так что 
С=С (0, —4) (см. рис. 3).

Отметим любопытное обстоятельство: при 
х—0 у=—у0, т. е. точка С пересечения каса
тельной с осью у лежит на столько ниже оси х, 
на сколько сама точка касания лежит выше 
оси х. Это не случайно: наше правило справед
ливо для всех касательных к параболам с урав- 



 
 
 

 
 

 
 

 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

70 Гл. 2. Что такое производная

ненцем вида у—ах2 (при любом а > 0). В са
мом деле, если касательная проведена в точке 
Л.(х0, у0=ахЪ), то ее Уравнение имеет вид
У — уо — 2ах0 (х — х0) (2.5.2а) 

(ср. с равенством (2)), и при х=0 мы полу
чаем у— Ууо= — ‘2ах%, у=ув—2ах%=уа—2у0= 
=—ув. Таким образом, касательная к параболе 
проходит через точки А (х0, у0=ах%) и 
С (0, у= — ув=—ах^Х)-

При построении кривой по точкам 
трудно точно провести кривую, если 
вычислено мало точек. С помощью про
изводных можно заранее провести ка-

Рис. 2.5.4

сательные к кривой в этих точках; после 
этого можно точнее провести саму кри
вую.

Наглядно ясно, что в точках, в ко
торых функция принимает наибольшее 
или наименьшее значение — в точках 
максимума и минимума 
функции, — касательная к графику 
функции горизонтальна; ниже мы еще 
не раз вернемся к этому важному об
стоятельству. Уравнение горизонталь
ной прямой имеет вид y=const; наклон 
горизонтальной прямой к=0.

Таким образом, мы приходим к так 
называемой теореме Ферма: 
в точках максимума и минимума кри
вой, являющейся графиком функции 
y=f (х), производная функции f (х) 
равна нулю.

С помощью этой теоремы можно на
ходить координаты х точек минимума 
и максимума кривой; соответствующие 
координаты у при этом легко найти, 
подставляя найденные значения х 
в уравнение кривой. Ясно, что, зная 
координаты точек максимума и мини
мума, можно точнее провести саму 
кривую.

Полезно в порядке упражнения, на
рисовав от руки кривую у (х), хотя бы 

приблизительно, но быстро провести 
кривую у' (х), обращая внимание на 
знак у' (х) и на точки, где у' (х) обра
щается в нуль. Такой пример показан 
на рис. 4, а (график у (х)) и рис. 4, б 
(график производной у' (х)).

Точки обращения в нуль самой функ
ции у (х) для производной у' (х) ничем 
не примечательны. Если кривую у (z) 
переместить параллельно самой себе 
(верхняя кривая на рис. 4, а), т. е. 
сдвинуть вверх (или вниз) на любой 
отрезок Ъ, то кривая у' (х) от этого 
никак не изменится: при параллельном 
переносе (сдвиге) кривой в верти
кальном направлении наклон любого 
участка кривой (точнее, следовало бы 
говорить о наклоне касательной к кри
вой в любой ее точке) останется тем же 
самым (ср. верхнюю и нижнюю кривые 
на рис. 4, а и, в частности, касатель
ные к этим кривым в точках А и В). 
Это полностью соответствует тому, что 
функции y=f (х) и y^f (ж+ь (гра
фики этих функций получаются один 
из другого именно таким сдвигом) 
имеют в соответствующих точках оди
наковые производные.

Можно заниматься и другой «мате
матической игрой»: нарисовав от руки 
график производной, приблизительно 
построить график самой функции. При 
этом нужно произвольно задать одну 
точку (х0, у (х0)) графика и от нее вести 
кривую вверх или вниз (в соответствии 
со знаком производной).

В заключение остановимся на еще 
одном весьма важном обстоятельстве, 
тесно связанном, как мы увидим ниже, 
с обсуждаемым вопросом о связи на
клона касательной к графику функции 
с производной (ранее мы этим обстоя
тельством намеренно пренебрегали). За
метим, что в физических задачах обычно 
х и y=f (х) — размерные величины 
(например, х или t — это время, 
a y=f (х) или z =/ (і) — расстояние), 

duно тогда также и производная яв

ляется размерной величиной. Ясно, что 
когда z измеряется в см, t — в с, про
изводная -^- = ?(£ — это скорость, ее 

размерность — см/с. Если, скажем, у 
выражено в кг, а х — в месяцах (изу
чается зависимость у = f (ж) массы ре
бенка от его возраста), производная



 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

§ 5. Касательная к кривой 71

выражающая скорость

увеличения массы, имеет размерность 
кг/мес; если у — сила тока, х — сопротив- 

f dyление, то производная у изме
ряется в A/Ом; если х — длина ребра 
куба, а у — его объем, то ХА имеет раз
мерность см3/см = см2, и т. д. Вообще, 
если аргумент х измеряется в единицах 
ег, а функция y = f(d) — в единицах

В частности, если 1 = 5, мы имеем 
. 1 dy 1

В общем случае, если выбранные нами 
масштабы таковы, что одна единица х 
на чертеже изображается отрезком дли
ны X см, а одна единица у — отрез
ком длины Z2 см, т0

Масштабные множители X и Z2 в фор
муле (3) исправляют положение — они 
делают это равенство правильным 
с точки зрения соображений размерно
сти. Так, в примере с зависимостью 
массы ребенка от возраста множитель 
X имеет размерность см/мес (он ука
зывает, сколько сантиметров на гра
фике приходится на 1 месяц возраста); 
аналогично Z2 имеет размерность см/кг 
(этот коэффициент указывает, сколько 
сантиметров на графике приходится 
на 1 кг массы). Таким образом, выра
жение у- X безразмерно: в формуле 

все размерности сокращаются, что и де
лает эту формулу осмысленной (и пра
вильной).

Обо всем этом следует всегда помнить 
при сравнении производной функции 
и наклона графика этой функции 
(т. е. наклона касательной к графику 
в соответствующей точке).

Упражнения
2.5.1. Постройте график функции y=z2-|-l 

в пределах —1,5 < х < 2,5; проведите каса
тельные к графику в точках х=—1; 0; 1; 2.

2.5.2. Постройте график функции у—х3— 
—3z2 в пределах —1 <г<33,5; проведите 
касательные к графику в точках х=—1; 0; 3. 
Укажите точки графика, касательная в кото
рых горизонтальна.

dyто производная имеет размерность
«2
«і '

Но величина tga, как известно, без
размерна (она равна отношению двух 
отрезков, например двух катетов пря
моугольного треугольника с острым уг
лом а); отсюда уже ясно, что равенство

= )g а не может иметь место (в левой 
части его стоит размерная величина, 
а в правой — безразмерная!). И лишь 
в тех редких случаях, когда обе пере
менные х и у имеют одинаковую раз
мерность (скажем, когда изучается за
висимость скорости парусной яхты от 
скорости ветра) или обе безразмерны 
(пример: функция y=sinx, где х — ра
дианная мера угла), соотношение 
dy .-—- = )ga можно считать осмысленным.

Как же исправить этот дефект наших 
рассуждений? Заметим, что ранее мы 
все время предполагали равенство мас
штабов по осям х и у, т. е. считали, что 
«единица измерения иксов» и «единица 
измерения игреков» изображаются на 
чертеже одинаковыми отрезками: это 
соглашение казалось нам настолько
естественным, что мы даже не оговари
вали его специально. Но в случае раз
ной размерности переменных х и у 
(а именно этот случай надо считать 
общим!) сделанное предположение
не только не естественно, но даже во
обще не имеет смысла: нельзя же, в са
мом деле, всерьез полагать, что 
1 с=1 см! Поэтому реально здесь очень 
часто пользуются разными мас
штабами по осям, вследствие чего соот- 

dy .ношение хх — )ga нарушается.
Пусть, например, у есть путь, х — 

время и строится график у (х) зависи
мости положения тела от времени х. 
По оси ординат будем откладывать у 

в масштабе: 1 м пути равен 1 см на чер
теже. По оси абсцисс (х) будем откла
дывать время в масштабе: 1 с времени 
равна 1 см на чертеже. Тогда, действи
тельно, значение скорости движения
выраженное в метрах в секунду и рав- 

„ duное производной —, совпадает со зна
чением tg а, т. е. с тангенсом угла, об
разованного касательной к графику 
с осью х. Но если мы выберем другой 
масштаб для шкалы х, например 
1 c=Z см на чертеже, то получим

)ga
1 dy 
ti dd _ (2.5.3)



 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 

 
 
 

 

 

  

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

72 Гл. 2. Что такое производная

2.5.3. Укажите на кривой у=х3—х-[-1 
такие точки, касательная в которых горизон
тальна. Постройте кривую при —2 < х < 2. 
[Указание. Упр. 1—3 желательно выпол
нять на миллиметровой бумаге и в крупном 
масштабе. ]

2.5.4. График функции у (х) изображен 
на рис. 5; постройте (па глаз) график функции

Рис. 2.5.5

2.5.5. График функции у' (х) изображен 
на рис. 6. Постройте (на глаз) график функ
ции у (х), проходящий через точку (5, 0). Под 
каким углом последний график пересекает

ось ординат? Под каким углом он пересекает 
в точке х=5 ось абсцисс? [Указание. 
В упр. 4 и 5 следует сначала перерисовать 
изображенные на рис. 5 и 6 графики на чистый 
лист бумаги: требуемые графики целесооб
разно чертить на том же листе бумаги, на
пример строго под заданным в условии задачи 
графиком. ]

2.5.6. Составьте уравнения касательных 
к кубической параболе у—х3 в точках: а) х— 
=0,5; б) х=1. Найдите точки пересечения этих 
касательных с осями координат.

2.5.7. Укажите общее правило, позволяю
щее для кривых: а) г=ох2; б) у=Ьз? — найти 
точки пересечения касательной к кривой 
в точке (хо, у (хо)) с осями координат.

§ 6. Рост и убывание функции. 
Максимумы и минимумы

Наблюдая ход линии, изображающей 
график некоторой функции y=f (х) 
(скажем, зависимость Т (t) температуры 
Т от времени Ґ), мы без труда усмотрим 
на ней точки роста функции (вроде 
точки А на рис. 1) и точки ее убывания 
(например, точка В), точки максимума 
(наибольшего значения), где рост функ
ции сменяется убыванием (точка С), 

и точки минимума (наименьшего зна
чения), где, напротив, убывание сме
няется ростом (точка D). Как же строго 
определить все эти понятия и как 
установить характер функции в данной 
точке х=х0, не обращаясь к графику, 
вычерчивание которого зачастую вовсе 
не просто и который всегда ненадежен, 
ибо рисуется с неизбежными погрешно
стями (ошибками)?

Если не пользоваться производными, 
то ответ на поставленные вопросы нужно 
искать численно: например, найти тем
пературу Т в какой-то момент t; затем 
взять какой-то следующий момент 
и посмотреть, выросла температура или 
упала. Очевидно, что такой способ нена
дежен: если Т (<х) и больше, чем Т (t), 
то ведь не исключено, что в момент 
t температура падала, затем (вскоре 
после t, но еще до £х) она достигла ми
нимума, после этого стала расти, при
чем так, что к моменту tx оказалась 
выше, чем в момент t.

С помощью производных вопрос ре
шается точно: надо найти производную

. Если величина = у'(х) при за

данном х положительна, то у (х) есть 
растущая функция: при увеличении х 
на малую величину Да: значение 
у изменится на малую величину 
Кутну' (а:) да: (как было выяснено 
раньше, чем меньше Да:, тем точнее 
это приближенное равенство). Мы рас
сматриваем случай Да: > 0 (скажем, 
увеличение времени х). Если у' (х) > 0 
и Да:>0, то, конечно, и Ду >■ 0, 
т. е. с течением времени величина у 
(например, температура) растет.

При этом численное значение (поло
жительной) производной указывает, 
как быстро растет температура: 
если Т' (<)=10, то вблизи от момента t 
температура растет в 10 раз быстрее,,

чем время (например, на 10° за каждую 
секунду), а при Т' (/)=0,1 она растет 
в 10 раз медленнее времени (ср., впро
чем, со сказанным в конце § 5 о раз
мерности производной и ее связи с вы
бором единиц измерения аргумента 



 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

§ 6. Рост и убывание функции. Максимумы и минимумы 73

и функции). Если же у' (х) <Z 0, то 
при Да: > О мы будем иметь Ду < 0: 
так, если Т' (х) < 0, то температура 
Т (Z+ Дґ) в момент времени /+ Д/ будет 
ниже температуры Т (І) в данный 
момент. Таким образом, положи
тельная производная указывает на 
то, что функция является растущей, 
а отрицатель н'а я -— на то, что 
функция является убывающей, пада
ющей.

Выражения «растущая функция» 
и «убывающая (падающая) функция» 
применяются не только к зависимостям 
величин от времени, но и к любой функ
ции у (х), аргументом которой служит 
произвольная (размерная или безраз
мерная) величина х; при этом растущей 
(убывающей) называется такая функция, 
которая увеличивается (соответственно 
уменьшается) с ростом независимой пе
ременной х. Г^юпзводная ^-характери

зует скорость роста, она равна отно
шению изменения у к отвечающему ему 
(небольшому) изменению х. Отрицатель
ная скорость роста означает падение, 
уменьшение у при увеличении х, и если 
о м n I d Ч I d і/< 0, то I -Л I =-- ч- есть скоростьG dC (л бб I G *б
убывания функции.

Выражение «величина у имеет боль
шую отрицательную производную по я» 
означает, что у быстро падает с уве
личением х, а положительная производ- 

dyная -— означает, что у с ростом я уве
личивается. Таким образом, производ
ная переменной у указывает тенденции, 
характерные для изменения у, позво
ляет судить о том, что можно ожидать 
при дальнейшем изменении аргумента — 
в этом заключается значение вели
чины у'.

Физики и математики (в особенности 
будущие физики и математики, только 
недавно узнавшие, что такое производ
ная) часто применяют это понятие 
и в повседневной жизни: «производная 
от моего настроения по времени поло
жительна» —- вместо «мое настроение 
улучшается».

Решите задачу-шутку: какой знак 
имеет производная от настроения по рас
стоянию до кресла зубного врача? При 
уменьшении расстояния до кресла — 
по мере приближения к креслу — наше 
настроение ухудшается, можно также 

сказать «падает», становится «отрица
тельным», значит, производная здесь 
положительна.

Может быть, писатели и будут сето
вать на засорение языка, но на самом 
деле такое вольное шуточное употреб
ление математических понятий — хо
рошая тренировка для будущих серь
езных применений математики.

Существуют функции, производная 
которых сохраняет один и тот же знак
при любых значениях переменной. Та
ким свойством обладает, например, ли
нейная функция y=kx{-b: ведь здесь
dy 
dx = к, т. е. постоянная величина.
Позже мы увидим, что также и произ
водная показательной функции у—ах 
при любых х имеет один и тот же знак 
(хотя и не постоянна по величине).

Представим себе функцию у (х), про
изводная которой у' (х) положительна 
при х <б х0 и отрицательна при х > хп 
(кратко: у'(х) >0 при х < ж^; 
у' (х) < 0 при х > хо).

Что можно сказать о такой функции? 
Начнем со значений х <С хо. При уве
личении х до х0 величина у будет расти; 
однако при дальнейшем увеличении х 
производная становится отрицательной 
и величина у уменьшается. Отсюда вы
вод: при х=х0 функция у (х) имеет 
максимум.

Рассмотрим противоположный случай: 
у' (х) < 0 при х < хо; у' (х) > 0 при 
х > х^. Рассуждая так же, как и выше,- 
мы придем к выводу, что в этом случае 
при х=х0- функция у (х) имеет м и н и
м у м.

Если функция у (х) задана формулой, 
которой соответствует плавная кривая, 
то и у' (х) задается формулой и плавно 
изменяется при изменении X. Но в этом 
случае разные знаки у' (х) при х <Е х0 
и при х )> х0 означают, что при я=я0 
производная обращается в нуль.
У'^ = —— = 0 - (2-6.1)

Таким образом, как мы уже отме
чали в предыдущем параграфе, прирав
нивая нулю производную, можно найти 
те значения независимой переменной,- 
при которых функция имеет максимум 
или минимум П Теперь мы можем уточ-

1 Точнее, конечно, значения, при которых 
функция может иметь (а может и не 



 

 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

7t Гл. 2. Что такое производная

нить общую теорему Ферма (см. § 5): 
в точках, где функция достигает макси
мума, производная переходит от поло
жительных значений к отрицательным, 
а в точках минимума она переходит от 
отрицательных значений к положитель
ным.

Приведем несколько примеров. 
Прежде всего обратимся к рассмотрен
ной в § 1.1 функции у=3а? — х2 — х 
(см. таблицу в § 1.1). Судя по таблице 
значений функции, можно думать, что 
функция является растущей при всех 
значениях х, так как каждое увеличе

ние х на единицу вызывает увеличе
ние у.

Вычислим, однако, производную 
нашей функции:
у' (х) =9х2 — 2х — 1.

Взяв х=0, получим у' (0) =—1 < 0. 
Значит, при х=0 функция убываю
щая; это опровергает полученное из 
рассмотрения таблицы предположение, 
что наша функция растет везде.

Приравняем у' (х) нулю. Уравнение 
у' (х) =9х2 — 2х — 1 =0

имеет два корня:
а? « —0,2t, х2 лг Oto.

Составим подробную таблицу, вклю
чая в число -рассматриваемых значе
ний х и найденные точки обращения 
в нуль производной:

иметь!) максимум или минимум. Так, функция 
у=з? имеет производную у'=3х2, обращаю
щуюся в 0 при х=0; однако в этой точке функ
ция (см. ее график на рис. 1.5.1, а) не имеет 
ни максимума, ни минимума. (О других 
исключениях из нашего правила, касающихся 
случаев негладких кривых, будет сказано 
в § 7.2.)

X —3 —2 —1

У —87 —26 —3

X —0,3 —0,2t —0,18

У 0,129 0Д40 0,131

X 0 0Д0 0,t6

У 0 —0,372 —0,381

X 0,52 1 2

У —0,370 1 18

Мы видим, что на участке от г « 
—0,2t, до х 0,46 функция у умень

шается от 0,^ до —0,38. Сравнение 
значения у (—0,2t) с «соседними» 
у (—0,30) и у (—0,18) подтверждает, 
что при х л=г —0,24 функция у (х) дости
гает (локального, или «местного») макси
мума, ибо соседние значения у меньше. 
График функции у —Зз? — х2 — х изоб
ражен на рис. 2.

Этот пример снова показывает, что 
максимум не означает наибольшего из 
всех вообще возможных значений у. 
Ведь у нас в точке максимума 
у (—0,2t) 0,1t, а при x=i имеем
у=1, при х =2 получаем у =18, а при 
х =10 — даже у =2890; вообще при не
ограниченном увеличении аргумента х 
функция у также неограниченно и 
быстро растет. Так что же выделяет 
точку максимума т —0,2t, ушах

0,^ из множества всех значений ар
гумента?

Отличие этой точки от других со
стоит в том, что при близких (так 
сказать, соседних) с хт№ значениях х, 
как бблыших хгаах, так и меньших 
величина у меньше, чем уш1в (=у (хта1)). 
Эта особенность х„,„ наглядно просмат
ривается в приведенной выше таблице 
(ср., например, у (—0,3), у (—0,2t) и 
у (—0,18)). Те же соображения отно
сятся и к точке минимума хшіп лг 0,t6, 
уш1п т —0,381: хотя у при больших 
по абсолютной величине ■т'оерицаеель- 
ных х неограниченно уменьшается и 
становится меньше Утіп (и вообще мо
жет быть сделан меньше любого отри
цательного числа!), но величина а:,,,),, 
отличается тем, что значение ушіп 
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(=у (ZmIn)) меньше всех у, отвечающих 
«соседним» с xmln значениям аргумента 
(значениям х, достаточно близким 
к 2?mni)- Условие равенства нулю произ
водной дает возможность найти именно 
такие — локальные, или местные, — 
максимумы и минимумы.

В качестве второго примера рассмот
рим фигурирующую в § 1.5 функцию 
у = Xs — х. Производная этой функции 
у' = Зж2 — 1; поэтому у’ (ж) = 0 при 
х = +1 /\/3. Проследив за изменением 
знака функции /' (х) = Зх2 — 1 в окре
стностях точек х = 1Д/3 0,577 и х —
——1/\/3 «—0,577, мы без труда уста
новим, что при х — —1/\/0 функция у 
имеет (локальный) максимум, а при ж — 
= 1Д/—(локальный) минимум (см. 
рис. 1.5.3).

Теперь мы можем полнее раскрыть 
причины различия между изображен
ными на рис. 1.5.2 и 1.5.3 графиками 
функций г=г3+х и у =ж3 — х. Рас
смотрим общее уравнение
у — а? -|- сх, (2.6.2)

где с — произвольное число. В этом слу
чае у' =Зх2-\-с. Ясно, что при с > 0 вели
чина у' всюду положительна, значит, у ра
стет при всех х — ни максимумов, ни ми
нимумов функция не имеет. При с<0,

напротив, у' — 0 при
= , , , причем в интервалах значений х 
от — оо до —х0 производная у' поло
жительна (функция возрастает); при 
—х0 < х < х0 производная отрицатель
на (функция убывает); при х0 < х , оо
производная снова положительна 
(функция снова растет; здесь символы 
— со и оо, как всегда, обозначают очень 
большие отрицательное и положитель
ное числа). Таким образом, при х =—х0 
наша функция имеет максимум, а при 
х =х0 — минимум. При уменьшении с по 
абсолютной величине эти максимум и 
минимум сближаются: при с=0 точки
+ Z0— ± ]/-- с■у сливаются в единствен
ную «критическую точку» X =0 — точку 
нулевой производной функции у. В этом 
случае (для кривой у —х3) соответствую
щая точка уже не является ни макси
мумом, ни минимумом функции: ведь 
из рассмотрения «соседних» кривых, 
отвечающих малым по абсолютной ве

личине отрицательным с, вроде бы 
следует, что наша точка должна яв
ляться одновременно и максимумом и 
минимумом, что явно невозможно; ожи
дать же здесь только максимума (не 
минимума) или только минимума (не 
максимума) у нас нет никаких основа
ний. Все эти особенности кривых (2) 
изображены на рис. 3 (у кривых про
ставлены отвечающие им значения с). 
Из этого рисунка видно, что существует 
два принципиально разных типа кри
вых, отвечающих случаям с < 0 и 
с )> 0; «промежуточной» между этими

Рис. 2.6.3

типами является «предельная» кривая 
у =х3, для которой с=0.

Возвратимся снова к упр. 2.1, посвященному 
обсуждению вопроса о теплоемкости алмаза. 
В этом упражнении фигурировала следующая 
экспериментально полученная зависимость от 
температуры Т количества Q=Q (Т) тепла 
(в Дж), необходимого для нагревания 1 кг 
алмаза от 0 до Т° С:
Q (Т) = 0,39657’4-2,081 • 10~3 Л—5,024 • 10“' Т», 
откуда вытекает, что теплоемкость с = с(7’) 
алмаза (в Дж/(кг-°С)) выражается формулой 
с (7’)=0,39654-4,162-10“3 Т—15,072-10“’ 7? 
(см. решение упр. 2.1). Для того чтобы проана
лизировать характер изменения теплоемкости 
алмаза в рассматриваемом диапазоне темпера
тур (том, при котором может использоваться 
экспериментальная формула упр. 2.1), нам 
придется составить производную с' (Т) тепло
емкости с:
с' (Т)=4,162-10“3— 30,14410"’ Т.
Ясно, что величина с' (Т) положительна при 
Т < (4,162/30,144).1О4=7о % 1380° С; равна 
нулю при Т= То, отрицательна при Т > То.

Но ведь сама эмпирическая формула, как 
указывалось выше, справедлива только до 
700—800° С. Формально из выписанных фор



 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

  
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

76 Гл. 2. Что такое производная

мул следует, что при Т м 1380°С обраща
ется в, нуль величина с' (Г), при Т sc2850°C 
обращается в нуль сама теплоемкость с (Г) 
и, наконец, при Тян 4320° С обращается 
в нуль количество тепла Q (Т). Все эти ре
зультаты, разумеется, бессмысленны. Они 
только лишний раз доказывают недопусти
мость использования эмпирических формул 
за пределами области их применимости!

Определение максимумов и миниму
мов арифметическим путем — вычисле
нием и сравнением значений функции 
при различных значениях аргумента — 
является во много раз более трудоем
ким и менее точным. Правда, если 
в руках у Вас есть компьютер, то 
«арифметический эксперимент», позво
ляющий обнаружить максимум или ми
нимум путем разумного сравнения зна
чений функции в разных точках (ведь 
компьютером тоже, конечно, надо поль
зоваться умело, а не как попало), 
значительно облегчается, — но даже и 
в этом случае использование понятия 
производной много проясняет в су
ществе дела, делает выкладки и под
счеты более «прозрачными» и простыми. 
Высшая математика является отнюдь не 
только замечательным идейным дости
жением. Практические, конкретные вы
числительные задачи также гораздо 
легче решаются методами высшей мате
матики.

Упражнения
2.6.1. Найдите значения х, при которых 

достигается максимум или минимум следую
щих функций. В каждом случае выясните, 
имеем ли мы дело с минимумом или с макси
мумом. В функциях, в которые входят по
стоянные, специально рассмотрите случаи 
разных (в частности, разных по знаку) значе
ний этих постоянных: а) у — ах2; б) у —

1 b ,= х + — ; в> у=ах + — ; г) У = х3 — 3х + 
-4-100; д) у =х3 + рх2 + qx + r; е) у=х44- 

b
4- ах2 4- Ь; ж) у = ах2+2

2.6.2. Объем ’р=»р (і) 1 г воды (в см3) выра
жается следующей (приближенной) эмпири
ческой формулой: v (4) = 14-8,38-10_в (<—4)2. 
При какой температуре этот объем будет ми
нимальным?

2.6.3. Ответьте: на вопрос упр. 2 исходя 
из следующих (предложенных разными ес- 
тествоиспытателями)(уточнений формулы для 
»(t): а) v (^)=>1—61,)04•10oв^--77)183-1(Г7г2— 
-37,34-1С)г»43; б)
4-75,601 -10-742—85,07 -lO-V.

§ 7. Вторая производная функции. Вы
пуклость и вогнутость кривой. 
Точки перегиба

Вернемся снова к рассмотрению «кри
тических» (подозрительных на макси
мум и минимум) точек х =х0 кривой 
у =у (ж), т. е. таких, что
У'(о0) = О. (2.7.1)

Нас интересует вопрос о том, как в слу
чае выполнения (1) отличить максимум 
от минимума: ведь (1) выполняется и 
в точках (локального) максимума и 
в точках (локального) минимума.

Мы уже знаем, что разница заклю
чается в знаке производной у' (х) при 
х <_ х0 и при х > х0. Но как определить 
знак у’ (х) при х, близком к х0, не 
вычисляя непосредственно у' для дру
гих значений х? Обратимся к случаю 
максимума функции у (х), когда 
У (®) > 0 при х < х0 и у' (х) <0 при 
х > х0. Мы видим, что в этом случае 
производная у' (х) сама представляет 
собой убывающую функцию: по 
мере роста х производная, которая сна
чала была положительной (при х О ■%), 
обращается в нуль (при x=Xq) и затем 
становится отрицательной (при х > .z^). 
Но мы уже знаем, как отличить убы
вающую функцию от возрастающей: 
производная убывающей функции от
рицательна. Следовательно, при том 
значении х=ха, при котором у имеет 
максимум, у' (го)=^О, а производная от 
производной отрицательна. Такая ве
личина — производная от производной, 
которую по общим правилам можно 
записать «трехэтажной» дробью

dx dx ’

имеет свое название —■ вторая произ
водная. Ее обозначают также у" (х), 
или у2, (читается: «де два игрек по де 
икс квадрат»).

Ясно, что если z=z(i) — зависи
мость пути от времени (см. § 1 наст, 
гл.), то z' ()=К — скорость движения, 

ft (,— dua z (£)=— — «скорость изменения ско
рости», т. е. ускорение (см. также гл. 9). 
Если у имеет размерность пути (в см), 
а х — это время (в с), то имеет
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размерность ускорения (см/с2); если у 
измеряется в каких-то единицах 
ах — в единицах е2, то производная 
d~ У и \оимеет размерность е1/(е2)2, как это 
dd „
и указывается самой записью хХ ’ эту 
размерность второй производной по
лезно не забывать при рассмотрении 
физических задач, в которых фигури
рует величина у" (х).

Именно тот смысл, который имеет 
вторая производная (ускорение) в на
шем основном примере путь—время, де
лает понятие второй производной осо
бенно важным для физики: ведь в силу 
второго закона Ньютона именно уско
рение является главной характеристи
кой движения. Подробнее мы еще оста
новимся на этом в гл. 9.

Обратимся теперь снова к рассмот
ренным выше примерам. Если у (х) = 
= 3х3 — х- — х, то у' (г) =9г2 — 2х — 1, 
и, значит,

смысл: положительность про
изводной означает, что наша функция 
является возрастающей, т. е. 
что график ее идет вверх, если следо
вать по нему в направлении слева на
право; при у' (х) <у 0 функция у б ы- 
в а е т, т. е. график ее идет вниз. 
Знак второй производной у" (х) также 
имеет достаточно прозрачный геометри
ческий смысл. Факт положительности 
второй производной у"хс)'>0 озна
чает, что первая производная у' (х) ра
стет, другими словами, растет угол а 
(где tg а=к—у' (а:)), образуемый каса
тельной к графику функции с осью 
абсцисс. Но в таком случае при движе
нии слева направо по графику функции 
касательная к графику поворачивается 
в направлении, обратном направлению 
вращения часовой стрелки (см. точку А 
на рис. 1). А это, очевидно, означает, 
что наша кривая расположена выпук
лостью вниз (ср. § 1.4); иногда еще 
в этом случае говорят, что кривая 
вогнута вверх. Аналогично неравенство 
у" (х) < 0 означает, что первая произ
водная у' (х) функции у —f (х) убывает, 
а значит, убывает и угол а. Таким об
разом, в точках, где у" (х) < 0, каса-

у" (х)=(у' (х}у=Ъх-2.
При хы —0,24 имеем у' =0, а у" « 

—6,3 <У 0 — и, действительно, точка 
х —0,24, у & 0,14, есть точка мак
симума. При х х 0,46 имеем: у' =0, 
а у" « 6,3 > 0, т. е. при х х 0,46, 
у —0,38 функция имеет минимум.

Аналогично, если у ==х3 — х, то у' = 
^=3:г2 — 1 и у" =6х. Поэтому при х = 
=—1Д/3 л —0,577 вторая производ
ная у" отрицательна, а при *=+1/\/3  
она положительна: в первой точке 
функция у имеет максимум, а 
во второй — минимум. (Впрочем, 
здесь этот результат можно предвидеть 
и геометрически: так как при х=—1 
и при х =0 функция у =з? — х = 
=—(х — з?) обращается в нуль, а в про
межуточных точках она положительна, 
то при х ~ —0,5П мы можем иметь 
только максимум, но никак не 
минимум.) Точно так же и в примере 
с теплоемкостью алмаза (см. § 6) вто
рая производная С (Т) « —0,003 
всегда отрицательна, что обеспечило бы 
максимум с(Т’), если бы наши формулы 
были применимы в точке То, где с'(7’о)=^О 
(реально теплоемкость алмаза, как и дру
гих твердых тел, все время растет с ро
стом Т, стремясь при высокой темпера
туре к постоянной величине). Итак,

1) если при определенном значении х 
функция у (х) такова, что 
у'(х) = 0, уЦх<<0, (2.7.2а) 

то в этой точке функция имеет мак
симум;

2) если при некотором х функция 
удовлетворяет условиям
у' (ж) = 0, у" (х) > 0, (2.7.26)

то в этой точке функция имеет мини
мум. (Рекомендуем теперь вернуться 
к приведенным в конце § 6 упражне
ниям и применить к ним «критерий вто
рой производной», позволяющий отли
чить максимум от минимума.)

Мы видели, что знак производной 
у =f (х) имеет простой геометрический

/ л.'
Рис. 2.7.1
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тельная к графику функции при дви
жении (слева направо) по кривой вра
щается в направлении вращения часо
вой стрелки, т. е. кривая выпукла, об
ращена выпуклостью вверх (см. точку С 
на рис. 1). Точки, в которых у" (д)=0, 
вообще говоря, можно охарактеризо
вать как точки изменения знака второй 
производной, т. е. изменения направле
ния выпуклости кривой 1 ; в этих точках

1 Редкие исключении типа начала коорди
нат для кривой у—х* (см. рис. 1.5.1, б; здесь 
у'=4х3, ("=4-Зі2=12х2, так что у"=0 при 
х=0, а между тем линия в этой точке направ
ления выпуклости не меняет) относятся исклю
чительно к точкам, в которых одновременно 
обращаются в нуль и вторая, и третья производ
ные функции (или вторая производная имеет 
излом либо разрыв). (Третья производная — 
это производная от второй производной;

; d3Vона записывается как у ; , или ц , и имеет 

размерность С.1(е2)3, где е± и ег — единицы 
измерения величин у и х. Ниже нам еще пред
стоит встретиться с третьей и последующими 
производными функции.)

2 Заметьте; в точке перегиба касательная 
пересекает кривую «плавно», с «соприкоснове
нием», а не «грубо», как, скажем, ось у пере
секает параболу у=х3.

Рис. 2.7.2

касательная к графику функции у пере
ходит с одной стороны графика на 
другую сторону, т. е. здесь касательная 
пересекает график. Подобные точки, 
в которых касательная к кривой пере
секает саму кривую (см. точку В на 

рис. 1), принято называть точками пе
региба "2.

В частности, когда график функции. 
у =f (х) пересекает горизонтальная ка
сательная, проведенная в точке х=х0 
(рис. 2), точка х0 не является ни макси
мумом, ни минимумом функции, а между 
тем производная в ней равна нулю (ка
сательная горизонтальна!). Таким об
разом, мы видим, что случаи, когда ра
венство (1) «работает вхолостую» — не 
указывает ни максимума, ни минимума 
функции, связаны с тем, что в рас
сматриваемой точке выполнено не толь
ко условие (1), но и условие
у" (ж,) = О, , (2.7.3)

характеризующее точку перегиба. (Ср., 
впрочем, со сказанным в сноске 1 о точке 
х =0 функции у =х\ в которой выпол
няются оба условия (1) и (3), а функ
ция тем не менее имеет минимум.)

Ниже (см. § 7.3) мы еще встретимся 
снова с понятием выпуклой функции.

Уп ражнения
2.7.1. Найдите вторые производные функ

ций у = х3; у = х3; у = х*; у = ах2 -ф- Ьх -J- с.
2.7.2. Найдите ускорение движения точки 

по прямой, задаваемого следующей ; зависи
мостью пути от времени: z=a£2j-&z+£.. Что- 
можно сказать об этом ускорении?

2.7.3. Укажите участки выпуклости и во
гнутости графика функции: а) у=х3; б) у=

1 
= х3 + рх' 4- qx 4- г; в) у = хфу-



 

 

 

 

 
 

 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 
 

Глава З

ЧТО ТАКОЕ ИНТЕГРАЛ

§ 1. Определение пути по скорости дви
жения и определение площади, 
ограниченной кривой

Задача об определении мгновенной ско
рости движения v (Z) по заданной зави
симости z =z (і) положения z тела от 
времени t привела нас к понятию произ
водной:

Обратная задача заключается в опреде
лении положения z =z (/) тела (т. в. 
пути, пройденного телом за данный от
резок t времени), если мгновенная 
скорость v (/) задана как функция вре
мени. Эта задача приводит ко второму 
важнейшему понятию высшей матема
тики — понятию интеграла.

Условимся об обозначениях, кото
рые будут нам удобны. ' Мы будем рас
сматривать путь, пройденный за время 
от момента tY до момента <2. Чтобы нв 
писать индексов, обозначим начало рас
сматриваемого промежутка времени 
буквой а, конец этого промежутка — 
буквой , ; таким образом, у нас ^=а, 
i2 =Ъ. Пройденный (за время от а до Ь) 
путь обозначим через z (а, Ь). Запом
ним, что запись z (а, Ь), гдв в скобках 
под ; знаком функции z стоят две вели
чины а и Ь, обозначает длину пути, 
пройденного между моментами t =а и 
t=b, тогда как функция z (f), где 
в скобках указано одно число t, задает 
положение (координату) тела в задан
ный момент времени t. Очевидно, между 
величинами z (а, Ь) и z (t) существует 
простая связь:
z(a, b) — z (&) — z (а),
т. в. z (ЬЬу= z (а) -|-z (а, Ь) (3.1.1)
(мы здесь считаем, что Ъ > а), — путь 
z (а, Ь), пройденный за время от а до Ь, 
равен разности z (b) — z (а) координат 
тела в начале и в конце рассматривае
мого интервала времени \

Обратимся теперь к вычислению вели
чины z (а, Ь). В простейшем случае^ 
когда скорость v постоянна:
V (t) = const = v0, (3.1.2)
пройденный путь равен просто произ
ведению времени движения на скорость: 
z (a, b) = (b — a)v0. (3.1.3)

Воспользуемся графиком зависимости 
скорости от времени, при постоянной 
скорости представляющим собой гори
зонтальную прямую (рис. 1). Пройден
ный путь, очевидно, равен заштрихо
ванной площади, поскольку площадь 

Рис. 3.1.1

а

ш»

0 a ft

прямоугольника равна произведению 
основания (Ь — а) на высоту (г?,). А как 
быть в общем случае, когда скорость 
движения нв постоянна?

Рассмотрим подробно один числен
ный пример. Пусть скорость движения 
задана формулой 1 2 * * * * v=t2. Найдем путь 
за время от f=a=l до Z=&=2.

1 Для просто-гы! мы в этих наглядных рас
смотрениях ограничиваемся случаем движения 
тела в одном направлении (хотя, возможно, 
с переменной скоростью).

2 Если скорооть v выражена в см, с,а время
t — в с, то, чтобы соблюдались требования
размерности, надо писать v=kt2, где коэф-
фuкиеут К имеет размерность см/с3. Здесь
мы считаем, что К=1 см/с8.

Разобьем весь промежуток времени 
от а до b на десять частей и составим 
таблицу скоростей:

t 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

V 1,0 1,21 1,44 1,69 1,96 2,25

t 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

V 2,56 2,89 3,24 3,61 4,0

В чем трудность вычисления пути 
при скорости v (t), заданной известной 
нам формулой? Очевидно, всв дело 
в том, что скорость переменна (для по



 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 

Гл. 3. Что такое интеграл

стоянной скорости задача элементарна). 
В рассматриваемом случае скорость 
в промежутке времени от t =1 до t =2 
меняется в 4 раза. Однако после того 
как этот промежуток разбит на 10 ча
стей, в каждом маленьком промежутке 
длительностью в 0,1 с скорость меня
ется гораздо менее резко — всего на 
10—20%. Следовательно, в каждом та
ком промежутке времени скорость при
ближенно можно считать постоянной, 
что позволяет рассчитать проходимый 
за этот малый промежуток времени 
путь по простой формуле: скорость,

Рис. 3.1.2

Каждое из десяти слагаемых, на кото
рые разбит весь путь, несколько зани
жено; следовательно, занижен и весь 
результат.

Теперь подсчитаем путь по-другому, 
а именно в каждом промежутке Lt 
будем брать значение скорости 
в конце промежутка. Для первого 
Lt от 1 до 1,1 с эта скорость равна 
1,21 см/с, для последнего Lt от 1,9 
до 2 с скорость равна 4 см/с и т. д. 
Так мы получим следующую оценку 
всего пройденного пути:
z(l, 2)« 0,121+0,114+ ...
... + 0,400 = 2,485 см, (3.1.>>
Такой расчет, очевидно, дает преувели
ченное значение z (1, 2). Значит, истин
ное значение лежит в пределах между 
2,185 и 2,485 см. Различие между 2,185 
и 2,485 составляет около 15%. Округ
ляя границы для z, получаем
2,18 <z (1,2) <^224^9.

Проделанный расчет можно пояс
нить графически. Построим график 
(рис. 2), на котором по оси абсцисс 
отложено время, а по оси ординат — 
скорость. (Для того чтобы ступеньки 
были хорошо видны, на рис. 2 рас
сматриваемый промежуток времени раз
бит на пять частей, а не на десять, как 
в тексте.) Каждое слагаемое в первой 
сумме (4) представляет собой площадь 
узкого прямоугольника, основанием ко
торого является соответствующий ин
тервал Lt, а высотой — скорость в на
чале этого интервала; сумма же всех 
слагаемых представляет собой (заштри
хованную на рис. 2, а) площадь под 
ломаной (ступенчатой) линией. Вторая 
сумма (5), в которой для каждого ин
тервала Lt времени скорость полага
лась такой, как в конце этого интер
вала, равна площади, заштрихованной 
на рис. 2, б.

А как можно точнее подсчитать путь, 
пройденный за данное время (в нашем 
примере за время от t =а =1 с до t — 
=2 с)? Ясно, что различие между «ниж
ней» и«верхней» оценками пути (в на
шем случае между 2,18 и 2,49) зависит 
от быстроты изменения скорости в каж
дом из малых интервалов Lt. Поэтому 
для того чтобы это различие стало- 
меньше, надо просто позаботиться о том, 
чтобы скорость в пределах рассматри

умноженная на время. В дальнейшем 
малые промежутки времени, на которые 
мы разбиваем большой промежуток вре
мени от t=a до t—Ъ, будем обозначать 
символом Д( («приращение времени»); 
для каждого такого промежутка вре
мени Ді мы будем считать путь просто 
пропорциональным длительности Д1 
промежутка, полагая скорость - на всем 
его протяжении одинаковой.

Для вычисления пути в каждом про
межутке ДД составляющем 0,1 с, ис
пользуем скорость в начале этого 
промежутка: 1 см/с в Ді от 1 до 1,1 с; 
1,21 см/с в Д£ от 1,1 до 1,2 сит. д.; 
наконец, 3,61 см/с в последнем Lt от 
1,9 до 2,0 с. Полный путь, пройденный 
за время от t=i до t =2, при этом спо
собе подсчета окажется равным
z(l, 2) «0,1 + 0,121 + 0,Ш+...
... + 0,361 = 2,185 см. (3.1.4)

Очевидно, что при таком расчете мы 
приуменьшили пройденный путь: ско
рость в данном примере с течением вре
мени растет, поэтому начальная ско
рость для каждого промежутка меньше 
средней скорости в этом промежутке.



 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 

§ 1. Определение пути по скорости движения 81

ваемых интервалов меньше менялась; 
но так как скорость от нас не зависит, 
то нам остается только уменьшать сами 
эти интервалы. Впрочем, этот путь нас 
полностью устраивает, поскольку тре
буемый результат он обеспечивает: если 
сделать все интервалы меньше (а общее 
их количество — соответственно боль
ше), то полученные по описанному выше 
способу две оценки для пути z (а, Ь) 
сблизятся между собой.

Так, например, если разбить тот же 
интервал от 1 до 2 с не на 10, а на 

стями; следовательно, при уменьшении 
At уменьшается относительная ошибка 
в каждом слагаемом. Именно потому, 
что речь здесь идет об относительной 
ошибке, мы можем быть уверены, что- 
хотя число слагаемых (т. е. количество- 
ошибок) у нас увеличивается, все равно, 
точность оценки общей суммы путей, 
т. е. точность оценки величины 2 (1,2), 
наверняка растет.

Для иллюстрации этого на рис. 3 
изображены построения, связанные 
с оценкой пути z (1, 2) по заданной

20 промежутков длительностью по 0,05 с 
каждый, то расчет, аналогичный прове
денному выше, дает при условии учета 
в каждом промежутке At началь
ных скоростей
z(l, 2)л^00^5 + 0,05-1,1125+ ...
... + 0,05 • 3,8025 = 2,25875. (3.1.4а)
Если же мы заменим начальные ско
рости конечными, то получим
2 (1,2)« 0,05 • 1,1025 + 0,05 • 1,21 . ... 
...+0,05-4 = 2,40875. (3.1.5а)

Различие между 2,25875 и 2,40875 
составляет уже всего лишь около 7%. 
Пределы, в которых заключено z (1, 2), 
сузились. Округленно: 
2,22<z(l, 2)<2,41.

При уменьшении At результат при
ближается к истинному значению пути, 
которое будет вычислено в дальнейшем 
и окажется равным 
2(1, 2) = 21.» 2,333.

3 Разумеется, при ііалиічии (міикро)комі- 
пьютера метод, связанный с рассмотрением 

Ведь чем меньше At, тем меньше и раз
личие в каждом малом промежутке At 
между начальной и конечной скоро- 

скорости v=t2 при At =0,5; 0,2 и 0,1. 
Геометрически очевидно, что при уве
личении числа промежутков At и умень
шении длины каждого промежутка 
уменьшаются размеры каждой ступень
ки на рис. 3, поэтому ступенчатая ли
ния становится все ближе к кривой v (t).

Суммируя все наши рассмотрения, 
мы приходим к выводу, что при произ
вольной зависимости r=v (t) мгновен
ной скорости v от времени t путь, 
пройденный за время.от t—a до t=b, 
равен площади фигуры!, ограниченной 
линией v=v(t), вертикалями t=a и 
t=b и осью абсцисс (ось t; рис. 4).

Этот вывод дает способ практического 
вычисления пути: можно построить гра
фик на миллиметровке и определить 
заштрихованную площадь либо под
счетом клеточек, либо, например, вы
резав эту площадь из картона или бу
маги, взвесив вырезанный листочек и 
сравнив его массу с массой вырезанного 
из того же материала прямоугольника 
или квадрата известной площади 3.



 
 
 

 
 

 

 

 
 

 
 
 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

82 Гл. 3. Что такое интеграл

Подобные методы уместны и вполне оправ
даны, если скорость известна не точно, т. е. 
задана не формулой, а таблицей или графиком, 
полученными экспериментальным путем. Мы 
не остановимся на этих приближенных спосо
бах: наше внимание будет сосредоточено
на том, как 
формулой

выразить 
когда и 

и м

пройденный 
зависимость

/

путь
ско-

L'/.

u = t.z 
\

Рис. 3.1.4 / V7///A
я a ft

рости от времени также задана формулой. 
Укажем еще, что в отдельных случаях, на
пример когда скорость на интервале от О

1
до 1 с выражается формулой и (t) = _ t и при 
приближении к значению t=i с неограни
ченно растет, путь может вовсе не существо
вать (становиться бесконечным); такие случаи 
также пока будут оставлены без внимания 
(ср., впрочем, § 5.2).

Можно указать и более точный (по сравне
нию с описанным выше) численный метод 
определения пути по скорости. Условимся 
в каждом промежутке Ді времени считать 
скорость постоянной и равной среднему ариф
метическому (т, е. полусумме) начальной и ко
нечной скоростей в этом промежутке. При та
ком способе при разбиении на десять проме
жутков скорость в первом промежутке от 1 

1 + 1,21до 1,1 с принимается равной —g-----= 1,105
см/с (см. таблицу в начале этого параграфа) 
и путь за этот промежуток времени считается 
равным 1,1115 см; путь за второй промежуток 

1,21 4- 1,44
подсчитывается как 1,1 • g =0,3325 см 
и т. д. Складывая все полученные таким спосо
бом пути, найдем путь, пройденный за все 
время от а=1 с до Ъ=2 с; в нашем случае он 
будет равен
z (1,2)=1,1105+1,1325+. . .=2,335 см.
При разбиении на 21 промежутков получим 
таким же способом, считая среднюю скорость 
равной полусумме скоростей (в начале и 
в конце), z (1, 2) = 2,33375 см.

Эти значения гораздо ближе к истинной ве
личине 2,33333, чем вычисленные по началь
ному или конечному значению скорости при 
том же числе промежутков: при десяти про
межутках мы получаем ошибку в 1,17% 
вместо 15% ранее, а при 21 промежутках — 
ошибку в 1,12% вместо 7%.

Новый способ нахождения пути можно 
также наглядно пояснить на графике. Произ
ведение полусуммы скоростей в начале и 
в конце промежутка на величину промежутка 
времени есть площадь трапеции ABCD (рис. 5): 
ее основания — АВ и ВС, а высота — AD; 
площадь трапеции равна

АВ ^-DC AD = _/Д.

Поэтому определение пути по полусуммам 
скоростей называется методом трапеций. 
При том виде, который имеет кривая и (г) 
на рис. 5, площадь трапеции несколько больше 
площади, ограниченной прямыми ВЛ, AD, 
DC и дугой ВС кривой v=v(t). Разность 
площади трапеций и площади, ограниченной 
дугой кривой, равна площади луночки (за
штрихована на рис. 5), ограниченной хор
дой ВС и дугой ВС кривой. Сумма площадей 
всех таких луночек и дает ошибку — разность 
между истинным значением пути и вычислен
ным по методу трапеций. Сравнение с рис. 2 
и 3 наглядно показывает, что при использо
вании метода трапеций ошибка, вообще говоря, 
будет меньше, чем при расчете по формулам 
типа (4), (5) (по «методу ступенек», или, как 
чаще говорят математики, по методу прямо
угольников).

Разумеется, при сопоставлении пути 
и площади, связанной с графиком зави

симости v=v (/), необходимо учитывать 
масштаб, в котором составлен график 
(ср. со сказанным • по этому поводу 
в § 1.7). Пусть на графике отрезок 
в 1 см по оси абсцисс соответствует 
промежутку времени в Т с, а отрезок 
в 1 см по оси ординат соответствует 
скорости V см/с. Тогда при движении 

таблицы значений функции и составлением 
сумм типа (4), (5) (или (4а), (5а)), удобнее 

1 точнее примитивного взвешивания фигуры, 
вырезанной из бумаги или из картона.



 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

§ 2. Определенный интеграл 83

с постоянной скоростью v0 в течение 
времени от t =а до t =b путь будет 
равен гу, (Ъ — а), а площадь заштрихо
ванного на рис. 1 прямоугольника 
равна (в см2)
с _ Vo Ъ — а 
о — V Т "
Таким образом, здесь z (a, b)—SVT.

Это соотношение между пройденным 
путем и отвечающей ему площадью, 
ограниченной кривой v=v (t), осью абс
цисс и вертикалями t=a и t—b, оче
видно, сохраняет силу и в случае п е- 
ременной скорости V, т. е. произ
вольной зависимости v-v(t').

§ 2. Определенный интеграл

В предыдущем параграфе мы рассмот
рели две задачи — задачу определения 
пройденного пути и, как оказалось, 
равносильную ей задачу определения 
площади под кривой; они привели 
к рассмотрению сумм особого вида 
с большим числом малых слагаемых. 
Строгая постановка этих задач приво
дит к понятию интеграла.

Величина z—z(а, Ь) пути, найденная 
по заданной скорости v (Z), называется 
определенным интегралом функции 
v (t) (скорости) по переменной t (вре
мени), взятым в пределах от а до b 
(иногда говорят также «интеграл от 
функции v (t)»).

Дадим математическое определение 
интеграла, соответствующее тем идеям, 
которые были проиллюстрированы чис
ленным примером предыдущего пара
графа. Это определение останется вер
ным и в том случае, если рассматри
ваются не скорость и путь, а какие 
угодно другие физические или матема
тические величины.

Итак, пусть дана функция v=v(i). 
Для нахождения ее интеграла в проме
жутке от а до Ъ мы разбиваем этот 
промежуток на большое число п малых 
промежутков. Значения аргумента t на 
границах малых промежутков обозна
чим ^0, til t%, • . •, C_1’ где, оче
видно, tQ=a и tn—b (рис. 1). Длины Lt 
малых промежутков времени1 равны 
разностям соседних значений t. Таким 

1 Если разбить промежуток от а до b на п 
равных частей, то каждый промежуток Д«= 
= - ----- - . Однако вовсе не обязательно, чтобы

образом, для какого-нибудь произ
вольного I (где 1—1, 2, . . ., п)
Sti —1;
Значки снизу у величин t и Lt пред
ставляют собой номера, или «индексы», 
значений t и промежутков Lt (см. 
сноску 1 в § 1.2).

Приближенное значение интеграла 
z (а, Ъ) дается формулой

1=11

z(a, Ъ}ъ 2^G-1)4- (3.2.1)
l=l

l—n

Запись 2 означает, что стоящее 
i=i

справа от этоголзнака2 и зависящее от
* . i
4? 4 4 ti_j 4 л,
ч-ч—и—н—I--- нч------ Н+-*-

йЬ ^4 г

Рис. 3.2.1

индекса («номера») I выражение надп 
выписать при всех значениях Z от 1 
до п и все эти выражения надо сло
жить. Так, например, если п=10, то
г=ю
2 у(4_і)Д4 =
і=і

— V (U + v Gi) , , + • • • + v (М
В примере из § 1 (см. таблицу на'с. 79) 
^0 =1; Zx=1,1; £2=1,2; ... и

z(l, 2)^ 2 t-iA4 = 2,185.
ь.. l=i

В приближенном выражении (1), 
в каждом промежутке значение функ
ции v (1) бралось в начале проме
жутка — в точке /х_х. Другое прибли
женное выражение получим, беря 
в каждомі промежутке значение функ
ции в конце промежутка:

z(a, b) я» 2 v (4) д^- (3.2.2),
і=і

В примере из § 1 при п =10 эта сумма 
равнялась 2,485.

все части, на которые разбит промежуток, 
были одинаковы — нужно лишь, чтобы каж
дый промежуток Д4 был мал. Читатель, 
может убедиться в этом, продумав пример 
путь—скорость из § 1; см. также упр. 3.»

2 Знак есть прописная греческая буква 
сигма, символизирующая сложение.
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Определенным интегралом функции 
v (і), взятым в интервале от а до Ь, 
называется предел, к которому 
стремятся суммы (1) и (2) при стремле
нии всех промежутков к нулю.
Обозначается интеграл так:

ь

z a b)=^v dt (3.2.3)
a

(читается: «зет от а, бэ равно интегралу 
от а до бэ, вэ от тэ де тэ»). Знак j 
(«интеграл») происходит от латинской 
буквы S (первой буквы слова «сумма»): 
он получился растягиванием буквы S 
в вертикальном направлении.

3 В этом параграфе слово «предел» упо
требляется в двух разных смыслах. Во-первых, 
интеграл есть предел суммы в том же смысле, 
в котором производная есть предел отноше
ния: здесь слово «предел» соответствует знаку 
lim. Кроме того, мы говорим о пределах из
менения t от а до Ь, т. е. о пределах интегри
рования а и Ъ. Здесь слово «предел» имеет 
уже совсем другой смысл. Внимательный 
читатель не запутается в этих двух разных 
значениях одного и того же слова.

4 Пожалуй, точнее было бы писать
I—п

lim V v (tz) A), (и аналогично для
А!,, .... л/и->0
второй суммы), но такая запись слишком уж 
громоздка!

Запись dt (вместо А/) в правой части 
(3) означает, что для получения точ
ного значения интеграла необходимо 
перейти к пределу, когда все проме
жутки Д£ стремятся к нулю (подобно 
тому как производная X получается

Az .из отношения X > если устремить Дг 
И ДІ к нулю и перейти к пределу). 
Формулы (1) и (2), в которых вели
чины Az малы, но конечны, дают только 
приближенное значение инте
грала, подобно тому как отношение 
— с конечными Д£ и Дз дает лишь при
ближенное значение производной.

Когда малые промежутки Д£ стано
вятся все мельче и мельче, то уже ста
новится безразличным, брать ли значе
ние функции v в начале, в конце или 
где-нибудь внутри промежутка, т. е. 
безразлично, исходить ли из (1), из (2) 
или из какого-либо иного выражения 
«интегральной суммы», подобной тем, 
которые фигурируют в правых частях 
(1) и (2) (можно, например, суммировать 
слагаемые v (t^) М, где Лр — середина 
соответствующего промежутка Д0. По
этому в записи (3) стоит просто v (t), 
т. е. значение функции v в промежутке 
Д£ без конкретизации того, как именно 
выбирается значение t внутри (или на 
концах) рассматриваемого промежутка.

Еще одно отличие интеграла (3) от 
приближающих его сумм (1) и (2) 
заключается в том, что при уменьшении 
величин ДІ и при увеличении числа 
малых промежутков мы отказываемся 
от того, чтобы нумеровать их. Поэтому 
у интеграла указываются только пре

делы изменения t от а до Ь. Величина а 
ставится внизу и называется нижним 
пределом интегрирования, величина Ъ 
стоит у верхнего конца знака интеграла 
и называется верхним пределом интегри
рования 3. Промежуток изменения t от 
а до Ъ называется промежутком ин
тегрирования. Функцию v (Z) в выраже
нии интеграла называют подынтеграль
ной функцией, t — переменной интег
рирования.

Таким образом, интеграл опреде
ляется как предел, к которому стре
мится сумма произведений значений 
функции на разность соответствующих 
значений аргумента при стремлении 
к нулю всех разностей аргумента 4:

1—П 1~п

1ііп = 2Ху ((-и)2х==
Z=1 AZ/->0 2=1

b 
= j v (t) dt.

a

Хотя первая и вторая суммы 
стве (4) при конечном числе 
промежутков Д/, различны, 
их при неограниченном уменьшении 
всех промежутков Д/ совпадут, — и 
эти-то пределы и дают численное зна
чение интеграла.

При стремлении Д£ к нулю каждое 
отдельное слагаемое стремится к нулю, 
но зато возрастает, стремится к беско
нечности число членов суммы. Сама 
сумма стремится к вполне определен
ному пределу, являющемуся решением 
рассматриваемой нами задачи и назы
ваемому интеграл. Если функция пред
ставляет собой мгновенную скорость, 
то этот предел, т. е. интеграл от рас
сматриваемой функции, равен пройден
ному пути. Если подынтегральная функ

(3.2.4)

в равен- 
I малых 
пределы



 

 

 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

§ 2. Опрсделенный интеграл 85

ция указывает ординаты точек графика 
ь

у = f (х) то интеграл j / (ж) dx равен 
а

площади фигуры, ограниченной нашим 
графиком, осью х и вертикалями х=а и 
х =Ь.

Разумеется, далеко не всякая сумма 
большого числа п малых слагаемых 
стремится к определенному пределу 
при п * со: так, скажем, сумма п 
слагаемых, каждое из которых равно 

1—, равна, очевидно, —In и при Уп
п —> оо неограниченно возрастает, а ее 
предел не может иметь никакого конеч
ного значения. Почему же в нашем 
случае такой предел обязательно дол
жен существовать?

Разобьем отрезок длины b—а на п рав
ных промежутков длины ——— Если 
для простоты взять скорость v постоян
ной, то мы получим сумму п слагаемых, 
каждое из которых равно оД( = у— 
В итоге вся сумма (т. е. пройденный путь) 
будет равна nvLt = ——— — v b——а.), 
т. е. она не зависит от п. Здесь очень 
важно, что каждое отдельное слагаемое 
убывает как раз в таком отношении 
(пропорционально в каком растет
и число п слагаемых. Нетрудно понять, 
что в случае переменной скорости и 
разбиения всего интервала длины Ъ—а 
на п равных малых отрезков имеет 
место примерно то же обстоятельство —■ 
убывание самих слагаемых обратно про
порционально росту их числа. Так, при 
разбиении каждого маленького отрезка 
длины ДЇ на две равные части Дхі и 
Д3#, отвечающие этим половинкам сла
гаемые интегральной суммы окажутся 
примерно вдвое меньше первоначаль
ного, «большого» слагаемого; но и об
щее число слагаемых тут удваивается, 
так что порядок величины всей суммы 
не изменится 5. Читателю, которого это

5 Заметьте, что в примере с га слагаемыми 
1 ,

по “7= удвоение оощего числа слагаемых со- 
V га ~

провождается уменьшением каждого из сла- 
1

гаемых всего лишь в (=- раза. В примере
1 

со слагаемыми, равными та же опера- 

рассуждение еще не убедило, мы реко
мендуем проделать упражнения к этому 
параграфу.

Это разъяснение полезно, если исхо
дить из математического определения 
интеграла как предела суммы. В фи
зических же задачах существование ин
теграла, т. е. предела рассматриваемых 
«интегральных сумм», как правило, оче
видно. Например, очевидно, что тело, 
движущееся с конечной (постоянной 
или непостоянной) скоростью за конеч
ное время пройдет вполне определен
ный (конечный) путь. Дальше мы под
робно расскажем, как с помощью ин
теграла вычислить площадь криволи
нейной фигуры (выше мы бегло уже 
касались этого вопроса). Здесь также, 
очевидно, не вызывает никакого сомне
ния само существование ответа задачи, 
т. е. площади, а значит, и существова
ние интеграла.

Поскольку переменная интегрирова
ния может принимать значения а и Ъ, 
то ясно, что пределы интегрирования 
являются размерными величинами: их 
размерность совпадает с размерностью 
переменной интегрирования (в примере 
путь—скорость пределы интегрирова
ния имеют размерность времени). 
(Относительно размерности всего ин
теграла см. конец этого параграфа.)

Ясно, что величина определенного 
интеграла зависит лишь от значений 
подынтегральной функции внутри 
промежутка интегрирования; значения 
функции вне этого промежутка на вели
чину интеграла влиять никак не могут 
и нас нисколько не интересуют. Так, 
пройденный путь z (а, Ъ) зависит, ко
нечно, лишь от значения скорости v = 
—v (t) внутри промежутка интегриро
вания, но совсем не зависит от того, 
какой была скорость раньше, до мо
мента t =а, и какой она будет потом 
(после момента t=b).

В § 1 отмечалось, что путь можно 
определить, вычислив площадь на гра
фике зависимости скорости от времени. 
Задача нахождения площади S, 
ограниченной сверху линией с задан
ным уравнением у =у (х), снизу — осью 
абсцисс (осью х), с боков — линиями 
х=а и х=Ь, т. е. площади криволиней-

ция приводит к четырехкратному уменьше
нию каждого слагаемого, так что новая сумма 
составляет лишь половину первоначальной. 
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ной трапеции ABDC, основаниями ко
торой служат параллельные отрезки А С 
и BD прямых ж=а и х=Ь, а боковыми 
сторонами — отрезок АВ оси абсцисс 
и дуга CD линии у =у (х) (рис. 2), 
сводится к вычислению интеграла

ъ
S = j у (х) dx. (3.2.5)

а

Чтобы убедиться в этом, достаточно 
снова обратиться к рис. 1.2, где мы 
теперь считаем, что по оси абсцисс 
откладываются значения (произволь
ной!) независимой переменной х, а по 
оси ординат — значения функции у = 
=у (г) этой переменной, причем вели-

Рис. 3.2.2

чины х и у рассматриваются как рас
стояния переменной точки М =М (х, у) 
от осей координат (см. § 1.2) вне всякой 
связи с такими физическими понятиями, 
как время или путь. Сумма площадей 
заштрихованных на рис. 1.2, а прямо
угольников будет в этом случае равна 

п
2 а такая же сумма, изобра-

1=п
женная на рис. 1.2,6, — 2./ (xi) ^xi- 1=1
В пределе при - х - -> 0 эти суммы, 
по определению, обращаются в ин
теграл, а сумма площадей прямо
угольников стремится к площади, ог
раниченной кривой у (х), так как чем 
меньше все Аг, тем ближе к кривой 
ломаная (зубчатая) линия, ограничи
вающая прямоугольники (ср. рис. 1.3).

В заключение отметим, что опреде
ленный интеграл зависит от подын
тегральной функции и пределов ин
тегрирования, но не зависит от обо
значения переменной интегрирования. 
В самом деле, пусть дана, скажем, 
подынтегральная функция
v (t) — 3^2 5.
Заменив букву t буквой х, получим 
и (х) — За;2 -Д- 5.
При вычислении интеграла безраз
лично, как называлась переменная ин

тегрирования, важно только, в каких 
пределах она менялась, какова была 
функция этой геременной- Поэтому

или даже (конечно, такая запись ни
когда не применяется!)

ъ
z(a, b) = j и (щ) diy.

а
Переменную интегрирования можно 
обозначить (назвать) как угодно — это 
не влияет на результат!

Переменная, которая фигурирует 
лишь в промежуточных выкладках, 
а в окончательный результат не вхо
дит, называется немой переменной. Та
ким образом, переменная интегрирова
ния является немой. Обычную, не не
мую, переменную можно заменять дру
гой лишь одновременно во всех частях 
формулы; например, соотношение (г+ 
+ 1)2 =нельзя переписать так: 
(х + 1 )2 = t2 2t + 1. В интегралах же 

ь
можно писать z (a, b) — ^v(t')dt или 

а
b

z (щ b) — j v (,-r) dx. 
а

Наконец, обратимся к вопросу о р аз
мер н о с т и интеграла. По опреде
лению,
? 1=п

I y(x)dx== liiii V у(х1')і^х1. (3.2.6).
Mr; - >0 !

При этом, если величина х измеряется 
в единицах 61, а величина у — в едини
цах е2, то каждое слагаемое стоящей 
в правой части (6) суммы имеет размер
ность ete, (множитель имеет раз
мерность 61, а множитель у (х^ — раз
мерность е2), поэтому ту же размер
ность имеет и предел суммы, т. е. ин
теграл. Так, если скорость v (/) изме
ряется в см/с, а время t — в с, то путь 

ь
z^a, Ь) = j v (/)dt измеряется в еди- 

а
ницах (см/с)-с=смі; если абсцисса х и 
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ордината у измеряются в сантиметрах, 
ъ

то площадь 5 = j у (ж) dx измеряется 
а

du du '

Но ведь производная от координаты 
тела по времени есть не что иное, как

в квадратных сантиметрах (см-см=см2), 
и т. д. При этом переход к новым еди
ницам е' измерения а: и к новым еди
ницам е( измерения у приводит к умно
жению интеграла (5) на множитель 

где е ! и е2~к2е2', при этом
новый (в кук2 раз больший) интеграл 
выражает ту же величину, что и раньше, 
только измеренную в новых единицах 
еге2. Так, переход от сантиметров к мил
лиметрам увеличивает численное значе- 

ъ
ние площади S=^y(x)dx в 10-10 = 

а
= 100 раз, а переход от сантиметров 
в секунду к метрам в минуту (и от се
кунд к минутам) приводит к необходи
мости умножить (ранее выраженное 
в сантиметрах) значение пути z(а, Ь) = 

ъ
= j v(t)dt на (о,0^1^) -^ = 0,01 (новое 

а
значение пути, разумеется, будет уже 
выражено в метрах).

Упражнения
3.2.1. Рассмотрите случай v=kt[-s (равно

ускоренное движение). Найдите путь за время 
от а до Ь, разбивая этот промежуток времени 
на т равных интервалов; воспользуйтесь 
тем, что слагаемые сумм образуют арифмети
ческую прогрессию. Найдите предел суммы 
при m -» оо. Сравните полученное выражение 
с площадью трапеции на плоскости t, v, рав
ной пройденному пути.

3.2.2. Рассмотрите случай v=t и для 
этого случая найдите путь за время от /=1

2
до t = 2, т. е. найдите интеграл j t2dt. Для

і
этого можно воспользоваться разбиением ин
тервала от 1 до 2 на т равных частей и со-

„ 1 е 1считать сумму .2/|-і — или Є . t f ~ . Сравните 
эти две суммы. [Указание. Для вычисле
ния указанных сумм воспользуйтесь фор
мулой

р е 22 t З2 4- ... + ті2 _»(п + !) (2га + И J

2
3.2.3. Вычислите j xSdx., разбив отрезок

1
ОТ 1 ДО 2 на 771 меньших отрезков Дж, длины 

которых составляют геометрическую 
прогрессию, и перейдите затем к пре
делу при т * со.

§ 3. Связь между интегралом и произ
водной

Производная от интеграла. В преды
дущих параграфах мы рассмотрели от
дельно понятия производной и интег
рала. В настоящем параграфе мы (на 
примере путь—скорость) установим 
связь между этими двумя понятиями, 
которая обращает исчисление производ
ных и исчисление интегралов в одну 
содержательную и богатую приложе
ниями науку: дифференциальное и ин
тегральное исчисление, или математи
ческий анализ.

Будем считать заданной (известной) 
зависимость v=v (t) мгновенной ско
рости v от времени t. Момент t —а 
начала пути мы зафиксируем раз и 
навсегда (поезд отправляется в путь 
в момент t —а с известного нам вокзала); 
при этом проходимый за время от а до b 
путь будет зависеть от момента вре
мени Ь, будет являться функцией 
Ь. Для того чтобы подчеркнуть это 
обстоятельство, мы условимся обозна
чать пока «конечный» (неопределенный!) 
момент времени не буквой Ь, а, скажем, 
буквой и — ведь переменные величины 
мы привыкли (хоть это, разумеется, 
лишь условность!) обозначать послед
ними буквами латинского алфавита: 

zfa и)=^и^)д1;.
а

Мы знаем, что 

z (a, u) = z(u) — z (а)

(3.3.1)

(3.3.2)

(в примере с поездом постоянную z (а) 
уместно даже считать нулем). Продиф
ференцируем левую и правую части (2) 
(т. е. возьмем производные от обеих 
частей); здесь мы считаем величину и 
(независимой) переменной, а а — по
стоянной, поэтому слагаемое —z (а)

в правой части — постоянное и d (—z (а)) _ 
du

— 0. Мы получим
dz (а, и) _  dz (и) 



 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

88 Гл. 3. Что такое интеграл

мгновенная скорость тела; поэтому
(и)__^ ) — СКОРОСТЬ В МОМЄНТ U И,

значит, 
dz (а, и) 

du V{U). (3.3.3)

Подставим сюда выражение (1) пути 
z (а, и) в виде интеграла; получим

(3.3.4)

Это равенство является важнейшим 
общим свойством определенного интег
рала. В таком виде оно является общей 
математической теоремой; его правиль-

Рис. 3.3.1

ность не зависит от того, является ли 
v (Z) скоростью (а интеграл — путем) 
пли v (Z) есть какая-то другая величина. 
Для любой функции, скажем у (х), 
имеем: 

(3.3.4а)

где теперь мы снова обозначаем верхний 
(переменный) предел интегрирования 
через Ь.

Словесная формулировка теоремы та
кова: производная от определенного ин
теграла по его верхнему пределу равна 
значению подынтегральной функции от 
верхнего предела интеграла.

Ввиду важности этой теоремы (ее на
зывают теоремой Ньютон а— 
Лейбница^ дадим другой вывод 
ее, основанный на рассмотрении пло
щади. Производную будем вычислять 
по всем правилам, как предел отноше
ния приращения функции к прираще
нию независимой переменной. Итак, 
пусть

ь
Ца, b) = j y(x}dx.

а

1 В некоторых старых учебниках диффе
ренциального и интегрального исчисления 
теорему Ньютона—Лейбница называли основ
ной теоремой еысшей математики; это назва
ние звучит несколько выспренно, но оно 
вполне оправдано.

Этот интеграл есть площадь, ограни
ченная сверху кривой у (х), снизу — 
осью х, а слева и справа — вертикалями 
х=а и х=Ь (см. рис. 2.2).

Как найти приращение А/ инте
грала I при малом изменении At 
верхнего предела t? По определению 
приращения,
AZ =7 (а, t-f-Aft)—I (а, Ь).
Но площадь, равная интегралу I (а, Ь+ 
Д-ДЬ), отличается от площади I (а, Ь)- 
тем, что правая вертикаль сместилась 
вправо еще на (малое) At (ср. рис. 1 
и рис. 2.2). Следовательно, приращение 
Д7 есть разность двух площадей: пло
щади от а до 7 + At и площади от а до Ь. 
Ясно, что Д7 есть площадь тонкой 
полоски, заштрихованной на рис. 1, 
основанием которой на оси х (или 
проекцией которой на ось х) является 
отрезок длины At.

Искомая производная равна пределу
di (а, Ь) 

db

Но, очевидно, что при стремлении At'- 
к нулю площадь полоски Д7 прибли
жается к произведению у (Ъ) At — ее 
ширины At на высоту, а отношение 
д/ — к величине у (Ъ).

Таким образом, мы снова наглядно 
убедились в справедливости теоремы 
Ньютона-Лейбница:

Определенный интеграл известной 
функции у (х) или v (t) есть функция 
пределов a, b интегрирования — функ
ция двух переменных а и Ь. Формула 
(4) (или (4а)) указывает значение произ
водной этой функции по верхнему пре
делу интегрирования — по перемен
ной t; ниже, в § 5, мы найдем также зна
чение ее производной по переменной а 2 

Данное в предыдущем параграфе 
определение интеграла как предела 
суммы объясняет роль этого важней-

2 По существу здесь, конечно , речь идет 
о частных производных функции / (а, Ь) = 

ь
— j у (х) dx двух переменных а и Ь

а
(см. § 4.12). 
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шего понятия в решении физических 
или геометрических задач: в вычисле
нии пройденного пути по известной 
(переменной) скорости, в определении 
площади криволинейной трапеции и 
в других проблемах, приводящих к со
ставлению «интегральных сумм» (в даль
нейшем нам встретится много примеров 
таких проблем). Но это определение 
не дает удобного общего способа вычис
ления интеграла или способа нахожде
ния интеграла в виде формулы как 
функции пределов интегрирования 3.

3 Лишь в редких случаях и с трудом уда
ется провести суммирование произвольного 
числа малых слагаемых, фигурирующих в оп
ределении интеграла (см., например, упр. 2.2 
и 2.3).

Способ нахождения такой формулы 
следует из доказанной выше теоремы 
о производной от интеграла. При этом, 
кроме свойства производной от интег
рала, используется еще второе свойство 
определенного интеграла: определен
ный интеграл равен нулю, когда верх
ний и нижний пределы его совпадают,'.

а

z(a, а))= ^v(t)dt —0. (3.3.5)
а

Это свойство вполне очевидно — путь 
равен нулю, если равно нулю время 
пути.

Сама формула, дающая значение 
интеграла как функцию пределов ин
тегрирования, будет выведена таким 
способом в § 4.

Интеграл от производной. В выра
жении

ь

j v (і) dt (3.3.6)
а

подынтегральная функция v (t) может 
быть какой угодно, и регулярного спо
соба, гарантирующего нахождение ин
теграла при любой функции v (Z), просто 
не существует. Пусть, однако, нам по
везло — мы сумели найти такую функ
цию F, что подынтегральная функция 
v (t) является производной этой функ
ции F:

= (3.3.7)

В этом наиболее благоприятном случае 
дело обстоит совсем хорошо: здесь 

легко найти точное значение интеграла. 
Для того чтобы выписать его, вспомним 
приближенное выражение приращения 
функции F (ср. формулу (2.4.6)):

MFf&F (t) bt = v(t) Ді,

или, в более обычных обозначениях, 
ь 

относящихся к интегралу ) / (ж) dx, где

__ dF (х)
dx ’

&F л F (ж) &х — f (ж) Дж. (3.3.8)

Величина, стоящая в правой части 
равенства (8), представляет собой как 

a S
—і----- .------------ ■-----.------ 1--------►

лв j:, л, Лс ь

Рис. 3.3.2

раз одно из тех слагаемых, сумма ко
торых определяет интеграл. Поэтому, 
положив, скажем, Дж, _ж;—х1_1 и, зна
чит, &F =F (х1)—F (ж,_Д, можно при
ближенно написать
Д_ _ F (жД — F (_z_i) ( f (ж,) (ж, — xl_x) = 
_ /(жДДж,. (3.3.9)

Равенство (9) является приближен
ным; однако чем меньше разность между 
ж, и х^, т. е. приращение Дж,, тем 
оно точнее. Но при уменьшении раз
ности ж;—ж,_х_^Л^ж,, т. е. при сближе
нии xL и жм, уменьшается и различие 
между / (ж,) и / (ж__); поэтому в правой 
части формулы (9) с одинаковым пра
вом, с одинаковой степенью точности 
можно написать и f (ж,_х), и / (ж,) — 
мы выбрали последний вариант.

Выпишем теперь подобные (9) фор
мулы для всех промежутков, на 
которые разбита область интегрирова
ния, т. е. интервал от а до Ъ. Пусть, 
например, интервал разбит на пять про
межутков (рис. 2), так что ж0_а, 
ж5 _6; тогда

F (сД — F (ж0) — f (жД (ж1 — ж0), 

F Ы — F (сД f (X (;_2 — Xi) .
F (®з) — F (х2) лі f ()3) (xs — ж2), 
F (Xi) — F Ы f (х^) (X — хЗ,

F X) — F Ы « / О (( — Xt)-

(3.3.10)



 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

90 Гл. 3. Что такое интеграл

Сложим эти пять равенств. В левой 
части сократятся все значения функ
ции F при промежуточных значениях х, 
останется только
F (хъ) - F (х0) = F (b) — F (а).

В правой части получаются как раз 
такие суммы, с помощью которых мы 
в § 1 приближенно выражали интеграл 
(там мы выражали путь z (а, Ь) при 
данной скорости v (t)). Итак,

F,b) — (xl) — xl_) =

b

= 5 / Ы ЬХ; X J f (x) dx>
a

, і . dF где
Чем меньше каждое приращение Дгг, 

т. е. величина х——х1_,, тем точнее вы
ражение (9) приращения &F. Но при 
уменьшении всех разностей Да:г =хг— 
—хг_± (и при неограниченном увеличе
нии числа отрезков Да:,) суммы стре
мятся к интегралу. Поэтому равенство

ь
F(b) — F(a) = \f (ж) где / (х) =

“ (3.3.11)

является уже совершенно точным.
Последнее утверждение представляется до

статочно убедительным, однако его можно 
обосновать и более точным подсчетом. Дело 
в том, что ошибка, допускаемая каждой по
добной (8J или (9) формулой, вообще говоря, 
является квадратичной: она примерно про
порциональна второй степени длины A t интер
вала, т. е. имеет вид с (ДІ)2, где число с=с (t) 
от t зависит достаточно слабо — с вполне 
удовлетворительной степенью точности его 
можно считать постоянным- (все это будет 
подробно объяснено в гл. 6). Таким образом, 

Ъ — а
при Дх = —-— в каждом из выражений (10) 
(число которых теперь надо считать равным 
не 5, а п) допускается ошибка, пропорцио- 

1
нальная Д/2 = (6 — а)2. Поэтому полная

ошибка, накапливаемая при суммировании 
таких приближенных равенств, будет пропор- 

г 1 ,1 1циональна п I | (Ь — ау I = — (Ь — а)2, от
куда и вытекает, что она неограниченно 
уменьшается при п -» оо.

Формула (И) устанавливает связь 
между задачами об интеграле и о произ
водной. Из этой формулы следует, 
что если бы удалось найти такую 
функцию F, производная которой равна 
подынтегральной функции /, то задача 
вычисления интеграла была бы ре
шена — нам осталось бы только при
нять за аргумент этой функции значе
ния а и Ъ и найти разность
F (b)—F (а).

Ввиду огромной важности формулы 
(11) в следующих параграфах мы дадим 
другой ее вывод на основе более под
робного рассмотрения свойств интег
рала и функции F.

определенного интеграла: 
определенного интеграла 
пределу интегрирования

(3.4.1)

§ 4. Неопределенный интеграл
В предыдущих параграфах мы ввели 
понятие определенного интеграла как 
предела суммы большого числа малых 
слагаемых. В § 3 было выявлено глав
ное свойство 
производная 
по верхнему 
равна подынтегральной функции:

ь 
если z (а, Ь) = | v (() dt,

а 
dz(a, Ь) „что _—>=v(V).

Теперь мы хотим воспользоваться этим 
свойством для вычисления определен
ного интеграла.

Итак, будем искать такую функцию 
переменной Ь, производная которой 
есть известная функция v (b). Обозна
чим эту функцию через F (Ь). По опре
делению,
dF lb)
~ЗГ =vVh (3.4.2)

Равенство (2) не определяет пол
ностью функцию F (Ь). Ведь прибав
ление любой константы к функции 
не меняет ее производную; следова
тельно, если F (Ь) удовлетворяет (2), 
то и функция G (b)=F (Ь+С при лю
бой постоянной С удовлетворяет тому 
же равенству.

Функцию F (Ь), удовлетворяющую 
условию (2), называют неопределенным 
интегралом функции v (6); аналогично, 
если

(3.4.2а>



 
 

 
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 
 
 
 
 

§ 4. Неопределенный интеграл 91

-го говорят, что функция F (х) есть 
неопределенный интеграл функции / (ж). 
В этом названии отражаются два свой
ства величины (функции) F. Во-первых, 
функция F имеет такую "же производную 
по Ь, как и (определенный) интеграл 

ь

z (а Ь') или j f(x)dx (ср. (1) и (2) 
а

или (2а)); поэтому F также называют 
«интегралом». С другой стороны, эта 
функция условием (2) (или (2а)) пол
ностью не определена, ибо к ней всегда 
можно прибавить произвольную по
стоянную С; поэтому здесь представ
ляется вполне уместным прилагатель
ное «неопределенный».

Любое решение уравнения (2) (или 
(2а)) может отличаться от одного ка
кого-нибудь его решения F (Ь) (или 
F (х)) только на ту или иную п о- 
стоянную величину. В самом 
деле, если G (Ь) есть другое решение (2), 
то для разности F—G получим 

±[F'b)-G^(b} = v(b—»b) = °.

Но производная одной лишь постоян
ной функции равна нулю при любых 
значениях аргумента — только пол
ностью покоящееся тело все время имеет 
нулевую скорость.

Определенный интеграл z (а, Ь) со
гласно (1) тоже является одним из 
решений уравнения (2). Значит, и 
z (а, Ь) можно представить в виде 

z{a, Ъ) = Р{Ъ-—-С, (3.4.3)

где F (Ь) — какое-то решение (2), С — 
(неопределенная) постоянная, которую 
нам требуется определить. Для того 
чтобы добиться этого, воспользуемся 
вторым свойством определенного ин
теграла — равенством его нулю, когда 
верхний и нижний пределы интегриро
вания совпадают:

z(a, а) = 0 (3.4.4)

{см. (3.5)). Подставляя в (3) Ь =а и 
используя (4), получим

0 = F (a) -j- С, т. е. С — —F(a).

Отсюда окончательно получаем

z(a, b) = F (b) — F (а), (3.4.5) 

или
ь
-(X}dx = F (b) — F (а) где F' (х) ~ г (х). 
° (3.4.5а)

Отметим, что «неопределенность» 
функции F (Ь) ничуть не мешает вы
числению с ее помощью определенного 
интеграла по формуле (5), или (5а). 
В самом деле, возьмем вместо F (Ь) 
какое-нибудь другое решение уравне
ния (2), например G (й), отличающееся 
от F (Ь) на постоянную величину С: 
G(b) = F (Ь)-—-С.

Будем вычислять определенный ин
теграл по формуле (5), заменив только 
F на G:
z(a, 5) = G(6) — G(a) — [F(5--C] — 
-[7(a) + C] = F(&-F(a).
Мы получили тот же результат, что 
и выше!

В примере путь—время неопределен
ный интеграл удобно обозначать той же 
буквой z, которой мы обозначаем опре
деленный интеграл. При данной подын
тегральной функции v (t) определен
ный интеграл зависит от верхнего и от 
нижнего пределов интегрирования, т. е. 
является функцией z =z (а, Ь) двух 
переменных а и Ь. Неопределенный 
интеграл есть функция одной перемен
ной — обозначим ее t. Итак, неопреде
ленный интеграл есть функция, удов
летворяющая условию 
z'(;)=^ = р(0. (3.4.6)

С помощью этой функции определенный 
интеграл z (а, Ь) функции v (/) нахо
дится по формуле

ь
z(a, b')—\vU)dt = z(b) — z (а). (3.4.7) 

а

Принята следующая краткая запись 
разности значений одной и той же 
функции при двух различных значе
ниях переменной:
2 () |1« = 2 (5) — 2 (а). (3.4.8)

В этой записи слева стоит функция 
немой переменной t, правее которой 
ставится вертикальная черта и у черты 
сверху то значение переменной, при 
котором мы хотим взять функцию со 
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знаком плюс, а снизу — то значение, 
при котором функция берется со зна
ком минус.

Подставляя в фигурирующий в (7) 
интеграл функцию v (t), выраженную 
через z (t) согласно (6), а в правую 
часть (7) — выражение (8), получим 
тождество
, ъ
р I ь

z (i) dt = z (і) I , (3.4.9)
laa

или, в других обозначениях,
ь
f / 1^
1 F (x)dx = F(x)l . 33?i.9a)
J laа
Обратите внимание на похожее распо
ложение а и Ъ слева и справа, облегчаю
щее запоминание формулы (9) (или (9а)).

Мы достаточно подробно обсудили 
само понятие неопределенного интег
рала; пора перейти к примерам. Рас
смотрим задачу о пути, пройденном 
за время от а до Ъ при скорости движе
ния v (t) =t2. Искомый путь равен опре
деленному интегралу

ъ
z (а, Ъ) = j t2clt.

а
В этой задаче неопределенный интеграл 
z (t) получается из решения уравнения

Но мы знаем, 
d (td3) ~ Т (Щ2) 

dt 3 '

(3.4.10) 
d (t») „ „что —— = 111 — значит, dt

— 4. Cледовательно,
уравнению (10) удовлетворяет функция

(3.4.11)

где С — произвольная постоянная, ко
торую можно принять и равной нулю — 
ведь, как мы знаем, от этого разность 
значений функции z при двух значе
ниях независимой переменной ни
сколько не зависит.

Подставим (10)
ь
г ,2,, t3 |s Ь3

а
В частном случае

1

(11) в формулу (9):

а»
“ —з~-

а = 1, Ъ — 2 имеем

^2,333.

Таким образом, с помощью неопреде
ленного интеграла мы в нескольких 
строчках получили точно резуль
тат, к которому мы мучительно прибли
жались в § 1 численными расчетами.

Определенный интеграл есть предел 
сумм вида

v — — (Ч — Ч) Ч- v (Ч) (Ч — П) Ч- • • •
при стремлении к нулю каждого сла
гаемого и соответствующем увеличении 
числа слагаемых; для его приближен
ного вычисления нужно разбить об
ласть интегрирования на несколько 
интервалов, найти приближенное зна
чение пути vht в каждом интервале 
и сложить их. Чтобы получить хорошую 
точность, нужно сделать много ариф
метических операций. Но если известен 
неопределенный интеграл z (t), т. е. 
известна функция, производная кото
рой равна подынтегральной функ
ции v (Z), то любой определенный ин

ь .
теграл j v (і) dt получается немедленно 

а
по формуле (9). Умение находить функ
ции с заданной производной (неопреде
ленные интегралы) «неожиданно» дает 
мощный способ вычисления сумм (оп
ределенных интегралов).

Неопределенный интеграл иногда на
зывают первообразной функцией, вос
принимая этот термин как обратный 
к понятию «производная»: речь идет 
о той функции, от которой берется (из
вестная нам) производная. Термин 
«первообразная» широко используется 
учебниками, которые начинают интег
ральное исчисление именно с неопре
деленных интегралов, а определенные 
интегралы вводят позже. Мы этот тер
мин использовать не будем.

Неопределенный интеграл всегда 
можно выразить через определенный 

z(t) = C-j- j v (x)dx. (3.4.12)
®0

Применяя правило о производной 
определенного интеграла по верхнему 
пределу, легко проверить, что задан
ная формулой (12) функция z (t) удов
летворяет (6) при любых постоянных 
С и а0.

Во всех задачах в ответ всегда вхо
дит разность значений z (Ъ)—z (а), ко



 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

§ 4. Неопределенный интеграл 93

торая не зависит от Си а0. Поэтому (12) 
можно записать короче:

t 
z(t)~ j у (х) dx.

Наконец, часто пишут еще короче: 

z(f) = j v(t)dt. (3.4ЛЗ)

Этот способ записи весьма употребите
лен, и мы тоже будем им пользоваться; 
однако надо иметь в виду, что равен
ство (13), в сущности, неправильно *.  
Его можно сравнить с теми граммати
чески или ' формально логически непра
вильными выражениями, которые ши
роко применяются в разговорной речи, 
всем (кроме детей и педантов-придир) 
понятны и принимаются без возраже
ний, вроде выражений «съесть еще одну 
тарелочку» или «плюнуть на это дело». 
В математике достаточно часто приме
няются не совсем точные, но достаточно 
понятные записи и выражения; обычно 
они никаких затруднений ни у кого 
не вызывают.

В записи (13) нарушено основное 
правило, согласно которому (немая!) 
переменная интегрирования не имеет 
права использоваться в окончательном 
результате. Употребляя краткую за
пись (13), надо всегда помнить, что 
это лишь условное сокращение точного 
выражения (12), в котором С =z (а0).

Известные нам формулы для произ
водных дают первую таблицу неопре
деленных интегралов: 

^dt = t, ^tdt= j-y,

r dt   1
J ~~ ~~ T’

Кроме того, результаты упр. 2.4.2 и 
2.4.3, позволяют написать:

= 2# ^idt=yt*.

Для того чтобы проверить любую из 
этих формул, достаточно найти произ-

1 Заметьте, что в левой части (13) стоит 
какая-то функция z (і), а в правой — 
неопределенный интеграл, т. е. семей
ство F (t)+C функций, отличающихся 
одна от другой на константу (ибо в записи 
F (£)+С число С произвольно). 

водную от правой части. Если при 
этом получится функция, стоящая под 
интегралом, то формула верна.

Подробно способы нахождения не
определенных интегралов от различ
ных функций рассматриваются в гл. 5. 
Благодаря связи между интегралом 
и производной удается найти интегралы 
большого числа функций.

Задача интегрирования является тех
нически более сложной, чем задача 
нахождения производных. Эта слож
ность проявляется, в частности, в том, 
что при интегрировании рациональных 
(не содержащих корней) алгебраиче
ских выражений в ответе иногда появ
ляются логарифмы и обратные тригоно
метрические функции; при интегриро
вании алгебраических выражений с кор
нями результат может выражаться при 
помощи новых, не элементарных, функ
ций, которые нельзя выразить с по
мощью конечного числа действий над 
алгебраическими, степенными и триго
нометрическими функциями (ср. § 5.5). 
Однако трудности выражения интег
ралов не должны заслонять принци
пиальную простоту и ясность понятия 
интеграла. Если нельзя (или трудно) 
сосчитать интеграл по формуле (5а), 
то его всегда можно подсчитать прибли
женно при помощи хотя и трудоемких, 
но в принципе весьма простых расче
тов.

В последнее время, в связи с появле
нием карманных компьютеров вычис
ление сумм 10, 20 или 50 членов стало 
достаточно простым делом, требующим 
10—30 мин в зависимости от сложности 
подынтегрального выражения. Поэтому 
во многих случаях такое прямое вы
числение оказывается предпочтитель
ным по сравнению с получением слож
ных формул. В дневнике замечатель
ного физика Энрико Ферми приведен 
расчет довольно простого определен
ного интеграла. Несмотря на то что 
соответствующий ему неопределенный 
интеграл выражался через функции 
арксинус и натуральный логарифм, 
Ферми предпочел найти интеграл чис
ленно, не пользуясь формулой (5а).

Наиболее быстрые и точные способы 
численного интегрирования рассматри
ваются во многих книгах. Кратко об 
этом рассказано, например, в книге 
[15].
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& г

у к 6

Рис. 3.4.1

О CO'j;) ,z

Рис. 3.4.4

У

Рис. 3.4.5

,— a •v # У 0

л
У - У ■г о

Упражнения
і

3.4Л. Вычислите интегралы: a) J t2dt' 
о

і, і 2 з
f rdt (• dtб) J t2df, г) J
і її
3.4.2. а) Найдите площадь прямоугольного 

треугольника с основанием Ъ и высотой h при 
помощи интеграла. [Указание. Совместите 
начало координат с вершиной острого угла 
треугольника, а вершину прямого угла рас
положите на оси абсцисс (рис. 1, а). Найдите 
уравнение гипотенузы в этой системе коорди
нат и вычислите площадь как интеграл.]

б) Найдите площадь того же треугольника, 
совместив вершину прямого угла с началом 
координат, а вершину острого угла — с точ
кой (5, 0) (рис. 1, б). [Указание. Вос
пользуйтесь очевидным свойством интеграла 
суммы двух функций: J (/ -f- g) dx = J fdx + 

+ J

Замечание. He возмущайтесь тем, 
что Вам приходится употреблять усилия 
для получения общеизвестного результата 

1
5Д = t bh, — ведь методы интегрирования 
применимы и там, где элементарные способы 
нахождения площадей оказываются бессиль
ными!

3.4.3. а) Найдите площадь под параболой 
у=ахг (рис. 2, а), ограниченную вертикалью 
х=х0 и осью абсцисс; выразите площадь через 
координаты г>, Уа конца дуги ОА пара
болы.

б) Тот же вопрос для случая параболы, 
проходящей через начало координат, гори
зонтальная касательная к которой проходит 
через ее точку В (х>, Уо) (рис. 2, б). [Указа
ние. Ответ можно получить немедленно, 
пользуясь результатом упр. За. Тем не менее 
не поленитесь и сделайте все .по порядку, 
не стремясь сократить работу с помощью остро
умной находки. Уравнение параболы следует 
искать в виде y=kx2-{-px-}-q, где величины 
к, р, q можно найти из условий прохождения 
линии через точки (х>, Уо) и начало координат 
(0, 0) и из условия горизонтальности касатель
ной к параболе в точке (ж>, г/>)- Площадь 
выразите через х>, ул. Если Вы не можете 
использовать результат упр. За, то сперва 
поступите как указано выше — и полученный 
результат сам подскажет связь между 
упр. а и б.]

3.4.4. Запишите выражение площади полу
круга радиуса г (рис. 3) в виде определенного 



 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

§ 5. Свойства интегралов 95

интеграла. [Указание. Воспользуйтесь 
уравнением окружности: х2+^г/2=г2. [

3.4.5. Найдите величину интеграла 
і

Jdx
Т+Т» 

о
по формуле трапеций (см. § 1),

приняв значения п—5 и п=10. Вычисления 
ведите с четырьмя знаками после запятой. 

Замечание. Точное значение этого 
интеграла равно л/4=0,785398 (см. далее 
упр. 5.2.4); приближенное вычисление инте
грала дает возможность найти приближенное 
значение числа л.

3.4.6. Постройте график функции F(x) =
X

= j у (х) dx, где график функции у (х) изо- 
а

бражен на рис. 4. Значения а примите рав
ными 0; 4; 8.

3.4.7. Постройте график функции

F (х) = j у (х) dx,

о 

где графики (возможные) функции у (х) изо
бражены на рис. 5.

3.4.8. Постройте кривые
X

F (я) = j tp (х) dx, 
о

графики функции ? (я) (возможные) изобра
жены на рис. 0.6 и 0.7 (см. с. 484). Сравните 
F (х) с функциями у (я), графики которых 
изображены на рис. 2.5.5 и 2.5.6.

§ 5. Свойства интегралов

Мы рассматривали выше самый простой 
случай определенного интеграла, когда 
подынтегральная функция положи
тельна и верхний предел интегриро
вания больше нижнего:

ь
z(a b) — j v (t) dt, v(t)>Q и a.

a

В этом случае интеграл, очевидно, 
положителен, так как он равен пределу 
суммы положительных слагаемых. Ин
теграл имеет простой физический смысл 
пути (если v=v (t) — это скорость) 
или площади (если v —v (t) — 
уравнение кривой). А каким будет 
знак интеграла от отрицатель
ной функции, т. е. в случае v (t) < О?

Оставим пока в силе условие b > а. 
В выражении суммы (переходящей в 
пределе в интеграл) в каждом члене 
множитель М положителен, множи
тель v (t) отрицателен, каждое слагае
мое отрицательно, сумма отрицательна, 
интеграл также отрицателен. Итак, 
если г (/) < 0 при а < t < b (так что 
здесь b > а), то

ъ
j v (і)dt << °.
а •

В случае движения смысл ответа прост: 
отрицательное значение v означает, что 
движение происходит в сторону, про
тивоположную положительному направ
лению, т. е. направлению возраста
ния координаты z. Путь, пройденный 
в отрицательном направлении, мы 
всегда считаем отрицательным. При 
таком движении z уменьшается, z (b) 
<Z z (а). Общая формула 

ь 
z(b) = z (а) —f— z («, b) = z (а) -|- j vdt

а 
Ъ

и j v (t)dt = z (b) — z (a)
a

остается при этом в силе — только 
во второй ее форме обе части равенства 
отрицательны.

В случае знакопеременной 
скорости может случиться, в частности, ь
что j v (t)dt = 0 хотя Ъ > а и Ь==а. 

а
Это произойдет, если часть времени 
от а до b тело двигалось в одну сторону, 
а другую часть времени — в противо
положную сторону, в результате чего 
к моменту Ъ оно вернулось в исходное 
положение, т. е. в то положение, в ко
тором находилось в момент а.

Обратимся к задаче о площади под 
кривой. При 6 > а и « (t) >0 интеграл 
равен площади, ограниченной кривой 
v=v(t), осью t и вертикалями t=a, 
t=b (рис. 1, а). При г<0 и Ъ > а, 

ъ
как мы знаем, j vdt <С 0. В этом слу- 

а ■
чае кривая лежит ниже оси абсцисс 
(рис. 1, б); поэтому, для того чтобы 
сохранить закон, по которому пло
щадь равна интегралу, необходимо счи
тать площадь отрицательной,



 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
 

 
 

  
 

  
 

   
 

 

 
 
 

 
 

96 Гл. 3. Что такое интеграл

когда кривая v =v (і) лежит ниже 
оси абсцисс.

Возьмем теперь знакопеременную 
функцию, например синусоиду v (і) _

Рис. 3.5.1

_s(n t (рис. 2). Нетрудно видеть, что 
площадь, задаваемая этой кривой на 
отрезке, равном периоду функции, т. е. 
от t=0 до t=2r., по нашему определе

нию, равна нулю. Это значит, что пло
щадь первой полуволны, которую мы 
считаем положительной, сокращается

---- 1----—+---- ----- —>-
< ,7 І

Рис. 3.5.3

с отрицательной площадью второй полу
волны \

Определенный интеграл обобщается 
и на случай, когда верхний предел

О
-I------ 1----- ҐТ

о ЛсС

о

а с ( t

Рис. 3.5.4

1 Если перед нами стоит вопрос о том, 
сколько нужно краски, чтобы закрасить за
штрихованные на рис. 2 области, то такое 
определение площади, разумеется, будет бес
полезно. В этом случае надо разбить весь ин
теграл на части, в каждой из которых sin х со
храняет один и тот же знак (в данном случае 
на две части — от 0 до л и от л до 2 л), подсчи
тать интеграл по каждой части отдельно 
и сложить абсолютные величины интегралов, 
относящихся к отдельным частям. 

меньше нижнего. В этом случае 
мы уже не будем говорить о пути, 
времени, скорости (ср. § 1), а обра
тимся к определению интеграла как 
суммы (см.§ 2). Разбивая снова отре
зок от а до Ъ (рис. 3) на п частей 
промежуточными значениями t±, t2, . . 
^„_1, убедимся, что все Д/ теперь от
рицательны. Легко проверить, что

b а
j v(i)dt = — j v{i)dt, (3.5.1)

a b
так как при любом разбиении отрезка 
[а, 6] соответствующие суммы будут 
отличаться знаками всех Ді во всех 
слагаемых.

Существенное свойство интеграла со
стоит в том, что область интегрирова
ния можно разбить на части: путь, 
пройденный за время от а (начало) 
до Ъ (конец), можно представить как 
сумму пути, пройденного за время от а 
до с (промежуточного момента времени) 
и от с до b (рис. 4, а):

4 с ъ
\v(t')dt = ^v(t)dt -f- j v (() dt. (3.5.2)

а а с
При помощи соотношения (1) можно 

распространить формулу (2) и на слу
чай, когда с лежит не внутри проме
жутка [а, Ь], а вне его. Пусть, 
например, с > b > а (рис. 4, б). Тогда, 
очевидно,
о b с
j и (t)dt — ( v (t) di -f- ( v (() dt. (3.5.3)
a a b

Перенесем последнее слагаемое влево 
и воспользуемся (1):

с с с b
j vdt — j vdt _ j v (t')dt -|- j v (t) dt — 
aba c

b
_ j vdt. (3.5.4)

a
Таким образом, мы получили равенство, 
в точности совпадающее с (2).

Аналогично можно рассмотреть все 
другие случаи взаимного расположения 
чисел а, Ъ, с — точек числовой оси 
(всего имеется шесть вариантов распо
ложения этих точек). Читатель легко 
сможет рассмотреть их саміостоятельно 
и убедиться, что формула (2) верна



 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

  

  

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

§ 5. Свойства интегралов

во всех этих случаях, т. е. независимо 
от взаимного расположения чисел (то
чек) а, Ь, с.

Все эти свойства определенных ин
тегралов мы вывели исходя из опреде
ления интеграла как предела суммы. 
Но эти свойства следуют также из 
выражения определенного интеграла че
рез неопределенный. В самом деле, 
пусть неопределенный интеграл 
j v(t)dt — z(t).

Тогда
ь
j v (t) dt — z(b) — z (a)

a
И

a b
v (f) dt — z[(a) — zip) = — j v (t)dt. 

b a
Аналогично

cb

v (£) dt = z (b) — z (a), j v (f) dt — z (c) —
a a

b

— z(a) и j v (t)dt — z(fi) — z (c), 
c

откуда
b с b

^v(t')dt = jv(t)dt^-ju (t) dt.
a a c

Основной закон о том, что производ
ная от интеграла равна подынтеграль
ной функции, относится к производной 
по верхнему пределу. Если определен
ный интеграл рассматривать как функ
цию его нижнего предела при закреп
ленном (постоянном) верхнем пределе, 
то ответ получит знак «минус»:

=І ( і v ® d*)  = ~v <a>* <3-5*5)

2 Площадь, ограниченная вертикальными 
прямыми t=a+Aa, t—b, кривой v=v (t) 
и осью t, меньше площади, ограниченной 
вертикальными прямыми t=a, t=b, кривой и 
осью t.

Причину появления знака минус 
в этой формуле легко понять, рассмат
ривая интеграл как площадь: положи
тельное приращение Да, очевидно, 
уменьшает площадь (рис. 5)2. Фор

мально”тот же результат можно полу
чить, переставив пределы (при этом 
нам придется изменить знак) и затем 
применяя известный закон о производ
ной по верхнему пределу:

— —v (а).
В связи с вопросом о знаке интеграла 

отметим пример, часто вызывающий 
недоумение у начинающих. Рассмотрим

Это равенство вытекает из найденного 
ранее значения производной
<(1/ж) _____ 1_

dx хг "

Правилен ли знак у интеграла? Мо
жет ли быть отрицательным интеграл 
от положительной функции ^2 ? Не про
тиворечит ли этот знак сделанным выше 
утверждениям?

Наше недоумение связано с тем, что 
формулу (6) мы записали неаккуратно. 
Если переписать ее в полном виде 

то уже нельзя будет говорить о ТОМ 
что знак интеграла всегда отрицателен, 
так как это зависит еще от знака и 
величины С.

В действительности все утверждения 
о знаке относились к определен
ному интегралу. Возьмем

Ц*=(-1)1>(Ч)-(-4>  
а

__2 _ (Ь — а)
a b ’ ab *

При^б >> а (и если притом и а и Ь,_ 
каждое в отдельности, положительны) 
интеграл положителен, как и должно 
быть, т. е. формула (6) правильна, 



 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

98 Гл. 3. Что такое интеграл

приводит к верному результату для 
определенного интеграла. Забегая впи- 

Sdx

связаны другие, уже не фиктивные, 
а истинные трудности, которые будут 
рассмотрены в § 5.2.

§ 6. Примеры и приложения

В гл. 2 и предыдущих параграфах гл. 3 
мы рассматривали соотношение между 
путем и скоростью, соотношение между 
уравнением кривой и площадью под 
этой кривой. Эти соотношения пред
ставляют собой те конкретные вопросы, 
на почве которых исторически сложи
лись дифференциальное и интегральное 
исчисления. Но понятия производной 
и интеграла применимы, конечно, не 
только - к перечисленным вопросам, 
а к чрезвычайно широкому кругу яв
лений, к самым различным областям 
науки, техники, жизни. В сущности 
говоря, производная, интеграл и тео
рема Ньютона-Лейбница, фиксирую
щая связь между ними, представляют 
собой определенный язык, наиболее 
приспособленный для описания законов 
природы.

Учащийся, - начинающий изучение 
иностранного языка, чтобы привыкнуть 
к нему, повторяет однотипные простые 
фразы: «на столе стоит стакан», «на 
столе лежит хлеб», «на полу сидит 
кошка», «на полу сидит мышь». Вот 
так же в начале изучения высшей 
математики надо на многих похожих 
примерах - повторять соотношения между 
производной и интегралом. Сперва надо 
научиться иностранному языку, а по
том уже высказывать на этом языке 
определенные мысли, утверждения, же
лания. Так и мы сначала научимся 
выражать хорошо известные соотноше
ниями формулировать задачи на языке 
математического анализа, а уже потом 
будем решать эти задачи и получать 
новые результаты х.

Приведем несколько типичных при
меров, иллюстрирующих содержание- 
настоящей главы; большинство этих 
примеров будут продолжены и развиты 
в дальнейших главах.

1. Ускореии е и равно
ускоренное движение; ра
бота силы. В гл. 2 и 3 мы по
стоянно рассматривали перемещение- 
тел и скорость движения как производ
ную от координаты тела по времени. 
Но после того как мы нашли мгновин- 

.... dz (t)ную скорость V () = - - и - и определили- 
еи зависимость от времени, становится 
уместным вопрос о «скорости изменения- 
скорости». Бегло этого вопроса мы уже 
касались в § 2.7.

Производная скорости v (/) по вре
мени
dv (t)

(3.6.1).

называется ускорением и обозначается 
обычно буквой a (acceleration — уско
рение по-французски). Так как раз
мерность СКОРОСТИ СМ/С ИЛИ М/С, ТО' 
размерность ускорения см/с2 или м/с2.

Запишем скорость в виде производ- 
„ dzнои от пути по времени v = — и подста

вим в (1). Тогда получим
d / dz — d2z „ „а уг(уТ)— dF ' (3.6.1 2)< 

1 Г е т е говорил: «Математики — это род 
французов: стоит им что-либо сказать, как 
они сразу переводят сказанное на свой язык — 
и это оказывается совсем не тем, что Вы перво
начально имели в виду». С этим перекликается 
известное высказывание замечательного аме
риканского физика, творца современной тер
модинамики Джозайи Уилларда Гиббса 
(1839—1903). При обсуждении вопроса о том, 
чему следует в программах оказывать пред-

почтение: языкам, особенно латыни и грече
скому, или математике, Гиббс сказал: «Мате
матика — это тоже язык». Это было его един
ственное — и тем более висомои — публичное- 
выступление по общим вопросам преподава
ния. Еще много раньше почти то же утверж
дал знаменитый Галилео Галилей (1564— 
1642), заявивший, что «законы природы за
писаны в величайший книге, которая всегда- 
открыта перед нашими глазами (я разумею- 
Всиленную), но ии нельзя понять, не научив
шись сначала понимать язык, на котором 
она написана, — а написана она на языке- 
математики». (Правда, далии Галилей ни
сколько неожиданно для нас с Вами заявляет, 
что «ее (математики) буквы — это треуголь
ники, окружности и другие геометрический 
фигуры, без которых невозможно понять 
ии слова», рассматривая тем самым как язык 
природы геометрию, а не дифференциальное- 
и интегральное исчисления. Но ведь надо- 
иметь в виду, что во времена Галилея никакой 
математики, отличной от геометрии древних 
греков, ищи не было — предвидеть создании- 
Лейбницем и Ньютоном высшей математики 
их прямой предшественник Галилей, разу
меется, не мог.)



 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

§ 6. Примеры и приложения 99

"Таким образом, ускорение равно второй 
производной от пути по времени.

Заметим, как разумно поставлены 
показатели (двоИки) в выражении

Размерность ускорения именно 

отбрасывая безразмерные знаки d,
получаем правильную размерность вто
рой производной.

Если ускорение как функция вре
мени нам известно, то значение v = 
=v (t) мгновенной скорости можно за

... dv писать в виде интеграла от а(г)=—:
t

v (і) — v0 4- j a (i) dt. (3.6.3)
*0

(Здесь v0 —v (t0) — мгновенная скорость 
в начальный момент времени t=t0; 
чтобы убедиться в этом, достаточно 
подставить в обе части (3) значение 
/=/0.) В частности, если ускорение 
постоянно (a=const, случай равноуско
ренного движения), то из (3) следует

t
v(t) — v0 + a j dt = v0-}a(t — t) (3.6.4)

или 
■v (і) = at -- b, где b = v0 — at0,

(3.6.4a)

t. e. скорость равноускоренного дви
жения является линейной функ
цией времени.

Зная скорость v=v (t) движения, мы 
можем вычислить и координату z = 
—z (t) (т. е. выписать закон движения): 

t
.z (і) = z0 X j v (t) dt (3.6.5)

или в силу (3)

_(£) = г0-~ j
t ■

v0 + j a (0 di

= zo + vo( — to') + J
*0

dt =

где z0=^z (t0) — начальное положение 
(координата) тела в момент t0 (под
ставьте в обе части (5) значение t=ta). 
Разумеется, в общем своем виде фор
мула (5а) малонаглядна. Однако если 

o=const, то скорость v задается неслож
ной формулой (4а) (или (4)) и соотно
шение (5а) позволяет полностью опи
сать закон движения тела:

t
z (Z) = z0 -f- j {at 4- b) dt\ =

= Zo 4- a Ц-^---Ь(г — z°)=± & 4- ы 4- c

где c = —yg — 6f0 4-z0 (3.6.6)

(проверьте, что производная от правой 
части (6) по t совпадает с правой частью 
(4а)). Таким образом, зависимость ко
ординаты z тела от времени t при равно
ускоренном движении является к в а д-

У

Рис. 3.6.1

ратичной. В частности, в случае 
свободного падения тел имеем а =—g, 
где ^л=:9,8м/с2 (знак минус связан с тем, 
что положительным мы считаем направ
ление вверх). Полагая в (4), (4а) и (6) 
а =—g, получим известные формулы:

t
v(t) = va — j gdt = vo — g{t —to) =

t,
= v0 — gti,
где t^t—10 — это «новое» время, от
считываемое от момента t=tor и

t
z(0 = zo + ( [v° — g(t— to)]dt =

= zo 4- J (o0—gtj dtr=zo 4
0

В связи с ускорением вспомним еще, 
что работа силы равна произведению 
силы F на путь s (мы здесь считаем 
путь или перемещение совпадающим 
с направлением силы; рис. 1). Однако 
эта формула применима лишь в слу
чае постоянства силы — обстоятельство, 
которое реально почти никогда места 
не имеет. В случае же’переменноИ силы 
F приходится разбивать весь путь (от 
z=z до какого-то другого (перемен
ного) значения координаты z) на малые 
интервалы длины Az и суммировать 
выражения Ft±z, получаемые в пред



 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

100 Гл. 3. Что такое интеграл

положении, что на рассматриваемом 
малом интервале длины Az сила не 
меняется (еще не успела ощутимо из
мениться). Так мы приходим к «интег
ральной сумме» SFAz, в которой для 
получения выражения для проделан
ной работы А надо еще затем перейти 
к пределу, считая все отрезки Az 
неограниченно убывающими. Послед
нее обстоятельство позволяет считать 

dzскорость на каждом таком от
резке постоянной и потому выразить 
длину Az отрезка как произведение 
скорости v на время А/, в течение ко
торого этот отрезок проходится. Тем 
самым сумма выражений %Ft±z заме
няется на сумму ^Fvbt, что позволяет 
представить работу А либо в виде ин
теграла, где за переменную принята 
координата z, либо в виде интеграла, 
где переменной служит время t:

Z і
А = j Fdz — j Fvdt. (3.6.7)

Z0 0Q
Вспомним теперь, что сила F равна 

произведению та, где т — масса тела, 
а а = ——ускорение (закон Ньютона!). 
Поэтому (7) можно переписать так: 

t
А=т^-^ vdt. (3.6.8)

Ч
Поскольку, очевидно, функция V ' яв-

р2
ляется производной ОТ у (ср. § 2.3), то 
окончательно получаем
Л — 771 (v ' ' ' —2 2~ — (3.б.9)

где v=v (z) и v0=v (z0): проделанная
- . mv2 mv%работа А равна приращению _-------~

„ mv ,кинетической энергии -g- тела (ра
зумеется, работа А и приращение ки
нетической энергии могут одновременно 
оказаться отрицательными).

По поводу дальнейшего обсуждения 
затронутых здесь тем см. главы 9 
и 10 книги.

2. Растяжение проволо
к и. Рассмотрим подвешенный за 
верхний конец прут, представляющий 
собой метровый кусок медной проволоки 
диаметром 0,4 см; спрашивается, до 
какой длины растянется этот кусок 

проволоки под влиянием собственного 
веса? Растяжение проволоки связано 
с приложенной силой с помощью так 
называемого закона Гука2, 
справедливого при сравнительно не
больших силах (и растяжениях) и 
утверждающего, что деформация (растя
жение) I прямо пропорциональна при
ложенной силе F и длине L проволоки 
и обратно пропорциональна площади S 
ее сечения:

I — д 3 > (3.6.10)

где Е — постоянный множитель, зави
сящий от материала, из которого сде
лана проволока, и называемый м о- 
дулем Ю нга.

Разумеется, мы не можем сразу под
ставить в формулу (10) вместо L лдшу 
1 м (100 см) куска проволоки, а вместо 
F — силу тяжести, легко находимую 
по объему прута и плотности меди, ибо 
действующая на отдельные участки под
вешенной проволоки сила будет разной 
для разных участков: если для точки 
подвеса А эта сила действительно будет 
равна весу всего куска проволоки, то 
для второго (свободного) конца В она 
будет равна нулю, ибо этот конец сов
сем не—будет нагружен (рис. 2). Поэтому 
нам приходится разбить всю проволоку, 
которой отвечает фиксирующая высоты 
координата z, на малые участки длины 
Az: для каждого такого участка, уда
ленного на z от свободного конца В про
волоки, силу можно считать постоян
ной и равной весу части прута длины z: 
F =?gSz, где р — плотность меди, — g — 
ускорение свободного падения, V=Sz— 
объем рассматриваемой части прута. 
Таким образом, этому малому участку 
проволоки длины Az отвечает удлинение

(3.6Л>

а общее удлинение всей проволоки 
получается суммированием (интегриро
ванием) всех таких «элементарных 
удлинений»:

ioo

_____  (3.6.11а)
2 Роберт Гук (1635—1703) — выдаю

щийся английский ученый, современник (и 
во многих случаях научный оппонент) И. Нью
тона.
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Подставляя сюда численные значе
ния g=980 см/с2, р=8,9 г/см3, Е= 
=9,8 • 1013 г/(см-с2), получаем

I ■ 10-5 см

(заметьте, что множитель (100)2=104 
в числителе дроби имеет размерность

3. Вытекание жидкости. 
Представим себе сосуд произвольной 
формы (рис. 3), из которого вытекает 
жидкость. Масса жидкости, находя
щейся в данный момент в сосуде, рав
на М. Эта величина есть функция вре
мени: М=М (і). Жидкость собирается 
в другом сосуде; массу ее во втором 
сосуде обозначим через т (і). Пусть 
W=W (t) — масса жидкости, вытекаю
щая из первого сосуда в единицу вре
мени; эта величина — поток жидкости— 
имеет размерность г/с. Величины т, М 
и W связаны между собой соотноше
ниями
d^t ttz z.\ dm Ttz z.\—= -W), ——Wt). (з.олг)

Те же (дифференциальные, т. е. свя
занные с производныши) соотношения 
можно записать в интегральном виде. 
Пусть в некоторый начальный момент 
времени to масса жидкости в первом 
сосуде равнялась М (to) = Mo, а второй 
сосуд был пуст: т (/о) = О. Тогда

т (£х) = j W (t) dt,
*• t

М (tj = М (їо) — j W (t) dt. (3.6.13)

Таким образом, масса жидкости в оп
ределенный момент времени tr выра
жается интегралом, в котором перемен

ная интегрирования пробегает все зна
чения от t0 до £х.

Удобнее заменить в (13) t± на t, а пе
ременную интегрирования переимено
вать (воспользовавшись тем, что она 
немая), обозначив ее, скажем, бук
вой т. Тогда получим

m() = J й-фй^

t
M(t) = M (tQ - J W (т) dz. (3.6.13a)

Впрочем, чаще просто пишут
t

тп (І) = j W (t) dt,

t -
M (t) — M (to\ — j W (t) d^ (3.6.136)

не обращая внимания на то, что здесь 
одна буква t имеет два разных смысла: 
переменной интегрирования и аргумен
та функций М (Ґ) и т (Z) (совпадаю
щего с верхним пределом интегралов). 
В этом отношении записи (13) и (13а) 
точнее, чем (136).

Написанные выше формулы соответ
ствуют опыту, в котором в различные 
моменты времени измеряются М и по
ток жидкости W.

Но часто задача ставится так: W —■ 
расход жидкости зависит известным об
разом от ее давления, т. е. от высоты 
столба жидкости h. В свою очередь, 
при данной форме сосуда величина h 
зависит от М. Таким образом, известен 
расход W как функция от массы жид
кости, находящейся в сосуде: W=W(Af). 
Тогда равенство (12) приобретает вид

(3.6.14)

Равенства такого рода, связывающие 
неизвестную функцию (в нашем слу
чае — функцию (t)) с ее произ
водной, называются дифференциаль
ными уравнениями, таким образом (14) — 
это дифференциальное уравнение с 
неизвестной (подлежащей определению) 
функцией М (f). Тему о дифферен
циальных уравнениях, а также обсуж
дение поставленного здесь вопроса 
мы продолжим в гл. 6.

4. Конденсатор. Накоплен
ный в конденсаторе К (рис. 4) заряд 



 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

102 Гл. 3. Что такое интеграл

(количество электричества) обозначим 
через q. В системе единиц СИ q изме
ряется в кулонах (обозначение — Кл). 
Электрический ток /, протекающий по 
проводу, представляет собой количе
ство электричества, протекающее в еди
ницу времени; он измеряется в ампе
рах (обозначение — А). Один ампер 
есть ток в один кулон в секунду: 
1 А=1 Кл/с; напротив, количество элек
тричества имеет размерность А-с (в си-

А я
ЦІІ---- с=д-----II-

л К

Рис. 3.6.4

стеме СИ единица А относится к числу 
основных).

Заряд конденсатора 3 и ток связаны 
между собой равенством

(положительное направление тока на 
рис. 4 указано стрелкой). Если задана 
или экспериментально определена за
висимость у=7 (і) тока от времени, то 
можно написать интегральное соотно
шение

л
?(*1)  = (3.6.15а)

Если дана емкость С конденсатора, то 
падение напряжения на конденсаторе 
можно выразить через q.

Ч— с *
тогда падение напряжения на сопро
тивлении R равно

~ Ео — Eq £- , ■

где Ео — напряжение батареи. По за
кону Ома текущий через сопротивле
ние R ток равен j — -- (ео — , и, 

пользуясь (15), получаем диффе
ренциальное уравнение^

8 Зарядом конденсатора мы будем назы
вать выраженное в кулонах количество поло
жительного электричества на левой пластине 
конденсатора К (см. рис. 4).

Подробно задачи с конденсаторами бу
дут рассмотрены в последней главе 
второй части книги.

5. Атмосферное давле
ние. Мысленно выделим в атмосфере 
вертикальный столб воздуха с постоян
ным сечением S (см2). Плотность воз
духа р (г/см3) зависит от высоты h над 
поверхностью Земли. Объем тонкого 
слоя, заключенного между h и А+ДА 
(рис. 5), равен 5ДА. Внутри этого тон
кого слоя плотность р '(h) можно счи
тать неизменной — именно для этого 
слой и брался тонким. В данном при
мере под ДА можно понимать величину 
1 или 10 м и даже (с несколько мень
шей точностью) 100 м, поскольку при 
изменении высоты на 1 км плотность 
воздуха меняется всего на 12—14%.

Объем слоя толщины ДА равен Skh, 
а, значит, масса воздуха в этом слое, 
по определению плотности, равна Дщ= 
= pS&h.

Для того чтобы найти массу воздуха 
в столбе, простирающемся от высоты 
Aj до А2, нам надо составить сумму вы
ражений р5ДА, где S постоянно, а р 
меняется с изменением А. Эта сумма 
распространена на все части ДА, На 
которые разбит наш столб воздуха. 
Неограниченно уменьшая все толщины

Рис. 3.6.5

г

Рис. 3.6.6

ДА отдельных слоев, мы приходим 
к интегралу

т (Аі> А2) = S j р (A) dh. (3.6.17)
л,

Масса воздуха в столбе от поверхности
Земли (А=0) до высоты А равна

л
т (0, А) = S j р (A) dh. (3.6.17а)

о
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Масса воздуха, находящегося выше за
данной высоты h, равна

00

т = S j р (/г) dh, (3.6.176)
h

где символ оо в качестве верхнего пре
дела интеграла заменяет очень боль
шое число Н — такое большое, что при 
дальнейшем его увеличении величина 
интеграла практически не меняется.

Давление Р на некоторой высоте Л, 
умноженное на площадь S, равно силе, 
с которой притягивается к Земле весь 
столб воздуха, находящийся выше вы
соты h. Сила тяготения равна массе, 
умноженной на ускорение свободного 
падения 4 g, откуда

4 В большинстве случаев можно считать 
допустимым предположение о постоянстве для 
рассматриваемых высот h над уровнем Земли 
ускорения свободного падения g и поверх
ность Земли предполагать плоской; впрочем, 
оба эти] предположения никак не отражаются 
на наших рассуждениях.

СО

Р (Л) = j gp (h) dh‘ (3.6,^18)
h

Пользуясь формулой (5.5), получим 
отсюда дифференциальное 
уравнение
dP ....-^=—89(ty. (3.6.19)

Уравнение (19) можно было бы напи
сать и сразу, рассматривая равновесие 
тонкого слоя dh, на который снизу 
действует давление Р (h), сверху дав
ление Р (h-'rdh); равнодействующая 
этих двух сил уравновешивает притя
жение к Земле массы, заключенной 
в слое.

Далее эта тема будет продолжена 
в гл. 11.

6. Объем. Используем интеграль
ное исчисление для вычисления объе
мов тел. Разобьем тело общего объема 
V (рис. 6) на тонкие' пластинки пло
скостями z~ const; здесь мы исполь
зуем систему координат в простран
стве, задаваемую осью абсцисс х, осью 
ординат у на (горизонтальной) пло
скости хОу, а также (вертикальной) 
осью аппликат Oz (третья координат
ная ось в пространстве). Объем ДР 
тонкого слоя тела, ограниченного пло
скостями, соответствующими значениям 

z и z-|-Az аппликаты, приближенно ра
вен произведению площади S (z) се
чения на толщину Дг слоя. Отсюда 
следует, что если площадь S = S (z) 
горизонтального сечения тела нам из
вестна, то объем тела может быть вы
числен по формуле

*1
V = j 5 (z) dz, (3.6.20)

где Zo и zx — наименьшее и наибольшее 
значения аппликаты в пределах на
шего тела.

Рис. 3.6.7 Рис. 3.6.8

Применим эту формулу к правиль
ной четырехугольной пирамиде. По
ставим пирамиду на ее вершину, при
чем совместим вершину с началом ко
ординат, а ось симметрии пирамиды 
направим по оси z (рис. 7). Пусть вы
сота пирамиды равна h, а основание 
ее (оказавшееся сверху) представляет 
собой квадрат со стороной а. Из гео
метрии известно, что сечение пирамиды 
горизонтальной плоскостью на высоте z 
представляет собой также квадрат, сто
рона Ъ которого относится к а, как z к h: 

b — b(z) — a^-. Следовательно, пло- 
д2

щадь сечения 5(z) = Z>2 = — z2.J Объем 
пирамиды

О о

Воспользуемся результатом § 4:
h

j z2dz = у z3, j z2dz = у h3.
0
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Тогда получим выражение объема пи
рамиды

‘Объем пирамиды равен одной трети 
произведения площади основания на вы
соту пирамиды. Выводы этой формулы 
в стереометрии без применения инте
гралов значительно сложнее.

К вопросу о использовании инте
грального исчисления для вычисления 
объемов мы вернемся в гл. 7.

Вот еще один пример, гораздо более эф
фектный, чем разобранные выше. Поставим 
задачу определения объема цилиндрического 
«копыта», т. е. части (прямого кругового) 
цилиндра, отсекаемого от него проходящей 
через диаметр АВ основания плоскостью, 
образующей с основанием угол 45° (рис. 8); 
радиус цилиндра для простоты примем рав
ным 1 (ср., впрочем, упр. 3). Сечение копыта 
плоскостью, перпендикулярной диаметру АВ 
и удаленной от центра О основания на рас
стояние 0М=х, представляет собой прямо
угольный равнобедренный треугольник (пря
моугольный треугольник MPQ с острым 
углом $МР ==45O), катет МР которого равен 
VOP2 — ОМ2 = VI — х2. Но тогда и PQ = РМ= 

_____ 1
==/1 — х- и Savpq = 5(ж) = у МР • Р<2 = 

1
х-). Поэтому в силу формулы (20), 

где теперь надо только _ писать х вместо z, 
объем V копыта равен

1 1
V = J — (1 — ж2) dx = у j (1 — х2) dx =я

—1 —1

|здесь мы используем очевидные свойства

ъ ь
интеграла: J cfdx=~c - fdx, где с — число, и 

а а
6 b b -
j (/ + g) d:c = j № + j gdx j .

a a a /

Заметьте, что объем рассматриваемого 
«круглого тела» равен рациональной дроби 
и никак не связан с числом л!

Уп ражнения
3.6.1. Выведите формулу для объема (про

извольной) пирамиды, используя свойства 
параллельных сечений.

3.6.2. Найдите объем (прямого кругового) 
конуса высоты Л, основанием которого служит 
круг радиуса В. Изменится ли результат, 
если рассматриваемый (круговой) конус не 
будет прямым, т. е. если его вершина не будет 
расположена в точности над центром осно
вания?

3.6.3. Найдите объем «копыта», отсекаемого 
от цилиндра радиуса В плоскостью, проходя
щей через диаметр основания цилиндра и со
ставляющей с основанием известный угол а,

3.6.4. Воспользовавшись формулой для 
объема цилиндрического копыта, найдите ве-

1
личину интеграла j у — у2 dy.

о
п п п

В гл. 2 и 3 рассмотрепы'понятия про
изводной и интеграла, некоторые са
мые простые их свойствами раскрыта 
связь между интегралом^и производ
ной — другими словами, здесь наме
чен основной костяк понятий и теорем 
так называемой высшей математики. 
Техника дифференцирования и интег
рирования, т. е. вопросы практического 
вычисления производных и интегралов 
от различных функций, отнесены к 
гл. 4—5 книги; в гл. 2 и 3 приве
дено только несколько самых простых 
примеров.

Хочется посоветовать учащемуся не 
измерять важность (и даже трудность) 
того или иного раздела числом формул, 
их сложностью и громоздкостью. В дей
ствительности самое важное и трудное — 
именно математическая формулировка 
задачи в виде алгебраического урав
нения, или интеграла, или дифферен
циального уравнения, но не следующие 
за этой стадией преобразования. Именно 
на это надо обратить главное внимание.

Почти каждый физик знает, что те 
работы, которые ему не удалось сде
лать (и которые тем временем были 
сделаны другими!), не были им сде
ланы потому, что, ограничиваясь об
щим размышлением, он не решался 
перевести свои мысли на математический
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нически переплеталась с механикой и физикой. 
Но видь Архимед был гений, — и здесь, как 
и во многом другом, он значительно обогнал 
свое время.) Статический характер жизни 
в Древний Греции, почти не знавшей серьез
ных механизмов, жизни, концентрирующейся 
на городских площадях, вокруг дворцов и 
храмов, украшенных прекрасными стату
ями, столь же неподвижными, как сами храмы 
или городские площади, породил свойствен
ную математике древних метафизику — за
прещении рассматривать текущие процессы 
и стремлении ограничиться одними лишь за
стывшими «состояниями», отражением кото
рых для знаменитого Е в к л и д а Алек
сандрийского (начало 3 в. до н. э.) явились 
столь частыи в его рассуждениях цепочки рав
ных (конгруэнтных) треугольников.

Метафизика древних стала немыслима в ус
ловиях расцвета итальянских городов в XV— 
XVI вв. и появления первых мануфактур, 
предвещавших возникновение в скором буду
щим машинного производства, — в этот пе
риод она могла лишь тормозить необходимый 
научный прогресс. Великий Галилео Г а
л и л ий (1564—1642) впервые громко про
возгласил, что ключом к тайнам Вселенной 
является математика (см. сноску на с. 98). 
Под влиянием Галилея иго непосредственный 
ученики — создатель барометра Эванджелиста 
Торричелли (1608—1647) и геометр 
Бонавентура Кавальєри (1598—1647), 
продолжая дело столь любимого их учителем 
Архимеда, решили много частных задач, 
которые сегодня относят к высший математике. 
В частности, Кавальєри принадлежит метод 
вычисления объемов, очень близкий к разви
тым выше построениям. Галилей же впирвыи 
заметил, что задача об определении пути по 
известной скорости практически совпадает 
со столь занимавшей ищи Архимеда задачей 
о нахождении площадей криволинейных фи
гур-', продолжая Галилея, Торричелли уста
новил, что обратная задача об отыскании ско
рости по пути родственна задаче проведения 
касательной к (кривой) линии. Но общих ме
тодов решения таких задач, общего алгоритма, 
позволяющего «считать, не рассуждая», в то 
время ищи не было.

Не было подобного метода и у знаменитого. 
Иоганна Кеплера (1571—1630) — выдаю
щегося астронома и математика, открытия 
которого сыгранн столь большую роль в соз
дании научной системы мира. Для своего вре
мени Киплир был, бесспорно, крупнейшим ма
стером интегрирования (которое тогда и ин- 
тегрированием-то ищи ни называлось). 
В 1614 г. он (вторично) женился; в связи со

язык, облечь их в форму уравне
ний. Что же до вычислительных труд
ностей в четко поставленной задаче 
с ясным физическим содержанием, то 
они всегда преодолеваются — если ни 
точным расчетом, то приближенными 
методами.

Если послидние три паРагРафа по
казались читателю трудными, целесо
образно перечитать гл. 2 и 3 еще раз.

Возникновение «высшей математики», т. е. 
дифференциального и интегрального исчисле
ны, явилось переломным мантом во всии 
истории человеческой культуры: с „их созда
вши люди получили в руки шшрый мп^а^ 
приспособленный для анализа всевозможных 
процессов, для глубокого фши-
чиских явлинnй, для построения научной кар
тины мира. Собственно, первый задачи, 
отшздщиеся к дифференциальному и инте 
гральному исчислениям, с большим искусст
вом решали ищи древнегречески мыслители, 
в первую очередь гениальный Архимед 
Сиракузский (287—212 до н. э.), успешно 
применявший математику к конструированию 
механизмов и машин (созданная им военная 
техника привила в ужас римлян, осаждавших 
иго родные Сиракузы). Так, Архимед умил 
проводить касательные к кривым и определять 
площади, ограниченные кривыми линиями: он 
ртшшм ришил задачу пдошденля насатсль- 
ной к так называемой архимедовой спирали, 
т. е. к линии, которую описывает улитка, рав
номирно ползущая по спице колеса, вращаю
щегося с постоянной угловой скоростью, 
а также задачу квадратуры параболы, т. и. 
нахождения площади сигминта параболы. Од
нако в то время подобный задачи, „ который 
ныне биз всякого труда решает любой студинт 
или дажи школьник-ст^гакшссште, были 
доступны разве что Архимеду: общего метода, 
применимого ко всем задачам такого рода, ни 
существoвaло, и каждая из них требовала 
весьма значительных усилий. Да примитив
на уровень этичной техники 11 не трибовал 
решения таких задач, которые лишь свиде
тельствовали об изобретательности решившего 
их ученого, но не применялись ни в каких вне- 
математических проблемах: мыслители древ
ности, как правило, рассматривали матема
тику не как мощный метод решения практи
ческих задач, а лишь как теоретическую 
науку, совершенство которой копирует глу
бокую гармонию мира, но объясняет мир лишь 
в ЧиСто философсшм ОІНС». (Чуть ли не идиН- 
ствиННыМ исключинием здесь был тот жи Ар
химед, в трудах которого математика орга
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ГАЛИЛЕО ГАЛИЛЕЙ РЕНЕ ДЕКАРТ

свадебными торжествами ему пришлось за
купить немало вина — и при этом Кеплер 
убедился в трудности определения (по радиу- 
•сам оснований бочки и ее высоте) объема вин
ных бочек, имеющих достаточно разнообраз
ную форму. Заинтересовавшись этим вопро
сом, Кеплер в следующем, 1615 г. выпускает 
•сочинение «Стереометрия винных бочек,пре- 
имущественно австштйских, как имеющих са
мую выгодную форму» («с присоединением до
полнения к архимедовой стереометрии», — 
уведомлял еще читателя автор); здесь он со
брал множество задач на определение объе
мов тел, ограниченных кривыми поверхно
стями, — формулы для объемов таких тел, 

іньїне получаемые с помощью интегрального 

исчисления (см. § 7.10), Кеплер находит 
с большим искусством.

Истинным «предтечей» высшей математики 
явился француз Рене Декарт (1596— 
1650), воин и дипломат, естествоиспытатель 
и абстрактный мыслитель, создатель так на
зываемой аналитической геометрии (метода 
координат в геометрии; ср. гл. 1) и глубокий 
философ, провозгласивший познаваемость 
мира и декларировавший основные принципы 
диалектики, роль в жизни всевозможных про
цессов, изучение которых, по Декарту, состав
ляет основную задачу математики. При этом 
Декарт глубоко усовершенствовал математи
ческую символику и математический язык, 
придав ему современный вид; это сыграло 
очень большую роль в дальнейшем'прогрессе 
и демократизации математических знаний.

Современником и частично соперником Де
карта был еще один французский ученый — 
юрист по профессии и глубокий математик- 
любитель Пьер Ферма (1601—1665). Ферма 
независимо от Декарта и даже несколько 
раньше его (хоть опубликовано это было позже) 
также разработал систему использования ме
тода координат и алгебраических выкладок 
в геометрии, которая ныне называется ана
литической геометриеИ. При этом трактовка 
темы у Ферма была, пожалуй, более близкой 
к современной, чем у Декарта, — и если зна
чение сочинений Декарта в истории науки ока
залось гораздо большим, то это связано в пер
вую очередь с педагогической активностью 
Декарта и с более совершенной системой его 
записей (с подобным же положением мы столк
немся и говоря о создании дифференциального 
и интегрального исчислений). Одновременно
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ПЬЕР ФЕРМА ХРИСТИАН ГЮЙГЕНС

с этим Ферма занимался и теми вопросами, 
которые ныне относят к области математиче
ского анализа: ему принадлежат понятие диф
ференциала (см. ниже § 4.1) и общее замечание 
о том, что точкам максимума и минимума 
(гладкой) функции должно отвечать равенство 
нулю ее ■ производной (это утверждение сегодня 
называют теоремой Ферма), ' а также 
остроумные вычисления величин некоторых 
интегралов (например, намеченный в упр. 
3.2.3 метод вывода формулы (5.2.1)). Отдель
ные результаты в области анализа имел также 
и Декарт.

Младшим современником Декарта и Ферма 
был голландец Христиан Гюйгенс 
(1629-—1695), создатель волновой теории света, 
прославившийся своими работами по при
менению математики к механике и физике 
(ему принадлежит, например, строгая мате
матическая теория маятниковых часов; 
(см. § 7.9). Однако в • своих исследованиях Гюй
генс пользовался архаическими приемами 
древних, в частности Архимеда, считая, что 
более новая методика не дает никаких пре
имуществ, ибо любую задачу он может решить 
«по старинке» Vю для того чтобы таким спо
собом свободно решать многочисленные труд
ные задачи, надо было быть Гюйгенсом).

Истинными создателями высшей матема
тики по праву считаются крупнейшие мысли
тели XVII в. англичанин Исаак Ньютон 
(1643—1727) и немец Готфрид Вильгельм 
Лейбниц (1646—1716); оба' они безус
ловно принадлежат к числу самых глубоких 
ученых, которых знает вся история науки. 
Именно им принадлежит, связное изложение

ИСААК ЛЬГОТОЙ

нового исчисления, цепочка формул, позво
ляющих без труда найти^производную любой 
алгебраически заданной функции, и полное 
понимание связи между производной и ин
тегралом и значения этой связи, доставляю
щей общий алгоритм вычисления интегралов 
путем обращения к списку производных (см. 
гл. 4 и 5). .

Г. В. Лейбниц был поистине универсаль
ным ученым-, его научные интересы включали 
философию, филологию, историю, психоло
гию (где он был одним из пионеров проникно
вения в сферы «бессознательного»); биологию 
(он является одним из предшественников 
эволюционного учения), геологию и горное
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ГОТФРИД ВИЛЬГЕЛЬМ ЛЕЙБНИЦ

дело; математику и механику (в механике 
Лейбницу принадлежит понятие «живой 
силы», т. е. кинетической энергии); наряду 
с этим он был весьма активен как политик и 
дипломат (он стремился к примирению не
мецких княжеств, видя в перспективе их 
объединение в единое государство, и мечтал 
об объединении католической церкви с про
тестантской) и как организатор научных ака
демий; в частности, он явился создателем и 
первым президентом Прусской академии наук 
в Берлине и несколько раз беседовал с рус
ским царем Петром I о создании Российской 
академии наук (которая впоследствии была 
учреждена в полном соответствии с его пред
ложениями и пожеланиями). Математический 
анализ имел у Лейбница, которому, в част
ности, принадлежат и современные термины 
«производная» (Ableitung, по-немецки) и «ин
теграл» 5, форму, достаточно близкую к при
нятой в настоящей книге. Производную функ- 

dy 
ции y=f (ж) Лейбниц обозначал символом . ; 
при этом «дифференциалы» dy и dx он понимал 
как «предельные» значения приращений Ду и 
Дж, к которым мы приходим при неограничен
ном уменьшении Дж (слова «предел» и соответ- 
•ствующего понятия у Лейбница еще не было). 
-Этот подход отвечал введению производной 
Жак тангенса угла, образованного касатель

8 Первоначально Лейбниц говорил просто 
сумма (и «сумматорное исчисление» вместо 
«интегрального»); термины интеграл (от ла
тинского integer — целый) и интегральное 
исчисление были предложены его учениками, 
братьями Якобом и Иоганном Бернулли, 
и .с .энтузиазмом приняты Лейбницем.

ной к графику функции с осью Ох: малому Дж 
отвечает малый треугольник АВС (см.

ВС Ду
рис. 7.8.1), где tg<Z1==^ = J- когда Дж не

ограниченно уменьшается, приращения Дж и 
Ду заменяются дифференциалами dx и dy, 
а секущая А С длины ds («дифференциал длины 
дуги»; см. § 7.8) обращается в касательную 
(такой треугольник Лейбниц называл харак
тер истическим).

Лейбниц, всячески подчеркивающий ал
горитмическую сторону нового исчисления, 
систему правил, автоматически гарантирую
щих правильный результат при нахождении 
производных, разработал также методику об
ращения с дифференциалами, о которой мы 
еще скажем в гл. 4; использование этой ме
тодики и доставляет рецептуру вычисления 
производных. Интеграл от функции у=/ (ж) 
Лейбниц обозначал современным символом 
j / (ж) dx.

Неустанная педагогическая деятельность 
Лейбница и удачная система обозначений и 
терминов привели к тому, что человечество 
восприняло высшую математику в созданном 
им виде. Наряду с этим Лейбниц считается 
классиком философии (здесь он во многом 
продолжил и углубил Декарта); ему принад
лежит также ряд глубоких идей, частично реа
лизованных лишь в XIX и XX вв., например 
идея математических машин; мысль о «гео
метрическом исчислении», из которой впос
ледствии родилось современное векторное 
исчисление; попытки «алгоритмизации мыш
ления», при которой, как писал Лейбниц, 
спорящие более не будут нуждаться в длитель
ных прениях, поскольку один из них всегда 
сможет сказать другому: «Ну что ж, прове
рим, кто из нас прав, — вычислим, милостивый 
государь» (наброски такого «исчисления вы
сказываний», оставшиеся в бумагах Лейбница, 
очень близки к математической логике XIX 
и XX вв.).

Совершенно независимо от Лейбница и 
даже несколько раньше к тем же идеям при
шел и И. Ньютон — и одновременность этого 
великого открытия, независимо сделанного 
двумя учеными, во многом различными между 
собой (что сказалось и на путях, какими при
шли они к дифференциальному и интеграль
ному исчислениям 6), лучше всего демонстри-

6 Философ Лейбниц во многом руковод
ствовался тем, что он называл «метафизикой 
бесконечно малых» (дифференциалов); его 
вели созданный им язык, развитая символика 
и терминология, свойственные новому исчи
слению. Физик же Ньютон исходил из содер- 
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рует своевременность и неизбежность гран
диозной научной революции XVII в.! Нью
тон был, пожалуй, больше физиком и астро
номом, чем математиком; его роль в создании 
физики и в становлении научного метода 
в естествознании никак не может быть пре
увеличена. Крупнейший математик и меха
ник XVIII—XIX вв. Жозеф Луи Лагранж 
(1736—1813), с которым мы еще встретимся 
ниже, сказал как-то о Ньютоне: «Вот счастли
вейший из всех людей: ведь система мира мо
жет быть открыта только единожды». Тот же 
•смысл имеет и знаменитое двустишие современ
ника Ньютона Александра Попа (1688 — 
1744), известное у нас в переводе Маршака:

«Был этот мир глубокой тьмой окутан, 
Да будет свет! И вот явился Ньютон.»

Для Ньютона производная, конечно, отож
дествлялась со скоростью: свойства производ
ной воспринимались им как физические свой
ства скоростей. При этом Ньютону не чужда 
была и формально-математическая теория про
изводных (и интегралов), основанная на неко
тором варианте теории пределов. Однако при 
отсутствии самого определения предела она не 
делала его построения более безукоризнен
ными, чем (логически не бесспорные) манипу
ляции Лейбница с бесконечно малыми, а лишь 
•утяжеляла их; возможно, что с этим связано 
и то обстоятельство, что влияние Лейбница на 
европейскую математику явно превзошло 
роль Ньютона.

Производную Ньютон называл флюксией, 
а исходную функцию, для которой вычисля
ется производная, — флюентой (от латинского 
слова fluere — течь; этим подчеркивалось, 
что рассматриваемые величины являются пе
ременными); при этом флюксия возникала как 
■скорость изменения флюенты, а флюента вос
станавливалась по флюксии как путь по ско
рости. И свое изложение анализа Ньютон на
чинает с двух основных задач, к которым сво
дятся все остальные.

1. Длина пройденного пути дана, требуется 
яайти скорость движения в предложенное 
время.

звательного смысла новых понятий и их роли 
в естествознании. (Заметим, что аналитичес
кую геометрию тоже создали одновременно 
и независимо Декарт и Ферма, причем эти 
ученые также принадлежали к разным психо
логическим типам: Декарта здесь можно срав
нить с Лейбницем, а весьма глубоко чувству
ющего физику Ферма (ему, например, при
надлежит замечательный принцип, утверж
дающий, что траектория света всегда такова, 
что она обеспечивает быстрейшее его распро- 

транение) — с Ньютоном.)

2. Скорость движения дана, требуется 
найти длину пройденного в предложенное 
время пути.

Это, очевидно, задачи нахождения произ
водной заданной функции и нахождения функ
ции по ее производной, т. е. задача вычисле
ния неопределенного интеграла. То, что эти 
две задачи (в геометрической их постановке — 
проведение касательной к данной кривой и 
вычисление ограниченной этой кривой пло
щади) являются взаимно-обратными, было, 
видимо, впервые обнаружено учителем Нью
тона Исааком Барроу (1630—1677), ко
торый впоследствии (редкий случай в истории 
науки!) отказался от должности профессора 
Кембриджского университета в пользу своего 
гениального ученика, считая, что Ньютон бо
лее его достоин быть профессором. Однако 
сегодня предложение о связи между произ
водными и интегралами не случайно называют 
не именем Барроу, а именами Ньютона и Лейб
ница — ведь только эти два великих ученых 
поняли всю силу обнаруженного Барроу (и 
открытого Лейбницем независимо) факта вза
имной обратности операций дифференцирова
ния и интегрирования, возможность положить 
этот факт в основу широкого исчисления про
изводных и интегралов. И именно прозорли
вости Ньютона и Лейбница математический 
анализ обязан тем бурным расцветом, который 
начался сразу за первыми публикациями и 
выступлениями этих двух великих ученых 
и который поистине означал наступление но
вой эры — эры великих научных открытий, 
бурного штурма тайн природы на благо чело
века. При этом в отношении попыток приложе
ния дифференциального и интегрального ис
числения к раскрытию законов природы прио
ритет, бесспорно, принадлежит великому 
естествоиспытателю Ньютону, от которого 
идет общая идея о том, что законы природы 
должны иметь форму дифференциальных 
уравнений, связывающих те функции, которые 
описывают рассматриваемое явление. Ньютону 
принадлежит формулировка основных уравне
ний движения (об этом мы подробнее скажем 
в гл. 9 и 10), которые он затем применил к вы
воду закона тяготения, к изучению движений 
небесных тел и к довольно сложным задачам 
небесной механики (ср. с процитированным 
выше высказыванием Лагранжа о Ньютоне). 
Именно с работ Ньютона, по существу, роди
лась основанная на использовании глубокого 
математического аппарата теоретическая фи
зика, ныне в своей содержательной части да
леко вышедшая за пределы решавшихся Нью
тоном задач, а в математической части опираю
щаяся на весь массив современной науки
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многократно превышающий созданное Ньюто
ном и Лейбницем дифференциальное и инте
гральное исчисление.

Обозначал флюксию (производную) Нью
тон точкой, поставленной над буквой, симво
лизирующей исходную функцию: так, произ
водную функции у он записывал как у. (Се
годня это обозначение производной сохрани
лось в механике; мы, однако, им пользоваться 
не будем.) Операцию перехода от флюксии 
к флюенте Ньютон предложил обозначать точ
кой, поставленной снизу: так, если у=х1 
и уі=2х, то в этой системе обозначений у~уі 

и Уі~у- ТакиеХобозначения подкупают сим
метрией; теорема о связи между производной 
и интегралом здесь может быть записана^так: 
у=у (где выражение у можно понимать дво
яко — как флюксию от функции у и как флю
енту от функции у). Однако ныне эта краси
вая запись имеет лишь чисто историческое 
значение (да и сам Ньютон не был здесь^осо- 
бенно последователен). Обозначение у' для 
производной функции было введено^ фран
цузским математиком Огюстеном Коши, с име
нем которого мы еще встретимся ниже.



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
  

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 
 

Глава 4

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ

Удобные и наглядные способы записи 
тех (или иных соотношений и простые 
правила (алгоритмы), позволяющие ме
ханически, без размышлений, произ
водить безошибочные вычисления, иг
рают очень большую роль и в процессе 
обучения математике, и в развитии 
самой математики. Так, выдающееся 
место в истории математики Декарта 
или Лейбница было связано не только 
с их математическими достижениями, 
но и с разработанными этими учеными 
новыми удобными способами записи, 
в частности с созданием Лейбницем 
языка (исчисления) дифференциалов.

В гл. 2 мы разобрали смысл понятия 
производной и привели первые про
стейшие примеры нахождения произ
водных. Задачей настоящей главы 
является разработка общих правил вы
числения производных от различных 
функций: от многочленов; рациональ
ных функций {(функции, представимых 
в виде отношения многочленов); ал
гебраических функций, содержащих не
известное под знаком корня (содержа
щих дробные степени неизвестного); 
показательных и логарифмических фун
кций; тригонометрических функций 
и др. (Мы укажем, как, зная производ
ные тех или иных функций, найти 
производные определенных их комби
наций: суммы функций, произведения 
или частного функций, сложной функ
ции. Таблица производных в конце 
книги (см. Приложение I) подытожит 
содержание § 1—12.

§ 1. Дифференциал

Из определения производной следует 
такой способ (алгоритм) ее вычисления: 
нужно задаться каким-то значением х 
и t приращением Дж, найти f (х) и 
f(j+&x), найти приращение Д!= 
=/((--(-■ Дж) —f(x), составить отношение 
— и переИти к пределу при Дж -+• 0. 

Однако формула для отношения X , Где 
Дж — произвольное фиксированное число, 

как правило, оказывается сложнее фор-
1. Д/ dfмулы для предела hm т. е.
дя->о X dx

для производной.
Поэтому в дальнейшем мы часто бу

дем писать такие формулы, которые 
справедливы только в пределе, при 
приращении, стремящемся к нулю. При 
малых Дж эти формулы будут «почти 
справедливы», т. е. точные равенства 
в них заменятся приближенными, а при 
больших Дж они могут оказаться и 
вовсе неверными. Чтобы это подчерк
нуть, вместо Ду, Дж мы будем писать 
dy, dx. Нам нужно только выработать 
такие правила действий с величинами 
dy, dx, называемыми дифференциалами\ 
которые обеспечат выполнение основ
ного равенства
■£■ = У'М- (4-1-1)

Заметим, что равенство (1) фигури
ровало у нас уже в гл. 2. Там, однако, 
оно 'не было истинным равенством, 
а лишь условием об обозначениях — 
оно означало, что записи у' (ж) и dy[dx 
имеют один и тот же смысл. Теперь 
же мы хотим рассматривать (1) как 
настоящее (содержательное) равенство, 
указывающее связь между производной 
у (ж) функции и дифференциалами dy 
и dx самой функции у и независимого 
переменного ж: производная у' (ж) дол
жна быть равна отношению dyjdx 
дифференциалов.

Выше было получено приближенное 
выражение для приращения
у (ж 4- Дж) — у (х) ■= Ду « у'Дж. (4.1.2) 

Можно сказать, что (2) «становится 
точным в пределе», при Дж -1 0. Здесь 
слова «точно в пределе» не сводятся, 
разумеется, лишь к тому, что при Дж= 
=0 левая и правая стороны (2) совпа
дают (равны нулю) — они подчерки-

1 От латинского слова differentia — р^г^з^- 
ность, приращение; таким образом, русским 
словом «приращение» мы называем величины 
Ду*ц  Дж, а латинским термином «дифферен
циал» — «почти приращения» dy и dx. 



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

112 Гл. 4. Вычисление производных

вают, что при очень малых Дж левая и 
правая части (2) «почти равны» в том 
смысле, что их разность гораздо мень
ше самих этих выражений. В самом 
деле, разность левой и правой частей (2) 
при малых Дж имеет порядок малости 
(Дж)2 или еще выше (см. конец § 2.4), 
так что она действительно (разумеется, 
при у'==0) гораздо меньше величин 
Ду и у' Ьх, имеющих первый порядок 
малости: даже разделив обе части (2) 
на очень малое число Дж, мы все равно 
придем к «почти точному» равенству.

Рис. 4.1.1

Условимся теперь заменять (2) точ
ным, равенством
dy = у' (ж) • dx. (4.1.2а)

Поясним это подробнее. Мы будем 
считать, что дифференциал независимой 
переменной dx, по определению, не от
личается от 'приращения Дж. После 
этого дифференциал dy функции у=у (х) 
определим (точным!) равенством (2а)2, 
которое можно дополнить так: 
dy — у' (ж) • dx.— у' (ж) • Дж. (4.1.26)

2 Заметьте, что в то время как приближен
ное равенство (2) является теоремой, 
которая нуждается в доказательстве (нужда
ется в доказательстве тот факт, что величина о 
в правой части (3) имеет более высокий по

Таким образом, дифференциал dy функ
ции у=у (х) отличается от ее прира
щения Ду — ведь для приращения 
Ду родственное (26) равенство (2) 
выполняется лишь приближенно: 
Ду?«у'(ж)Дж, в то время как точ
ное равенство для приращения Ду= 
=/ (ж-f- Дж) — / (ж) имеет вид
ду = у' (ж) (4.1.3) 

является «точным в пределе»: само по 
себе отношение —, вообще говоря, от

лично от у'(ж\ но вот Пт ш^=уужя), 

поскольку при малых Дж слагаемым 
с в правой части (3) можно пренебречь. 
Однако эти слова о пределе, о пренеб
режении какой-то частью формулы 
становятся излишними при переходе 
от «языка приращений» к «языку диф
ференциалов»: соотношения (1) и (2а), 
(26), использующие дифференциалы, 
являются уже обычными (точными) ра
венствами.

Все это подробно обсуждалось в § 2.4 
в связи с вопросом о приближенном вычисле
нии значений функций (с. 65 и след.). При вы
числении, скажем, значений функции у=х*  
или ух=х3 мы с полным основанием полагаем, 
что если Дх мало, то Ду~2хДх, соответст
венно Дг/у~Зх Дж, поскольку сделанная при 
этом ошибка будет неощутимо мала. Так, приб
лиженное равенство Ду%2хДх означает, что 
приращение Ду площади (у=ха) квадрата 
ABCD со стороной АВ=х (рис. 1) при измене
нии длины его стороны на Дх можно заменить 
суммой площадей двух прямоугольников 
ВВ&С и DD^c-C, пренебрегая при малом 
ВВ,= &х (гораздо меньшим их!) квадратиком 
CcyCyi^ площади (Дх)2. Обращаясь к функции 
уг=х3 и полагая, скажем, х=2, ух (х)=8, 
составим следующую таблицу приращений 
Дуі=Уп (ж+ Ь®)—Уі (х) и дифференциалов 
dyi = у( (х) Дх этой функции, а также по- 

„ а Дуп — йу] , „
грешностей ----- приближенной
формулы (2):

&х 1 0,5 0,2 0,1

&У1 19 7,625 2,648 1,261

дуі 12 6 2,4 1,2

о/ДУ1 37% 21% 9% 5%

где а — величина более высокого по
рядка малости, чем Дж. Именно это 
мы и имели в виду, говоря, что равен
ство (2), или
Ду
Дх у'

рядок малости, чем Дх или Ду), равенство (2а) 
(и (26)) является определением — оно 
определяет величину dy.

Дх 0,05 0,01 0,001

Дг/1 0,615 0,1206 0,012006

ЛУ1 0,6 0,12 0,012

а1Ду. 2,5% 0,5% 0,05%
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Эта таблица весьма наглядно иллюстрирует 
утверждение о том, что формула (2) «точна 
в пределе».

Более полные сведения об «остаточном 
члене» а приближенной формулы (2) будут 
получены в гл. 6. Там мы докажем, что а 
можно представить в виде суммы а (Дж)2+ 
+6 (Дж)2+. .., коэффициенты а, Ъ,. .. которой 
не зависят от Дж. Но при малых приращениях 
Дж все степени (Дж)2, (Да:)3 и т. д. гораздо 
меньше самой величины Дж; поэтому |а| = 
= \а (Дж)2+& (Дж)3+. . .| гораздо меньше 
(пропорционального |Дж| I) дифференциала 
I dy\ =|у' (х) Дс|. Разумеется, последнее ут
верждение теряет силу при у' (ж)=0, когда 
дифференциал dy обращается в нуль и меньше 
его положительная величина |о| быть никак 
не может; однако обычно и здесь можно поль
зоваться приближением (2), пренебрегая 
крайне малой ошибкой а. Случаи же отсутст
вия у функции у=у (х) производной (и диф
ференциала) (ср., например, § 7.2) имеют «эк
зотический характер», — и мы рекомендуем 
читателю пока просто игнорировать их.

3 Дифференциал dy=y'(x} -ж функции зави
сит от д в у х чисел (переменных) х и Дж
он является функцией двух пере
менных (линейной по переменной Дж, 
но довольно сложно, вообще говоря, зависящей 
от - переменной ж).

Понятие дифференциала и запись 
для производной были введены Лейб

ницем, который при этом не слиш
ком задумывался над содержанием 
понятия «дифференциал»; гораздо более 
интересовали его правила опериро
вания с дифференциалами, составившие 
лейбницевское «исчисление дифферен
циалов». Нетрудно, однако, придать 
понятию дифференциала точный смысл 
и даже проиллюстрировать его на чер
теже.

Равенство (3) можно переписать так: 
ду = + (4.1.3а)

с ним связана распространенная форму
лировка: дифференциал функции — 
это главная линейная часть ее прира
щения. Другими словами, дифферен
циал dy=y' (х)йх (=у' (х) dx) явля
ется линейной функцией прира
щения Дх, в то время как приращение 
Ду, вообще говоря, зависит от Дх до
вольно сложно (не линейно) 3. С дру
гой стороны, dy представляет собой 
«главную часть» приращения Ду функ

ции в том смысле, что при малых Дх- 
второе слагаемое в правой части (За) 
гораздо меньше первого.

Вспомним теперь, что производная 
у' (х) равна тангенсу угла а наклона- 
касательной к графику функции у— 
=у (х) (см. § 2.5). Поэтому, если на 
рис. 2 PQ— Дх, то
NQx = tg а • Дх == у' (х) Дх = dy,
в то время как приращение функции 
йу=у (x-f-Дх) — у (х) изображается 
отрезком Из рис. 2 видно, что
при малых Дх дифференциал dy будет 
близок к приращению Ду функции,

Рис. 4.1.2

в то время как при больших Дх это 
уже, вообще говоря, будет не так. 
Однако такое графическое представле
ние дифференциала функции нужно, 
лишь для правильного понимания) 
сути использования дифференциала- 
в приближенных вычислениях, в не
сколько иной форме (без использования > 
самого слова «дифференциал») описан
ного в § 2.4. В этой же главе нам нужна) 
будет лишь техника работы с дифферен
циалами, символическое «исчисление- 
дифференциалов»; точный же смысл 
понятия «дифференциал», связанный- 
с рис. 2, использоваться нигде не будет, 
— и читатель вполне может просто - 
о нем забыть.

Понятию дифференциала можно - 
также придать прозрачный механиче
ский смысл. Предположим, что на рис. 2 
абсцисса х — это время (именно этот 
смысл имеет буква t в скобках у конца 
оси абсцисс), а ордината у (или z) — 
путь; нас интересует процесс измене
ния пути со временем у=у (х), или, 
в привычных нам по гл. 2 и 3 обозна
чениях, z=z (t). Представление о по
стоянно меняющейся под влиянием ка
ких-то сил скорости не слишком про
сто; поэтому при изучении движения, 
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в окрестности какого-то момента вре
мени (положение тела в этот момент изо
бражается точкой М графика движе
ния) удобно считать, что начиная с это
го момента скорость перестала изме
няться (это предположение равносиль
но гипотезе о том, что в рассматривае
мый момент времени мы «отключили» 
все действующие на тело силы, предо
ставив ему далее двигаться по инерции, 
т. е. с постоянной скоростью, см. гл. 9). 
Тогда начиная с этого момента х ско
рость все время будет оставаться равной 
мгновенной скорости у (ж) — ' в мо

мент х (или ' в момент t), и прой

денный за врэмя Дж путь будет равен 
v (x)&x—y'&x=dy. (На рис. 2 равно
мерному движению тела отвечает пря
мая I, в то врэмя как графиком ис
ходного — неравномерного — движения 
служит линия Г.) При малых Дж (или 
Ді) этот гипотетический путь NQt (= dy 
или dz) будет отличаться от истинного 
пути MQ (= Ду или Дг) весьма ма
ло—— на малую величину NMV = s бо
лее высокого порядка, чем PQ(=kx 
или Д7) 4.

Правила пользования дифференциа
лами должны быть такими, чтобы вы
полнялось соотношение (1): для этого 
в формулах для дифференциалов нужно 
сразу отбрасывать члены, пропорцио
нальные (йж)2 или более высоким сте
пеням dx.

Рассмотрим один простейший при
мер; сравним на нем технику работы 
с приращениями и с дифференциалами. 
Пусть мы имеем функцию у~х2. Рань
ше мы писали
Ду = (ж-|-Дж)2— х2 = 2жДж -j- (Дж)2, (4.1.4)

4 (Именно в таком (механическом) обличьи 
появился дифференциал у Ньютона, который 
назвал его термином «момент»; при этом 
Ньютон пришел к этому понятию раньше 
Лейбница, который заговорил о дифференциа
лах лишь с 1675 г., в то время как «моменты 
функций» (или «флюент», как предпочитал 
говорить Ньютон) появились у Ньютона уже 
в 16SS г. Еще раньше, начиная примерно 
с конца 30-х годов XVII в., пользовался диф
ференциалами (без специального наименования 
и обозначения этих величин) Ферма; именно 
на этих понятиях была основана его известная 
теорема о точках максимума и минимума. 
Но'развернутое «исчисление дифференциалов», 
безусловно, является заслугой Лейбница.

запишем
(4.1.4а) 

части (4)

откуда
Х-=22ж-4-Дж и у' = lim ^- — 2х..

G помощью дифференциалов 
dy = (x-ф- dx)2 — Xі = 2xdx, 
т. е. член (dx)2 в правой 
мы сразу отбросили!

Смысл такого оперирования с диф
ференциалами теперь понятен. Ра
зумеется, Ду=ж_Ъ^а^ж)2 — x2=2xdx(- 
-f-(<dz)2 (см. (4); напоминаем, что dx и 
Дж — это одно и то же). Когда же 
мы переходим от Ду к dy, мы остав
ляем лишь «главную линейную часть» 
Ду, т. е. отбрасываем члены, пропор
циональные Дж (или dx) во второй и 
высших степенях, сохраняя лишь чле
ны, пропорциональные первой степени 
dx. Эти правила «исчисления дифферен
циалов», если только привыкнуть к ним, 
очень упрощают все выкладки; в по
следующих параграфах мы будем широ
ко ими пользоваться.

Остановимся, наконец, на одном 
замечательном свойстве дифференциа
лов, которое знал (и высоко ценил) 
еще Лейбниц. Рассмотрим какую-либо 
функцию, скажем у—х2; при этом 
у = 2х и dy = 2x\x. 41.1.5)

Пусть теперь х —■ не независимая пере
менная, а вспомогательное неизвестное, 
зависящее от независимой переменной t 
(можно считать, что t является време
нем). Сохранят ли при этом силу соот
ношения (5)? Нетрудно понять, что 
не сохранят. Так, если x=t2, то про
изводная функции у—х2=Р равна 4ї3, 
что отлично от 2x—2t2. Во второй же 
из формул (5) Дж теперь равно 
(£-|-Д7)2 — t2—2tДі-р(Ді)2, поэтому
2жДж = 2t2 [2Ш 4- (Al)2] == 4£3Д£ -ф. 2t2 (Ді)2, 
что отлично от выражения <2=4£3Д£, 
стоящего в левой части той же формулы. 
Но вот основное соотношение (2а) со
храняет силу и в новых условиях: 
ведь здесь dx=2tt\t, так что 2xdx= 
=»2£3 (27Д7) — 4г3Д;=ц^у.

Является ли это обстоятельство слу
чайным? Нет, не является: формула 
(2а) сохраняет силу и в том случае, 
когда х есть независимая переменная, 
и в ситуации, когда х есть («промежу
точная») функция независимой пере
менной t (ср. упр. 1 и 2).
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В силу этого работать с дифферен
циалами зачастую проще и удобнее, 
чем с производными и с приращени
ями, где всегда необходимо помнить 
о характере аргумента функции (не
зависимая переменная? вспомогательная 
функция?). Многочисленные примеры 
этого мы будем иметь в дальнейшем.

Обосновать сформулированное свойство 
дифференциалов проще всего с помощью фор
мулы (3), где а есть величина более высокого 
порядка малости, чем dx (и ay=bdx). В силу 
этой формулы
by = Bdt-\-a, (4.1.6)

где Bdt — dy, а а мало. С другой стороны. 
Да; =Cdt + p, (4.1.6а)

где Cdt = dx, а р мало, и если производная 
dy - і t tв рассматриваемой точке (при t = t0 или 

при х = х (t0) — хв) равна D, то 
by = Dbx + (4.1.66)

где т малб. Но из (6а), (66) следует, что 
Ddx(=DC&t) совпадает с дифференциалом 
функции у~у (t): ведь это, во-первых, линей
ная функция Д1, а, во-вторых, разность
Ду — Ddx — (Dbx + ") — Ddx =
= [Д (dx + P) + 7] -г- Ddx = Dfi + 7 

является малой величиной (величиной более 
высокого порядка малости, чем Д1), поскольку 
таковыми являются величины [) и у, a Ddx —

dy 
dxэто, конечно, dx.

Вторую производную у" (х) функции у= 
=у (х) мы обозначали выше (см. § 2.7) через

/(«)- ■ ■ <4Л.7>

Эту запись можно оправдать с помощью со
ображений, родственных тем, которые мы раз

вивали в связи с записью у' =
Назовем величину у” (я) (Да:)2 (=у”(х) (dx)2) 

вторым дифференциалом функции у (х) 
и обваначим ее через <Py\ в таком случае обо
значение (7) для второй производной у" (х) 
можно будет трактовать как отношение <Ру: 
:(dx)2 второго дифференциала <Ру функции у 
к квадрату (dx)2 (первого) дифференциала (при
ращения) аргумента х. Второй дифференциал 
срру функции у=у (х) можно также изобразить 
на чертеже, что открывает пути к использова
нию его для приближенного ви.ічисления зна
чений функции. Условимся временно писать 

х0 вместо х п х вместо) а-+ Да: и[найдем пара
болу И;
У и (х #о)2 -|- б (х — хв) -- с, (4.1.8)'

наиболее тесно примыкающую к графику Г 
функции у=у (х), т. е. такую, чтобы разность ■ 
У (х)—У (х) при малых х—х0-= bx была воз
можно меньше 8. Задача нахождения такой 
параболы (задача о «наилучшемі квадратич
ном приближении» (8) функции у (х)) совпа
дает с рассматриваемой в гл. 6; из результатов 
этой главы следует, что коэффициенты урав
нения (8) параболы П таковы: ■ а='/2 у" (хв), 
Ъ=у' (хв), с=у (хв). В этом случае разность 
У (х)—у (х) при малых кх будет являться ве
личиной третьего (или еще высшего) порядка

малости по отношению к &х=(х—х0). Если 
изобразить на одном чертеже (рис. 3) кривую 
у=у (х), параболу У=У (х) и касательную I 
Y1 = kx-[-s (4.1.9)

к линии Г (где к=у' (хв) и s=y (^—кяїв) 
то прямая х=const пересечет линии Г, і и.П 
в таких точках N и jVx, что (см. рис. 3): 
Q1M1 — у (х) — у (хв) = by,
QtN = у' (хв) bx — dy,

QiN — 11гУ" (х0) (Да)2 ■ у (х0) (Да:) =
= 1/г^2у + dy,

т. е.
QxN = dy и NNi = i/2d2y

(в нашем случае cP у отрицательно).
Рис. 3 убедительно иллюстрирует преиму

щество, которое имеет приближение У=уо+ 
+dy+1/2d?y (=у (хв)+у'(х0) ДХ+ 'ItiTfa) Да:2) 
значения у (х) функции по сравнению с при
ближением У^у+у {=у(х0)+у' (х0)Ьх):
во втором случае мы) заменяем точку Mj

8 Эту параболу (соприкасающуюся парабвлу 
П кривой Г; ср. § 7.9) можно описать так: 
проведем параболу Пі через три близкие 
точки (а:0, ув), (хъ уА) и (х2, у2) кривой Г, т. е. 
подберем а, Ъ и с в (8) так, чтобы было У ^0)= 
—Уо, У (хі)=Уі и У (а:2)=у2); тогда при стрем
лении х± и х2 к а^ найденная парабола будет 
стремиться к П (так что П — это предел 
проведенной параболы П2 при х±, х2-+хв). 
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на рис. 3 точкой IV, а в первом случае—более 
■близкой к Мх точкой Nx

Второму дифференциалу ^у функции у 
можно, так же как и первому дифференциалу 
dy, придать и механическое значение. Снова 
условимся считать, что ось абсцисс на рис. 3 — 
это ось времени і; по оси ординат (ось z) от
ложен путь тела. Пусть теперь тело начиная 
■с некоторого момента времени (изображаемого 
точкой М графика Г) движется равно
ускоренно — это предположение рав
носильно гипотезе о том, что начиная с рас
сматриваемого момента действующие на точку 
силы перестали изменяться, ибо

именно под действием постоянной силы 
материальная точка движется равноускоренно 
(см. гл. 9). В таком случае графиком движения 
точки станет парабола П, и (гипотетический) 
путь, пройденный за время Дх (или Дг), бу
дет равен dy---ll2&y (или dz-\-1/2 d?z), на рис. 3 
-он изобразится отрезком

Заметим, наконец, что понятие дифференци
ала может быть перенесено также и на функ
ции двух (или большего числа) переменных. 
Пусть z=F (х, у) — произвольная функция 
двух переменных хну, читатель, знакомый 
с методом координат в пространстве, знает, 
что ее «графиком» является поверхность в про
странстве, отнесенном к трем координатам х, 
у и z (рис. 4).

Рассмотрим некоторые (фиксированные) 
значения ха и уо переменных, которым отве
чает точка М графика с координатами х0, у0 
и za=F (хо, уо). Если теперь координаты х и 
у близки к хо и у0, т. е. разности х—х0= Ах 
и у—уо= Ау малы, то значение 
z = F(x, y) = F(x0-}Ax, уоН-Ду) 
можно найти следующим образом.

Будем искать величину zp=F (х, уо)= 
=F (хо+Дх> уо)- Поскольку здесь по сравнению 
с (предполагаемой известной) величиной 
хо=7?(хо,уо) изменился лишь один аргумент х, 
то в силу сказанного выше 

zj = F (хо 4-Дх уо)=ь
^F(x0, yaj+FXtxo, у0)Ах, (4.1.10)

где

F'xt> У)
dF (х, у)

дх

= lim
Дя->0

F(x-~Ax, у) — F (х, у) 
Ах

— так называемая частная производная фун
кции F по х, получаемая в предположении, 
что меняется лишь аргумент х функции, а ар
гумент у закреплен (см. § 12). Далее анало
гично получаем, закрепляя на этот раз значе
ние первого аргумента х функции, а меняя 
один только второй аргумент у:
z = F (хо + Дх, уо -j- Ду) %

~ F (®о + Дхо, Уз) + (®о + Дх, у0) Агу.
(4.1.11)

Объединяя приближенные равенства (1о) и 
(11), получаем
z — F(x, у) — F (хо0Ах, уо + Ду)%

^FXo, yo)+F'x(xo, уо)Дх +
+ Р'у {рО + Дх, УоМу.
Учитывая близость частной производной 
Ру (го+ Ах, Уо) к ру (.То, уо) и заменяя Дх и Ду 
на имеющие тот же смысл величины dx и dy 
(ведь х и у — это независимые переменные, 
а не функции!), последнее равенство можно 
переписать еще и так:
z = F (хо + dx, уо 4- dy) Яс 
x^F(xo, j/о) + F'x (х0,| yo)dx + F'(xo, уо) dy == 
( „ , . , dF (хо, /о) , , dF (хо, уо) , \\ = F (®о. уо) 4-------—------dx +------- --------- dy).

(4.1.12)

Фигурирующее в правой части (12) слагае- 
'dF dF

мое dz = dx 4- -хх“ dy и называется диф
ференциалом функции z = F (х, у) двух пере
менных. В приближенном равенстве 
z^xz0-~ dz (4.1.12а) 
(здесь zo=F (хо, уо)) ошибка представляет со
бой величину второго порядка малости по 
сравнению с dx и dy (или Дх и Ду), которые мы 
здесь полагаем малыми одного порядка. Гео
метрически равенство (12) (или (12а)) означает, 
что вместо точки Мх графика функции F (по
верхности Г) мы берем соответствующую Мх 
точку N касательной плоскости л к поверх
ности Г в точке М (см. рис. 4).

Упражнения
dy dy dx
dt dx dt ’ если*4.1.1. Докажите, что

а) у — х2, a x = 't\ б) y = v^x, a x = i2.



 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

§ 2. Производная суммы и произведения функции 117

х = J + 1,4.1.2. Пусть у — х\ где
a t = и2. Докажите, что

dy 
du du.

§ 2. Производная суммы и произведе
ния функций

В качестве следующего примера исполь
зования языка дифференциалов рас
смотрим с умму двух функций f (х) 
и g (ж), взятых с (произвольными) по
стоянными коэффициентами А и В: 
y = Af(x) + Bg (х).
Используя дифференциалы, запишем 
dy да у (ж -L dx) — у(х) — [А/ (х dx) 4
4- Bg (х 4- йж)] - [Af (ж) + Bg (ж)] .:
= А [/ (х -ф- dx) — / (ж)] 4- В [g (ж 4- dx) —
— g (ж)] да Adf 4~ Bdg — Afdx -]— Bg'dx, 
откуда
у^—L^AfBBg'. (4.2.1)

Читатель легко получит эту формулу, 
пользуясь не дифференциалами, а при
ращениями и пределами.

В частности, для суммы и разности 
двух функций (случаи А = В = 1 иА = 
= 1, В — —1) имеем:
(/+g)'=f 4_g'; a-g)' = r-g'.

(4.2.2)

Найдем теперь производную произ
ведения двух функций g(d) и h{x). 
Положим
■ (ж) = g (ж) h (ж).
Тогда
df (ж) да / (ж dx) — f (х) —
— g (х dx) h (ж -ф- dx) — g(x)h (ж).
Но
g (ж 4- dx) да g (ж) dg,
h (ж 4- dx) да 7? (ж) -ф- dh,.
Поэтому
^2 да [g (ж) 4- dg] \h (ж) 4- dh] — g (ж) h (х) = 
= g (ж) dh 4- h (ж) dg 4- dgdh.

Заметим, что dg = g' (ж) dx, dh — h’(x)dx, 
откуда
dhdg = g' (ж) h' (x) (dx)2.

Величина dhdg пропорциональна /йжД 
поэтому, по правилам работы с диффе
ренциалами, произведением dhdg в вы
ражении для df мы пренебрегаем. Окон
чательно получаем
df = g(x)dh-\-h(x)dg. (4.2.3)

Разделив все члены (3) на Иж,гполучим
4/ = д — — 
dx dx

dh
S dx

Bi 
dx ' 0.^.4)+ h

Это выражение можно запомнить 
так: производная произведения gh 
равна сумме производной, взятой в пред
положении, что от х зависит только h, 

/ dh\a g постоянно (член и производ
ной, взятой в предположении, что от ж за
висит только g\ a h постоянно (член h .

При этом, естественно, само (постоян- 
) dd бное) значение g в члене g берется 

при том значении ж, при котором ищется 
значение производной; то же относится 
и к h во втором слагаемом. Ниже мы 
увидим, что сходная процедура приме
нима и в некоторых других случаях1, 
например в случае функции: y — f(x)sw.

1 Ясно, что формула для производной 
суммы функций (если F—fA-g, то F'=f'—g') 
также совместима с этим правилом: ведь ~сли 
считать / постоянным, то производная F' об
ратится в g', а если постоянно g, то она станет 
равна

Как мы действовали бы старым спо
собом? Элементарная алгебра дает точ
ное равенство 
д/ = (g 4- д£) (h + д/^0 — gh = 
= gA/г -ф- hAg 4- khfg.
Разделим обе части на Дж:

(4-2-5)

(Заметим, что последнее слагаемое пра
вой части (5) мы для удобства допол
нительно умножили и разделили на 
Дж.)

До сих пор все равенства являются 
точными, справедливыми при любых 
значениях Дж. ПереИдем теперь к пре
делу при Дж -> 0. При этом будем иметь

1ітЙ=/’ lim —=-h', 
д.г->(>Да

и в силу (5) 
f = gh' 4- g'h. (4.2.6)
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Последний член в формуле (5) при 
переходе к пределу исчез, так как пер
вые два множителя в пределе дают 
произведение h'g', а Ах мы устремили 
к нулю.

С помощью приращений и перехода 
к пределу получен тот же результат, 
что и с помощью дифференциалов, но 
усилий это потребовало больше. Удив
ляться тут нечему: в случае дифферен
циалов мы отбросили произведение 
dhdg механически, на основании об
щего правила, согласно которому надо 
отбрасывать члены с (<Zr)2, (dx) и т. д., 
а значит, и любые произведения двух, 
трех и большего числа дифференциалов. 
При расчете с помощью приращений 
мы, в сущности, по ходу дела дока
зали это правило еще раз для слу
чая произведения функций.

Последовательные расчеты с помощью 
приращений нужны для обоснования 
правил и понимания их. Но после 
того как понимание достигнуто, поль
зование дифференциалами быстрее ве
дет к цели, является более деловым — 
и было бы смешно каждый раз «танце
вать от печки», т. е., решая каждую 
конкретную задачу, записывать, что 
производная есть предел отношения, 
выписывать это отношение и т. д.

Пр'имер. Пусть /=(3z2+-5((2® — 4); 
требуется найти /' (х), и в част
ности /' (0).

Здесь
g=(Z(4-5, ^==3 • 2®+0= 6z;

Л = 2ж — 4, ^=2-0 = 2.
' ’ dx

Поэтому
Jt^®24- 5). 2-f- (2ж — 4) • 6ж =

= 18ж2 — 24® 4-Ю, 
и в частности

Г (0)=
df-
dx

I =10.
lx=0

Правило для нахождения производ
ной произведения легко обобшить и 
на случай нескольких множи
телей. Например, для произведения 
четырех функций f (х), g (z), h (х), к (х) 
получаем 
d №hk) fgk — 4-

dx — ]°,l\dx “
+ tbk^+sM^. <«.7)

Таким образом, здесь мы имеем преж
нее правило, согласно которому про
изводную комбинации нескольких функ
ций можно найти как сумму произ
водных, вычисленных в предположе
нии, что каждый раз меняется только 
одна функция, а остальные сохраняют 
постоянное значение.

Из полученных нами формул можно сде
лать дальнейшие [выводы. Ясно, что4 если
/ (4=g (х)4-А (х) и /' (x'j—g' (x)~-h' (х), то 
Г (х) = ( (х)У = (g' (х) + h' (х)У = 
= g" W + К (х). (4.2.8>

Несколько сложнее выглядит формула для 
второй производной пр О И 3 в е{д е н и[я- 
функций: если f (x)=g (х) h (х), то f (х)— 
=g (х) h' (x)-j-g' (х} h (х) И /" (4= 
= (g (г) h' (x)-f-g' (г) h (x))'=(g (x)'h" (ж)+

(x\ h' (r))+(g' (x) h (x)+g" (x) h (x)),
T. e.
f (x)=g(x)h" (x) + 2g' (x)[h' (я) + 
-yg"(x)h(x). (4.2.9>

ражнсния
4.2.1. Используйте найденные гыше пра

вила для вычисления производных следую
щих функций: а) у—X (=ж2 -г2)£ б) у=сг84- 
-\-lX-ycxs-ydx2-yex\-f; в) у—Ух, использо
вав тождество VхУх—х. [У к азание. 
Воспользуйтесь равенством y'y~---y'=x' = l..J

4.2.2. Выразите третью производную
(т)=(/" (х)У функции f (x)—g (х) h (х) 

через функции / и g и их производные.
4.2.3. Пусть f (x)=g (х) h (г) к (г); чему 

равна функция {" (х)?

§ 3. Сложная функция. Производная 
частного двух функций

Пусть z задано как функция у, напри- 
1мер z = — , а у в свою очередь есть, 

функция х, например у~х2~-5. Оче
видно, что каждому значению х соот
ветствует определенное у, а так как 
каждому у соответствует определен
ное z, то в конце концов каждому х 
соответствует определенное z, т. е. г 
есть функция х. Всегда можно, под
ставляя выражение у через х, выписать 
непосредственно формулы для z (z} 

1так, в нашем случае z=~? , - . 
х~ “j- о

Но техника дифференцирования (т. е. 
нахождения производных) облегча
ется, если свести все функции к соче



 
 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

  

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

§ 3. Сложная функция. Производная частного двух функции 119

таниям самых простых из них: ведь 
в нашим случае каждая из зависимо
стей z = — и у = X2 — 5 в отдельности 

щющщ чем z=. Сводя сложные 
функции к комбинациям более простых, 
мы сумеем обойтись правилами нахож
дения производных этих простых функ
ций.

Найдем дифференциал сложной функ
ции z [у (х)]. Рассматривая z как функ
цию у, напишем 
dz = ~ dy

dy J (4.3.1)

(ср. со сказанным в § 1 о записи диф
ференциала сложной функции). Но у 
есть функция Х-, поэтому 

dA=l~dx—
Подставляя (2) в (1), получим 

dz=y^lidx— 4—3—3)'>
Поделив оби части на dx, получим 
правило дифференцирования (опреде
ления производной) сложной функции *:

ї Запись z’ вместо - в этом случае упо
треблять нельзя, поскольку неясно, что 

dz dz
имеется в виду: или - . (Можно здесь
писать z'x или Zy.)

dz dz dy
dx dy dx ‘ (4.3.3a)

Вид этой формулы вполне соответ
ствует тому, что было сказано о воз
можности обращения с дифференциалами 
как с обычными алгебраическими вели

, dz dyчинами: в произведении ~ можно 
сократить dy.

Напомним, что z задано (как функ-
dz чция у; поэтому ~ также является функ

цией у. Но так как само у есть функ
ция х, то, подставляя у = у(ж) в выра- 

dz dzжение -и , мы выразим , а слидо- 
dz ,вательно, и -г— как функцию х.

Проделаем расчет для одного частного 
случая, который нам понадобится в даль
нейшем. Пусть
_ 1 

z у (») * (4.3.4) или2

тут т 1 dz 1Мы знаем, что если z = — , то и- =-- з.■' У _ dy уг'
Значит,
dz ———---^--dy —-----^^-dx

yz a у* dx

и
dz И dy
dx y_ dx ' (4.3.5)

Так, например, если у = x2 ———5, a z = 
1 1

dz Id (x2 5) 2x
dx ' (x24-5)2 dx ' (x24-5)2 *

Вот ищи один простой пример: пусть 
у — ж-'г = ^х*.  Эту формулу можно пере
писать так: у = —/а, где и = ж3. Согласно 
(За) имеем
dy __ dy 'du__  1 „2__ Зх2 __ . 3
dx dafaie 2/й - X 2Vx*  ~~ 2 ^X'

Рании этот же результат был получен 
болии сложным путем (см. упр. 2.4.3).

Правило (За) вычисления производной 
сложной функции сохраняется и при 
«многоступенчатой» зависимости. Так, 
если z = z(y), у = у(ж), x = x(t), а / = 
= - - - - то
dz dz dy dx dt
div dy -x dt div * (4.3.6)

G помощью (5) легко найти произ
водную частного (отношения) /=—■ 
двух функций h и g. Для этого запи
шем / в виде произведения: f _= h _. 
Отсюда имеем

f=*(.т))'-37 

(1 \' I—— =—Подставляя
это выражение в (7), получим требуе
мый результат:

&V h'g~ hg'
g) g2 ‘

7’

(4.3.8)

2 Ясно, что и формула (8) отвечает сформу
лированному в § 4.2 общему принципу:
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Упражнения
4.3.1. Найдите производную от z = (ac4- 

4- 6)2 как производную сложной функции 
z = У2, где у = ах 4- Ь. Раскройте в выраже
нии (^zc—fi&)2 скобки и найдите ту же про
изводную непосредственно.

4.3.2. Найдите производные функций: 
1 . 1

а) 2 = -^+ь : б) 2 = в) z =
1 х3 —|— 5а:2 х х — 1

=1 4—1/а: : г) • = «-М ’ Д) у = х2 + 2' 
/ (х)4.3.3. Пусть у = & у ; выразите вторую

d2y
производную 22 функции у через функции
f и g и их (первые и вторые) производные.

§ 4. Обратная функция. Параметри
ческое задание функции

Задание у как функции х означает, что 
каждому х соответствует определенное 
значение у. Часто при этом и обратно 
каждому значению у соответствует свое 
ж: так, если у = 8ж3— 9, то х*  = у +

3/7+9 \ГЪ9 d

1 В общем случае” зависимость х=х (у), 
обратная данной функции у=у (х), будет 
многозначной (см. § 1.6, ср. § 11).

и х=у ^—~^=—• в этих слу
чаях задание функции у = у(х) дает 
также функциональную зависимость х (у). 
Эту функциональную зависимость \ как 
уже говорилось выше (см. § 1.6), назы
вают обратной функцией для 
функции у (ж); в свою очередь зависи
мость у (ж) будет обратной для функ
ции ж (у).

Во многих случаях обратная функ
ция имеет более простой вид, чем ис
ходная: так, функция y = ^х — 1 со
держит кубический корень, а обратная 
ей функция ж=у34~1 является много
членом и проще функции у (ж). В по
добной ситуации легче найти производ- 

произ— 

функ- 
произ

_ „ y dxную ооратнои функции --, чем 

водную ^иисооднои, «прямой», 
ции. Нельзя ли в этом случае
водную прямой функции как-то выразить 
через производную обратной функции?

Для функции у (ж) имеем

(4.4.1)

Соотношение (1) позволяет найти и 
производную х' (у) обратной функции 
х (у
х • _ _ = • • (4.4.2}

(Конечно, (2) снова демонстрирует, что • 
с дифференциалами можно оперировать 
как с числами: ’^■=1^.) В правой 
части (2) стоит выражение, записанное 
в виде функции от ж. Но если известна 
зависимость ж = ж (у), то это выражение 
можно представить и как функцию от у, • 

1о именно кок
У(®(у))

Поясним сказанное примероми. Пер
вый из известных нам примеров про
изводных (линейная функция) слишком.- 
прост.

Начнем со второго примера:
у—х' dx-у'(ж)=2ж’

dx  1  1 (4.4.3}dy у' (х) 2х '

Подставляем в выражение (3) 
ную функцию ж=\/у; получим

обрат-

dx d\y 1 1 (4.4.4}
dy dy 2х 2 VV7 '

Раньше, в гл. 2, этот результат (про
изводная функции у=]х) был полу
чен более сложным путем (см. упр. 
2.4.2).

Вот еще один пример: 

у = ж3 -f-1

dx   1 __ 1
dy у' (х) Зж2 ’ 

dx  d (>у — 1  1  
dy dy Зх2 ‘

1 -
3 /(у — 1)2

(ср. § 5).
Параметрическое зада

ние функции (см. § 1.8) можно 
рассматривать кок частный случай 
сложной функции. В сомом деле, если 
дано

y — g(t), (4.4.5}

то первое из равенств (5) можно рас
сматривать как уровнєниє, решив ко-
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торое относительно неизвестного t, мы 
найдем зависимость t=t (х); подстав
ляя это выражение t (х) во второе урав
нение, получим y=g (t)=g (t (ж)). Сле
довательно,
dy   dy dt 
dx dt dx'

Но для применения этой формулы 
необязательно выражать t как функ
цию х (если бы мы это сделали, то 
избавились бы от параметра, что не 
всегда возможно). Достаточно знать 
функцию x=f (і). Эта функция явля
ется обратной по отношению к функ
ции t (ж).

Значит,
dt _ 1
dx dx t

dt

Таким образом,
dy

=Jd_ (4.4.6)
dx dx *

(2/ — I)3 ~~ \2t — 1)3 •

Упражнения
4.4.1. Найдите первую производную функ

а) у —(/2x4-1; б) у — у ■

1

4.4.3. Найдите вторую производную 

ф й 1/я-1 1
функции: а) у = f/ ; б)у=у^">
в) х = a cos t, у = b sin t.

dt

Эта формула дает еще один пример 
того, что с дифференциалами можно 
обращаться как с обычными алгеб
раическими величинами: величина dt 
в правой части равенства (6) сокра
щается.

Приведем пример. Пусть
x = t2— t, y = t2-]-t. (4.4.7)

Тогда

£=a-i. >=a+i.
dy   2_ -[-I
~d~~ 2Z — 1 - *

При построении графика параметри
чески заданной функции х=х (t), у= 
=у (t) мы составляем таблицу, где 
указываем отвечающие выбранным зна
чениям t величины жиу, задающие 
точку М=М (ж, у) графика. Но удоб
но попутно вычислять при выбранном t 

dx dyтакже и производные — и — ; тогда их 
dy Idxотношение будет указывать на

клон касательной к графику в той же 
точке М{х, у).

Из (2) и (3.5) также следует формула для 
второй производной функции х = х(у), обрат
ной известной функции у — у(х):

d2x d / dx\ d / 1 \
dy"- ~ dy \dy ) ~ dy \y' (x)) ~

d d dx

(У(*)) 2 - (?'И))’ 
V (//G®)] y" W) (1/y' (g))

“ (<' (®)2 ~ (y( («))» •
Таким образом, окончательно

у" )х)
x" (у) = — (у ^))3■ • (4.4.8)

Так, например если у = х2, x = Vy, то 
у' = 2х, у" — 2, и, следовательно,

, d2 (Vy) 2 _ 1 _ _ 1
х (у>~ dy2 — — (2z)3 = 4®3 — 4у3І2 •

Аналогично из (6) нетрудно вывести фор
мулу для второй производной функции у = 
= у (ж), заданной параметрическими урав
нениями x = x(t), у = у (Z):

d2y__ — ( dy\
dx2 dx \dx / ' где x = x (Z),

dy y't) . 
dx x' (Z— ’ 

следовательно,
d (y' (t)\ у" (t) x' (t) — y’ (t) x" (t) 

d2y __ dt \x' (t( )  _______ (x' (t))2________
dx2 ’ x’ (t) x' (Z)

T. e.

d2y _ y" (t) x (І) — y' (Z) x" (Z) 
dx2~ (z'W)3 (4.4.9)

Так, в случае той же функции (7) имеем
d2x — о
dt2 — 1—

d2y 2(2/ — 1) -(2Z4-1) .2 4 * 1

ций: б У X — 1 б) у = У ■,

в) У — Т7—•.У х
4.4.2. x — acos/, у = Ъ sin /; чему равна 

dy „производная —■ ?
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§ 5. Степенная функция
Рассмотрим! степенную функцию
У = хп, (4.5.1)

где п — некоторое число. При п целом 
положительном ж” есть произведение п 
одинаковых множителей:
у — х • X • ... ■ X,

п раз '

и, значит (по формуле типа (2.7)),
А = . х”-1 + .. . + 1 -х'--,

1 Легче всего видеть, что она справедлива 
при п—0, когда y=const и у'=0.

2 Функция у=хи, где п — иррацио
нально, определяется условием an=lim хг, 
где [г—рационально и lim г=п; поэтому 
если ' формула (2) справедлива для всех ра
циональных показателей степени п, то она 
неизбежно будет выполняться и для ирра
циональных показателей степени.

п слагаемых

откуда

-ййп- 1 * * (4-5-2)

Покажем, что эта формула справедлива 
и при любом п (дробном, отрицатель
ном)1.

При дробном п положим п = где 
числа ти р — целые:
у = хтр, (4.5.3а)

или
ур = хт. (4.5.36)

Выражение ур в левой части равенства 
(36) является сложной функцией от х, 
так как у зависит от х. Поэтому, вычис
ляя производную от обеих частей равен
ства (36) и учитывая (3.3а), получим, 
£(Л = «>■

PyF1 _ —

Отсюда
dy  т xm-1   т хт~т __ т ~ -1
dx р ур1 (x™lpy-- р Х ’

Учитывая, что — = п, имеем окон- р
чательно

Если показатель степени отрицате
лен, т. е. п — —к, где К — положи
тельное число, то

Используем снова (3.3а) (или, точнее.

(3.5); здесь у = -у, f — х^, найдем

dy  1 df
dx f dx

-^—kxk 1 = —kx k \
x2k

Вспоминая, что k= —n, получим и для 
отрицательного п
dy dxn .
-Л = —3— = ПХп \ах ах

Таким образом, формула производ
ной от степени применима при любом 
рациональном показателе п. Она рас
пространяется и на случай ирра
ционального показателя сте
пени 2.

Формула (2) имеет важнейшее зна
чение. Из нее, в частности, следует, 
что при малых по абсолютной величи
не г
(1 — г)” «1 + пг. 44.5.4^

В самом деле, если ж=1, Дж=г, у=-хп, 
то Дг/= (ж+ Дж)" — жя=(1+г)’‘ — 1.
С другой стороны, dy=y' (ж)Д.2' = 
=^n-l^"-1-r=nr. Теперь (4) вытекает из ■ 
того, что (при малых Дт=г) прираще
ние Ду близко к дифференциалу dy.

Формулу (2) полезно записать еще 
и в другом виде:

п dy уесли У = СХ, Т^уу—П^. (4.5.5)

Этот результат надо глубоко прочувство
вать. При положительных п степенная функ
ция обладает тем очевидным свойством, что 
при г=о также и у=о. Кривую у=схп при дан
ном га 4 о можно провести через любую точку 

(хо. До) — достаточно выбрать с = . Пусть
кривая проходит через начало координат в 
через точку (хо, уо). Найдем среднее значение ■ 
производной на участке кривой от начала ко
ординат до точки (хо, у0).

Согласно определению среднего (см. § 7.7) ■ 

j у’ (х) dx л?
7= о I

о
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■вокуда в силу (3.4.9)

— _ У Ы — У (0) ■ У (до) = Уо 
Xq Xq Xq

В самом деле, при изменении х от 0 до х0 ве
личина у растет от 0 до уо. Значит, средняя 
•скорость роста у (т. е. среднее значение про-

У оизводнои) равна —-,Хо что очевидно и без
интегралов 1

Как видно из (5), значение производной 
в точке (х0, Уо) равно n-кратному среднему зна
чению производной (где п — показатель сте
пени). На рис. 1 показано несколько кривых,

Рис. 4.5.1

отвечающих различным значениям п(п= 
= 1/2, 1, 2, 5) и проходящих через одну и ту же 
точку N (хо, у0), а значит, имеющих одинако
вую среднюю производную на отрезке [0, х0І. 
Наглядно видно, что чем больше п, тем больше 
производная в точке /V (тем круче растет кри- 
.вая).

Вернемся еще раз к формуле (5). 
Из нее вытекает, что dy = п ~ dr, и 
.поэтому для малых приращений Дж 

Ау тп-~ Дж. (4.5.6)

Для Дж=0,01ж, т. е. для изменения 
аргумента на 1 %, соотношение (6) 
можно считать достаточно точным. Из 
Кб) следует

Ду лй п — ■ 0,01х,X
или
Ау п ■ 0,01у.

Упражнения
4.5.1. Найдите производные функций: а) у = 
= xi — Зх*  -|- х3 ■ 7х2 — 2х -|- 5; б) у = (я3 + 
4-х 4-1 = ; в) у ~(х*  — х-р і)4; г) у = 
= (Зх2-^1)1»; д) у = V/УЛ; е) у = уу.

4.5.2. Получите результат (2) (для целого 
положительного гг) с помощью формулы би
нома Ньютона. [Указание. Используйте 
биномиальную формулу (см. § 6.4) для вы
числения Дх = (х 4- &х)№ — хк.]

4.5.3. Найдите значения у(9) и у(И). если
_ 1

у(10) = 5 и: а) у ~>х, б) у ■ ■ , в) у~х2, 

где знак ■ означает пропорционально. За
дачу решите в уме, без выкладок. Сравните 
ответ с точным.

§ 6. Производные алгебраических 
функций

Совокупность правил § 1—5 позволяет 
найти производную любой алгебраи
ческой функции, образованной из неза
висимой переменной х с помощью опе
раций сложения и вычитания, умно
жения и деления, а также операции 
возведения в (произвольную) степень, 
в том числе и операции возведения 
в дробную степень, т. е. извлечения 
корня.

Покажем на примере, как это удобнее 
всего делать практически. Найдем про
изводную функции

f (ж) — х у/х? — 1.

Ответ следует писать сразу, т. е. не 
вводя каких-либо новых промежуточ
ных обозначений (вроде (/ж2 — 1 = н)- 
Производную берут как бы отдельно 
«по каждому месту», где стоит х, приго
варивая для памяти примерно следую
щее (буквы а, б, в. . . показывают, 
к каким частям написанного ниже 
выражения производной относятся сло
ва): производная (а) по х, стоящему 
перед корнем, плюс (б) производная 
по (/ж2 — 1, умноженная на (в) про
изводную от Уж2 — 1 по ж2 — 1, 
умноженная на (г) производную от 
ж3 — 1 по ж, т. е.

(а) (б) (в) (г)П I--------1 п
Таким образом, при изменении аргу
мента на 1% значение степенной функ
ции (1) меняется на п%.

df 
dx 1 • Уж2 — 1 — аг - 1. Ух2 — 1

З х2 — 1 2ж.
(4.6.1)
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Имеет смысл сразу приучаться к та
кому деловому способу, без лишнего 
чистописания, пользуясь следующими 
принципами:

а) правило дифференцирования
сложной функции (§ 3, формулы (3.3а), 
(3.6));

б) если выражение составлено из не
скольких функций, то его производная 
равна сумме производных, вычисленных 
в предположении, что каждый раз 
лишь одна из функций предполагается 
переменной, а остальные постоянны 
(§ 2, формулы (2.4), (2.7); см. также 
(2.1), (2.2) и (3.8)).

Формулу для производной степени 
удобно применять в виде

У = сх”, dx х ’

как это сделано выше (см. выраже
ние (в)).

Для того чтобы приобрести навык, 
нужно проделать 10—20 упражнений 
только на технику дифференцирова
ния, безотносительно к тем физическим, 
геометрическим и другим задачам, в ко
торых возникает потребность в нахожде
нии производных.

Упражнения

4.6.10.

Найдите производные функций:
4.6.1. у — х3(х2— I)2. 4.6.2. у = х3 '/х2_!_х. 

4.6.3. у — х3 уЛт2 — і (х3 — 2х)'^. 4.6.4. у = 
= ^х 4- ^7^ Vr3 — 2. 4.6.5. у = х2 \/ух _ф_ х-

4-6-6. yх'46J.

, R R — + — (ж-1(Х_ф_3)4.6.8. у — хг+х+\. 4.6.9. у — •
Зх — 1 .-------- . „ .. х

у = /х3 + 2- 4.6.11- у =

У = 3/-—=- • 4.6.13. у = \jx2 + хУх- 
У д+ 1

у = \jx2 Ух- 4.6.15. у =

= —------—_ . 4.6.16. у — х ^(2х 4- З)2-(14-х2) V14-х2 у . v\ -г >
4.6.17. у = (х3 — 1) 4- х (/х2 — 1. 4.6.18.

х^(2х —З)2 Л л/г.
У= (х-1)2 • 4-6.19. у = |/ ■

4.6.12.

4.6.14.
х2-2

4.6.20.

х X2 —■ 1 
х3 _|— 1 "

4.6.25. tfx — 2х

= x Ух2 — 1 \x _ф_ Vx. 4.6.24.

§ 7. Показательная функция
Рассмотрим функцию
!/ = <
где а . 1. Графики функции у при 
а=2 и а—3 изображены на рис. 1, а. 
При ж=0 независимо от значения а 
имеем у=1.

Функция у при всех х положитель
на и растет с увеличением ж, так что

- я--

и производная ее также везде положи
тельна. При увеличении х на постоян
ную величину с получим
У (х 4_ с) = ах+с = асах Ъа? = by (ж),
где Ь=ас;
таким образом, у при этом умножается 
на постоянную величину. Поэтому если 
х менять последовательно, одинаковы
ми шагами (в арифметической прогрес
сии)'.
g х=х0, х0+с, х0+2с, . . х0+пс,. . „
то у будет принимать значения
Уо> Ъуй, Ь2уо, Ьпуо, ■■■
Такой закон нарастания, как известно, 
называется геометрической прогрессией.



 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

§ 7. Показательная функция 125

Найдем производную показатель
ной функции 1 для а=10. Мы можем 
написать
d (10») _ 10»+й» —10» __ . 10rf* — '1_

dx dx dx ’

По правилу нахождения производной 
сложной функции получим

10*  ig> • 2,3 lg а = а? • 2,3 lg а.
(1.7.3)

где запись dx (вместо Дж) символизи
рует стремление приращения к нулю.2

Что представляет собой величина 
10й» — 1, п——— ? Это есть предел отношения 

——~— при Дж ■-> 0. Найдем этот пре

дел численно, «арифметически». Поль
зуясь четырехзначной таблицей лога
рифмов (или, что еще лучше, микроком
пьютером), получаем

Замечательная особенность показа
тельной функции заключается в том, 
что ее производная прямо пропорцио
нальна самой функции.

(1-7.1)

Ю0-10 1,2589,

10°-°i 1 ,0233,

100-001 — 1 ,0023,

1Q0.1 — 1
0,1 2,589;

1 ПО, 01 _ I
ОДИ

іпо,ооі і

.0,001

2,33;

2,3

Таким образом, можно заключить,
что
lim

Дг->0

10до — !
Дх

Z—««/ 2,3

(где, разумеется, стоящая справа по
стоянная определена нами лишь при
ближенно, хоть и достаточно надежно). 
Следовательно,
0--(10^10-. 2,3. (1.7.1)

Производную 10х мы нашли, так ска
зать, «опытным путем», при помощи 
«арифметического эксперимента», при
ближенных вычислений. Для любой 
другой показательной функции задачу 
теперь легко свести к предыдущей. 
Пользуясь понятием логарифма, за
пишем:
a = 10lg“, ах=Юх1ва. (1.7.2)

где коэффициент пропорциональности К 
зависит от основания степени а. В этом 
главное свойство геометрической про
грессии: чем больше достигнутое зна
чение величины, тем быстрее ее рост 3.

Если для показательной функции 
у=ах имеем 0<а< 1, то график 
функции имеет вид, изображенный на
рис. 1, б. Здесь при увеличении Ж в; 
арифметической прогрессии у умень
шается в геометрической прогрес
сии. Формула (3) в этом случае по- 
прежнему применима; однако теперь 
величина lg а отрицательна (ибо а<1) 
и, следовательно, производная, будучи 
пропорциональна функции, имеет про
тивоположный ей знак. Во второй части 
книги мы рассмотрим ряд задач, в ко
торых та или иная величина умень
шается с течением времени, притом 
так, что скорость ее убывания пропор
циональна самой оставшейся на данный 
момент величине:

^=—су, где с>0. (1.7.5)

Как видно из предыдущего, в этом слу
чае решением задачи явится показа
тельная функция
У~Уйих (где а<1). (1.7.6)

1 а=10 взято для облегчения вычислений 
с помощью таблицы десятичных логарифмов. 
Читатель, пользующийся компьютером с кноп
кой ух, может вместо этого выписать, напри
мер, 20.!, 2°>01, . . . или З0’1, З0>и, . . . и соот
ветствующие этим числам отношения 
(20.1—1)/ 0,1 и т. д.

2 Именно это обстоятельство позволяет нам
d (10») 10»+йо — 10»

смело писать ——— —------ —-------- (точ-
0(10») 10»+д- - 10» 

ное равенство 1) вместо ——— —-------—-------
(приближенное равенство).

Упражнения
Найдите производные функций:
1.7.1. у = 0». 1.7.2. y = 5»+1. 1.7.3. у =. 

= (у)*.  1.7.1. у = 10'/0. 1.7.5. у = 2<

1—
1.7.6. у = 2 о.

3 Свойство геометрической прогрессии — 
необычайно быстрое ее возрастание — люби
мая тема многих популярных книг по матема
тике, например «Занимательной алгебры» и 
«Живой математики^» Я. И. Перельмана.



 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

126 Гл. 4. Вычисление производных

•§ 8. Число е

Найдем такое значение основания а, 
для которого формула производной 
показательной функции у=а* имела бы 
наиболее простой вид. А именно по
требуем, чтобы в выражении (7.4) коэф
фициент пропорциональности К рав
нялся единице (в этом случае его мож
но вовсе не писать). Обозначим искомое 
основание степени буквой е. Таким 
образом, по определению числа е, имеем

1 Точность с которой можно таким образом 
определить число е, также весьмо невелико: 
вряд ли, определяя производную 10* при 
помощи четырехзночной таблицы логарифмов, 
Вы сможете верно найти сотые доли в деся
тичном представлении число е. В действитель

на _ 1

значение с помощью таблицы логарифмов 
получить не удоется. Еще менее соответствует 
возможностям школьных тоблиц логарифмов 
легко зопоминаемое, но практически доста
точно бесцельное приближенное зночение 
числа е с 15 десятичными знаками; е « 
« 2,718281828459045. (Зометим, что число е 
не выражается периодической деся
тичной дробью.)

По поводу формул (и методов), позволяю
щих вычислить е с очень большой степенью 
точности, см. § 6.1, 6.2.

2 Запись г ) 1 означает, что число г зна
чительно меньше 1; аналогично зопись п •> 1 
означает, что п — большое число (п значи
тельно больше 1).

3 Разумеется, с точки зрения ригориста-
1 

математика, уже переход «из е1/я «1]- — сле

дует ess(l + » не строг, так как обе части

приближенного равенства (верного лишь при
п •> 1) не всегда можно возводить в большую 
степень п. Таким оброзом, ноше рассуждение 
не доказывает определение (3), о всего лишь 
поясняет его. Тем не менее мы надеемся, что 
читотелю это россуждение покажется убеди
тельным.

Число е легко найти с помощью фор
мулы (7.3):
2,3lgee«l, ige«

откуда по таблице логарифмов
е «2,7.
Однако такой практический подход не 
соответствует историческому ходу раз
вития науки и принципиально не удов
летворителен. Мы пользовались числа
ми, заимствованными из таблицы ло
гарифмов, не задумываясь над тем, как 
эти числа были получены х.

Найдем число е, основываясь только 
но формуле (1). В силу общих свойств 
показательной функции е°=1. Рассмот
рим функцию у=ех. Мы имеем у (0)^=1 
и согласно (1) у' (0)—1.

Возьмем малое Lx=r и подсчитаем 
приращение функции у=ех при пере
ходе от ж=0 к х=г. Как мы знаем, при 
этом можно писать Ду «у' Дж. По
этому
Ду « 1 • Дж _ г, у(х) — у (0) -J- Ду, 

« 2,302585, но, конечно, этоности dx

откуда 
ег«1--г. (4.8.2)

Это равенство надо понимоть в том 
же смысле, в каком понималось выше 
равенство 
у (ж -f- Дж)« у (ж) -f- у (ж) Дж,
т. е. в равенстве (2) опущены члены 
второго и высших порядков, т. е. чле
ны, пропорциональные г2, г3 и т. д., 
и сохранен лишь член первого порядка 
малости, пропорциональный г. При 
этом важно, что коэффициент при г 
точно равен единице — это следует из 
свойства числа е, записанного форму
лой (1) и являющегося определением е.

Представим себе число г в виде дроби 
с большим зноменотелем: г=_; если2 * 

п
г _ 1, то п >> 1. Тогдо из (2) следует 
е1/я _ 1 * * 4—-1, откуда е « (1 4- --у.

Так как формула (2), пренебрегаю
щая членами с г2 и др., тем точнее, чем 
меньше г, то последнее выражение тем 
точнее, чем больше п. Таким образом, 
мы получаем второе строгое определе
ние числа е:

е = Итбі1-4--)” ^.S^)
(читается: е есть предел выражения 

(1 при п, стремящемся к беско

нечности 3).
Аналогично при фиксированном К и 

достаточно малом г (таком, что Кг ) 1) 
имеем
e* r « 1 -f- Кг,



 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 
 
 

 

§ 8. Число е 127

1откуда, положив г— — , где п очень 
велико, получаем

+4)-.
или, точнее,
е‘=Я™ (‘l+D’- (4.8.3а)

Не надо бояться слов «предел», 
«бесконечность». Практически напри- 

(1 \Ю0
1 + їоо) «22’,05 уже довольно 

мало отличается от точного значения е. 
Советуем читателю самому найти 

6+4-

4 Для функции у=ех составлены подробные
таблицы.

6 Значения — взяты из четырехзначных 
таблиц Брадиса.

Мы видели, что ег;=1-^г при малом г, 
и это приближенное равенство4 тем 
точнее, чем меньше г. Проверим ска
занное на конкретных примерах.

Составим следующую таблицу s:

r 1-fr Є? r 1 4- t eer

—0,5 0,5 0,6065 0,01 1,01 1,0101
-0,4 0,6 0,6703 0,1 1,1 1,1052
-0,3 0,7 0,7408 0,2 1,2 1,2214
-0,2 0,8 0,8187 0,3 1,3 1,3499
—0,1 0,9 0,9048 0,4 1,4 1,4918
—0,01 0,99 0,9900 0,5 1,5 1,6487

0 1 1

Видно, что даже при г= + 0,3 ошибка 
в (2) не превышает 6%. Физику (или 
инженеру) полезно помнить не только 
то, что е?»2,72, но и приближенные зна
чения: e2«s7,4, е3«220, е4л;55, е5 6»Л50. 
Краткие таблицы значений функций ех 
и е~х даны в Приложении IV к книге.

При помощи числа е упрощается ре
шение задач на геометрические прогрес
сии и сложные проценты. Пусть, ска
жем, требуется указать, во сколько 
раз вырастет производство за 50 лет 
при ежегодном росте на 2%.. Нам 
нужно вычислить 1,02 50. Применение 
числа е заключается в том, что, поль
зуясь соотношением (2), мы прибли
женно заменяем 1,02 на е0’02, в силу 
чего 1,0250~е°’0‘2-'‘(>=е^22,72. Общая 
формула имеет вид
(1 4-г)™я«етг, г^ет^<01. (4.8.4)

Для применимости этой формулы до
статочно, чтобы было мало г-; т и тг 
могут и не быть малыми. Если тг тоже 
мало, то етгж1+тг, так что мы полу
чаем известную ранее формулу
(1 Д- r)m ж 1 -J- тг (4.8.5)

(см. формулу (5.4)). Однако при боль
ших тг формулой (5) пользоваться уже- 
нельзя, тогда как выражение (4) оста
ется справедливым и в этом случае 
(если только г <О 1). Такг для примера, 
приведенного выше, точное значение 
числа 1,0250 ' (с тремя знаками после 
запятой) равно 2,693, а формула (4) 
дает 1,0250?ае1яа2,72; по формуле же (б) 
мы получим (1-+0,2)50^^1 -|-50-0,2=2. 
Расчет с помощью числа е (формула 
(4)) дал ошибку около 1%, тогда как 
расчет по формуле (5) здесь дал ошибку 
порядка 25%.

В общем виде оценка точности формулы (4)- 
дана в § 6.1 (см. упр. 6.1.4). Оказывается, что 
относительная погрешность этой формулы 
имеет величину порядка тг2, так что формула- 
(4) применима при тг2 <4 1, а формула (5), 
как мы знаем, — лишь при тг << 1. Но так 
как (увы!) условие тг < 1 при малых г явля
ется гораздо более сильным, чем условие 
тг2 О 1, то существуют значения т и г, при 
которых можно пользоваться приближенным 
равенством (4), но не равенством (5). Напри
мер, в рассмотренном нами случае г=0,02, 
7=50 имеем: 7г=1, а 7)7=0,02, т. е. mt2' 
малб, а величину тг малой считать нельзя. 
Так же, скажем, при г=0,001, 7=10 000 имеем- 
ттг= 10 и условие тг — 1 никак не выполня
ется; однако 777=(0011 так что здесь вполне 
можно считать выполненным условие тг2 о§ 1 
(ср. упр. 2).

В соответствии с первоначальным оп
ределением числа е (формула (1)) про
изводные от показательных функций 
имеют особенно простой вид, когда ос
нованием степени является число е. 
Эти производные удобно выражаются 
через саму функцию. Приведем ряд 
формул:

у = Сех,

dy p dekx  
dx dx

dy  dex
dx dx

Cekx d (kx) 
dx = ky;



 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

128 Гл. 4. Вычисление производных

т (я)у = е >

dy _ de™ > > > =ет(х) dm (х) _ 
dx dx dx

dm (x)

y = f(x)emlxy,

^■ = f' (ж) em w 4- / (ж) em Mm' (ж) = 

Мж+т'(4

Для показательной функции у=ех 
(с основанием степени о) часто исполь
зуют запись у=ехр (ж) (от латинского

■лова exponent — показатель; сама
■фуукция ех называется экспоненциаль
ной функцией, или зависимостью, а за
пись ехр ж читается как «экспонента 
икс»). Запись с помощью символа ехр 
особенно удобна в тех случаях, когда 
аргументом функции служит сложное 
выражение: ясно, что удобнее написать 

/7/424/ \3/7г24^24«\з \Ч^-)
ехр( ^-5 j > чем є4 * * 7 •

Число е можно также определить 
геометрически. Показательные функ
ции у=аХ и Уі=Ьх связаны простой 
зависимостью
Ьх — акх, где к = loga Ь (4.8.6)
(этот факт уже использовался в фор
муле (7.2)). Из (6) следует, что график 
■фикции ух получается из графика 
■ффнкции у сжатием в к раз в направ
лении оси ж (рис. 1, а, ср. § 1.7).

Ясно, что все графики функций у=ах, 
•отвечающие различным а, проходят че
рез одну и ту же точку (0,1) (ибо при 
любом а имеем п°=1); в этой точке 
■они пересекают ось у под разными 
углами. Самой простой можно счесть ту 
из показательных функций, график ко
торой (точнее, касательная к графику 
которой) в точке (0,1) образует с осью 
у угол 45° (рис. 1, б). Из формулы 

(1) вытекает, что этому условию удовлет
воряет как раз функция ех (вспом
ните геометрический смысл производ
ной!).

Вывод. Итак, можно дать четыре 
различных определения числа о:

1) условием )еД'=ех\
2) условием ег?«1--г, выполняю

щимся при г У 1;
3) как предел выражения

при л —> оо ;
4) как основание степенной функции 

у=т*,  график которой пересекает ось 
у под углом 45°.

У числа е есть и другие замечатель
ные определения и свойства; о неко
торых из них будет рассказано в гл. 6.

Для закрепления этого очень важ
ного раздела читатель должен, отложив 
книгу, сам показать, как из каждого 
определения следуют три другие, рас
сматриваемые как свойства числа е.

Заметим, наконец, что в равенстве 
у=ех величины жиу — это, безусловно, 
(безразмерные) числа, а не именован
ные величины: ведь запись ех, где ж — 
это 100 м или 5 ч, не имеет никакого 
смысла. Соответственно этому в есте
ственнонаучных законах экспонен
циальная зависимость между размер
ными величинами у и ж обязательно 
имеет вид y=Z2e^Ji, где ІХ и Z2 — еди
ницы измерения ж и у. При этом пере
ход К НОВОЙ единице ZJ^cZj измерения 
величин ж приводит к замене ИСХОДНОЙ 
зависимости у—ех (по существу, рав
носильной ей) зависимостью у=есх' 
(где ж' = у—та же величина ж, но 

измеренная в новых единицах Z().
1

Аналогично этому замена і'2=-ді2 еди

ниц измерения величин у приводит 
к замене формулы у=ех на y’=dex 
(где у' уже измеряется в единицах Z2). 
Соответственно этому экспоненциаль
ными обычно называют все зависимости 
типа у=аекх, где а и к могут быть 
какими угодно: ведь в большинстве 
случаев переход к другим а и к озна
чает лишь изменение системы единиц, 
так что физический смысл имеет лишь 
сам факт степенной зависимости и знаки 
чисел а и А (в частности, условию 
к > 0 отвечает растущая функция у= 
—екх, а условию к < 0 — убывающая).



 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

§ 9. Логарифмы 129

Упражнения
4.8.1. Найдите производные следующих 

функций:
а) у = е~х; б) у — 5еж — езх; в) у — ех\’ 

0 д) у — Є-3х-1.
4.8.2. Сумма увеличивается на 0,1% еже

месячно; во сколько раз вырастет она за 
1000 лет? [Указание. Используйте фор
мулу (4).]

§ 9. Логарифмы
Как известно, логарифмом числа h по 
основанию а называется та степень /, 
в которую надо возвести а, чтобы по
лучить h:
f = iogah означает, что h — af. (4.9.1)

Таким образом, логарифмическая 
функция y—logaZ обратна (в смысле 
§ 1.6) показательной функции у=ах.

График логарифмической функции 
y—log(yr (где а )> 1) изображен на 
рис. 1. Отметим, что при х—1 (неза
висимо от значения а) имеем у=0, а 
а при ж 3> 1 величина у )> 0 (при 
х — 1 соответственно у <С 0). Вся кри
вая y—logax расположена правее оси 
ординат: так как результат возведения 
положительного числа а в любую сте
пень будет положительным, то отри
цательные числа логарифмов не имеют *.

Из рис. 1 видно, что производная 
функции y = logax (при а > 1) при 
всех значениях х положительна, ибо 
функция у при всех х растет. Заметим 
также, что скорость роста функции 
у—logaX с увеличением х уменьшается, 
т. е. производная функции при этом 
убывает (ниже мы строго докажем это).

Выведем формулу, связывающую ло
гарифмы одного и того же числа по 
разным основаниям. Пусть 
f — loga h, af = h. (4.9.2)

Прологарифмируем обе части второго 
из равенств (2) по основанию Ъ.

f logs а — logs h, откуда f = .
Принимая во внимание (2), получаем

. 0.9.3)

Равенство (3) можно также перепи
сать так:
log,, ж — к loge ®, где & — log4«. (4.9.3а)

1 Ср., впрочем, § 14.3.

Число A=logia называется модулем пе
рехода от логарифмов по основанию а 
к логарифмам по основанию Ъ. Из (За) 
следует, что график функции y—logiX 
получается из графика функции у= 
—4ogax растяжением в К раз —вдоль 
оси у.

Логарифмы по основанию е называ
ются натуральными (т. е. природными, 
естественными) логарифмами и обозна
чаются In х. «Естественность» именно 
этой системы логарифмов связана с тем, 
что в ряде отношений они оказываются

Рис. 4.9.1

простейшими: так, например, для функ
ции у—1п х проще всего определить 
производную (скорость роста). Эти за
мечательные свойства натуральных ло
гарифмов, с которыми мы неоднократ
но встретимся ниже, привели к тому, 
что оба создателя учения о логарифмах — 
шотландский дворянин Джон Непер 
(1550—1617) и швейцарский часовщик 
Йобст Б ю р г и (1552—1632), — поч
ти одновременно и независимо их от
крывшие, рассматривали именно этот 
тип логарифмов (или весьма близкие 
к ним). Десятичные логарифмы впер
вые рассмотрел по предложению Не
пера его друг и почитатель лондонский 
профессор Генри Бригс (1561 — 
1630) 2.

Натуральные логарифмы можно оха
рактеризовать тем, что график функ
ции у=1п х пересекает ось абсцисс 
(в точке (1,0)) под углом 45° — ведь 
этот график получается из графика 
(обратной натуральному логарифму) 
функции у—е® отражением от биссек
трисы координатного угла (см. § 1.6), — 
а график экспоненты у=ё° пересекает 
под углом 45° ось ординат (в точке 
(1,0); см. рис. 8.1, б).

2 В старину десятитаые логарифмы зача
стую называли бригсовыми, а натуральные — 
ПвИвровЫмИ.
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Найдем теперь производную нату
рального логарифма. Рассмот
рим величину d 1пж=1п (x-\-dx) — In x. 
Из известной формулы In а — In b = 
= In у следует
Щп® = 1пп-Ц- = 11(1 +^-).

Но мы уже знаем, что при малых г
ег ай 1г
(см. формулу (8.2)). Возьмем лога
рифмы обеих частей последнего равен
ства; поскольку In ег=г, получим очень 
важное соотношение
In (1 — г) ай г (4.9.5)

(приближенное равенство (5) имеет 
смысл, аналогичный (8.2); оно верно при 
г 1). Из (4) и (5) следует

Й1пж = 1n(1

(запись dx, а не Дж, позволяет нам 
считать последнее равенство точным!), 
поэтому
d In х_ , 1

dx х * (4.9.6)

Когда х меняется в геометрической 
прогрессии, In х меняется в арифмети
ческой прогрессии: 
если х—а, ab, ab, ab, . . то In х = 
= in a. In а 4- с, In а 2с, In а — Зс, . .., 
где с = In b.
Поэтому чем больше х, тем медленнее 
растет In я: и тем меньше производная 
функции In х, что и отражает формула (6).

Производную натурального лога
рифма можно найти также, пользуясь 
тем, что логарифм и экспонента — 
взаимно-обратные функции. Запишем: 
у = In х, х = еУ, х'
dy 1 .. 1 

d(ey) 
dy

dx е$ х 
Теперь, пользуясь (За), можно вычис
лить производную логарифма и по 
любому основанию а. Пусть j/=log^;; 
тогда (см. (3) и (За))

__  In a: dy   1 din я  1 1 
In o’ dx Пі ■ dx Ina x *

(4.9.7)

Заменив в равенстве (3) а на e, a b и h на a, 
получим In a = j , что позволяет пере

писать (7) так: 
d loga x — loga e 

dx x * (4.9.7a)

Из формул (6), (7) и (7a) самой про
стой является формула (6), верная имен
но для натуральных логарифмов. Для 
грубых расчетов в уме полезно за
помнить, что 1п2 ай о,69; 1пЗ ай 1,1; 1п16 ай- 
ай 2,3 ай , — . Краткая таблица нату
ральных логарифмов дана в Прило
жении IV к книге.

Если под знаком логарифма стоит 
какая-нибудь функция /(ж), то произ
водную находим по правилу дифферен
цирования сложных функций (см. § 3):
d In / (я) —_ 1 df {x)

dx / (x) dx * (4.9.8)

Производную (In / (ж))' логарифма функ
ции / (ж) часто называют логарифми
ческой производной / (ж); согласно (8) 
она равна частному производной /' (ж) 
и самой исходной функции / (ж). При
ведем один пример, демонстрирующий 
пользу понятия логарифмической про
изводной.

Формула (8) дает возможность на
ходить производные функций вида 
/ж)Ли', т. е. функций, содержащих 
переменную и в основании и в показа
теле степени. Пусть 
у = / (ж)А (л>. (4.9.9)

Прологарифмируем (9) (логарифмы 
можно брать по любому основанию; 
возьмем натуральные логарифмы):
In у = h (ж) In / (ж). (4.9.1о)

Продифференцируем теперь обе ча
сти равенства (Ю) (т. е. найдем про
изводные обеих частей); при этом уч
тем, что In у есть сложная функция х 
(так же как In / (ж)).: 
jrP' = h' Ж) In / (ж) + Л (ж) , 

откуда

у = у Ж) In / Ж) + h Ж) »

или, учитывая (9),

у' = f (x)hlx) К (ж) In / (ж) 4~
--ЛЖШ®)*'* ’"1/^®). (4.9.11)

Заметим, что в формуле (11) справа 
стоит сумма двух членов: первый член



 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

§ 10. Тригонометрические функции 131

/ h'(x) In f(x) есть производной
выражения f, вычисленная в предпо
ложении, что переменной является 
лишь h, о / — постоянная; второй член 
h (ж) / (ж)Ли)_1 у'(ж) — это производная 
выражения —, вычисленная в предполо
жении, что / — переменная, a h — по
стоянная. Здесь подтверждоется общий 
принцип, выскозонный в § 2.

Заметим, ноконец, что в ровенстве 
y=\ogax 'как ив ровенстве у=а*)  ве
личины х, у и а обязательно безразмер
ны. Если х — размерная величина (на
пример, длина), то число х зодается 
лишь с точностью до постоянного мно
жителя, зовисящего от выбора единицы 
измерения. Соответственно этому ве
личина loga х (при любом фиксировон- 
ном основонии логарифмов а) опреде
лена лишь с точностью до постоянного 
слагаемого (до аддитивной постоян
ной, как говорят в подобных случаях 
математики); в этом отношении оно 
подобна неопределенному интегралу 3. 
Если же обе величины хну — размер
ные, то правильно будет писать у= 
~h^°Sa~7~^ где множители I• и 12 хо- 
рактеризуют единицы измерения для 
-ж и у: ведь взять логорифм можно 
лишь от безразмерной величины, ска
жем от числа 100, получаемого как 
отношение (росстояние АВ)/'единица 
измерения ZJ (например, метр). Зна
чение логарифмической функции так
же безразмерно; поэтому размерная ве
личина у обязательно равно /.Jog^'p-)0 

т. е. loga-^- единиц • Эти достаточно 
простые сооброжения полезно иметь 
в виду, ибо логарифмическая (как и 
экспоненциальная) зовисимость часто 
встречоется в естественноноучных за
конах.

3 По поводу глубокой связи между лога
рифмической функцией и интегралами (чо- 
стично объясняющей и эту онологию) см. фор
мулу (5.2.2) (которую иногдо даже кладут 
в основу определения логарифмов) и обсуж
дение этой формулы в § 7.6.

Укажем еще, что в силу (3) и (За) 
переход к иному основанию системы 
логарифмов Ь сводится к умножению 
всех логарифмов на постоянное число 
Z( = log-a), т. е. просто к изменению 
-системы единиц, измеряющих величину 

y—logax. Именно поэтому в большин
стве случоев выбор основония системы 
логарифмов не игроет никокой роли, 
что и позволяет пользоваться именно 
нотурольными логорифмами как со- 
мыми простыми.

Упражнения
4.9.1. Чему равен iog015? [Указание. 

Воспользуйтесь формулой '3).]
4.9.2. Выведите формулу для производной: 

о) произведения двух функций, использовав 
соотношение log (uv) = log и -|- log v; б) част
ного двух функций, использовав соотношение 

log у = log u — log и.
4.9.3. Найдите производные функций: 

а) у = In (х + 3); б) у = In 2х; в) у = In 'я2 
4-1); г) у = In (х 4- -І-); д) у = In 'Зя2 — х -р

+ 1); е) у = ж) y = ln

s) y = xlnx; и) у = х3 In (х -- 1); к) у = 
= хх; л) у = >гхгК

§ 10. Тригонометрические функции
В этом порографе мы нойдем производ
ные тригонометрических функций.

Тригонометрические функции опре
деляются как отношения отрезков — 
отношения сторон прямоугольного тре
угольника или отношения определен
ных отрезков в круге '«линия синуса», 
«линия конуса» и т. д.) к родиусу 
круга. Поэтому тригонометрические 
функции безразмерны; их оргументом 
служит также безразмерная величи
но — угол. Естественной мерой угла, 
употребляемой в высшей мотемотике, 
является радиан — центрольный угол 
в 1 родион стягивоет в круге дугу, 
ровную своему радиусу, о централь
ному углу в t радион отвечоет в круге 
родиусо 1 дуга длины t. О зночении 
тригонометрических функций для опи
сания физических процессов мы скожем 
во второй чости книги (см. гл. 10).

Далее мы всегдо будем россмотри- 
воть круг с родиусом, ровным 1. При 
этом кратко будем говорить, что в та
ком круге синус ровен длине линии 
синусо, угол ровен длине дуги и т. д. 
Одноко читотель должен помнить, что 
и тригонометрические функции, и углы 
безрозмерны и не измеряются едини



 
 
 
 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

132 Гл. 4. Вычисление производных

цами длины (сантиметрами, дюймами 
или метрами). Синус равен длине линии 
синуса (в сантиметрах), деленной на 
длину радиуса (в сантиметрах); лишь 
при г=1 см он численно равен длине 
линии синуса. Линии синуса и коси
нуса показаны на рис. 1.

Напомним вид графиков синуса и 
косинуса в зависимости от угла (рис. 2). 
Период синуса, так же как и период 
косинуса, равен 2тг«6,28: ведь изме
нение угла на 2 к означает полный обо
рот радиуса окружности.

Найдем производные синуса и ко
синуса геометрически. На рис. 3 конец 
радиуса, отвечающего углу Т, обо
значен А, конец радиуса, отвечаю
щего близкому углу cp-f-dcp, обозначен 
В. Таким образом, длина дуги А В рав
на dtp. ,Опустим из А перпендикуляр Л С 
на линию синуса В В' угла y+dp. 
Как видно из рис. 3,
АА' = sin ур, В В' — sin (<р —- dy), 
ВС = sin (<р -|- dp) — sin = d (sin ур) 
(и здесь, конечно, последнее равен
ство является «точным в пределе» при 
dy -> 0). Далее

О А' = cos ср, OB' = cos (р —-dtp), 
А'В' = АС = cos <р — cos (ср —- dy) = 
= — d (cos ср).

Так как угол dp мал, то длина dy 
дуги АВ практически не отличается 
от длины хорды АВ; можно также счи
тать, что угол АВС, образованный 
хордой А В и вертикалью ВСВ', ра
вен ср Ч Из рассмотрения треуголь
ника АВС найдем BC=ABcos ср, ЛС= 
АВ sin ср. Таким образом,
d(sin ср== cos pdp, —d (cos ср) = sin ср dy
и, следовательно,
d (sin ср)

dy COS y>, —sin p.
(4.10.1)

Такой простой и наглядный способ вычис
ления производной синуса и косинуса вполне 
убеждает начинающего читателя. С другой 
стороны, опытный и все знающий читатель (на 
которого эта книга не рассчитана) отметит 
те трудности, которые встречались по ходу 
вывода. При малом, но конечном (не беско
нечно малом!) угле Дср длина хорды АВ 

можно показать, чтоменьше длины дуги:
(Дер)»А«в=д'1‘<Ч-

Далее, угол СВА
Ду

ср -|- а не просто ур, следовательно,

на самом деле равен

ВС = АВ cos (у -|--у-

) (cos — -у- sin у 4- • . . у

Поэтому выписанные выше равенства, 
строго говоря, не точны. Однако они верны 
«с точностью до малых первого порядка» по 
отношению к малой величине Дер, т. е. при ус
ловии пренебрежения членами второго и выс
шего порядков относительна Ду. Поэтому 
если для приращений верны лишь приближен
ные равенства Д (sin y)«rcos у - Ду и Д (cos р)с~ 
%—sin у • Дур, то соответствующие равенства 
для дифференциалов уже точны, и, значит, 
равенства£(1) для производных также явля
ются точными.

Описанный вывод формул для производных 
тригонометрических функций равносилен сле-

1 Касательная і к окружности в точке А 
образует с вертикалью А А' угол A'At, равный 
ур {Aa'AI=Z.aOa' как углы со взаимно пер
пендикулярными сторонами!); угол же АВС 
практически не отличается от указанного, ибо 
хорда А В по направлению очень близка к t.
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дующим соображениям, опирающимся на ис
пользование механических представлений (и, 
в частности, апеллирующим к понятию век
тора). Представим себе точку М=М (t), дви
жение которой по плоскости описывается па
раметрическими уравнениями:
х = ?<), У = Ф(0), (4.10.2)

ния производных функций sin ср и 
cos ср, не требующий обращения к чер
тежу. Согласно общим формулам при
ращение синуса Asin ?=sin(cp + Дер) — 
— sin ср. Вспомним формулу синуса 
суммы двух углов
sin (а Р) == sin а cos р cos а sin Р

где t — это время (см. § 1.8). В таком случае 
скорости изменения координат хну точки М 

dx 
будут задаваться проивводными х' — ~УГ

и у'
dy 
dt

MMt
При ЭТОМ вектор ——— = vcp =

Дж 
дГ

/Дж Ду\ /
' "Д/ кгде 

вектора, рис. 4^ буді

и

,ет

Дууу- — координаты

характеризовать
среднюю скорость на отрезке ММ± 
пути (здесь Мг = М (t At)); вектор же v =

/ dx dy\
= \df ' ~dt ) задает мгновенную ско
рость в точке М пути: он направлен, 
очевидно, по касательной к траектории дви
жения в точке М, и его длина равна 

As ds
lim-дт- = -лг, где As % I MMy I — прираще- 

д/->0 ai

и применим ее к sin (ср Д^р)- Получим 
sin (ср Дер) = sin ср cos Дер -j- cos ср sin Дер,
откуда

ние пути s за время At.
Пусть теперь траекторией движения точки 

М служит окружность радиуса 1, по которой 
точка движется равномерно, пробегая за еди
ницу времени единицу пути, скажем 1 см за 
1 с. Тогда формулы (2) примут вид:

Д sin ср = sin ср cos Ду -j- cos ср sin Дер —
— sin ср = cos ср sin Дер — sin ср (1 —
— cos Дер).
Составим отношение приращений:

ж = cos t, у = sin t (4.10.3)

и скорость v движения будет задаваться век- 
d (cos t) d (sin t) 

тором с координатами —у— , ---- д---- . Но

A sin у і sin Дф . 1 — cos Дф
= lcos f -дТ- - sin f------—- •

(4.10.4)

ясно, что вектор скорости v будет иметь здесь 
единичную длину (ибо приращение As пути 
по условию равно приращению At времени) 
и будет направлен по касательной к окруж
ности (см. рис. 4). Координаты этого вектора 
v, перпендикулярного радиусу ОМ=г окруж
ности, будут, очевидно, равны — sin t и cos t 
(ср. прямоугольные треугольники АОМ и 
VMP со взаимно перпендикулярными сто
ронами на рис. 4: они имеют одинаковые ги
потенузы ОМ= КМ=1 и равные острые углы 
A0M=MV Р=г, знак минус у координаты 
—sin і вектора v указывает на направление 
отрезка МР). Таким образом, мы снова прихо
дим к тем же формулам (1):

Теперь нужно перейти к пределу 
при Дер -> 0. Известно, что при очень 
малых углах а синус практически 
равен дуге: sin а^аа, т. е. sin Д<рр«Д? 
при Дер -> 0. Другими словами,

дт-»о д? .

Второй член в выражении (4) надо 
сперва преобразовать по известной фор
муле 1 — cos 2а = 2 ай2а, поэтому 1- —
— cos Дер = 2 зіп2(-у-^. В этой формуле 

при малом Дер имеем srn (у-) ~ -у -

d (cos t) 
dt sin t,

d (sin t) 
dt = cos t.

Поэтому

1 — cos Дер 
Д<р

Д<р

Наконец, укажем еще совсем иной 
(и более формальный) способ вычисле

Следовательно, в пределе при Дер -> О 
о , . 1 — cos Дфвторой член пропадает: lim ---- ;----- -.—(і.

д<р->о д?



 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

134 Гл. 4. Вычисление производных

Отсюда

lim 
д?-»о

Д sin у d sin у
Дір dy = COS

Аналогично
Д cos . ср = cos (ср -f- Дер) — cos <р = 
= cos ср cos Дер — sin ер sin Дер — cos ср = 
= —. COS Ср (1 — COS Дер) — sin ер sin Дер
(здесь мы используем формулу для ко
синуса суммы двух углов) и, значит,

d (sin у) . _■ = 1 при ср = 0 указывает, что 
при малых ср величина sin ср растет при
мерно как ср.

Зная производные функций y=sin х 
и y=cos х и используя соотношения, 
связывающие тригонометрические функ
ции, легко найти производные всех 
остальных тригонометрических функ
ций. Так, например, По
этому по формуле дифференцирования 
дроби
dtg х__ d (sin x/cos x)

dx dx
__css cress _ — sin X (—sin cr)

' COS2 X '

= cos a cos р *

д tg у = і« (у + Ду) - tg у= COs ^“cos v •

(4.10.7)

d(tg?) = lim Atg? =
dy ду^->о Ду

= lim !_______ =
Дур->0 Ду cos (у + Ду) cos у

= 1________ 1
cos2 у cos2 у *

Отсюда
dtg x cos2 x -|- sin2 x 1 . , _

dx cos2 x cos2 x ' '

А так как мы уже знаем, что 
lirm-:os^AO, lim ^ = 1,

Д<р->0 ДУ Дс->0 ДУ

то окончательно получаем
d cos у jjn. .oos у 

д? “
= —cos ср . О — sin Ср • 1 = —sin <р.

Из рис. 5, на котором изображен 
график tg х, видно, что функция у= 
=tg х при любых х имеет положитель
ную производную. Вблизи точек раз

/ • те Зте \рыва I х = у , х = -у, ...) производная 
неограниченно возрастает — и здесь 
«уходит в бесконечность» как сама 
функция, так и ее производная. Оба 
эти вывода вполне согласуются с фор
мулой (5).

Пользуясь совершенно аналогичным 
приемом, находим
d(ctgz) __ 1

dx sin2 х • (4.10.6)

Соотношения (1) справедливы для 
любых углов, а не только для углов 
в первой четверти. Полезно также, 
глядя на графики функций sin х и 
cos х, проверить, что формулы (1) ука
зывают правильный знак производных 
при любых х.

Проверим еще формулы (1) при ма
лых углах. При малом ср геометрически 
очевидно, ЧТО sin ср^дасср, cos cpprl, где 
приближенное равенство так же
как и во многих других случаях, оз
начает «равно с точностью до малых 
первого порядка». Первая из формул (1) 

d (sine) лпри малом ср дает ' .. т ' «=; 1, а вторая 
d(cosy) т-г dcosy лдает ' ?• Поэтому -- — О

при <р = 0; равенство нулю производной 
соответствует тому, что косинус имеет 
максимум при ср = О. Равенство же

Производные тангенса и котангенса можно 
найти и непосредственно. Заметим, что 

„ sin a sin Вtg а — tg 8 =  — —---- :-- =& 6 * cos а cos р
sin а cos р — sin р cos а sin (а — Р)

cos a cos p
Отсюда

Имея в виду, что

из (7)

lim 5Іп Д =1, 
ду->о Д?

получим
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Упражнения
Найдите производные функций:
4.10.1. у = sin (2х + 3). 4.10.2. у —

= cos (х — 1). 4.10.3. у = cos (ж2 — х 4-1).
4.10.4. у — sin2 х. 4.10.5. у = sin За: cos2 х. 
4.10.6. у = (sin 2х)х. 4.10.7. y = xtgx.
4.10.8. у = №. 4.10.9. у = ctg у.

§ И. Обратные тригонометрические 
функции

Новые очень интересные результаты 
получаются при рассмотрении об
ратных тригонометрических функций. 
Напомним читателю определения этих 
функций. Функция
у — Arc sin х (4.11.1)

представляет собой угол у, синус кото
рого равен х:
sin у = х. (4.11.2)

Равенство (1) означает в точности то же 
самое, что и (2). Аналогично функция 
у — Arctg® (4.11.3)

представляет собой угол у, тангенс ко
торого равен х:
tgy = x. ^ДІЛ)
Совершенно так же определяются функ
ции у—Arc cos х (условием ®=cos у) и 
у—Axc ctg х (условием ®=ctg у). Заме
тим, что функции у=Агс sin х и у— 
= Arc cos х имеют смысл только при 
—1 У х У 1 (ср. (2)). Функции у= 
= Arc tg х и y=Arc ctg х имеют смысл 
при всех значениях х.

Рассмотрим подробнее функцию у = 
— Arc sin х. Пусть, напримтр, х = 4г, 

у — Arc sin у. Мы можем считать, что 
те . те 1у = у, так как sin у = у; однако 

5те . 5теможно взять и у = у-, так как sin -у- 

тоже равен у. Возможно считать у — 
13те 17те .,, У — -g- И Т- Д- Мы видим, что 

одному значению х отвечает бесчис
ленное множество значений у: 
функция Arc sin х является многознач
ной (ср. с. 39) и даже бесконечнознач
ной. Все эти свойства функции у — 
—Arc sin х видны из от графика (рис. 1).

Выделим участок графика функции 
®=siny, на котором эта функция моно
тонна; обычно в качестве такого уча
стка выбирают отрезок кривой у= 
= Агс sin®, для которого—уУ^Уу-. 
Эта часть кривой отвечает так назы
ваемым главным значениям функции 
Arc sin®, которые обозначаются у= 
= arc sin®. Если ограничиться рассмот
рением функции у = arc sin®, то каж
дому ® соответствует только одно 

значение у, таким образом, функция 
arc sin х уже однозначна.

Главное значение арктангенса ' оп
ределяется аналогично:

те те
—у <агс tgz< —

(ибо функция х = tg у монотонна на 

участке—у<У<у, рис. 2).
Найдем производную функции у= 

=arc sin®. Воспользуемся тем, что арк
синус есть функция, обратная синусу: 
у — arc sin х, х= sin у,
х y = ^^msy, (4.Н.5)

У dy _ 1 __ 1
dx х' (у) cos у "

Однако аргументом здесь мы считаем 
dy не у, а х, поэтому у следует выразить 

через ®, а не через у, как в (5).
Из соотношения sin2 y + cos2y=l вы

текает, что cosy=4Vl — sin2y. Так 
как мы рассматриваем главное значение 



 
 
 
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

136 Гл. 4. Вычисление производных

арксинуса, то —у ( у ( у и, значит, 
cos у ( 0; поэтому перед корнем берем 
знак плюс: cos у = \]1 — sin2 у- Так как 
sin у = х согласно (2), то cos у = \]ї —х2- 
Подставляя это значение в (5), находим
dy = =
dx V1 — х2 ’

ИЛИ

d (arc sin x)  1
dx — д.2 (4.11.6)

Формулой (6) можно пользоваться 
только для главного значения функции; 
для других участков кривой надо вни
мательно следить за знаком выражения 
^1 — х2 (его ведь тоже можно счи
тать двузначным). Действительно, при 
одном и том же значении х на различ
ных участках кривой производная име
ет разные знаки: так, в точках А и С 
трафика функции у=Arc sin х (см. рис. 1) 
производная положительна, а в точках 
В и D — отрицательна.

тт м d (arc tg х)Найдем теперь производную —-—-. 
Если у = arc tg х, то х = tg у. Отсюда 
аналогично предыдущему находим:

355 ( у) = dx _ у 1
dy cos2 у

У' (®) dy   1 
dx х'(у) cos2 у.

(4.11.7)
»

Но из тригонометрии известно, что
tg2 у 4-1 = ———,
° а 1 cos2 у 9

ИОЭТОМу
1 

cos2 у 1 4-ж2.

Пользуясь (7), получаем окончательно
1

1 4-^2 •
dy  d(rrclgx) 
dx [dx (4.11.8)

Для любой другой ветви арктанген
са (см. рис. 2) формула (8) остается 
справедливой, так как любая другая 
ветвь получается из основной парал
лельным переносом, что не меняет ве
личины производной.

Упражнения
Найдите производные функций:
4.11.1. у = arc cos х (функция опреде

ляется условием 0 < у < те). 4.11.2. у = 
= arcctga; (здесь 0<£/<е). 4.11.3. у = 
= arc sin 2а:. 4.11.4. у = arc tg (За: -- 1).
4.И.5. у = arctg (а:2 — х). 4.И.6. у = earcgv<\

§ 12. Производная функции, заданной 
неявно

Неявное задание функции у (х) — это 
задание ее выражением вида
F(x, у) = 0. (4.12.1)

Если соответствующее уравнение мож
но разрешить относительно х или у, то 
мы снова придем к обычному (явному) 
заданию функции. Однако иногда такое 
решение приводит к сложным форму
лам, а в других случаях его и вовсе 
нельзя найти. Так, например, уравне
ние окружности в форме 
®24-i/a—1=0 (4.12.2)

проще, чем следующее из него явное 
выражение для функции у (ж): 
у=±/1—х2. (4.12.3)
Если в (1) левая часть — произволь
ный многочлен, то в общем случае 
это уравнение нельзя разрешить отно
сительно х или относительно у. В ка
честве другого примера можно при
вести простое с виду уравнение
F (х, у) = х sin х 4- у sin у — те = 0.

(4.12.4)

Однако и в тех случаях, когда мы не 
можем выписать формулу, дающую пря
мой способ вычисления у по данному 
х, все равно у можно считать функ
цией х: при каждом х можно, решая 
уравнение численно, найти соответ
ствующее у, можно построить кривую 
(1) в плоскости х, у. Возможно, что 
кривая будет существовать не при всех 
х (в случае окружности (2), например, 
лишь при —1 < х < 1); функция мо
жет оказаться многозначной, т. е. дан
ному х могут отвечать более одного 
значения у (в случае окружности, на
пример, два значения, в соответствии 
со знаком ± у корня квадратного). 
Однако эти осложнения не отменяют 
основного факта: уравнение F (х, у)=0 
определяет у как функцию х.

Как найти производную ( ? Можно 

ли это сделать, не решив уравнение (1), 
т. е. не выразив у (х) явно?

Процедуру отыскания величины у' по 
равенству (1) знал еще Ньютон. Пусть 
х, у удовлетворяют уравнению (1). 
Подставим в это уравнение «соседние» 



 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

§ 12. Производная функции, заданной неявно 137

значения ж4Дж, у+Ду, которые так
же должны ему удовлетворять:
F (х — Дж, у -|- Дж) = о. (4.12.5)
Запишем, пользуясь (1),
/<(ж--Дж, у4-Ду)=[Р(ж4-Дж, у-|-Ду)—
— 7’(ж4"Дж, у))^-^^ + Дж, у) —
— F(x, у)]. (4.12.6)

Разность F (ж +Дж, у) — F (х, у) пред
ставляет собой приращение функции 
F (х, у), рассматриваемой как функция 
одной переменной ж при неиз
менном у. Это приращение, как 
мы знаем, в пределе 1 может быть 
выражено так (см. формулу (1.2)):
У(ж 4-Дж, у) — F(x, у))& 
»-£-М1 Дж.

ах |y-const

dF (х, у) 
dx

При вычислении производной 
функции F(x, у) по ж у~const

аргумент у этой функции мы закреп
ляем, считаем постоянным; это и озна
чает запись у=const после обозначе
ния *—производной. Поскольку 
такая запись громоздка, вместо нее упо

dF (х, у) ; 
dx ’требляют более короткую:

здесь круглые буквы д (вместо обыч
ного d) как раз и символизируют тот 
факт, что производная ищется при
постоянном у, т. е. в условиях, 
когда F (х, у) рассматривается как 
функция одной переменной ж (зави
сящая, правда, от параметра у). Про
изводная
dF (х, у) __ dF (х _ у - I —_

dx dx ly-const

— )im - - - + — ♦ у) ~f — у) 
Д-»о

называется частной производной функ
ции F (ж, у) по переменной (аргументу 
функции) ж; аналогично 
dF (х, у) dF (х, у) - _

ду dy |x=const
— j-m F (x' у + by) — F(x, у)

Ду->о ^У

— частная производная от F (х, у) по у.

1 Смысл выражения «равно в пределе» 
(т. е. при малом Дх или Ду) разъяснен под
робно в § 2.4.

Итак,
^ж--^ у) — ^, у) _ dF&.Vl. йх.

Аналогично для первой разности в (6) 
можно написать
/<’(ж--Дж, у -)- Ду) — F (х -|- Дж, у)?« 

dF (х 4- Да:, у) .
«---- -—- ----— Дуду у

Условие (5) дает
dF(x' у) _ і dF (а; + ДД4 у) 

дх ~ dy

ИЛИ

Ау 
Дх

dF (а, у)
_______ dx_____  
dF (а-|- Дг, у) * 

ду

Переходя к пределу при Дж -> о, 
слева получим производную, а справа 
при этом можно будет отбросить Дж. 
Окончательно

dF (х, у)
dy дх
~dx~ dF^ у) • 0Л2.7)

ду ' ,
Обратите внимание на знак минус в фор
муле (7) и на то, что в данном случае 
просто «сократить» dF (ж, у) в числи
теле и знаменателе нельзя.

Покажем применение (7) на примере 
уравнения (2). Имеем F (х, у)=ж2+ 
+у2 — 1; тогда
dF (а, у) - FF(-- у) одх = 2Ж -_д_ =
dy  2_   х
dx ~~ 2у У*

Легко убедиться, что этот результат 
совпадает с тем, что получится, если 
вычислить производную функции (3).

Найдем производную в случае (4): 
dF (х, у) . |---- --- — = Sin Ж 4- ж cos ж,

dF (х, у) . .---- 4^—4 = Sin у 4- у cos у,

ду __ sin х 4- х cos х
дх sin у + у cos у *

Таким образом, в выражение произ
водной неявной функции входят обе 
величины ж и у. Чтобы найти ее чис
ленно, нужно найти значение у, отве
чающее заданному ж. Но если бы мы 
не имели формулы (7), то для нахожде
ния производной нам пришлось бы



 
  

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

138 Гл. 4. Вычисление производных

находить численно два значения У2 и 
отвечающие двум соседним значе

ниям и ^2, а затем искать отношение 
Мя — Уі 9——— и предел этого отношения . 
При ЭТОМ чем ближе К дц, тем точнее 
пришлось бы вычислять у2 и yt, а это 
часто вовсе не так просто. Использова
ние же формулы (7) обычно не пред
ставляет труда.

Если F (х, у)=0 приводит к неодно
значной функции у (х), т. е. если одному 
значению х отвечают два или больше 
значений у (несколько ветвей кривой), 
то выражение (7) при подстановке 
в него данного х и разных у дает значе
ния производной в соответствующих 
точках линии F (х, у)=0. Читателю 
прилагается проверить это на примере 
уравнения окружности (2), для кото
рого производная выражается форму
лой (8).

Для нахождения производной функ
ции, заданной неявно, нам понадоби
лось понятие частной производной. 
Оно имеет большое значение, так как 
необходимо для изучения функций не
скольких переменных (которых, впро
чем, мы в этой книге почти не касаемся). 
Неявно мы уже пользовались понятием 
частной производной: так, определен

? Дополнительные трудности возникают, 
когда уравнение (1) задает многознач
ную функцию у (х), ибо тут необходимо 
добиться «согласованности» значений у± (xt) 
и уз (®а) — иначе при малой разности х2—х± 
разность у2—у! может оказаться большой.

ъ
ный интограл I = j ) (ж) dx = I («, Ь) 

а
есть функция двух переменных; выше 
мы находили частные производные 
77 (=—f («)) и 77 (=) (&)) по одному 

из пределов, считая второй предел ин
тегрирования закрепленным (постоян
ным). Даже в таких элементарных во
просах, как производная произведения 
нескольких функций y=h (x)g (х) или, 
например, производная степени у= 
=h (x)9W (см. § 9), по существу, у нас 
«работали» частные производные. В са
мом деле, когда мы говорили, что у 
складывается из членов, получающих
ся при взятии производной по перемен
ной х, входящей в h (х), и производ
ной по х, входящей в выражение g (х), 
то мы имели в виду частные производ
ные. Соответствующее общее правило 
можно записать так: если
y — F[g(x), h(x)],
то
,  dy  dF dg i<F dh

У dx dg dx dh dx *

Упражнения
dy

4.12.1. Найдите производную функции,
заданной уравнением (4), в точках: а) х =

тс tz те

~~2 ' U =~2_ ’ б)х = _ ~2_ ' у—~2 ‘
dy

4.12.2. Найдите производную функции, 
заданной уравнением х3 -|- За -|- у3 ф- Зу — 8 = 
= 0, в точке х = у = 1.



 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

Глава 5

ТЕХНИКА ИНТЕГРИРОВАНИЯ1

1 Перед чтением этой главы полезно по
вторить материал гл. 3.

§ 1. Постановка задачи
В гл. 3 мы познакомились с понятием 
интеграла. При этом была вы
яснена тесная связь между двумя раз
личными на первый взгляд? задачами:

1) нахождение суммы большого числа 
малых слагаемых вида v (і)Дї (или 
v (t)dt);

2) нахождение функции z (t), про
изводная v (t) которой нам известна: 

£=—— (=.«.«)

Задачи физики, техники, химии, да 
и математики возникают как задачи 
типа 1), т. е. задачи суммирования 
большого числа малых величин. Такая 
постановка вопроса более наглядна; 
сама его формулировка уже подска
зывает простой, хотя и приближен
ный, путь вычисления интересующей 
нас величины — с помощью прямого 
суммирования тех (малых) слагаемых, 
о которых в задаче идет речь. Однако 
этот «прямой» метод решения задач 1) 
не позволяет выразить ответ в виде 
формулы, и высшая математика воз
никла, когда была установлена связь 
между задачами 1) и 2), что открыло 
путь к общим приемам (алгоритмам) 
решения задач 1).

Постановка задач типа 2) является 
более искусственной. Однако у нее 
есть свои преимущества. Нахождение 
производных оказалось простым де
лом, сводящимся к четырем-пяти фор
мулам (производные функций хп, ех, 
In X, sin X, COS X и т. д.) и двум-трем 
общим правилам. Поэтому легко можно 
найти производные большого числа 
функций. Каждый раз, когда найдена 
производная какой-либо функции —- — 
=v, можно зарегистрировать, что для 
функции v известен интеграл z (см. § 2). 
Таким образом, набирается много от
дельных частных случаев, для которых 
можно решить задачу типа 2). Кроме 

того, с помощью тождественных алгеб
раических преобразований удается для 
нескольких простых типов функций V 
(например, когда v есть сумма функ
ций, интегралы которых известны) 
найти общие правила решения задачи 2) 
(см. § 3).

Это невозможно, однако, сделать —для 
всех элементарных функций, — так 
что интегрировать труднее, чем диф
ференцировать (находить производные). 
Тем не менее формулы, полученные для 
некоторых интегралов при второй по
становке задачи, очень важны. Если 
уже удалось для данной v (t) найти 
интеграл (неопределенный интеграл, 
или первообразную функцию) z (і), то 
тогда все задачи в первой постановке, 
все суммы, т. е. все определенные — ин

ь
тегралы j v (Z) оказываются выражев-

а '
ными простыми формулами, (включаю
щими функцию z:

ь

— z (6) — z (а).
• '
Такой результат является гораздо бо
лее полным, более точным и ценным, 
чем итоги каждого отдельного числен
ного расчета суммы, т. е. определенного 

і
интеграла j v dt в каких-то преде-

«
лах от а до Ъ. Поэтому нашей целью 
в первую очередь будет именно реше
ние задачи 2), задачи интегрирования 
во второй ее постановке.

§ 2. Простейшие интегралы

Выпишем формулы для производных, 
найденные в предыдущих’’ параграфах, 
и соответствующие им формулы для 
(неопределенных) интегралов:

п J xn~1dx = X + C;
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j -dx=ln х-j- С. (5.2.2)

к \ekxdx = екхЛ-С;

< /Л х 17?(1па:) = Т’

j ^dx = Inx-J-C;

(sin кх) = к cos кх,

к j cos kxdx = sin кх -— С;

—• (cos кх) = —к sin кх,

Эта формула справедлива лишь для 
положительных значений х, так как 
In х имеет смысл лишь при х > 0. 
При х <С 0 величина In х не имеет 
смысла, но имеет смысл In (—х). Так как 
d In (—х)

dx

то при ж<0 имеем j — = in(—х)-)-С.
Обе формулы могут быть объединены 

в одну:

—к j sin hxdx = cos kx -f- C; 

4*  ('tg X) cos2 x *

\^kdx = ^x + C’ 

A(ctga;) = —^i—x’

—J -nk-<a: = c^x + C;J sin2 X ° 1

І ( -x =— (a™ sinx) = . .Г,dx ' ' — X2

J4-=ta|«| + с. (5.2.3)

Формула (3) применима на любом про
межутке интегрирования, не содер
жащем х=0.

Интеграл от показательной функции 
запишется так:
j ekx<ix = ±e* x+C. (5.2.4)

I . - ■ — dx — arc srn x -4- C;
J Vi — x2 1

J-mCgx) = t^,,
j C'f—dx — а1,с^а;гС-

Преобразуем полученные формулы. 
В первом интеграле обозначим п—1=т 
(т. е. n=m-\-i) и перепишем его так: 

]xmdx — т »ті С. (5.2.1)

Аналогично получаем для синуса и 
косинуса:
j sin kxdx =--- £- cos кх —- С, (5.2.5)

SI
cos kxdx = — sin кх —- С. (5.2.6)

Рассмотрим в заключение пример, 
показывающий необходимость внима
тельного рассмотрения функции и опас
ность формального подхода к задаче 

ъ 
интегрирования. Пусть I = j —- . Неоп- 

а
„ Г dx 1 , zxределенный интеграл J — =--------- С;

J Х“ X
поэтому

Очевидно, что формула (1) справед
лива при всех т, кроме т——1; при 
т==—1 знаменатель обращается в нуль, 
ж”,+1 == х° = 1, так что получается непри
годное для расчетов выражение -д- -j- С.

ъ

а

——__— . 1 __ Ь —а
Ъ "Т” а аЬ '

(5.2.7)

Однако как раз в случае т = —1,

£ е. для
формула1

интеграла ^ — dx имеет место

1 В § 7.6 мы специально обсудим неожи
данно резкое различие между формулами (1) 
и (2) для интегралов от степенной функции.

Так как подынтегральная функция 
положительна, результат должен быть 
положителен, если b —- а. Ответ дей
ствительно положителен при Ъ — а, 
если а и b одного знака. Однако для

і 
интеграла j -—■ формула (7) дает яввд 

-і
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нелепое значение /=—2. Причина за
ключается в том, что подынтегральная 
функция обращается в бесконечность 
внутри промежутка интегрирования 
(при 2=0) — ив этом же месте терпит 
бесконечный разрыв функция — —, яв
ляющаяся неопределенным интегралом 
функции р-.

Чтобы разобраться в истинном поло
жении дела, необходимо исключить из 
всего интервала — 1 <Z х < 1 малую 
область около «особой точки» z=0: 
— ег < х < е2 (gj и s2 — малые поло
жительные числа) и рассмотреть

—•1 1
f dx . Г dxк= J -т+ [ -?•

-1 ч

Естественно считать, что наш интеграл 
I получится из К при стремлении ех 
и е2к нулю. Но по формуле (7) получаем

Ясно, что при s . и^в2, стремящихся 
к нулю, К -> СО.

В других случаях интеграл с подын
тегральной функцией, обращающейся 
в бесконечность на интервале интегри
рования, может давать вполне опре
деленный конечный результат. Так, на
пример,
і

о

В самом деле, здесь неопределенный 
интеграл равен

4- с = 2 V® 4-е.

Поэтому

f* dx

а при є -> 0 это выражение стре
мится к 2.

Такого рода рассмотрение всегда не
обходимо при обращении подынтеграль
ной функции в бесконечность; однако 
здесь мы не будем подробно обсуждать 
эту важную тему (ср. § 6.3).

Упражнения
Чему равны следующие определенные ин

тегралы:
1 2

5.2.1.

5.2.3.

5.2.5.

О
ТС

sin xdx.
О

і
[ exdx.

—1

§ 3. Общие свойства интегралов

Выше, в § 4.1—4.3, были найдены фор
мулы для производной суммы (и раз
ности) функций, производной произ
ведения (и частного) функций, произ
водных сложной и обратной функций. 
Каждому из этих свойств соответствует 
определенное свойство, относящееся 
к интегралам. Следующие три пара
графа будут посвящены «интеграль
ным аналогам» рассматриваемых 
свойств'производных.

Для интегралов имеет место равенство

(®) 4- Bg (ж)] dx =

= Affix) dx-}-B*g  (х) dx. (5.3.1)

Для доказательства достаточно про
дифференцировать стоящее справа вы
ражение: если равенство верно, то мы 
получим подынтегральную функцию. 
И в самом деле,

Гл ^f(x)dx-^Вд(х

= 4-B[J((®)c®|' =

— Af (Xl-\-Bg (x).

Таким образом, равенство (1) доказано. 
Оно показывает, что интеграл суммы 
нескольких слагаемых равен сумме ин
тегралов отдельных слагаемых и что 
постоянные множители можно выно
сить за знак интеграла.

В качестве простейшего примера най
дем интеграл от многочлена: 
J (а*  + аа^+аа1^ + . . . + а^ж3-- 

+ ak_xx + аь) dx = а0 [ xkdx +



 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

  

 

 

142 Гл. 5. Техника интегрирования

4“ ai j хк Чх + а2 J x^dx +•••

... 4- ак_2 j x2dx + ак_х j xdx + а,к j dx= 

ao „c+і і “1 „к і .. °2 „к-1 _l . . .=T+TX +kx^k-ix "Г”

d Г (ад + 6)в+! <1 __X f(«n- + f>)+* 1 ~] 
dx а (п -Ъ1) • J dx [_ a(n-|-l) J 

=трТ+т' Гах+і(°“+ь) == 

... + _ xS + x2+_akx + C . (5.3.2)

Отсюда, в частности, имеем

j (а°хк -|- а1хк~1-\-а2х1е~2 4- ... + ак_2х‘1-\-

4~ ak~ix 4~ а* 1 — * __ і {тк+1 п 4 4

— nfc-1) + ... + (т2 — n3) +

+—?- (m2 — n2) + ak(m — n).

Так, например,
j (2x2 — 6a:4-l)dz = |-ж3—3:x2--ж4-C,

2 2
J (2a;2 — 6x 4-1) dx = y (8 — 1) — 

-3(4-1) + (2-1) = -З1.

2. Аналогично выполняется замена 
переменной и в интеграле - ——— ; 

r J ах -j- Ъ ' 
z = ax-\-b, dx=-—^-, и, следовательно,

__ hl -ах 4-й • ,
—(--------- -С- (5.3.5)

На практике в таких очень неслож
ных примерах преобразования делают 
менее торжественно, не вводя отдель
ных обозначений для новых, промежу
точных переменных. Вместо (4) пишут, 
например:
j (ax-L-ty^dx — j (ах --b)”~ d{(aj-{4 } = 

= (n + l)a + b)K+1 + C-

Под знаком интеграла можно делать 
замену переменной, переходить к но
вой, более удобной переменной. Под
робнее мы остановимся на этом в § 5, 
однако несколько простейших приме
ров рассмотрим уже здесь.

1. Найти j {ах Ь) dx где п=£=—1. 

""Здесь новой переменной удобно объ
явить стоящую в скобке величину. 
Назовем ее z:

Приведем теперь несколько более 
сложный пример интеграла, который 
удается привести к известным нам 
интегралам посредством алгебраиче
ских преобразований.

Рассмотрим интеграл • ------- —------- .r J (х — а) (х — Ь) 
Заметим, что справедливо тождество

1 1 ___ а — b
х — а х — Ь (х — а) (х — Ь) * (5.3.6)

Из (6) следует
______ 1 __ 1/1 1 \ 
(х — а) (х — Ь) а — Ъ \х — а х — Ъ )'

ax-\-b — z. (5.3.3)

При этом надо также от дифферен
циала dx перейти к дифференциалу dz. 
Но из (3) следует: dz = adx, dx = 
Таким образом, 

j {ах + b)ndx = j z” =y j zndz =

Поэтому
Г dx_______ •_
J (х — а) (х — Ь)

( \—-----------Ч> =а — о J \ х — а х — Ь )

= [-і I ж — а\ — In | х — b |] 4- С =

|+с- (5.3.7)
2n+l

a (n + H
c— {ax + by* 1

a(n--1) 4- c • (5.оЛ)

В правильности результата легко убе
диться, вычисляя производную правой 
части:

(формулой (7) можно пользоваться в лю
бом промежутке, не включающем 
значений х — а и х = Ь). Интеграл от 
любой алгебраической дроби (от отноше- 

Ля (х)ния „ \ многочленов каких-то сте- <?от(х)

х — а
х — Ъ
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пеней п и т) можно выразить в виде 
комбинации элементарных функций (ал
гебраических функций, логарифмов и 
арктангенсов). Некоторые простейшие 
примеры такого рода имеются в упраж
нениях.

X — 1

X

Упражнения
Найдите (неопределенные) интегралы:
5.3.1. $ (Зх2 — 2сН-1) dx. 5.3.2. j (4х4 — 

— Зх3 4-х2 — z) dx. 5.3.3. — х (х — l)2dx.

, г х2 4- 2х 4- 3 f 2х — 1■5.3.4. 1  2---- dX_ da;. 5.3.5. J -------m~dx.і X J X --  1

Sax 4- Ь Г
cx~4~ d d®' [y K a 3 a H И Є’ восполь-

ax -|- b a be — ad ”1 
-3Уйтесь тем- что *+d = T4’7-(Cx + jy-J 

Sxdx Г
------ sr-;------ st . I Указание. Вос- (х — 2) (х — 3) L

пользуйтесь тождеством —_ 2)1х _3) =
А В Х

= х _ 2~ + х_g1 числа А и В наъояятся

«методом неопределенных коэффициентов», 
т. е. приравниванием коэффициентов при оди
наковых степенях х после освобождения дро
бей от знаменателей^ 5-3.8. j •

Г х 4- 1 .„Г х 4- 2■5-3,9, J х2 — Зх 4- 2 dx' 5-3-10- J х3 х dx-

*Указание. Воспользуйтесь тождеством 

х-|-2 х 4- 2 А В Сх
х3 4- х х (х2 -|-1) х "I х2 -— 1 I х2 4~ 1 ’
где коэффициенты А, В, С, находятся «ме
тодом неопределенных коэффициентов» (см. 
указание к упр. 7); чтобы найти j 

удобно обозначить x2-|-l=2.J

4. Интегрирование по частям
Пусть / (x) и g (x) — две различные 
■фикции переменной х. Формула для 
производной произведения дает 
£(/*)=*£+/£.  <МЭ>

Равенство (1) позволяет утверждать, что

= <5Л2)
В справедливости (2) убеждаемся, на
ходя производную от левой и правой 
частей этого равенства — при этом мы

(1).приходим к верному равенству 
Перепишем (2) так:

или, что то же самое,
\fdg = fg—\gdf. (5.4.3)

В чем смысл формулы (3)? К сожале
нию, не существует правила, выражаю
щего интеграл от произведения двух 
функций через интегралы от каждого 
из сомножителей. Однако если для про
изведения двух функций fw известен 
интеграл от одного из сомножителей: 
\wdx = g , w — (5.4.4)

то интеграл j fwdx удается выразить 
через интеграл, в который входит про
изводная —— . Учитывая (4), перепишем 
(3) в виде

(5.4.5)

Так как j wdx = g, то последний ин
теграл в (5) есть j g^dx', иногда он 

бывает проще исходного интеграла j fwdx 
или сводится к известному интегралу. 
В частности, если (—степенная функ- 

dfция или многочлен, то —— — тоже сте
пенная функция (многочлен), причем 

dfстепень — на единицу ниже сте
пени /.

Формула (3), или (5), называется фор
мулой интегрирования по частям. Из 
нее вытекает и аналогичное соотноше
ние для определенных интегралов: 

ь
j f(x)dg(x} = f(ri)g(x)
а

Ъ

|6
1а

— J g (®)df (®) = [/ (Ь) g b — f (a) g (а)] — 
а

Ъ
— j g(x)df(x). (5.4.3a)

а
Приведем примеры использования

метода интегрирования по частям.
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1. Найти j xexdx.
Положим f = x; тогда 

w = IF- = eX. ecdx = dg’ 

g = j exdx = ex, df = dx. 

По формуле (3) имеем

= xex — eX^C = eX(x — 1) + C.

2. Найти jz2yar.
Положим / = ж2; тогда 

w==^ = exd^x = d^g>,

g = j exdx = ex, df = 2xdx. 

Пользуясь формулой (3), получаем 

j x2exdx = x2ex — 2 j xeXfa,

откуда, учитывая результаты первого 
примера, имеем
j x?exdx х х2е? — 2хех + 2ех + С =

= (я;2 — 2х}-2)ех + С.

Для нахождения j р„ (х)екх dx, где 
Р„ (х) — многочлен степени п, при
ходится п раз выполнять интегрирова
ние по частям. При этом в ответе полу
чится выражение вида Q„ (х) екх, где 
Qn (х) — многочлен степени п. Зная 
это, можно не выполнять п раз интегри
рование по частям, а прямо находить 
коэффициенты многочлена Qn (х).

Рассмотрим тот же пример 2: найти 
j x2exdx. Напишем равенство j x2exdx = 

= Qz (х) ех + С с неизвестными пока коэффи
циентами квадратичного многочлена Qz: 

j x2exix — (а2х2 avx -|- а°) ех -|- С. (5.4.6)

Составим производную от обеих частей 
равенства (6):
х2ех (2а2х -|- ах) вх -|- (га2*х 2 —- Oix 4- ад) ех,

или
х2ех = [х2а2 + х (2а2 (і) 4- («1 + ао)1 ех.
Приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях х ' в" многочленах,' стоящих справа и 
слева. Получим: а2=1, 2аа4-аі=0, аі4-ао=О, 

откуда Я] = —2, а0=2. Окончательно полу
чим, как и раньше,
j x2exdx = (а:2 — 2х -|- 2) ех + С.

Аналогичным приемом можно находить ин
тегралы от функций Р„ (х) cos кх и Рп (х) sin кх, 
где Р„ (х) — многочлен. В обоих случаях 
ответ имеет вид
Q„ (х) cos кх -|- Rn (х) sin кх,

где Q„ (х) и R„ (х) — многочлены, степень ко
торых равна п (или меньше п). Примеры та
кого рода приведены в упражнениях.

Упражнения
Найдите интегралы:
5.4.1. jxcosxdx. 5.4.2. j In х dx. 5.4.3. 

j x2 sm 2x dx. 5.4.4. - x3e~xdx. 5.4.5. j (x2 -|-

3—5 аналогичны ему.] 5.4.7. j аге sm xdx,

-)- x -- 1) cos x dx. 5.4.6. j (2x2 4- 1) cos 3x dx. 

[Указание. Упр. 6 подробно рассмотрено 
в «Ответах, указаниях и решениях»; упр.

5.4.10. - xs cos 2х d..

§ 5. Метод подстановки

Мы уже касались выше общего метода 
замены переменных, или подстановки 
(нового неизвестного вместо первона
чального). Если в интеграле j F (ж) dx 
подынтегральная функция F (х) мо
жет быть представлена в виде
F[x) =

где ср (х) — какая-то функция перемен
ного х, то эту функцию можно обозна
чить одной буквой z и принять за новое 
неизвестное. Так как у’ (х) dx=dz, то 
мы придем при этом к интегралу 
j / (z) который может оказать^

«табличным» (т. е. совпасть с одним 
из основных интегралов § 2; см. таб
лицу интегралов- на - с. 139—140) или 
быть проще первоначального. Этот общий 
метод используется в интегральном ис
числении весьма широко.

Так, например, интегрирование мно
гих функций, содержащих корни и 
тригонометрические функции, может 



 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

§ 5. Метод подстановки 145

быть при помощи надлежащей замены 
переменной сведено к интегрированию 
многочленов или алгебраических дро
бей с целыми степенями. Рассмотрим 
несколько примеров.

Найти j х \/х -J- 1 dx. Сделаем замену 
переменной: z = 7® + 1, ® + 1 = z’. От
сюда x = z2 — 1 и dx = 2zdz. Переходя 
теперь в нашем интеграле от х к z, 
получаем 

j х\)х + 1 dx = j (z2 — 1)z • 2zdz = 
= 2 J(z4 — z2)dz = 2-f — 2-f+C =

В интеграле j -a2■ __ x2 уместна замена 

x = at (т. e. t ~ ; при этом dx = adt
и мы имеем

Jdx f adt - f adt _
a2 4- x2 ~~ J a’ + a2t2 ~~ J e2 (1 -pt») _ ~~

1 Г dt 1 . „

r> Г dxВ интеграле \ ■' — уместно поло-J У(а2 — х2)2
жить х = a cos t (т. е. t = arc cos -у) ; 

при этом dx = —a sin t dt, а2 — х2 = 
= а2 (1 — cos2t) = a2 sin21 и мы полу
чаем
J dx

V(a’ — re’)»
—- sin tdt

У(а2 Sin2 t)2

І a sin tdt if d
a’ sin8 1 a’ J ssin’t

= 7’- Ctg t + C = _ ctg (arc COS -J) + C.

Это выражение можно еще упростить 
(см. упр. Ю).

Почти та же подстановка применима 
и к «почти табличному» интегралу 

dxд2 (который - подстановкой х =
= az, dx = adz сразу сводится к извест- 

р dz
ному уже нам результату | , -_ zz — 
= arcsin z + С). В самом деле, если 
z = asint, dx = a cos tdt и \]а2—х2 = 
= a cost,

то
a cos t dt акт

a cos t
_ « I ZT= arcsm----h Ca 1
(ибо t = arcsm — .

Аналогично может быть вычислен 
f dx

и интеграл J у22 __ д2= ’ только вместо 
тригонометрических функций здесь уме
стно использовать так называемые ги
перболический синус sh t = 2І2 — е~1}
и гиперболический косинус ch t = 
= х/а (е< + е_*)  (° них см. § 14.4). Легко 
видеть, что (проверьте это!) ch2t — &h2t= 
= 1, (slit)' = cht, (cht)' = sht. Поэтому 
если положить х =. a sh t, то dx = a ch t dt 
и \ja2 -1х2 = acht. Таким образом, наш 
интеграл принимает вид
* dx Г a ch tdt р
J \а2 + х2 =J _ “ ch t ~ dt=t\- C = 
= a-*̂
где «обратная гиперболическая» функция 
arshz определяется из условия: если 
t = arshz, то z = sht.

Доведение этого примера до 
конца мы предоставляем читателю 
(см. упр. И).

Наконец, приведем пример интеграла, 
который не может быть представлен 
при помощи конечной комбинации эле
ментарных функций:
/ (х) = j e~x'dx. (5.5.1>

Доказательство того, что функцию (1) 
нельзя выразить через известные нам 
«элементарные» функции (степенные, 
в том числе с дробными показателями, 
показательную, логарифмическую, три
гонометрические и обратные тригоно
метрические), весьма сложно, и мы 
его приводить не будем.

Интеграл (1) является новой функ
цией, свойства которой можно изучить. 
Из определения / (ж) следует, что

Так как /' (х)=е~хх > о , при любом х, 
то / - (ж) — - возрастающая функция. Про
изводная функции / (ж) максимальна 
при ж=о, где она равна 1; значит, 
график / (х) образует наибольший у^ол 
с осью х при ж=Ю (этот угол равен ад0). 



 
 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

146 Гл. 5. Техника интегрирования

При больших по абсолютной величине 
{положительных и отрицательных) 

dfзначениях х производная очень мала; 
поэтому здесь функция /(ж) почти по-

X 
стоянна. График функции Ф (ж) = j е~х'&х 

о 
изображен на рис. 1 (для определенности 
нижний предел выбран равным нулю). 
Тот факт, что число Ф(<о))« 0,885 равно

-у-, в настоящей книге мы приводим 
без доказательства.

Для функции Ф (ж) составлены под
робные таблицы; благодаря им вычис
ления, в которых фигурирует интеграл 
(1), не сложнее, чем, например, рас
четы с применением тригонометриче
ских функций. 

[Указание.

Vx =z.] 5.5.5.

Рис. 5.5.1

s Ч ! >

0,885

-/ У О 7

-уш

2 л

теграл или «не берется» х. Технику ин
тегрирования невозможно довести до 
того уровня автоматизма, с каким мы 
дифференцируем функции (т. е. нахо
дим их производные). При необхо
димости часто искать интегралы функ
ций естественно пользоваться спе
циальными справочниками, в кото
рых имеются таблицы (неопределенных) 
интегралов, классифицированные по 
типам подынтегральных функций так, 
чтобы требуемый интеграл было легко 
найти 2, а также некоторые типы опре
деленных интегралов (в пределах от 0 
до оо, от 0 до я, от — оо до оо и т. д.). 
В случаях, когда интеграл найти не 
удается, приходится прибегать к чис
ленному (приближенному) интегри
рованию.

1 Нередки случаи, когда формула для 
ь

определенного интеграла f (х) dx в извест-
а

ных пределах от а до Ь существует, а общую 
формулу для неопределенного интеграла от 
той же функции найти не удается. Так, мы уже

ОО
С X.что \ е dx = —2~

0

= Iim I e~:c’dx, в то время как соответствую- 
М->со *О

щий неопределенный интеграл вычислен быть 
не может. (Об одном из методов вычисления 
определенных интегралов, не требующих пред
варительного нахождения формулы для со
ответствующего неопределенного интеграла, 
рассказывается в § 17.3.)

* См., например, книги: Бронштейн И. Н., 
Семендяев К. А. Справочник по математике 
для инженеров и учащихся вузов. М.: Наука, 
1967; Смолянекий М. Л. Таблицы неопреде
ленных интегралов. М.: Наука, 1967; Двайт Г. 
Таблицы интегралов и других математичес
ких формул. М.: Изд-во иностр, лит., 1948; 
Градштейн И. С., Ряжик И. М. Таблицы 
интегралов, сумм, рядов и произведений. М.; 
Л.: Гостехиздат, 1951. Последняя книга яв
ляется наиболее полной.

Упражнения 
Найдите интегралы: 
5.5Л. j cos (За — 5) dx. 5.5.2. f sin (2а -|- 

+ 1) dx. 5.5.3. J ✓За — 2 dx. 5.5.4. J xdx 
x'x

Сделайте замену переменной 
(* * xdx
\ , „ ■ . [Указание.J Vxa — 5

Заметим еще, что, пользуясь различ
ными приемами, иногда можно полу
чить для одного и того же интеграла 
разные выражения (ср. упр. 6). Это не 
должно смущать читателя. Если вычис
ления сделаны верно, то полученные 
выражения должны отличаться лишь 
на постоянную — и при нахождении 
определенного интеграла (при любых 
пределах интегрирования) результаты 
■ооажутся одинаковыми.

Мы видим, что вычисление интегра
лов заметно сложнее нахождения про
изводных: здесь приходится пользо
ваться разными искусственными при
емами (интегрирование по частям, за
мена переменных) — и часто сразу не 
ясно, какой прием следует применить 
(например, как выбрать новую пере
менную). Более того, в некоторых слу
чаях (как в случае интеграла (1)) во
обще никакой прием не позволяет до
вести задачу до конца (т. е. выразить 
интеграл через конечное число элемен
тарных функций); при'этом мы не имеем 
никакого критерия, позволяющего су
дить о том, «берется» ли данный ин-

отмечали,

ж

со

, где j e~x'dx= 

о



 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

§ 6. Замена переменной в определенном интеграле 147

Сделайте замену переменной х* і 2 — 5 = z.]

тель в этом промежутке не обращается 
в нуль, так что подынтегральная функ
ция во всем промежутке конечна. Сде
лаем замену переменной 2 — х = у, dx = 
= —dy. Тогда у = 2 при х = 0; у = 1 
при х = 1, так что
і і

Sdx г dy ,
(2 — х)» _ J "у® ’ (5-6Л>

О 2

В правой части (1) пределы интегри
рования даны уже для у. Читателя 
может смутить знак минус в последнем 
равенстве. Действительно, справа и 
слева стоят интегралы от положитель
ных функций; почему же положительна 
правая часть равенства (1)? Все дело 
в том, что в интеграле справа нижний 
предел больше верхнего. Так как при 
перестановке пределов интегрирования 
интеграл меняет знак, то равенство (1) 
можно записать так:

1 2

Sdx f dy
(2-х)»- J V 

О 1
Теперь в интеграле справа верхний 
предел больше нижнего и ясно, что 
этот интеграл положителен. Вычисле
ния легко доводятся до конца:

2
Г dy   1 12 1 j 1 _ 3
J у3 — 2у2 І1"-“"в _Г'2'—8 •
і

2. В § 5 мы рассматривали функцию 
X

Ф (х) = [ e~xdx. Часто приходится иметь 
о

а
дело с функцией где

о

5.5.6. [ sin3 х cos xdx. [Указание. Сде

лайте замену переменной sin х = z или

Jcos3 х
..— dx. [Указание. sin*!  ‘

Сделайте замену переменной sinx = z.[
5.5.8. Jtg^ 5.5.S^. J v7==.

* dx
5.5.10. Докажите, что I -7==== = J V(<(2  x2)3

х
=—,------- 1- с.а2 Vo2 — х2

5.5.11. Найдите интеграл J

5.5.12. Найдите интеграл [

dx
'a2 + х2 

dx 
(х2±а2}2 •

§ 6. Замена переменной в определен 
ном интеграле

Рассмотрим пример. Пусть требуется 
вычислить определенный интеграл
я
[ (ах 4- b)2 dx.
р
Можно поступить следующим образом: 
вычислить сначала неопределенный ин
теграл [(ас 4~^)2 — . а затем составить 
разность его значений при x=q и х=р.

Для вычисления *(ax-[~b) 2dx сделаем 
замену переменной по формуле z=ax-—b. 
Тогда dz = adx и
[ (ах 4~ Ь)2 dx = ~ X z2dz =
__ z3  (ах 4-Ь)3
' За За ‘

Поэтому

__  («? + &)' — (ар-~Ь)3
За ’

Можно, однако, действовать иначе. 
Выясним, как будет изменяться z, 
когда х изменяется от р до q. Так как z 
связано с х формулой z=ax-\-b, то 
при изменении х от р до q величина z 
будет меняться от ар-}-Ъ до aq-\-b. 
Следовательно,
q aq-{-b
[ (ах 4- b)2 dx = _ [ z2dz =
p ap-\-b
__ z- > (aq-\~b)3 — (cp---b)3

3a 3a

При нахождении интегралов удобно 
поступать именно так: выполняя за
мену переменной, одновременно нахо
дить и новые пределы интегрирования. 
Тогда в выражении неопределенного 
интеграла не придется возвращаться 
к старой переменной.

Рассмотрим примеры.
і

1. Вычислим интеграл J -2 —•
0

Заметим сразу же, что функция 
при изменении х от 0 до 1

1
(2-а)»
прини

мает положительные значения; поэтому 
і 

dx
(2 — х)3

J >0; вместе с тем знамена



 
 

 
 

  
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

4^8 Гл. 5. Техника интегрирования

к — постоянное число. Покажем, что 
между функциями Ср и Ф существует 
простая зависимость.

В выражении для ср (а) сделаем замену 
переменной по формуле kX — t1 2 * *. Отсюда 

_ і 1 находим x\]k—t, х=^=-, dx — -^=-dt. 

Ясно, что t — 0 при ж = 0; t — a\]k при 
х = а. Поэтому

1 Заметим, что более привычными являются 
не таблицы значений Функции Ф(х)==

e xdx, о которых мы говорили на с.

а таблицы значений родственного Ф (х) инте-
X

грала <р (х) = у== 1 e~x,l2dx; однако функции 
v2-ic J

О
у (х)и Ф (х) тесно связаны между собой (ср. фор
мулу (2), где в этом случае следует положить 
А=1/2). Функция у (х) играет большую роль 
в одном из более продвинутых разделов высшей 
математики — в теории вероятностей, о кото
рой упоминается в Заключении к этой книге.

2 Мы положили, что / (х) > 0 и /тах = 0;
в случае знакопеременной (или отрицатель
ной) функции роль /шаі должно играть наиболь
шее значение |/| шах абсолютной величины
функции /.

а\к акїі
’<“>4 j

о о

Следовательно, для любого значения 
независимой переменной х

ср (х) = -j= ф-(ж \!к}. (5.6.2)

Имея таблицу значений функции Ф (ж), 
можно найти также интеграл ср (х) 
при любом значении к. И наоборот, 
зная значения функции ср (х), отвечаю
щие какому-либо конкретному значе
нию к, мы можем с помощью зависи
мости (2) найти и значение функции 
Ф (z) для любого z (в (2) нам придется 
положить z=x\]lt) х.

3. В гл. 3 мы видели, что если подын
тегральная функция и пределы интег
рирования имеют размерность, то и 
определенный интеграл не безразмерен. 
Часто, однако, бывает удобно привести 
интеграл к безразмерному 
виду, вынося за знак интеграла все 
размерные множители; при этом далее 
приходится рассматривать (преобразо
вывать) только численный (безразмер
ный) интеграл. Покажем, как это 
можно сделать.

х
=5

о

ь
Пусть дан интеграл j / (х) dx, где 

функцию / (ж) мы для простоты счи
таем неотрицательной. Обозначим че
рез /шах наибольшее значение функции 
/ (ж) на промежутке интегрирования и 
вынесем число /шах за знак интеграла 2:

а

ь ъ
J f{x)dx = ( J ( } fnadx = 
J J J max

= /шах {J^-dx.
J J max

(5.6.3)

Ясно, что в последнем интеграле подын
тегральная функция IIу. уЖе без- 

/max
размерна, так как f(x) и /ш»х имеют 
одну и ту же размерность.

Перейдем теперь к безразмерному 
аргументу функции и безразмерным 
пределам интегрирования. Для этого 
выполним замену переменной по фор
муле

z = ь_а , или х = а4-Z (6 — а). (5.6.4)

Из (4) видно, что величина z безразмерна. 
Так как dx=(b—a) dz и z=0 при х=а, 
z-і при х=Ь, то интеграл в правой 
части равенства (3) принимает вид

ъ
/(*)  
/ max 

а

1

dx — (b — а)
о

/ [аг (6 — а)]
/ max

dz.

(5.6.5)

Положим У Iа +,z У У—^---<®(z); тогда 
/шах

из (5) следует
Ь 1
Г. / W . — (Ъ — а) ( <> (z) dz,
J / max J
a 0 
и окончательно получаем

ь 1

j / (ж) dx = /шах (b — a) j <р (z) dz. (5.6.6)
a 0

1

В формуле (6) —безразмерная
о

величина.
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Если f(x) мало меняется на проме- 
/ (ж) лжутке интегрирования, то - ' - — 1
/шах

(но, разумеется, 4^- 1, [ибо
/шах “

/(х)<

<//таху; В Этом случае c(Z( ^l (Н0
1 1

cp(z)^l) и I = j ср (z) dz «1 j dz = 1 
о о

(но Z^l). А тогда безразмерный мно

житель j ср (z) dz = I имеет порядок ве- 
о

личины 1 и интеграл (3) определяется
в первую очередь произведением
/шах (6—в).

Рассмотрим элементарный пример: сво
бодное падение тела в течение вре
мени t0. Путь в данном случае равен 
t<3
j v(t)dt. ускорение тела равно g, и no

ct
этому скорость тела v(t) = gt (мы счи
таем, что у(0) = 0 и что максимальная 
скорость ушах достигается к моменту t0‘ 
vmta = gt0)- Заметим, что здесь максимум 

обусловлен не тем, что после t = t0 ско
рость начинает уменьшаться, а просто 
тем, что значения времени, которым 
должна была бы отвечать большая, чем 
gt0, скорость, не входят в промежуток 
О — t S to интегрирования. Вводим обо
значения: z х ——. ср (z) — =-—- =*о ’ т С ! gto

t= — = z; тогда получаем
tc

(0
5 — j v(t)dt = v—o 

0

1
J zdz =
0

= (o j zdzc^gg.
0

Значит, в данном случае безразмерный
і

множитель 1 = j ср (z) dz (значение ко
о

тор ого в общем случае будет порядка 1, 
но который всегда меньше 1) равен 
0,5, что достаточно хорошо соответ
ствует нашей грубой прикидке.



 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

Глава 6

РЯДЫ. ПРОСТЕЙШИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 1. Представление функций в виде 
рядов

х

— у (Н- j у' (t')dt. (6.1.2)

Пусть функция у (х) задана какой- 
либо формулой, которая, однако, ка
жется нам слишком сложной и неудоб
ной для вычисления значений у. Поста
вим себе задачу — построить простое 
и удобное приближенное выражение 
функции у (х) на небольшом промежутке 
изменения аргумента х, например при 
значениях х, близких к фиксирован
ному числу а.

Определение производной (см. гл. 2) 
можно записать так:

/(«) — lim - у
х-+а х а

откуда следует, что
у (х), у (а) (х — а) у’ (а), (6.1.1)

где приближенное равенство (1) явля
ется «точным в пределе», т. е. будет 
тем точнее, чем меньше разность | х—а |. 
Формула (1) указывает, что при х, 
близком к а, изменению аргумента на 
(малую) величину х—а отвечает изме
нение значения функции на у' (а) (х—а), 
т. е. она согласуется со смыслом про
изводной Ох = у' (а) как скорости

ах 
изменения функции в точке х = а.

При больших значениях | х—а | фор
мула (1) становится неточной: чем 
больше | х—а |, тем хуже она рабо
тает. Действительно, полагая Дг/= 
=у (х)—у (а)=у' (а)(х—а), мы прини
маем скорость изменения функции 
всюду между х и а равной скорости 
у' (а) изменения функции в точке а, 
в то время как на этом промежутке 
изменения х сама скорость у' также 
меняется. Точная формула, учи
тывающая это непостоянство скорости 
у' (t) изменения функции, имеет вид 1

Формула (1) называется первым, или 
линейным 2 приближением функции 
У

Применим теперь формулу (1) к про
изводной у' (ж). Мы получим
у' (х) & у' (а) 4- (х — а) у" (а). (6.1.3)

Прежде чем идти дальше, напомним 
читателю, что у" (х) —это вторая
производная функции у по х, обозначае
мая также она получается из у
так же, как у' — из у. Аналогично 

. dy"определяется у = — третья производ
ная функции у, ее четвертая производная 
z/IV, пятая производная у*  (или у15’) и 
т. д. Производная п-го порядка,, полу
чаемая в результате n-кратного последо
вательного дифференцирования функции 
у (n-кратного взятия производной), обозна
чается через yw или —— (но вторая, третья 

1 Формула (2) непосредственно вытекает ив
X

(3.4.5а): ведь J у' (t) dt = у (t) |*-=у (ж) — у(а).
а

(Так же проверяется и формула (5).)
2 В выражение (1) для у величина х входит 

только в первой степени, т. е. здесь у — много
член первой степени от х. Такая зависимость 
графически изображается прямой линией (см. 
§ 1.3) и потому называется линейной.

и четвертая производные всегда записы
ваются как у”, у” и у1 *?, а не как у(2>, у<3> 
и yW). Скобки вверху в обозначении у1™ 
ставятся для того, чтобы отличить по
рядок производной от показателя сте
пени.

Ясно, что если х измеряется в еди
ницах ех, а у — в единицах е2, то раз
мерность п-й производной есть

«2

(«!)”•
Так, если у — путь (измеряемый 

в см), ах — время (в с), то вторая 
производная (ускорение!) у" име
ет размерность см/с2; приращение
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Ду" ускорения имеет ту же раз
мерность см/с2, а, значит, размер
ность «скорости изменения ускорения» 
у'^ІІІП будет уже Ом/С3 и т. д.

Вернемся к задаче приближенного вы
ражения функции. Формула (3) для 
производной есть не что иное, как 
формула (1), примененная к функции у' 
/вместо у). Подставим (приближенное) 
выражение (3) для производной у' в точ
ную формулу (2). Мы получи.

. X
у (ж) — У (а) 4~ j [у' (а) + * — а) у" (а)] <dt= 

а
= У (а) 4- (ж — а) у' (а) -f-(а)).

(6.1.4)

Формула (4) тоже является прибли
женной, но она точнее выражения (1). 
При выводе (4) мы считались с тем, что 
производная у' (х) непостоянна, но из
менение у' (х) учитывалось лишь при
ближенно: формула (3), которой мы 
пользовались в ходе вывода (4), полу
чена в предположении постоянства 
у" (х))=у" (а)), что приводит к л и
н е й н о й зависимости у' от ж; при 
этом для у (х) получается квадра
тичная зависимость от х. Прове
дем еще для формулы (4) «контроль 
размерностей», ограничиваясь для про
стоты эталонным примером время— 
путь: если у измеряется в см, а х — вс, 
то размерности производных у' и у'" 
будут соответственно см/с (скорость) 
и см/с3 (ускорение); величины у (х) 
и у (а) будут иметь размерность см, 
а множители (х — а) и у (ж — а)2 — со

ответственно размерности с и с2; по
этому размерности левой и правой 
частей формулы (4) будут одина
ковы (см).

Уточним теперь формулу (4), учиты
вая, что и величина у'" непостоянна. 
Воспользуемся формулой

X

у' (х) = у' (а) + j у" (0 (6Л.5)
aJ

которая получается из равенства (2) 
заменой у на у'. Представим у'" (х) 
формулой типа (1), только применен
ной уже не к исходной функции у (ж), 
а к функции у'" (х):
у" (x)=f у" (а) 4- (х — а) у" (а), (6.1.6) 

и подставим полученное выражение 
в (5). Из формул (5) и (6) следует

у'(х) ж у’(а) + j [у" (a) + (-a) у”(a)] dt, 
а

ИЛИ

у (ж) — у' (а) + (х — а) у" (а) 4

4----- 2----у (®)- (6-1-7)

(Ясно, что (7) есть формула типа (4), 
записанная для функции у' (х).)

Выражение для у' (х) из (7) подста
вим в (2):

Жж)^у(а)4- (а) 4- у- (а)(£ — а) 4—
а 

4у-(а)!(Ц^л = у(а)-_ 

4-У(а) (ж - а) + — - а)2 +

4----—(® — а)3. (6.1.8)
Общий закон усматривается из срав

нения полученных нами выражений. 
В самом грубом приближении можно 
считать, что при малом | х—а | 
у (х) у (а) (6.1.9)

(очевидное приближение (9) вообще не 
требует знания математики). Назовем 
(9) нулевым приближением ^функции 
у (х), выражение (1) — первым при
ближением, (4) — вторым приближе
нием, (8) — третьим приближением 
и выпишем все эти формулы рядом: 
у (х))&у (а) (нулевое приближение); 
у (х^у (а) + (х—а) у' (а)

(первое приближение); 
у (х) ~ у (а) 4- (ж — а) у' (а) -— 
4-і3- ^-4_у"(а) (второе приближение);

у (ж) а у {а) 4— (ж — я) у' (а) 4

4 ** а-~ у" (я) -4*  (-'^а) у" (я) (третье 

приближение).
Теперь легко представить себе, ка

кой вид будут иметь приближенные 
формулы для у (х), получаемые, если 
продолжать процесс их уточнения: так, 
если учесть, что у”" непостоянна, то 
в формулу войдет у™ (а); при этом 
выражение для у (х) (четвертое при
ближение) будет содержать член 
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с (х—а)* *.  Каждый следующий шаг по 
уточнению у (х) дает дополнительный 
член с более высокой степенью х—а. 
При этом можно ожидать, что чем 
больше степеней х—а входит в формулу, 
тем она будет точнее. Конечно, сказан
ное будет верно лишь при малых зна
чениях | х—а |, а при больших | х—а | 
все эти формулы могут оказаться не
верными (ср. § 3 ниже).

Мы пришли к приближенной формуле 

у(х)я^у (а) 4- у' (а) (х — а) +
4- — (х - а)2 4- (x-ds+...

• • • + тттг-—п (х ~ аГ- <6-1 • 13>

Произведение 1-2-3--..-я первых п 
последовательных натуральных чисел 
принято обозначать символом п\ (чи
тается: «эн факториал», от латинского 
слова factor — сомножитель): так 3= 
= 1 -2-3=6,4!=1 -2-3-4=3!-4=24,5! = 
= 1-2-3-4-5=12о, а 1! = 1 и 2! = 2. 
В этих обозначениях формула (13) 
запишется так:
у(х)^у () + --1 (x — a)4-
+ 4т --а)а + +l^(af_er.

(6-1-13а)

Общий вид н-го приближения
У у (а) 4- с1у' (а) (ж — а) +
4- с.,у" (а) {х — а)’ 4- саут (а) (х — а)з 4- ... 
... +су(и(а)(а-а)” (6.1.1о)

вытекает и из соображений размерности. 
В самом деле, если у измеряется в еди
ницах е2, а

, так что
(ex)*

х — в единицах еи то 
имеет размерность 

ха,а
в приближенном выраже

нии для у (х) слагаемое с уМ (а) обя-
зательно должно содержать множитель 
размерности (еД* , т. е. множитель 
(х—а)\ Правда, эти подсчеты не позво
ляют судить о численных значениях 
коэффициентов сх, с’, сз, . . . в формуле 
(Ю) (мы знаем, что с=1, с’=1/2, сз= 
= 1/6, — но каковы с4 и последующие 
коэффициенты?), однако эти величины 
можно определить следующим образом.

Обозначим правую часть формулы 
(Ю) (многочлен п-й степени от перемен
ной х) через Рп (ж):
рп (®) = У («) + <у’ (а) (® — а) +
+ с’/ (а) (я — а)а + с’зу'я (а) (® — а)з 4- ...
...^^(а^Хх-^ (6.1.11)

Из (И), разумеется, следует, что Рп(а)= 
—у (а). Далее, дифференцирование ра
венства (11) дает ,
Р'п (я) = сгу’ (а) 4- 2с,.р" (а) (х — а) 4
4- Scgy"' (а) (х — а)2 4- ••.
... 4- пс„уМ} (а) (х — а)п~1. (6.1.11а)

Поэтому Р„ (a)=c1y' (а). Потребуем те
перь, чтобы не только значение Рп (а) 
многочлена (11) в точке х—а, совпадало 
со значением у (а) функции у (ж) 
в той же точке, но и чтобы скорость 
Рп (а) роста многочлена в точке х—а 
не отличалась от скорости у' (а) роста 
функции у (х). Для этого надо поло
жить c^—i. - Аналогично, дифференци

руя далее обе части равенства (11а) и 
подставляя в полученный результат 
значение х=а, мы последовательно по
лучаем:
р» (а) = ’сру» и F'(a) = у»

при с’ = 1/2,
Р-(а) = 6с8УЯ(а) и р:(« = у"«г)

при сз = 1/6,
./'ГИ = ’4с¥(а) и Piv(a) = )v(o)

при с4—1/24,

Р£я) (а) = 2 • 3 • 4 • ••• • пр(я’ (а) и
Р(в) (а) == г/(”’ (а) при сп = 1/(2 - 3 • ... • я).

Итак, если потребовать, чтобы значения 
п последовательных производных много
члена Рп (х) при х—а совпадали со 
значениями производных того же по
рядка функции у (х) в той же точке 
(а это требование как раз и означает 
большую близость функций Рп (х) и 
у (х)!), то мы должны будем положить 
сг=1, С’=1/2, с3=1/(2-3), 
е4=1/(2-3-4), . . ., св=1/(2-3.. . .-п).

Таким образом,
Р„(х) = У(а) + у'(а)(х — а)4-
4-ф(я-а)24-.--

^(я) («)
2 • 3 • 4 • .. -(х-ау. (6.1Л2)
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Вот более полное доказательство той же 
формулы (13) (или (13а)), приводящее к более 
сильным, чем ранее, результатам. Вернемся 
к точному равенству (2) и заменим под инте
гралом dt на d (t—х):

X
У (х) — У (я) + j у' dt =

а
х

= У (я) + j у' (t) d ( — x).
а

Эта замена законна, ибо здесь х (верхний пре
дел интегрирования) рассматривается как по
стоянная, и потому d (t—x)=dt.

Воспользуемся теперь приемом интегриро
вания по частям (см. формулу (5.4.3а)):

X
У(х) = у (я) + j у' (t) d(t — x) =

а
х ’

= У (я) + у' (t} (< — я) J — J (t — х) dy' (t) = 
а

= У («) + у' (я) (х — а) +
X

+ j(x-)y^’ (td (б.1.14)

У°‘+1) (с),

где с — какое-то значение независимой пере
менной, промежуточное между х и а.

4 Исключением здесь является случай, 
когда у (х) — это многочлен (ср. с нача
лом § 2).

а

Если теперь снова заменить под интегралом dt 
на d (t—х) и проинтегрировать по частям, то 
получим 

j (ж — * у" (i) d (1 — я) =
а

Г (X — І)2= -) у" (t) d і 2 (ж —С2
2

С (х  і)2 (х — я)2 .+ ) ----2~^~ dy" Р р Р = у" —2--------
а

і х
+ 1 J (x-t)2y"t)dt,

а

и, значит, 
у" (а)

У(Х) = у (а) + у (а) (х — а) + —— (х — а)2 +
X

_L- у j (х — і)2 у (t) dt. (б.1.14а)
а

Производя интегрирование по частям п раз, 
мы получим выражение, состоящее из п-{-2 
членов:
У (х) — У (а) + у' (а) (х — а) +

, УЧ«) ( )2 , Г (а) , а)3 + „
+ 2! ' (х — “)2 + 3Т“ (х х-а) +

У1п> (а)

х

+ Тт! (^-1^)пУ(п+1> (t) dt.
а

(6.1.15)

Формула (15) в противоположность (13а) 
является точной: ведь она получена преобразо
ванием точной формулы (2)! Последний член

X
Гп = j (х — і)” уОн-1) (г) dt в ее правой части

а
называется остатком, или остаточным чле
ном. он ^указывает разность между левой 
частью у (х) формулы (13) и приближенно вы
ражающей ее правой частью той же формулы.

Формулу (15) удобнее переписать в форме, 
не содержащей интеграла3: 
у (х) = У (а) + У (я) (ж — а) 4-

у" (я)+ -4V(.r_a)2+_ , У(» (я) 
+ п ! (х — а)п -|-

(х — а)«+»
(п+~ґ) ! У(и^1)(с). (6.1.16) 

где с — какое-то число, заключенное^между 
ж и а.

В общем случае произвольной функ
ции у (х) никакое конечное число сте
пеней (х—а), взятых с постоянными 
коэффициентами, не выразит точно4 
исходную функцию: правая часть (13) 
(или (13а)) лишь приближенно 
совпадает с у (х), но не равна у (х). 
Точную формулу можно получить, 
лишь суммируя бесконечное 
множество степеней (х—а):
У И = с0 + с.(ж — a) + с2(х — а)2 4- 
4-с3(® — а)34- ... -НДж — а)п4- ...

(6.1.17)

3 Относительно справедливости перехода 
от (15) к (16) см. текст, напечатанный в § 7.7 
мелким шрифтом, в частности формулу (7.7.13), 
где надо только обозначить переменную инте
грирования через X—t (=z) (теперь х посто
янно, так что d (х—1)=—Л), а зависящую от 
новой переменной X—t—z функцию ^(”+1) («) 
принять за f (z). Тогда мы получим
X
j (х — «)»у(»+1) (t)dt =

а
(х — я)^

= п + 1
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Стоящее в правой части (17) выра
жение называют бесконечным рядом 
(впрочем, прилагательное «бесконеч
ный» обычно опускают и говорят просто 
ряд). При этом про равенство (17) 
тоже можно сказать, что оно «точно 
в пределе», однако здесь этот оборот 
имеет несколько иной смысл, чем выше. 
Дело в том, что, разумеется, нельзя 
сложить сразу бесконечно много сла
гаемых; поэтому, выписывая стоящую 
справа сумму, мы неизбежно должны 
будем ограничиться тем или иным конеч
ным числом п первых ее членов. Утверж
дение, что при достаточно малых 

| х—а | формула (17) «точна», озна
чает, что сумму справа можно сделать 
сколь угодно близкой 
к У (х) (ДЛЯ этого только нужно взять 
достаточно большое число п слагаемых). 
Можно также сказать, что у (ж) равно 
пределу суммы п первых членов 
ряда при п —> со s.

Коэффициенты Со, с, . . ., ся, ... 
в (17) различны для разных функций; 
они также зависят от значения а. 
Мы уже видели, что с0=^у (а), Су=у' (а),

У (ж) = У (а) + у' (а) (ж — а) -}
+ + а)2 + ЯГ {х _ а)з+. . .

Отметим еще частный случай фор
мулы (18), получаемый в предположе
нии, что а=0:
у (ж) = у (0) + у' (0) х + " ж +

С помощью символа суммирования фор
мулы (18) и (19) можно сжато записать 
так:
у (ж) = у («) + 2 Яг ~ aY'

. п=1
_ (6.1.18а)

У(х) = у (0) + 2 х". (бЛЛЭа)

[»=1 ’ б

б При этом возможно, что при разных зна
чениях х для достижения одной и той же точ
ности приближения суммы первых членов ряда 
к значению у (х) потребуется разное

Формулы (18) и (19) (или (18а) и (19а)) 
дают разложение функции у (ж) в ряд 
по степеням ж—а (или ж). Стоящий 
в правой части формулы (18) (или (18а)) 
ряд называется рядом Тейлора; ча
стный случай этого ряда, стоящий 
в правой части формулы (19) (или (19а)), 
называется рядом Маклорена.

Примерам приложений формул Тей
лора и Маклорена к конкретным функ
циям будет посвящен следующий пара
граф, однако первое подобное представ
ление функции в виде ряда мы рассмот
рим уже здесь.

Пусть у=ех. Тогда
у'—ех, у" = ех,..., у™ = ex,...

Воспользуемся формулой (19) разло
жения функции в ряд Маклорена. 
В нашем случае
у (0)==' (0)=?" (0)=. . . = 1.

Подставляя эти значения в (19), полу
чим разложение функции у=ех в ряд 
Маклорена 
r--+;^+4+4+.-...
...+4+... (6Л.20)

Рассмотрим теперь формулу, которая 
получается из формулы Тейлора (18), 
если ограничиться, например, тремя 
членами ряда:
у (х)« у (а) + (ж — а) у' (а) +

. (х—о)2 п, \+ 1 2 ' У W

Раскроем в правой части скобки и рас
положим результат по степеням ж:
У (х) « [у (а) — аУ (а) + «)]+

+ [у' (а) — ау" (а)] ж -ф у у” (а) ж\ (6.1.21)

Справа в (21) стоит многочлен вто
рой степени. Обращаем внимание чита
теля на то, что этот многочлен не со
впадает с тем, который получится, 
если взять три члена ряда Маклорена: 
у (Х)^ у(0) 4-/(0)ж+-ф-жа.

(6.1.21а)

число слагаемых. (Мы не останавливаемся 
пока на общих вопросах об области примени
мости формул вида (17) и о функциях, для 
которых разложения (18) и (19) не верны.) 
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Это и понятно: ведь формула (21) дает 
хороший результат, если х близко к а, 
а формула (21а) точна при х, близком 
к нулю.

В гл. 2 мы определили производную как 
предел отношения приращения функции к при
ращению независимой переменной. После того 
как мы построили выражение функции в виде 
ряда, можно уточнить закон приближения 

Ду „ dyотношения _. к производной -_ при умень
шении Дх.

Возьмем ряд Тейлора (18) и обозначим 
а—а через дх. Затем перенесем у (а) в левую 
часть (18), разделим обе части на х—а= 
и обозначим у (х)—у (а) через Ду. Мы полу
чим

Ду 1
д.,.- у' (а) + У (а)&х +

+ 4уЯ' (а)(Дх)2 + ... (6.1.22)

При малых Дх второй член справа больше 
третьего члена. Пренебрегая последним, при

ДУ дем к выводу, что отличие отношения -д' 
от значения у’ {а) производной на краю про
межутка от х=а до х=а-|- Дх пропорционально 
величине второй производной у” (а) и длине 
промежутка Дх:

Ду 1 ,
'■,.=—/'(() + 2~У (а)Д;г-

При этом мы сравниваем отношение прираще
ния функции на рассматриваемом участке 
значений х к приращению х с производной 
у’ (а) на краю этого участка.

Производную можно вычислять и иначе, 
принимая за ее приближенное значение 

г f (х + Дх) — f (х)
не дробь ----------—-----------s _ дробь
f (х _ Дх'2) — f (х — Дх'2)

-----------------—----------------- _ Друиими слонами, 
при вычислении производной в точке а мы 
составляем приращение, которое получит 

Дх 
функция при изменении аргумента от а — -g- 

Дх
до а +“2" > и делим на Дх именно это при
ращение. Сравним теперь отношение нашего 
приращения функции у =f(x) к Дх с произ
водной у' (а), вычисленной в середине 
участка изменения переменной. Мы найдем, 
что

f Дх\ f Дх \
ду=/ф + -у-- /ф-'і~-;

далее,
/ Дх \ Дх ,

f (- + _'_у—/(а) + ~2~ g (а) +
1 f Дх\2 1 f Дх \3

+ т’\_2_) (а) +‘б(_2~) f’(e)«

(6.1.23)

Мы видим, что новый способ оценки про
изводной f (а) гораздо точнее старого: раз
ность между отношением приращений и про
изводной теперь пропорциональна (Дх)2, а не 
(Дх), и к тому же выражение для этой разности 
содержит малый коэффициент 1'24. Итак, 
мы имеем приближенно
,, , , f о + Дх— f (а) 
f ' (а)«=-------- д----------- 

а точнее, из формулы (22)
, f(a + д®) — '(а)

Г ----------—--------------

-jf (а) Дх.

Или, иначе,
,, , , f (( + Дх/2) — f (а — Дх'2) 
f' (“) ~--------------- д------------------ 

(6.1.24)

(6.1.24а)

(6.1.25)

а точнее (в силу формулы (23)),

, f (а + М2) — На — Дх/2)Г (а) Ъ---------------- д£---------------------
--^ОаЦДх)2. (6-1.25а)

При этом равенства (24а) и (25а) (как и ра
венства (24), (25)), разумеется, являются
приближенными: в них мы пренебрегаем ве
личинами более высокого порядка малости 
(по отношению к дх), чем те, которые входят 
в эти формулы.

Аналогично можно получить и приближен
ные формулы для вычисления второй произ
водной. По определению,

‘ dx ~ Дх
Заменяя теперь Д" на f Дх) — —(а) и 
оценивая f (а + Дх) и f (а) с помощью 

_ f (а _ 2Дх) — f (а + Дх) 
отношений и

f (а 4- Дх) — f (а) ,_—!—-г?----- —- . мы приходим к прибли
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женному выражению для второй производной 
функции, в которой фигурирует ОТНОШЄНЕВ 
/ (а + 2Лх) — 2/ (а + Дх) + / (а) д
------------------ (др------------------ • Для оценки 
этого отношения обратимся снова к формуле 
Тейлора:

/ (а + 2М) =& / (а) + *2  /' (а) (2Дх) -ф

функции, вычисленные в промежутке от а до 
а-ф2Дх, а значения / (а—Дг), f (a), f (а-фДх). 
(Здесь интересующее нас значение х=а 
совпадает с серединой области изме
нения аргумента.) И в самом деле, легко 
показать, что

/ (а -ф Дх) — 2/ (а) -ф / (а — Дх)
/ (а)~3 (Дг)2 •
или, точнее,

, О / (“ + Да:) — 2/ (“) + f (а — Д*)
І (“) ~ 3------------------ (др------------------ ---
-1/1'¥(а)(Д^х4 С6-1-27)

(см. упр. 6).
Геометрически различия между прибли

жениями (24) и (25) для производной сводятся 
к тому, что в первом случае мы заменяем ка
сательную t к графику функции y=f (х) 
(рис. 1) в точке М (a, f (а)) (наклон этой каса

1 1
+ -6 /" (“) (2Да;)2 +І4 Г" М {2^'

/(а-фД))1/(а)-ф-1/' (“) дз +

+ "д' f (Дж)2 + -д f'" (a) (Дх)3-

Отсюда, учитывая первые три члена в правых 
частях этих формул, получим
/ (а-ф 2Дх) — 2 (а-ф Д^)-ф / (а) _ * 1J„,„.

(Дфр ~ 3 '

или, точнее (с учетом всех четырех членов),
П / (а-ф 2Дх) — 2(а-ф Д*)-ф  / (а)

/ (a)~d (Дос)а
--|/а(а)а:. (6Л.26)

Для получения /" (а) лучше комбини
ровать не значения / (а), / (а--- Дх), / (а-ф2 Дх)

І

&Z/2 bz/2

Рис. 6.1.1

тельной равен производной /' (а)) прямой 
= I, где М1=М± (а-ф Дг, / (a-ф Дх)), 

а во втором случае — прямой NN2=1-1, где 
у.-^.-Дф /(—4)). а

/ Дх ( ДяЛХ
=ЛЦа + _2*,  Ив + _2_//' Но ясно, что прямая 
Zi по направлению гораздо ближе к касатель
ной t, чем прямая I (рис. 1). Аналогично формула 
(26) получается в предположении, что екорость 
изменения производной у' (скорость поворота 
касательной к кривой у—f (х)) оценивается по 
разностям изменений производной на участ
ках от М до ЛГХ и от Мг до Мг (хф2Дх, / (х-ф 
4-2 Да:), а формула (27) — что скорость из
менения у' оценивается по разностям изме
нений производной на участках от М' (х— Дх, 
/ (х— Дх)) до М и от М до Мг (чертеж сделайте 
сами).

Упражнения
6.1.1. Разложите многочлен 3-й степени 

y=ax:i~i-bx2--cx--d в ряд по степеням (х—х0), 
где х — произвольное фиксированное число; 
сравните сумму первых двух, трех и четырех 
членов полученного разложения с много
членом.

6.1.2. Разложите в ряд Маклорена функ
цию у=хех\ проверьте, что разложение этой 
функции можно получить из разложения 
функции у=ех умножением последнего на X.

6.1.3. Разложите функцию ех в ряд Тейлора 
по степеням (х—1).

6.1.4. Выясните точность приближенной 
формулы (1фг)т ~ етг при г<;1 и тг<:1, 
записав приближенно левую и правую части 
равенства в виде сумм а -ф Ьг -ф сг2, получен
ных в пренебрежении 3-й и высшими сте
пенями г.

6.1.5. Используя формулы (24) и (25) 
(соответственно (26) и (27)) и задаваясь интер
валом Дс=1; 1/2; 1/4; 1/8, найдите прибли
женные значения; а) производной функции е*  
при х=0; б) второй производной функции ех 
при х=0. Сравните полученные результаты 
с точными значениями.

6.1.6. Докажите формулу (27).

§ 2. Вычисление значении функций 
при помощи рядов

Остановимся вкратце на принципах, 
положенных в основу формул § 1. 
При первых подходах к понятию про
изводной (т. е. скорости изменения 
функции) мы считали рассматриваемые 
функции известными, т. е. исходили 
из того, что можем вычислить значение 
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функции при любом значении аргу
мента. Эта установка позволяла нам 
находить производные непосредственно, 
так сказать опытным путем, вычисляя 
значения функции при значениях аргу
мента, близких к рассматриваемому 
нами. Потом мы научились находить 
производные по формулам, и оказалось, 
что составление формул для производ
ных — довольно простое дело. По
этому часто вычисление значений функ
ций при помощи формул, в которые 
входят производные (а именно тако
выми были все приближенные фор
мулы § 11), оказывается более простым, 
чем прямое вычисление значений функ
ции.

Функции, отличные от многочлена, 
представляются бесконечными 
рядами, так как только в случае много
члена ряд Тейлора обрывается, со
держит конечное число членов (это 
утверждение мы докажем чуть позже). 
Практическая ценность для вычислений 
бесконечных рядов связана с возможно
стью, ограничиваясь небольшим числом 
(зачастую двумя или тремя) членов ряда, 
получить достаточно точный результат. 
Для этого необходимо, разумеется, 
чтобы сумма отброшенных членов была 
достаточно мала.

Рассмотрим несколько примеров раз
ложения функций в ряды. Мы уже 
упоминали (простейший) случай, когда 
функция
у = Ьо + М + &2ж2+--. 4-ЬХ (6-2.1) 

есть многочлен степени п. Его произ
водная у' (х) будет многочленом сте
пени п—1, у" (х) — многочленом сте
пени п—2 и т. д., y™ (х) есть постоянная 
величина, а p^+1> (ж))=0 и все производ
ные более высокого порядка — также 

нули. Поэтому для многочлена ряд. 
Тейлора (1.18) обрывается, он состоит 
из конечного числа членов. В качестве 
ряда Тейлора мы получаем тот же мно
гочлен, только расположенный по сте
пеням (х—а):
= со + сх (ж — а) + с2 (ж — а)2 + . . .

•.- + сп(х — а)п. (6.2.1а).

При этом для многочленов п-й степени 
сумма первых п+1 членов ряда Тей
лора дает точное равенство, вер
ное при любых х, а не только при х, 
близких к а; само же выражение (1)- 
многочлена можно понимать как фор
мулу Маклорена (1. 19) для нашей 
функции у (х) (почему?).

В предыдущем параграфе мы 
уже рассматривали экспоненциальную- 
функцию и получили формулу (1. 20)

(6.2.2)

В частности, подставляя сюда х=1 
и х——1, получим выражения для са
мого числа е и для обратного е числа — 
в виде рядов:
е = 1 + і + + • • -1 + + • ■ •;

(6.2.3) 
-1:= 1-і +—  -j L.____2_ +е 1 ^ 2 6 24 120 I • • •
і1 1 I ........

(2га)1 (2п-|-1)!

Формула (2) позволяет быстро и 
с большой точностью вычислять е®, что- 
можно видеть из табл. 1.

Если при 2=0,1 мы ограничимся 
первыми двумя членами формулы, то- 

Таблица 1

X gX 1+« л+»+—
Xі Xs1+я+4+4

1 + »^-4 +
+4+4

0,10 1,1052 1,10 1,1050 1,1052 1,1052
0,25 1,2840 1,25 1,2812 1,2838 1,2840
0,50 1,6487 1,50 1,6250 1,6458 1,6484
0,75 2,1170 1,75 2,0312 2,1015 2,1147
1,00 2,7183 2,00 2,5000 2,6667 2,7083
1,25 3,4903 2,25 3,0312 3,3568 3,4585
1,50 4,4817 2,50 3,6250 4,1876 4,3986
2,00 7,3891 3,00 5,0000 6,3333 7,0000
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получим ошибку, не превосходящую 
0,5% истинного значения функции. 
При я=0,5 первые три члена формулы 
дают ошибку в 1,4%. При х=1,0 пер
вые четыре члена формулы дают ошибку 
в 1,8% значения функции у—е* х.

то к этому добавляется еще ' и то об
стоятельство, что с ростом п величина 
хп быстро убывает. Но даже и при
х — 1 в далеких от начала участках 
ряда увеличение знаменателя с ростом 
п обязательно пересиливает рост чис
лителя: ведь числитель при переходе 
от п-го члена к (п-|-1)-му увеличивается 
в х раз, а знаменатель возрастает 
в п раз — и нам надо только дождаться, 
пока (при движении вдоль ряда) п 
не станет больше х. Как видно из 
табл. 1, при х=2 сумма пяти членов 
ряда дает ошибку 5%; если же доба

вить шестой член > то сумма
станет равной 7,3500 — здесь ошибка 
составит всего 0,5%.

Построим формулы такого же типа 
для тригонометрических функций. 
Так, для у (a)=sina: имеем:

у' (X=cos х, у” (х) = — sin х,

у" (ж) = —cos х, yIV (aC = sin x.

Такая высокая точность связана 
•с тем, что члены ряда (2) у б ы в а ю т. 
Каждый член этого ряда меньше пред
шествующего ему прежде всего по
тому, что знаменатель (п-|-1)-го члена 
в п раз больше знаменателя предыду
щего (п-го) члена ряда. А если х — 1,

Закон образования последующих про
изводных очевиден.

Подставляя д==0, получим:
у(0) = 0, /'(0) = 1, у"(0) = 0,
Г(0) = _1, ...
Следовательно,

sin X = X — 1
-г5

1 04 - 1
(6.2.4)

6 11 220 5040 1 •

Аналогично получим формулу
х2 72|cost: ==l — 2

1Ь24 722' ••• (6.2.5)

На рис. 1 показаны графики синуса, 
косинуса, а также графики многочле
нов, которые получаются, если брать 
один, два или три члена соответствую
щего ряда. Видно, как улучшается точ
ность по мере того, как мы берем все 
большее число членов ряда.

В табл. 2 и 3 приведены численные 
значения синуса и косинуса соответ
ственно; в этих таблицах ср, как их, — 
угол, но выраженный не в радианах, 
как х, а в градусах. Как видно из таб
лиц, достаточно двух-трех членов ряда, 
чтобы получить в промежутке от 0 
до — прекрасную точность.Таким обра
зом, степенной ряд дает очень удобный 
практический способ вычисления зна
чений тригонометрических функций. 
Заметим, что по абсолютной величине 
не равные нулю члены ряда для синуса 
и косинуса в точности равны соответ
ствующим членам ряда для функции еЛ 
Поэтому все сказанное об убывании 
членов с высокими степенями х в фор
муле (2) относится и к рядам (4) и (5) — 
и эти ряды, подобно (2), позволяют 
вычислить значение соответствующей 
функции при любом X.

Подчеркнем, однако, сразу же, что 
убывание членов ряда при любом х, 
а тем более стремление при любом х 
ачастичных» (конечных) сумм ряда 
к определенному числу ни в коей мере 
не являются общим законом: ряды (1), 
(1а), (2), (4) и (5) являются в определен
ном смысле более благополучными, чем 
<<общие» ряды (1. 18) и (1. 19). Этому 
вопросу будет посвящен следующий 
параграф.

Ряды Тейлора и Маклорена находят мно
жество приложений в высшей математике;
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Таблица 2

X т° sin X X
Xs

х~Т
XS , Xs

Х 6 + 120

0 0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
л/20 9 0,1564 0,1571 0,1564 0,1564
л/10 18 0,3090 0,3142 0,3090 0,3090

З-я/20 27 0,4540 0,4712 0,4538 0,4540
4л/20 36 0,5878 0,6283 0,5869 0,5878
5я/20 45 0,7071 0,7854 0,7046 0,7071
6я/20 54 0,8090 0,9425 0,8029 0,8091
7-Я/20 63 0,8910 1,0996 0,8780 0,8914
8л/20 72 0,9510 1,2566 0,9258 0,9519
9т./20 81 0,9877 1,4137 0,9427 0,9898

90 1,0000 1,5708 0,9248 1,0045

Таблица 3

X COS х !-4 1_ ~ -JL _2 ' 24
Xі X* Xе

1 Г 720

0 0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
л/20 9 0,9877 0,9877 0,9877 0,9877
т:/Ю 18 0,9510 0,9506 0,9510 0,9510

Зл/20 27 0,8910 0,8890 0,8911 0,8910
4л/20 36 0,8090 0,8026 0,8091 0,8090
5л/20 45 0,7071 0,6916 0,7075 0,7071
6тг/20 54 0,5878 0,5558 0,5887 0,5877
7л/20 63 0,4540 0,3954 0,4563 0,4539
8л/20 72 0,3090 0,2105 0,3144 0,3089
9л/20 81 0,1564 0,0007 0,1672 0,1561

тт/2 90 0,0000 —2,337 0,0200 —0,0009

с некоторыми из них мы встретимся ниже 
(см., например, § 6). Здесь же укажем на воз
можность использования рядов для инте
грирования функций. Если функция 
y=f (х) раскладывается в степенной ряд
f (х) = а0 4- OLX 4 аХ 4- ... + апхп 4- ...,

(6.2.6)

то, вообще говоря (с некоторыми оговорками, 
связанными с содержанием § 3; здесь мы пока 
этих ограничений не коснемся), 

j / (х) dx = j (а° 4- ахХ 4- а2х2 4 ...

а1 »
... -|- апх- + . ■•) dx = С -|- ааХ 4*  х2 4

+т *’4---+тгпр’!+1 + ••• <6-2-7)
При этом результат (7) справедлив независимо 
от того, можно ли выразить неопределенный 
интеграл (первообразную функцию) j / (х) dx 

с помощью алгебраической формулы или 
нельзя. Так, например, выше мы видели, что 

функция не может быть выражена

никакой (конечной) формулой. Однако 

(6.2.8}

/7

(6.2.10}
і

«бесконечной формулой, (рядом) эту функцию 
представить можно. Подставив в (2) вместо х 
выражение —Z2, получим 
е-р = 1_г2 + ^_±-+...

f2n
••• + (-1)bg4
поэтому
г /2 13J е di = С 4 t — -g- 4- -Jo —

/7 #2я4-1
- 42- + • • • + <-1)Я п! (2Л+Т)- + • • • (6-2’9>

В частности1,
X
Г „ х3 . х1 , ,
J е dt = х— з 42-5 6 • 7 + ' ' ' +

О ~2я+1

4 (—D" Л|(2п41) ■+
Формула (10) применима при любом конеч
ном

ОО
Г -<2 

тат I е dt 
о

здесь 
приемы.

х; однако ясно, что важный резуль-

-~2~ вывести из (10) нельзя — 

нужно использовать совсем другие
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Упражнения
6.2.1. Выразите коэффициенты с0, ci, С2, ... 

«ряда» (многочлена) (1а) через коэффициенты 
■>0, bi, b2, ... многочлена (1).

6.2.2. Известно, что функция

І sin X
——— . dx (интегральный синус) 

не выражается явной формулой. Представьте 
функцию si х в виде бэсконечного ряда.

3. Случаи неприменимости рядов. 
^Геометрическая прогрессия

Формулы, в которых функция представ
ляется как сумма ряда из степеней х 
с постоянными коэффициентами, были 
составлены в предыдущем параграфе 
для четырех функций: многочлена, ех, 
sin х, cos х. Во всех этих случаях ока
залось, что при любом х каждый сле
дующий член ряда, исключая, может 
быть, несколько первых членов, меньше 
предыдущего и чем больше номер члена, 
тем ближе этот член к нулю (а в пер
вом — самом благополучном — слу
чае вообще все члены ряда, начиная 
с некоторого, обращаются в нуль). 
В этих примерах при любом х 
можно вычислить значение функции 
при помощи ряда, если взять доста
точное число членов ряда так, чтобы 
отброшенные члены практически не 
влияли на результат.

Напомним, что мы начинали с задачи 
о приближенном выражении функции 
в малой области изменения переменной 
и строили все более точные формулы 
с учетом первой, второй, третьей и
т. д. производных. Точность каждой
•формулы

■У (ж) « у (а), (0)

у(г))^у (а) 4- (х — а) у' (а), (I)
у (х& у (а) 4- (ж — а) у' (а) 4-

+ ' 2 ' У (II)

и т. д. тем больше, чем меньше величина 
[х—а|. Кроме того, при данном х—а 
каждое последующее приближение точ
нее предыдущего: формула (I) точнее 
•формулы (0), формула (II) точнее фор
мулы (I) и т. д. Поэтому увеличение 
числа членов ряда позволяет увели

чить величину [х—а\, сохраняя задан
ную точность.

Теперь поставим вопрос, всегда ли 
можно при любом значении \х—а j 
достичь заданной точности путем уве
личения числа членов ряда. На очень 
важном примере мы убедимся сейчас, 
что это не так. Степенной ряд, дающий 
хорошее приближение в малой области 
изменения х, т. е. при малых \х—а\, 
может быть принципиально непригод
ным в области больших )х—а\. Дру
гими словами, этот ряд может иметь 
естественный предел применимости, пре
дел допустимого увеличения \х—а|, 
не зависящий от числа взятых членов 
ряда. Для примеров предыдущего пара
графа дело обстояло более благополучно, 
но столь хорошее положение дел яв
ляется исключением, а не общим пра
вилом.

Рассмотрим следующую простую 
функцию:

1 
у==а-®)-* 1-

z + z3+ ...

1

Справедливость этой формулы — фор
мулы суммы конечной геометрической
прогрессии — должна быть известна из 
курса средней школы. (Ее можно дока
зать, умножая обе части формулы (2)

у(в)

(6.3.1)

Вычисляя последовательно производ
ные, найдем

— 1 , _ 1 • 2 
У (1—ж)2 ’ У (l—z)3 ' •••'

2!
(1 — я)я+1 ' ■ ' '

Для х=0 будем иметь
у(0) = 1, /(0) = 1, / (0) = 2...
..» у(»(0) = п\, ...

Таким образом, получим ряд

Пример функции _ замечателен 
не только необычайно простым видом 
получившегося степенного ряда (все 
коэффициенты равны 1). В этом слу
чае нетрудно дать точную формулу для 
суммы п первых членов ряда (1):

1-х”
• (6.3.2)1 + ХЧ-Х2 + ••• 4-а;и-1
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на 1—х.) Соотношение (2) можно пере
писать так:
1_|_ж_-_а;а-|----- = хя~1 =

Сравнивая (3) и (1), видим, что
есть «остаточный член» приближенного 
равен ства

,2—«14-ж 4-ж2-р ... + ж"-1, (6.3.4)

т. е. та величина, которой мы пренебре
гаем, если ограничиваемся первыми 
п членами стоящего в правой части (1) 
ряда
1 ) х -4- ж2 + »з + • + z"_i— ... (6.3.1а)

Если -1 <ж< 1, то / тем ближе 
к нулю, чем больше м, и, следова
тельно, взяв достаточно много членов 
ряда, мы отбрасываем малую вели
чину. Ряды, обладающие таким свой
ством, называются сходящимися. Сходи
мость ряда (1а) при х~4г иллюстри

рует приведенная ниже таблица; 
здесь і~ -=2. Величина Д в таблице — 
это выраженная в процентах погреш
ность приближенной формулы (4) (раз
ность левой и правой частей (4) в отно
шении к левой части).

п 1 2 3

1 + х — х2 + ... + жя~1 1 1,5 1,75

Д 50% 25% 12,5%

п 4 5 6

1 + х + & + . .. + а;”-1 1,875 1,9325 1,9637

Д 6,25% 3,12% 1,56%

Заметим, что чем ближе ж к 1, тем 
больше членов ряда приходится брать 
для получения заданной точности (тем 
хуже сходится ряд, как говорят мате
матики).

Однако картина полностью изме
нится, если взять |ж| > 1. Так, если 
х > 1. то каждый следующий член ряда 

11 Заказ Мі 1065

(1а) больше предыдущего. Формула (3) 
остается в силе, однако при х > 1 вели
чина ж" неограниченно растет вместе 
С ростом М, и поэтому дробью у---— 
пренебрегать никак нельзя. Формула 
(1) в этом случае будет уже неверна. 
Нет даже никакого качественного 
сходства между суммой положитель
ных слагаемых (1а) и отрицательной 1
(при ж 4-1) величиной -j-— . Так, при 
ж=2 формула (1) обращается в абсурд
ное «равенство»
—1=1+2+4+8+16+...
При ж >> 1 сумма ряда (1а) неогра
ниченно увеличивается при увеличе
нии п (это видно и из (3)). Если же 
х + —1, то мы получаем в правой 
части (1) знакопеременную сумму, ни- 

1 как не похожую на величину q----- .
Так, при ж=—1 формула (1) дает 
1/2 = 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — ...
Ряды, подобные тем, в которые обра
щается (1а) при |x||>1, называются 
расходящимися.

Мы установили, что сумма членов 
бесконечной геометрической прогрес
сии (1а) равна ■?_ , если |х|<^1;
если же |х||> 1, то бесконечная гео
метрическая прогрессия не имеет ко
нечной суммы (расходится), другими 
словами, сумма первых п членов этого 
ряда при п -> оо не стремится ни к ка
кому пределу.

Отметим еще, что любая периодиче
ская (десятичная) дробь представляет 
собой сумму членов геометрической 
прогрессии. Так, например, 
1,((1=і,іиіи ...=11+1,1-00014- 
+ 0,001 + .. . = 1 + 0,1 + (0,1)2 + 

+ (°Л)3 + - • • — 1—0,1 =бдГ= 
_ J2—1 1

9----- 9 ’
Таким образом, с простейшим рядом 

(геометрической прогрессией) мы встре
чались уже и раньше, в арифметике 
и алгебре.

1
Функция у~ !_ х (р^и^с. 1) терлтит

разрыв при х=1: если ж близок к 1, 
но больше 1, то -j- ...—большое по аб-
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солютной величине отрицательное число; 
если X близок К 1, НО меньше 1, ТО j __ t — 
большое положительное число. Следо
вательно, при переходе х через значе
ние х = 1 функция _ _ х скачком пере
ходит от больших положительных чи
сел к большим по абсолютной вели
чине отрицательным числам. Этой осо
бенности поведения функции ряд опи
сать не может, поэтому он и отказы
вается нам служить.

Поэтому если некоторая функция / (х) 
терпит разрыв при х=х0 (в примере 
С __ х мы имели х0=^1^, то при значении 
х=х0 ряд, составленный для f (х), за
ведомо непригоден для вычислений. 
Поскольку каждый член спхп ряда 
C0-S-C1X~S-C2X2 + . . . будет тем больше 
по абсолютной величине, чем больше 
абсолютная величина х. то при лю
бом х, по абсолютной величине боль
шем, чем хо, ряд также непригоден 
для вычислений.

Таким образом, при наличии разрыва 
/ (х) можно заранее указать такое хо, что 
при всех х, больших хо по абсолютной 
величине, ряд будет непригоден для вы
числений.

Рассмотрим еще один пример. Соста
вим ряд Маклорена для функции 
Z=tg х. По£общим правилам находим:

У = tgx sin X
COS X

1
COS2 X ’

__ [2 f- 4 sin2 x
cos4 X

Отметим еще следующее: при х=1 1
функция у — -р—— обращается в беско
нечность (чем'ближе X к 1, тем больше у 
по абсолютной величине), и при этом же 
значении х члены ряда (1а) перестают 
убывать. Ряд может быть пригоден для 
вычислений, лишь если его члены до
статочно быстро стремятся'к нулю, т. е. 
убывают по абсолютной величине х. 
При х—1 формула (1) неверна, так как 
члены стоящего в правой части ряда 
не убывают. Значит, ряд (1а) непри
годен для вычисления значений функ
ЦИИ у =■ q-----  и при X = —1, п при
х<—1 (здесь тоже члены (1а) не убы
вают), хотя сама функция у при х — —1 
разрыва не испытывает и равна 

1 1
1-(_1)—2-

Как бы мыЗГни [выбирали коэффи
циенты многочлена, его график всегда 
будет сплошной, непрерывной линией: 
график многочлена разрывов не имеет.

1 Конечно, если один-два или^несколько 
первых членов ряда возрастают, это не беда — 
при условии, что следующие дальше члены 
ряда достаточно быстро убывают (см. пример 
с е_ при х=2 (табл. 1 из § 2)).

2 sin x
COS3 X ’ у WУ"№

Отсюда y(0) = 0, y'(0) = 1, y"(0) = 0, 
y-(0) = 2, i/iv(0) = 0, yv(o) = 16, ...
Поэтому
tg ж = 0 — 1 - ж-— (Ст2—-

+ 3 . 2 ■ 1 2 4“ 0 ’ 2 +

Таким образом,

tg X = X + у Ж 4- __ X5 + 

і 17 7 , 62 9 1+ 315 Х + 2835 Х + ’ • (6.3.5>

(здесь коэффициенты при я7 и х9 могут 
быть получены так же, как были полу
чены коэффициенты при X, X3 и я5).

Что можно сказать об области при
менимости ряда (5)? График тангенса 
(см. рис. 4.10.5) подсказывает нам, что 
ряд (5) может быть пригоден для вы
числении лишь при | X | <( у , поскольку
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при х = у функция їдх ведет себя так же 

плохо, как функция при х — 1.
Однако по форме ряда (5) нелегко ска

зать, при каком значении х этот ряд 
нельзя применять, ибо закон образо
вания коэффициентов ряда в отличие 
от рассмотренного выше ряда (1а) вовсе 
не прост 2.

Отметим, что наличие разрыва функ
ции достаточно для того, чтобы 
ряд перестал сходиться, но н е не
обходимо. В качестве примера 1 
рассмотрим функцию у = . у g . При
меняя формулу (1.19) или просто за
меняя в равенстве (1) х на (—х), най
дем

1
14-х 1 — а 4-а:2 — асз-_ ...

Возьмем, например, х=2. Тогда
1 I __ 1

1 + х L=2 * 1 + 2 3

Сумма же членов ряда
1 — х 4- х — xs -f- . .. (6.3.7)

при изменении числа п первых его чле
нов колеблется весьма резко и ни при 
каком п на 1/3 не похожа:

2 Заметим, что отношения последовательных
коэффициентов ряда(5)1:1 /3=3; 1/3:2/15=2,5;
2/15 : 17/315 «24,4706; 17/315 : 62/2835 %

/ т\2
2,4677 быстро сходятся к величине (-тр I ~

д=2,4674. Мы, однако, никак не можем оста
новиться здесь дна доказательстве этого не
ожиданного факта.

(6.3.6)

Отказ ряда (7) «работать» при х=2 
объясняется тем, что функция у~^_ х 
испытывает разрыв при х=—1. По
этому при х=—1 абсолютные вели
чины членов ряда (7) не убывают с но
мером рассматриваемого члена. Но абсо
лютные величины членов ряда (7) не за
висят от знака х. Поэтому и при х=1, 
и тем более при х > 1 этот ряд для вы
числений непригоден.

Рис. 6.3.2

Таким образом, даже если нас интере
сует лишь поведение ряда при положи
тельных х, все равно надо учитывать 
все значения х, в том числе и отрица
тельные, при которых разлагаемая в ряд 
функция претерпевает разрыв.

И 1 2 3 4 5 6 /

Сумма п 
членов 
ряда (7)

1 —1 3 —5 11 —21 43

Для читателей, знакомых с комплексными 
числами (см. главы 14 и 15), укажем, что

У,
7

-г -7 г? 7 2 Л?

Ясно, что при х=2 наш ряд непри
годен для вычисления значения функ
ции у= 1 д. . Но почему дело обстоит 
таким образом? Ведь сама функция у 
нигде в интервале от а: = О до х=2 ника
ких разрывов не имеет; в этих пределах 
она — гладкая, «хорошая» функция 
(рис. 2).

Рис. 6.3.3 

на самом деле на сходимость ряда при вещест
венных значениях х влияет даже поведение 
рассматриваемой функции при комплекс
ных значениях аргумента. Приведем при
мер этого (см. также § 15.2). Заменив в фор
муле (6) х на г‘2, получим

= 1 — X2 + Xі — x + ... (6.3.8)

График функции у = (Рис- 3) не имеет
разрывов ни при положительных, ни при 
отрицательных х, нигде не уходит в бесконеч
ность. Однако ряд (8) пригоден для вычисле
ний, лишь если Xі < 1, т. е. при — 1 < X < 1. 
Причина этого в том, что при ж= +V—1= іг, 
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т. е. при ж2=—1, функция у = ~4_Ха обраща
ется в бесконечность; поэтому члены ряда 
не убывают по абсолютной величине при 
х2=—1, а значит, и при х2 =1 (ср. гл. 15, 
с. 430).

Можно привести и другие примеры 
функций, которые нельзя разложить 
в ряд Тейлора, например функцию 

при ж=0 (ср. с. 169). Не разла
гаются в ряд Маклорена дробные сте
пени х и функции, содержащие дробную 
степень аргумента, например функция 
sin \/х.

В рамках данной книги разъяснить 
достаточно подробно и понятно вопрос 
о границах применимости формул Тей
лора и Маклорена невозможно; для того 
чтобы разобраться в возникающих здесь 
вопросах, надо обратиться к какому- 
либо курсу теории функций комплекс
ного переменного (ср. гл. 15). Остается 
одно утешение — все встречающиеся 
физику или инженеру функции не раз
лагаются в ряд Тейлора только в от
дельных (особых) точках. Как правило, 
мы встречаемся с функциями, которые 
можно, во всяком случае на удачно 
подобранном конечном интервале, раз
ложить в ряд Тейлора.

Упражнения
6.3.1. Выпишите ряд Маклорена для функ-

х -j- 1
ции: а) у = ; б) у = In (1 4-ав).

6.3.2. Выпишите разложение функции 
у——In х в ряд Тейлора по степеням x—i.

Каковы области применимости рядов, полу
ченных в упр. 1, 2?

6.3.3. Пусть / (х) и g (х) — известные функ
ции. Найдите первые три члена разложения 
в ряд по степеням х произведения функций 
/ (х) g (х). Постройте тот же ряд перемноже
нием ряда для / (х) и ряда для g (х); сравните 
полученные результаты.

§ 4. Бином Ньютона для целых и дроб
ных показателей

Составим разложение в ряд Маклорена 
произвольной степени т двучлена 
(а+х), т. е. функции у=(а+х)т.

По общему правилу сначала найдем 
производные
у' = т (а -J-a:)m_1,

у" = т(т — 1) (а — х)т 2, . • * *9

(т — п) ! "
Окончательно будем иметь 

( + ) — ат + 1 ! -1уу- а^Х 4~
+2^—2)Т ат-Ч2 4- . . .

• • • 4- п і -т— п) 1 

•••-Г (т—w 
+{т-їййахт~і+хт-

у” = т(т — 1) ... (т — п — 1) X
Х(а + жТ"”, ... (6.4.1)

и значения самой функции и ее про
изводных при х~0): 
у(0) = ат, у'р) = тат~,
у"(У) — т(т—1)ат~2, (6.4.2)

у”0) = т(т — 1.. .(т — п -ф 1) .. .
Отсюда получим ряд Маклорена 
(а + х)т = ат+аго-1ж+т("^1) X 

X ат~2х2-±- ...
I т (т—1) (т — 2) ... (т — п -- 1)

• • • "І ЇП ' " Х
х ат~пхп + .•• (6.4.3)

Если показатель степени т — поло
жительное целое число, то (а+ж)’в есть 
многочлен степени т, так что в этом 
случае ряд (3) будет конечным: произ
водная (пг--1)-го порядка функции 
(а+х)“ равна нулю, а значит, и все 
ее производные более высоких поряд
ков тоже равны нулю. Формулы (1)—(3) 
отражают это обстоятельство. В са
мом деле, при n=m4-l множитель 
(т—«4-1) обращается в нуль; при 

где-то в последовательности 
множителей т, (т—1),. . . найдется 
множитель, равный нулю, и, следова
тельно, произведение будет равно нулю.

При целом положительном т произ
ведение в числителе можно записать 
в более удобной форме: умножив и раз
делив произведение т{т —11.. . (т — 
— п-—1) на (ст—«) (т—п — 1) ... 3 • 2 • 1, 
получим
т(т — 1) ... (т — п-ф1) = 
_ _____ т(т — 1). ■ ■ 3 • 2 • 1_______  

(т — п) (т — п — 1) ... 3 • 2 • 1
__ т 1

(6.4.4)



 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

§ 4. Бином Ньютона для целых и дробных показателей 165

В формуле (4) справа и слева стоят 
многочлены степени т. Таким обра
зом, для целого положительного т мы 
имеем точное равенство (4), справедли
вое при любых значениях х. Правая 
часть (4) симметрична относительно х 
и а: коэффициенты при членах ат~пхп 
и апхт~” равны. Это понятно, так как 
(х -ф а)т не зависит от порядка слагае
мых в скобке: ясно, что (х -ф а)т — 
— (а + х)т.

Формулу (4) не совсем справедливо 
(см. ниже) называют формулой бинома 
Ньютона. Ее можно получить, не поль
зуясь производными и рядами. Для 
этого нужно взять произведение т 
сомножителей (а-\-х)(а--\х))--(а+х), 
выполнить умножение и привести подоб
ные члены. Однако при т, заданном 
в общем виде буквой, а не числом, 
приведение подобных членов стано
вится довольно трудным, и в целом вы
вод бинома Ньютона при помощи выс
шей математики, т. е. со ссылкой на ряд 
Маклорена, оказывается проще эле
ментарного вывода той же формулы.

Отметим, что Ньютон получил об
щую формулу (3), т. е. разложение для 
(х-\-а)т, в случае любых показа
телей т. Поэтому правильнее было бы 
именно формулу (3) называть форму
лой бинома Ньютона, а не формулу (4), 
которая была известна и до Ньютона 1 
(и которая представляет собой простой 
частный случай зависимости, связы
вающей коэффициенты представлений 
(2.1) и (2.1а) многочлена; см. упр. 2.1).

1 В Европе формулу (4) (где т — натураль
ное число) впервые получил итальянский
математик Никколо Тарталья (ок. 1499—
1557); однако еще раньше она была известна
арабским математикам.

Вернемся к общей формуле (3). Если 
т не целое положительное, то, по
скольку степени п переменной х — це
лые положительные, ни один из множи
телей т, т—1,. . ., т—н-Jl числителя 
коэффициента при хп не обращается 
в нуль. Таким образом, все эти коэффи
циенты отличны от нуля и формула (3) 
дает бесконечный ряд. В част
ности, при т=—1 этот ряд принимает 
вид

1 1 
а -f- х а

х а’ хз
а2 а3 а4 (6.4.5)

Заметим, что при а~1 формула (5) пере
ходит в уже знакомую нам формулу 

суммы членов (бесконечной) геометри
ческой прогрессии (3.6).

Из формулы (5) находим также
=-4-——4,—' + .

а — х а 1 а2 а3 ” а4 ~

Для т = у получим
I---- і----  /“ і 1 X 1 Xі .

.1^3 5 Xі .7 Xs
16 а2 ^а -228аз\/а 256 а-\/а
21 хз

10’4 * аь - а (6.4.6)

В разложении (а-(-ж)™ при любом т 
все члены имеют одинаковую сумму сте
пеней при а и при х и каждый следую
щий член отличается от предыдущего 
множителем —— и коэффициентом. Фи

зик сказал бы, что а и х в формуле (3) 
должны быть одинаковой размерности, 
значит, отношение у безразмерно. 
Можно с самого начала вынести за 
скобку а
() + < = «-(1 + -Y"

/л і X Х11 Xи разлагать (1 4~ —) по степеням — .
Оказывается, что при всех т (дроб

ных, положительных и отрицательных) 
ряд (3) пригоден (т. е. сходится) лишь 
при | у | < 1 т. е. при | х | <Z 1 а |. При 

| у | — 1 ряд (3) — ^сходящийся. Иск- 

ключение представляют целые поло
жительные т, потому что в этом слу
чае формула (3) содержит конечное 
число членов.

Принимая в (3) а=1 и заменив букву 
х на г (где должно быть |jrj <С 1), мы, 
ограничившись лишь первыми двумя 
слагаемыми правой части (3), получим 
приближенную формулу
(І-фгГ^І -фтг,|

которой неоднократно пользовались 
выше; она справедлива лишь при ма
лых [•( (более точная формула имеет 
вид (1 -ф r)m —1 -ф тг -ф т У г3).

Формула (6) дает хороший способ вы
числения квадратных корней. При этом,
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чем меньше I — I , тем меньше членов 
j а j

можно брать в (6) для достижения за
данной точности.

Упражнения
6.4.1. Используя разложение в ряд, най

дите VI,1 и V1,5 как Vl і х при г = 0,1 и 
при х = 0,5, удерживая в разложении два, 
три и четыре члена. Сравните полученные 
результаты с табличными значениями.

6.4.2. Покажите, что при

а) 7й + х гь 1 + — ; б) у 1 + ж % 1 Ч- — —
п — 1
2п2 ж , причем формулы а) и б) тем точ

нее, чем меньше | х | (и формула б) точнее 
формулы а)).

6.4.3. Найдите по формулам уп₽- 2 ^1,2, 
\ТД, ^1,05. Сравните полученные значения 
с найденными из таблиц.

6.4.4. Найдите V6 с тремя верными зна
ками после запятой. [У к а з а н и е. Восполь
зуйтесь тем, что 6 = 4 -J- 2, V4 = 2 и приме
ните формулу (6).]

6.4.5. Почему нельзя разложить
по формуле Маклорена? А можно ли разложить 
по этой формуле функцию у = 4г1°°о?

§ 5. Порядок возрастания и убывания 
функций. Правило Бернулли—Ло- 
питаля

При малом х функции sin х и tg х 
также малы. Функции ех и cos х близки 
к 1, а, следовательно, •—1 и 1—cos х 
малы. При этом значения функций 
sin х, tg х, ех—1 и 1—cos х будут тем 
ближе к нулю, чем меньше |ж|.

Сравним эти функции с величиной х. 
Для этого разложим функции в ряды 
Маклорена:

Ж3sin X = X---- 6-- 1~. . .,

tgz=т---- • .,
Х2 „4 (6-5-1)

1 — COS ж = -2-------2y+ • • •>

— 1 ,

Отсюда находим
sill X   , X2 .

6 г ■ • •
Следовательно,
sin х . п .. sin X .--------> 1 при ж -• U, или lim------= 1.

х х

Аналогично из (1) находим: 
Ц---.-|4Л_4-... _'1 при.г—>0;

1 — COS X 1 x2 1 _
—~ =2- - 24 ■ • • • Тт п₽и ж^0;

і — COS X  X хх
X 2 24 0 при х -• 0;

Разложение функций в ряд дает общий 
способ приведения различных функций 
к однотипному виду и позволяет сравни
вать между собой различные функ
ции. Функции надо сравнивать, на

ех — 1 . , X I . „
——-■= 1 4- у -Ь • • ■ -• 1 при х -• 0.

пример, в 
ривается

тех случаях, когда рассмат-
отношение f (ж) 

g W при таком
значении аргумента х, при котором 
как / (х), так и g (х) близки к нулю. 
Такие отношения часто можно прирав
нять определенному числу — не очень 
маломіу, т. е. не близкому к нулю, но 
и не очень большому; в этом нас убе
ждают примеры на вычисление произ
водных. Однако иногда отношение двух 
близких к нулю функций может обра
щаться в нуль или в (положительную 
или отрицательную) бесконечность, и 
эти случаи надо уметь распознавать. 
^Приведем несколько примеров. Для 
простоты рассмотрим случаи, в кото
рых интересующее нас значение х равно 
нулю.

Можно найти и более сложные соот
ношения. Например, из того, что 

8ІПЖ = Ж—^-+ї6— ■;

+ ^х5 4-. . .,

следует .
tgx — sin ж = у ж3—-д- ж5-Н • ••
и, значит,
tg X — sin X 1 n
---- -з------- >у при X °.

Можно построить шкалу порядка 
убывания различных функций при 
стремлении х к нулю. Если / (х) -» 0 
при х -> 0, то порядком убывания (или 
порядком малости) f (х) относительно х 
назовем степень х, убывающую так же 
быстро, как и f (х). Точнее, утвержде-
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ние о том, что j (х) имеет порядок ма
лости к относительно х, означает, что 
эта функция убывает, как хк, т. е. что 
отношение —— имеет пределом при хк
х -> 0 конечное, не равное нулю число.

Таким образом, sin х, tg х, е* —1 при 
х -> 0 убывают, имея первый порядок 
малости, 1—cos х имеет второй порядок 
малости, tg х—sin х — третий порядок 
малости относительно х.

В некоторых конкретных случаях 
порядок малости можно определить и 
без разложения в ряд. Например, из ши
роко известного рис. 1, где МР и 
АА — линии синуса и тангенса, отве
чающие ААОМ=х, легко следует, что 
tg х > х д> sin х (соответствующее рас
суждение, основанное на том, что 
S&ОМА < **>сект.  ОМА < S. ON А, ИМЄЄТСЯ 
в школьных учебниках). А так как 
sin z^tg х при малых х (ибо в этом 

sin х Лслучае отношение д— — cos х « 1) , 
то sin хт^х и tg xttx, когда х мало, 
т. е. sin X и tg х имеют первый поря
док малости. Справедлива формула 
1—cos z=2sin2 (х/2), а так как sin (х/2) 
первого порядка малости, то ясно, что 
функция 1—cos х должна иметь второй 
порядок малости. Функцию tg х—sin х 

sin X .можно записать гак--------- sin х =COS X
_ sin X >> — c0S _ jак как для малых х 

величина sin х первого порядка, 
1—cos х — второго порядка малости, 
a cooxx—l, то ясно, что функция 
tg х—sin х — третьего к порядка ма
лости. Однако эти конкретные приемы 
требуют догадки, остроумия,—и именно 
поэтому полезен простой безотказный 
общий метод.

Такое соотношение между остроум
ным решением отдельных задач и об
щими методами наблюдается везде: 
свойства касательных к параболе, пло
щадь круга, объем пирамиды, объем 
шара известны были древним грекам, 
но только дифференциальное и интег
ральное исчисления дали общие про
стые способы решения всех задач та
кого типа, доступные каждому инже
неру, физику, учащемуся, в то время 
как изощренные методы античных муд
рецов рассчитаны были разве что на 
выдающихся ученых.

При помощи рядов можно находить 

не только отношения функции к сте
пени х, но и отношение одной функ
ции к другой. Приведем примеры этого:

е* —1 1 + у + -6 + • • •
sin X

X

Xs
х~т + ■■■

1 + у + • • •
X2

1-у + ...
. ж2

еж — 1 х + -2 + • • •
1 — COS X

1 при а->0,

Х~ Xі
2~~ 24 + • • • 

_ 1+у+ •••

X X3
У-•••

X2
ех — і х У 2 +

Jx

со при ж—>0,

о1

при я—> 0.
Коэффициенты рядов Маклорена вы

ражаются через производные. Поэтому

можно сформулировать результаты, по
лучаемые при помощи рядов, в виде 
правил, относящихся к производным.
Если / (0)=g (0)=0, то формулы 
f(x) = f (0) + f (0) х + W0) А +. .
g (A=g (0}+g' (0) х 4- X/g" (О)У 4-...
упрощаются так:
/(х) = Г (0) — + 1y-"(0)—2 + ••> 
g (ж) = g' (0) X 4- 1/2g" (0) .ж 4- ...
Отсюда
/ (х)  1 (0) х + у ? (0) +

ё'дкд к К к к" ,0) д2+• • •

Г (0) + (0))+...

ё' (0) + У/'(0)х+ ...
_ Г 0)

ё' (0)

и, значит,
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если /0) = g(0) = 0, то
при х — О (6.5.2)
(а если также и /'(0) = g' (0), то предел 
отношения g - (—) при ж —> 0 равен пределу 

/ "(х)отношения при X -> U1).

1 Так как в силу той же формулы (2) 
адесь Iim^ - — = / * -- , то мы приходим

x+og'X) g (0)
,. f(x) /"(0)к равенству lim —-—— = 1 х - ; аналогично, 
x^-og(x) g (0)

если - f (0) = /' (0) = f (0) = g (0) = g' (0) = 
= £"(0) = І0, то lim/4^L = Z—(— , и t. д.

*+og(x) Г"(0)
2 Это название сохраняют и за некоторыми 

родственными сформулированному предло
жениями, например за тем, о котором говорится 
в сноске 1 или в упр. 3 и 4.

g (х) г '
Разумеется, правило (2) полностью 

сохраняет силу и в том случае, когда 
/ (а) = g (а) = 0, где а — какое угодно

І (ж) число, и нас интересует отношение д-(жу 

при х, близком к а:
если / (а)=g (а)=0, T07fe-
при ж —> а (6.5.2а)
(а если также и /' (а) = g (а)=0, то преде- 

/ (х) f (я)лы отношений - ) < и - , - при ж -> а оди-
s' (х) g (х

f (х) /" (а) . „наковы, в силу чего , ■■). Здесьg \х g (а)
для доказательства надо вместо ряда 
Маклорена использовать ряд Тейлора 
(см. упр. 2).

Таким образом, если значения двух 
функций близки к нулю (если обе функ
ции обращаются в нуль при одном и 
том же значении аргумента, вблизи 
которого мы эти функции рассматри
ваем), то отношение самих функций 
можно заменить отношением их произ
водных. Этот результат называют пра
вилом Бернулли—Лопиталя, или (чаще, 
но менее справедливо) просто правилом 
Лопиталя 2.

После изучения рядов удобнее не за
поминать особые правила нахождения 
пределов, а при малых ж пользоваться 
рядами, в которых функция разложена 
по степеням ж. При этом всюду, где 
стоит сумма различных степеней ж, 
при переходе к малым ж мы остав
ляем лишь член наименьшей степени.

Аналогично изучению характера убы
вания функции при малых ж (при усло-

вии, что при ж=0 функция обращается 
в нуль) можно рассматривать поведе
ние функции при больших ж, т. е. 
при ж -> оо. Здесь уместно разлагать 

1 / 1 функцию по степеням — (ведь — у нас 
мало!), воспользовавшись подстанов
кой -1- = t. Если наша функция является 
многочленом, то очевидно, что при 
большом ж важен только член с наи
высшей степенью ж, ибо остальные 
члены ему уступают: ах”-[-Ьхп~1-[- • • • = 
=ажв(1 -|-"7 “4“ • • здесь выражение
в скобках стремится к 1 при ж -> оо. 
Можно говорить о порядке роста функ
ции/ (ж), т. е. об ее возрастании «как ж», 
«как ж2», «как ж3» и т. д. Говорят, что не
ограниченно возрастающая по абсолют
ной величине при ж —> оо функция 
/ (ж) имеет порядок роста К, если отно- 

fix)шение . v - при ж -> оо стремится к ко 
xk

нечной (отличной от нуля) величине. 
При этом ясно, что любой многочлен 
степени п имеет порядок роста п.

Важнейший факт заключается в том, 
что при неограниченном росте ж экспонен
циальная функция ех растет быстрее 
любой степени х (т. е. ё имеет, так ска
зать, «бесконечный порядок роста»). 
Доказать это легко с помощью разло
жения (2.2) функции е®, справедли
вого, как отмечалось выше, при любом 
значении ж. В силу этого разложения
ех 1 .1__ 1___ 1

Г гп-1 Ч

+ ёптш— і'—-Я- 4 (6.5.3)

• • •

При заданном п и при достаточно боль
шом ж дробь — станет сколь угодно боль
шой за счет членов в правой части (3) 
с положительными степенями ж. Ясно, 
что то же относится и к функции екя 
с любым положительным к (или к функ
ции аX=e1na(Жl где а >1); так, обозна
чая кх—у, найдем, что 
f>kx fkx ру

при
т. е. при ж-> оз. (6.5.4)

Таким образом, любая показательная 
функция екх, где /с _> О (или ах, где 
а — 1), растет быстрее любой степенной 
функции ж” (или сж”, где п >0 ис >0): 
хотя при небольших ж, скажем, график 
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функции y=z10°0 уходит вверх гораздо 
стремительнее графика функции 
у-р^е0’001* (рис. 2), впоследствии (с ро
стом х) график'функции у± снова пере
сечет график? функции у, ибо величина 
Ух обгонит величину у.

Показательная функция с отрица
тельным показателем степени е_г, где 
х -> со, убывает с ростом х быстрее 
любой отрицательной степени х: при 
любому п 5> О

е~х
f = :р=а~х”е~х-^0 при ж—>со. (6.5.5)

Использовать для доказательства (5) 
разложение е~х по степеням х, считая 
в ■ нем х очень большим, рискованно, 
ибо это разложение будет знакопере
менным, так что члены разложения 
в известной степени компенсируют друг 
друга. Поэтому здесь удобнее рассмот
реть обратную / величину
1 _  X~1' __  ех
f 4 е-х хп ’

Согласно (4) при любом п величина 
1

-7-==—^ 00 при я—> со, но это и озва-J Xя
чает, что f -> 0 при х -> со.

Таким образом, в пределе, при боль
ших по абсолютной величине значе
ниях аргумента, стоящего в показа
теле, показательная)- функция (экспо
нента) зависит от х сильнее, чем любая 
постоянная степень х: при любом п 
функция ех возрастает быстрее хп, функ
ция е~х убывает быстрее х~п.

Ниже это наглядно продемонстриро
вано на примере функций хъ и ех\

X 1 3 5 10

Xі 1 243 3125 10®

ех 2,72 20 150 2-104

X5 е~х
ех х— 0,37 12 21 5

X 20 50 100

* 3-10в 3-Ю8 101о

ех 4-108 5-10“ 1043

Iе е_ж
ех 0,01 ад-13 lO'^

Из доказанного вытекает также, что 
логарифмическая функция loga х (с лю
бым основанием а 7> 1) растет с ро
стом х медленнее любой полсдюителъной 
(хотя бы| и очень малой) степени х" 
аргумента х, а, скажем, функция е-! 
при х 7> 0 и х -> 0 убывает быстрее 
любой положительной степени х:
log„ X п при х-+ со, (6.5.6)

е-!/«
—трг -> 0 при х > 0 и х * 0. (6.5.7)

Для доказательства (6) достаточно«про- 
извести замену logax — и, х = аи, х”= 
= а™, обращающую интересующее нас 

и . апиотношение в -да = 1 : —рр-, а для дока-
1 

зательства (7) — замену — = и, обращаю-
е~" щую рассматриваемое отношение в 

(ср. (5), а также упр. 5).
Также и функция, w—e-1!*'  (которую 

естественно^ считать равной нулю при 
х=0: ведь при малых по абсолютной 
величине х, т. е. больших значениях 
■j , и w = е_1/ж' будет сколь угодно 

мало) убывает при х — 0 быстрее лю
бой степени X, т. е. . -> 0 при всех 
п > 0. А отсюда, в свою очередь, вы
текает невозможность разложения'этой, 
казалось бы, достаточно «хорошей» 
функции (см. ее график на рис. 15.1.1) 
в ряд Маклорена. В самом деле, если бы 
здесь имела место формула типа (1.19), 
ряд первых коэффициентов правой 
части которой может и обратиться 
в|нуль, т.'е. формула w (x^akF+aMK. 
X#fc+1+ • • •, где ak=f=Q то функция w (я) 
при малых х имела бы относительно х 
k-H, а не «бесконечный» порядок ма
лости (ср. с § 15.1).
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Упражнения
6.5.1. Найдите 

a) limlJn<1+^; 
x-Q X 

В) Іі*̂̂ .;
л->0 же3

следующие пределы:
б) lim 1п((+*)~* 

х-+0 X2
, ,. ех — 1 — tg Xг) 11 m---------- -—2—

х->0 х3
... ех — 1 , - - sin X — Xд) Нт . - — ; е) lim-------------,

х:->о sin х х — tg х
6.5.2. Докажите вариант (2а) правила 

Бернулли—Лопиталя.
6.5.3. Докажите, что если / (х) — f (х) =

= = (х) = ... = /«-1 (х) = 0 при х = 0 и анало
гично g (0) = g' (0) = g (0)= ... ==g-(”-i> 0) ) = 

= (Х то Hm (где мы_ разу-
x-rog(x) gw (x) 

меется, считаем, что последнее отношение, 
которое может обращаться в 0 или в со, су
ществует).

6.5.4. Докажите, что: а) если / (х) -> 0 при
х-> о и g (х) —>0 при х—>со, то отношения 
/ (х) /' (х)и __, - - - при X -> со стремятся к одному 
и тому же пределу; б) если / (х) -> со при 
х—>а (где возможен также случай а—со) и 

, , ,. / (х) /' (х)g (х) -> со при х —> а, то lim -< ' - = нт _——- 
xxng(x) x->ag (x)’

6.5.5. Докажите, что функция е_1/ж при 
х < 0 и х -> 0 растет по абсолютной величине 
быстрее любой (целой) отрицательной сте
пени х.

§ 6. Дифференциальные уравнения пер
вого порядка. Случай разделяю
щихся переменных

Выше мы уже встречались (см., на
пример, § 3.6) с понятием диффе
ренциального уравнения, связываю
щего (неизвестную нам) функцию у—у(х) 
и ее производные:
F (х, у, у', у",...) = 0; (6.6.1-

здесь F — некоторая известная функ
ция, зависящая от нескольких пере
менных. Естественнонаучные законы и 
конкретные свойства тех или иных си
стем или механизмов весьма часто за
писываются в виде дифференциальных 
уравнений, так что во многих случаях 
существенная часть изучения интере
сующего нас явления состоит в. ана
лизе и решении соответствующего урав
нения. В гл. 9 книги сказанное будет 
проиллюстрировано на примере меха
ники, основу которой составляет так 
называемый второй закон Ньютона, 
т. е. дифференциальное уравнение 
(9.4.2).

Высший порядок производной, фигу
рирующей в дифференциальном уравне
нии, называется порядком уравнения. 
Здесь мы ограничимся рассмотрением 
дифференциальных уравнений пер
вого порядка:
F(x, у, у') = 0, (6.6.2)

или, если разрешить такое уравнение 
относительно производной у':
y’~f&, У)- (6.6.3)

Простейшим случаем уравнения (3) 
является тот, когда функция / не зави
сит от у, т. е. когда _уравнение имеет 
вид
y=((s). (6.6.4)

Последнее уравнение указывает, что 
г=/ (х) есть первообразная функции 
/ (гс), или неопределенный интеграл: 
у = \fx)dx; (6.6.5)

решению уравнения (4) были посвя
щены главы 3 и 5. Разумеется, уравне
ние (4) является самым простым, а ре
шение его вытекает из самого определе
ния интеграла; однако, говоря о (об
щих) дифференциальных уравнениях, 
полезно иметь в виду этот первый при
мер, проливающий свет и на общую си
туацию. Так, например, - уже здесь хо
рошо видна неопределенность постав
ленной задачи: наличие у данного диффе
ренциального уравнения множества 
решений. В случае (4) эти решения 
имеют вид
у — G(x)-|-C, (6.6.5а)

причем G' (x)=f (х). Графики всех 
функциональных зависимостей у—у (х) 
получаются один из другого сдвигом 
(переносом) в направлении оси у (рис. 1). 
Для того чтобы выделить определенное 
решение задачи, надо задать значение 
у=уо при определенном «начальном» 
значении х=хй аргумента — так назы
ваемое начальное условие для дифферен
циального уравнения (4); оно опреде
ляет единственное решение

X
У — У + \3іх'--х (6.6.56)

уравнения (4) (единственную интеграль
ную кривую у=у (х), проходящую 
через заданную точку Мо=Мо (хо, У0)).
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Теории дифференциальных уравне
ний посвящено много учебников, содер
жание которых мы ни в коей мере не на
мерены здесь повторять. Мы ограни
чимся здесь лишь тем, что рассмотрим 
случай уравнений типа (3), которые ре
шаются почти столь же просто (или 
почти столь же сложно, поскольку они 
также приводят к вовсе не простой 
операции интегрирования!), как урав
нение (4) для первообразной. А именно, 
если функция / (х, у) представляет со
бой произведение g (х) h (у) функции 
от х и функции от у, то переменные 
х и у в уравнении

^- = g{x)h{y) (6.6.6)

можно разделить, перенеся в одну 
часть уравнения все члены, зависящие 

от х, а во вторую — члены, зависящие 
от у. Такие уравнения называются 
уравнениями с разделяющимися перемен
ными.

Разделим обе части (6) на Л (у): '

затем умножим обе части (6а) на диффе
ренциал dx:
-*== 8(х)Их. (6.6.66)

А теперь для нахождения решения 
уравнения (6) нам остается лишь взять 
интегралы от левой и правой частей ра
венства (66):

5 W !w л». (0.7)
Если стоящие в левой и правой частях 
(7) интегралы можно вычислить, то мы 
придем к (неявной) записи функции 
У—У (я):
Н (у) = G (ж) + С, (6.6.8)

где Я(г/)=)((^у- и G(x=\g {х)йх 

— какие-то значения этих интегралов; 
С — произвольная постоянная.

Простейшим примером уравнения 
с разделяющимися переменными мо
жет служить уравнение (4), получае
мое, если положить в (6) g=f и fel. 
Подставив эти) значения g и h в (7), мы 
придем к решению (5) уравнения (4). 
Почти столь же прост случай, когда 
в (3) / (х, y)=f (у) зависит только от у, 
т. е. когда (3) обращается в урав
нение
у'=}{у); (6.6.4а)

здесь, напротив, g=l, a h=f. В част
ности, к этому типу уравнений с раз
деляющимися переменными относится 
уравнение
у' — ку, (6.6.9)

с которым мы в дальнейшем часто бу
дем встречаться (см., например, гл. 8). 
В случае (9) решение (7) уравнения 

= кх-\-С, или, наконец,
принимает вид

(6.6.10)

где обозначено А=ес. (Поскольку С — 
произвольное число, то и Л — произ
вольное (положительное) число.) Таким 
образом, мы снова приходим к выводу, 
что экспоненциальная функция у—Аекх 
характеризуется пропорциональностью 
(9) производной функции и самой функ
ции.

Разберем еще несколько простых при
меров уравнений с разделяющимися 
переменными.

1. Пусть
у'^зу или ^=хуу. [((j.6.11)

Разделяя переменные, получаем
— = xdx,

У
откуда j .у- = j хскг^ плинів у = 
или, наконец,
у — ехр(у + с) = АехрруУ (6.6Л2)

где" по-прежнему обозначено А=ес. 
Графики функций' у изображены на 
рис. 2,а.

2. Пусть
_ JL . 

dx х ’или (6.6.13)
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тогда = или In |i/| = ln|«|4-
+ С, или, наконец,
у = Ах (6.6.14)

(рис. 2,6; здесь снова |4 | =ес).

то^получаем j^ydy = jxdx, или у = У + 

-J- С, или, наконец, 
у2 — х2 — а, (6.6.16)

где через а обозначено число 2С (рис. 2,в).

Разумеется, все эти примеры «удачно 
подобраны»]—[здесь не только заданное урав
нение (3) есть уравнение вида (6), но и инте
гралы в решении (7) благополучнейшим об
разом берутся, так что удается довольно легко 
выписать общие решения (12), (14) или (16) 
уравнений. Однако реально дело обстоит 
столь хорошо вовсе не всегда. В общем случае 

правая часть уравнения (3), разумеется, 
вовсе не обязана распадаться на два множи
теля, зависящие соответственно лишь от х 
и лишь от у; кроме того, если последнее об
стоятельство и имеет место, то интегралы 
в формуле (7) могут не выражаться элементар-

ными функциями. В таком случае приходится 
прибегать к тем или иным методам - прибли
женного (численного) решения дифферен
циальных уравнений.

Заметим, что уравнение (3) указывает за
висимость наклона у' решения у=у (х) этого 
уравнения от точки (х, у) плоскости; другими 
словами, уравнение (3) задает поле направ
лений на плоскости, выделяя в каждой точке 
М=М (х, у) направление с предписанным на
клоном k=y'=f (я, у) (рис. 3). Это обстоятель
ство подсказывает достаточно естественный 
метод приближенного решения уравнения (3).

Рис. 6.6.4
1 ---- ’

1 1 L
III ..

О
^4 . .

Пусть мы хотим найти кривую y=f (х), 
проходящую через заданную точку Мо (г0, уо) 
плоскости, и такую, что функция у (х) удовле
творяет условию (3). Сместимся ИЗ ТОЧКИ Мд 
по заданному в ней направлению в близкую 
точку М2 (^.j/j), тле х^хд+кд, у!=уд+^уо 

Syo
к -&g=k{° = f (х0, Уо). Затем из точки Aj 
сместимся по имеющемуся в этой точке на
правлению в близкую к М± точку М2 (х2, у2),

&Уі 
где «2=^!®1Ч-Д®1. у = У1 + Дуі и д—
= /(3^1, Уі), и т. д. Многократно повторяя эту 
процедуру, получаем некоторую ломаную 
(так называемая ломаная Эйлера, рис. 4), ко
торая (при малых «шагах» Дго, Лад и т. д.) 
дает достаточное представление о поведении 
интегральной кривой (т. е. решения) у=у (х) 
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уравнения (3) (ломаные Эйлера в определен
ном смысле «сходятся» к интегральной кривой, 
когда все их звенья стремятся к нулю). Соот
ветствующие расчеты при современной вы
числительной технике (компьютеры) оказы
ваются достаточно простыми, а метод в це
лом — убедительным и надежным.

Другой метод решения дифференциальных 
уравнений основан на использовании степен
ных рядов (здесь, как и в случае ломаных 
Эйлера, речь идет, разумеется, вовсе не об од
них лишь только уравнениях с разделяющи
мися переменными). Пусть мы имеем уравне
ние (3), в котором зависимость / (х, у) от х 
и у достаточно проста (смызл этого послед
него пока довольно туманного требования 
мы поясним чуть ниже), и хотим найти реше
ние у=у (х) этого уравнения, проходящее 
через фиксированную точку Мо (х0, у,) плос
кости. Предположим, что функция у (х) 
в окрестности ТОЧКИ ж=ж0, для которой 
у (ж0)=а0, разложена в ряд Тейлора: 
у (х) = а0 — Я1 (ж — ж0) - а2(х — ж))2 --
— «3 (ж — ж0)8 — . . .; (6.6.17)

'У 1 Читателю {придется {принять на веру 
(не доказанную нами, но как будто доста
точно естественную)''возможность почленного 
дифференцирования -степенных рядов, подоб
ных ряду в правой части (17).

|2 Заметим, что {разложение (17), как мы 
знаем, обычно^справедливо лишь для некото
рой окрестности точки ж=ж0; поэтому зачастую 
приходится, дойдя до (некоторого значения 
х—хі, отбросить разложение (17) и пользо
ваться разложением у по степеням ж •— жг и т. д. 
Рассматриваемые ниже примеры выбраны так, 
чтобы избежать этих затруднений.

тогда 1
у (ж) = «1 -- 2^2 (ж — Жо) -- 3«3 (ж — Ж0)2

(6.6.18)

Подставляя выражения (17) и (18) в исходное 
уравнение (3), мы во многих случаях прихо
дим к условию равенства двух степенных 
рядов: ряда'(18) для у' и ряда, выражающего 
функцию / (ж, у), где у имеет вид (17) (вот тут-то 
и желательно, чтобы (функция / была «доста
точно проста», т. е. такова, что выражение 
/ (ж, a0~-aL (х—ж^)—а2 (ж—ж0)2—. . .) можно 
представить как степенной ряд Ь>о—&і (ж—ж0)-|- 
-~Ь (ж-ж0)2—. • .). Приравнивая коэффици
енты этих двух рядов при одинаковых степе
нях ж, мы часто можем из системы а^і^, 
2д2=&1, За3=^&2 и т- д- численно определить 
коэффициенты а1; а2, . . . ряда (17), т. е. найти 
решение уравнения (3) (ведь коэффициент а0 
нам известен заранее) 2.

Для иллюстрации'этого метода рассмотрим 
два простых примера, первый из которых 

может иметь лишь чисто иллюстративное зна
чение, поскольку соответствующее уравнение 
легко решить и без рядов; второй же доста
точно типичен.

1. Вернемся к уже рассмотренному выше 
уравнению (И)

и положим в нем
У=а0—а1ж+а2ж2—а!)х3-|-. . .; (6.6.19)
тогда
/ = а1+2о2а:+За3ж2—4а4ж3--. . . (6.6.20)
Подставляя значения (19) и (20) в (11), полу
ЧИМ
-1—2а2^-—За3ж2—4а4ж8+5а6ж4—6авж6-|-. . .= 
= аож-- іж2-(-а2ж3—а3ж4—а4ж5—а5жв-|-. . .

(6.6.21)
Приравнивая теперь в (21) коэффициенты 
при одинаковых степенях х слева и справа, 
получаем:

« =0, До« = у» а8 — Д1 f—0,
а2 а0 Дд

= 0,Я4 — 4 =— 2 • 4 ' а® — 5а4 До
6 :— 2 • 4 ■ 6 '

где а„=у0=у (0). В силу этих равенств раз
ложение (19) в нашем случае имеет вид

(, ж2 1 д4 1 хв \{=а°^1 — т+уу — 273Y Ч-----

откуда следует, что у=а0ех'~'2 (подставьте 
в правую часть формулы (2.2) вместо ж вели- 

ж2 \
чину —

2. Пусть
у' = жу--1. (6.6.22)
Уравнение (22) не является уравнением с раз
деляющимися переменными, и можно дока
зать, что его решение вообще нельзя записать 
в виде явной функциональной зависимости у 
от х. Несмотря на это, решение уравнения (22) 
нетрудно выразить в виде ряда.

Воспользуемся снова разложениями (19) 
и (20) и подставим их в (22). Мы получим 
а!4-2а2ж-|-За3ж2—-4а4ж8-|-5а5ж4-(-6авж6-|-. . • — 
= 14-а0ж-Ъа1ж2--а2ж2--а3ж4--а4ж8—-. . ., 
откуда следует, что

л Uq Qi 1«і—1, а2—у» аз=з-=7зз,

___02   а0 _    а2 . 1
4 — 4~2-4’ -^-Т~1.3.5’

_  а4  ар
“в 6 ~2 ■ 4^6 ’
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Таким путем мы получаем общее решение 
уравнения (22):

(-X X3 Xi ,
Т + Г?3 + 1 . 3 ■ 5 +

\ / х% х4
+ 1 ■ з • 5 • 7 + ■ • •) + а° V + -2д + 2~ +

д»в \+2-Т-6 +■••)’ <6-6-23)

где значение а0 определяется начальным усло
вием': так, например, если мы знаем, что 
у (00=0, то ао=0 (ср. упр. 4).

Упражнения
6.6.1. Решите дифференциальные уравне

ния (с разделяющимися переменными): а) у'= 
= у2; б) у' = к у ; в) у' = к ~ ; г) у' = я^з. 

д) у' = cos х sin у.
6.6.2. Докажите, что изображенные на 

рис. 2 прямые а) у=0; б) у= +х также явля
ются интегральными кривыми уравнений (11) 
и (15) соответственно.

6.6.3. Укажите «особое» решение уравне
ния (9), сходное с рассмотренными в упр. 2 
«особыми» решениями уравнений (11) дь (15).

6.6.4. ДокажитеК что проходящая через 
начало координат интегральная кривая (23) 
уравнения (22) может быть записана формулой

X
у = ех—2ф (х) где ф (г) — j e~t'‘22dt.

О

6.6.5. Решите методом разложения в ряд: 
а) уравнение (9); б) уравнение (13); в) уравне
ние из упр. 1а.

§ 7*.  Дифференциальное уравнение 
вытекания воды

В качестве еще одного примера задачи 
на решение дифференциальных урав
нений рассмотрим фигурировавший 
в § 3.6 вопрос о вытекании воды из 
сосуда. Мы будем считать, что рассмат
риваемый сосуд (ср. рис. 3.6.3) имеет 
внизу отверстие (или из него ведет 
тонкая трубка), в силу чего вода из 
сосуда может вытекать; однако наряду 
с этим теперь мы считаем, что в сосуд 
также может поступать вода из внеш
него источника. Это задача очень проста 
и наглядна по своей постановке. 
Вместе с тем те же математические ме
тоды, которые позволяют описать рас
сматриваемый процесс вытекания воды, 

применяются и в более сложных и 
содержательных задачах.

Представим себе сосуд, в который 
втекает (или из которого вытекает) 
вода. Объем воды, находящейся в со
суде, обозначим через V. Этот объем 
со временем меняется, т. е. V есть 
функция времени t. Каков смысл вели- 

dV пчины д Г
Ясно, что dV^V (t-\-dt)—V (1) есть 

объем воды, поступившей в сосуд (при 
отрицательном dV — ушедшей из со
суда) за время dt. Поэтому ~ = q(t) 
есть скорость изменения 
количества воды в сосуде. 
Величина q (£) носит специальное на
звание потока воды. Если q Д 0, то 
вода в сосуд поступает, если же q Д О, 
то вода из сосуда вытекает, т. е. масса 
воды в сосуде уменьшается. В частном 
случае, когда поток q постоянен, не за
висит от времени, V (1+1)=У (l)-rg'. 
Здесь q есть количество воды, поступив
шее в сосуд за единицу времени (оно 
может быть и отрицательным). В общем 
случае на протяжении единицы времени 
(за которую может быть принята не 
только 1 с, но и 1 ч или 1 год) величина 
q может меняться; поэтому-то и прихо
дится определять q как производную. 
Для читателя, разобравшегося в соот
ношении между средней и мгновенной 
скоростью, между производной и при
ращением (см. гл. 2), дальнейшие разъ
яснения не нужны.

Мы знаем, что
dV м

(6.7.1)

Если зависимость потока воды от вре
мени известна, т. е. известна функция 
q (t), то дифференциальное уравнение (1) 
во всем подобно уравнению (6.4) и за
дача нахождения V математически не 
отличается от задачи определения пути 
по заданной скорости, которая, как мы 
знаем (см. гл. 3), решается с помощью 
вычисления (определенного) интеграла.

Для того чтобы наша задача имела 
определенное решение, нужно задать 
объем Vo воды, который находился 
в сосуде в определенный начальный 
момент времени І0. Условие V=V0 при 
t=t0 называется начальным условием, 
выделяющим одно определенное реше
ние уравнения (1) (ср. с § 6).
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Объем (количество) воды, которая 
втекла в сосуд (или ушла из него) 

Л
за время от t° до tv есть j q (£) dt. По

этому количество воды в сосуде в мо
мент tr равно

г.
V (4) = Vg 4- j q (t) dt- (6.7-2)

Эго, выражение справедливо для лю
бого момента времени у и, следова
тельно, полностью определяет искомую 
зависимость V от tr. При У=0О интеграл 
в формуле (2) равен нулю и V (tg) = Vo. 
Таким образом, решение (2) действи
тельно удовлетворяет нашему началь
ному условию.

Формулой (2) можно пользоваться 
и при tx <tg. Однако при у <4 tg 
и при t- 4 tg эта формула имеет раз
ный смысл. При 4 У> tg величина V (tt) 
есть количество воды, которое бу
дет в сосуде в момент у. если 
объем воды в сосуде в момент tg был 
равен Vg и поток воды задан функцией 
q (/). При у <4 tg величина V (у) есть 
тот объем воды, который должен был 
находиться в сосуде в момент у для 
того, чтобы в более позднее время, 
к моменту tg, при потоке, заданном 
функцией q (t), объем воды оказался 
равным Vg.

Вместо у в (2) можно писать просто tf 
хотя такая запись и не вполне акку
ратна, ибо t у нас — переменная ин
тегрирования, но подобную неаккурат
ность мы допускали часто. В таком слу
чае (2) принимает вид

V (£) = To-!- j <7 (t) dt. (6>7.3)

Надо только помнить, что q (t) здесь — 
это не значение д'на верхнем пределе 
интегрирования, а (переменная) функ
ция аргумента t, пробегающего все 
значения от tg до f; никаких недоразу
мений при этом не возникает.

Формулу (3), дающую решение за
дачи о вытекании воды, когда задан 
поток q (t) и количество Vg = V (tg) воды 
в начальный момент t—tg, можно полу
чить п при помощи несколько иных 

рассуждений. Из (1) в силу определения 
неопределенного интеграла следует 
V(tt=\qtt)dt.

Предположим, что первообразная функ
ции q (t) каким-либо образом найдена. 
Обозначим ее через I(t). Тогда 
j q (t)dt =1 (t) 4 C,

где C — постоянная интегрирования. 
Отсюда
V (i) = Z(i) + C. (6.7.4)

Для определения постоянной интег
рирования воспользуемся начальным 
условием, т. е. потребуем, чтобы при 
t — tg было V = Vg. Подставляя в (4) 
t=tg, получим Vg—I (tg)+C, откуда 
C=Vg—I (tg). Подставляя это значение 
С в (4), находим
V(t)-Vg + I(t)_I(tg),
что совпадает с'формул ой (3), поскольку 

t
j . q (t) dt =1 (t) =1 (t) — 1 (tg).
d

Формулу (4) можно назвать общим 
решением дифференциального уравне
ния (1). Выбирая то или иное значение 
С, можно получить из формулы (4) 
различные частные решения, соответ
ствующие различным начальным усло
виям.

Однако поток воды как функция 
времени известен отнюдь не всегда! 
Чаще известен физический закон, ука
зывающий зависимость потока от напора 
воды, т. е. от высоты z уровня воды 
в сосуде (рис. 1). Так, например, при 
вытекании воды через тонкую длинную 
трубку можно считать, что
q = —kz, (6.7.5)

где коэффициент к — это некоторое 
положительное постоянное число, 
а знак минус означает, что вода в ы- 
т е к а е т. При вытекании воды из 
отверстия в тонкой стенке имеет место 
совсем другой закон, установленный 
впервые учеником Галилея Э. Торри
челли; здесь

q =—a\]z- (6.7.5а)

Возможна также комбинация постоян- 
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ного поступления воды сверху (q0) 
и вытекания ее по закону (5) или (5а): 
q = q0 — kz или q = qa — aJz- (6.7.6)

В каждом из этих случаев, пока инте
ресующая нас задача не решена, зави
симость z=z (t) уровня воды в сосуде 
от времени неизвестна, а значит, нам 
неизвестен и поток. Поэтому задачу 
определения из уравнения 
dP , .(( (6-7-7)

1 Разумеется, возможны и такие варианты
задачи о вытекании воды (скажем, с£резер- 
вуаром неопределенной^формы, не позволяю
щим выписать явно функцию S=S (z)), когда 
соответствующее уравнение не допускает точ
ного решения и его приходится'решать при
ближенно (ср. с заключительной частью § 6, 
напечатанной мелким шрифтом).

функции V нельзя свести к предыдущей 
задаче.

і

Мы сформулировали здесь задачу 
в общем случае для произвольной за
висимости q—q (z) потока q от уровня z. 
В уравнение (7) входят две неизвестные 
величины: количество (объем) V воды 
и уровень воды z. Очевидно, эти вели
чины не независимы: каждому уровню z 
соответствует вполне определенный 
объем V воды, так что V есть функция 
V (z) переменной Z.

Ясно, что вид функции V (z) пол
ностью определяется формой сосуда. 
Так, например, для цилиндри
ческого сосуда радиуса г0, если z 
есть расстояние от нижнего основания 
сосуда, то V(z)=itr$z. Для изобра
женного на рис. 1 конического 
сосуда по формуле для объема конуса 
находим V (zZ^/з S (z) z, где S (z) = 
= к [r (z) I2 — площадь сечения на высоте 
z (а г (z) — радиус соответствующего 
сечения). Если г0 — радиус верхнего 
основания конуса, ah — высота ко
нуса, то из подобия треугольников 
легко получается, что г (z) — ; таким

обpазом, здесь V(z) = z3.

V=V(z) вПодставляя функцию 
уравнение (7), найдем

Производная от объема по высоте 
равна площади S (z) сечения сосуда на 
высоте z (ср. формулу (3.6.20)): —
= S (z). Окончательно получим

=3(4 (6-7.8)

Ясно, что (8) есть дифференциальное 
уравнение с разделяющимися перемен
ными. Рассмотрим теперь решения этого 
уравнения для разных видов зависи
мостей S (z) и q (z)

Перепишем уравнение (8) в виде 
d — Sr) и обозначим = / (z). Тог-
dt S (z) q (z) 1 ( (
да (8) примет вид 

а уравнения такого рода мы уже"*  ре
шали (ср. уравнение (6.4а)). Перепи
шем теперь (9) в виде
■^=/(4 (6.7.10)

Запись (10) означает, что в ходе реше
ния задачи мы временно будем рассмат
ривать t как функцию z, т. е. будем 
искать не закон z=z (t) изменения 
уровня воды, а обратную z (і) функцию 
t (z), — уже найдя t (z), выразим z 
через t.

Умножим левую и правую части 
(10) на dz и проинтегрируем обе части 
получившегося равенства:
І Z

\dt= ^({z^dz. (6.7.11)
*0

Отсюда имеем
z

£ = £о + j t{z)dz.
*0

(6.7.12)

Мы получили решение задачи: время t 
выражено как функция переменной z 
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(напомним, что t0 — это просто число). 
Равенство (12) позволяет также при 
каждом значении t найти соответствую
щее ему z. Решение (12) удовлетворяет 
начальному условию z=Zo при t—t0 
(в начальный момент t~t0 задан уро
вень z=Zo воды в сосуде).

Рассмотрим еще два конкретных при
мера зависимостей / (z).

1. Вода вытекает из цилиндри
ческого сосуда заданного ра
диуса г0 по тонкой трубке. 
Здесь
S (z) == const = кг* 2, q = —kz,

мый физический процесс лишь при Z§>p, 
где р— радиус трубки, черев которую выте
кает вода.

8 Последнее заключение верно и при 
20 < zct (см. упр. 3), что свидетельствует об 
устойчивости установившегося состояния '
2 = 2ст воды в сосуде (ср. с § 9.3).

так что уравнение (8) принимает вид

— ' (6.7.13)

или
—лг2 — =.kdt.

0 2

Интегрируя левую часть в пределах 
от z0 до z, а правую — в отвечающих 
этим значениям z пределах от t0 до t, 
получим
—Г^)г2 (In Z — In Zo) = —— In ~ =

= лг-2 1п З- = k(t — to). (6.7.14)

Из (14) нетрудно выразить z через t. 
Действительно,

ln z = ln zo —2 (t t0),ИГ о
т. е.
Z — z0 exp [—sy(* “*o)].

Рассмотрим два момента времени t 
и t — At и найдем отношение ——— .

+ w]“ (—44)'

Мы видим, что это отношение зависит 
только от At и не зависит от і. Поэтому 
за равные промежутки времени уровень 
воды уменьшается в одном и том же 
отношении; он все время падает, экспо
ненциально убывая, но никогда не до
стигнет значения z=0, характеризую
щего полное вытекание воды 2.

2 Некоторая парадоксальность последнего 
заключения (вода из сосуда не вытечет ни
когда) связана с тем, что уравнение (13) 
относительно точно описывает рассматривае-

Сравнительномало меняет физическую, 
картину и предположение о постоянной 
подаче воды в резервуар, когда q (z)= 
=go—kz, и наше уравнение принимает, 
вид

= — (6.7.15)

Здесь удобно начать с нахождения 
стационарного режима, т. е. искать 
решение z=zOT=const рассматривае
мого уравнения. Из предположения 
z = zC и = 0 следует

g0 — AzoT = 0
Ясно, что если процесс начинается 

со значения z=zCT уровня воды, то 
эта величина z не изменится: здесь 
подача воды в резервуар полностью 
компенсирует ее вытекание' и уровень 
воды в сосуде остается постоянным. 
Пусть теперь начальное значение 
z0 > z0t> так что (пропорциональное - z)’ 
вытекание воды превышает ее поступ
ление и уровень z уменьшается. Будем 
искать разность z.=z—zm уровня воды - 
от стационарного уровня zeT. Эта раз
ность, очевидно, удовлетворяет урав
нению, получаемому из (15) подста
новкой значений z=z1+zCT и qo~kzCT-

кг2 1 — к Zі + Zt))’
т. e- ^о2-^=—/Czi-

Но это уравнение отличается от (13) 
лишь обозначениями, так что его реше
ние имеет вид
Zj = zW exp - — -А (і — q],

где zj” = z0 — Z0T*  Окончательно получаем. 

z = z„ + (z° — zct) exP [ —Д (t — m] ;

здесь величина z стремится к стацио
нарному уровню z0T воды, никогда его 
не достииая8.

2. Вода вытекает из кониче
ского сосуда (с высотой h и 
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радиусом основания г0; см. рис. 1) 
по тонкой трубке:

S(z) = q = —kz- '

В этом случае мы имеем уравнение
dz _ q (z)    kzh"   kh2 1 

которое можно переписать так: 
—^zdz = dt.

Интегрируя, получаем

20
И в этом примере не представляет труда 
выразить z как функцию t:

kh2

или

—^0
2 ~ 2

2/сЛ2-
(( ^о)- (6.7.17)

Формула (17) полностью решает за- 
дачу.^Легко проверить, что 
dz __ kh2 г ~ 2 2kh2 , , \Т'Л —
dt ~ ~г2 L~° і М ' °J

kh2

так что z действительно удовлетворяет 
уравнению. Очевидно также, что z=z0 
при t=to. Выражение (17) позволяет 
найти момент, когда сосуд полностью 
опорожнится:

2=0 при Z = (6.7.18)

Существенное качественное отличие 
первого примера от второго состоит 
в том, что во втором случае вся вода 
полностью выливается из сосуда за 
конечный интервал времени Т= 
— (см> (18)), в то время как в пер
вом случае мы имели лишь «асимпто
тическое» (продолжающееся неограни
ченно долго) приближение уровня 
воды к нулевой отметке z=0.

Упражнения
6.7.1. Рассмотрите решение уравнения (15), 

удовлетворяющее начальному условию z0 < 
< zCT. Какой характер будет иметь в этом слу
чае рассматриваемый процесс вытекания воды?

6.7.2. Рассмотрите случай вытекания воды 
по тонкой трубке из конического сосуда в ус
ловиях постоянного по интенсивности притока 
воды. [Указание. Дифференциальное 
уравнение рассматриваемого процесса имеет

2 *2 dz . 1
ВИД -дг 22 = ?0 — kz. J

* * *

Если в главах 2 и 3 рассказывается 
об идейной стороне дифференциаль
ного и интегрального исчисления, то 
главы 4—6 посвящены аппаратной сто
роне (так сказать, «кухне») высшей 
математики — и каждому, кто хочет ов
ладеть математическим анализом в та
кой степени, чтобы иметь возможность 
применять на практике соответствую
щие понятия и теоремы, необходимо 
эту аппаратную часть освоить. Конечно, 
главная задача, которая стоит перед 
естествоиспытателем или инженером, — 
это задача адекватного описания инте
ресующего его процесса в математи
ческих терминах (чаще всего — в виде 
некоторого дифференциального урав
нения); дальнейший чисто математи
ческий анализ модели (решение диффе
ренциального уравнения) может быть 
поручен математику или передан про
граммисту для машинной (использую
щей ЭВМ) обработки всего материала. 
(Но вот само построение математиче
ской модели явления перепоручить ни
кому нельзя: это необходимо делать 
человеку, глубоко знакомому с разби
раемым явлением!) Исходя из этого, 
инженер может решить, что в овладе
нии математической техникой ему се
годня нет надобности, — и глубоко 
ошибется. Понимание сути высшей ма
тематики неразрывно связано с владе
нием определенными техническими на
выками: без минимальной техники не 
может быть и понимания принципиаль
ной стороны дела. Так, для чтения спе
циальной литературы на незнакомом 
языке, хотя бы и с помощью словаря 
(играющего в данном примере роль 
«программиста»), необходимо как вла
деть основными фактами грамматики 
(«теории» языка), так и обладать не
которым минимальным запасом слов 
(начала «технических» знаний).
Без представления о грамматическом 
строе языка мы будем беспомощны, 
не зная, какие именно слова (и в какой 
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форме) надо смотреть в словаре; но 
и без минимального запаса слов сло
варь не сможет нам помочь, ибо мы 
в растерянности остановимся перед со
вершенно темным для нас текстом. 
Однако уже небольшой запас слов и 
выражений плюс азы грамматики позво
ляют совершенно свободно пользоваться 
словарем, подобно тому как^ физику 
или инженеру зачастую (но не всегда!) 
может хватить знания начал высшей 
математики и владения простейшими 
техническими навыками.

Главы 4 и 5 книги дают общее (по не
обходимости — довольно беглое) пред
ставление о технике дифференциро
вания (нахождения производных) и ин
тегрирования. Техника дифференциро
вания весьма проста, поэтому жела
тельно отработать ее до той степени 
автоматизма, когда нахождение про
изводных несложных функций осу
ществляется почти «само по себе». При 
этом вовсе не надо стремиться к реше
нию большого числа сложных задач: 
ведь со сложными функциями физику 
или инженеру приходится встречаться 
не так уж часто. Гораздо важнее уме
ние быстро решать простые задачи, 
поэтому читателю можно порекомендо
вать прорешать все собранные в настоя
щей книге упражнения на вычисление 
производных, но не увлекаться диф
ференцированием более сложных функ
ций. Если решения задач из книги 
будет недостаточно для приобретения 
необходимых навыков, то можно обра
титься к любому другому задачнику 
по дифференциальному исчислению или 
даже выписать самому ряд функций, 
так сказать, наугад и затем искать их 
производные. Пытаться запомнить 
сразу всю таблицу производных 
(см. Приложение I в конце книги) 
не следует: целесообразно на первой 
стадии работы переписать все формулы 
на карточку и пользоваться составлен
ной таблицей в процессе решения задач. 
При этом формулы, к которым часто 
придется обращаться, запомнятся сами 
собой, и в конце концов табличка ста
нет ненужной.

Гораздо сложнее техника интегри
рования, изложенная в гл. 5. Нам 
кажется, что отработке этой техники 
не следует уделять - слишком много 
внимания. Разумеется, полезно уметь 
без труда вычислять простые интегралы; 

однако, возможно, более целесообразно 
научиться свободно пользоваться таб
лицами интегралов. Но, конечно, уме
ние интегрировать простейшие функции 
и приобретаемое в процессе работы 
с интегралами знание основных свойств 
интегралов (скажем, свободное поль
зование методом подстановки) необхо
димы каждому: ведь интегралы, с ко
торыми Вы можете встретиться в своей 
работе, чаще всего не будут точно совпа
дать с теми, которые есть в таблицах, 
а лишь будут приводиться к табличным 
путем несложных преобразований, 
включающих и замену переменных.

Глава 6 начинается^ темы о рядах. 
Техника замены сложных (например, 
экспериментально полученных) функ
ций более простыми является одним 
из основных вкладов высшей матема
тики в инженерную практику; пред
ставление о ней| необходимо каждому 
физику и инженеру. Ключевое место 
здесь занимает учение о разложении 
функции в степенные ряды (см. § 6.1 — 
6.4), хорошо дополняемое применяемым 
в других случаях разложением функ
ций в так называемые «тригонометри
ческие ряды», т. е. приближенным 
представлением^ их в виде простых 
комбинаций тригонометрических функ
ций (см. § 10.9).

В настоящей книге мы ограничились 
лишь элементами соответствующей тео
рии, переживающей ныне новый рас
цвет, связанный с целым рядом причин: 
бурным развитием тех разделов чистой 
(или теоретической) математики, ко
торые широко используются в теории 
приближения функций (функциональ
ный анализ, теория функций комплекс
ного переменного и др.); запросами 
практики, постоянно встречающейся 
с необходимостью упрощения сложных 
функций; созданием ЭВМ, доставляю
щих новые возможности упрощенного 
представления функций^ в то же время 
предъявляющих новые требования 
к вопросам задания функций в подхо
дящем для использования в ЭВМ виде, 
и т. д.

Вторая тема, затронутая в главе 6 
книги, связана с дифференциальными 
уравнениями, представляющими собой 
основной аппарат естествоиспытателя 
и инженера. В самом деле, математи
ческий анализ явлений природы обычно 
начинается с попыток представить^те 
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или иные естественнонаучные законы 
в виде дифференциальных уравнений; 
эти уравнения связывают (переменные) 
величины, с помощью которых описы
вается интересующее нас явление (та
кое представление зачастую является 
не «абсолютным», а доставляет лишь 
приближенное описание реальной кар
тины). В § 6.7 мы демонстрируем эту 
общую схему на примере изучения 
вытекания воды из сосуда. Заметим 
только, что как содержание § 6.7, 
так и разобранные в § 6.6 примеры 
дифференциальных уравнений имеют 
лишь иллюстративное значение: они 
свободно могут быть заменены любыми 
другими, и запоминать их не следует 
(хотя само понятие дифференциального 
уравнения первого порядка с разделяю
щимися переменными достаточно полезно 
для того, чтобы им следовало овладеть). 
В этом отношении уместно подчерк
нуть различие между гл. 4 и послед
ними параграфами гл. 6: если мате
риал гл. 4 должен быть полностью 
усвоен каждым читателем книги, то 
§ 6.6 и особенно § 6.7 достаточно бегло 
просмотреть, с тем чтобы понять прин
ципиальную сторону вопроса.

Высшая математика была создана в XVII в. 
Ньютоном и Лейбницем, причем 
уже в их трудах она предстала как весьма 
содержательная дисциплина; однако развитие 
ее этим, конечно, не окончилось. Ньютон 
и Лейбниц отнюдь не ограничились основными 
определениями и первыми теоремами — их 
вклад был заметно большим. Ньютон пре
красно понимал значение дифференциальных 
уравнений для анализа явлений природы: 
ведь его знаменитые «Математические начала 
натуральной философии» (1687), содержащие 
ньютонову механику (ньютонову систему мира), 
начинаются с дифференциального уравнения 
движения (см. (9.4.2)). Это уравнение прини
мается за аксиому, в то время как все после
дующие предложения механики являются 
теоремами, выводимыми из этой аксиомы 
(и из закона тяготения, следующего из экс
периментальных фактов (законы Кеплера) 
и аксиомы (9.4.2)). В математических работах 
Ньютона сформулированы «основные задачи 
математического анализа»:

1) по данному соотношению между флюен
тами (исходными функциями) определить со
отношение между флюксиями (производными);

2) по данному уравнению, содержащему 
флюксии,найти соотношение между флюентами.

Первая из этих задач есть, очевидно, задача 
дифференцирования известных комбинаций 
функций: так, в обозначениях Ньютона, 
если z=uv, то г=иг-+йр, здесь и, ун z — флю
енты, а й, й, z — флюксии. Вторая же за
дача — это задача решения дифференциаль
ных уравнений.

Много внимания уделял Ньютон и беско
нечным рядам (открытие биномиального ряда 
произвело на него сильнейшее впечатление 4): 
вся ньютонова теория флюксий и флюент 
(производных и интегралов) родилась, по-ви
димому, из его исследований по теории (бес
конечных) рядов. И не случайно основополага
ющие теоремы (см. (1.18) и (1.19)) теории 
рядов связываются с именами непосредствен
ных учеников и сотрудников Ньютона: Брука 
Тейлора (1685—1731), который был секре
тарем Лондонского Королевского общества 
(Британской академии наук) в те годы, когда 
Ньютон был его президентом, и профессора 
Эдинбургского университета Колина Мак- 
лор е н а (1698—1746), который был лично 
знаком с Ньютоном и являлся преданным 
его поклонником. Заметим кстати, что обе 
формулы (1.18) и (1.19) были впервые 
выписаны Тейлором; заслуга же Маклорена 
состояла в том, что он поставил вопрос об об
ласти применимости этих формул и частично 
ответил на него. Точная («конечная» — вклю
чающая конечное число слагаемых) формула 
(1.16) была установлена Ж. Л. Лагранжем, 
о котором мы еще скажем ниже.

4 Относительно путей, какими, видимо, 
было сделано это выдающееся открытие, см., 
например: Пойа Д. Математическое открытие, 
М.: Наука, 1976, с. 119—121.

Весьма серьезны и достижения Лейбница 
в теории рядов и в области дифференциальных 
уравнений, связанные с решением разнообраз
ных геометрических задач. Напомним, что 
Лейбниц больше интересовался геометрией, 
чем механикой, и понятие производной ассо
циировалось у него не со скоростью, а с ка
сательной —— недаром его основной мемуар 
по «новой математике» имел довольно слож
ное название: «Новый метод максимумов и ми
нимумов, а также касательных, для которого 
не служат препятствием ни дробные, ни ирра
циональные величины, и особый для этого 
род исчисления».

Особо важное значение для дальнейшего 
прогресса дифференциального и интеграль
ного исчисления имела первоклассная школа 
Лейбница, возглавляемая швейцарцами брать
ями Бернулли — Якобом (1654— 
1705) и Иоганном (1667—1748), родо
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начальниками знаменитого «математического 
семейства» Бернулли, давшего в XVII— 
XVIII вв., восемь первоклассных математиков. 
(Самым значительным из последующих пред
ставителей этого семейства был работавший 
в Базеле и Петербурге сын Иоганна Даниил 
Бернулли (1700—1782) — один из осново
положников гидродинамики и кинетической 
теории газов; с его именем мы в этой книге 
еще встретимся.)

Якоб Бернулли получил богословское об
разование, но тяга к математике возобладала: 
он самостоятельно ознакомился с математи
ческой литературой, в том числе с оказавшими 
на него глубочайшее впечатление работами 
Лейбница. Испытанное при чтении этих работ 
потрясение и привело его к отказу от обеспе
ченной карьеры пастора; ряд лет он занимал 
мало почетное и плохо оплачиваемое положе
ние домашнего учителя, и лишь поддержка 
Лейбница помогла ему занять в 1683 г. долж
ность профессора (сначала физики, а затем 
и математики) Базельского университета. Ио
ганна Бернулли отец ■ хотел направить в об
ласть коммерции, — но и здесь желания отца 
пришли в противоречие с явно выраженными 
научными интересами Иоганна, основу кото
рых заложил его старший брат, занимавшийся 
с ним математикой и физикой. Однако занятия 
математикой в Швейцарии тех лет давали 
мало возможностей для обеспеченного су
ществования; поэтому И. Бернулли вынужден 
был получить медицинское образование и 
много лет зарабатывал на жизнь как медик 
(его докторская диссертация, посвященная 
движению мускулов, замечательна как, ви
димо, самый первый пример применения 
в физиологии методов высшей математики). 
В 1695 г. Иоганн по рекомендации знамени
того X. Гюйгенса получил профессуру по фи
зике в Гронингене (Голландия); в 1705 г. он 
вернулся в Базель, где сначала смог полу
чить в университете лишь место профессора 
греческого языка. Только после смерти Якоба 
Бернулли Иоганн занял в Базельском универ
ситете место профессора математики, которое 
и занимал до своих последних дней.

Братья Бернулли активно переписывались 
с Лейбницем, неоднократно восхищавшимся 
их успехами, — и именно в этой переписке ма
тематический анализ получил свою настоящую 
форму, основную символику и терминологию. 
Так, например, Лейбниц первоначально скло
нен был говорить о «дифференциальном ис
числении» и «сумматорном исчислении» как 
о двух ветвях «новой математики», но по пред
ложению Иоганна Бернулли остановился

ИОГАНН БЕРНУЛЛИ

в конце концов на латинизированном термине 
«интегральное исчисление»] (вместо «сумма- 
торного»). Якоб и Иоганн Бернулли далеко 
продвинули новое исчисление, получив, в част
ности, важные результаты в области учения 
о дифференциальных уравнениях (см. § 6.6) 
и заложив основы так называемого вариацион
ного исчисления, о котором ’мельком сказано 
в § 7.2 (см. текст, напечатанный ' на с. 189 мел
ким шрифтом 5).

Первый печатный ]учебник дифференциаль
ного и интегрального исчисления «Анализ

в В самостоятельную научную дисциплину 
вариационное исчисление ’.’обратилось в xVlII 
веке благодаря трудам Л. Эйлера и Ж. Л. Ла
гранжа.
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ЖАН ЛЕРОН Д'АЛАМБЕР

бесконечно малых для исследования кривых 
линий» (обратите внимание на название, в ко
тором слышны отголоски знаменитого ме- 
муара Лейбница) вышел в свет в 1696 г.; 
автором его был ученик Лейбница и И. Бер
нулли французский дворянин маркиз Гийом 
Франсуа Антуан де Лопиталь (1661 — 
1704). Этот замечательный учебник выдержал 
много переизданий и переведен на ряд языков 
(в том числе и на русский). С идейной стороны 
книга Лопиталя целиком следует лекциям 
Иоганна Бернулли, которые последний читал 
Лопиталю в Париже, и рукописному учебнику 
И. Бернулли «Лекции по исчислению диф
ференциалов», обнаруженному в библиотеке 
Базельского университета уже в нашем сто

летии и изданному лишь в 1922 г. Таким об
разом, в свое время учебник Бернулли оста
вался неизвестным, однако через посредство 
основанного на нем лекционного курса, кото
рый посещал всего один слушатель (маркиз 
Лопиталь), книга эта оказала огромное влия
ние на все дальнейшее развитие высшей мате
матики (и, в частности, способствовала широ
кому распространению символики и термино
логии Лейбница). В учебнике Лопиталя, в ча
стности, был впервые опубликован сообщен
ный Иоганном Бернулли своему ученику 
метод вычисления пределов, ныне несправед
ливо называемый просто «правилом Лопиталя» 
(см. § 6.5).

Другим учеником Иоганна Бернулли был 
швейцарец Леонард Эйлер (1707—1783), 
которого познакомил с Бернулли отец Лео
нарда, пастор Пауль Эйлер, сам некогда 
изучавший математику под руководством 
Якоба Бернулли. Отец Эйлера хотел, чтобы и 
Леонард стал пастором; однако И. Бернулли 
сумел убедить Пауля Эйлера в выдающихся 
математических способностях сына. По реко
мендации И. Бернулли Л. Эйлер в 1727 г. 
переехал в Петербург, где в недавно созданной 
Академии наук уже работали два сына его 
учителя (в том числе упоминавшийся выше 
Даниил Бернулли). Сначала предполагалось, 
что Эйлер займет имевшуюся в Петербургской 
академии наук вакансию профессора физио
логии, и Эйлер глубоко изучил эту науку, 
готовясь по примеру своего наставника при
менить в ней математические методы. Но 
по приезде в Петербург оказалось, что сво
бодно и место профессора математики. И далее 
Эйлер не возвращался к физиологии, зани
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маясь лишь математикой, физикой, механи
кой и астрономией (в частности, движениями 
Луны).

В Петербурге Эйлер и прожил вплоть 
до смерти с 25-летним перерывом, во время 
которого он по приглашению прусского ко
роля Фридриха II перебрался из Петербурга 
в Берлин, где он руководил физико-математи
ческим отделением Берлинской (Прусской) 
академии наук; впрочем, и в эти годы Эйлер 
не прерывал тесных связей с Петербургской 
академией. Эйлер был самым крупным и са
мым продуктивным математиком XVIII сто
летия; его работы касаются буквально всех 
областей математики и современной ему мате
матической физики. С некоторыми из резуль
татов Эйлера мы еще встретимся ниже (см. 
§ 10.7 и гл. 14, 15). Принадлежащий Эйлеру 
многотомный учебник дифференциального и 
интегрального исчисления переведен и на рус
ский язык.

Современником Эйлера был и крупный 
французский математик и механик Жан Лерон 
Д'Аламбер (1717—1783) — ученый, ши
рочайшая научная культура которого ярче 
всего проявилась в создании знаменитой 
«Энциклопедии наук, искусств и ремесел», 
которую он выпускал вместе с Дени Дидро 
(1713—1784) и в которой ему принадлежали 
практически все статьи естественнонаучного 
содержания. Свое имя Д’Аламбер получил 
по названию церкви (Жан ле Рон — в пере
воде «Иоанн Круглый»), на ступенях которой 
был обнаружен мальчик-подкидыш, впослед
ствии, несмотря на все трудности, выросший 
в крупнейшего ученого. В § 10.7 мы расска
жем об одной весьма поучительной и плодо
творной научной дискуссии, в которой участ
вовали Л. Эйлер, Ж. Л. Д’Аламбер и Д. Бер
нулли. Заметим, что и Эйлера, и Д’Аламбера 
отличало стремление к получению конкретных 
результатов, выдающаяся математическая и 
физическая интуиция и отсутствие интереса 
к схоластическому обсуждению сущности ма
тематических понятий; с этим связан и извест
ный призыв Д’Аламбера: «Работайте, рабо
тайте, — полное понимание придет потом».

Выше мы уже упоминали, что с 1741 по 
1766 г. Эйлер руководил физико-математичес
ким отделением («классом») Берлинской ака
демии наук. Когда он решил снова вернуться 
в Петербург, встал вопрос о его преемнике. 
Эйлер рекомендовал на свое место молодого 
математика, выходца из французской семьи, 
некогда перебравшейся в Италию, Жозефа 
Луи Лагранжа (1736—1813), которому 
тогда только исполнилось 30 лет; эта канди-

БЕРНХАРД РИМАН

датура была с энтузиазмом поддержана и 
Д’Аламбером, переписывавшимся с прусским 
королем Фридрихом II. Лагранж был в эти 
годы уже широко известным ученым: в 1726 г., 
в возрасте 20 лет, он начал преподаватель
скую работу в Туринской артиллерийской 
школе, а в следующем году стал одним из ос
нователей и членом Туринской академии 
наук, в записках которойДыло опубликовано 
множество его статей. В 1787 г. после смерти 
Фридриха II Лагранж переехал в Париж, 
где сыграл выдающуюся роль в становлении 
парижской Политехнической школы — выс
шего учебного заведения нового типа, —
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готовящей инженеров-исследователей ®. К па
рижскому периоду жизни Лагранжа отно
сится составление им двухтомной «Аналити
ческой механики» (1788), сыгравшей огромную 
роль в дальнейшем прогрессе математики 
и физики. Лагранжу принадлежит также 
превосходный и во многом революционный 
учебник математического анализа («Теория 
аналитических функций», 1797), основанный 
на читавшихся им в Политехнической школе 
лекциях, а также основополагающие иссле
дования по алгебре. По широте и разносто
ронности своих математических интересов 
и яркости достижений Лагранж из всех мате
матиков XVIII в. уступал разве что Эйлеру.

Учеником и восторженным поклонником 
Лагранжа был профессор парижской Поли
технической школы Жан Батист Фурье 
(1768—1830), с именем которого связаны 
выдающиеся достижения в области дифферен
циальных уравнений в частных производных 
(называемых еще уравнениями математичес
кой физики, ср. § 10.7), в частности в теории 
распространения тепла, и в теории тригоно
метрических рядов (см. § 10.8).

Профессором Политехнической школы был 
и знаменитый Огюстен Луи Коши (1789— 
1857), создатель современной теории пределов 
(основные идеи которой, впрочем, были за
имствованы им у Д’Аламбера), способство
вавший уточнению всех понятий высшей 
математики. Коши также по праву считается

• Пример прославленной Политехнической 
школы Гаспара Монжа (1746—1818) 
и Ж. Л. Лагранжа, безусловно, учитывался 
и при создании Московского физико-техничес
кого института, а также американских Масса
чусетского и Калифорнийского технологичес
ких институтов. 

создателем теории функций комплексной пере
менной (см. гл. 14, 15 и 17); впрочем, эту 
честь он делит с одним из крупнейших ученых 
XIX в. — немецким математиком Георгом 
Фридрихом Бернхардом Риманом (1826— 
1866), имевшим выдающиеся результаты бук
вально во всех областях математики и мате
матической физики.

Если Коши представлял в науке париж
скую Политехническую школу, то Риман 
был связан с другим учебным и научным цен
тром, сыгравшим’большую роль в развитии 
в ХІХ.и.ХХ вв. математики и физики,-— 
с Гёттингенским университетом в Германии, 
где он слушал лекции знаменитого математика 
и физика, астронома и геодезиста Карла 
Фридриха Гаусса (1777—1855), обычно 
признаваемого первым математиком XIX в. 
В Гёттингенском университете Риманом был 
впервые прочитан курс теории функций комп
лексной переменной, а также курс теории 
дифференциальных уравнений в частных про
изводных; опубликованные уже после смерти 
Римана лекции по этому курсу явились пер
вым учебником по уравнениям математической 
физики.

JK совсем другому поколению гёттингенских, 
ученых относится Давид Гильберт -
(1862—1943), считающийся создателем функ
ционального анализа, изучающего «функции 
от функции», или функционалы (ср. с. 189); 
к этой области математики [сегодня относят 
и учение об «обобщенных функциях», подоб
ных дельта-функции Дирака (см. гл. 16 и 17)., 

Интенсивная разработка идей математи
ческого анализа продолжается и в наши дни; . 
при этом создание ЭВМ придало новые мощ
ные импульсы научной работе в этом на
правлении.



 

 
 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

Глава 7

ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ. 
НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ ИЗ ГЕОМЕТРИИ

В гл. 1—6 мы ввели основные понятия 
высшей математики — понятия производной 
и интеграла — и наметили начала техники 
работы с ними. Настоящая глава, завершаю
щая первую часть книги, частично продол
жает и развивает материал предыдущих глав; 
так, например, здесь мы^подробно останавли
ваемся на методике от искания максимальных 
и минимальных зн ачений функций, о чем выше 
говорилось лишь достаточно убегло (см. § 2.6). 
В этой главе'мы расскажем также об основных 
геометрических приложениях дифференциаль
ного и интегрального исчисления. Некоторые 
из тем этой главы являются!Факультативными 
(необязательными), они рассчитаны только 
на любителей (см., например, § 3, 5, 6).

Поскольку эта глава имеет характер до
полнений к главам 1—6, то она неизбежно 
получилась достаточно пестрой; отдельным 
ее «мотивам» посвящены § 1 и 2; 4, 8—10;|11; 
3 и 7; 5; 6.

§ 1. Гладкие максимумы и минимумы

Задача о нахождении такого —значения 
х0, при котором данная функция у= 
—f (х) достигает максимума 
или минимума, неразрешима 
в общем виде средствами элементарной 
алгебры.

В гл. 2 мы установили, что в точках, 
где функция достигает максимума или 
минимума, ее производная равна нулю 
(теорема Ферма). Там же было показано, 
как, пользуясь производной у', 
выяснить, является ли данная точка 
х0, такая, что f (жо)=О, для рассматри
ваемой функции точкой максимума, 
минимума или точкой перегиба, в ко
торой не достигается ни максимум, 
ни минимум. Для этого приходилось 
вычислять значения у' при значениях х, 
близких к х0 и расположенных справа 
и слева от х0- так, скажем, условия 
у' (ж) > 0 при х < х0', у=0 при х=х0-, 
у' (х) < 0 при х > х0 означают, что 
в точке хй функция у=у (х) достигает 
максимума. В гл. 2 указывался также 
и еще один способ исследования того же 
вопроса, при котором к рассмотрению 

привлекалась вторая производная у" 
(однако требовалось знать лишь ее 
значение в точке £=0:0). А именно, мы 
видели, что, если, например, f (жо)=О, 
f" (жо) <С т0 в точке х—хй функция 
f (х) имеет максимум.

Последнее можно усмотреть и из 
соображений, связанных с понятием 
выпуклости графика функции; 
этого понятия мы касались в § 2.7 
и еще специально займемся им в § 3. 
Действительно, условие f (жо)=О оз
начает, что касательная к графику 
функции в точке х—х0 горизон
тальна. Из неравенства /' (^0) < О 
следует, что точка х—х0 является точ
кой выпуклости, т. е. график вблизи 
х=х0 расположен под касательной 
(ср. рис. 2.7.1). Но эти два факта и 
означают, что функция / (ж) в точке 
х=х0 имеет максимум. Аналогичные же 
рассуждения показывают, что если 
f (жі)=0> f" (^і) > 0, то в точке х=хх 
функция / (х) имеет минимум.

Эти выводы подтверждаются также 
рассмотрением ряда Тейлора

* (ж) = / (®о) + f Ы {х — я) 4-

Д“2Гt (хо)(х 2?o)2—— ••• (7.1.1)

функции f (х) в точке х=х0. Если 
f (жо^О, т0 при х, близких к х0, ве
личинами (ж—#0)2, (х—Хо)3 ИТ. д. можно 
пренебречь по сравнению с (х—х0). 
Таким образом, получаем приближен
ные равенства:
f (x))^f (x0)+f fo) (х—х0), или / (ж)— 
—f (хо) (х-^О0),
из которых видно, что если,, скажем,- 
/' («0) >0, то f (x)—f (х0) > 0 (т. е. 
f(x)>f (Ж))) при х>х0 и f (ж)— /(Я0)<0 
(т. е. f (ж) < / (^0)) при х < х0. Значит,- 
здесь при х—х0 мы не имеем ни макси
мума, ни минимума. (Аналогично нет 
ни максимума, ни минимума при 
f (хо) — 0, только в первом случае 
функция в точке х0 растет, а во 1 вто
ром — убывает.)



 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

186 Гл. 7. Исследование функций. Несколько задач из геометрии

Если же /' (го)=О, то член с (х—х0) 
в (1) выпадает и пренебречь членом 
с (х—х0)2 уже нельзя. Пренебрегая 
членами с (х—х0)3, (х—жо)4 и т. д., 
малыми по сравнению с (х—х0)2, полу
чаем из (1)

— ж°)2 (7.1.2)

(приближенное равенство (2) выпол
няется тем точнее, чем меньше | X—Хо 1). 
Отсюда следует, что если /" (Хо) >> О, 
то / (х) > / (х0) независимо от того, 
будет X < х0 или X О х0, т. е. / (Zo) 
меньше всех соседних значений 
/ (г) и, значит, / (х0) — минималь
ное значение функции. Если же 
У" (ж0) < 0, то f (х) < / (жо) и / (жо) — 
максимальное значение функ
ции.

Может случиться, что /' (х0)=О и 
одновременно f" (хо)=О. В этом случае 
нам придется учесть следующие члены 
ряда Тейлора (1). Если = = = (а:о)=4=О, 
то членом с (х—жо)з уже пренебречь 
нельзя; однако в этом случае можно 
свободно отбросить члены с множи
телями (х—Zo)4, (х— жо)5 и т. д., малыми 
по сравнению с (х—х0)3. Поэтому здесь 

t (х) « / (жо) 4- У f" (жо) (х — жо)3, (7.1,2а)

и мы не имеем при х=х0 ни максимума, 
ни минимума, подобно тому как не 
имеет ни максимума, ни минимума 
при х=0 функция у=ж3 (см. рис. 1.5.1; 
для этой функции у' (0)—у" (0)=0). 
Если же, скажем, /' (x0)=f" (х0) = 
=f" (Жо)=О, ho/iv (аго^О, то в окрест
ности точки х0

НХ)*1  КН-.,1, /Iv (хо)(х — ж°)4. (7.1.26)

Здесь знак выражения / (ж)—/ (#0) один 
и тот же при х < х0 и при х > х0: 
он определяется знаком /Iv (х0). Если 
/iv Ю > 0, то мы имеем минимум 
функции (как в случае функции у=з?; 
см. рис. 1.5.1), а если f14 (х0) < 0 — 
максимум.

Внимательный читатель уже, веро
ятно, догадался, что если при х=х0 
первая не равная нулю производная 
есть производная нечетного по
рядка (первая, третья, пятая и т. д.), 
то в этой точке нет ни максимума, 
ни минимума; если же это производная 

четного порядка (вторая, четвер
тая и т. д.), то мы имеем либо макси
мум, либо минимум, в зависимости 
от знака производной (минимум, если 
эта производная положительна; макси
мум, если она отрицательна). Здесь, 
как и всюду в этом параграфе, мы огра
ничиваемся рассмотрением максимумов 
и минимумов функций, достигаемых 
в точках, в которых график функции 
представляет собой гладкую кривую, т. е. 
в точках, где функция дифференциру
ема — имеет производную (или даже 
несколько последовательных производ
ных у' (х0), у" (х0) и т. д.). Такие мак
симумы и минимумы иногда называют 
гладкими; иные случаи, связанные 
с так называемыми негладкими макси
мумами и минимумами, будут рас
смотрены в § 2.

Перейдем к примерам.
Пример 1. Пусть

а) у = ЛА- В(х — а)3;
б) у — А 4- В (х — а)1, 7711.3)

где 5=4=0; найти максимумы и минимумы 
функции у.

Последовательные производные функ
ций (3) таковы:
а) у' — 3В (ж — а)2, у" =- 65 (х — а) 

(и у' (а) = у'(а) = 0), у" = ЬВу^О;

б) у’ = 4В(х — а)3, у" — 12В (х — а)2,.

у" = 245 (х — а) (и у' (а) = у" (а) =
= у'"(а) = 0), у” = 24^0.

В случае а) первой отличной от нуля 
оказалась производная нечетного 
(третьего) порядка; поэтому здесь 
в точке х=а нет ни максимума, ни 
минимума (и функция у их вовсе не 
имеет, ибо у' (х)—0 лишь при х=а), 
а есть точка перегиба. В случае б) от
лична от нуля в точке х=а производная 
четного (четвертого) порядка и 
функция у имеет минимум при В ~> 0 
(yiv (а) > 0) и максимум при В < 0 
(yiv = 0), что, впрочем, ясно и из 
формулы для функции у (почему?).

Пример 2. Из квадратного листа 
жести, сторона которого равна 2а, 
требуется сделать открытый сверху 
ящик возможно большего объема, вы
резая равные квадраты по углам, удаляя 
их и затем загибая жесть, чтобы образо- 



 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

§ 1. Гладкие максимумы и минимумы 187

вать бока ящика (рис. 1). Какова 
должна быть длина стороны у вырезае
мых квадратов?

Пусть стороны вырезаемых квадра
тов равны х, объем ящика (он зависит 
от того, какой квадрат мы вырезаем) 
обозначим через V (х). Ясно, что
У(х) = (2а — 2х)2х — Ца — х)2х, (7.1.4)

— ведь основанием (прямоугольного) 
ящика является квадрат со стороной 
2а—2х, а его высота равна х.

Найдем теперь производную функ
ции (4):
V (х) = —8 (а — ж) ж -(- 4 (а — х)2.

Решим уравнение V (х) = 0:
—8 (а — х) х -- 4 (а — ж)2 = 0,

или (а — ж) (а —■ 8х) = 0,
а откуда ж! = а, ж2=у.

Значение х± = а нас, разумеется, не 
интересует: ведь при таком способе раз
резания листа никакого ящика не полу
чится. Остается значение х~^. При 
этом

I а \ , 4а2 а 16а3 „ гг>о оЧз) = 4—з==’~0>593а3-

Здесь Р'^у^ — 0, а поскольку

V” (х) = 8х — 8 (а — х) — 8 (а — ж) = 
= 24ж — 16а,

то V" (у) — —8а <( 0. Следовательно, 

функция V (ж) при ж = у имеет мак
симум.

Итак, наибольшее значение объема 
, аящика - достигается при ж=у , т. е. если 

вырезать квадратики, стороны которых 
1составляют у стороны исходного ква

драта.
Подсчитаем V (ж) при нескольких х, 

а олизких к —:

X 0,25а 0,30а 0,33а 0,40а 0,45а

V W 0,562а3 0,588а3 0,592а3 0,576а3 0,540а3

Видно, что вблизи Ж = у , т. е. вблизи 
значения х, которому соответствует мак
симум функции, малые изменения х вы
зывают весьма малые изменения V: функ
ция вблизи максимума изменяется очень 
медленно.

Это же следует и из формулы Тей
лора (1). Если /' (ж)=0 (максимум или 
минимум функции), то ряд (1) прини
мает вид

f (х) = f (ж0) + у Г (же) (х — ж0)2 + 

+4 — (жо) -- — Ж))3 + • • • (7-1.5)

Таким образом, он не содержит члена 
с (х—х0)і наименьшая степень разности 
х—х0 в правой части (5) есть (х—ж0)2,

и при х, близком к хо, она будет весьма 
мала. В нашем примере изменение х 
на 9% (от 0,33а до 0,30а) вызывает 
изменение V меньше чем на 1%, а из
менение х на 24% (от 0,33а до 0,25а) 
вызывает изменение V на 5 %. Поэтому 
если нас интересует максимальное зна
чение функции, а при нахождении хо 
из уравнения V (ж)=0 мы допустили 
небольшую ошибку (скажем, решили 
это уравнение приближенно), то это 
мало повлияет на величину найденного 
максимального значения функции.

Заметим еще, что в этой задаче то 
а оостоятельство, что точка х = у есть 

именно точка максимума нашей 
функции, можно усмотреть и просто 
из соображений здравого смысла, без 
обращения ко второй производной. 
Функция, выражающая объем ящика, 
очевидно, положительна при всех х, 
заключенных между 0 и а; при «край
них» же значениях х=0 и х=а она 
обращается в нуль (в первом случае 
обращается в нуль высота ящика, а во 
втором — площадь его основания). От
сюда следует, что при изменении х 



 

 
 

 
 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

188 Гл. 7. Исследование функций. Несколько задач из геометрии

от 0 до а величина V (х) сначала уве
личивается, а затем начинает умень
шаться. Ясно, что при этом она где-то 
должна достигнуть максимума, а так

Рис. 7.1.2

как «подозрительной» в этом отношении 
является только точка х = Д (ибо лишь 
в этой точке производная V (х) рав
няется нулю), то она и является именно

|-||——--- '--------<=|----

Рис. 7.1.3

точкой максимума. Для того чтобы 
сделать эти рассуждения более ясными, 
мы изобразили на рис. 2 график функ
ции У=У {х) (в точке х=а график 
касается оси абсцисс, ибо V (а)=0).

wi

Рис. 7.1.4

Пример 3. Пусть мы имеем 
электрическую сеть, включающую тот 
или иной источник тока, создающий 
определенную ЭДС и (ср. с гл. 13), 
а также сопротивление г (возможно,

внутреннее сопротивление источника 
напряжения); наряду с этим в цепь 
включено еще одно (переменное) со
противление R (рис. 3). Требуется по
добрать сопротивление R так, чтобы 
выделяемая на нем мощность W бытла 
максимальной.

Поскольку сопротивление цепи равно 
г+2?, то сила і текущего по нашей цепи
тока в силу закона Ома равна і = .
Мощность W=iur, где ur — падение 
напряжения на сопротивлении 7?, по— 
закону Ома равное iR. Подставляя
это значение Ur в выражение для мощ
ности W, находим

W = i?R u2R
(Л + + - (7.1.6)

Нам надо найти максимум выражения
(6) при переменном R. Продифференци
руем это выражение по R:
dW_ и?_______ 2и2Д
dR ~ (г + Д)2 (г + Д)3 — 
_ _и2 {г — R)

Д (г + Л)3 • (7.1.7)

Из (7) следует, что -^ = 0 при R=zr.
Нетрудно понять, что значение R=r 

будет отвечать именно максимуму 
функции W (R); это следует хотя бы 
из того, что при R 2 г производная (7) 
этой функции положительна, а при 
R > г — отрицательна. Впрочем, мак
симальность энергии W при R=r вы
текает и из соображений здравого 
смысла: ведь при малом R и энергия W 
мала из-за малости сопротивления 
(в этом случае почти вся энергия «си
дит» на сопротивлении г, а на сопротив
ление R почти ничего не приходится; 
если R—0, то и РР=О); если же R 
очень велико, то в силу закона Ома 
будет очень малой сила тока і, а зна
чит, и энергия W; в промежутке между 
малыми и большими R энергия W 
где-то должна достигнуть максимума, 
а может она достигнуть его лишь при 
R=r (ср. с графиком функции W= 
=W (R) на рис. 4).

Пример 4. Из имеющихся досок 
можно сделать забор длиной I. Как этим 
забором огородить прямоугольный двор 
наибольшей площади, используя в ка
честве одной стороны стену прилегаю
щего здания (рис. 5)?

Пусть две стороны забора имеют 
длину х; тогда третья сторона имеет 
длину I—2х. Площадь двора
S(x) = (( — 2х)х = —2х2-[-1х, (7.1.8)

откуда
S' (ж) = —4ж +1.



 
 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

§ 1. Гладкие максимумы и минимумы 18»

Ясно, что S' (ж) = 0 лишь при х — ;
здесь S" (х) = —4 < 0, так что при 
х = — функция S (ж) имеет максимум. 
(Впрочем, и здесь наличие максимума 
вытекает из соображений здравого 
смысла; см. конец разбора примера 2.)

Этот результат легко получить и не ис
пользуя дифференциальное исчисление.

Действительно, нам нужно отыскать мак
симум (или минимум) квадратичной функ
ции (8) переменной х. Но для любого много
члена второй степени
у = ах2 4- Ьх 4- с (7.1.9)

имеем

Ь2 Ь2 с 1 Г/ Ъ V
+ 4а2 “ 4а2 + a J = а |_V + 2а ) +

4а2
iac — Ь2_1 / Ъ \2J = a(a: + +

4ас — Ь
4а (7.1.9а)

Так как >0 пря всех х (причем

равенство нулю имеет место лишь при х = 
Ъ А= — ~2^ I, то у имеет максимум, если 

а < 0, и этот максимум достигается при 
х = — -gj- ; у имеет минимум, если а > 0,

Ъ 
и этот минимум достигается при х = — .

В частности, функция (8), где а = —2, Ь = I, 
I 

с = 0, достигает максимума при ж = -у.

Рассмотренная нами задача является од
ним из вариантов так называемой задачи Ди
доны. По преданию, мифическая основатель
ница города Карфагена в Северной Африке 
финикийская царица Дидона в ответ на обра
щенную к вождю прибрежного племени 
просьбу о выделении ей территории для по
стройки города получила издевательское со
гласие уступить участок земли «в пределах 
бычьей шкуры». Однако хитрая Дидона не 
просто покрыла шкурой крошечную часть 
побережья, как рассчитывали аборигены, а, 
разрезав шкуру на тонкие ремни, отгородила 
этими ремнями довольно большой участок, 
который удалось сделать еще большим, вос
пользовавшись берегом моря. Если считать 
берег прямолинейным и требовать, чтобы отго
роженный участок был прямоугольным, то мы 
придем к решенной нами задаче. Задача ока
зывается гораздо более сложной, если пред

положить, что граница участка, т. е. лента 
из бычьей шкуры, может иметь произвольную 
форму. В этом случае площадь, максимум 
которой требуется найти, зависит не от одной 
переменной х, а от произвольной функции, 
задающей форму линии, отгораживающей 
требуемый участок. Однако и на этот случай 
удается перенести методы высшей математики,

Рис. 7.1.6 '//////У 4 ■./////,

в частности введя и здесь аналог понятия 
дифференциала и доказав, что точкам макси
мума п минимума рассматриваемых «функций 
от функций» (их математики называют функ
ционалами) отвечает обращение в нуль этого 
«обобщенного дифференциала». С помощью 
таких рассмотрений (которых мы, разумеется, 
никак не можем коснуться в этой элементар
ной книге) удается доказать, что решением 
общей задачи Дидоны является полуокруж
ность (рис. 6).

Пример 5. Турист должен пройти 
из палатки А к костру В, предвари
тельно набрав воду в реке (прямая 
А'В'). Как проделать требуемый путь, 
пройдя наименьшее расстояние (рис. 7)?

Рис. 7.1.7

Пусть ЛД!=а, ББ-=^Ъ, АуВу=с 
(ААі || BBjJ-AjBt; значения чисел а, 
Ь, с нам даны). Путь пешехода изобра
жается ломаной АМВ. Нужно узнать, 
при каком положении точки М на пря
мой А-В1 этот путь будет наименьшим. 
Положение точки М задается расстоя
нием М от точки А-, т. е. от перпенди
куляра ААг, опущенного из А на пря
мую, изображающую реку; это расстоя
ние А±М мы обозначим через х. Тогда

АМ = 'а2 + х\ МВ = \Ь-Г(с —х)2 

и пройденный пешеходом путь S (ж) 
будет равен
S (ж) = А М ± МВ = \/а2 + ж3 +

+ V&2 + (с — ж)2. (7.1.10)
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Отсюда находим
гт/ / \ 2? С XS (х) = , ----- . .^х .

Va- х2 \!Ьг (с — х)

Приравняем S' (х) нулю:

\ а2 — х2 -/Ъ-[ (с — х)

Уравнение (11) нетрудно решить. 
Возведя обе части в квадрат, получим

а3 (с — х)2
a2--x2 ~ &2 4- .(с — г)2’

или х2Ь2-(х2 (с—х2) = а2 (с—х)2 +
-j- х2 (с—х)2,

т. е.х2Ъ2 = а2 (с - х)2,
откуда

асили хл =---—г
ъ п -Ь- h

ас
а — Ъ

Подставляя эти значения хх и х2 
в исходное уравнение (11), видим, что 
второй корень не удовлетворяет урав
нению: этот посторонний корень по
лучился из-за возведения обеих частей 
(11) в квадрат х. Итак,

ас
а 4- Ъ ’

Однако можно, не решая уравнения 
(11), выяснить . его геометрический 
смысл, позволяющий получить ответ. 
Условие (11) можно переписать так:
АгМ — МВХ
AM (7.1.11а)

Но =. cos А МА = sin а; ; аналогичноAM 1

1 Посторонний корень г2 уравнения (11) 
можно сразу отбросить и потому, что, оче- 

я а
видно, с_  >0 и - значит. не равно —-у.

= cosBjMB — sin р. Соотношение
(11а) означает, что sina = sinp, или, 
поскольку оба угла а и |3 острые, что
a —- р. (7.1.12)

Таким образом, пешеход должен дви
гаться так, - . как движется отражаю
щийся от зеркала -.луч света (угол па
дения равен углу отражения).

Для полного решения задачи оста
ется показать, что при таком положе
нии точки М путь действительно будет 
минимальным (а не макси
мальным). Это можно сделать, вычислив 
вторую производную от (10).

Можно, однако, использовать и дру
гие соображения. Из выражения (10) 
для S (х) видим, что при любом х 
величина S (х) положительна. При этом 
S (х) неограниченно возрастает вместе 
с ростом абсолютной величины х неза
висимо от того, будет х > 0 или х — 0. 
А так как S' (х) обращается в нуль 
лишь при одном значении х, то ясно, 
что при этом значении х функция S (х) 
имеет минимум. Вообще, если

в интересующем нас промежутке пер
вая производная имеет лишь один ко
рень, то наглядные соображения часто 
позволяют избежать формального ис
следования при помощи второй произ
водной (ср. со сказанным по поводу 
примера 2).

Нашу задачу можно решить и чисто гео
метрически, не прибегая к методам высшей 
математики. На продолжении отрезка ААі 
(рис. 8) отложим A-A'=AA- и точку А' соеди
ним с В. Тогда АМ=А'М, так как Д4АМ= 
=ДДіЛ'М. Поэтому А'В=А'М+МВ=АМ+ 
J-MB. Для любой другой точки D на отрезке 
И1-В1 будет AD—-DB=A'D+DB и A'DA- 
-DB > А'В, так как ломаная длиннее от
резка прямой. Искомая точка М есть, следо
вательно, точка пересечения прямых А'В 
и Л1В1, откуда и вытекает равенство (12) 
(почему?).

Примеры 4 и 5 показывают, что задачи 
на нахождение максимумов и минимумов 
иногда удается решить и средствами эле
ментарной математики, не прибегая к диф
ференциальному исчислению (см. решения 
соответствующих задач, напечатанные мелким 
шрифтом). Однако, во-первых, далеко не все 
задачи можно осилить, не используя высшую 
математику. Во-вторых, решение элементар



 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

§ 1. Гладкие максимумы и минимумы 191

ными средствами требует смекалки и остро
умия; высшая же математика дает стандарт
ный способ решения таких задач, не требую
щий никакой изобретательности.

Это конечно, вовсе не означает, что в выс
шей математике можно обойтись без сообра
зительности! Но она теперь пригодится для 
других, более трудных случаев.

Пример 6. Вот еще один, несколько 
более сложный, чем предыдущие, пример 
исследования функции на максимум и мини
мум. Хорошо известно, что связь между 
объемом и, давлением р и (абсолютной — по 
Кельвину) температурой Т идеального газа 
задается законами Бойля — Мариотта и Гей- 
Люссака, которые объединяются в одном 
уравнении Клапейрона'.

pv = RT, (7.1.13) 

где R — некоторая постоянная (универсальная 
постоянная идеального газа; прилагательное 
«универсальная» означает, что при отнесении 
закона (13) к одной грамм-молекуле газа 
величина R будет одна и та же для всех 
газов; так, если и измеряется в м3, а р — 
в Па, то R % 8,25 Н-м/град). Однако фор
мула (13) для реальных газов выполняется 
недостаточно точно, в связи с чем широко 
используется следующее уточнение уравне
ния (13): 

(р + b))v b) = R1, (7.1.14)

называемое уравнением ван дер Ваалъса 2; 
здесь^а и Ь —[некоторые (экспериментально 
определяемые) положительные {постоянные 
(при указанных выше единицах измерения 
имеющие размерность соответственно Н-м4 
и м3), разные для различных газов. При по
стоянной температуре Т формулы (13) и (14) 
описывают некоторые кривые в плоскости, 
отнесенной к координатам и и р; эти кривые 
называют изотермами (линиями одинаковых 
температур). Каждому значению Т отвечает 
своя изотерма.

Ясно, что задаваемые формулой (13) «изо
термы Клапейрона» представляют собой просто 
семейство гипербол pp=const(=/Z7’) с асимп
тотами и—О и |р=0; ни максимумов, ни ми
нимумов они не имеют. Гораздо сложнее 
выглядят «изотермы ван дер Ваальса» (14), 
к рассмотрению которых мы и перейдем.

Найдем из (14) зависимость р=р (и) давле
ния от объема:

RT а ,
Р= v _ Ь~ • (7Л-15)

Из (15) вытекает
, dp RT

р ~~ du ' (и — Ь)2

2 В а а льс Ян Дидерик ван дер (1837— 
1923) — голландский£физик.

1 Г2а(и — Ь)2
- (р - Ь)2 L и3 ~~

в силу чего возможные максимумы^ и мини
мумы давления р (при данной температуре Т) 
определяются условием 
2а (и — Ь}2

— RT = 0, (7.1.17)

равносильным условию р’=0. Однако (17) 
представляет собой, к сожалению, кубическое 
уравнение относительно неизвестного и, реше
ние которого вовсе не просто.

Не имея возможности решить уравнение 
(17), исследуем его качественно. Рассмотрим 

2а (и — Ь)
функцию / (и) =------ -------- — RT и выясним
характер ее изменения, найдем ее максимумы 
и минимумы. Для этого продифференцируем 
функцию ft

df о Г2 (у — 6) 3 (у — Ь) 7
dv _ _а i V2 ~ Vi J

2а (и — Ь) (и — 36)
(7.1.18)

Из физических соображений (см. (14)) сле
дует, что всегда и > 6 (абсолютная темпера
тура Т не может быть отрицательной!), поэ
тому (18) может обращаться в нуль лишь при 
у=ЗЬ. Кроме того, при Ь < и < ЗЬ правая 
часть (18) положительна, а при и > ЗЬ она 
отрицательна, поэтому значение и—ЗЬ отве
чает максимуму функции f (и), наибольшему 

8а
ее значению / (и) — — RT. Далее надо от

дельно рассмотреть три случая, реализую
щиеся при разных значениях температуры Т.

8а п Sa
а) 27b — RT<0, т. е. Т > 2fbR ■ В этом 

случае / (р)<0 при всех и, а, значит, р'<0 
при всех и; поэтому функция р=р (и) все время 
убывает (см. две верхние из изображенных 
на рис. 9 изотерм ван дер Ваальса для угле
кислоты СО2; температуры справа указаны 
по шкале Цельсия). Соответствующие кривые 
р=р (и) по характеру напоминают гиперболы; 
асимптотами их служат прямые р=0 и и=Ь.

8а 8а
б) 27{ — RTf>0, т. е. {<2~7ЬД (см- на Рис- 9 

две нижние кривые). Поскольку при и=Ь
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функция / (г) отрицательна (нам не важно, 
что-то значение и=Ь не отвечает никакому 
реальному состоянию вещества!), а при у=36 

8а! ,
мы имеем / (у) = 2^ — RT > 0, то между Ь 
и 36 существует такое значение у переменной 
v, что / (у0)=О, а значит, и р' (г„) = 0; это зна
чение (ранее которого производная р’ отрица
тельна, а после положительна) отвечает м и
н и м у м у функций р (у). С другой стороны, 
•при v -> оо в силу (15) р -> 0, а, значит, 
где-то при о=Р1 > 36 функция р=р (и) дол
жна достигнуть мак симума. Асимптоты 
кривой р=р (и) и здесь остаются теми же, 
что и в случае а).

8а _ 8а
в) 276 —- 0, т. е. Г —~ * ^аК

наибольшее возможное значение функции / (у)
здесь равно нулю, то при всех других зна
чениях у эта функция отрицательна, а тогда

. , / (у)отрицательна [и производная р = __ .

Таким образом, функция р = р(у), подобно 
случаю а), все время убывает; при у = 36 
она имеет п е р е г и б (ибо р'(36=0).

В случае а), очевидно, каждому значе
нию р отвечает единственное значение объ- 
ема'у, что соответствует возможности при

Г /> 276Д~ единственного физического состоя
ния вещества—Напротив,

8а
при Т 27бД~ Данному Давлению р могут 

отвечать, как видно из рис. 9, три разных 
значения объема у, так что здесь вещество 
может существовать в разных состояниях. 
Состояние с наименьшим объемом и = уж 
(т. е. с наибольшей плотностью) — это 
жидкость. Состояние с наибольшим объемом 
р = уг (при тех же давлении и температуре) 
представляет собой газ. Наконец, Всреднее 
состояние  ̂—вещества оказывается неустойчи
вым. Если поместить вещество в сосуд опре
деленного J объема у (промежуточного между 
уж и Уг) и нагреть до рассматриваемой 
температуры Т (Т < — см. ниже), то часть 
вещества будет находиться в газообразном, 
а другая — в жидком состоянии. Состояние 
со средним объемом у существовать не будет.

8а
Пограничный случай Т = 275 д' играет 

•особо важную] /роль: температура Т назы
вается критической температурой газа (ее 
обычно —j обозначают через Гк). Точка£пере- 
гиба К соответствующей изотермы отвечает 
следующим значениям объема и давления: 

у = 3Ь (=уЕ) и р = 27£(=Ук); эти объем и
давление также называют критическими. 
При Т = Т„ если (или у<ук), веще
ство находится в газообразном состоя
нии, а если р<рх (при у >Ук). оно уже ста
новится жидким; таким образом, рх есть 
наибольшее давление, при котором ве
щество ,еще может существовать в виде на
сыщенного пара. Заметим еще, что точке К 
критической изотермы отвечает значение 

а 3
pKva — -gy = -g- RTx, котоореев этом случае 
составляет всего ьлишь 3/8 той ^величины, 
которую^дает уравнение Клапейрона (13). 
"Боліее" "полное (обсуждение уравнения ван 
дер (Ваальса, его следствий (и дальнейших 
уточнений можно найти в учебниках физики.

Обратимся теперь к вопросу о максимумах 
и минимумах функции двух переменных.

Определение dy=y'dx дифференциала функ- 
ции’ууг/ (х) (см. § 4.1) показывает, что точки 
(гладкого) максимума или минимума функции 
характеризуются тем, что в них дифферен
циал обращается в_Внуль; это тесно связано 
с геометрическим смыслом дифференциала 
(см. рис. 4.1.2)]и с тем фактом, что касатель
ная к графику функции в точке ее максимума 
или минимума должна —вбыть горизонтальна. 
Столь же просто видеть, что также и в точке 
максимума илИминимума функции z=F (х, у)

* dF
двух переменныхУдифференциал dz=-j^dx-,- 

dF
+ g^dy функции^ должен обращаться в нуль;
иными словами, должны иметь место равен- 

dF dF п п
ства gg==(ty= — • Это связано как с тем, что 
касательная плоскості к поверхности г— 
=F (х, у) в точке максимума или минимума 
должна быть горизонтальна (рис. 10, а), так 
и с тем, что в точке (^0, ув) максимума функции 
z=F (х, у) достигают максимума и (функции 
f (x)=F (х, У0) и g (y)=F (х0, у) одной пере
менной (х или у), и, значит, /'(х)^=-^у) 

/ dF\
и g' (у) д^) должны равняться нулю. Од
нако —щадо иметь в виду, что если равенство 
/' (х)=0 почти всегда означает максимум 
или минимум функции/ (ибо с лучаи обращения 
в нуль второй производной являются исключи-

з Касательная плоскость в точке М = 
= М(хв, уа) к поверхности П с уравнением 
z—F (х, у) содержит касательные к линиям 
У = Уо- г== Л*.  y)=f (х) и х=х0 , z=F (х0 , у)— = 
=“g (у) (к линиям y=.const и x=const); из 
всех проходящих через М плоскостей она тес
нее всего примыкает к поверхности П.



 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 
 

§ 2. Негладкие максимумы и минимумы. Изломы и разрывы 193

dF(x0,y0) dF(x0,y0)
тельными), то условия — =   = 
= 0 (или rfz=0) могут означать и то, что одна 
из фигурирующих выше функций / (г) и g (ж)

Рис.

достигает в рассматриваемой точке (ж0, у0) мак
симума, а вторая — минимума. В этом случае 
точка (х?0, у„) соответствует «седлу» (или 
«перевалу») поверхности z—F (х, у) а в ней 
функция F не достигает ни максимума, ни ми
нимума (рис. 10, б).

Упражнения
7.1.1. Из прямоугольного жестяного листа 

со сторонами а и Ь делают ящик, вырезая 
равные квадраты по углам. Какова должна 

быть сторона у вырезанных квадратов, чтобы 
ящпк имел максимальный объем?

7Л.2. В остроугольный треугольник с ос
нованием а и высотой h впишите прямоуголь
ник, две вершины которого принадлежат осно
ванию, а две другие — боковым сторонам тре
угольника, причем так, чтобы этот прямоуголь
ник имел наибольшую возможную площадь.

7.1.3. Определите наибольшую возможную 
площадь прямоугольника, вписанного в круг 
данного радиуса R.

7.1.4. При каком радиусе основания и при 
какой высоте закрытая цилиндрическая банка 
данного объема V будет иметь наименьшую 
площадь (полной) поверхности?

7•1•5• Два тела движутся по сторонам 
прямого угла по направлению к вершине 
С ПОСТОЯННЫМИ скоростями V1 И Р2 (м/с). Через 
сколько секунд после начала движения рас
стояние между телами будет наименьшим, 
если в начале движения первое находилось 
на расстоянии а м от вершины угла, а второе — 
на расстоянии Ь м?

7.1.6. Докажите, что произведение двух 
положительных чисел, сумма которых по
стоянна, будет наибольшим, если эти числа 
равны.

7.1.7. Прямой I плоскость разделена на две 
части (среды I и II). Тело движется в среде I 
со скоростью и, а в среде II — со скоростью

По какому пути должно двигаться тело, для 
того чтобы возможно скорее попасть из дан
ной точки А среды I в данную точку В среды 
II? (Эта задача ставит вопрос о законе 
преломления света при переходе 
из среды I в среду II, в которых свет распро
страняется с разными скоростями: ведь из
вестно, что траектория светового пучка между 
точками А в В всегда такова, что свет прохо
дит путь от Л до В в кратчайшее время (прин
цип Ферма, см. с. 109).)

§ 2. Негладкие максимумы и мини
мумы. Изломы и разрывы. Левая 
и правая производные функции

До сих пор мы говорили, что макси
мумы и минимумы функции достига
ются при тех значениях х, при которых 
первая производная обращается в нуль. 
Однако иногда максимумы (и мини
мумы) отвечают и значениям аргумента, 
не обращающим (первую) про
изводную в нуль.

Для примера вернемся снова к рас
смотренной в предыдущем параграфе 
задаче о последовательно включенных 
в сеть с данной ЭДС сопротивлениях г 



 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

  

 
 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

194 Гл. 7. Исследование функции. Несколько задач из геометрии

и Л (см. рис. 1.3) и спросим себя, при 
каком сопротивлении R энергия W, 
выделяемая на сопротивлении г будет 
максимально возможной.

В точности аналогично (1.6) имеем 

W — i2r=——— 77 2 П
Напомним, что в (1) мы считаем и и г 
известными, а сопротивление R — пе

ременным и неизвестным. Из (1) сразу 
следует
dW _  2и2г . 
~~R~ (г + Я)3’

dw п „ таким ооразом, условие —— = U оора-
щается здесь в равенство

(г + Я)3

не выполняющееся ни при ка
ком R.

Значит ли это, что мощность может 
расти неограниченно, что задача о мак
симальной мощности не имеет решения? 
Ведь из физического смысла задачи 
ясно, что мощность будет наибольшей 
при R — 0 (в этом случае W __ у). 
гт dW п Г
Почему же из уравнения —— = 0 мы не 
получили значения R = О?

Для того чтобы разобраться, в этом, 
рассмотрим график зависимости W= 
= W (R) (рис. 1).

Из графика видно, что если бы R 
могло принимать и отрицательные зна
чения, то при R=0 максимума бы не 
было. Однако из физического содержа
ния задачи следует, что отрицательные 
R невозможны: всегда R — 0. Таким 
образом, величина W имеет максимум 
при 7?=0 из-за того, что ограничен 
промежуток изменения аргумента. Этот 
вывод следует запомнить: если проме
жуток изменения аргумента ограничен, 
то при исследовании функции на мак
симум и минимум надо специально- 
рассмотреть граничные значения аргу
мента.

В качестве еще одного примера обра
тимся к уже рассматривавшемуся в §2.6— 
вопросу о возможных значениях тепло
емкости; только теперь будем решать 
этот вопрос не для алмаза, а для воды. 
Количество тепла (в джоулях), необ
ходимое для нагревания 1 кг воды (при 
атмосферном давлении) от 0 до 7’°С, при
ближенно равно Q (Г) = 4186,68 Т+ 
+8373,36-1О-8Г+11256-0-® 7*  откуда 
следует, что теплоемкость воды с=с (Т) 
при температуре Т равна

с (7’)=-’- = 4186,68-+15745,71-10-27-+ 

-l-.'miS • Н)Г’Т’2

(см. упр. 2.2.2 и его решение). Ясно, 
что при положительных Т величина 
с (Т) с ростом Т растет, а при умень
шении Т падает. Означает ли это, что 
теплоемкость с (Т) воды может быть 
сколь угодно велика? Разумеется, нет: 
ведь вода может существовать лишь 
в интервале температур от 0 до 100° С 
и на левом конце этого интервала теп
лоемкость принимает наимень
шее, а на правом — наиболь
шее возможное значение.

Рассмотрим, наконец, следующую 
геометрическую задачу (рис. 2): на диа
метре АС окружности выбрана точка М; 
под каким углом а к диаметру следует 
провести через М хорду BD, чтобы 
(вписанный в окружность) четырех
угольник ARCD имел наибольшую воз
можную площадь?

Примем радиус окружности за еди
ницу длины; расстояние ОМ точки М 
от центра окружности обозначим через а. 
Поскольку очевидно, что высоты В К 
и DL треугольников АВС и ADC рав-
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ны соответственно 5Afsina H/JAfsina, то 
Fлвсв S SьАвс —- S&abg ==

АС ■ ВМ sina-|~-{лс • DM s* in a = 

= Ьас^ВМ -\-DM) sina=

1 Таким образом , гаффик зввииимотии 
S шах=& (а) в нашем случае изображается 
(в плоскости с координатами a, S) линией, 
которая состоит из дуги эллипса 

/52 ( У2\
•■а2 4- (-у ) — 1 (при 0 < а < -у) и дуги г и-

1 / V2
перо о л ы S = — (при ~2~ < а 4 1

= у AC ■ BD sin a.

Кроме того, расстояние OP от центра 
до хорды BD равно ОМ sin a = a sin a; 
поэтому BP = PD — \1 — a2 sin2 а (ибо 
радиус OB — OD окружности мы при
няли за единицу), и, значит, BD = 
= 2\1—a‘2 sin2 а, т. е.

5 = у АС • BDsma = 2sina{/l — a2sin2a.
(7.2.2) 

По правилам дифференцирования от
сюда следует
dS__2 cos a (1 — 2a2 sin2 a)
do. v — a2 sin2ct (7,2.3)

Из (3) видно, что обращение производной 
в нуль равносильно либо равенству 
cos a = 0, либо равенству sin a = 1/(«у/2)- 
Первый случай соответствует значению 
a = 90°, т. е. хорда BD ± АС‘ второй 
возможен не при всех значениях а. Оче
видно, что лишь при а{>і/2/2 0,71)
мы получим sin a _ 1 и сможем найти 
соответствующее значение угла a <{90°.

Здесь мы сталкиваемся с ситуацией, 
когда задача, в условие которой входит 
параметр, имеет решения качественно раз
ного типа в зависимости от численного 
значения параметра. Если а {{i22/2, то 
функция 5 = 5 (ж), при крайних значе
ниях аргумента а = 0 и a = 180° обра
щающаяся, очевидно, в нуль, может иметь 
максимум лишь при a = 90°, а так как 
максимум она, безусловно, имеет (ср. с. 
187—188), то значение a = 90° наверняка 
отвечает максимальной величине площади 
5 («) в силу (2) равной 1 2 ^1 — а2. Но при 
а)>/2/2 максимум 5(a) может достига
ться при трех значениях а: при а = 90° 
и при двух значениях а = 90° — |3, таких, 
что sin а = 1/(сау/2). Здесь, напротив, мак

симум функции 5 (а) реализуется при 
двух последних значениях а, которым 
отвечают две симметричные относительно 
диаметра Л С хорды BD; соответствующее 
значение (2) площади 5 обращается в 1/а, 
значению же a = 90° отвечает (локальный) 
минимум функции 5 (а). (Заметим еще, 
что если искать не максимум функции 
5 = 5 (а), а максимум более простой фун
кции F (ж) = х — а2х2, где F = [5 (ж)]2/4 
и х== sin2 а, то значение a = 90° будет 
отвечать граничному максимуму функции 
Е(ж), гдеО О ® ж{1, а равенство sina = 
= l/(a{2) — гладкому максимуму F-)

Чтобы разобраться полностью в задаче, 
постройте . самостоятельно графики фун
кции 5 = 5(a) (см. (2)) при трех (или 
четырех) фиксированных значениях а: 
а = 0,9; Ь2 /2 и 0,5 (или даже при а=0).

На рис. 3 изображен график функции 
a = a(a), где угол а таков, что площадь 
четырехугольника ABCD на рис. 2 макси
мальна. Заметьте, что при а > у/2/2 за
дача о выборе хорды BD имеет два сим

метричных относительно АС решения, 
в то время как при а ) \2/2 решение 
будет только одно.

Вернемся к общему вопросу о гранич
ных и гладких максимумах и миниму
мах функции^

Если максимум (минимум) функции 
y = f(x) достигается на краю хо проме
жутка изменения аргумента (такие макси
мумы и минимумы иногда называют 
граничными), то первый член ряда
/ С®) І () ) == f (®о) • ®о) 4"
— у-/"(ж))(® — ®о)2— •••
может и но выпадать. Поэтому если 
мы несколько отступили от (гранич
ного!) значения хо, которому отвечает 
максимум, то ошибка в определении у 
может быть и велика: ведь она будет 
пропорциональна (х—х^), а не (х —ж0)2, 
как ранее. Поэтому здесь даже 
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малая ошибка в определении значения 
аргумента, отвечающего максимуму 
функции, может привести к ощутимой 
погрешности в значении функции.

В рассмотренных примерах функция 
/ (х) существовала и при х < х0, но 
физического (или геометрического) 
смысла не имела. Однако может слу
читься и так, что функция / (х) при 
некоторых значениях аргумента вовсе 
не существует. Не существует, напри
мер, корень четной степени (скажем, 
квадратный) из отрицательного числа, 
и здесь значения аргумента, обращаю
щие подкоренное выражение в нуль, 
являются граничными. При исследо
вании на максимум или минимум та
кие значения аргумента должны быть 
рассмотрены отдельно. Так, если у = 
= а — \/Ь — х, то у' = 1/2 \]Ъ ■—х, и, 
хотя у' нигде не обращается в нуль, 
функция у имеет максимум. Этот мак
симум достигается при х=Ь: в самом 
деле, значение х=Ь обращает подко
ренное выражение в нуль, больше же 
b переменное х быть не может, так 
как иначе подкоренное выражение ста
нет отрицательным. При х =Ъ мы имеем 
у =а\ при всех же других значениях х 
величина у получается вычитанием из 
а положительного числа2 \b — хи по
этому будет меньше а.

Максимум (или минимум) может до
стигаться и во внутренних точках, 
в которых производная не обращается 
в нуль, если кривая в этой точке имеет 
излом, угловую точку. Такие точки встре
чаются, в частности, когда кривая 
состоит из двух частей, описываемых 
разными формулами при х < хо и 
при х > хо- Приведем пример физи
ческой задачи такого рода.

Пусть на электроплитке постоян
ной мощности нагревается чайник; тре
буется определить тот момент, когда 
количество теплоты, запасенное чай
ником, будет наибольшим. Для про
стоты условимся считать, что коэффи
циент полезного действия плитки ра
вен 10(0%, т. е. что все тепло она от
дает чайнику. Пусть мы поставили 
чайник на плитку в момент времени 
t =0 и пусть в этот момент чайник обла

дал q джоулями тепла з. По определе
нию единицы количества тепла (джоуль) 
общее количество тепла Q (в джоулях), 
выделенное электроплиткой, равно i2 3Rt, 
где і — сила тока (в амперах), R — со
противление плитки (в омах), t — время 
(в секундах). Поэтому количество тепла 
в чайнике в момент t равно

2 Мы считаем, что под Vb—х понимается 
положительное (арифметическое) значение 
корня.

3 За нуль принимается тепловая энергия 
воды при 0° С.

4 Парообразование происходит и при тем
пературе, меньшей 100° С, т. е. до начала
кипения воды, но мы им пренебрегаем.

Q = q + f2Rt.

В некоторый момент времени t=to, 
когда количество накопленного чай
ником тепла равно Qo=q-\-i,2Rto, чай
ник закипает. В этот момент вода 
начинает превращаться в пар (вы
кипать) 4. На образование 1 г пара 
идет примерно 2256,7 Дж тепла. Обо
значая через dm массу воды, выки
певшей за время dt, получим
drm^R^e^dt^ib > 10~b2Rdt.

Следовательно, за 1 с выкипает = «=:
45 > 10_5zT?2 г воды; на это затра

чивается

414^,68^ 41418,68 > 45 > 10~5Ш2 
at at

0,188442/? Дж/с 

тепла, поскольку 1 г воды при темпе
ратуре кипения содержит примерно 
418,68 Дж тепла. Поэтому к моменту 
времени t, где t /> to, на превраще
ние выкипевшей воды в пар будет за
трачено
Qr = 0,1884t22? (і — to) 

тепла (в Дж).
Мы видим, что количество тепла Q 

(в Дж) в чайнике выражается двумя 
разными формулами: при t to (т. е. до 
начала кипения) оно равно

Q = q + i2Rt, 

а при t > to (после того как чайник 
закипел) — равно
Q-^q -ф- i2Rto — 0,1884/2/? (t — to)= 
= q -\-i2R (1,1884?0 — 0,1884г).
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График зависимости Q=Q (t) изобра
жен на рис. 4, а. Из этого рисунка 
видно, что функция Q (t) достигает 
максимума при t=t0, хотя производная 
Q'(t) при этом значении t в нуль не 
обращается, т. е. касательная к графику 
в точке (t0, Q (t0)) не горизонтальна 
(функция Q (t) при t=t0 вообще не 
имеет производной, а график этой функ
ции в соответствующей точке не имеет 
касательной).

Производная функции Q=Q (t) при 
t=t0 терпит разрыв. Действительно, 
если ограничиться лишь значениями 
t < t0, то нам придется считать, что 
Q' (t) = i2R; в точках же, где t > )0, 
производная (?(())~—0,1884i2_ff. График 
производной = Q (і) изображен на 
рис. 4, б.

Итак, максимум функции у = / (х) мо
жет достигаться в угловой точке, 
где производная разрывна и изобра
жающая график линия образует угол.

Из рис. 5 также видно, что минимум 
(или максимум) может быть достигнут 
при тех значениях аргумента х0, где 
производная терпит бесконечный раз
рыв. (На рис. 5 изображен график 
функции у = = \!х2; график обрат
ной ей функции у =Х\ или у2 =х3, пред
ставляет собой полукуб II ве
скую параболу; см. § 1.5 и, в ча
стности, рис. 1.5.7.) Точка кривой та
кого типа, как та, в которой дости
гается минимум функции у —хз, на
зывается острием. График производ
ной функции у =хІ3 изображен на 
рис. 6. Здесь, как и в случае обычного 
минимума, у' < 0 при х < х0 (на рис. 6 
х0 =0) и при приближении К X — х„ 
слева функция убывает. При * >> х0 
имеем у' >0: при увеличении х, после 
того как значение х —хо пройдено, функ
ция возрастает. Однако при х=хо про
изводная теряет смысл. Она положи
тельна и сколь угодно велика при х, 
близком к х0 и большем х0, и отрица
тельна и сколь угодно велика по абсо
лютной величине при х, близком к х0 
и меньшем Хо-

Максимумы и минимумы, достигае
мые при тех значениях аргумента, 
когда производная терпит разрыв, иног
да называют острыми максимумами и 
минимумами; острые и граничные (до
стигаемые на границе области опреде

ления функции) максимумы и минимумы 
вместе можно назвать негладкими.

В связи с рассмотрением особых то
чек на кривых и в первую очередь

точек излома (см. рис. 4, а) можно 
уточнить рассуждения, которые при
вели нас к понятию производной. В гл. 2

книги, не оговаривая этого особо, мы 
всюду рассматривали лишь гладкие 
кривые. При этом производная у' (t),

взятая в точке t, определялась как 
предел отношения
у (~ у (7.2.4)

С — t-L

при стремлении )2 и )х к t (здесь раз
ность )2 — )15 очевидно, стремится 
к нулю). Специально подчеркивалось, 
что этот предел не зависит от того, 
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как выбраны значения t2 и - : они 
могут быть оба больше t, или оба 
меньше t, или одно из них больше,
а другое меньше t, или одно из них
равно t, а другое больше или меньше t.
Так, при положительном Ді дробь

значеу (*  + &0 — у (<)
Д( соответствует

ниям в (4) ty — t и t2 = t 4~ Дt ?> t,
„ у (t) — у (t — Д?)а дрооь —дг------- '----- значениям

= t — St<J и t2 = t —.
Если функция у =у (х) — гладкая, 

то во всех этих случаях получается

один и тот же предел, равный произ
водной в данной точке. Однако в слу
чае кривой с изломом (ср. рис. 4) 
положение дела меняется. Если обо
значить значение Ї, при котором имеет 
место излом, через t0, то дробь 
у (t0 4- ДО — У (io)—— - ■ ■ -■ у —-■■: стремится при П 0- 
ложите льном и стремящемся 
к нулю St к определенному значению 
(в примере на с. 196 — к значению 
—0,1884і2/?), которое называют пра
вой производной функции у (х) в точке 
t = t0. Образовав дробь — ----—,
мы получим при положитель
ном и стремящемся к нулю St дру
гой предел, называемый левой произ
водной функции (в упомянутом при
мере левая производная равна PR).

в Для гладких кривых мы вычисляли 
производную тоже как предел отношения 

И‘+т)-«(‘-¥>‘ 

пржД —>0 (см. текст, напечатанный на с. 155 
дг 

мелким шрифтом); здесь t і = і — -7j-< t,
At 

tz — t -|- “ — t.

Взяв t2 и - с разных сторон от Zo, 
можно получить в пределе при t2 -> tg, 
ti -> t0 разные значения отноше
ния (4): нетрудно видеть, что если А 
есть угловая точка кривой или острие, 
то хорда ВС, где В и С лежат по раз
ные стороны от А, может иметь разные 
направления (представьте себе такую 
хорду на рис. 4, а и 5). Поэтому пре
дел этой хорды при В, С — А тоже 
может быть разным: он зависит от 
того, как именно стремятся точки В и С 
к точке А. Таким образом, в самой 
точке излома графика функции (в точ
ке «излома функции», как иногда в та
ких случаях говорят) производная не 
имеет определенного значения, но здесь 
можно определить производную слева 
и производную справа.

В гл. 2, впервые изучая производные, 
мы намеренно для упрощения изложе
ния не отмечали каждый раз, что опре
деленное значение производной, не за
висящее от способа стремления х к Ха 
(например, слева или справа), суще
ствует лишь для точек, в которых 
график функции — гладкая кри
вая. Как видно из рис. 4, б, в точке, 
где кривая у (t) имеет излом, график 
производной у' (Z) терпит разр ыв. 
Если излом на кривой у (t) заменить 
дугой малого радиуса, касающейся 
кривой слева и справа (как говорят 
чертежники, сделать сопряжение), то 
полученной гладкой кривой будет от
вечать непрерывно меняющаяся про
изводная; однако на том участке изме
нения t, где кривая у (t) заменена ду
гой, кривая у' (t) круто меняется (ср. 
рис.7 с рис. 4).

Если график функции у (Z) имеет раз
рыв в точке to (рис. 8, а), то условно 
можно сказать, что в точке tg произ
водная у' (t) бесконечна (хотя 
на самом деле в этой точке, конечно, 
вовсе нет производной). В самом деле, 
если разрыв заменить гладким изме
нением у от ух до у2 на малом отрезке 
от tg — є до £)+s» то на этом отрезке 
производная равна -——^? т. е- очень 
велика, и тем больше, чем меньше s 
(рис. 8, б).

А как обстоит дело с интегра- ъ
лом j у (t) dt, если функция у (t) не 

а
гладкая? Если функция имеет угловые 
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точки, то при вычислении площади, 
ограниченной кривой, никаких новых 
вопросов не возникает. В § 3.2 мы 
рассматривали определенный интеграл 
(площадь) как сумму площадей прямо
угольных полосок вида у („) (tn+1 — t„) 
или у (t,^ — t„). В пределе, 
при уменьшении величин интервалов, 
т. е. разностей (£я+1 — tn), становится 
безразлично, брать ли в сумме каж
дый раз у (t„) или у (tn+1), причем 
так будет обстоять дело как в случае 
гладкой кривой у (/), так и в случае 
кривой у (Z), имеющей излом.

Если кривая у (t) терпит разрыв 
в точке t=t0, но остается ограничен
ной, то для интервала, внутри кото
рого находится разрыв (tn < t0 < tn+1), 
величины у (tn) и у (t„+1) остаются раз
личными, как бы мы ни сближали t„ 
и tn+i- Таким образом, в выражении 
для интегральной суммы величина 
одного из слагаемых в этом случае 
существенно зависит от того, как бе
рется сумма: по формуле типа (3.2.1) 
или типа (3.2.2). Однако при стрем
лении к нулю величины интервала 
іл+1 — tn само это слагаемое стремится 
к нулю, поэтому предел суммы, т. е. 
интеграл, имеет вполне определенное 
значение (не зависящее от способа вы
числения суммы) и в том случае, когда 
подынтегральная функция претерпе
вает в области интегрирования разрыв. 
Здесь, разумеется, мы считаем, что 
значения функции слева и справа от 
разрыва, а значит, и величины раз
рыва являются конечными, т. е. что 
функция не ведет себя, скажем, как 
функция у = в окрестности значения
2 = 0.

Сохраняется и соотношение между 
интегралом и производной. Обратимся 
снова к рис. 4. Если обозначить функ
цию Q' (і), график которой изображен 
на рис. 4, б, через / (/), то исходная 
функция Q(t) (см. рис. 4, а) будет пред
ставлять собой интеграл Q (t) — j / (і) dt. 
На этом примере мы видим, что 
разрыв подынтегральной функции 
t (t) =Q' (t) приводит к излому гра
фика интеграла Q (і) этой функции. 
Определенный интеграл функции с раз
рывом такого рода может быть най
ден с помощью неопределенного ин

теграла по общему правилу
ъ

\f(t)dt — Q (b)—Q(a).
а

Можно пойти и дальше: исходя из рис. 8, 
можно сказать, что для функции, стремя
щейся к бесконечности на интервале, стремя
щемся к нулю (рис. 8, б) 6, интеграл является 
разрывной функцией (рис. 8, а). Од
нако при этом надо уточнить характер стрем
ления функции к бесконечности и интервала — 
к нулю; здесь мы на этом останавливаться не

будем. Такого рода примеры (более полное 
рассмотрение которых требует еще некоторых 
уточнений) приводят к понятию 3-функции, 
которому посвящена гл. 16 третьей части 
книги.

Итак, окончательно мы приходим 
к следующей схеме решения задач на 
отыскание максимумов и минимумов 
функций. Прежде всего надо найти 
производную заданной функции и опре
делить так называемые стационарные 
точки функции (т. е. точки, в которых 
функция изменяется медленнее всего) — 
точки обращения в нуль производной. 
Но наряду с этими точками в разряд

8 Выражения «интервал, стремящийся 
к нулю», «функция, стремящаяся к бесконеч
ности», указывают, что по существу здесь речь 
идет не о функции, а о семействе функ
ций, характеризующемся тем, что при пере
ходе от одной функции семейства к следующей 
«интервал роста» функции становится все уже, 
а «степень роста» — все больше. Подробнее 
эта ситуация будет освещена в гл. 16.
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«подозрительных» (т. е. тех, в которых 
может достигаться максимум или ми
нимум) попадают также граничные 
точки области определения функции, 
точки излома функции, точки, в кото
рых производная обращается в беско
нечность, меняя свой знак («острия»). 
Далее надо проверить характер изме
нения функции во всех этих точках. 
Если в точке, где /' (ж) =0, график 
функции представляет собой гладкую 
кривую, то информацию о типе точки 
(максимум; минимум; ни максимум, ни 
минимум) можно получить, определив 
вторую ^производную функции (или 
старшие производные, если первая и 
вторая производные в этой точке обра
щаются в нуль одновременно). В дру
гих же случаях представление о пове
дении функции в рассматриваемой 
точке могут дать односторонние (т. е. 
левая и правая) производные (ясно, 
что в граничных точках области опре
деления функции существуют лишь 
односторонние ее производные). На
конец, если нас интересует абсолют
ный максимум или минимум функции 
на рассматриваемом интервале ее из
менения, т. е. самый большой из всех 
(локальных) максимумов или самый 
малый из всех минимумов, то надо 
будет еще сравнить значения функ
ции во всех точках ее локальных мак
симумов (или минимумов).

Упражнения
7.2.1. Найдите наименьшее значение функ

ции у=®—2ж-|-3, определенной на интервале 
2 < х < 10.

7.2.2. На берега реки сидит рыбак Р, 
по реке, на расстоянии h от берега, на котором 
сидит Р, плывет со скоростью v пароход П 
длины I, нос которого проходит строго против 
рыбака в момент времени t=t0. (Шириной па
рохода мы пренебрегаем, путь парохода счи
таем точно прямолинейным.) Расстоянием 
от Р до П естественно назвать расстояние от Р 
до ближайшей к Р точки П. Как ме
няется это расстояние D с течением времени t? 
Когда достигает минимума функция D=D (<? 
Нарисуйте график функции D =D (t) для слу
чая Л=300 м, 1=60 м, v=5 м/с.

7.2.3. Найдите «острые» максимумы функ
ций: а) у — (х — 5) $х2; б) у = 1 — $х'2.

§ 3*.  Выпуклые функции и алгебраи - 
ческие неравенства

В § 1.4 мы следующим образом опре
делили выпуклость кривой у =f (х) (или 
функции г=/(х')): функция y=/(x) на
зывается выпуклой на интервале 
а _ х _ Ь изменения х (или кривая 
у —f (х) обращена выпуклостью вверх, 
выпукла), если любая хорда АВ этой 
кривой (А^=А (хг, ffa)), В =В (х^ / (х^); 
здесь а _ х± < х2 _ Ь) лежит ниже 
соответствующей дуги АВ кривой у = 
= / (х) (рис. 1, а); напротив, если 
хорда А В лежит выше дуги А В 
линии у=(х), то функция / назы
вается вогнутой (то кривая у =f (х) обра
щена выпуклостью вниз, вогнута, см. 
рис. 1, б). Другими словами, функция 
у =f (х) выпукла на интервале а _ х _ Ь, 
если точка N пересечения прямой 
х =const (а — Xi <( х < х% _ Ъ) с хор
дой А В лежит ниже точки М пере
сечения той же прямой с графиком фун
кции у =f (х); напротив, если N ле
жит выше М, то функция / вогнута. 
Это определение уже связывает поня
тие выпуклости с неравенствами: ведь 
если точки М и N имеют координаты 
(х, у) и (х, Y), то выпуклость функ
ции у =f (х) равносильна неравенству 
у> Y (а ее вогнутость — неравенству 
у <У).

В § 2.7 мы указали простой признак 
выпуклости функции у = fXx): он со
стоит в отрицательности ее второй 
производной у" = Так, например,
из этого критерия выпуклости сразу 
вытекает, что выпуклы функции у = 
= In X, у __ —х2, у — — _ (при X > 0), 
поскольку их вторые производные, оче
видно, равны соответственно: у" =

G ;.■■.-■»)■ = -2; V =
/ 1 \' 2— (та) ~—р (рсс. 2; напомним, что 

функция у — In х определена лишь при 
х>0).

Имеет место простая, но важная 
Теорема 1. Если у =f (х) — вы

пуклая на отрезке от а до Ъ функция, 
х±и х2 — два значения аргумента этой 
функции, взятые внутри рассматри
ваемого отрезка (т. е. два произволъ-
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ных числа, таких, что а < хг < х2 Ь),
то
/ (ді) + / W < j

Доказательство. Пусть на рис. 3 
О А = жи О В = х2, в таком случае AM — 

BN = f (ж2). Далее, если S есть 
середина отрезка АВ, то OS — 
и, следовательно, Sp = f + <2.
С другой стороны, так как средняя 
линия SQ трапеции ABNM равна полу
сумме оснований AM и BN, то SQ = 

f (ж1) + t (х2) П= і v и і , у . Но согласно определе
нию выпуклой функции середина Q 
хорды MN расположена ниже точки 
Р дуги MN; следовательно, 
/ (Д1) + ((2 і у ^1 -■ ■--■2^

что и требовалось доказать А
Пример ы.
а) у =1п х. Из выпуклости этой функ

ции следует, что
ln'aj In х2 хг 4- х2

или, в другой форме,

__ xj + х% __Х + Х2 у

1 Мы ограничиваемся при доказательстве 
теоремы 1 и дальнейших теорем случаем, когда 
/ (дд) и f (х2) имеют одинаковые знаки. Предо
ставляем читателю самостоятельно рассмо
треть случай разных знаков / (хД и / (х2) (здесь 
вместо свойства средней линии трапеции при
дется применить следующую теорему: отрезок 
средней линии трапеции, заключенный между 
ее диагоналями, равен полуразпости основа
ний трапеции).

кВыражение у
рень квадратный из среднего ариф
метического квадратов к чисел а1, 
а2, . . ., ак — называется средним квад
ратичным этих чисел. Таким образом, 
полученный результат можно сформу- 

2 і 1П 2 ’

т. е. In \/х±х2 < П1 Х( + Хг ,

или, наконец,

(7.3.2)

— среднее геометрическое двух нерав
ных положительных чисел меньше их 
среднего арифметического.

б) у — —х2. Аналогично случаю а) 
здесь получаем
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пировать так: среднее квадратичное двух 
неявных положителъных чисел всегда 
больше их среднего арифметического.

Рис. 7.3.3

в) у = — -1. Из тесфееш = =седдут 

’ 2 3 (яд = Хі) (®1 + «2))/2’

2 На рис. 4 изображен случай, когда все 
четыре числа хи х2, у± и у2 положительны; 
мы предоставляем читателю самостоятельно 
рассмотреть иные случаи.

3 Нетрудно видеть, что координаты л го
бой точки отрезка MN могуть быть пред
ставлены в виде (pxy+qxz, рУі+чУі), где

Рис. 7.3.4

или

2 yxr'xiJ--Х! + хг ’

или, наконец,
2 яі + 32

1/«1 + 1/32 2 (7.3.3)

Рис. 7.3.5

Частное 1: 14 + 14 + ••• +1/4
+J ■

среднему арифметическому чисел —,
і 1— , обратных к положительным
числам ах, а2,.. -,ак(х. д. обратное числу
4 (4+4+ > > > +--!-> называется сред

ним гармоническим чисел av а2,.., ак. 
Таким образом, неравенство (3) утверж
дает, что среднее гармоническое двух не
равных положительных чисел меньше 
их среднего арифметического.

Теорема 1 может быть обобщена сле
дующим образом:

Теорема 2. Если функция y = f(x) 
выпукла в интервале от а до Ъ, хг и х2 — 
два произвольных числа из этого ин
тервала {а^хі<^х2^Ь) и ри q — какие 
угодно положительные числа, сумма 
которых равна единице, то
Pf (®i) + ff ®22) < /(рт) + qx2)= (7.3.4) 
(При р = q = 1/2 теорема 2 переходит 
в теорему 1.)

Доказательство. Отметим 
прежде всего, что если М и N — две 
точки, имеющие координаты (жх, ух) 
и (х2, у2), a Q — точка отрезка MN, 
делящая этот отрезок в отношении 
MQ : QN = q:p, где p-\-q =1, то коорди
наты точки Q равны pxiA~qX2 и рДх+ 
+ду2- Действительно, обозначим че
рез Хг, Х2 и Х; Yi_, Y2 и Y проекции 
точек М, N и Q на оси координат 
(рис. 4); в таком случае точки X и У 
будут делить отрезки ХГХ2 и УХУ2 
в отношении q : р. Отсюда получаем 2 
ОХ — ОХу — ХхХ == хх — q (ж2 — жх) = 
= (1 — q) — + qx2 = рху + qx2
И

OY — OY2 + Y2Y — у2-\~рУ - у> — 
= (і — р) у 2+ру=РУ1+qy2-

Рассмотрим теперь снова график на
шей выпуклой функции у =f (х) (рис. 5). 
Пусть О А =жх, О В =х2, AM=f(xi), 
BN =, (xj)- Согласно доказанному вы
ше координаты точки Q, делящей от
резок MN в отношении MQ : QN —q : р, 
равны px-X-.qXz и pf (x1)+-qf — ; та
ким образом, на рис. 5 SQ=pf (жг)+ 
+д/ (х2) и Sp =f (pu:i+qxz). Но в силу 
выпуклости функции у =f (х) точка Q 
расположена ниже точки Р, значит, 
Pf ()i) + qf ( — < f (Рхі + QxZ), 
что и требовалось доказать 3.
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Примеры.
a) у = In х. В этом случае неравен

ство (4) дает
р In х± -~ q In х2 < In (pxr 4- qx<).

Отсюда следует, что

"'<Р1--"22, р>Д>0, Р —-Д = 1.

б) у — —X. Имеем
—рх? — qx2< — (рху -- qx2)2,

5 Отсюда, в частности, следует, что цен
троид Аугольпика полностью определяется
этим Аугольнпком и не зависит от порядка
перечисления его вершин (как можно было бы 
думать исходя из определения центроида); 
в случае треугольника это обстоятельство вы
текает также из совпадения центроида с точ
кой пересечения медиан.

или
pxj -- qx2 > (pxt -- qx2)2,
\Jpxl-\-qx2> pXy-]-qx2, где p, q>0 и 
p + q = 1.

в) y = — -i-. Здесь получаем

_ , , , , _ _ 5 1 *
Xi x2 рхл -- qx2 ’

— -—— >-----7----- _ где X, ,X2,p,q>>0 ИXi 1 x2-^ pxi + qx2 ’ * r
P-H = 1.

Теорему 1 можно обобщить еще и 
по-иному.

Теорема 3. Еслиу — /{X)— функ
ция, выпуклая в интервале от а до Ъ, 
и x— Х2, ■ ■., Хк — какие-то К значений 
аргумента функции в этом интервале, 
не все равные между собой, то
/ (ді) ~~/ ("г) -- ••• Є f (хк)

к

(7.3.5)

(частный случай неравенства Йенсена >•).
При к =2 теорема 3 переходит в тео

рему 1.
Доказательство. Начнем 

с определения одного понятия, часто 
встречающегося в геометрических и ана
литических задачах. Пусть М'гАЕМз. . . 
. . . Мк — произвольный Аугольник 
(рис. 6, a); Q2 — середина стороны МгМ2 
этого "-угольника (ЛТ1С2 : <2J2A = 
=1/2 : 1/2); Q3 — точка, делящая от
резок M3Q2 в отношении 2 : 1 (M3Q3 : 
: <?з<22=2/3 : 1/3); (2- — точка, деля-

(свои для каждой точки отрезка!) числа р, q 
таковы, что р > 0, q > 0, p-|-g=l. Таким 
образом, неравенство (4) утверждает, что 
вся хорда MN расположена ниже кривой 
y=f (х), т. е. оно равносильно определению 
выпуклости функции.

- Йенсен Иоганн Людвиг (1859— 
1925) — датский математик.

щая отрезок в отношении 3 : 1
(М4<?- : QiQs= 8/- : х/4); • • •; наконец 
Qk — точка, делящая отрезок
в отношении (к—1):1 (т. е. такая, 
что ^д  ̂= " 4).

Точка Qk называется центроидом 
(или центром тяжести) Аугольника 
М1М2. . -М,.. В случае треугольника

Рис. 7.3.6

МгМ3М3 (рис. 6, б) центроид Q3 со
впадает с точкой пересече
ния медиан: действительно,
в этом случае Q2 есть середина сторо
ны МгМ2, отрезок ЛТз<22 является ме
дианой и точка Q3, делящая этот от
резок в отношении M3Q3 : Q3Q2 =2 : 1 — 
это точка пересечения медиан треуголь
ника.

Докажем, что если координаты вер
шин Мг, М2, . . ., Мк к-уголъника суть 
(■12 у1)' 4(Х2, у2) . • •, (Хк Ук), то коор
динаты центроида Qk будут равны 
(x-. + х2+ . . .+xk)/k и (уц+у-Ь. .. 
■ • -+yj/k 5
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Действительно, в силу предложения, 
приведенного в начале доказательства 
теоремы 2, точки Q2, Q3, Q±, . . ., Qk 
имеют следующие координаты:

П X + ®2 У1 +
v2 2 ' 2 )>
Г) /2Х1 +* І 2 У1 + У2 | 1 * \

к

)З\3 2 + 3 3’ 3 2 “Г 3 Уз)'

Z1 ("1 + Х2 4-х3 -1 + !/2 + !з\.«ЛИ --------- з---------- * --------- з----------J,

П / 3 Хл 4- Х2 ) "з
з

І „*)’

ИЛИ Q."!+ 2 2 2 “4" —3 4“ —4
4 5

- і “3 у 2 4 у з --“ у\
4 ,

З У1 + 32 + Уз 
z з

или &(*i + * + 2.^ ±_xk_l+-£Lt
Уі 3~ Уг 2 ••• 2 Ук-i 2 Ук 

к ,

Вернемся теперь к нашей выпуклой 
функции?/ ^ф.ПустьМі.Ма,..., М— 
это к последовательных точек графика

этой функции, взятых в рассматривае
мом интервале (рис. 7). В силу 
выпуклости ■ функции /с-угольник

. .Мк будет выпуклым и будет 
лежать целиком под кривой у —f (х). 
Если абсциссы точек Му, М2, . . ., Мк 
равны "у, х2, . • ., хк, то ординаты их, 
очевидно, будут равны / (xy), / (х2), . . . 
. . ., / Х). Поэтому координаты цен
троида Q 7-угольника МуМ2.. .Мк будут 
равны
® 4- "2 4- • • • 4- "к

и / (zi) 4~ / 22 4~ • • • ~~ / ("к)
к

и, следовательно,

Q<^_ Z1 ~~ Z2 4~ • • • 2 "к

$0__f ("і) 2 f ("г) 2 ••- 2}Ы
' к ’

а

gp_ j 3 1 + 3:2 ~~з ' * з ~

(см. рис. 7). Но центроид выпуклого к- 
угольника лежит внутри 7-ууоль- 
ника (это вытекает из самого опреде
ления центроида); следовательно, точка 
Q расположена ниже точки Р и, 
значит,

/ (zi) 4~ / (z2) 4~ ••• 2 f ("к)
к

у * 1 + ж2 2 ■ ■ • 4~ ха)

что и требовалось доказать.
Это рассуждение сохраняет свою силу 

и в том случае, когда некоторые (но не 
все!) из точек Му, М2, . . ., Мк совпа
дают (некоторые из чисел "у, "2, . .. 
. . "к равны между собой) и 7-уголь
ник МуМ2. . . Мк вырождается в много
угольник с меньшим числом вершин.

Пример ы.
а) у =1п ". Из теоремы 3 следует, что

111 Xy -L In X2 4- • • • + ІП Zfc
к <''

<)- lri ді ~~ Z2 4~ — 2 Xk
к

ИЛИ

~ X1 2 X2 4- • • • 2 Xk
■ ■ /■'" к

— среднее геометрическое к положи
тельны" чисел, которые не все равны 
между собой, меньше и" среднего ариф
метического (теорема о сред
нем геометрическом и 
среднем арифметическом).

б) у = —"2. В этом случае получаем
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или
lAl + ^iH- ••• ^1 + ^2+ • •• +*fc

Pl -J- Pz -J- Рз

ИЛИ (pi"+ Pz +~Рз + P^2 +
fl + P, + Рз P ЖД + Pzf Ж2) + psf ®s)l),

^\P1 + Pz + • • • + Pk-1 + Pk

Х.Р/Я/+ Р2Х+ ■■■ +Pk-ixk_- + -PkX,k)’ 
___________l___________X
P1 + Ps+ ••• ±-Рк-/ + Рк

X [Р1/Ж1) + P2/(«2)+ ...
• • • + Pk-lf -- + Pkf .

г к к
— среднее квадратичное к произволь
ных положительных чисел, которые не 
все равны между собой, больше их сред
него арифметического.

в) у =---- - . В этом случае теорема 3
дает
—IG+J---------- ь£)<

<------------------- ------------- ,
#1 4“ ^2 И- • • • 4- хк9 

т. е.
4G+4j-----------ь£)>

>_________к-_____ ___
+ XZ + • • • ~г xk ’

а, значит,
________ k_________< 
1/®1 4~ 1/^2 4- ... 4- 1/Хк^- 
<< а 4~ ж-2 4~ • • • + хк

к

— среднее гармоническое к положитель
ных чисел, которые не все равны между 
собой, меньше их среднего арифмети
ческого.

Наконец, докажем теорему, обоб
щающую теоремы 2 и 3.

Теорема 4. Пусть у =f (х) — 
функция, выпуклая в интервале от а 
до Ъ, а жь х2, . . ., хк — какие-то к зна
чений аргумента этой функции, не все 
равные между собой, взятые в рассмат
риваемом интервале, и р±, р2, ■ . ., рк — 
к положительных чисел, сумма кото
рых равна единице. В таком случае 
Pit Жі) + Pj Ж2) + ••• + рк/ (xk) <
< / (РА + PX + • - - + PkXk) (7-3.6) 
(общее неравенство Йенсена).

При к == 2 теорема 4 переходит в тео
рему 2, а при рк — р2 = ... =рк = -_- 
--в теорему 3.

Доказательство. Рассмотрим снова 
график выпуклой функции y — f(x) и 
вписанный в этот график выпуклый 
/с-угольник М±М2 ... Мк, вершины кото
рого имеют координаты (хг, /ЖД)> (%2, 
/Ж2)), Жэ> /Жз)), - - -’(хк, f(xk)) (рис. 8). 
Пусть теперь Q2 — такая точка стороны 
МкМ2 этого Аугольника, что М2 Q2: Q2M2 2= 

-— —P— . —р— . Q3 — такая точка от
резка MsQ2, что

MSQS ■QsQ; - —~_-----: Pi 7,2 - •
Pi 4- Pz + Рз Pi + Pz + Рз ’

Qi — такая точка отрезка MfQs, что 
MiQi-.QiQs =
__ ________Рз_______ . Pi ~~ Рг ~~~ Рз . .

Pi + Pz 4- Рз + Рз Pi 4- Р2 4~ Рз 4- Pt ’ ’

наконец, Qk = Q—такая точка отрезка 
MkQk-i, что MkQ : QQk_k = рк : (л Д 
+ Р2+ • • • +P*_ i) (если Р/ = р2— ...

... =рк = -^ ,то Q — центроид к-уголь- 
ника МкМ2 ... Мк). Воспользовавшись 
предложением, с которого мы начали 
доказательство теоремы 2, найдем коор
динаты точек Q2, Q3, Qk . .., Q:
q (PlXi + PzXz 

Pl + Pz ’
q / Pl 4~ Pz

3 \P1 + Pz 4“ Рз Pl 4“ Pz
Pl + Pz Pi (xi) + Pzf (xz) + 

Pii(xi) + Pzf (xz}\ .
Pi + Pz

PiXl 4~ PzX2 +______ ______
Pi 4*  Pz + Рз 3'

Рз

P1 + Pz 

/Жз)),
Pi + Pz + Рз

Рз
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или, иначе,
Q (Р1Х1 + Р2®2 + • • • + РкХк’

Pit (®1) ~t~ Pit (Ж2) + • • • + Pkt (Ж*))>  

так как р!~{-P2-f- ••• -j~Pk~^- г^аким 
образом, на рис. 8
SQ = Plf(x1)^p.J (®2)+ ... + pJ(®J, 
OS = prxt -j- PA + • • • + PA’ 
SP=f(PA + P2X2+ ••• + PkXkY
Так как точка Q расположена ниже точ
ки Р (ибо весь А-угольник МуМ2 ... Мк 
лежит под кривой р = /(ж), a Q — 
внутренняя точка этого /с-угольника), 
то
Plf(Xl)+P2f(X2)+ + Pkt(Xk)< 
<f(PlXl + P2X2+ ••• + РА)’ 
что и требовалось доказать6.

Примеры.
а) р = 1и®. В этом случае получаем

р11пж1 + р21п*2+  ••• + Рк}пхк< 
<ЩРіхі + РА + +ра)>
откуда, потенцируя, имеем
X?XF • ■ • Х£к<Р1Х1+Р2Х2+ • • • + РА’ 

где Р1> р2,

и Р1 + Р2+ ••• +р* = 1 

(обобщенная теорема о сред
нем геометрическом и среднем 
арифметическом).

б) у = —х2. Имеем
—Ріхї~ РА— ••• — Ркх1< 
<—{РА + Р2х2-\~ + РАУ’

ИЛИ

+ ••• + РАк > РА +
+ РА + • • • + РА’ Рі’Рі’- ■ -А > °> 
Р1 + Р2+ ••• +Р*  = 1
(обобщенная теорема о сред
нем квадратичном и среднем 
арифметическ ом).

? Нетрудно видеть, что координаты любой 
внутренней точки ^-угольника МХМ2. . ,Мк 
можно представить в виде (д1ж1+/)2а:2+. . . 
...+pkxJe,p1 Hxj+Pnf (х2)+. . ,+Pkf to)), где 
Pl, Pi, • • -, Рк> ® a Pl+Pa+- • •4_Pfc=l. 
Таким образом, неравенство (6) выражает 
то обстоятельство, что вписанный в график 
выпуклой функции многоугольник весь лежит 
ниже этого графика.

в) у = — —. Здесь теорема 4 дает
. Р1 Рг  . #   Рк <~-
Х1 х2 ’ * ’ хк

Plxl -j- р2хг + ... + Ркхк ’

откуда легко получить

fito + ^to-i- ••• +Pklxk <P1X1

+ Р2Хі+ ••• + РА’ Рі’Рі,- • -’Рк>^ 
Pi + Р2 + • • • + Рк — 1 •

Упражнения
7.3.1. Докажите, что следующие функции 

являются выпуклыми:
а) у= — хп при п > 1 и х > 0; б) у=хт,

1
где 0<т«1 и а:> 0; в) у = - , где-

к >0 и х >0;г) у= — х log х при х>0; 
д) у=— х log х— (1— х) log (1— х) при
0 < х < 1 (основание системы логарифмов 
в упр. г) ид) — любое большее единицы 
число).

7.3.2. Выпишите неравенства (1), (4), (5) 
и (6), где f (х) есть: а) функция упр. 1а); 
б) функция упр. 16); в) функция упр. 1в); 
г) функция упр. 1г).

7.3.3. а) Докажите, что среднее геометри
ческое двух (положительных) чисел есть 
среднее геометрическое их среднего арифме
тического и среднего гармонического.

б) Выведите из результата упр. а) и нера
венства (2) неравенство (3).

§ 4. Вычисление площадей
В гл. 3 было показано, что опреде- 

ь
ленный интеграл J / (ж) dx можно по

нимать как площадь криволиней
ной трапеции, ограниченной сверху ли
нией у =f (х), снизу — осью х, а сле
ва и справа — вертикальными осно
ваниями трапеции, т. е. прямыми 
х=а и х =Ь (рис. 1; здесь мы для про
стоты считаем, что / (х) ~^> 0 и а < Ь). 
Поэтому умение находить определен
ные интегралы дает возможность вы
числять стандартными приемами раз
личные площади, в то время как эле
ментарная математика позволяет на
ходить только площади прямолиней
ных фигур (многоугольников), а также 
круга и некоторых его частей (сектор, 
сегмент).

Найдем площадь, ограниченную гра
фиком степенной функции у = 
=сх" (с > 0 и п > 0), осью х и пря
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мой х=х0 (мы считаем, что х0 > 0; 
на рис. 2 п=2, с =0,25):

__ex”* 1 |о0   сж”+1
71 -|— 1 ]0 72 1S = j cxndx

о

Формулу (1) можно переписать так: 

или, поскольку сх% =у(хо) =у0,

S— п +1 У<?0-

Так как величины у и х имеют раз
мерность длины, то из (2) следует, 
что S действительно имеет размерность 
площади (квадрата длины). Мы видим, 
что площадь S по порядку величины 
совпадает с произведением уохо: от уохо 
величина S отличается только множите

1
« + 1лем при не слишком больших п по 

порядку величины вполне сравнимым с 
единицей (ср. с (5.6.6) — здесь Уо = 
Xo=b — а, а її — безразмерный множи
тель порядка 1).

В качестве следующего примера най
дем площадь, ограниченную экспо
ненциальной кривой

Показатель степени в (3) должен 
быть безразмерным. Поэтому размер
ность а совпадает с размерностью х, 

(7.4.2)

(7.4.1)

т. е. а имеет размерность длины. Раз
мерность у — также длина. Размер
ность S — опять-таки размерность пло
щади.

Оказывается, очень просто выража
ется площадь под одной дугой с и
н у с о и д ы (рис. 4). Действительно,

у = се~х1а, где с>0 и а^>0, (7.4.3)

осью х и прямыми х=хй и х =А (здесь
Л > х0; рис. 3). Эта площадь равна

(7.4.4)

Если А велико по сравнению с хо, 
то е~х°1а е~А1а. Увеличив значе
ние Л, мы, как видно из (4), почти не 
изменим значение Sa. При неограни
ченном увеличении А величина е~А!а 
неограниченно приближается к нулю. 
Поэтому можно говорить о площади 
изображенной на рис. 3 фигуры, вовсе 
не ограничивая ее справа: неограни
ченная фигура, получающаяся из фи
гуры рис. 3 при Л —> со, имеет к о
н е ч н у ю площадь

СО
Sm =■ j ce~xl°dx = cae~x°la — ау° (7.4.5)

где у0 —у (х0) =се~х°а. 

эта площадь, снизу ограниченная от
резком оси а; от 0 до л, равна

те
S = j sin х dx = —cosaj = 2. (7.4.6)

о

He сложнее найти и площадь под 
одной аркой циклоиды (рис. 5; 
см. также § 1.8). Если линия задана 
параметрическими уравнениями х =р (1), 
г=ф(і) (см. § 1.8), то формула для 
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площади криволинейной трапеции при
нимает вид

Ъ Р

S = j ydx = j
a a

где a=x (a) и b= x ((B) — границы рас
сматриваемого промежутка. При х =

—R (t — sin t), у =R (1 — cos t), a =0, 
P =2 л получаем

2тс

S = j R (1 — cos t) R (1 — cos t) dt — 
о

= R2 j (1 — cos t)2 dt = R2 j (1 -- 2 cos t -f-
o о

2tc 2tt

dt — 2R2 j cos t d
o 0

2tc
R2 J _ 2R2sint І 11 4-

sin2( z=R2~2tz — 27?2-0-|- 

+ (2k + (-0 = 3k/?2 (7.4.7) 

4- cos2 t) dt — R2\

— площадь под одной аркой циклоиды 
равна утроенной площади порождаю
щего циклоиду круга.

Результаты (2) и (5)—(7) формулируют 
также и по-иному. Площадь заштрихованного 
на рис. 2 криволинейного треугольника О AM 
равна п р ОА < AM = ОА (—-j-А.м'), т. е.

совпадает с площадью прямоугольника с осно- 
Л 1

ванием О А и высотой „ j < AM і В сил у этого 
иногда говорят, что эффективная высота 
нашего криволинейного треугольника (или 
нашей кривой у=схп в пределах от ж=0 

1 „
до x = z0) равна -й части его реальной
высоты AM. Здесь под эффективной высотой 
понимается высота прямоугольника, имею
щего то же основание, что и наш криволиней
ный треугольник, и ту же площадь. Анало
гично эффективные высоты изобра
женных на рис. 4 и 5 криволинейных трапеций 
с основаниями соответственно л и 2R я равны 

2
соответственно — (ss0,6366) и 1,5Я, в то 
время как реальные высоты, т. е. значения 
їшіи равны соответственно 1 и 27?. Наконец, 
эффективная длина изображенной на рис. 3 
бесконечной фигуры, ограниченной
экспоненциальной кривой у=се~Х:а, осью х 
и прямой х=х0, равна а.', ведь площадь этой 
фигуры равна площади прямоугольника с вы
сотой уо и основанием а.

Понятие эффективной длины (или эффектив
ной высоты) кривой часто бывает полезно. 
Так, например, можно доказать, что изобра
женная на рис. 6 колоколообразная (неогра
ниченная) кривая у — с ехр (— 11 ограничи

вает конечную площадь S = са vGt; другими 
словами, эффективная ширина этой кривой, 
высота которой равна ymax=j/ (0)=с, равна 
а>яХїі,Т1а. (ср. [15, § 2, гл. III]).

Определим теперь площадь S эллипса 
с полуосями а и Ъ (рис. 7). Конечно, 
эту площадь легко найти из элемен
тарных геометрических соображений 
(см. текст, напечатанный ниже мелким 
шрифтом); мы, однако, предпочтем ис
пользовать стандартный (хоть в этом 
случае и более громоздкий) аппарат 
интегрального исчисления. Разумеется, 
в силу симметрии эллипса достаточно 
найти площадь S± той его части, кото
рая лежит в первом квадранте, и резуль-
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тат умножить на 4: 5 =^SX. Для того 
чтобы найти — , выразим из уравнения >р2 -ц 2
^■-|~|а = 1 эллипса (см. § 1.7) у через х: 

у=—~ х

(здесь под корнем квадратным пони
мается арифметическое его значение, 
ибо в первом квадранте у )>0). Итак,

<>1 = ~ j \'а'2 — х2 dx. (7.4.8)
о

Величину интеграла (7) легко найти, 
выполнив замену переменной по фор
муле х =а sin t. Получим
а те‘2
j 7д2—ХХх = а yjt —sm2tacostdt=

о о
те/2 тт/2

= j a2 cos2 tdt = a2 j 1 + |°s 2*
о о

dt =

sin 2f "W2 ла2
4 Jo 4 ' (7.4.9)

Пользуясь (9), получаем из (8)
„ Ь ла2__ Ttab

Площадь всего эллипса 
S = nab.

Если а =Ъ =г, то в полном соответ
ствии с тем, что при а=Ъ=г эллипс 
переходит в окружность, получаем S = 
=№ (площадь круга).

Эллипс с полуосями а и Ь (где Ь < а) полу
чается из круга радиуса а сжатием к оси х 

b
с коэффициентом сжатия к = — (см. тот же 
рис. 7). Но нетрудно видеть, что такое сжатие 
переводит фигуру F площади s в фигуру F' 
площади s’=ks. В самом д/л/, сетку малень
ких квадратиков со стороной 8 и площадью 82, 
стороны которых параллельны осям коорди
нат, наше сжатие переводит в сетку прямо
угольников со сторонами 8 и Л8 и площадью 
/сб2. Но сетка равных квадратиков (палетка) 
используется для измерения площадей: если 
фигура F покрывает N квадратиков сетки, 
то s st ДТ82. Полученная же сжатием фигура F' 
покроет N прямоугольников преобразованной 
сетки; поэтому s' = ЛЧо2, — откуда и следует, 
что s' = ks (ведь 8 можно выбрать сколь угодно 
малым, так что приближенные равенства s st 
St А62 и s' st: Nko2 можно считать сколь 

угодно точными!). А так как площадь круга 
радиуса а равна ла2, то площадь эллипса 
с полуосями а и Ь, получаемого из круга 

b
сжатием с коэффициентом А = равна 

k~a~ = — r.a2=T^ab.
а

Отметим одно важное обстоятельство. 
Еще в гл. 3 мы отметили, что площадь- 
(интеграл) может быть как числом по
ложительным, так и отрицательным. 
Ввиду этого при нахождении площади 
нужна некоторая осторожность. Пусть, 
например, нас интересует количество • 
краски, необходимое для того, чтобы 
покрасить площадку, ограниченную 
дугой синусоиды от х—0 до х=2к и осью- 
х (ср. рис. 3.5.2), если на окраску еди
ницы площади требуется а граммов 
краски. Как указывалось выше, в этом 
случае нельзя сразу вычислять всю пло
щадь как один интеграл: здесь при
ходится отдельно брать интегралы по 
участкам от 0 до л и от it до 2 л.

Вообще, если подынтегральная функ
ция у =f (х2) меняет знак, то для 
решения задачи о площади (так ска
зать, о «расходе краски») нужно проме
жуток интегрирования разбить на 
части, в которых f (х) знака не меняет, 
и вычислять интеграл по отдельным- 
частям, после чего взять сумму абсолют
ных величин полученных интегралов.

Уп ражнен и я
7.4.1. Найдите площадь, ограниченную 

осью х п дугой линии a) y=sin2x, б) j/=cos2z, 
заключенной между двумя точками сопри
косновения ее с осью х. [Указание.
Сделайте чертеж; воспользуйтесь формулой 
sin2z = 1/2 — J/2 cos 2х (и cos2z =1 — sin2z).J

7.4.2. Найдите площадь, ограниченную 
сверху линией у=х (1—ж), а снизу — осью х.

7.4.3. Найдите площади двух частей, на 
которые парабола у—1^ х2 делит окружность 
а2-|-у2=8.

7.4.4. Найдите количество краски, необхо
димое для окраски площади, ограниченной: 
а) кривой у = і _|_~2 , осью х и вертикаль
ными прямыми х= 1 и х— —1; б) кривой у=х34- 
—2г—х—2 п осью х. [Указание. Пред
варительно постройте график функции у= 
—х3-}2х2—х—2. ]

х2
7.4.5. Чему равна площадь эллипса — +

1



 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

210 Гл. 7. Исследование функций. Несколько задач из геометрии

§ 5*.  Оценки некоторых сумм и произ
ведений

В § 3.1 и 3.2 мы ввели (определенный) 
интеграл как предел некоторых сумм. 
Вычислив соответствующие суммы, мы 
можем с их помощью оценить инте
грал, т. е. площадь криволинейной 
трапеции (см. описанные на с. 80—82 

t Рис. 7.5.1

метод прямоугольников и метод тра
пеций). Однако связь между интегра
лами (площадями) и (конечными) сум
мами может быть использована и в об
ратном направлении — для оценок 
сумм с помощью интегралов. Эту про
стую идею (ср. также [15, § 2 гл. I]) мы 
проиллюстрируем несколькими поучи
тельными примерами.

Начнем с суммы степеней натураль
ных чисел:

_f_ Зк + ... + пк, (7.5Л)

где к > —1. Рассмотрим функцию 
у —а?; на рис. 1 изображен случай 
к > 0; случай 0 > к > —1 мы предо
ставим. читателю- рассмотреть самостоя
тельно \ Площадь s изображенного на 
рис. 1 криволинейного треугольника 
ОЛ„7ИЯ, очевидно, равна

о
(о к 4 1 t(7.5.2)

G другой стороны, по правилу прямо
угольников
1* 4_ 2* 4-... 4-п><?
и 0*  + 1*4-...  4-(п — l)*<s,

т. е.
1*42*4-...  4в*>

или
y.fc+1
1-г<1) = 11 4 2*4 -.. 

•••+re*<ZT+ re*-  (7-5-3)

Отсюда вытекает, что при больших п
&

y = 7/z-

SW = 1‘ + ^4 ... 4га*

(7.5.3а)

П*41
*+ 1 (7-5-4) 

в том смысле, что при nj>l отношение 
, ~т мало отличается от единицы: п I К 1 

ведь 
1<Мт?г<1 4 1

((За) получаeтся, если разделить все 

части (3) на

Из (3) следует, что более точная, чем (4), 
оценка суммы р ’ должна иметь вид

1
$£*>  = О 4 2*  4- ... +n*  ^-4— п*41_|_ еге*,

1 При к < 0 нам придется рассматривать 
не криволинейный треугольник ОА„М„; а кри
волинейную трапецию ААпМпМ; подобную 
изображенной на рис. 2.

ТЕЕ
4, <■



 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 

 

 
 

§ 5*. Оценки некоторые сумм и произведении 21І

ГдеО<с<1.И в самом деле, можно дока
зать, что при к > <

5"* ’^ТТТге*+1 + ink {7-5А&) 

в том смысле, что при больших п отношение

4- : пк будет очень
мало.

По иному ведет себя при больших п 
сумма 

s(-i)=sji=i+4+t+-- - +тт-
(7.5.5)

1
Графиком функции у=~, к которому 
здесь естественно обратиться, является 
гипербола (рис. 2). Площадь а криво
линейной трапеции AAnMJM, ограничон- 

1
ной осью Ох, гиперболой у = — и пря
мыми х=1, х~п, равна

a — j 2 = In х |” = In п, (7.5.6)
і

ибо In 1 = 0. С другой стороны, по ме
тоду прямоугольников (см. тот же рис. 2) 
имеем

11 ,1

> 2'+4+ • • • + (7.5.7)

т. е. (ср. (5))

и a>S„—1,

откуда

а—- = Ьп4--<5,<

< In т-ф1 = а-ф1. (7.5.8)

Таким образом,

sn= 1 Ч-^г-Ь3"^- • • • + 77 = 111 ” + тге-
(7.5.9)

где число уя заключено в пределах

(7.5.9а)

Поскольку, как легко видеть, вели
чина Чп представляет собой разность 

между площадью квадрата АА^М^М 
(равной 1) и суммой заштрихованных 
на рис. 2 площадей, то при росте п 
она монотонно убывает. При п -> со 
число т„ стремится к определенному 
пределу, который можно оценить, найдя 
приближенно заштрихованную на рис. 2 
площадь для фиксированного (и но 
слишком малого) п; этот предел
Т « 0,577

Рис. 7.5.3

называется постоянной Э й л о- 
р а. Таким .образом, при п >> 1 имеем 
следующую приближенную формулу:

В качестве следующего примера мы 
рассмотрим сумму
т _ пп 2 t in 3
2»~ 2 2 З- (7.5.11)

Накопленный при рассмотрении сумм 
(1) и (5) опыт подсказывает нам, что 
в этом случае уместно начать с оценки 
площади т криволинейного треуголь- 
_ „ In Xника, ограниченного линиои у — ,
осью абсцисс и прямой х=п (рис. 3); 
эту площадь т мы сравним с суммой 
Тп. Площадь t равна

т — j dx = j In x d (In x) =
і і

In n
= j и du — -У I2 " = — (In n)2 

о
(7.5.12)

(здесь мы ввели новую переменную и = 
=1п х).

Далее мы используем модифициро
ванный метод прямоугольников, за
ключающийся в том, что площадь і 
заменяется суммой площадей п — 1 
прямоугольников с основаниями АГА2,
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Л2Л3, . . ., A'jA, (см. рис. 3); в ка
честве же высоты прямоугольника с ос
нованием берется в одном слу
чае наибольшее, а в другом — наи
меньшее из значений функции, прини
маемых ею на интервале і — 1 х ^Л; 
однако для этого нам понадобится под
робнее изучить кривую у = . Оче
видно, что у(1) = 0 и у->0 при а->со 
(ср. § 6.5); найдем максимум функции 
у{х). Поскольку равенство

имеет единственное решение х~е (так 
как In х =1 лишь при х=е) и у' (х) >0 
при х < е, а у' (х) < 0 при х > е, 
то график функции у имеет изображен
ный на рис. 3 вид2: прих=е функция 
у имеет единственный максимум 
^здесь = ул2^)> отж = 1 дож = е

2 To, что значению я=е, для которого
у' (z)=0, отвечает именно максимум
функции у\(х), легко установить и без обра
щения к анализу знаков производной у' (х)
при разных значениях х из соображений 
здравого смысла (ср. со сказанным на с. 187).

--- (—0,735 * 11. Отсюда 
что это выражение при п -> со стремится 
к определенному пределу, а, значит, при 
п -» со стремится к определенному пре
делу (заключенному между —0,37 и 
4-0,37) также и 8И.

Этот метод применим и к оценке ве
личины п ! = 1 • 2 • 3 ■ ... • п. Число
11 (п !)=1п(1 • 2 • 3 • ... • п) запишем так:

In (к)) = In 1 4- In 2 4- In 3 4- ... 4- In n.
(7.5.14)

Для оценки стоящей в правой части (14) 
суммы рассмотрим криволинейный тре
угольник ААпМп, ограниченный осью 
Ох, линией у = 1п х и прямой X = п 
(п>1— натуральное число; рис. 4). 
Площадь <ая этого треугольника, очевидно, 
равна

функция возрастает, а затем монотонно 
убывает. Таким образом, максимум 
функции у (х) на интервале 2 х 3 

1равен —; на всех других интервалах 
і — 1 х і, где і 2 — целое 
число, максимум у (х) совпадает с одним 
из значений функции на конце интер
вала. Так мы получим следующие оцен
ки площади т:

1г|2 . 1 . In 3 . In 4 .
^<—+v+—+—+ •■•

, ІП (П — 1) / . ™ , _1___ In
■ ■ ‘ ' n — 1 \ ” T е nJ’

и
In 1 . In 2 . In 4 .

I In n ( T In 3 
• • • n \ n з ;>

T. e.
1 • ln П rp і ln 3

3 •

Окончательно имеем (ср. (12)): 
1(1пп)2-1 + 4<<Т„< 

< у (1п п)2 + иу-; (7.5.13)

другими словами, сумма Т„ не может 
особенно значительно отличаться от ве- 1
личины -g(lnn)2: при всех п имеет место 
равенство

Ти=|(М2 * + В„,

где, во всяком случае, —0,368 --- —

<К< “у~ л 0,367. При этом, поскольку 
разность между площадью т и ее оцен
кой снизу по формуле прямоугольников

при росте п лишь увеличивается, то вы- 
1п 3 j,ражение —— ■— оп монотонно растет при 

п -» аэ, оставаясь все время меньше
следует,



 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

§ 5*. Оценки некоторых сумм и произведении 213

(ср. § 5.4). Но, вписав в наш криволи
нейный треугольник (прямоли
нейный) треугольник и п — 2
трапеций А2А3М3М2, ААММз, ... 
• • •• Иі = А, А2, А„ —
точки оси х с абсциссами 1, 2,.., п, 
а М2, • • •, Мп — отвечающие имі точки 
линии у = 1пж), найдем, что <ая больше 
суммы sn площадей этого треугольника 
и трапеций, равной

sn = Д2 In 2 + V2 (In 2 + In 3) + (In з + 
+ In 4) 4- ... 4- Д2 [In (n — 1) 4- In n] = 
— in 2 4- in з 4~ ••• ~h in (n — 1) 4 
4- 1/2 In n — (In 1 4- In 2 4- In 3 4- • • •

3 Джеймс Стирлинг (1699—1770) —
шотландский математик.

... 4- In re) — !/2 In n = In (n !) — *2 In n.
(7.5.15a)

С другой стороны, площадь an криво
линейного треугольника меньше суммы 
S„ площадей п — 2 трапеций со сред
ними линиями А(М„ где і=2, 3 п — 1, 
и высотами длины 1 (ими служат отрезки 
с концами (і — !/2, 0) и (i -j- %, 0), где 
і пробегает те же значения; верхней 
боковой стороной трапеции служит отре
зок касательной к линии у = In х в точ
ке М) дополненной малой трапецией 
с высотой Л4-/2 длины 1/2 и средней ли
нией AyJMy, (здесь (ls/t = (5/4, 0), a Му,— 
отвечающая Ау, точка линии у = In х), а 
также прямоугольником Ап^АМпМ'п-/ 
(Ап_у2 — (ге — Д2, 0), М'п_,А = (п — ^2,\п п)). 
Ясно, что

S„ = А1П-ІІ-4И-ІП2 4-l-ln3 3 4 ... 

... 4-1і1п(- — 1)4-L1nn = Ы2 4 

4- In 3 4- .. . 4- In (re — 1) -4 In 4- 
4--У In у—у In re = In (n !) —

1 . .1.5—у In n----yln у . (7.5.156)

Так как «<Л<Х то

in (n !) — -y In n <4 re In re — n 4- 1 < 

<ln(- !) — у ШвЄ-ІЬ4, 

или

In (re I) > n In n 4 у In n —
. . 1,5_n4_l__ln_

И

In (n !) < n In n і у In n —

T. e.

(1
< In (re !) < 1 4- In (w”yn e~n).

Другими словами,

|/у eri” yn e-" 4 n ! <4 ere” \/и еЛ (7-5.!6)

Формула (16) показывает, что при боль
ших ге величина п ! близка к С уп п”е™,

где число С заключено в пределах между 
е«а2,72 и jZy- <?«2124^3. При этом из 
того, что разность ап — Sn при п->со 
монотонно возрастает, нетрудно, как 
и выше, вывести, что отношение п !: 
:(\М ге”е_п) при ге -> со стремится к опреде
ленному пределу (заключенному между 
]/ Уе и е, т. е. между 2,43 и 2,72). 
Можно доказать, что этот предел равен 
\/2->« 2,507. Таким образом, мы при
ходим к так называемой формуле Стир
линга?

п ! </2т:ге п”е ”, (7.5.17)

в которой приближенное равенство оз
начает, что при п->оо отношение гг!: 
:\/2ггпгй_я стремится к единице (а при 
большом ге оно весьма близко к 1).



 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

214 Гл. 7. Исследование функции. Несколько задач из геометрии

Формулу Стирлинга (17) можно обосновать 
еще и по-другому. Вычислим интеграл

СО

1n = j xre-xdx,
о

(7.5.18)

где п — целое положительное число. Инте
грал /„ можно представить себе как площадь 
неограниченной фигуры 4 заключенной между 
положительным лучом оси Ох и графиком 
функции у=хпе~х (см. рис. 5, отвечающий 
случаю п=4). Для вычисления интеграла 
применим метод интегрирования по частям,

полагая е Xdx=dg, xn=f; значит, g=—e х, 
df=nxn~1dx. Таким образом, получаем

4 Заметьте, что при любом (сколь угодно
большом!) п величина у=хпе~х -> 0 при х -> со
(см. § 6.5: этим мы еще воспользуемся ниже),
без чего, разумеется, площадь 1п никак не 
могла бы существовать.

со оо

J x:ne~xdx = (—хпе~х) И- j nxn-le-xdx.

О О

В § 6.5 было установлено, что х”е х =
ХП _== —j--» 0 при я -> от. Так как х”е х = 0 и

Ico
при х = 0, то —х”е~х I =0; следовательно,

СО со

j xne~xdx = п j я"_1в_жгіх, 
0 0 

т. е.

/ = п/п-/-

Применив интегрирование по частям к 7„_1, 
получим точно так же 7в_і = (п — 1) /в_2 и 
т. д. Поэтому

Іп = П (п - 1) (п - 2) • ... • 3 • 2 • 1 • /о,
СО

где /о = j e~xdx = —е~х |0 = —0 4-1 = 1

о

Таким образом,
СО

1п = j xne~xdx =
0

= п (п — 1) (п — 2) • ... ■ 3 • 2 • 1 = п !
(7.5.19>

При больших значениях п можно получить 
хорошее приближенное выражение для /и, 
находя значение z=zmax, при котором под
ынтегральная функция хпе~х достигает макси
мума. Это значение находим из условия 
(хпе~х)' — пхп~4 1 *е~х Ц- хп (—е~х) = 
= (п — х) хп~/е~х = 0,

откуда яшах = п. Высота этого максимума, 
очевидно, равна у — = (хе*)  ш^ = ппе^п. 
Далее удается, записав у=^е^1’), где / (я) — 
=п1пя — х, и разложив / (я) в ряд Тейлора 
(6.1.18) вблизи значения х = Яшах ( = г), 
оценить эффективную ширину нашей (не
ограниченной) фигуры — ширину такогс 
прямоугольника с высотой ушах, площадь 
которого равна площади /^ рассматривае
мой фигуры. Эта ширина оказывается прибли
женно равной (см. [15,гл. III, § 2 и 3])
Так мы снова приходим к формуле Стирлинга:

п ! ~ 42~.п пЛе-п при п 5>> 1.

§ 6*.  Еще о натуральном логарифме
Остановимся на вопросе онатураль- 
ном логарифме. В гл. 3 ин
тегрирование степенных функций при
вело нас к следующему результату: 

j xndx = ---цуу яв+1 + С при п =£= —1 ;
(7.6.1) 

j = Ь х + С, (7.6.2)

где, разумеется, величина С может 
быть любой, вовсе не обязательно од
ной и той же в формулах (1) и (2).

Степень п=—1 оказалась почему-то 
выпадающей из общей закономерности. 
Как понять этот результат? На первый 
взгляд, здесь содержится противоречие. 
Представим себе серию степенных кри
вых: у = я^“0’9, у = яг0-", у = х-\ у = 
= Ж~1’01, у — X~/"l.
Все эти кривые близки одна к другой: 
кривая с показателем степени п= —1 
качественно ничем не выделяется по 
сравнению с соседними, например по 
сравнению с кривыми, для которых 
п=—0,99 при п=—1,01. Значит, и 



 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

§ 6*. Еще о натуральном логарифме 215

площадь под кривой у=хп (в каких-то 
фиксированных пределах а < х <4 Ь) 
должна изменяться плавно, когда 
показатель проходит через значение 
ге=—1. Но эта площадь выражается 
определенным интегралом, который 
при п——1 имеет совсем другой вид, 
чем при п=—0,99 или л=—1,01.

Чтобы устранить это кажущееся про
тиворечие, надо показать, что при п, 
близком к —1, найденный по формуле 
(1) определенный интеграл близок к ло
гарифмическому выражению (2). Про
делаем необходимые вычисления:

при п=—1 и а, Ъ > 0
ъ

а

при тг =—1 4-е
ь

S = j x~”dx = < (Ъ — аг). (7.6.4)
а

Если показатель п близок к —1, то 
величина s мала и выражение (4) для 
площади S приобретает вид, неудоб
ный для вычислений. Любое число 
в нулевой степени равно 1; значит, 
если подставить в (4) значение s=0, 
то будем иметь V — а* —1 — 1=0. Та
ким образом, при г=0 и числитель, 
и знаменатель в формуле (4) для S 
обращаются в нуль!

Здесь уже содержится ответ на во
прос, который часто задают учащиеся, 
сравнивая неопределенные интегралы 
(1) и (2): правая часть (1) содержит 
п 4-1 в знаменателе и, на первый взгляд, 
кажется, что при п -> —1 она стре
мится к бесконечности; логарифм же 
конечен. На самом деле бесконечность 
интеграла (1) — фиктивная: она исче
зает при переходе к определенному 
интегралу, а, значит, от нее можно 
избавиться выбором соответствующей 
константы интегрирования С (напри
мер, (7 = -^=—).

Как упростить выражение для пло
щади, в которое входят а8 и Ье? Как 
вычислять степени с малыми показа
телями? Напишем тождества 
а — е1пя, а' = ев1пя
и воспользуемся основным свойством 
числа е — тем, что при малых г <<; 1 

имеем ег^зі 4-г (с точностью до вели
чин второго и более высокого порядка 
малости — величин порядка малости 
г2, г3, . . .). Если п близко к —1, 
т. е. п= —14-е, где добавка г очень 
мала, то можно применить написан
ную выше формулу. Получим

5 = Y Ь — ае) = -1 (ев 1П ъ — ег 1п я) лг
1

« т [(1 + s In Ь) — (1 4- s In а) ]=
= hi& — Ina— In 4. (7.6.5)

Вот парадокс и разрешился! В пре
деле для малого s величина є сократи
лась; оказалось, что степенная фор
мула (1) для интеграла приводит 
к ответу, совпадающему с логарифми
ческой формулой (2). Площадь 5 под 
кривой у=Х оказывается плавно зави
сящей от показателя п и тогда, когда 
п проходит через «особое» значение ге=

Заодно мы научились вычислять 
с большой точностью малые степени 
Xs при е<1. Из школьного курса ма
тематики мы знаем, что х°=1; теперь 
же мы узнали, насколько отличается 
Xе от 1, если s близко к нулю, но все 
же несколько отличается от нуля.

К рассмотрению интеграла J= 
= < x~1dx можно подойти и с других 
позиций.

Представим себе человека, не знаю
щего, что такое логарифмы. Тем не 
менее он уже знаком с интегральным 
исчислением и, имея интеграл, хочет 
изучить его свойства. Итак, рассмот
рим

ь

J(a,b}=\^. (7.6.6)
а

Замечательное свойство интеграла (6) 
состоит в том, что значение J (а, Ь) 
не меняется, если а и Ъ умножить на 
какую-то (одинаковую для а и Ъ) ве
личину к. Что касается площади под 
линиеи у = х і = —-, то можно сказать, 
что при замене пределов а и Ъ инте
грала (6) на Ка и КЪ в К раз увеличится 
длина полоски, площадь которой мы 
вычисляем, но одновременно в К раз 
уменьшится и ее высота (здесь мы счи



 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

216 Гл. 7. Исследование функций. Несколько задач из геометрии

таем к > 1; см. рис. 1); площадь по
лоски при этом не изменится.

Этот результат легко усмотреть и 
не прибегая к геометрии. Введем пере
менную z = kx, х = ^~, dx = -frdz. Для 
новой переменной изменятся и пределы 
интегрирования: х=а перейдет в z= 
—ка, соответственно х=Ь — в z=kb. 
Далее имеем

kb kb

ка ка
В конце цепочки формул мы восполь
зовались тем, что переменная интегри
рования «немая», ее можно обозначать 
любой буквой.

Если функция двух переменных 
J (а, Ь) не меняется при умножении 
обеих переменных на константу к, то 
эта функция зависит только от о т но
ш е н и я переменных:
J(a,b) = F(t), где t=^-. (7.6.7)

Действительно, пусть J (1, t)=F (t); 
тогда, поскольку J (a, b)=J (ка, kb) 

t 
при любом к, положив к = — , 
получим

= /(г -^((Г I) = F(i).

Но мы знаем, что J есть интеграл. 
Пользуясь самыми общими свойствами 
интеграла, мы сумеем получить важ
ное свойство функции F (t). Положим 
Ь=аст, ице и — целое число, и разобьем 
весь интервал интегрирования на и 
частей. Интеграл J (а, Ъ) равен сумме- 
интегралов:
J (a, b) = J (а, ас) -{- J (ас, ас2) -{
4- J (ас2, ас2) 4- ... -j- J (ас™1, Ь). (7.6.8}

1 По поводу дальнейших деталей см., на
пример: Маркушевич А. И. Площади и лога
рифмы. М.: Наука, 1979.

Но все интегралы в правой части (8); 
одинаковы! — ведь для каждого ин
теграла одинаковы (равны с) отноше
ния верхнего и нижнего пределов (на
помним, что Ь=ас”‘). Итак,
7 a b) = J (а, ас™) = f(±) = F (ст);

J (а, ас) = J (ас, ас2) = ... = F (с),

и, значит,
F (с™) — mF (с). (7.6.9}

Мы видим, что функция F (t), опре- t
(• dx деленная как интеграл I — с нижним
і 

пределом интегрирования, равным 1, 
обладает следующим замечательным 
свойством: при возведении аргумента 
в степень и (переход с -» сИ) функция 
умножается на число и. Но ведь это- 
есть основное свойство логарифма! Если 
обозначить отношение F (Х) : F (с) (где с 
фиксировано, а Х может меняться) через 
/ (<), то

f(cm) =
F (ст)
А (с)

= и,

т. е. если d—cm, то / (Х)=т', другими 
словами, число / (Х) равно той степени, 
в которую надо возвести постоянное 
фиксированное число с, для того чтобы 
получить число Х. Но это означает, 
что / (Х) есть логарифм числа Х (вспом
ните обычное определение логарифма!) 1: 
f (Х) = logc Х.

Нужно ли так подробно рассматри
вать простую формулу j x^-dx = 1пх-)-С"? 
Для многих вычислений это не нуж
но — и в большинстве учебников 



 

 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

§ 7. Средние значения 217

и не делается. Конечно, полезно 
знать, как быть, если показатель сте
пени в интеграле слева близок к —1, но 
не равен этой величине точно, какова 
погрешность при замене показателя 
— 1 4-е на —1; этому посвящена первая 
часть настоящего параграфа. Но кроме 
этого, в конце концов чисто техниче
ского момента, здесь есть еще и идей
ная сторона, ради которой написана 
заключительная часть параграфа: 
функцию (в данном случае логарифми
ческую функцию) можно о п р е д е
л я т ь с помощью интеграла!

В школе мы чаще всего встречаемся 
с функциями, заданными алгоритмом — 
правилом вычисления их значений. Что 
означает запись / (х)=х3 Здесь нам 
задано правило: умножь х на х и еще 
раз на х — получишь / (х). Исходя из 
этого правила, можно изучать свойства 
функции / (ж); так, например, ясно, что 
если х увеличить вдвое, то х3 увеличится 
в 8 раз и т. п. Но функция может быть 
задана интегралом2, и ее свойства 
можно изучить, даже не зная, как найти 
ее прямо (не путем интегрирования, 
а с помощью тех или иных алгебраи
ческих преобразований или действий). 
Так в теории вероятностей большую 
роль играет функция

2 Заметим, что еще в начале нашего века 
известный немецкий математик Ф. Клейн 
предлагал даже в школе определять 

а 
f dx ,логарифм формулой j = 1пв.

1 *
Ф (ж) = е-/г''2<Л (7.6.10)

о

В теории колебаний зависимость вре
мени от положения частицы дается 
функцией

X
с =7=Connt с (7-6J1)

о

К счастью, интеграл в правой части (11) 
берется в конечном виде:

t=zk arc sin —,
то

и эту зависимость можно обратить, т. е. 
от зависимости t—t (х) перейти к зави
симости х—х (Ґ); при этом получаем 

х — х° srn wt (здесь о> = . Но в более 
сложных случаях в теории колебаний 
мы приходим к интегралу

dx
V ат4 4- Ьх3 4- са=2 4 fx 4 g

(7.6.12)

Этот интеграл уже нельзя «взять», т. е. 
нельзя выразить через простые функ
ции, но его можно исследовать: опре
делить его свойства, составить таблицы.

Ради этого обобщения понятия 
функции и ради примера изучения 
свойств функции, заданной интегралом 
(• dx -I —, читатель должен оыл проити длин
ную цепь рассуждений, приведенных 
выше.

Упражнение
7.6.1. Выведите из определения (6), (7) 

функции F (і) ее основное свойство: F (ab)= 
= F (a)-f-F (Ь) для любых положительных 
а и Ъ.

§ 7. Средние значения

С помощью интеграла можно дать точ
ное определение среднего для ве
личины, являющейся функцией ка
кой-то переменной.

Если мы имеем величину, принимаю
щую ряд отдельных значений, напри
мер т значений г?2, и3, . . vm, то
среднее значение V этой величины есте
ственно определить формулой
£  Р1 4 Г2 4 г3 4~ ■ ■ ■ 4~ Vm

т *

Но как определить среднее зна
чение функции v (t) переменной 
t, принимающей все значения в за
данном промежутке от а до b {а < 
< t < W

Представим себе, что v (t) — это 
мгновенная скорость. Как определить 
среднее значение v (а, Ь), т. е. сред
нюю скорость за время от а до 
Ь? Средняя скорость определяется как 
отношение пройденного пути к затра
ченному времени:

ъ 
J v (t) dt

v (a, b) = . (7.7.1)' ' b — a b — a *

Это определение среднего значения 
функции разумно и в тех случаях, когда 
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функция представляет собой не скорость 
движения, а какую угодно другую ве
личину. Так, например, пусть у=у (ж) 
есть изображенный на плоскости х, у 
график какой-нибудь функции (рис. 1).

ъ
Тогда j у (.г) dx есть площадь под крп-

а
вой. Формула

ь
J у (х) dx 

у(а У = а : •
ъ

(Ь — а) у = j у(х) dx
а

(7.7.1а)

значает, что у есть высота прямо- 
гольника с основанием Ъ—а, площадь

Рис. 7.7.2

которого равна площади под кривой *.  
Это значит, что па рис. 1 заштрихован
ная площадь над прямой у = г/, которая 

1 В § 4 мы называли (при у (ж) > 0 на 
участке а < х < Ь) величину у эффек
тивной высотой криволинейной тра- 

ъ 
пеции с площадью S — j ydx.

а

отмечена знаком плюс, в точности 
равна отмеченной знаком минус пло
щади на участке, где кривая лежит 
ниже линии у=у. График функции 
у (х), если это не параллельная оси 
х прямая, обязательно проходит 
частью ниже, а частью выше среднего 
значения у, определенного с помощью 

интеграла. Следовательно, у больше 
наименьшего значения у (х) и меньше 
наибольшего значения у (х) на участке 
усреднения а < х , Ъ.

Рассмотрим примеры.
Пусть у (х) есть линейная 

функция:
у = кх т.

Тогда интеграл I (а, Ъ) представляет 
собой площадь трапеции (рис. 2) с вы
сотой Ь—а, основаниями у (а) п у (Ь) и 
средней линией у ——ф—) • Следовательно,

Ца, = + yW (Ь-а) =

=у (~±(ь—а). (7.7.2)

Это выражение легко получить и без 
геометрических рассмотрений:

ь
1 (щ V) = j (кх -\-m)dx = тх)\ --

kb- і т, I ка- . \
= —2—j-mb — I —2—\таа\=

уЬ) = кЬ-[~т, у(а) — ка-[-т,

и
/ а —I— Ъ \ у / а -к b \ і

откуда с очевидностью следует резуль
тат (2). Таким образом, для лпнейной 
функцпп
_ = „(> + ,(W = у (• + »), (7.7,2а)

т. е. для нее среднее значенпе функцпп 
на данном участке от а до b равно сред
нему арпфметпческому значенпй у (а) 
п у (Ь) функцпп на краях участка. 
Вот другая формулировка: среднее зна
ченпе лпнейной функцпп на некотором 
интервале равно значенпю функцпп 
в середпне пнтервала.

Одним из важнейших примеров ли
нейной зависимости являются зави
симости скорости от времени при 
равноускоренном или р а в- 
нозамедленном движении, 
т. е. при движении тела под дей
ствием постоянной силы, ска
жем под действием силы тяжести, когда
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v=gt]-v0. При расчете пройденного 
пути используют свойства среднего ли
нейной функции:

и(о, 6) = g>-<.)f,w + "W]= 

= (i,_o)(15+£L+„0).

Для квадратичной функции имеет 
место точная формула Симп
сон а3 (приводим ее без вывода, см. 
упр. 2), справедливая при любом знаке 
г:

Следует иметь в виду, однако, что при 
другой (не линейной) зависимости вы
ражения (2а) для среднего уже не 
верны.

Рассмотрим далее пример квад
ратичной функции (параболы) 
y=rx2 -\-px\-q. Пусть, для определен
ности, г > 0; рассмотрим какую-то 
дугу параболы: а <_х <( 6. Из рис. 3 
видно 2, что

Это выражение является хорошей приб
лиженной формулой для расчета пло
щади под любой плавной кривой (ср. 
упр. 46).

Отметим два простых факта, отно
сящихся к средним значениям.

у (А + у (6)
2

теперь к интегралуОбратимся
ь
j і/ (x)dx, т. е.

под параболой. Эта площадь меньше 
площади трапеции с основаниями А0А 
и В.В. С другой стороны, если провести 
через точку с (—У—, yl ———И касатель
ную к параболе, то эта касательная 
пересечет вертикали х~а и х = Ь 
в точках А' и В' и образует трапецию 
АцВВ'А' со средней линией С0С = 
= ? ? площадь этой трапеции,
очевидно, меньше площади под кривой. 
Таким образом, в случае параболы 
с г>0

к вычислению площади

ь

(Ь — а) у < \y[x)dx<
а

1. Среднее значение постоянной ве
личины на любом промежутке есть сама 
эта постоянная. Это ясно и из физиче
ских соображений: действительно, если 
мгновенная скорость не меняется, то 
средняя скорость за промежуток вре
мени равна этому постоянному значе
нию мгновенной скорости.

Совсем просто получить это и из фор
мулы (1а):

У (а) + У (Ь)
2

ь
J Cdx

С (Ь — а} _с
Ъ — а

Соответственно этому для среднего зна
чения у в промежутке от а до b имеем

2. Среднее значение суммы двух функ
ций равно сумме средних значений сла
гаемых:

2 Ср. § 3. Напомним, что парабола у=г.а;2, 
г > 0, выпукла книзу, а парабола y=rx'iJr 
+pz-|-Z с любыми р и q получается из пара
болы у=гх*. параллельным переносом (см. 
§ 1.4).

У-+Уъ=У1 + У

з Симпсон Томас (1710—1761) — анг
лийский математик. Формула Симпсона (3) 
справедлива даже (см. упр. 2в) и для любой 
кубической функции у=А?-—Вз?-Аг 
-ACx-\-D (при любых А, В, С п D; если Л=0, 
мы приходим к случаю квадратичной функции).
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Действительно,
6

Z1 + У2 = -yzy j [УІХ + У x dx =
а

b

=~\уЛ^ +
а

Ь

+ • • J И =: Уі + ?2-
а

Рассмотрим несколько примеров. 
Найдем среднее значение функции 
y=sin х на промежутке от ж—О до 
х—к:

ЇГ

J sin х dx
У (О, л) г 0 =1^0,637.

Среднее значение функции y=sin х 
па промежутке от х=0 до х=Ъ равно

У (0, & =

ь
У sin х dx 
о

Ь — 0
1 - CDS Ъ

Ь (7.7.4)

А что будет, если неограниченно уве
личивать число Ь, т. е. неограниченно 
увеличивать промежуток? При любом 
b числитель (4) не больше двух (он 
равен двум, если cos b =—1, т. е. при 
Ь=п, Зк, 5к, 7л, . . .). Знаменатель (4) 
будет неограниченно увеличиваться. 
Поэтому можно сказать, что на б е- 
сконечном промежутке (к кото
рому мы приходим, неограниченно уве
личивая Ь) среднее значение синуса 
будет равно нулю (точно это означает, 
что чем больше промежуток, тем ближе 
к нулю значение среднего). Совершенно 
аналогично можно показать, что сред
нее значение функции y=cos х на бес
конечном промежутке также равно 
нулю: ведь

У (0, Ь)

ь
У cos х dx

О sin X Io sin b
b — 0 ~ b = b ’

(7.7.5)

и если неограниченно увеличивать b, то 
знаменатель (5) неограниченно увели
чивается, а числитель остается не 
больше единицы. Следовательно, вся 
дробь стремится к нулю: у (0, о:>о=0. 
Буквально так же получим, что и сред
нее значение функции y=cos кх на бе
сконечном промежутке тоже равно нулю.

Найдем среднее значение функции 
y=sin2 х на бесконечном промежутке от 
X — 0 ДО Х~т. По известной формуле 

.о 1 — cos 2х тригонометрии sin2 х=----- ----- • Отсюда

-7-Т- Т 1 ~ 1 „ 181\1 = у-- у cos —-у — 0 = у.
Воспользовавшись формулой sin2 х -ф- 

+ cos2x=l, получаем среднее зна
чение cos2x на том же промежутке:

COS2 X = 1 — sin'2 X — 1  \'.2 — Фз-

Пользоваться средними практически 
удобно, часто даже удобнее, чем поль
зоваться интегралами. По существу, 
эти величины равноценны: зная интег- 

ь
рал I = j ydx., легко находим среднее 

а
_ I _как у — уууу, а вычислив среднее у, 

также просто находим и интеграл I — 
= (Ь — а)у.

Удобство среднего заключается в том, 
что у — это величина той же раз
мерности, что и у, и, очевидно, того же' 
порядка величины, что и значения у на 
исследуемом участке (ср. со сказанным 
по поводу формулы • (5.6.6) на с. 149). 
Поэтому труднее пропустить ошибку 
в 10 раз в значении у, чем такую же 
ошибку в значении интеграла.

Обычно предполагается, что изу
чающие высшую математику в совер
шенстве знают арифметику и алгебру и 
никогда не ошибаются в 10 раз или 
в знаке. Однако опыт показывает, что 
это не так! Поэтому и расчеты всегда 
надо вести так, чтобы уменьшить ве
роятность незамеченной ошибки.

Укажем еще, что определение (1) 
среднего v функции v (і), пожалуй, 
ближе не к понятию среднего У= 
= ~ V + v2 + • • • + vm) ряда чисел, по

нимаемого как их среднее арифметиче
ское, а к понятию «взвешенного» сред
него. Пусть нам требуется определить 
среднюю массу р камней в куче (или 
среднюю цену z книг в магазине). 
Найдем сперва общую массу камней 
(общую цену книг), для чего составим 
сумму Р=р1п1+Р1П2+. . -+РкПк (со
ответственно Z=Z1n14-Z2H2 + . . . -ф- zknk)r 
где n( есть число «однородных» камней 
(книг), имеющих одну и ту же массу 



 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

§ 7. Средние значения 221

(одну и ту же цену z,-); после этого полу
ченную сумму Р (или Z) мы разделим 
на общее число N камней (книг):
■К_  Р1П + Р2П2 + • • • + Ркпк
Р = N
(или Z= z1^1 Ч~ z2n2 ••• 4~ zknk

N )•
Точно так же приходится поступать во 
всех случаях, когда ищется среднее ве
личин ух, у2, . . ., ук и все эти величины 
разбиваются на к групп однородных 
объектов численностей ггх, ге2, . . ., Пк 
(разумеется, пх-ріг24-. . ,-\-nk=N).

Вернемся теперь снова к примеру, 
где (непрерывно меняющаяся вели
чина) v — это скорость; предположим, 
что нам дана зависимость v—v (ж), 
указывающая (мгновенную!) скорость 
v в каждой точке х пути. Попробуем 
отыскать общее время Т движения со 
скоростью v (х), требующееся, чтобы 
пройти от пункта х=а до пункта х=Ь. 
Время Lt прохождения малого отрезка 
Lx пути будет, очевидно, равно част- 

Дх .ному —, где v — скорость на пути Lx, 
которую можно считать постоянной, ибо 
на этом малом пути она не успеет 
значительно измениться. (Все же более 
точной здесь будет запись LLt—’’, 
поскольку даже на протяжении малого 
пути Lx скорость не остается одинако
вой.) Общее время пути приближенно 
выразится суммой

(7.7.6)' vk ’

где Lx=X—xt-i (здесь i = l, 2, . . ., Л; 
ж0=а, хг, ^2, . . ., Хк=Ъ — точки, раз
бивающие весь путь от а до Ъ на к малых 
интервалов), а за и{ можно принять как 
v (ж,.), так и v (ж-_і) (ср. с § 3.1). Точ
ное же значение времени Т выразится 
интегралом 

dx 
v (х) (7.7.6а)

являющимся пределом «взвешенного 
среднего» (6), в котором разные участки 
Lx( пути берутся с разными весами Vf

1при этом среднее значение — равно
частному от деления интеграла (6а) на 
полный путь Ь — а.

С фактом использования в формулах 
интегрального исчисления именно взве
шенных средних связан ряд обстоя
тельств, которые нельзя упускать 
из виду. Пусть мы имеем некоторую X и- 
мическую реакцию, скорость 
F=F (0) которой, т. е. количество
вступающего в реакцию вещества, от
несенное к единице времени, зависит от 
температуры 9, при которой вдет реак
ция; сама же температура 9 меняется 
с течением времени t, т. е. 9 = 9 (t). 
При этом средняя температура реак
ции, продолжающейся от момента

t=tr до момента 1=^, будет, очевидно, 
равна

9 = и 117 J 9 - ) dt; (7.7.7)
2 1

средняя же скорость реакции выража
ется формулой

^2
F = f f F (9) dt. (7.7.7а)

tz — ‘1 J

Не надо только думать, что средняя 
скорость реакции F совпадает со ско
ростью F (9), характеризующей сред
нюю температуру 9! Так, пусть зави
симость 9 = 9 (1) линейная (рис. 4, а);

Д __ 9) —I- 02 __. A "j- ^s\тогда, очевидно, 9 — -1 - 7 * =9 / 1 - J. 
Что касается скорости F реакции, то мы
предположим, что она экспоненциально- 
растет с температурой 9, т. е. F (9) = 
=efc6. В этом случае в силу высокой 
скорости роста F (рис. 4, б; заметим, что- 
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вследствие равномерности увеличения 
температуры 9 с течением времени t 
зависимость F (t) также имеет экспо
ненциальный характер) значение ин
теграла (7 а) вообще почти целиком опре
деляется (большими) значениями F 
у правого конца интервала изменения 
переменной 9 (или і) и мало зависит от 
других значений F; поэтому равенство 
F = F (б) — у [F (91) 4- F (92)] никак не 
возможно. Последнее обстоятельство

целиком объясняется неравномерностью 
«весов» F (9), приписываемых отдель
ным интервалам Д9 изменения 9.

В связи с вопросом о средних значениях 
отметим две теоремы, относящиеся к не
прерывным и гладким функциям.

1. Теорема Лагранжа. Среднее 
значение функции равно значению функции 
в какой-то точке внутри • рассматриваемого 
интервала. В обозначениях формулы (1а) 

f (a, bj=j (c), a<^c<^b. (7.7.8)

Нарисуем площадь, равную интегралу
ь
\ / (ж) dx, и равновеликий этой криволиней- .

а
ной трапеции (равный ей по площади) прямо
угольник, основанием которого является отре
зок от а до Ъ. Высота прямоугольника — 
эффективная высота трапеции — равна сред
нему / (а, Ь) функции. Очевидно, что верхнее 
основание прямоугольника обязательно пере
секает дугу кривой y=f (ж) в какой-то точке 
(с, / (с)), промежуточной между концами этой 
дуги (рис. 5, а). Разумеется, здесь мы счи
таем функцию y=f (ж) непрерывной; 

если график функции y=f (ж) претерпевает 
разрыв, то наше утверждение вполне может 
не выполняться (рис. 5, б).

Без ссылки на чертеж здесь можно рас
суждать так: если М и т — наиболь
шее и наименьшее значения функ
ции на отрезке а < х С Ъ, т. е. если 
М > / (ж) > т, то

ъ ь
М (& — а) = j Mdx >

а

j / (х) dx >

а
Ь

> j mdx — m{b — а)

а

и, значит,

ь
М > ~ь —a j Hx)dx — f (ж) > т.

а

Но отсюда уже вытекает равенство (8), ибо не
прерывная функция принимает на отрезке 
от а до Ъ (в некоторой точке с этого отрезка) 
любое значение А, промежуточное между 
ее наибольшим и наименьшим значениями (т. е. 
такое, что М > А > т), властности значение

Совершенно аналогично устанавливается 
следующее простое обобщение доказанной 
теоремы: если функция / (ж) на отрезке а < 
< ж sj Ъ непрерывна, а функция g (ж) сохра
няет знак (т. е. либо нигде не отрицательна 
на этом отрезке, либо нигде не положительна), 
то

ь 4
j Hx)g{x) dx = f(c) j g(x) dx (7.7.
a a

где по-прежнему a " c " b.
В самом деле, пусть для определенности 

g (х) > 0 при а < ж «S Ъ. Тогда, очевидно,

4 4 4

м J g (ж) dx = j Mg (ж) dx > j / (ж) g (ж) dx > 
a a a

b b
> j mg (ж) dx = m j g (ж) dx, 

a a
(7.7.10)

где снова M и т — наибольшее и наименьшее 
значения функции / (ж) на отрезке а У ж < Ъ.
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ь
Разделив обо части (10) на J g (z) <г;>0, 

a

4 Ясно, что если знакопостоянная функция 
g (z) (т. е. функция, сохраняющая на отрезке 
а < х < Ъ постоянный знак) не является 
«патологической» (вроде, скажем, описанной 
на с. 425 функции /(z)), то равенство 

ъ
J g (z) dx = 0 при b а означаем что g (z) ss 

а
= 0,—а в этом случае соотношение (9) яв
ляется очевидным.

6 Ролль Мишель (1652—1719) — фран
цузский математик.

получим 4
і
f І (x) S(x) dx

M > —-------------- > m. ■ (7.7.11)
y g dx 
a

Но непрерывная функция / (z) принимает на 
отрезке a «S х «S Ъ все значения, промежуточ
ные между самым большим и самым малым 
оо значениями; поэтому каждое заключенное 
между Мит число, — а значит, и стоящее 
в средней части (И) выражение — равно 
значению / (с) функции в какой-то (промежу
точной между а и Ь) точке с:
ь
fx}g(x) dx
—b--------------=((с) . (7.7.12)

J g (x) dx
a

(Ясно, что (12) равносильно (9).)
Пример. Если f (z) — произвольная не

прерывная функция и а и Ъ одного знака 
(т. е. оба неотрицательны или оба неположи
тельны), то

ъ ь
Г •_ &»-11 — д—+1
j xnf (z) dx = і (с) J x”dx =--- [—;/_ f (c),

a a
(7.7.13)

где число с лежит между а и Ъ.
2. Возьмем функцию у (х) такую, что 

у (а)=у (&). Предполагается, что функция глад
кая; из нашего условия, разумеется, следует, 
что эта функция но монотонна в рассматри
ваемом интервале а < х < Ь. Но если функ
ция но монотонна, то где-то внутри участка 
[а, Ь] она имеет минимум или максимум. Зна
чит, внутри участка при некотором х=с, 
где a ) с ) Ь, производная обращается в нуль: 
у' (с)=0. Это утверждение называется тео
ремой Ролля4 * 6. Геометрический смысл 

теоремы Ролля ясен из рис. 6, где изображены 
два варианта кривых с максимумом и мини
мумом (вторая кривая имеет между а и Ъ 
и максимум, и минимум).

Теоремы Лагранжа и Ролля связаны между 
собой: теорему Ролля можно получить как 
следствие теоремы Лагранжа. В самом доле, 
запишем следующее тождество, вытекающее'

из связи между производной и интегралом 
(см. § 3.3):

і
У (b) = У (в) — J у' (z) dx.

а

Отсюда следует, что
і
J у' (х) dx

(6) — у (а)

Но в условиях теоремы Ролля у (Ъ=у (а); 
поэтому здесь '

Теперь остается только применить тоорому 
Лагранжа к функции у'(х): если сродное 
значение функции на интервале от а до Ъ 
равно нулю, то в этом интервале есть точка с, 
в которой у' равно нулю.

Упражнения
7.7.1. Найдите среднее значение функции 

у=х2 на участке от 0 до 2. Сравните это среднее 
значение со средним арифметическим значе
ний функции на краях и со значением в се
редино промежутка.

7.7.2. Проверьте формулу Симпсона (3): 
а) для функции упр. 1; б) для общей квадра
тичной функции y=rx2-\-px-]-q\ в) для куби
ческой функции у=Лг34-Вг2-|-Ст--Р.

7.7.3. Сила тяжести убывает с расстоянием
А г от центра Земли по закону _ = уу .
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Найдите среднее значение силы тяжести на 
участке от поверхности Земли (радиус 7?) 
до точки, удаленной на расстояние Л от Земли 
(т. е. на расстояние 27? от центра Земли). 
(В этом упражнении для нахождения среднего 

используется «интеграл энергии» - F (х) dx 
<F — сила, а х — путь), имеющий важный 
физический смысл.)

7.7.4. Сравните найденное в упр. 3 зна
чение среднего: а) со средним арифметическим 
значений силы на краях участка ее изменения 
(совпадающим со средним для линейно изме
няющейся величины); б) со средним, найден
ным по формуле Симпсона (3) (совпадающей 
с истинным значением среднего для квадра
тичного закона изменения рассматриваемой 
величины).

7.7.5. Найдите среднее значение функции 
у=хп на промежутке от х=0 до x=xtl.

7.7.6. Найдите среднее значение функции
у=се*ж  на промежутке, в которому меняется 
от у=п до выразите это среднее значе
ние через пит, исключая с и к из ответа. 
Исследуйте полученное выражение при т, 
близком к га: m=n--v, v <<: п.

7.7.7. Найдите средние значения функций 
y=sin2jr, y=cos2 х на промежутке: а) отх=0 
до х=л; б) от х=0 до х=л/4.

7.7.8. Определите период функции у= 
= sin (мі-} а), где ш, а — постоянные числа. 
Найдите среднее значение функции у'2 за ее 

период.

§ 8. Длина кривой

Поставим задачу: найти длину 
д у г и s кривой y=f (х) от точки, где 
х=а, до точки, где х=Ь (рис. 1). Длину 
As малой дуги MN линии у=/ (х) за
меняем длиной отрезка MN, соединяю
щего точки М и N Е (Мы рассматри-

1 Отличие длины дуги от длины соответ
ствующей еіЦ хорды (отрезка прямой) имеет 
порядок величины | Дх|8 — и при переходе 
к пределу (к дифференциалам) пм можно 
законно пренебречь. Так, например, дуга 
окружности радиуса г, стягивающая 
малый угол А?, равна гД? (мера углов 
■— радианная!), а длина соответствую

.. ■■ „ . Д? / Д?щей ей хорды равна 2r sin -у — 2г ( -£- —
1 /At\3 \ 1

_ (Д 2' + •••) = rSt— 24г(Лг)3+--- (см. 
§ 6.2), так что разность длин дуги и хорды

1 "
примерно равна уу г (Д?)3, т. е. имеет порядок 
величины (Д«)3, где As — величина порядка 
длины дуги (или длины хорды). 

ваем только кривые без разрывов и из
ломов.) По теореме Пифагора

As « \/(Дф)2 + (Ду)2 = .

Отсюда

(7.8.1)

Перейдем в (1) к пределу при Дж—* 0;
Дуотношение -у превратится при этом

в производную y'=f'(x). Таким обра
зом, получаем

ds = \/1 (/' (ж))2 dx.

Вся длина дуги равна
ь

s = s(a, b) = j \/1 + (/' (z))2 dx- (7.8.2)
а

Если линия задана параметрическими 
уравнениями х = х (7), y — y(t) (см. §1.8), 
то из (приближенного) равенства As

у/Дх2-]-Ду2, деля обе части его на Д(, 
переходя к пределу при Д7 -> 0 и учиты- 

Дх dx ,. Ду dy вая, что lim -ц——-г-, l]m -у-"- ~’ Д/-М) Ді dt ’ di ’
ds і / / ds \2 . / dy \2 получаем -й= у Ьй) +(иг) ’ ИЛИ

ds — ^{х'У^тУУ dt; Отсюда, интегри
руя от ( = а до получаем

3
s (а, р = J#')2 + (у')3^, (7.8.2а)

а

где s(a, Р) — длина дуги кривой, огра
ниченной значениями а и Р параметра t.

Из-за наличия корня под знаком ин
теграла в (2) (и в (2а)) этот интеграл 
редко удается «взять», т. е. вычислить 
до конца, выразив величину s = s(a, &) 
(или s = s(a, Р)) в виде явно выписан



 

 
 

 
 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

  

 

 

§ 8. Длина кривой 225

ной функции пределов интегрирования 
а и b (или а и £).

Заметим еще, что из того же прямоуголь
ного треугольника2 * со сторонами Дж, Ду и 
MN («As), с помощью которого мы 
выразили As через Дж и Ду, имеем

2 .этот треугольник играл большую роль 
в рассуждениях Лейбница, который исходил 
из него при введении дифференциалов.

з Уравнение (4)) можно также записать
х

в виде у = a ch где символом ch t обозна
чен так называемый гиперболический косинус ве
личины t (см. § 14.4, в частности рис. 14.4.1).

Дж « As cos ф,
Ду «As siny,
где ф — угол, образованный прямой MN 
с осью Ох. При Дж-> 0, очевидно, ф -> <>, 
где — — угол, образованный с осью Ох 
касательной к линий y = f(x). Та
ким образом,
dx = ds cos <р, dy = ds sin f

и ds — \Jdx24-dy2, (7.8.26)

где употребление дифференциалов указы
вает, что в этих формулах <йж(=Дж), 
как и dy, ds, малы.

Приведем несколько примеров, когда 
выкладки нетрудно довести до конца.

1. Длина окружности. Будем 
искать длину окружности ж2-Ц у2 = Т?2 
или, точнее, длину s четверти окруж
ности, лежащей в первом квадранте; по
лученный результат мы затем умножим 
на 4.

Из уравнения окружности имеем:

y = JR2-x2,

По формуле (2)

о о

X
VR2 — х2 '

Введем новую переменную t по фор
муле ж = R sin t; тогда dx = R cos t dt 
и из (3) следует

2. Цепная линия — это кривая, 
уравнение которой имеет вид

у = у (еж/“ + е-*'«),  (7.8.4)

где а — постоянное число з. Название 
«цепная линия» происходит от того, что 
такую форму принимает гибкая и не
растяжимая тяжелая нить постоянной 
плотности (например, цепь), подвешен
ная за оба конца. График цепной линии 
изображен на рис. 2 (для а = 2).

Найдем длину дуги цепной линии от 
точки ж = О до точки ж = жо. Из (4) 

, ех1а — е-х1а
следует, что у =------g----- , поэтому
,------------ 1 /«2®/а •) іVI + (у')2=у і + -е-— 2 + е— =

, (е*« в + е-^)2 е^а + е~Х>а
' 4 ~~ 2

и, значит,
«Оf ех1а -4- е-х>1а а lx.

s = J---- 1------dx = — (exia — е~хаа) I =
о

3. Циклоида. Мы знаем, что (пара
метрическое) уравнение циклоиды имеет 
вид: 

Rdx
VR2 — x2 ’

(7.8.3)

где а — радиус образующего циклоиду 
круга (см. § 1.8). Поэтому в силу (2а)

x/2

О

ds = \ja2 (1 — cos t)2 (a sin t)2 dt = 

= a Vl — 2 cos t -f- cos21 -|- sin2 tdt —

(ср. § 5.6), откуда получаем хорошо извест
ную формулу для длины окружности: 

£ = 2^.. 4=27?

= a \2 — 2 cos tdt = 

= a y4 sin22- dt = 2a sin 
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и дуга циклоиды, заключенная между 
точками, отвечающими значениям а и 
Р параметра і, равна

з

а

Так как двум последовательным
«остриям»уциклоиды (см. рис. 1.8.3)

у k а

а 8 .г

Рис. 7.8.3 Ум ! 1 .
У а і ґ

отвечают значения 0 и 2тг параметра і, то 
длина дуги одной арки циклоиды равна 
8а, т. е. она в четыре раза больше диа
метра порождающего циклоиду круга.

Мы уже отмечали, что чаще всего функцию 
Vl—(y' (z))2 проинтегрировать в элементар
ных функциях трудно (или даже невозможно) 
из-за наличия корня. Поэтому большой инте
рес представляют приближенные фор
мулы для вычисления длины дуги.

Предположим, что величина (у' (х))2 мала 
по сравнению с единицей: |у' (х)| <g 1. Тогда, 
пренебрегая в (2) величиной (у’ (z))2, получим

ь
s % j Й dx — b — а.

а
(7.8.5)

Разность Ъ—а есть длина горизонтального 
отрезка, концы которого суть х=а и х=Ь. 
Формула (5) показывает, что если у' мала 
по абсолютной величине (кривая мало откло
няется от горизонтального отрезка), то и длина 
дуги этой кривой близка к длине горизонталь
ного отрезка (рис. 3, а).

Если, напротив, (у'(х))* 1 2^>1, то в (2)

— (у( (х))2 = у' (х) У 1 -I- утууту.

К последнему выражению также можно при
менить формулу бинома Ньютона, поскольку

1
(у' (х<~)2' — 1 • Сохраняя и в этой
лишь первые два члена, получим 

у’ (х)]/1+ (у

~ y (а) — 2 (х))2‘] = у' -т) - 2р'(х) •

(7.8.7)

Подставляя (7) в (2), находим

ь
3% Ц/М — 2y'(x)\ddx=

а

можно пренебречь единицей по сравнению 
с (у' (z))2. Таким образом, здесь мы получаем 

ъ ь
s ~ j v(f/'(z))2 j у' (х) dx = у (b) — у (а).

а а
(7.8.6)

Формула (6) показывает, что в этом случае 
длина дуги кривой близка к длине вертикаль
ного отрезка, концы которого суть у (6) 
и у (а) (рис. 3, б). Действительно, если про
изводная у' велика, то кривая круто подни
мается вверх, а поэтому похожа на вертикаль
ную прямую (для вертикальной прямой про
изводная бесконечна).

Формулы (5) и (6) дают простые прибли
женные выражения для длины дуги, но это 
очень грубые приближения, которые можно 
найти и без обращения к формуле (2). Не
трудно получить и более точные формулы.

Пусть \у' (z)| <1. Сохраняя два первых 
члена в разложении выражения V1-J- (у' (х))2 
по формуле бинома Ньютона (см. § 6.4) и от
брасывая последующие члены, запишем

Й-Н' (Х))2 =
= [1 - * МГ.Г'^1 - у (('W)2-

Теперь формула (2) дает
ь

S Л j + У (У' (z))2] dx =

а
b

= (6 — а) — у j (у' (z))2 dx.
а

Если же | у' (z) | > 1, то



 

 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

§ 8. Длина кривой 227

ь ъ
f , 1 f dx= J у W dx + -g- J - y, (x) =

a a
b

If dx
= H6-h«) + -2 J VW' 

a

Итак, мы пришли к следующим приближен
ным формулам:

ь 
s %(Ь — а) 4- ■—_ j (у' (х))2 dx, 

если | у' (х) |< 1; (7§8)

If dx 
s^y(b)-y(a) + yJ+фГ’

а 
если | у' (х) I > 1.

Входящие сюда интегралы проще, чем инте
грал в (2), поэтому этими формулами гораздо 
удобнее пользоваться. Однако формула (2) 
является точной, а формулы (8) — только 
приближенными.

Какую же ошибку делаем мы, пользуясь 
ими? Первая из формул (8) будет тем точнее, 
чем меньше \у' |, а вторая — чем больше |г/'|; 
обе формулы дают наихудший результат при 
|/| = 1. Поэтому для оценки погрешности 
рассмотрим самый невыгодный случай у' (х)= 
=1. Ясно, что если у' (х)=1, то у (х)—х-]-с; 
график этой функции — прямая линия.

По точной формуле (2)
ь

s = j 4 1 + 1 dx = 42 (б — а) — 1,415 (& — а)

(7.8.9)

(впрочем, этот последний результат с очевид
ностью следует и из теоремы Пифагора или 
элементарной тригонометрии: ведь прямая 
у=х+с образует с осью абсцисс угол в 45°).

По первой из формул (8):
ъ

1 (■ 3
«ж (й — a) -j-~2 | — = у (5 — а) = 1,5(й — а).

. а
(7.8.10)

Вторая формула (8) дает тот же результат: 
s —- 1,5 (6-а). Сравнивая (9) и (10), видим, 
что наибольшая погрешность прибли
женной формулы близка к 6%.

При вычислении длины дуги кривую сле
дует разбивать на участки, на которых либо 
всюду |у'| 1, либо |/| > 1. Тогда ошибка
будет, во всяком случае, не больше 6%. А так 
как (у' (х))2 принимает значение, равное 1, 

лишь в отдельных точках кривой, то при пра
вильном разбиении линии на участки ошибка 
будет меньше 6% (обычно значительно 
меньше 6%). Длины прямолинейных отрез
ков (в частности, таких, где у' (х) s 1), ко
нечно, находить по приближенной формуле 
незачем.

Рассмотрим примеры (вычисления почти 
всюду проведены с точностью до второго знака 
после запятой).

1. Найти длину дуги параболы у=хъ между 
точками с абсциссами х—0 и х=2.

Производная у=2х равна 1 при 1=0,5; 
и у' < 1 при х < 0,5, у' > 1 при х > 0,5. 
Поэтому длину sj дуги, где 0 < х sg 0,5, 
найдем по первой из формул (8), а длину «2, 
где 0,5 С х С 2, — по второй формуле:

0,5
ж (^5 — 0) 0,5 j 4хМ1 =

о
(0,5)3

= 0,5 + 2 -Чр- ж 0,58,
2
Sdx

0,5
= 3,75 4- 0,25 (In 2 — In 0,5) ъ 4,10,

значит,
ї=51+$2 я 0,58+4,10=4,68.

С другой стороны, в силу (2)

2
з — — 41 + 4і2 dd,

о —-

откуда, сделав замену 2x=z и воспользовав
шись формулой 33 Приложения II (с. 478), 
находим точное значение s:

j 41 + dx =

= у * 44г2 + 1 + у In {2х + 44x2+l^)) + С,

(7.8.11)

и, следовательно,

s = у ^2 417 + у 1п (4 + 4,65. (7.8Л2)

(Недоверчивый читатель может убедиться 
в справедливости формулы (11), продифферен
цировав правую часть этой «формулы.)

Ошибка при подсчете по формулам (8) 
составила около 0,7%.

2. Найти длину дуги экспоненци
альной кривой у=е*  между точками 
с абсциссами х=0 и х=1.
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В этом случае у'=ех, и при изменении х 
от 0 до 1 производная растет от 1 до е. Поэтому 
используем вторую из формул (8):

і

о
~ 2,72 - 1 — 0,5е-ж ' Дг 2,04.

Точная формула дает для длины дуги зна
чение (см. упр. 16 и 2 ниже)

s = V1 + е2 — V2 +
1 Ve2 + 1 — 1

+ v In ■ . .----------2 v/e2 -|- і + і

1
1п

V2 — 1
✓2" + 1

%2,00.

Ошибка приближенной формулы 2%.
Иногда для приближенного вычисления 

длины дуги подынтегральную функцию в (2) 
разлагают в р я д по степеням х. При этом, 
удерживая надлежащее число членов разло
жения, можно получить значение длины дуги 
с любой степенью точности.

Рассмотрим пример. Определим длину 
окружности. При этом будем искать 
длину s дуги окружности, соответствующую 
центральному углу в 30°. Длина окружности 
С= 12s. Ясно, что мы получим такой же ин
теграл, как и в (3), но с другим верхним пре
делом:

7г/2

0

здесь мы используем соотношение R sin 30°=

. Подынтегральное выражение преоб
разуется следующим образом:

(7.8.14)

Выражение (14) разложим в ряд по формуле 
бинома дНьютона (см. формулу (6.4.3)). Для 

/ а \2
этого положим (-д-) ~t. Получим

Г / X )ГН/, , „ , 1Р
LMw)] = (-*Г Л=-+т/ +

3 5 35
+ 8"* 2 + 16 /3 + 128 ** + • • • =

1 / х \2 3 / х \4
= 1 + ~\RJ + ~8\RJ +

5 / х )• 35 / х )
+ 16 (я/ + Т28 (я) (7.8.55)

Подставляя (15) в (13) и интегрируя, на
ходим

s
/1 1 3

= R V“2 + 6 ■ 23 + 40-25 +
, 5 • 35 •

+ 16.(.2*  + 128 • 9 - 2» “----- ■ • (7-8-16>

Члены ряда (16) убывают довольно быстро. 
Поэтому для получения s достаточно взять 
несколько первых членов ряда. Взяв один 

1 „ 
член, получим R, откуда длина всей
окружности С 6R. Взяв два члена, полу
чим s st 0,521 Я, т. е. С % 6,252/?; три члена 
ряда дают s% 0,5237?, С % 6,2767? и т. д.

Мы знаем, что длина окружности С~2”/?. 
Сравнивая это с полученными нами резуль
татами, находим такие приближенные значе
ния числа л:
3; 3,126; 3,138, . . .

Чем больше членов ряда (11) взять, тем точнее 
получим значение л. Значение числа г. с че
тырьмя верными десятичными знаками та
ково: л % 3,1416.

У и ражнения
7.8.1. Запишите в виде интеграла длину 

дуги: а) параболы у—х2 от точки (0, 0) до 
точки (1, 1); б) экспоненциальной кривой 
у—ех от точки х=0 до точки ж=1; в) длину

у~ .дуги эллипса -^- 4- -р-= 1.

7.8.2. Доведите до конца упр. 16, выпол
нив в интеграле замену переменной l--e2x=z2.

7.8.3. Пользуясь приближенными форму
лами (8), найдите длину дуги цепной линии 
между точками я=0 и я=2 (а=1). Сравните' 
полученный результат с точным значением 
длины дуги.

7.8.4. Найдите приближенно длину дуги 
гиперболы ху=—1 между точками ж=0,5 
и х=1. [Замечание. В этомм случае точ
ного решения получить нельзя, так как ин
теграл в (2) не может быть выражен с помощью 
элементарных функций. ]

7.8.5. Получите приближенные значения 
числа те исходя из подсчета длины дуги окруж
ности с центральным углом в 45° (удержите- 
три, четыре и пять членов ряда).

§ 9. Кривизна и соприкасающаяся 
окружность

С понятием длины дуги связано опреде
ление кривизны к и радиуса кривизны 
R кривой в некоторой ее точке. Для 



 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

  
 
 

§ 9. Кривизна и соприкасающаяся окружность 229

окружности радиус кривизны 7? совпа
дает с радиусом окружности, а кривиз- 
нои называется величина К = оорат- 
ная радиусу. Чем меньше радиус R 
окружности (т. е. чем больше ее кри
визна К), тем круче заворачивается 
окружность, тем более она «искривлена» 
(рис. 1). При очень большом R, напро
тив, искривленность окружности почти 
не заметна, т. е. окружность обраща
ется в «почти прямую»: так, из-за боль
шой величины радиуса земного шара мы 
не замечаем искривленности Земли (для 
того чтобы увидеть это, надо подняться 
в космос, что пока еще мало кому до
ступно).

Обратимся теперь к произвольной 
кривой Г. Ясно, что на рис. 2 линия 
больше искривлена на участке PQ, где 
она круто заворачивает налево, чем на 
участке MN, где ход ее более плавный. 
Однако какой точный смысл имеет по
следнее 
можно

Рассмотрим угол ср между касатель
ными к кривой в концах М и N дуги 
MN-. если на протяжении этой дуги 
касательная поворачивалась все время 
в одном направлении, то угол ср указы
вает, на сколько именно повернулась 
на участке MN касательная (или кри
вая, поскольку направление кривой за
дается направлением касательной). Для 
определения степени искривленности 
кривой нам надо знать еще протяжен
ность s участка (дуги) MN: если $ ве
лико, то даже при медленном изменении 
направления касательной может полу
читься большое значение ср.

Таким образом, отношение

*ср = уср $ 

утверждение? Пояснить его 
так.

(7.9.1)

(или удельнуюі) 
дуге MN. Кри- 

определяется как 
кривизны при

указывает среднюю 
кривизну кривой на 
визна же в точке М 
предел средней 
стремлении дуги MN к нулю:

k= lim ,
д«->о

где As — длина (малой) дуги ММГ ли
нии Г, а Да — отвечающее этой дуге 
приращение угла а, образованного ка
сательной к кривой с осью х, т. е. угол 
поворота касательной к кривой (угол 
между касательными t и j к Г в точ

ках М и Мг; рис. 3). Но в силу опреде
ления производной (см. § 2.1) последнее 
равенство можно записать так:
А- — —as

Рис. 7.9.1

Таким образом, кривизну R можно 
определить как скорость поворота каса
тельной к кривой Г при равномерном 

Рис. 7.9.2

движении точки по кривой с единичной 
(линейной) скоростью, т. е. в условиях, 
когда точка М проходит путь MM^—ds 
за время dt=ds.

Теперь нам остается только вспомнить, 
что tg а=у', так что a—arctg у' и, зна
чит,
, , , , ,, du' u"dxdo. = d (arc tg у ) = ! + = 1 + {y,^;

кроме того (см. § 8), ds = уТ (y'fdx. 
Таким образом, окончательно получаем 

k = 17= . - dx] =

= 7^77^77 <7-9-3*



 

 
 

 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 

230 Гл. 7. Исследование функций. Несколько задач из геометрии

и, значит,

R _  1 _ U + (уТҐ' 
к у’ (7.9.3а)

Если кривая Г задана параметриче
скими уравнениями х = х (Z), y = y(t) 
1 «л с\\ dy у' day х'у’—х’у'(см. § 1.8), ТО р И dx^ (X7 * *)5 
(см. (4.4.9)); поэтому из (3) и (За) следует

1 Окружность на плоскости определяется 
заданием трех чисел (параметров), которыми 
могут служить, например, коэффициенты а, 
bur уравнения (х—а)2-)-(г/—Ь)2—г2=0 окруж
ности. Для нахождения этих чисел (т. е. для 
определения окружности) необходимо задать 
три условия, которыми могут служить, 
в частности, выписанные ниже уравнения (5).

2 Соприкасающуюся окружность S кривой
Г можно определить еще и следующим образом.
Рассмотрим окружность S, проходящую через
три точки Л/j, М, и М3 кривой Г, близкие
к точке М. Когда все эти точки стремятся
к точке М, окружность S стремится к со
прикасающейся в точке М окружности X.

х'у’ — х’у'
‘ !(*')*+  (н')21’/а ’
_ 1 = [(*') * + (у')2]’1’ 

к х'у’ — х’у' ’ (7.9.36)

Укажем еще, что поскольку угол 
а — величина безразмерная (мы ис
пользуем, как всегда, радианную меру 
угла), a s имеет размерность [Z] длины, 
то кривизна к кривой имеет размерность 
[/■1] (скажем, см-1), а радиус кривизны, 
как и полагается радиусу, — размер
ность длины [Z1 (например, см).

Понятие радиуса кривизны (а зна
чит, и кривизны) линии можно опре
делить и «более геометрично». Для этого 
проведем в двух близких точках М и 

кривой Г нормали (перпендику
ляры к касательным) MQ и Mj_0; через 
0 мы обозначим точку пересечения нор
малей (см. рис. 3). Согласно известной 
теореме геометрии угол MQM± между 
нормалями равен углу Да между каса
тельными в точках М и Мх (углы со 
взаимно перпендикулярными сторо
нами). Отсюда можно найти расстояние 
MQ от точки пересечения нормалей 
до кривой.

Заменим приближенно малый уча
сток кривой дугой окружности. Нор
маль к окружности направлена по ее 
радиусу. Точка пересечения нормалей 
есть центр окружности. Если бы кривая 
была окружностью радиуса R, то мы 
имели бы ds — Rda, или эта ве-’ ds R ’

daличина -jds (кривизна окружности) по
стоянна для любого участка дуги ок
ружности. Подберем теперь дугу ок
ружности так, чтобы она была воз
можно более близкой 
к дуге ММГ. Слова «возможно более 
близкой» здесь можно понимать как 
требование совпадения первых трех

членов разложений Тейлора уравнения 
у—у (х) рассматриваемой кривой
J/ = У(а) + /'(а(® — a)-|-

— а)2 +

+ у У («) — a)3 -J- ... (7.9.4)

(мы считаем, что точке М кривой отве
чает значение х=а абсциссы) и урав
нения y=Y (х) окружности 
у=У(а)+У' (а)(ж-а) + 
+-у"(аг)(а-а)24-

+4 Y («І (я — а)3 + • • • (7.9.4а)

(см. формулу (6.1.18))1. Другими сло
вами, мы требуем совпадения значений 
не только у (а) и У (а), но и первых двух 
производных функций у (х) и У (х) 
в точке х=а:
y(a) — Y (а), у' (а) = У' (а), 
/((н^У». (7.9.5)

Но в силу (3) равенства (5) гарантируют 
совпадение в точке М кривизны кривой 
Г с уравнением у=у (х) и окружности 
2 с уравнением у=У (х). А это озна
чает, что радиус MQ=R окружности 
S выражается формулой (За).

Проходящая через точку М кривой 
Г окружность S, наиболее близкая 
к Г, называется соприкасающейся ок
ружностью2, этой кривой; радиус R 
этой окружности и есть раДиус кри
визны кривой, а центр 0 окружности 
S называют центром кривизны кривой 
(в точке М). Таким образом, радиус 
кривизны кривой можно определить как 
радиус ее соприкасающейся окруж
ности; кривизна же кривой обратна 
радиусу соприкасающейся окружности 
кривой.
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Заметим еще, что поскольку в силу 
(4), (4а) и (5) разность Y (х')-у (т)= 
=-^-[yz//(a) — у"' (a)] dxs -j- . ■ . при пе

реходе через точку М (т. е. при изме
нении знака dx) меняет знак, то сопри
касающаяся окружность Е в точке 
соприкосновения с кривой Г ее п е- 
ресекает3. Это позволяет описать 
соприкасающуюся окружность так.

Рассмотрим всевозможные окруж
ности о, касающиеся линии Г в точке 
М и имеющие в М то же направление 
выпуклости, другими словами, прохо
дящие через М, имеющие в М ту же ка
сательную, что и Г, и такие, что центр 
а расположен со стороны вогнутости 
Г (рис. 4). Одни из этих окружностей 
целиком расположены внутри Г (т. е. 
со стороны вогнутости Г); их кривизна 
будет больше кривизны Г. Другие, 
напротив, охватывают Г снаружи; 
кривизна таких окружностей м е н ь- 
ш е кривизны Г. И лишь одна 
из окружностей а переходит в М с од
ной стороны Г на другую; эта окруж
ность So теснее всего примыкает к Г и 
называется соприкасающейся окружно
стью S.

Если условие (5) выполняется уже 
для прямой (для касательной t к кривой 
Г в точке М), то (вычисляемый по фор
муле (За)) радиус кривизны Г обра
щается в со, а кривизна к — в 0; такие 
точки М называются точками распрям
ления кривой Г. Ясно, что в точке рас
прямления линия Г центра кривизны 
Q не имеет (он «уходит в бесконеч
ность») .

Из (3) следует, что знаки кривизны к 
и радиуса кривизны R (до сих пор мы 
говорили лишь об абсолютной величине 
к и R, игнорируя знаки этих величин) 
совпадают со знаком второй производ
ной у”, т. е. характеризуют направле
ние выпуклости кривой (ср. 
§ 2.7). Если кривизна отрицательна, т. е. 
в точке М имеет место неравенство

3 Исключением тут могут служить лишь 
точки, для которых случайно наряду с усло
виями (5) имеет место также и равенство 
Y"' '(а) = У" (а). Примером таких точек могут 
служить вершины эллипса (точки пересечения 
эллипса с осями координат), в которых, как 
это следует из соображений симметрии, со
прикасающаяся окружность не может пере
сечь эллипс; по аналогии с этим случаем все 
такие точки кривой Г называются ее верши
нами. 

у"< 0, то кривая в этой точке располо
жена ниже касательной в точке М, т. е. 
она выпукла (или выпукла 
вверх; рис. 5, а); при этом центр 
кривизны Q расположен ниже точки

а /V сИ t

Рис. 7.9.4

М. Если кривизна положительна, т. е. 
у" > 0, то кривая расположена выше 
касательной, т. е. она вогнута 
(выпукла вниз; рис. 5, 6); в этом 
случае центр кривизны Q расположен 
выше М. Наконец, если кривизна об
ращается в нуль, т. е. у"=0, то, как 
мы знаем, кривая в точке М меняет на
правление выпуклости: по одну сторону

от М она направлена выпуклостью 
вверх, а по другую — выпуклостью 
вниз (рис. 5, в). В такой точке кривая 
переходит с одной стороны касатель
ной на другую, она меняет направле
ние выпуклости, перегибается, поэтому 
такие точки и называются точками 
перегиба. В точке перегиба 
у уравнения у=у (х) кривой Г и урав
нения y—Y (х) касательной t совпа
дают не только первые, но и вторые про
изводные: y"—Y" — 0, т. е. здесь для 
касательной t выполняются условия 
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(5); другими словами, в точке перегиба 
М роль/соприкасающейся окружности 
£ играет)'к/а/с а/т е л ь н а я t, т. е. 

М есть точка распрямления линии Г.
Для прямой I, которую ведь тоже 

можно рассматривать как линию Г, 
угол а, образованный касательной 
к I (это есть сама прямая I) с осью Ох, не 
меняется; последнее условие означает, 
что кривизна к прямой тождественно 
равна нулю (I совсем не искривлена). 
Для окружности S угол а меняется, но 
екорость /с = изменения угла а /при 
движении вдоль окружности сохраняет 
свое значение; говорят поэтому, что 
окружности 4 (и прямые) суть линии 
постоянной кривизны. Можно показать 
что; это - единственные такие линии.

Пусть МЦх, у\(х))— точка кривой Г. 
Касательная і к этой кривой в точке 
М имеет наклон у' (=tg а); нормаль 
п перпендикулярна t, т. е. образует 
е осью Ох угол р = а-|-90о (см. рис. 3);■ 1 
ее наклон равен t,gp = —ctga — — 
Поэтому (направленные) проекции МР 
и PQ на оси координат отрезка MQ 
длины R соответственно равны р= 
=7?cos р=—2?sin а и g=2?sin p=.?cos a, 
т. e. координаты 5, -q центра кривизны 
Q таковы:
$ = a: -<- р — х — R sin a,
т] = У + Q = У + R cos a- (7.О6)

Учитывая же формулу (За) для R и 
то, что, очевидно,

1 
cos a = —;

Vi 4- tg2 a
. tg aSin a = -У 1 4- tg2 a

1
V 4-(y')2 ' 

y'
V4-(y')2 -

окончательно получаем:

T. e

(Это согласуется с условием iq > у при 
к /> 0, т. е. при у" >0, и т </ у при 
к < 0, т. е. при у" <- 0.)

Если кривая задана параметриче
скими уравнениями х=х (t), у=у (t), то 
(ср. (36))

£ — X

■ п=у

(Р)2 + (У)2 
х'у" — х"у' V ’

4 Слово эвольвента в переводе с ла
тинского означает «развертывающая», эво
люта — «развернутая», «та, которая развер
тывается»; эти названия связаны С теми свой
ствами эволют и эвольвент, о которых рас
сказано мелким шрифтом в конце настоящего 
параграфа.

, (*Т4-(у')2  , 
Т" -г.'п" — -т- (7.9.7а)

(см. упр. 4).
Множество центров кривизны Q (?, 7j) 

кривой Г заполняет новую кривую у, 
которая называется эволютой кри
вой Г; сама кривая Г по отношению 
к своей эволюте у называется эволь
вентой *

Пример 1. Парабола у=?. 
Здесь у'=2х, у”=2 (=const), поэтому 
кривизна к и радиус кривизны R пара
болы в точке М (х, у) (=М (х, г2)) 
равны:

2
\/(1 4-4х2)- -

\/(1 4-4г2)з
2к =

Центр кривизны <(1, т) параболы в ее 
точке М (х, х2) имеет координаты
«. 1 + 4.т2 г, , 31-х------ -—----- хх== —жх,

9 , 14- О 2 I 17] = X2 4----- L_ = Зя2 Ц- у,

т. е.

= —-//(((fl— 1/2)3, или S = С7)-'’,

(7.9.8) 
где с = — а ъ = К] — Ц2.

Таким образом, эволютой параболы 
у — х2 является полукубическая 
парабола. (8), острие которой совпа
дает с точкой (0, х/2), а осью симметрии 
является ось ординат (рис. 6).

П р и м е р 2. Циклоида х — а (і — sin і), 
у = а(1 — cost). Для нее имеем х' = 
= а(1 — cos і), у' = a sin - , a" = asinZ, 
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у" = a cos t (штрихами обозначены про
изводные по параметру 1). Поэтому
(я')2 + (у')2 — а2 (1 — cos і)2 -}- a- sin21 = 
= а2(2 — 2 cos t) = 4а2 sin2 у,

y"x' — xy' — a cos t ■ a (1 — cos t) —
— (a sin t)2 = a2(cost — 1) — —2a2 sin2 - .

Таким образом, в силу (7а) получаем:
5 — a(t — sin t) -j- 2а sin t = a (t -|- sin t),

(7.9.9)
7] = a (1 — cos t) — 2a (1 — cos t) = 
= —a -f- a cos t.

Для того чтобы понять, что это за 
кривая, введем новый параметр tv — t тс
(или t = t± — -тс) так как sin£=—sin 
и cost ——cost±, то имеем
I = а (tx — sin 4) —
т] = а (1 — cos 4) — 2а. (7.9.10)

Таким образом, эволюта (9) (или (10)) 
циклоиды — это такая же циклоида 
4=а (4—sin tj), т=а (1—cos j) (где 
51=Е--атс, 7]1=i)-|-2a), только сдвину
тая относительно первоначальной цик
лоиды на диаметр 2а образующего круга 
вниз и на ширину ка половины арки 
циклоиды влево (рис. 7).

Для того чтобы разобраться в^дальнейших 
свойствах эволют и эвольвент, продифферен
цируем равенства (6):
d% = dx — R cos a da — sin a dR, 
di\ = dy — R sin a da -|- cos a dR.

Но так как (см. (8.26))
ds

dx = cos a ds = cos a —— da — R cos a da,
. ds

dy — sin a ds = sin a —— da = R sin a da,

TO
d$ = —sin[a dR, di] = COS a dR. (7.9.11)

Поделив равенства (11) одно на другое, 
получим

.— —Ctg а — tg (а + 90°). (7.9.12)

Отсюда вытекает, что касательная к эволюте у 
кривой Г (т. е. к множеству центров кри
визны Q (В, т;)) образует с осью"' Ог угол (= 
= а 4-90°, т. е. ее направление совпадает 
с направлением нориаликГ. А так как 

точка Q принадлежит нормали п к кривой Г 
в точке М, то касательная к у совпадает с пря
мой п: касательные к эволюте у кривой Г сов
падают с нормалями'0 Г (рис. 8).

С другой стороны, из (11) следует: 
d$2 J- di;2 — sin2 adR2 -|- cos2 adR2 = dR2, 
t. e. da —— dR, (7.9.12a)
где через a обозначена’длинаГдуги эволюты j 
кривой Г (и da, и di? мы считаем положитель
ными).

Рис. 7.9.7

Последнее замечание имеет следующий 
смысл. Рассмотрим такую дугу М1Л4 к₽и- 

dR 
вой Г, что на этой дуге производная R' =

сохраняет постоянный знак. При этом дш 
условимся так выбирать направление отсчета 
длины дуги s вдоль кривой Г, чтобы эта произ
водная R была положительной; дру
гими словами, будем считать, что дуга отсчи
тывается вдоль Г в направлении роста ра

* Это выражают, говоря, что эволюта у 
кривой Г является огибающей нормалей Г.
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диуса кривизны R. В таком случае прираще
ние M2Q2—MiQi—R2—Ri=&R радиуса кри
визны вдоль дуги Л/1Л72 равно длине Д а дуги 
эволюты. А так как отрезки (=7?i) и
M2(?2 (—R2) являются касательными к эволюте

7 кривой Г (см. рис. 8), то процесс образова
ния по линии у (эволюте) ее эвольвенты Г 
можно описать как процесс разматывания 
иерастяжимой нити, натянутой на «катушку» 
формы 7: при таком разматывании конец М

Рис. 7.9.10

нити как раз и будет описывать линию Г. 
Именно с этим обстоятельством и связаны наз
вания «эвольвента» и «эволюта» кривой (см. 
сноску 4 на с. 232).

В качестве примера составим (параметри
ческое) уравнение эвольвенты окруж

ности радиуса г с уравнением z2+y2=r2, 
или x=r cos t, y=r sin t, где t — это угол. 
Будем считать, что эвольвента проходит через 
точку А (г, 0) и развертывание намотанной 
на круглую катушку нити происходит в на- 
иравлении против часовой стрелки (рис. 9). 
При этом касательная МТ к окружности 
з точке М (г cos t, г sin t) образует с осью Ох 
угол a=90°—-t и отложенный по касательной 
етреаок МТ длины rt (равной длине дуги А М 
окружности) имеет проекции rt cos а — 

= ■—rt sin t и rt sin a = rt cos t на оси коорди
нат. Отсюда без труда получаем следующие 
параметрические выражения координат X, Y 
точки Т (X, У) (т. е. уравнения эвольвенты 
окружности):
X = г cos t — rt sin t,
Y = r sin t -|- rt cos t. (7.9.13)

Учение о эволютах и эвольвентах плоских 
кривых принадлежит X. Гюйгенсу; оно было 
изложено в его книге «О маятниковых часах» 
(1673) в связи со следующей задачей (ср. [39, 
с. 96—117]). Составим уравнение движения 
маятника, т. е. материальной точки массы т, 
движущейся по линии у:

d^s
т~-^- = mg sin а, (7.9.14)

где s — длина дуги линии у, а t — время, 
d2s

так что —это (тангенциальное, т. е. на
правленное по касательной к у) ускорение час
тицы; g — ускорение свободного падения; 
а — угол, образованный касательной I к ли
нии у с горизонталью, и mg sin а — проекция 
(вертикальной) силы тяжести mg на I (рис. 10; 
ср. гл. 9 и 10). При этом период колеба
ния маятника, строго говоря, зависит от раз
маха, т. е. от той наивысшей точки линии 7, 
с которой начинается движение маятника. 
Гюйгенс поставил вопрос о том, при какой 
форме линии у период колебаний маятника 
будет одним и тем же независимо 
от размаха колебаний. Проанализировав диф
ференциальное уравнение (14) (что было 
вовсе не просто: ведь дифференциальное 
и интегральное исчисление в этот период еще 
не было создано), Гюйгенс нашел, что для этого 
необходимо, чтобы масса т перемещалась 
по циклоиде. Но как заставить маятник дви
гаться по циклоиде? Вот в этой связи Гюйгенс 
и разработал общую теорию «разверток» 
(эвольвент) кривых; он обнаружил, что 
эволютой циклоиды является снова циклоида 
(ср. с. 233 и рис. 7)', и показал, что если распо
ложить у точки подвеса гибкой нити цикло
идальные «губы» так, чтобы нить в процессе 
движения наматывалась на них, то конец 
нити постоянной длины будет описывать 
циклоиду (рис. 11). И первые маятниковые 
часы, сооруженные Гюйгенсом, имели такие 
«губы»; впрочем, впоследствии Гюйгенс от
казался от такой конструкции, выяснив, что 
практически «губы» не увеличивают точности 
хода часов, ибо в силу малости углов а в урав
нении (14) можно заменить sin а на а, а из 

d2s
уравнения т = mga вытекает постоянство 
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периода колебаний маятника фиксиро
ванной длины I (см. § 10.3).

Уп раэюнения
7.9.1. Вычислите кривизну (в произвольной 

точке кривой): а) эллипса х=а cos t, y — b sin Z;
1 „

б) гиперболы у = — \ в) параболы четвертого 
порядка у=ах*.

1 Этот принцип (он сыграл заметную роль 
в создании концепции интеграла) был сфор
мулирован (по существу без доказательства) 
в книге «Геометрия неделимых» (1635) Б. Ка
вальєри, ученика Г. Галилея.

7.9.2. Найдите эволюты: а) эллипса х=
1 

= acosZ, у = Ь sin Г, б) гиперболы У-у-
7.9.3. Докажите, что точкам максимума 

или минимума кривизны линии отвечают 
«острия» (точки возврата) ее эволюты (ср. 
с рис. 6 и 7).

7.9.4. Докажите формулы (7а).

§ 10. Стереометрические приложения 
интегрального исчисления

В § 3.6 была получена формула
ъ

V = j S (х) dx, (7.10.1)
а

где S (х) — площадь сечения тела пло
скостью z=const, перпендикулярной 
оси х (советуем читателю повторить 
вывод этой формулы). При помощи этой 
формулы там была получена формула 
для объема пирамиды. Так же по
лучается и формула для объема к о
н у с а. Примем за начало координат 
центр круга, лежащего в основании пря
мого кругового конуса, а ось х напра
вим по высоте конуса (рис. 1). Пусть 
S (х) — площадь сечения конуса пло
скостью, перпендикулярной к высоте 
и отстоящей от основания конуса на 
расстояние х. Это сечение есть круг не
которого радиуса тх, где
тх И х
г Н '

как это следует из подобия треугольни
ков; здесь г — радиус основания конуса 
Н — его высота. Поэтому гх = — х)

и S (X) — кгх = >———, а, следо
вательно,

Для вычисления объема шара 
радиуса R совместим начало координат 
с центром шара (рис. 2). Сечение шара 
плоскостью, перпендикулярной к оси 
х и отстоящей от начала координат на

расстояние х, есть круг некоторого ра
диуса Rx, где в силу теоремы Пифа
гора Rx — \]R1 2 — х2- Поэтому S (х) = 
— = т:(2?2 — х2), и, значит,

R
V= \(R2 — x2)dx =

Из формулы (1) следует принцип 
Кавальериї: если два тела, рас
положенные между двумя параллель
ными плоскостями Р и Q, таковы, что 
в сечении этих тел любой плоскостью, 
параллельной Р и Q, получаются равно
великие фигуры, то и объемы этих тел

Рис. 7.10.2

равны. В самом деле, при вычислении 
объемов этих тел по формуле (1), где 
ось х перпендикулярна плоскостям Р 
и Q, подынтегральная функция S (х) 
будет для обоих тел одинаковой.

Рассмотрим теперь тело вращения, 
получающееся из криволинейной тра-

н
V= J (Я — x)2dx =

о
тгг2 (Н — х)3 |Я   пг2Н3  r^r2H 

~ яз з |о ' 3'^2 • 
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пеции, изображенной на рис. 3, при 
вращении ее вокруг оси х. Сечение по
лученного тела плоскостью x=const 
есть круг радиуса у=/ (х); следова
тельно, здесь S (х) = лу2. Пользуясь 
равенством (1), находим известную 
формулу для объема тела вращения:

. ъ
V=r\y2dx. (7.10.2)

а

Найдем, например, объем эллипсоида 
вращения, получаемого при вращении 
верхней половины эллипса 
вокруг оси х (сделайте чертеж!). По
скольку для эллипса у = ~1а? — х2 
то из (2) получаем

у = тс j “г (а2 — я2) dx =
—а

ТС&2 / о X3 \ |а 4 , „=^*(A-rr)Lo=3^™b.

а Заметим, что в выражении для dF сумма 
у (х)-\-у (z-|-dx) умножается на ds, так что ве
личина, которой мы пренебрегаем, имеет по
рядок малости dx dsdx2.

При а = Ъ — R мы, как и следовало 
ожидать, получаем объем -g- л/?’ шара 
радиуса R.

Выведем теперь формулу для поверх
ности тела вращения (рис. 4). 
Рассмотрим тело, ограниченное сече
ниями, отвечающими значениям х и 
x--dx абсциссы. Обозначим боковую 
поверхность этого тела через dF. Считая 
рассматриваемое тело усеченным кону
сом, получим
dF я [у (х) 4- у (ж -J- dx)] ds, 

где ds — длина малого участка кривой, 
вращением которой образована поверх
ность тела; при этом ds=\i-\-(у'(х))2 dx 
(см. § 8). Сумму у (х)+у (x\-dx) можно 
заменить на 2у (х), пренебрегая вели
чиной порядка у' (х) dx, малой по срав
нению с у (х)2. Поэтому 

^;2 27у(ж)41-4((' (x))2dx.

Вся площадь поверхности вращения 
есть

ъ
1 = 2тс j у(а))/114-(' (x))2dx. (7.10.3)

а

При помощи этой формулы легко на
ходим, например, площадь поверх
ности шара. Действительно, шар по
лучается вращением верхней полуок-

О а 6 х

Рис. 7.10.3

ружности вокруг оси х. Уравнение ок
ружности имеет вид х2 -]y2=R2, откуда

У = \IR2 — х2, X
VR2   х'2

(7.10.4)

Подставляя эти значения в (3), полу
чаем

в
F = 2к j \/R2 — x2

—к

R
V R2 — x2

dx —

= 2nRx Гй=4я/Я2.

Более того, из (3) и (4) легко найти 
также поверхность шарового слоя (или

шарового пояса), вырезанного из сферы 
плоскостями х=а и х=Ъ — а (ср. 
рис. 2; если скажем, b=R, то слой об
ращается в шаровой сегмент или шаро
вую шапочку). В самом деле, очевидно, 
имеем

ъ

а
= 2izR (b — а).

ь

а

Таким образом, искомая поверхность 
зависит лишь от высоты Ъ—а слоя (сег
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мента) и от радиуса R шара — замеча
тельный по простоте и по красоте ре
зультат.

Формулам (2) и (3) можно придать и дру
гую форму.

Пусть изображенная на рис. 3 фигура — 
это материальная пластинка постоянной тол- 
щипы. В таком случае масса М этой пластинки 
равна

ь
М = и. j ydx — yS, (7.10.5)

а

где з — плотность материала, из которого сде
лана пластинка (плотность на единицу пло- 

ъ
щади; см. § 9.13), а 5 = j ydx — площадь пла-

•
стинкп. Расстояние ус центра тяжести С пла
стинки от оси Ох выражается формулой

ь ь
ус = 2м\ = 25 j (7.10.6)

а а

(ср. с формулой (9.13.12)). Сравнивая формулы 
(2) и (6), находим
V = 2itSyc = 2rcycS (7.10.7)

— объем V тела вращения равен произведению 
площаДи S фигуры, вращением которой полу
чается это тело, на Длину 2пу^ окружности, 
которую описывает при вращении фигуры ее 
центр тяжести. (Здесь под центром тяжести 
плоской фигуры понимается центр тяжести од
нородной пластинки, имеющей форму этой 
фигуры.) Эта теорема называется (іервой) 
теоремой Юаппа3.

Формулу (7) и теорему Паппа можно пере
нести п на случай тела, образованного враще-

3 П а п п Александрийский (2-я половина 
III в. н. э.) — последний из великих греческих 
математиков; в его сочинениях излагались 
(чаще всего без доказательства) многие ре
зультаты, как принадлежащие его предшест
венникам, так и полученные им самим. В ли
тературе (первая и вторая) теоремы Паппа 
часто называются теоремами Пап
па — Гульдина или даже просто 
теоремами Гульдина, что, од
нако, совершенно неосновательно: формули
ровки обеих теорем имелись еще у Паппа, а их 
доказательства, предложенные швейцарским 
монахом и математиком-любителем Паулем 
Гульдином (1577—1643), были весьма 
сомнительны и значительно уступали дока
зательствам тех же теорем, данным Б. Ка
вальєри и знаменитым И. Кеплером (послед
ние доказательства Гульдин ожесточенно и 
несправедливо критиковал). 

нпем фигуры произвольной формы — не обя
зательно криволинейной трапеции.

Рассмотрим, например, тело, образованное 
вращением вокруг оси Ох изображенной на

Рис. 7.10.5

рис. 5 фигуры. В этом случае сечением нашего 
тела ) перпендикулярной Ох плоскостью бу
дет круговое кольцо, ограниченное окруж
ностями радиусов уі (х) и у2 (х); поэтому здесь

5 (х) = тс [Ь1 (х)]2 — т*  ІУ2 (х)12 = ж (у1 — у1)

и, значит, объем тела вращения
6

v =я j (У1 — УІ) dx. (7Л0.8)
а

С другой стороны, расстояние ус от оси Ох 
центра тяжести С однородной пластины, имею
щей форму фигуры F, в этом случае равно

Р f У1 — У)} dx

Ус = ~2S~ І (У1 ~ УІАх = ~Ь-----------------
J 2 J (jL — y2) dx
a a

(7.10.9)

(ср. с формулой (9.13.11)). Поэтому и здесь 
V = 2nycS.

Аналогично интерпретируется и формула 
(3). Пусть поверхность тела вращения образо
вана дугой АВ (см. рис. 4); представим себе 
эту дугу как однородную материальную нить 
постоянной плотности а (а — это масса на 
единицу длины; см. с. 295). В таком случае рас
стояние у и центра тяжести С нити от оси Ох 
будет выражаться формулой

Ус = • J °У (ж) ds = ~L j У 11 ds =
$0 *0

Ь

—
а

у (x)Vl + [у' (х))2 dx', (7.10.10)

здесь х (s0) = а, х (sj) = ь. ds — элемент
«і

ДЛИНЫ дуги линии АВ, L= ( ds =
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ь
= j V1 + (yZ (х))2 dx — длина нити, М = аЛ — 

а
ее масса (ср. с формулами (9.13.4) и (9.13.56)). 

Сравнивая выражения (3) и (10), на
ходим
F = 2nLyc = 2nycL (7110111)

— поверхность тела вращения равна произ
ведению длины L дуги, при вращении которой 
получается эта поверхность, на длину 2пуд 
окружности, описываемой при вращении дуги 
ее центром тяжести. И этот результат (в т о- 
рая теорема Паппа) переносится 
на случай поверхности вращения, образован
ной вращением линии произвольной формы

(например, той, которая ограничивает фи
гуру К на рис. 5), а не только линии АВ (см. 
рис. 3), ограничивающей криволинейную тра
пецию.

Теоремы Паппа (7) и (11) часто бывают по
лезны. Определим, например, объем и 
поверхность «баранки» (тора), 
образованной вращением вокруг оси Ох круга 
радиуса г, центр которого удален от оси вра
щения на расстояние d (рис. 6). Здесь, оче
видно, центр тяжести С круга (и ограничиваю
щей круг окружности) совпадает с (геометри
ческим) центром Q нашего круга. Поэтому 
объем баранки (рис. 7) равен

V — 2nd • лг2 = 2n2r2d, (7.10.12)

а ее поверхность

F = 2nd ■ 2лг = in2rd. (7.10.13)

Теоремы Паппа могут быть использованы и 
«в обратном направлении». Шар (см. рис. 2) 
можно получить вращением полукруга ■ во
круг ограничивающего его диаметра. По
этому если радиус шара равен R, то его объем

л/?2 „ „
V = 2nyc—2~ = n2R2y0. 

Зная, что объем Vшара равен 4/3 nR3, находим 
отсюда расстояние ус центра тяжести 
полукруга от его диаметра:

4 4R
Ус = -з ^3l(n2R2) = 0,47?.

Аналогично с помощью второй теоремы 
Паппа может быть найден и центр тя
жести полуокружности (см. 
упр. 3).

Упражнения
7.10.1. Найдите объем конуса, пользуясь 

тем, что конус — это тело, получаемое при 
вращении прямоугольного треугольника во
круг одного из катетов.

7.10.2. Найдите объем тела, полученного 
при вращении вокруг оси Ох фигуры, ограни
ченной сверху линией у—^х, снизу — осью 
х, справа—вертикальной прямой х=2.

7.10.3. Воспользовавшись второй теоремой 
Паппа, найдите центр тяжести полуокруж
ности.

§ 11. Как строить кривые

Самый примитивный способ построить 
график функции / (х) — построение «по 
точкам»: оно состоит в вычислении 
/ (хя) для большого числа значений хп, 
которые чаще всего выбирают в виде 
хп=хй+па\ п=0; ±1, ±2, . . . Ясно, 
что такой способ не экономичен. Для 
того чтобы проследить за изменением 
функции на интервале Дх, нужно выб
рать шаг а гораздо меньшим, чем Дх : 
а << Дх. Но при малом шаге потре
буется очень большое число значе
ний хя для того, чтобы охватить всю 
интересующую нас область. А между 
тем с задачей построения графиков мы 
встречаемся весьма часто: ведь знание 
графика доставляет нам ряд важных 
сведений о функции, например, позво
ляет установить число вещественных 
корней уравнения / (х)=0, найти про
межутки, в которых располагаются 
корни, получить информацию о макси
мумах и минимумах функции и т. д.

Приемы, рассмотренные в § 1, 2, поз
воляют гораздо быстрее и надежнее по
строить график, составить общее пред
ставление о виде кривой. Для этого 
прежде всего следует найти характер
ные точки графика — максимумы, ми
нимумы, точки разрыва или изломов, 
точки перегиба и т. д.



 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

§ 11. Как строить кривые 239

Проиллюстрируем это на примере по
строения графика многочлена 
третьей степени
у = ax3 -f- bx2 -f- ex -j- d. (7.11.1)

Построим, например, график функции 
1:=С>,5>ж3 — 0,75х2 — ЗжЦ-2,5. (7.11.2)

Найдем прежде всего максимумы 
и минимумы. Приравнивая нулю 
производную функции (2), получим 
у' = 1,5х2—1,5ж — 3 = 0, (7.11.3)

откуда находим два корня уравнения (3):
= 1, х<£ 2.
Исследуем каждое из этих значений 

в отдельности. Для этого найдем у'", 
у" = Зх—1,5; у" (-1) = —4,5 < 0, 
у" (2) =6—1,5=4,5 > 0. Значит, при 
х=—1 функция у имеет максимум:
Ушах — —0,5 — 0,75 -|- 3 2,5 = 41,225.

Напротив, при х=2 функция имеет 
минимум:

Zmin 2,3.
Теперь посмотрим, как будет вести 

себя многочлен у при очень боль- 
ши X по абсолютной величине значе
ниях х. При больших х член, содержа
щий х3, будет значительно превосходить 
по абсолютной величине остальные сла
гаемые правой части (2). Поэтому при 
больших по абсолютной величине х знак 
многочлена (2) определяется знаком 
выражения О,5х3 при х X 0 и у > 0, 
т. е. правая ветвь графика уходит вверх; 
при х << 0 и у << 0, т. е. левая ветвь 
графика уходит вниз. (Ясно, что так же 
будет обстоять дело и в случае «общего» 
многочлена (1), если только а > 0; 
напротив, при а X 0 левая ветвь гра
фика уходит вверх, а праваа—вниз.)

Найдем теперь точки пере- 
г'и б а, т. е. точки, в которых /" (х)=0 
(см. § 9). Из (3) следует у" = Зх—1,5, 
т. е. у"=0 лишь при х=0,5. Отметим, 
что график многочлена третьей степени 
всегда имеет точку перегиба (и притом 
единственную), в которой касательная 
к графику его пересекает (рис. 1). 
Действительно, если у есть многочлен 
третьей степени, то уравнение у''=0 
является уравнением первой степени. 
Оно всегда имеет единственный корень 
х0. В этой точке разность у—у, где 

у — ордината касательной к графику, 
имеет вид А (х—х0)3, т. е. меняет знак 
при переходе х через значение х0; поэ
тому здесь касательная наверняка гра
фик пересекает.

Вернемся к построению нашего гра
фика. Вычислим ординату у точки пе
региба; получим у=0,875. Определим

еще направление касательной к гра
фику в точке перегиба. Из уравнения 
(3) получаем tg а=у' (0,5) =3,375. Ис
пользуя все приведенные выше сооб
ражения, мы приходим к форме кривой 
(2), изображенной на рис. 2.

Конечно, если не вычислять больше 
никаких значений функции, то полу
чим график, дающий грубую каче
ственную картину поведения функции.

Однако даже такой график дает возмож
ность подсчитать число корней функ
ции (т. е. число точек пересечения гра
фика функции с осью х) и грубо оце
нить их значения. В случае рис. 2 ви
дим, что корней три: один из них лежит 
где-то между 0,5 и 2, другой корень 
обязательно положителен (он даже 
больше 2), а третий — отрицателен (он 
меньше —1).

График можно уточнить, если под
считать значения функции еще при не
скольких значениях х. Найдем, напри
мер, еще три значения нашей функции, 
При х=0 имеем у=2,5; это позволит 
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нам лучше представить ход кривой 
между максимумом и минимумом. При 
х=3 получаем у=0,25; это значение 
дает представление о скорости подъема 
правой ветви кривой. Аналогично, 
чтобы как-то оценить скорость спада 
левой ветви кривой, найдем у(—2)=1,5. 
Используя эти значения, получаем гра
фик, изображенный на рис. 3.

По такому графику можем сделать 
более точные заключения о корнях: 
один из них лежит между г=0,5 и 
х=1; второй — между х=2 и г=3, 
ближе к г=3; третий корень меньше 
х=—2 (вероятно, его значение близко

Может случиться, что, приравняв 
производную нулю, мы не получим ве
щественных корней. Это означает, что 
исследуемый многочлен не имеет ни 
максимума, ни минимума. Так как все 
сказанное о поведении многочлена тре
тьей степени при очень больших по аб
солютной величине значениях х оста
ется в силе, то в этом случае график пе
ресекает ось х только в одной точке 
(многочлен имеет один вещественный 
корень, ср. рис. 1).

Наконец, производная многочлена 
может иметь лишь один (двойной) ко
рень х0. В этом случае производная 
имеет вид

У = А(х — х$, (7.11.4)

откуда, интегрируя, получаем

у =4 (® — х0)3 4-С. (7.11.5)

Из (5) следует что здесь многочлен 
(1) отличается от полного куба лишь 
постоянным слагаемым. Ясно, что 
в этом случае ни максимума, ни мини
мума функция у (х) не имеет (см. § 1, 
пример 1а). График функции пересе

кает ось х в одной точке, которую можно 
найти, приравняв у нулю:

^■{x-xf + C =

т. е.

(7.11.6)

Нахождение максимума и минимума 
многочлена третьей степени (1), а зна
чит, и исследование его графика всегда 
можно довести до конца, потому что, 
приравняв производную нулю, полу
чим квадратное уравнение, корни 
которого найти нетрудно. (Однако, 
разумеется, в общем случае дело вовсе 
не всегда будет обстоять столь благо
получно.) Кроме того, многочлен (лю
бой степени) хорош тем, что он опре
делен при всех значениях х и его график 
не имеет ни разрывов, ни изломов; при 
х, неограниченно возрастающем по аб
солютной величине, абсолютная вели
чина у также возрастает неограниченно 
(причем тем быстрее, чем выше степень 
многочлена). Но при произвольной 
(хотя бы алгебраической) функции у си
туация может оказаться иной.

В общем случае построение графика 
требует изучения поведения соответ
ствующей функции «на бесконечности», 
т. е. изучения характера ее изменения 
при х -> со и при х -» — со: если, ска
жем, при неограниченно возрастающем 
х значение функции все меньше отли
чается от фиксированного числа С, то 
функция имеет горизонтальную асимп
тоту у—С, т. е. при неограниченном 
росте х ее график «прижимается» к пря
мой у=С. Аналогично если при х=а 
функция претерпевает разрыв и, на
пример, при приближении к значению 
х=а значения у неограниченно возра
стают, то прямая х=а является верти
кальной асимптотой ^графика функ
ции у=/ (х), к которой этот график 
«неограниченно прижимается» при 
приближении х к значению а. Ясно 
также, что построение графика функ
ции естественно начинать с нахож
дения области ее определения; кроме 
того, надо выяснить, не является ли 
функция четной или нечетной 
(см. § 1.7), ибо в случае, скажем, четной 
функции нам достаточно построить по
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ловину графика, отвечающую положи
тельным значениям х, а затем продол
жить этот график по симметрии.

Проиллюстрируем сказанное не
сколькими простыми примерами. Пусть

х — 1
У=--х+т- (7.11.7)

Ясно, что эта функция определена 
при всех х, кроме значения х =—1, при 
котором знаменатель стоящей в пра
вой части дроби обращается в нуль: 
при х =—1 функция претерпевает раз
рыв. Так как при приближении значе
ния х к величине —1 значения у по 
абсолютной величине неограниченно 
возрастают, то прямая I с уравнением 
ж =—1 является вертикальной 
асимптотой графика функции. 
Нетрудно также видеть, что вблизи зна
чения х= — 1 величина у будет положи
тельна слева от прямой I и отрицательна 
справа от нее (рис. 4).

Дальнейшие детали поведения функ
ции связаны с тем, что значения 

при больших по абсолютной величине
значениях х будут сколь угодно близки
К 1 (HOO дрооь ж_|_ £ здесь становится 
весьма малой); поэтому прямая z==1 бу
дет служить горизонтальной 
асимптотой графика функции. 
Наконец, в силу (8)

4
(z+1)3 ’

т. е. у' >0 при всех значениях х, при 
которых функция определена; у" < 0 
при х —1 и у">0 при х < —1. 
Таким образом, наша функция при 
всех х (кроме х=—1, где она вообще не 
определена) возрастает; при 
х —1 график функции обращен в ы- 
пуклостью вверх, а при 
х < —1 — выпуклостью вниз; 
точек перегиба, в которых имело бы 
место равенство y"=Q, график не имеет. 
Кроме того, полезно еще заметить, что 
у—0 при х=1, и только при этом зна
чении х. График функции пересекает 
ось х в точке у=у (0) =—1 (см. рис. 4).

Вот два несколько более сложных 
примера. Если 
?=^ЕТ(=1-7^т), (7.11.9) 

то исследование функции упрощается 
ее четностью: график функции сим
метричен относительно оси Оу. Далее, 
наша функция определена при всех 
х, кроме х—1 их=—1;точкиже1и —1 
суть точки обращения функции в беско
нечность. Таким образом, прямые x=i

и^х =—1 являются вертикаль
ными асимптотами графика 
функции; прямая же у=1 является его 
горизонтальной асимпто
той (см. вторую форму записи функ
ции (9). Ясно также, что уравнение 
у (х)=0 имеет корни х= + \]2, т. е. 
х?«1,41 и xtt—1,41.

і ff ' і і

Очевидно (тут удобнее вторая форма 
записи функции (9)),

г 2х
У — (х2 — 1)2 '

„ 2 2 • 2х ■ 2х _ 6х2 -|- 2
У = (х2 — 1)2 (г2 — 1)3 _ (х2 _ 1)3 •

Л//? 
і/
II
1
»

J?

Рис. 7.11.5 1
1
1

1
1і

Таким образом, производная у' обраща
ется в нуль лишь при х—0; так как 
z"(O0=2 > 0, то значению х=0 отве
чает (локальный) минимум функции; 
при этом у (0)—2. При х < 0 функция 
убывает, а при х > 0 — растет; точек 
перегиба она не имеет, ибо равенство 
у" (хх=0 невозможно; при X < 1, т. е.
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при —1 < х < 1, вторая производная 
положительна, т. е. функция обращена 
выпуклостью вниз; при |х| )> 1 функ
ция обращена выпуклостью вверх.

График функции изображен на рис. 5. 
Наконец, для функции

уУ') (7ЛЛ)

-область определения совпадает с об
ластью положительности функции (9),

т. е. функция определена лишь при 
|х | < 1 и при |х | >> \]2 л 1, 4. По
скольку значения этой функции полу
чаются извлечением корня квадрат
ного из соответствующих значений 
функции, график которой изображен 
на рис. 5, мы можем сразу начертить 
требуемый график (рис. 6). Впрочем, 
при желании получить более полное 
представление о поведении интересую

щей нас кривой можно вычислить не
сколько значений у (х), отвечающих тем 
или иным точкам кривой, или значения 
у' (х), указывающие угол наклона ка
сательной к графику в точке (х, у (х)) 
(так, например, для кривых рис. 5 и 6 
полезно найти наклон у' (х) касатель
ной в точке (1,41; 0)).

Разумеется, детальность, с которой 
строим мы ту или иную кривую, зави
сит от тех причин, по которым она нас 
заинтересовала; в ряде случаев вполне 
достаточно получить грубое качествен
ное представление поведения линии, 
в других требуется составить о ней 
более полное представление.

Конечно, изложенное в настоящем па
раграфе касается лишь «школьных» ме
тодов построения линий, заданных сво
ими уравнениями. Совсем другие воз
можности представляет для этого сов
ременная вычислительная техника, вклю
чающая даже машины, которые сами 
вычерчивают линию на экране осцилло
графа (на дисплее машины) по введенно
му в память машины уравнению (или 
программе нахождения точек (х, у)кривой).

Упражнения
7.11.1. Найдите максимумы и минимумы 

следующих функций и постройте их гра
фики: а) у — х3 — Зх2 -f- 2; б) у = х3 — Зх2 -|- 
4- Зх — 15; в) у = х3 — Зх2 4-6г4-3.

7. И .2. Определите число вещественных 
корней уравнений: а) 2х3 — Зх2 — 12x4-15 = 
= 0; б) 4х3 4-15х2 — 18х — 2 = 0; в) 2х3 — 
— х2 — 4х _|_ 3 = 0; г) Xs — х2 _|_ 2 = 0.

7.11.3. Постройте графики функций: а) у = 
х3

= б)&2 = х3(^-^х^); в) у2 = х*(1  *ж);
г) у3 = х2 (1 —■ х)2.



 
 

 
 

 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

ЧАСТЬ ВТОРАЯ

ПРИЛОЖЕНИЯ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ 
К НЕКОТОРЫМ ВОПРОСАМ ФИЗИКИ 

И ТЕХНИКИ

Глава 8

РАДИОАКТИВНЫЙ РАСПАД И ДЕЛЕНИЕ ЯДЕР

§ 1. Основные характеристики радио
активного распада

Установленный на опыте основной за
кон радиоактивного распада состоит 
в том, что отношение числа распавшихся 
за единицу времени атомов к об
щему числу атомов является постоян
ной величиной, зависящей только от 
вида атома. При этом подразумева
ется, что общее число атомов весьма 
велико.

Указанное отношение называется ве
роятностью распада. Обозначим ко
личество атомов, которое еще не рас
палось к моменту времени t, через 
N (t). В момент времени t±-dt нерас- 
павшихся атомов будет N (t-}-dt). По
этому за время dt (от момента t до 
момента t--dt) распадается N (і) — 
— N (tNdt))— — dN атомов. Разделив 
отношение числа —dN распавшихся 
за время dt атомов к общему числа N 

/ dNатомов (т. е. долю ра паспавшяхся 
атомов) па время dt, мы получим вероят

ность распада <о= — Отсюда сле
дует, что
-L = -mN. (8.1.1)

Пз этого соотношения, поскольку раз- 
dNмерность —— совпадает с размерностью 

Nотношения —, следует, что вероятность 
распада о> имеет размерность 1/с Ь

1 Следовательно, вероятность здесь по
нимается не так, как в утверждении о том, что 
при бросании монеты вероятность выпадения 
герба-|равна половине. Определение вероят
ности распада как отношения числа распадов 
в единицу времени к начальному числу ато-

Началъное условие состоит в задании 
числа атомов в начальный момент вре
мени: N = Ng при t=tQ.

Решая уравнение (1) способом, изло
женным в § 6.6 (см. равенства (6.6.9) и 
(6.6.10)), и пользуясь начальным усло
вием, находим

(8.1.2) 

(советуем читателю проделать все вы
кладки). Однако в случае простейшего 
уравнения (1), т. е. когда производная 
пропорциональна искомой функции, 
можно предложить более простой спо
соб решения уравнения.

В гл. 4 и 6 мы выяснили, что произ
водная от показательной функции про
порциональна самой функции:
d(ах) х■———— = const • а: dx

в частности
di^Cek-) =Скеьх 

dx ’

если С и /с постоянны. Исходя из этого 
свойства показательной функции, пред; 
положим, что решение уравнения (1) 
имеет вид
N = Свы, (8.1.3)

и постараемся подобрать С и к так, 
чтобы удовлетворялись и уравнение, 

мов справедливо только в том случае, если 
число распадов в единицу времени (например, 
в секунду) составляет малую долю общего 
числа атомов. Точное определение вероятности 

1 dN 
распада дается именно формулой ш=— -р ,
т. е. вероятность распада, по определе
нию, равна отношению числа распадов за 
малый промежуток времени к общему числу 
атомов и к величине промежутка времени. 
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и начальное условие.
рун (3), получим

~ = Ске'ы = kN.
al

Дифференци-

Теперь подставим это в (1): kN= — mN, 
откуда к= — о. Полагая в (3) t=0 и 
пользуясь начальным условием, полу
чаем C=N0. Итак, N=Noe~mt, где ве
личина — wt, стоящая в показателе 
степени, как и должно быть, является 
безразмерной.

Радиоактивные атомы обычно харак
теризуют их периодом полураспада Т, 
который представляет собой время, в те
чение которого число атомов N вслед
ствие распада уменьшается в д в о е по 
сравнению с начальным. Определим 
период полураспада Т. В силу (2) 
N (T)=Noe-mT; с другой стороны, по 
определению числа Т, имеем N(T) = 
= у No. Поэтому

1 1Д „-шТ ---- —_ Д е-^Т _і ’ ос — 2 Х¥о» с 2 '

т. е.

—ыТ = —In 2,

Следовательно, период полураспада 
обратно пропорционален вероятности 
распада.

Каждый атом, прежде чем распасться, 
существует некоторое время, которое 
называется временем жизни атома.

Найдем среднее время жизни t атома 
данного радиоактивного вещества. 
Пусть в начальный момент £=0 (мож
но считать, что момент i=0 характе
ризует возникновение радиоактивного 
элемента) у пас имелось No атомов. 
За время от t до t-j-dt распадается 
примерно 
—(IN = wNdt 

атомов. Все атомы этой группы прожили 
одинаково долго, их время жизни есть t. 
Среди взятых в начальный момент t=0 
атомов имеются группы атомов, которым 
предстоит прожить неодинаковое время 
от общего для всех атомов момента из
готовления вещества до различного для 
разных атомов момента распада. Чтобы 
найти среднее время жизни, надо умно
жить время жизни каждой группы на 
число атомов в этой группе, сложить 
эти величины для всех групп и поде

лить на общее число атомов во всех 
группах.

Так как нам придется складывать 
весьма большое количество очень малых 
слагаемых, то вместо суммы появится 
интеграл, поэтому (ср. с § 7.7)

J IwNdt

1 = ---------  • (8Л.5)
j wNdt
b .

Подставим в (5) выражение (2) для N. 
Знаменатель дроби в правой части (5) 
равен

j uNdt = j
СО оо со

uN0(Tmtdt = uN0 ( e~midt = 
0 0 о

ICO= -_)oVo — I = Л;.
ш Io

как и следовало ожидать, так как 
интеграл в знаменателе указывает общее 
число всех распавшихся атомов, рав
ное, очевидно, числу атомов в началь
ный момент времени.

Интеграл, стоящий в числителе пра
вой части (5), вычисляется методом 
интегрирования по частям. Полагаем 
t = f, e~”’dlt. = dg, — -і- = g. При 
этом получаем 

o>No j te~wdt =
0

Из формулы (5) теперь следует

I Л'о . 1
tO.Vo 0J (8.1.6)

— среднее время жизни атома в точ
ности равно величине, обратной веро
ятности распада. Пользуясь этим, мож
но основное уравнение (1) и его реше
ние (2) записать так:

N = Noe-‘ii. (8.1.8)

При этом надо помнить, что время t 
есть независимая переменная, от кото-
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рой зависит число атомов N. Вели
чина же I есть постоянная, характери
зующая данный тип радиоактивных 
атомов.

Из (8) следует, что за время t=t 
число атомов уменьшается от No до 
N.el = -у, т- е. приблизительно 
в 2,72 раза.

В силу (7) начальная скорость рас
пада такова, что если бы число атомов, 
распадающихся за единицу времени, 
не уменьшалось, то все атомы распались 
•бы за время і. Действительно, при t=0 
было No атомов и скорость распада 
„ dN I No „ „оыла равна • I =-----п. 1 трак йакои
скорости для полного распада нужно 
время, равное I. Из (4) следует, что 

In 2СО = -у , поэтому

дит в основном за счет 235U). Среднее 
время жизни радия 2400 лет 4.

Однако не надо думать, что среднее 
время жизни всех радиоактивных ато
мов исчисляется тысячелетиями. Среди
радиоактивных веществ, встречающих
ся в природе и изученных еще супру
гами Кюри и Эрнестом Резерфордом, 
имеется полоний со средним вре
менем жизни около 200 дней, радий 
А со средним временем жизни 4 мин 
и р а д и й С' со средним временем 
жизни 2-Ю"4 с.

В последние десятилетия в связи с раз
витием ядерной физики и использовани
ем атомной энергии было открыто огром
ное количество (свыше 1000) различных 
радиоактивных веществ с самым различ

I т 
in 2 1,457.

ным средним временем жизни.
Если в момент времени t имеется 

N (і) нераспавшихся атомов, то в еди
ницу времени распадается п (t) = wN(t) =

Величиной t в расчетах пользоваться 
удобнее, чем периодом полураспада Т.

Упражнения
8.1.1. Среднее время жизни радия 2400 лет. 

Определите период полураспада радия.
8.1.2. Вначале имелось 200 г радия. 

Сколько его останется через 300 лет?
8.1.3. За 500 лет распалось 10 г радия. 

Сколько его было в начальный момент?
8.1.4. Определите, через сколько времени 

распадается 1%, 10%, 90%, 99% от первона
чального запаса радия.

8.1.5. Содержание радия на Земле в раз
личных породах (отношение числа атомов ра
дия к числу атомов породы) в среднем близко 
к К)-!’. Каково было содержание радия 
10 000 лет назад; 106 лет назад; 5 -10° лет на
зад (5-Ю9 лет — возраст Земли)?

dN=----у атомов.at Величина п
dN \

где —ср- с

(t) (=пое~ш,

(1.2)J есть
скорость распада атомов (см. § 1). 

Предположим, что мы наблюдаем за
распадом урана 10 лет. За это время 
в 1 г распадается около 4-101’ атомов. 
Обнаружить, что вместо 2,5-10’1 ато
мов осталось 2,5-10м—4-101’ атомов 
было бы очень трудно. Измерение числа 
распаДов часто оказывается более лег
ким делом, чем измерение количества

§ 2. Измерение среднего времени жизни 
радиоактивных атомов

Среднее время жизни t различных ра
диоактивных атомов весьма различно. 
Так, например, известно несколько 
изотопов урана. Один из них 
238U — уран с атомной массой 238 — 
имеет среднее время жизни £=7-109 
лет. Другой изотоп ’35U имеет среднее 
время жизни £=109 лет (получение 
атомной энергии на атомных электро
станциях при делении урана происхо

нераспавшихся атомов.
Проводя опыты с радиоактивными 

веществами, имеющими не очень боль
шое среднее время жизни (от несколь
ких минут до нескольких дней), уда
ется с большой точностью проверить 
формулу w=jaoey°’; (вытекающую из 
пропорциональности п и N), а тем 
самым подтвердить и формулы (1.1) и 
(1.2). Для этого можно поступить сле
дующим образом. Будем подсчитывать 
число распадов за небольшие проме
жутки времени. Поделив число распадов 
на длину промежутка времени, полу
чим 'скорость распада в различные 
моментах времени.

Построим график зависимости ско
рости распада от времени. Получим 
кривую линию. Как убедиться в том,

1 В физических справочниках часто вместо 
среднего времени жизни t указывают период 
полураспада 7>:0,69 t (см. § 1).
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что эта кривая представляет собой гра
фик показательной функции? Для этого 
подсчитаем логарифмы полученных зна
чений скорости распада и по этим дан
ным построим график зависимости ве
личины In п (1) от времени t. В резуль
тате должна получиться прямая линия, 
а это нетрудно проверить на глаз. 
Многочисленные эксперименты действи
тельно дают прямую.

Таким образом, In n(i) есть линейная 
функция времени, т. е.

In п (1) = а — Ы. (8.2.1)

А это значит, что п (t)=d1+bt =еаеы = 
=cebt. На графике величина Ъ получается 
отрицательной: Ъ= —а>, где ш — ве
роятность распада. Следовательно, опыт 
подтверждает основной результат пре
дыдущего параграфа и дает возможность 
определить (в, подсчитав тангенс угла 
наклона прямой (1) к оси t.

Надо подчеркнуть, что этот резуль
тат, по существу, весьма удивителен 2. 
Представим себе No радиоактивных 
атомов, приготовленных одновременно 
в начальный момент 1=0. Все они при
готовлены одинаковым способом и од
новременно. Мы знаем, что радиоактив
ные атомы неустойчивы, способны рас
падаться. Можно допустить, что распад 
атомов требует определенного времени. 
Представим себе, что после приготовле
ния атомы должны как-то созреть 
для распада. Но в таком случае мы 
должны были бы ожидать, что все 
атомы будут, не распадаясь, созре
вать в течение определенного времени, 
а по истечении этого времени, созрев, 
одновременно распадутся. Представим 
себе какие-то модели пушек с натяну
тыми пружинами и зубчатыми коле
сами (или часовыми механизмами), спо
собные при определенном положении 
зубчатых колес (или часовых механиз
мов) силой пружины выбрасывать 
снаряд. Выстреливание снаряда можно 
назвать «распадом» модели. При оди
наковом устройстве всех моделей мо-

2 Нильс Бор в докладе о радиоактивных 
превращениях говорил в этой связи: «Смысл 
дискуссий о средней продолжительности 
жизни атомов без указания на определенный 
момент времени состоит в том, что они, так 
сказать, не стареют до тех пор, пока не начнут 
распадаться; следовательно, одинаковая воз
можность распада существует в любой момент 
их жизни». 

дели, изготовленные в одно и то жех 
время, выбрасывают снаряд (т. е. рас
падаются) по истечении одинакового 
срока.

Такая картина распада модели (вы
лета снаряда) не имеет ничего общего 
с поведением радиоактивного атома. 
Изготовленные в одно и то же время 
атомы распадаются в самые разнооб
разные моменты. Подсчитаем, напри
мер, сколько процентов распадается 
за время, не превосходящее среднего- 
времени жизни. Из (1.2) находим, что 
скорость распада (количество атомов, 
распавшихся в единицу времени) есть 
^ = —a)7Voe_u>/ (ясно, что dN<Z0)- Изме
нение числа атомов за время dt равно, 

-—dt = dN = ^N^dt,

а за время от t=0 до t=t распадается
і

м = j rfN^dt = — Noe~mi * = 
о

= No (1 — e~w) атомов.

Так как х> = X , то

М=А°(1

Значит, за время от начального мо
мента 1=0 до момента 1 распадается 
63% атомов. Аналогично подсчиты
ваем, что за время от t до 21 распадается 
23% атомов, а за остальное время, 
после момента 21, — всего 14% ато
мов.

На рис. 1 изображены зависимости 
от времени числа распадов в единицу 
времени для радиоактивных атомов 
(кривая 7) и для моделей пушек, о ко
торых шла речь выше (кривая 2). 
При этом кривая 2 имеет определенную 
ширину. Можно представить себе, что 
модели изготовлены не совсем точно и 
поэтому стреляют не совсем одновре
менно. Чем точнее выполнены модели, 
тем уже кривая 2 на рис. 1.

Площадь под кривой представляет 
собой общее число всех распавшихся 
атомов для одной кривой и общее 
число всех моделей для второй кривой. 
Можно взять число моделей, равное 
числу атомов. Тогда обе кривые будут 
ограничивать одинаковую площадь. 
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Абсциссы центра тяжести обеих кривых 
также одинаковы 3; это значит, что 
наши модели пушек таковы, что их 
■среднее время жизни (до выстрела) 
совпадает со средним временем жизни 
рассматриваемых радиоактивных атомов.

Таким образом, мы сделали все, что 
было в наших силах, чтобы добиться 
сходства кривых: взяли столько моделей 
и с таким механизмом, чтобы общее 
число моделей и атомов и среднее время 
жизни моделей и атомов были одина
ковы. И тем не менее получились кри
вые, необычайно резко отличающиеся 
по форме! Эксперимент с радиоактив
ными ядрами с абсолютной неопровер
жимостью отбрасывает тот тип кривой, 
который получается для моделей пушек. 
Чем точнее ставятся опыты, тем 
с большей точностью подтверждается 
именно закон (1.2).

Сравнение с моделями нам понадо
билось для того, чтобы не принимать 
как должную и естественную зави
симость (1.2) для радиоактивного рас
пада, чтобы вызвать чувство удивле
ния и любопытства, вызвать вопрос: 
«А почему же, в самом деле, радиоак
тивный распад идет таким образом?».

Каков физический смысл величины 
вероятности распада? В далеком прош
лом, в начале века, иногда высказы
вались предположения, что радиоактив
ный распад требует еще какого-то 
внешнего воздействия, например по- 
падания,извне какой-то частицы. В этом 
случае можно было бы себе предста
вить, что один атом распался раньше, 
а другой позже в зависимости от того, 
в который из них раньше попала ча
стица. Но эта гипотеза не соответствует 
фактам: радиоактивный распад идет 
с одинаковой скоростью в самых раз_ 
личных условиях, не зависит от тем
пературы и частоты столкновений ато
мов между собой, не зависит от дей
ствия космических лучей; при радио
активном распаде в точности сохраня
ется энергия, что также опровергает 
представление о каком-то внешнем 
воздействии при распаде.

Вторая возможная гипотеза заклю
чается в предположении, что в дей
ствительности в начальный момент из
готовления радиоактивных атомов они

3 Как будет показано в § 9.12, это следует 
из формулы (1.5). 

уже были не совсем одинаковы и именно 
поэтому распадаются в разное время. 
Это предположение соответствует кар
тине моделей, которые выпускаются 
с часовыми механизмами, установлен
ными на разное время. Подобная гипо
теза предполагает, что точное знание 
состояния каждого атома полностью 
определяет всю его дальнейшую исто
рию и, в частности, точно определяет, 
когда именно распадается данный атом. 
Если атомы распадаются через разное 
время после их приготовления, значит, 
так каждому из них на роду было 
написано: разные атомы одного и того 
же радиоактивного вещества были изго
товлены уже неодинаковыми, что пре
допределило разное время их распада.

1
2

Рис. 8.2.1-------------- - z7- —
7) ||

7 zt л t

Такая позиция также не выдержи
вает критики. С этой точки зрения 
при каждом конкретном способе по
лучения атомов радиоактивного эле
мента должна получаться своя зави
симость скорости распада от времени. 
Опыт опровергает это предположение.

Один и тот же вид радиоактивных 
атомов часто можно получить различ
ными способами: например, атомы 
"Мо (молибден с атомной массой 99) 
получаются в атомных котлах при де
лении урана. Такие же атомы раньше 
были получены при действии ядер тя
желого водорода (дейтерия) на атомы 
обычного, встречающегося в природе, 
нерадиоактивного молибдена. В на
стоящее время известно множество 
примеров того, как один и тот же вид 
радиоактивных атомов получается раз
ными способами. Опыт показывает, что 
независимо от способа получения ато
мов всегда скорость распада дается 
формулой (1.2) с постоянным значе
нием о), характеризующим данный вид 
атома. Следовательно, опыт доказы
вает, что во всех случаях справедливо 

dN тнаше основное уравнение — —игу,

где характеристика <о атомов данного 
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вида от нас абсолютно не зависит. 
В уравнении (1.1) заключено очень 
большое содержание: все радиоактив
ные атомы в точности одинаковы. Ве
роятность распада не зависит от того, 
когда и как они были получены. Све- 
жеполученные 100 атомов распадаются 
совершенно так же, как и в том случае, 
если приготовить 10е атомов, выждать 
время, нужное для того, чтобы уце
лели 100 атомов, и рассмотреть эти 
100 оставшихся атомов 4.

4 Характерной особенностью показатель
ной функции является подобие части ее гра
фика всей кривой. Действительно, начнем но
вый отсчет времени с момента і і . Время, от
считанное с отого момента, обозначим т, т. е. 
т = г — г,, / = їіД-t- Тогда N = Л^-ш/ _
= Noe~“‘ где /V, =
= Noe~mti — число атомов в момент tx. Таким 
образом, закон распада оставшихся от пре
дыдущего распада частиц (их число равно 
TVj = Noe~ml') совершенно такой же, как и 
закон распада свежеполучепных N, частиц.

-Рис. 8.2.2

HUH

Что же необычного в ТОМ, ЧТО 100 
атомов с данной атомной массой и 
числом электронов всегда одинаковы? 
Если бы это были нерадиоактивные 
атомы, то и в самом деле удивляться 
было бы нечему. Но для радиоактив
ных атомов это удивительно. Вспом
ним, что из 100 атомов 63 распадаются 
за время і, а остальные 37 — после Ї, 
т. е. неожиданно, хотя все атомы и оди
наковы, время распада у них различно.

Это удивление плодотворно. В явле
нии радиоактивного распада уже про
являются особенности законов пове
дения атомов и ядерных частиц, отли
чающихся от законов движения тел, 
с которыми мы встречаемся в класси
ческой механике и в повседневной 

жизни. Эти особенности изучаются 
в квантовой механике, которой мы 
в этой книге коснуться не можем. 
Нашей целью является более скром
ная задача: показать, что постановка 
вопроса о необходимости выработки 
новых представлений, отличающихся 
от обычной механики, следует из очень 
простых, известных каждому школь
нику фактов о радиоактивности. Что
бы понять недостаточность старых пред
ставлений, надо только суметь заду
маться, суметь удивиться.

В автобиографии Альберт Эйнштейн — 
величайший физик XX века — под
черкивает изумление, ощущение чуда, 
которое он испытал, когда впервые 
увидел компас, увидел таинственное 
действие магнитной силы, проникаю
щей через бумагу, дерево, землю и 
воздействующей на стрелку компаса без 
прямого соприкосновения с ней. Он 
пишет о том, что такое удивление 
является сильнейшим побудительным 
мотивом для исследования. Он пишет 
о любознательности, «которую совре
менные методы обучения почти совсем 
удушили». Сам Эйнштейн показал ис
ключительную способность удивляться 
и черпать вдохновение и побуждение- 
к созданию теорий из самых обще
известных фактов. Так, в основе ге
ниальной общей теории относитель
ности лежит удивление перед фактом 
падения различных тел с одинаковым- 
ускорением.

Понятно, что одной постановки во
проса недостаточно, и Эйнштейн соеди
нял способность ставить вопрос с уме
нием решить его, с владением всей 
нужной математической техникой. 
И все же именно умение удивиться и 
поставить новый вопрос там, где многие- 
другие не видели ничего замечатель
ного, сделало Эйнштейна наиболее вы
дающимся физиком нашего столетия.

Может быть, приведенный выше раз
бор радиоактивного распада послу
жит читателю примером того, какие- 
глубины можно увидеть за простыми 
фактами и формулами.

В заключение параграфа приведем 
в качестве примера кривые радиоактив
ного распада (рис. 2), полученные 
экспериментально в 1955 г. Г. Сибор- 
гом и его сотрудниками (США), кото
рые впервые наблюдали 101-й элемент 
периодической системы, названный ав
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торами менделевием (химический сим
вол Md) в честь великого русского 
химика Д. И. Менделеева.

Сиборг со своими сотрудниками об
лучали нейтронами 98-й элемент, к а- 
лифорний, с атомной массой 252; 
нейтрон захватывался ядром атома и 
образовывался калифорний-253. Кали
форний-253 испускал электрон и пре
вращался в 99-й элемент — эйн
штейний (Еп) с той же атомной 
массой 253.

Около 109 атомов эйнштейния (т. е. 
4-10_13 г) осаждали на золотую пла
стинку и подвергали в циклотроне бом
бардировке а-частицами, т. е. ядрами 
гелия. При этом образовывался эле
мент с порядковым номером 100 — фер
мий (Fm) согласно ядерной реак
ции
?йЕп + /Не = «Гт + /
и менделевий согласно реакции 

«3Е|1 + = f/Md + 0п-
В этой записи у каждого химиче

ского символа внизу слева поставлен 
номер в периодической системе Менде
леева, т. е. число протонов в ядре. 
Число слева сверху указывает атом
ную массу, округленную до целого 
числа, т. е. сумму числа нейтронов 
и протонов в ядре. Ще — это ядро 
гелия, т. е. а-частица, ]р — ядро 
атома водорода (протон), — - — нейтрон. 
При ядерной реакции сумма нижних 
чисел в левой и правой частях уравне
ния реакции одинакова, а также оди
накова и сумма верхних чисел, так 
как при ядерных реакциях происхо
дит только обмен нейтронами и про
тонами между ядрами.

После бомбардировки а- частицами 
золотая пластинка вместе с образовав
шимися фермием и менделевием рас
творялась в кислоте, и фермий и мен
делевий выделялись химически. Именно 
периодический закон Менделеева, как 
пишет Сиборг, позволяет предвидеть 
заранее химические свойства элемента, 
никогда ранее в природе не существо
вавшего, никогда ранее не исследован
ного. После химического разделения 
производились измерения радиоактив
ного распада. Фермий с атомной мас
сой 256 распадается с периодом полу
распада около 3,5 ч. Он распадается 

на два ядра-осколка примерно равной 
массы, т. е. самопроизвольно делится 
(о делении см. § 3).

Верхняя кривая на рис. 2 показы
вает зависимость числа ядер фермия 
от времени опыта. По оси абсцисс 
отложено время в минутах, по оси 
ординат — число атомов, имеющихся 
в данный момент s. Ось ординат имеет 
неравномерную шкалу: расстояние от 
оси абсцисс пропорционально лога
рифму числа атомов. В частности, 
ось абсцисс ((/=0) соответствует од
ному уцелевшему атому (In 1=0), а чи
слу атомов, равному нулю, соответ
ствует — оо на оси ординат. Распад 
каждого отдельного атома меняет чи
сло атомов на 1; в промежутке между 
двумя распадами число атомов по
стоянно. Поэтому при такой экспери
ментальной технике, когда регистри
руется каждый отдельный распад, 
вместо плавной кривой получается сту
пенчатая ломаная линия, на которой 
каждому распаду соответствует верти
кальная линия, соединяющая две сту
пени. Верхняя прямая линия на рис. 2 
соответствует закону распада
п — пое~{1,

Т где т = /5 ч, Т та 3,5 ч. Как видно
из рис. 2, всего в опыте зарегистриро
вано 40 распадов фермия. Чем больше 
атомов, тем ближе ломаная к прямой; 
когда же остается меньше пяти атомов, 
то естественно, что вероятностный ха
рактер радиоактивного распада при
водит к значительным отклонениям от 
показательного закона, справедливого 
для большого числа атомов.

Ядра менделевия после химического 
разделения быстро (за полчаса) за
хватывают атомный электрон и пре
вращаются при этом в ядра фермия. 
Поэтому тот осадок, в котором ока
зался менделевий, при измерении его 
радиоактивности также дает распад ато
мов на два осколка с периодом полу
распада 3,5 ч. Кривая распада фер
мия, получившегося из менделевия, рас-

6 Число атомов, имеющихся в данный'мо- 
мент, непосредственно <в этот момент подсчи
тать не удается. На опыте регистрируются 
распады атомов. Число атомов N в момент t 
подсчитывается по окончании опыта, когда все 
N атомов уже распались. 
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положена в левом нижнем углу рис. 2. 
В опыте наблюдено шесть распадов. 
Специальными опытами доказано, что 
эти шесть атомов не могли попасть 
в изменяемый осадок в качестве за
грязнения фермием, а именно образо
вались из менделевия.

Всего в нескольких опытах Сиборг 
и его сотрудники наблюдали 17 атомов 
менделевия.

Приведенный выше пример не очень 
хорош для иллюстрации того, насколь
ко точно выполняется при радиоактив
ном распаде экспоненциальный закон 
(1.2) (ср. также (1)). Опыты, доказы
вающие этот закон, успешно ставились 
с более распространенными радиоактив
ными веществами. Зато пример менде
левия и фермия показывает замеча
тельное экспериментальное искусство 
современных физиков, синтезирующих 
новые элементы и регистрирующих 
распад каждого отдельного атома.

В опытах Сиборга счетчик распадов 
менделевия был включен через уси
литель в радиотрансляционную сеть 
института, и при каждом распаде все 
сотрудники института, работающие 
в разных лабораториях, на разных 
этажах, оповещались об успехе — 
о рождении (точнее, о зарегистриро
ванной смерти) каждого атома нового 
элемента, созданного человеком (впро
чем, еще раньше, чем была закончена 
работа, вмешалась пожарная охрана, 
и оповещение бы1ло прекращено).

В нашей стране синтезом и исследо
ванием самых тяжелых элементов ус
пешно занимается академик Г. Н. Фле
ров и его сотрудники в Объеди шном 
институте ядерных исследований 
в г. Дубне под Москвой.

§ 3. Последовательный распад (радио
активное семейство)

В ряде случаев радиоактивный рас
пад приводит к образованию атомов, 
которые также радиоактивны, так что 
осуществляется цепочка распадов: атом 
вещества А превращается в атом веще
ства В, атом вещества В в свою очередь 
превращается в атом вещества С и 
т. д. Рассмотрим математическую за
дачу об определении зависимости от 
времени количеств веществ А, В, С 
и способы ее решения. Количество 
атомов веществ А, В, С, не распавшихся 

к моменту времени t, будем обозначать 
теми же буквами А, В, С; таким об
разом, А и т. д. у нас — функции 
переменной і, т. е. А=А (і) и т. д.

Пусть вероятности распа
д а веществ А, В, С равны соответ
ственно ов, v, и. Тогда

ЧТ= <8-3-О

(А называют материнским веществом). 
Напишем уравнение для вещества В 
(дочернее вещество). За единицу вре
мени распадается vB атомов вещества В. 
Кроме того, за то же время происходит 
(в.А распадов вещества А; а так как 
при каждом распаде атома вещества 
А образуется атом вещества В, то за 
единицу времени образуется а>А ато
мов вещества В. Поэтому

-jp ——иВА-шА. (8.3.2)

Аналогичные рассуждения дают

ррр~—uC-f-vB. (8.3.))

Уравнения (1)—(3) образуют систе
му дифференциальных уравнений. В дан
ном случае эти уравнения можно ре
шать одно за другим, имея каждый 
раз дело только с одним уравнением 
и одним неизвестным. Действительно, 
в уравнение (1) В и С не входят. 
Поэтому из него определяем A (t) = 
=Аое~'"!; здесь А о — количество ато
мов вещества А в начальный момент 
ї = 0. (Мы полагаем, что В = С=0 при 
t = 0.)

Подставляя выражение для А (Ї) 
в уравнение (2), получим уравнение, 
содержащее только одну неизвестную 
функцию В:

~ = —иВ+"А(1). (8.3.4)

Как решить такое уравнение? Его 
решение можно найти, если рассмотреть 
сперва судьбу группы атомов веще
ства В, образовавшихся в один и тот 
же промежуток времени — от т до 
т4-Дт. Будем рассматривать число 
атомов этой группы &В, оставшихся 
«в живых», т. е. не распавшихся к мо
менту t, в зависимости от времени t. 
Для того чтобы различать между собой 
момент t, когда мы измеряем число 
атомов, и момент образования группы, 
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•обозначаем эти моменты разными бук
вами: t и т соответственно. В момент т 
скорость образования атомов вещества В 
была оЛ(т). За малый промежуток 
времени Дт образовалось &В0= 
= о.4(т)А: атомов вещества В.

Как зависит число атомов в интере
сующей нас группе от времени і? При 
t < т оно равно нулю: интересующие 
нас атомы еще не образовались, так 
как не образовалась еще сама группа, 
А5=0. Пусть t > т Заметим, что 
с момента образования группы прошло 
время t — т. Вероятность распада ве
щества В есть v. Поэтому ^по истече
нии времени t — т с момента образо
вания группы число нераспавшихся 
атомов будет равно
ЛВ (-) = = тА (т) е'г ( 1 ( ’ Ат.

Для того чтобы найти полное число 
атомов вещества В в момент времени t, 
надо сложить число атомов во всех 
группах, образовавшихся до момента t. 
Если брать Д t (а значит, и Д2?) весьма 
малым, то сумма превратится в инте
грал:

t і

B(t) = J = j шА (т) Є(((( dt.
о о

Отметим, что переменная интегриро
вания обозначена здесь через т. Аргу
мент і, от которого зависит В, входит 
в интеграл в двух местах: как верхний 
предел интеграла и в выражение подын
тегральной функции. При интегри
ровании по т величину t следует рас
сматривать как постоянную. Поэтому 
можно записать

= e-<V”

и вынести we~vl из-под интеграла как 
множитель, не зависящий от т. Сде
лав это, получим

t
В (f) = eе j А (т) (8.3.5)

о

Легко проверить, не вычисляя инте
грала, что решение (5) удовлетворяет 
исходному уравнению (4) при любой 
зависимости А(т). Действительно, най
дем производную ——-^, 11о правилу 

дифференцирования произведения по
лучим

= —we-11 j А (т) e°xd- -|-
о

Так как по свойству производной от 
интеграла (см. § 3.3)

то
t

= J а (г) t^dz +
о

шА (t) = —vB mA.

Если же мы положим А (^)=Лое_“т, 
то получим конкретное решение:
В® = (8.3.6)

Решение можно было найти и не при
бегая к рассмотрению отдельных групп 
атомов. Теперь, когда решение най
дено, уже легко угадать математиче
ский прием, ведущий к цели. Решение 
(5) имеет вид

5(0 (8.3.7)

где I (Z) обозначает интеграл, завися
щий от t. Итак, будем искать решение 
в виде произведения е~‘ на неизве
стную функцию I и составим уравне
ние для I:
dB
dt

1 at (8.3.8)

Подставляя выражения (8) и (7) в урав
нение (4), получим , ..~ ( е \

или

= щ>* ‘А (і). (8.3.9)

По условию, в начальный момент 
t=0 имеем В=0, а значит, и 1—0.
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Решение уравнения (9) с этим началь
ным условием имеет вид

t
I (і) = j ше’хА (т) du.

о

Таким образом, окончательно получаем
t

Б (t) = e~cI (t) = e~e j аа:,Л (и) (8.3.10)
о

В этой формуле существенно во избе
жание ошибок сохранять более стро
гие обозначения и не обозначать пере
менную интегрирования т той же бук
вой, которой обозначен предел инте
грирования t.

§ 4. Исследование решения для радио
активного семейства

В предыдущем параграфе мы довели 
до конца решение задачи в случае 
двух радиоактивных веществ. Ис
следуем это решение для двух частных 
случаев:

1) короткоживущее материнское ве
щество А, долгоживущее дочернее ве
щество В;

2) долгоживущее материнское ве
щество А, короткоживущее дочернее 
вещество В.

Ниже мы будем наряду с вероятно
стями распада о> и v пользоваться сред

, 1 ї 1ними временами жизни 1 а = —, tB = — . 
В первом случае, когда • <<?в, харак
тер решения легко усмотреть без вся
ких расчетов и точных формул. Здесь 
весь процесс распадается на две стадии. 
Сперва, при t порядка £д (а так как 
по условию ід • tB, то в первой 
стадии t << ів), происходит превраще
ние А в В; вещество В за это время 
практически не распадается. В этой 
стадии количество В равно разности 
количеств А — начального и уцелевшего 
к моменту t:

Б (t) = Ao — A (г) = Ао — Аое-т/ =
— Л1 — е ш/)> і<івв.

В конце этого периода практически 
все вещество А превратилось в В, 
количество В становится равным на
чальному количеству Ао материнского 

вещества, количество А обращается в' 
нуль. После этого медленно, длительно 
происходит распад В:
Б (t) = Aoe~v, t^>tA.

Покажем, как эти качественные со
ображения вытекают из точной формулы. 
Для случая двух радиоактивных ве
ществ А и В мы в предыдущем пара
графе получили формулу

В нашем случае t,\ << /в, ш • г, по
этому удобнее переменить знаки, чтобы 
иметь дело с положительными вели
чинами в скобках и в знаменателе дроби. 
Тогда получим

(8.4.1)

гп - 03 03 .1ак как и • со, то----- —= — =1.

Выражение e~xt — e~mt рассмотрим для 
двух последовательных стадий. Сначала, 
при t 1 • в = — , будет vt • 1. При этом 

Так как t может быть вели
чиной порядка tA, a wt, следовательно, 
порядка единицы, то величину d надо 
вычислять точно. Из формулы (1)
следует
Z(i(^A0(l-e-“'). (8.4.2)

Во второй стадии, при i:>tA=:-|-, 
будет о>і^>1. В этой стадии можно 
пренебречь малой величиной ведь
e~“Z мало не только по сравнению с еди
ницей, но и по сравнению с e~vt, так 
как Мы получим
Б (і) = Аое_<,<. (8.4.3)

Таким образом, действительно, точ
ная формула дает те результаты, кото
рые были получены из простых каче
ственных соображений.

Обратимся к случаю долгоживущего 
материнского вещества А и коротко
живущего дочернего вещества В:

?А>Ів,

Рассмотрим стадию, когда со времени 
начала процесса прошло время t, зна
чительно превышающее ів- В таком 
случае то вещество В, которое образо
валось в начале процесса, к моменту 
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t уже полностью распалось. Так как В 
распадается быстро за малое время, то 
в каждый момент в наличии находится 
лишь вещество В, образовавшееся не
давно. В рассматриваемом случае имеет 
место установившееся, или, как его 
иначе называют, стационарное состоя
ние: вещество В образуется из А и тут 
же распадается, вещество В при этом 
не накапливается (потому что оно бы
стро распадается), но и не исчезает сов
сем (потому что из вещества А все время 
получается новое вещество В). Устано
вившееся состояние характеризуется 
тем, что в единицу времени распада
ется примерно столько же атомов В, 
сколько новых атомов В образуется из 
А, так что здесь В мало меняется. Ма
тематически это условие совпадения 
числа распадающихся и возникающих 
атомов В записывается так: 
vB « мА.

Отсюда

‘а
(8.4.4)

В установившемся состоянии мгновен
ное количество В пропорционально ко
личеству А и составляет всегда • одну и 
ту же малую долю А. Эта доля мала 
потому, что в рассматриваемом слу- 

_ _ t в
чае і в . і а и, значит, . . 1, а иначе не 

" *А
было бы и самого установившегося 
состояния.

Как получить уравнение для уста
новившегося состояния из точного диф
ференциального уравнения . = —vB -|- 

-1- «А ? Очевидно, если считать, что 
мало по сравнению с каждым из двух 
членов, стоящих в правой части, то 
приближенно, заменяя . на 0, как раз 
и получим
О=—vB-j-шА, т. е. иВ = шА.

Рассмотрим теперь начало процесса. 
При і=0 имеем А=А0, В=0. Значит, 
в начальный момент мы имеем дело не 
с установившимся состоянием, так как 
по формулам установившегося состоя
ния вначале было бы

(значок «ст» у буквы В означает уста
новившееся, стационарное состояние). 
В момент t—О вещество В образуется 

dB .со скоростью . = а>До, а распада В
в начальный момент вовсе не происхо
дит, так как В = 0.

Можно определить, за какое время t±, 
при постоянной скорости нарастания 
вещества В, равной начальной скорости, 
будет достигнуто количество Вт- Дей
ствительно, если скорость образования 
вещества остается постоянной, равной 
/dB\ 
\dtjt=a’ То

Полагая здесь Вс, = ~ А°, 0
получим искомое время:

мЛ0 
в о) А о

Таким образом, установившееся состоя
ние достигается за время, приблизи
тельно равное среднему времени рас
пада вещества В (напомним, что наше 
предположение о постоянстве скорости 
образования вещества В выполняется 
лишь приблизительно). Из условия 
ІА Вз видно, что количество веще
ства А за это время изменится мало.

В целом приближенное рассмотрение 
в случае короткоживущего дочернего 
вещества дает следующие результаты:

В (t) = 0і = wAot при t <1в,

В (і) = Вст = $ А А*  = «ые

при (8.4.5)

Мы получаем зависимостьВ=В(£) в виде 
двух линий: сначала прямой. Д (т. е. 
линейной функции), а затем экспбиецты 
(графика показательной функции; см. 
рис. 1, составленный в предположении, 
что ?а=10 Ль вместо экспоненциальной 
кривой здесь изображена близкая к ней 
прямая 2). Нетрудно проверить, что 
при t=ts две формулы (5) дают близкие- 
значения.

Посмотрим, что дает точное реше
ние (1) уравнения (3.4) в рассматривае
мом случае, когда v ш, їв << їд. 
Пренебрежем w по сравнению с и в зна
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менателе. При vt ' 1 пренебрежем 
также и e~vt в скобках. Мы получим

(8.4.6)

т. е. как раз установившееся решение.
Приближение решения к установив

шемуся определяем тем, насколько бы
стро убывает ё~”. При совсем малом t 
(когда vt < 1, так что <о£ и подавно 
мало), разлагая в ряд е~”1 и е~ю1 и огра
ничиваясь двумя первыми членами, по
лучим

— W— 1 + vt) = Aowt,
V “ (8.4.7)

что тоже совпадает с приближенным 
результатом. Однако в действитель

ности точная формула дает на графике 
одну плавную кривую 3 без изломов и 
разрывов (она изображена пунктиром 
на рис. 1). Приближение этой кривой 
к установившемуся решению зависит 
от того, насколько быстро уменьшается 
е~"‘. Так, для того чтобы e~vt давало 
поправку порядка 10%, нужно, чтобы 

. < 1 , _было vt^23, £ л 2,3 — = 2,3ів. При 
этом из-за малости шї считаем, что 

Таким образом, действительно, 
переход от стадии начального нараста
ния к стадии, когда решение с доста
точной точностью совпадает с устано
вившимся, происходит за время, по 
порядку величины совпадающее с вре
менем распада 1ц.

Пример радиоактивного семейства 
очень поучителен в том отношении, что 
получение общего точного решения ни
коим образом' нельзя считать концом 
работы над ' задачей. Построение при
ближенных теорий для различных пре
дельных - 'случаев есть совершенно не
обходимая часть всего исследования, и 

наличие точной формулы вовсе не за
меняет приближенной теории. Прибли
женные, но ясные и наглядные пред
ставления служат для проверки точной 
формулы.

Приближенные теории дают нам такие 
важные новые качественные понятия, 
как понятие установившегося состоя
ния. Такие понятия и лучше запоми
наются, и обладают более широкой, 
чем точные формулы, областью при
менимости. Так, например, в случае 
радиоактивного семейства, состоящего 
из нескольких поколений А -» 
—> В-> С—> D, точная формула весьма 
громоздка. Однако если /д больше 
всех других времен жизни їв, la и to, 
то результаты, относящиеся к устано
вившемуся состоянию, получаются 
так же просто, как и в случае двух 
веществ А и В.

Иногда наиболее легкий путь состоит 
в том, чтобы получить точное решение, 
справедливое, скажем в нашем при
мере, для любых г? и w, а затем, 
положив V (о или V (о, вывести из 
этого общего решения путем математи
ческих преобразований результата бо
лее простые приближенные формулы 
для двух крайних случаев. Но на этом 
нельзя успокаиваться! Если простая 
приближенная формула получилась хо
тя и легким, но длинным путем, исполь
зующим общее решение, то должен 
существовать и другой, простой способ 
получения приближенной формулы. 
Нужно обязательно тренироваться в на
хождении простых методов, потому что 
будут встречаться задачи, в которых 
нахождение точного общего решения 
непреодолимо сложно, и только про
стой приближенный метод позволит про
двинуть вперед решение вопроса.

В практической работе точные фор
мулы встречаются так же редко, как 
алгебраические, тригонометрические 
или любые иные уравнения, решения 
которых выражаются целыми числами, 
—и это несмотря на то, что в учебниках 
математики и физики большинство за
дач приводят к точным формулам, по
добно тому как в задачниках для млад
ших классов школы фигурируют лишь 
уравнения, которые решаются в целых 
числах.

Отметим, что представления о радио
активных семействах объясняют стран
ный результат, получившийся в упр. 



 
 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

§ 5. Цепная реакция деления урана 25»

1.5, относительно количества радия 
в прошлом: радий является потомком 
(правда, не прямым, а через несколько 
промежуточных веществ) урана-238. По
этому нельзя считать имеющееся в на
стоящее время количество радия ре
зультатом распада первоначального ра
дия. В действительности радий нахо
дится в установившемся состоянии 
с ураном. Из уравнения

В~ — АV

найдем, что содержание радия _5=10-12 
соответствует содержанию урана

Л == — 5 = 3 • 1085 = 3 • 1Ю6.
zb

Мы нашли приближенно современное 
количество урана-238 в горных поро
дах. Начальное содержание его 5-109 
лет назад было вдвое больше, порядка 
6-10"8. Такие величины вполне правдо
подобны в отличие от результатов уп
ражнений к § 1.

§ 5. Цепная реакция деления урана

В 1938 г. Хан и Штрассман в Германии 
и супруги Жолио-Кюри во Франции 
показали, что при попадании нейтрона 
в ядро урана происходит деление ядра, 
при котором оно распадается на два 
больших осколка и, кроме того, испус
кает два-три новых нейтрона. Особенно 
активно делится уран с атомной массой 
235. В природном уране содержится 
около 0,7О/О атомов урана-235 и 99,3% 
атомов урана-238 х. «Осколки» деления

Вслед а результатами Хана—Штрас- 
смана и Жолио-Кюри в 1939 г. в лаборатории 
И. В. Курчатова в Ленинграде советские уче
ные Г. Н. Флеров и К. А. Петржак показали, 
что уран-238 способен делиться самопроиз
вольно, без попадания в него нейтрона, хотя 
вероятность этого весьма мала. Вероятность 
радиоактивного распада (с испусканием а- 
частицы) урана-238, соответствующая периоду 
полураспада 4,5-10в лет, примерно равна ш= 
=5.10~18 с-1, а вероятность самопроизволь
ного деления урана-238 в 10е раз меньше, т. е. 
ее можно оценить величиной 5-10*24  с-1. Та
ким образом, в 1 кг урана, содержащем при
мерно 2,5 -1025 атомов, в 1 с происходит около 
107 актов радиоактивного распада и всего 
10 самопроизвольных делений. Однако в са
мых тяжелых элементах самопроизвольные 
деления становятся уже главным, наиболее 
вероятным процессом распада (см. конец § 2, 
в частности рис. 2.2, где приведена кривая 

урана-235 представляют собой ядра 
средней атомной массы — от 75 до 160; 
заряд этих ядер лежит в пределах от 
35 до 57, при этом сумма зарядов двух 
осколков всегда равна заряду ядра 
урана, т. е. 92 элементарным зарядам; 
сумма атомных масс двух осколко» 
равна 235-fl—v, где 235 — атомная 
масса урана, 1 — атомная масса ней
трона, вызвавшего деление, v — масса 
нейтронов, образовавшихся при деле
нии. При делении выделяется большая 
энергия — порядка 6-10w Дж/г (на 1 г 
разделившегося урана). Сразу после 
деления осколки летят в противопо
ложные стороны со скоростью ОКОЛО. 
109 см/с; затем они тормозятся и их 
кинетическая энергия превращается 
в тепло.

Источником этой энергии является 
электрическое отталкивание двух одно
именно заряженных осколков. Пока 
ядро не разделилось на две части, ядер- 
ные силы притяжения частиц, из ко
торых состоит ядро, уравновешивают 
электрическое отталкивание. Как толь
ко ядро разделилось на два отдельных 
осколка, отталкивание этих двух оскол
ков уже ничем не уравновешивается и 
приводит к тому, что они разлетаются 
с большой скоростью. В плотном ве
ществе осколки очень быстро останав
ливаются. Время их движения состав
ляет от 10~13 до 10~12 с. При этом они 
проходят от 10~4 до 10~3 см. Нейтроны, 
образующиеся при делении, имеют ско
рости того же порядка, что и осколки 
(около 2-109 см/с).

Для практического использования 
энергии деления ядер решающее значе
ние имеет тот факт, что при делении, 
вызванном одним нейтроном, полу
чается больше одного нейтрона. 
Ясно, что если нейтроны не будут 
уходить из системы, то число их будет 
нарастать в геометрической прогрессии 
с течением времени, т. е. по закону 
показательной функции. По такому же- 
закону пропорционально числу ней
тронов будет нарастать и скорость вы
деления энергии. При этом если даже 
в начале процесса было мало нейтро
нов, то очень скоро число их возрастет 
настолько, что энергия будет выде-

распада менделевия). В рассматриваемом ниже 
вопросе о цепной реакции самопроизвольное 
деление роли не играет.
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литься со скоростью, удобной для прак
тического использования (например, 
в качестве источника энергии атомных 
электростанций или в двигателях ледо
кола); спустя еще совсем небольшое 
время выделение энергии возрастет на
столько, что произойдет атомный взрыв. 
В действительности часть нейтронов 
выходит из системы, а часть нейтронов 
может захватываться другими ядрами, 
не вызывая деления; пользуясь этим, 
можно регулировать число нейтронов, 
в частности можно добиться уста
новившегося состояния 
системы, при котором число образую
щихся в единицу времени нейтронов 
равно числу исчезающих нейтронов, так 
что число нейтронов, находящихся в си
стеме, с течением времени не изменяется 
и выделение энергии происходит с по
стоянной скоростью. Для использова
ния атомной энергии в мирных целях 
нужен именно такой режим работы.

Наша ближайшая задача — составить 
и исследовать уравнение, описывающее 
зависимость числа нейтронов в системе 
от времени, это и будет сделано в сле
дующих параграфах.

§ 6. Размножение нейтронов в большой 
массе

Получим сперва уравнение для изме
нения числа нейтронов со временем 
в очень большой системе (например, 
в большом слитке урана-235), когда вы
ход нейтронов наружу можно не учиты
вать 1. Скорости всех нейтронов при
ближенно можно считать одинаковыми; 
обозначим эту скорость через и.

Деление ядра происходит примерно 
в половине всех случаев, когда нейтрон 
попадает в ядро урана-235. Во второй 
половине случаев нейтрон вылетает об
ратно, оставляя ядро в прежнем состоя
нии, и при этом число нейтронов не ме
няется. Ядро урана представляет собой 
шарик радиуса R порядка 10'12 см.

Как часто нейтрон, летящий внутри 
металла, попадает в ядро урана?

За малое время dt нейтрон проходит 
путь vdt. Представим себе цилиндр, 
осью которого является путь, пройден
ный нейтроном; радиус цилиндра ра

вен радиусу ядра урана R. Нейтрон 
сталкивается с теми ядрами, центры 
которых находятся внутри цилиндра, 
при этом путь нейтрона удален от центра 
ядра на расстояние меньше R; поэтому 
этот нейтрон задевает ядро — попадает 
в него. Объем цилиндра равен -R2vdt.

На рис. 1 приведена схема, поясняю
щая эти соображения. Путь нейтрона 
показан пунктирной линией, проходя
щей по оси цилиндра. В случае А центр 
ядра находится внутри цилиндра и нейт
рон задевает ядро. В случае Б центр 
ядра расположен вне цилиндра и нейт
рон пролетает, не задевая ядро.

Рис. 8.6.1

В металлическом уране в единице 
объема содержатся N атомов и, следо
вательно, N ядер (размерность N есть 
1/см3). Поэтому в интересующем нас 
объеме "R~vdt имеется NnR-vdt ядер. 
Столько же будет попаданий нейтрона 
в ядро за малый промежуток времени dt.

Не всякое попадание нейтрона вы
зывает деление ядра. Пусть а — доля 
тех случаев попадания нейтрона в ядро, 
когда это попадание вызвало деление 
(в случае урана-235 а/1/). Тогда число 
делений за время dt равно Na.KR2vdt.

1 Мы будем рассматривать самый простой 
случай металлического урана-235 без графито
вого замедлителя и т. п.

Величина a~R2 имеет размерность 
площади, так как аил безразмерны. 
Она называется сечением деления; мы 
будем обозначать ее символом о

Если внутри массы металлического 
урана находятся п нейтронов, то число 
делений за время dt равно
nNapdt. (8.6.1)

При каждом делении образуется v нейт
ронов, но за счет поглощения одного 
нейтрона. Таким образом, число нейтро
нов при каждом делении увеличивается 
на v—1. Числу делений (1) соответст
вует следующее изменение числа нейт
ронов:
dn — nN(y — l)a„vdt. (8.6.2)
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Из (2) следует

Положим

/V Ь — 1) v = а; (8.6.3)
тогда
dn

Как мы уже знаем, решение этого диф
ференциального уравнения имеет вид 
п(2) = поея, (8.6.4)

где По — число нейтронов в системе 
при 2=0.

Таким образом, если число нейтро
нов в системе меняется только вследствие 
деления, то это число растет в г е о- 
метрической прогрессии, 
если время растет в арифметиче
ской прогрессии. Действи
тельно, если взять несколько равноот
стоящих моментов времени
Д' Д ~г~ АД Д Д-2Д2, 2j Д-ЗДї, ..., (8.6.5) 
то соответствующие числа нейтронов 
равны
П1 — пйеа\ fnv Рп„
где f = е®4*. (8.6.5а)

Отметим, что такой способ описания 
интересующего нас процесса — рост чис
ла нейтронов в геометрической прогрес
сии — часто встречается в популярной 
литературе (ср. сноску 3 на с. 125). Спе
циалисты (физики и техники) пользуются 
подобными (5), (5а) записями редко; они 
чаще п охотнее говорят об экспоненци
альном законе возрастания. Экспоненци
альный рост (4) характеризуется скорос
тью роста а.

Какова размерность а? В формуле (4) 
at стоит в показателе степени. Поэтому 
at — безразмерная величина и, следо
вательно, размерность а есть с* 1. Этот 
же результат можно получить, припом
нив, что
а = N (v — 1) ОдР,

где N выражено в 1/см3, ад— в см2, 
v — в см/с.

Найдем приближенное значение по
стоянной величины а. Плотность урана 

приблизительно равна 18 г/см3. Число 
N ядер в 1 см3 подсчитаем, используя 
число Авогардо: 1 грамм-атом любого 
вещества содержит 6-1023 атомов, сле
довательно, 235 г урана-235 содержат 
6-1023 атомов, т. е. 6-10'23 ядер. В 1 см3 
содержится • 6 • 1023да 4 • 1022 ядер, 
т. е. N да4 • 1022 1/см3. Подставим в вы
ражение для а среднее значение v да 
да2,5, уда 2 • 109 см/с, ад = у-с(10_12)2д^ 
да 1,6-10-21 см2.

Получим 
а да 4 • 1022,1,5 . 1,6 . 10-21 . 2 • 109
^-W1, 
— да5 • 10 9 с. 
а

Таким образом, если нейтроны не 
вылетают из системы, то количество 
нейтронов возрастает в е раз примерно 
за 5-10-8 с.

При такой скорости возрастания за 
1 мкс, т. е. за 10“6 с, количество нейт
ронов возрастает в е2-іомо-«=е2оо раз, 
т. е. примерно в Ю0’43'200 = 108в раз.

Одна тонна урана-235 содержит около 
2,5-1027 ядер. Поэтому если нейтроны 
не выходят из системы, то это количе
ство урана разделится меньше чем за 
1 мкс после попадания первого нейтрона. 
Такой процесс представляет собой взрыв 
огромной силы.

Для использования деления с целью 
получения (и использования) энергии 
такая скорость процесса недопустима. 
Необходимо путем искусственного вы
ведения нейтронов из системы умень
шить скорость нарастания их числа.

§ 7. Вылет нейтронов

Представим себе массу урана-235 в виде 
шара радиуса г. Мы должны составить 
уравнение, описывающее изменение 
числа п нейтронов, находящихся внутри 
этого шара. Предположим для про
стоты, что шар закреплен на какой-то 
тонкой подставке, так что вокруг него 
полная пустота; нейтрон, покинувший 
шар, уже никогда не возвращается 
обратно.

Как определить поток нейтронов, т. е. 
число нейтронов, выходящих за пределы 
шара в единицу времени? Сделаем гру
бый подсчет. Рассмотрим малый проме
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жуток времени dt. За это время каждый 
нейтрон проходит путь длиной vdt. 
Где в этом шаре находятся те нейтроны, 
которые покинут его за время dt? Оче
видно, что они должны находиться 
внутри шара в тонком слое, прилегаю
щем к поверхности шара, но на расстоя
нии не более vdt от поверхности, иначе 
за время dt они не успеют дойти до по
верхности, пересечь ее и выйти наружу. 
Но и те нейтроны, которые находятся 
внутри слоя толщиной vdt, тоже не все 
успеют выйти за пределы шара за 
время dt, так как не у всех нейтронов 
внутри слоя скорость направлена по 
радиусу наружу; при первоначальном, 
грубом подсчете мы не будем учитывать 
последнее обстоятельство.

Найдем число нейтронов в слое. Во 
всем шаре имеется п нейтронов. Объем 
шара У=4/Злг3; объем интересующего 
нас тонкого слоя у поверхности при
ближенно равен Svdt, если vdt мало. 
Здесь 5=4^2 (поверхность шара).

Средняя плотность нейтронов, т. е. 
число нейтронов в единице объема, 
равна С — ^-. Предположим, что в тон
ком слое у поверхности плотность не 
отличается от средней. Тогда число нейт
ронов в этом слое равно 

С Svdt ^^-vdt.

Поэтому для потока (числа нейтронов, 
выходящих в единицу времени) мы по
лучим

nS п ■ 4та-2 3i>v = — n.v

В действительности у поверхности 
плотность нейтронов меньше средней 
плотности; к тому же, как отмечалось 
выше, скорости нейтронов имеют раз
личные направления и не все нейтроны 
выходят из шара. Поэтому в действи
тельности поток нейтронов меньше, чем 
мы получили:

Зки
q = — n, (8.7.1) 

где к — численный коэффициент, К <( 1. 
В § 10 путем сопоставления с опытом 
будет показано, что для шара из ура
на-235 в условиях, когда становится 
возможен самоподдерживающийся про
цесс, к близко к 0,3. Если внутри шара

не происходит деления ядер и не рож
даются новые нейтроны, то для числа 
нейтронов внутри шара получается урав- 

йи ...нение = —q, или в силу (1) урав
нение
dn Зки

—г- =-------- П.

Обозначая
Зки , (8.7.2)

получим
dn
dt

—bn.

Решение такого уравнения нам хорошо 
известно: 
п — пое b. (8.7.3)

Среднее время пребывания нейтронов 
внутри шара согласно (3) равно

Если величина к = 0,3, то (4) дает t ти А. 
Поэтому среднее время приблизительно 
равно времени, за которое нейтрон, 
движущийся со скоростью v, проходит 
путь, равный радиусу шара г.

Точное рассмотрение вылета нейтро
нов требует весьма трудоемких расче
тов. Очень важно с первых шагов обу
чения привыкнуть приближенно опреде
лять все интересующие нас величины. 
Точный расчет часто бывает действитель
но очень громоздким и требует совсем 
другого объема знаний; иногда здесь 
необходим коллективный труд несколь
ких человек с использованием ЭВМ 
и т. д. Значит ли это, что учащийся, 
занимающийся самостоятельно, не мо
жет и помышлять о рассмотренип воп
роса? Всегда есть простые, хотя и гру
бые (вроде приведенного выше), способы 
приближенного, «прикид очно го» под
хода к задаче. Не произвести прибли
женного расчета и ссылаться на то, что 
точный расчет труден, — значит просто 
прикрывать такой ссылкой свою нереши
тельность и робость. А чаще всего именно 
робость мешает начинающим (иногда 
даже — не только начинающим) ученым 
и изобретателям!
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§ 8. Критическая масса

До сих пор мы рассматривали отдельно 
два процесса: размножение нейтронов 
без учета их вылета и вылет нейтронов 
без учета их размножения.

Рассмотрим теперь систему, в которой 
нейтроны її размножаются, и могут по
кидать ее. В единицу времени в системе, 
как мы знаем, образуются ап нейтро
нов и Ъп нейтронов вылетают из нее. 
Так как изменение числа нейтронов 

dn в единицу времени есть - , то
dn ,— = ап — Ьп,

ИЛИ

dn
dt

= С - - (8,8.1)

где с=а—Ь. При данном начальном 
количестве нейтронов п0 уравнение (1) 
имеет решение
n = nQeci. (8.8.2)

Это решение приводит к совершенно 
различным результатам при положи
тельных и отрицательных значениях с. 
Действительно, из (2) видно, что при 
с < 0 число нейтронов п тем меньше, 
чем больше Ї; в этом случае п стре
мится к нулю при неограничен
ном росте t. Если же с - 0, то п растет 
с ростом t; в этом случае число п стано
вится неограниченно боль
шим, если только t достаточно велико. 
Только вмешательство новых физиче
ских факторов, не учтенных в уравне
нии (1), может приостановить рост п.

Таким образом, значение с=0 есть 
«критическое значение»: оно разделяет 
решения разного типа — с растущим и 
с уменьшающимся количеством нейтро
нов. Так как с=а—Ь, то при данном а 
можно говорить о критическом значе
нии Ъ: b —а, так как при b < бкр ве
личина с=а—Ь - 0, а при b > бкр ве
личина с—а—b <Z 0. Величина а опре
деляется свойствами делящегося веще
ства: согласно формуле (6.2) а=АДодХ 
X(v—1). Величина Ъ зависит от коли
чества взятого делящегося вещества:
, ЗкиЬ =---- .г
Поэтому вводят понятие критического 
значения радиуса гкр, при котором Ь = 

— Ь=а. Из формул (6.2) и (7.2) еле- 
дует, что — — Nvaf — 1), откуда

__ зк
rw— Ллд(м — 1) •

Масса шара, радиус которого равен гкр, 
называется критической массой и обо
значается через шкр. Ясно, что

т^ = (8.8.3)

где о — плотность делящегося веще
ства х.

При г - гКр (или, что то же, т )> игкр) 
будет с >0, т. е. имеет место размноже
ние нейтронов. При г <Z гкр (т. е. при 
ш < шкр) будет с < 0 — первоначально 
взятое количество нейтронов (экспонен
циально) уменьшается. Пусть взят шар 
радиуса г. Его поверхность S и объем V 
равны
S = 4кг2, V = у №

и, значит,
S __ 4лг2 _ 3
V ~~ 4— -г33 ‘-г

Если г мало, то отношение у- велико; 
если же г велико, то это отношение мало. 
Неудивительно, что при малом радиусе, 
когда отношение поверхности к объему 
велико, вылет нейтронов усиливается, 
условия для размножения нейтронов 
хуже. Удивительна та резкость, с кото
рой меняется количество нейтронов при 
изменении Ь: если Ъ )> &кр, то через 
некоторое время количество нейтронов 
обращается практически в нуль неза
висимо от того, имеем ли мы & = 1,01&Кр 
или Ь=2&кр. Если b < Д.р, то число 
нейтронов неограниченно возрастает и 
при &—0,99&кр, и при &=0,5&кр, хоть 
и с разной скоростью. Именно поэтому 
говорят о «критическом» значении bt 
«критическом» значении г или «крити
ческом» значении массы. Масса, боль
шая критической, называется надкрити
ческой, а масса, меньшая критической,— 
под критической.

1 Мы по-прежнему считаем, что рассматри
вается шарообразная масса делящегося ве
щества (например, урана).
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На рис. 1 представлены кривые п= 
=п0 ехр [(а—6) і] при нескольких зна
чениях Ь. Построим кривые зависимо
сти п от Ъ для нескольких выбранных 
значений времени t. При расчете принято

Рис. 8.8.1

а=2-108 1/с. На рис. 2 показаны кри
вые п=п (Ь), отвечающие значениям 
1=5-10-», 1=15-10-9 и £=30-10-» с.

Кривые, отвечающие значениям t— 
=15-10~9 и 1=30-10~» с, пересекаются

с осью ординат (линией Ь=0) при зна
чениях п=2Ои0 и п=4ООтго соответ
ственно.

Как видно из рис. 1 и 2, чем больше 
время t, тем сильнее расходятся кривые 
и (t) (см. рис. 1), тем круче кривые п (Ь) 
(см. рис. 2), тем резче проявляется 
критичность значения 6=2-108 (в дан
ном примере).

Если взять t > 10_6 с, то кривую п (Ь) 
нельзя будет отличить от вертикальной 
прямой & = &кр—2-108; п=0 при b > b^, 
п= со при Ъ < 6кр.

§ 9. Подкритическая и надкритическая 
массы при непрерывном источнике 
нейтронов

В предыдущем параграфе была рассмот
рена задача об изменении со временем 
числа нейтронов при данном начальном 

числе п0 нейтронов. Поставим теперь 
несколько иную задачу. Пусть в началь
ный момент 1=0 число нейтронов равно 
нулю и в этот момент включен источник 
нейтронов, испускающий q0 нейтронов 
в единицу времени. Эта задача приводит 
к уравнению

— =cn + q0, (8.9.1)

где с=а—Ъ. Мы ищем решение этого 
уравнения с начальным условием: ?.=0 
при 1=0.

Способ решения подобной задачи был 
изложен в § 3. Вкратце повторим ход 
рассуждений.

Ищем количество нейтронов в момент 1. 
Весь промежуток времени от 0 до 1 раз
биваем на отдельные промежутки Дт. 
Рассмотрим один такой промежуток вре
мени от т до т+Дт. Источник выдал за 
это время количество нейтронов, равное 
д0Дт. Если бы источник действовал 
только в течение одного промежутка 
времени Дт, то мы имели бы дело с за
дачей предыдущего параграфа с на
чальным количеством нейтронов п0= 
=д,0Дт; единственное отличие состоит 
в том, что эти нейтроны выделились 
в момент 1=т, а не в момент 1=0. По
этому вместо решения n=nae1' мы по
лучили бы решение

п = Ноес1{~'х) = д/^тте1/-1)
(это решение относится к моменту 1 > т; 
цри 1 <Z т имеем 72=0), так как ясно, 
что изменение количества нейтронов 
зависит именно от времени, которое 
прошло после того момента, когда было 
задано их начальное число, т. е. в дан
ном случае от величины 1— т.

На самом деле источник действует 
непрерывно в течение всего времени 
от 0 до 1. Значит, надо суммировать 
вклады всех нейтронов, испущенных ис
точником в различные промежутки вре
мени Дт, причем все эти промежутки 
вместе составляют весь интервал вре
мени от 0 до 1. Такая сумма при малых 
Дт обращается в интеграл; поэтому

t
и (0 = J q^^dx.

О
Этот интеграл легко вычислить:



 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

§ 10. Значение критической массы 261

п (° = q°ect j е cAh = qQecl ~ е " |' =
О

= < — 1) = V- (ес/ — 1 ). (8.9.2)

Нетрудно убедиться в том, что это 
решение удовлетворяет уравнению 

4 4 [■?(ес/ - 1)] = = m + q0

и условию и==0 при i=0.
Одна и та же формула (2) дает реше

ние при положительном и отрицатель
ном значениях с. Однако вид кривой 
п=п (£) при этом существенно меняется. 
При с > 0 (т. е. при а )> Ъ) показатель 
ct положителен, так что с ростом t ве
личина ect быстро становится гораздо 
больше единицы. При большом t и с > 0

90- 1 а . 
» е •!

При с < 0 величина ct <Z 0; поэтому ec< 
с ростом t становится гораздо меньше 
единицы и значения п приближаются 

<7ок числу — у, которое положительно, 
так как с <Z 0. Вид кривых п = п (t) 
показан на рис. 1.

Отметим любопытный частный слу
чай с=0. Если с=0, то формулой (2) 
непосредственно пользоваться нельзя. 
Разложим ect в ряд:

Подставляя это значение в (2), получим

= Qo р + с1? + •••_]•

Последней формулой можно пользова
ться и при с=0; мы получаем: 

n (i) = qt (8.9.3)

Результат (3) нетрудно вывести и из 
уравнения (1). Действительно, при с=0 
уравнение (1) имеет вид От
сюда п (t)=qot-~A, где А — постоянная 
интегрирования. При i=0 должно быть 
п=0, поэтому Л=0, и мы получаем (3).

Как было показано выше, при с <С 0 
концентрация нейтронов с течением вре-

мени достигает постоянного значения 
9о ОЪ тт— , или, что то же самое, Чем
с ’ , |с|
меньше |с] (чем мы ближе к критиче
скому состоянию), тем больше это по
стоянное значение. Таким образом, 
даже при очень слабом источнике (ма
лом 7о) масса, близкая к критической, 
может давать любое большое число ней
тронов, большое число делений, большое 
выделение энергии. В принципе режим 
работы атомных котлов именно такой.

Рис. 8.9.1

Поддержание такого режима является 
нелегкой задачей, так как малые измене
ния Ъ и с очень резко меняют величину 
—, когда с олизко к нулю, а работа при с, 
близких к нулю, необходима, если надо 
получать большую мощность при ма
лом 70. Однако при помощи автоматиче
ского регулирования эту техническую 
задачу удается решить: когда п выходит 
из данных пределов, система регулиро
вания меняет величины а или Ь. К тому 
же есть природные факторы, облегчаю
щие регулирование. Так, например, при 
увеличении п повышается температура 
активного вещества, и при этом оказы
вается, что с уменьшается, так что в из
вестных пределах система как бы само
регулируется.

§ 10. Значение критической массы

Мы знаем теперь, насколько сильно 
меняются свойства системы в зависи
мости от того, имеем ли мы дело с над
критической или с подкритической мас
сой. Рассмотрим подробнее само условие 
критичности

__ Зк
Гт>— Л^д (v — 1) •

Подставим значения входящих в послед
нюю формулу величин для урана-235: 
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аг>:1.(і-1і) 24 см2, > .,2.5. ЛА«4-1022 1 /см:!. 
Получим (в см)

гкр 1 к "к'_ - \'J6'. « ЗОЛ

Коэффициент к мы не умеем опреде
лять, нам известно только, что он 
меньше единицы. Найдем этот коэффи
циент, сопоставляя формулу с опытом. 
Опыт показывает, что ■ критическая 
масса урана-235 около 50 кг. Урановый 
шар массой 50 кг имеет радиус около 
8,5 см. Следовательно, в данном случае

8,5
30к

Остановимся на физическом смысле 
формулы для критического радиуса. 
В выражении для гкр скорость нейтро
нов сократилась. Значит, формулу для 
гкр можно получить, не рассматривая 
хода процесса во времени, не рассмат 
ривая скорости размножения нейтро
нов и скорости ухода нейтронов из 
системы.

Если пренебречь безразмерным мно
жителем Зк (он порядка единицы), то 
формула для критического радиуса при
нимает вид

Л°д
1

У— 1 ■ (8.10.1)

Что за величина стоит в левой части 
формулы (1)? Объем цилиндра с высо
той, равной радиусу, и с площадью ос
нования, равной Сд, есть гК1 од. Напом
ним, что если нейтрон движется по оси 
такого цилиндра, то он вызывает деле
ние тех ядер урана-235, центры которых 
находятся внутри цилиндра. N — число 
ядер в единице объема, следовательно,

— среднее число ядер в объеме 
цилиндра.

Теперь мы можем дать другую форму
лировку условию критичности. Мы вы
яснили, что средний путь, который про
ходит внутри делящегося вещества нейт
рон, родившийся внутри вещества (в ре
зультате деления), порядка радиуса г. 
После того как нейтрон прошел путь 
около г, он выходит за пределы деляще
гося вещества и для процесса потерян. 
Условие критичности заключается 
в том, что в среднем на этом пути нейт
рон должен до ухода из системы поро
дить один нейтрон. При делении обра
зуется v — 1 новых нейтронов. Значит, 
нужно, чтобы до вылета нейтрон вызвал 
примерно ---- у делений, т. е. чтобы
в объеме цилиндра гзд было примерно 
---- Ї ядер. Зто условие и приводит 
к формуле (1).

Понятно, что такие рассуждения не
строги, но они нужны для понимания 
сути дела, и здесь их нельзя заменить 
никакими расчетами, даже самыми точ
ными вычислениями на современных эле
ктронных машинах. Такие расчеты на 
машинах не заменяют, а дополняют 
ясное понимание качественной стороны, 
понимание физического смысла процесса. 
В частности, читатель должен обратить 
внимание на принцип, который был вы
сказан в начале параграфа: если какая- 
то величина v участвовала в выводе 
формулы, но в окончательном резуль
тате сократилась, значит, есть такой 
вывод формулы, в котором данная ве
личина вообще не фигурирует. Нужно 
всегда стараться найти такой, более 
простой вывод формулы, потому что дру
гой вывод формулы — это и другой, 
новый взгляд на исследуемое явление.



 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

Глава 9

МЕХАНИКА

§ 1. Сила, работа, мощность

Соотношения между главнейшими меха
ническими величинами можно точно вы
разить только при помощи интегралов 
и производных. В гл. 2 мы уже рассмат
ривали связь между пройденным путем: 
(или положением) тела z и его скоро
стью v, а также между скоростью v и 

dz du
ускорением a:v= — t а='^• 
теперь к соотношениям, связывающим 
между собой такие величины, как сила, 
работа, энергия, мощность.

Рассмотрим прямолинейное движение 
тела вдоль оси х. Пусть сила F, дейст
вующая на тело, также направлена 
вдоль оси х. В элементарных курсах 
физики работа А, совершенная силой, 
определяется как произведение силы F 
на пройденный телом путь b=b—а, 
где а — начальное положение тела, 
a b — его конечное положение:

A — Fl = F(b — а).

Очевидно, здесь повторяется положе
ние, с которым мы встретились в случае 
соотношения между скоростью и путем: 
простая формула — работа равна про
изведению силы на путь — имеет место 
лишь в том случае, когда сила п о
с т о я н н а. Если ж'е сила на протяже
нии процесса перемещения тела м е
н я е т с я, то весь процесс перемещения 
приходится разбивать па ряд отдельных 
этапов так, чтобы на протяжении каж
дого отдельного этапа силу можно было 
считать постоянной (это будет выпол
няться, если каждому этапу отвечает 
малое приращение времени или пути). 
Тогда для малого промежутка Sx{ 
пути, отвечающего г-му этапу (от поло
жения х. до г,-+1 тела), работа равна

ДЛ, = F-Xt = F( (ж,.+1 — х{

Отсюда следует, что в общем случае пе
ременной силы F=F (х) работа выража

ется не произведением, а интегра
л о м:

ь

А — j Fdx.
а

Мы считаем известным движение 
тела, задаваемое функцией х=х (£). Пе
ремещение dx тела за малое время равно 
произведению|(мгновенной) скорости V 
на время dt: 

dx = vat = 4- dt
dt

Поэтому выражение для работы можно 
переписать так:

₽ 3
Л = \FlH^t==\ (9.1.1)

а а

где моменты времени t=u и i=p отве
чают началу и концу движения тела.

Произведение Fv, которое входит 
в эту формулу, есть работа, отнесенная 
к единице времени; оно называется 
мощностью. Действительно, в случае 
постоянных скорости и силы путь равен 
x~vt, работа равна A=Fx=Fvt и от
ношение работы к протекшему времени 
(т. е. работа, произведенная в единицу 
времени, или мощность) есть ~-=Fv. 
Обозначая мощность — через W, можно 
написать

з
Л = j Wdt.

а
(9.1.1а)

Напомним, что в системе единиц СИ 
единица скорости есть м/с, единица ус
корения — м/с2. Единица силы имеет 
специальное название — ньютон (обо
значение: Н): это есть сила, придающая 
массе 1 кг ускорение, равное 1 м/с2. 
Ясно, что единица энергии, или работы, 
есть 1 Н-м=1 кг-м2/с2; она называется 
джоуль (обозначение: Дж); единица мощ
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ности — 1 Н-м/с=1 кг-м2/с3 — называ
ется ватт (обозначение: Вт).

На тело могут действовать одновре
менно несколько сил, например 
Fy и F2. В этом случае можно говорить 
о работе Ау, которую совершила первая 
сила, и о работе Л2 второй силы за то 
время, когда тело переместилось из на
чального положения а в конечное поло-

Рис. 9.1.1

жение Ъ. Считая силы Fy и F2 постоян
ными, получим:

A = (b — a'F А2 = (b — a)F2.

Обратим внимание на знаки величин, 
входящих в эти выражения. Сила счи
тается положительной, если она дей
ствует в сторону возрастания х (рис. 1). 
Сила, действующая в противоположную 
сторону — влево, считается отрица
тельной. Если тело перемещается в ту 
же сторону, в которую действует сила, 
то работа силы положительна. Если же 
тело движется в направлении, проти
воположном направлению силы, так 
что E, и (Ь—а) имеют разные знаки, то

f-'i

Рис. 9.1.2

работа силы А оказывается отрицатель
ной. Представим себе, например, что 
на тело действуют две силы (рис. 2, а): 
сила растянутой пружины Ег и сила 
натяжения веревки Е2, которую Вы, 
читатель, натягиваете рукой. Сила пру
жины тянет тело влево, т. е. F\ <Z 0; 
Вы тянете вправо, т. е. Е2 > 0. Если 
Вы тянете сильнее пружины (т. е. если 
абсолютная величина силы, с которой 
Вы тянете вправо, больше абсолютной 
величины силы, с которой пружина тя
нет тело влево: |Е2 > 1^11), то тело, 

первоначально находившееся в покое, 
будет перемещаться слева направо. На 
рис. 2, а показано начальное положе
ние тела, а на рис. 2, б — его конечное 
положение; (Ь—а) )> 0, Fy <С 0. Ра
бота Лп совершенная силой натяжения 
пружины, или, короче, работа пружины 
при этом перемещении отрицательна, 
а работа, которую Вы произвели, поло
жительна: Л2 > 0. Полная работа А~ 
=^2+^! также положительна; однако 
A <Z А2, так как At <б 0. Это значит, 
что только часть А произведенной Вами 
работы (Л2) воспринята телом: другая 
часть (|ЛТ|) пошла на растяжение пру
жины. Отметим, что сила трения о не
подвижную поверхность направлена 
всегда в сторону, противополож
ную скорости движения тела; поэтому 
работа силы трения о неподвижную по
верхность всегда отрицательна неза
висимо от направления движения тела.

Сила Fy действия на тело пружины, 
один конец которой закреплен, отлича
ется весьма важным свойством: эта сила 
зависит исключительно от положения 
тела. Вовсе не все силы обладают по
добным свойством. Например, сила тре
ния о неподвижную поверхность всегда 
тормозит движение тела: она направлена 
влево, если тело движется вправо, и на
правление вправо, если тело движется 
влево. Поэтому направление силы тре
ния зависит от направления движения 
тела. Кроме того, сила трения может 
зависеть от скорости тела. Следователь
но, сила трения зависит от величины и 
направления скорости тела, а не только 
от его положения (она может даже вовсе 
не зависеть от положения тела).

Сила Е2, с которой Вы тянете веревку, 
в примере, проиллюстрированном рис. 2, 
может меняться любым образом, по Ва
шему произволу. В частности, тело мо
жет двигаться сначала направо, а потом 
налево. При этом тело дважды пройдет 
одно и то же положение: первый раз на 
пути вперед в момент ty, второй раз на 
обратном пути в момент t2.

Возможный график движения тела, 
т. е. зависимость координаты х от вре
мени t, показан для этого случая на 
рис. 3. В нашей воле в момент тянуть 
тело вправо, Е2 (ij) >0, а в момент С 
отпустить трос, так что Е2 (i2)=0 или 
даже толкать тело влево, так что 
F., А) < 0. Но х (ty)=x (£)==i; значит, 
произвольную силу Е2 нельзя, вообще 
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говоря, рассматривать как функцию 
координаты х.

Приведенные примеры силы трения 
и силы, приложенной человеком, дей
ствующим по своей воле, служат для 
того, чтобы показать, что зависимость 
силы только от положения тела F\ — 
=Fx (х), характерная для силы Ft, 
с которой пружина действует на тело, 
не есть общее свойство любых сил, а есть 
частное свойство, связанное с упруго
стью пружины.

Для того чтобы найти работу А{ дан
ной силы F; (где индекс і показывает, 
что речь идет об одной из действующих 
на тело сил Fr, F . . .), надо воспользо- 

ъ
ваться формулой А{= j Ftdx или фор

а
Р

мулой A(—^Ftvdt. При этом нужно
а

знать: 1) как двигалось тело, т. е. зави
симость х (t) координаты тела от вре
мени; 2) силу Fi=F{ (х, t, v) (в общем 
случае сила зависит от х, t и v).

Зная зависимости х (Z) и v (t) и под
ставляя их в выражение F- (х, t, и), мы 
получим выражение для F{ в виде функ
ции времени и сможем записать работу 
как интеграл по времени. Напомним, 
что на тело могут действовать и другие 
силы, поэтому каждую отдельную силу 
Fi нельзя выразить через ускорение и 
массу тела.

Пример. Пусть сила F (х) = —кх, 
а движение тела задано уравнением 
х=В sin ші, т. е. F(x, t) = — кВ sin wt, 
и v== ~dt~ = Вы cos at; при этом здесь мы 
не требуем, чтобы сила F равнялась мас
се, умноженной на ускорение: предпола
гается, что на тело действуют еще и 
другие силы G, которые вместе с F обес
печивают движение по заданному закону 
х = x(t}. Для работы одной только си
лы F легко найдем

Р1
А = —В2кш j srn at cos wtdt =

B2kct f . „ B2
—------2— J sin wddt ———

Pl
= ■ (cos 2<u£2 — cos 2orf1)

cos 2<i>J p»
Pl

(9.1.2)

(проверьте это).

В случае, когда сила зависит только 
от координаты, гораздо проще и удобнее 
пользоваться выражением работы как 
интеграла по х:

ъ ъ _
А = j F (х) dx = —к j xdx —

а а
кЬ2
~2~'

Подставляя сюда х=В sin wt, легко по
лучить и выражение работы в течение 
заданного промежутка времени от tx 
до t2t

. кВ2 sin2 шЛ, кВ2 sin2 ШІ2
А =----- 2---- 1----------—- s (9«1«3)

Это выражение в точности совпадает 
с предыдущим: ведь
cos 2a3 — cos2 wt — sin2 wt = 1 — 2 sin2 at, 
и, значит,
cos 2о>^2 — cos 20)^ = 1 — 2 sin2 at^ —
— (1 — 2 sin2 utfj) = 2 (sin2(u#x — sin2ufa).

Подставляя последнее тождество в (2), 
получим (3).

<z

/1
/ 1

1
і X
1

Рис. 9.1.3 1
1

1
_______________

4 і

При использовании выражения ра
боты как интеграла по координате х 
силы F (х, v, Ґ), в общем случае завися
щей от х, v, нужна большая осто
рожность. В самом деле, в принципе 
если задан закон движения х=х (t), 
то уравнение х—х (t) можно решить 
относительно t и определить t (х). Од
нако надо иметь в виду, что t может 
бытьнеоднозначнойфункциейх: одно 
и то же положение х может отвечать, 
например, двум различным моментам 
времени, т. е. для одного и того же зна
чения х мы можем иметь два разных 
значения t (см. рис. 3). Тогда все движе
ние надо разбить на отдельные периоды, 
в течение каждого из которых скорость 
не меняет своего знака и t является о д- 
нозначной функцией х. Однако 
для разных участков времени t может 
выражаться разными функциями х.

Пусть, например, тело движется по 
закону х=В sin ші, как и в предыдущем 



 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

  

  

 
 
 

266 Гл. 9. Механика

примере, но сила задана как функция 
времени: F=f cos u>t. При этом сила 
не является однозначной функцией по
ложения х: ведь, если t=0, то х=0,

ТСF = t, но если положить t=—, то мы 
снова получим х=0, но на этот раз 
F=—f, так что в различные моменты 
времени (t = 0 и t = t тело находится 
в одном и том же положении х=0, 
а сила при этом различна. При интегри
ровании по времени этой трудности 
нет: каждому моменту t отвечает одно 
определенное значение координаты х, 
силы F и всех других величин.

В данном случае легко найти работу, 
интегрируя по времени:

^2 ‘2
А = j Fvdt = j f cos wtBw cos wtdt -—

t, /,

= ІВ^ j cos2 mtdt.

Воспользуемся формулой cos 2cp = 
=2cos2 tp—1, пли, что то же самое,

, 1 , cos 2- шcos2? = -2"1--- ї~г-. Іогда

А = fB> j (у 4- dt =

— ~2 —— 2 — — ““

4- 22 (sjn 2(»2 — sin 2®4). (9.1.4)

Движение по закону x = Zstawt пред
ставляет собой колебание тела (см. гл. 10). 
Как видно из формулы (4), в нашем слу
чае с течением времени, т. е. с увеличе
нием t2, работа неограниченно возра
стает. Это объясняется тем, что сила и 
скорость колебаний находятся в резо
нансе (подробно явление резонанса бу
дет рассмотрено в следующей главе).

Рассмотрим работу силы за один по
лупериод, выбрав натальный момент 
4 = 0, — 0 и конечный момент 4 —
= sin u>Z2 = sin п — 0, х2 = 0. Тогда 
в (4) srn2<'jf2 = sin 2(oZi = 0, и работа 
равна

1 - -Л = у /Дю~ — у /д . (9.1 .5)

Тело вернулось в исходное состояние, 
а работа, произведенная силой, не равна 

нулю и имеет вполне определенную ве
личину. Как понять этот результат 

с точки зрения формулы А = j Fdx^
■ х

Если подставить х± = х2 = 0, то мы 
получим

о
А = j Fdx = 0.

о
Но в действительности мы должны рас
смотреть отдельно процесс нараста
ния х от 0 до хтаХ—В и процесс убыва
ния х от .rmax=/i до 0. В процессе нара
стания каждому значению х соответст
вует определенное значение силы F, 
которое обозначим Fx
Fx = / cos at = f \l — sin3 co =

Во время убывания x тем же положи
тельным значениям х соответствует 
(отрицательно е) значение си
лы \ Эту отрицательную силу мы обо
значим через F2-.

F2(x) = -f]/i -Ц)*  .

Таким образом, интеграл с координа
той х в качестве переменной интегриро
вания распадается на два интеграла:

в о
А = j Fx (х) dx 4- j f2 (x) dx, (9Л.6)

о в

которые нельзя сложить по формуле
» сс с

ydx = j vdx,
aba

так как подынтегральная функция 
в двух интегралах правой части (6), 
хотя и имеет один и тот же смысл (сила), 
но выражается разными формулами.

j ydx + j

i Равенство со.Ум--Ря|'.п3оЯ==1 выполня
ется яри любых значениях оЯ. Из него 
следует cos mt — + Z1 — sin2 wt, а вот знак 
перед корней зависит от того, какова вели

чина m. Легко

ступали.

тс
убедиться, что при — у <б 

брать знак плюс, а при

знак минус, как мы и по-



 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 

§ 1. Сила, работа, мощность 267

Это связано с тем, что F задана как 
функция t, a t при возрастании х от О 
до В и при убывании х от В до 0 выра
жается через х различными формулами. 
В данном случае F2 (х)==—— (х). Под
ставляя выражения для 1'\ (ж) и F.2 (ж) 
в (6), получим

A=f -(
О

Во втором интеграле можно переставить 
пределы интегрирования; при этом ме
няется знак, — и мы получим

в ________
А = 2/Jj/l -ffldx. (ЭХ7)

О

Если обозначить то dx = Bdz и

А-=2В/ j \/1 — zdz.
О

Но интеграл

I = j ^1 — Z2 dz = ~
0 

(этот интеграл выражает площадь чет
верти круга радиуса 1). Поэтому из (7) 
следует

A = 2Bf^=^Bf,

что совпадает с формулой (5), получен
ной интегрированием по времени.

Таким образом, в случае силы, зави
сящей от времени и могущей принимать 
разные значения при одинаковом зна
чении х, работа 2 Л также не*  является 
однозначной функцией х. В разобранном 
случае зависимости силы от времени (F~ 
=f cos wf, x=B sin oil) с течением вре
мени x2 снова и снова проходит одни и 
те же значения, а работа, произведенная 
силой при положительном /, все увели
чивается и увеличивается.

Если сила зависит от скорости, как 
это имеет место для силы трения, поло
жение дела будет похожим на разобран
ное нами: тело может вернуться в ис
ходную позицию, но работа силы не 

будет равна нулю. В случае силы тре
ния работа будет отрицательна (см. уп
ражнения).

Упражнения
9.1.1. Найдите выражение в виде интеграла 

для работы силы трения, пропорциональной 
скорости движения тела и направленной в про
тивоположную ей сторону: F=—hv, где h > 0. 
Покажите, что эта работа отрицательна.

9.1.2. Сила трения постоянна по величине 
и направлена в сторону, противоположную 
скорости, т. е. F=—h при v > 0 и F=h при 
v < 0. Тело движется по закону z=BSsinDt. 
Найдите работу силы трения за время от

л
1=0 до t = — ." со

9.1.3. Сила, действующая на тело, задана 
формулой 7?=/0sinool, где /0=const. Ввиду 
того что на тело действуют также и другие 
силы, оно движется по закону x=Bsmalt. 
Определите работу силы F за время от 1=0 
до 1= Т. Рассмотрите отдельно случай шв= 
= C1.

£12
9.1.4. Тело падает по закону х=-£ Focb х 

направлена вниз). Найдите формулу для работы 
V2 

силы сопротивления воздуха F = —aSp -g, 

где а — коэффициент пропорциональности, 
зависящий от формы тела (ср. ниже § 9.14, 
9.15), S — площадь поперечного сечения те
ла (в см2), р — плотность воздуха («=1,3- 
• 10~з г/см3), v—скорость падения тела 
(в см/с). Найдите также формулу для работы 
силы тяжести F-=mg, где m — масса тела.

Произведите вычисления и сравните ре
зультаты для деревянного шарика диаметром 
1 см, где а=0,8, и для стальной пули длиной 
3 см, диаметром 0,7 см, где а=0,2, полагая 1= 
= 1 с, 10 с, 100 с.

[Замечание. Смысл расчета состоит 
в том, что мы полагаем силу сопротивления 
воздуха малой по сравнению с силой тяжести 
и заметно не меняющей закон свободного, па
дения тела. Подсчитывая работу силы со
противления воздуха и сравнивая ее с работой 
силы тяжести, мы проверяем правильность 
исходного предположения о малой роли силы 
сопротивления воздуха. Точное решение за
дачи о падении тела с учетом сопротивления 
воздуха дано в §14.]

9.1.5. Ветер, дующий со скоростью v0, 
действуе^т на парус с силой F, равной 

(со — г)2 „ о (v0 — а)2
а5р----- 2-----  При 2 F 2о и — asp----- 2----- при
v > и0; здесь и — скорость движения судна,
5 — площадь паруса, = — плотность воз



 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

268 Гл. 9. Механика

духа, а — безразмерный коэффициент (для 
паруса, поставленного перпендикулярно к на
правлению ветра, astl). Найдите работу силы 
ветра при перемещении судна на Ъ метров. 
Найдите мощность силы ветра. (Движение 
судна можно считать равномерным, т. е. ско
рость v постоянной.) Выясните зависимость 
работы и мощности от величины v. Найдите 
максимальную мощность при г0=ЗО м/с, а— 
= 1, 5=100 м2 и выразите ее в ваттах.

9.1.6. Тело движется по закону х= 
= В COS ( а) под действием нескольких сил, 
в том числе зависящей от времени силы 
=/cos ай. Найдите работу силы за время от 
t=ti до t=t2, в частности за один период ее 
действия (от t = 0 до Найдите сред

нюю мощность силы.

§ 2. Энергия
Рассмотрим случай силы F—F{x), ко
торая зависит только от положения 
(координаты) тела. Как отмечалось 
выше, примером силы такого рода яв
ляется сила, с которой на тело действует 
пружина, второй конец которой закреп
лен *.  В таком случае выражение 

А = j Fdx можно применнть без ка

ких-либо осложнений (ср. с § 1). В част
ности, в этом случае, если тело двига
лось сначала в одну сторону от хи до 
Жюак = Х, а ПОТОМ В ПРОТИВОПОЛОЖНУЮ И 
вернулось в начальное положение, то 
х2=ху и полная работа силы действи
тельно равна нулю:

А= j F (x)dx:=0.

Разбиение пути на участки только под
тверждает этот вывод:

X х2 'X X
А = j Fdx -ф- j Fdx — j Fdx — J Fdx}

Xi X Xi x2

и .4=0 при x!~x2.
В механике потенциальная энергия 

определяется как способность произ
вести работу. Пружина обладает опре-

1 Если второй конец пружины может пе
ремещаться, то сила, действующая на тело, 
будет зависеть не только от положения тела, 
но и от положения второго конца пружины, 
а следовательно, не будет удовлетворять 
сформулированному условию. 

деленным запасом потенциальной энер
гии, зависящим от того, насколько она 
растянута или сжата. При неподвижном 
положении одного закрепленного конца 
потенциальная энергия пружины зави
сит от положения тела, к которому при
креплен подвижный конец пружины. 
Таким образом, потенциальная энергия 
и=и (х) есть функция координаты х. 
Если в начальном положении х=хг 
потенциальная энергия равна и 
то после перемещения тела в положе
ние х2, когда пружина совершила ра
боту Л, равную

А = j F (х) dx,
xl ■

оставшаяся потенциальная энергия рав
на и (яД—А. Таким образом,

ж,
и КД = и КД — А = и (жД — j F (х) dx.

(9.2.1)

Надо полностью прочувствовать знак 
при А в этом выражении: если пружина 
совершает (положительную) работу, то 
запас способности пружины совершать 
работу уменьшается! Произведенная 
пружиной работа черпается из запаса 
потенциальной энергии. Поэтому произ
веденная работа (то, что отдала пру
жина) равна разности начальной и ко
нечной энергии пружины:
А = и КД — и (хД-

Во все формулы входит разность 
величин потенциальной энергии в двух 
положениях тела. Поэтому если заме
нить и (х) на и (ж)+С, где С — любая 
постоянная величина, то это ничего не 
изменит в физических результатах. Дей
ствительно,
[и КД + Q — [и КД 4- CJ =s и (Ж) — и (х2).

Значение и (х)—иа в какой-то данной 
точке (обозначим ее хо) можно выбрать 
произвольно. После этого в любой дру
гой точке х значение функции и (х) оп
ределяется по формуле (1), если в ней 
положить xL=xo, х2=х:

X
и (ж) — н0 — j F (х) dx. (9.2.2)

Так решается задача об определении 
потенциальной энергии по заданной силе.
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Можно поставить обратную задачу: 
зная потенциальную энергию и(х) как 
функцию х, найти силу F (х). Для реше
ния этой задачи возьмем производную 
от обеих частей равенства (2). Произ
водная интеграла по верхнему пределу 
равна подынтегральной функции, так 
что

нуль потенциальную энергию тела на 
уровне Земли (т. е. при z=0). Тогда

u{z) = — j Fdz = 
о

Z

— J (—mg) dz = mgz.
о

(9.2.6)

Потенциальная энергия линейно растет 
с увеличением высоты тела над поверх
ностью Земли.

В последнем примере мы предпола
гали, что расстояние z мало по сравне
нию с радиусом Земли. Будем теперь 
рассматривать снова силу притяжения, 
считая, что расстояния могут быть сколь 
угодно большими. По закону тяготения

1 о о • о' о Ъ

Рис. 9.2.1

Ньютона сила притяжения обратно про
порциональна квадрату расстояния от 
притягивающей массы. Известно, что 
для тела, находящегося над поверхно
стью Земли, сила притяжения ко всему 
земному шару может быть заменена 
силой притяжения к массе, равной 
массе Земли и сосредоточенной в центре 
Земли2 * * *. Удобно поэтому расстояние 
отсчитывать от центра Земли. Обозна
чим его г. Итак, сила, действующая на 
тело, направлена к центру Земли и по 
абсолютной величине равна • , где кон
станта С положительна.

(9.2.3)

Знак минус здесь весьма существен. 
Сила положительна, направлена в сто
рону увеличения х в том случае, если 
du— отрицательна, т. е. если при увели

чении х потенциальная энергия и умень
шается. Сила отрицательна (направлена 
в сторону уменьшения х), если • • О, 

т. е. если при увеличении х энергия и 
увеличивается; в этом случае, очевидно, 
при уменьшении х энергия и также 
уменыйается. Значит, сила направлена 
всегда в сторону уменьшения по
тенциальной энергии!

Рассмотрим подробнее пример пру
жины. Пусть в ненатянутом состоянии 
пружины тело находится в начале коор
динат (рис. 1). При оттягивании тела 
вправо сила упругости пружины растет 
пропорционально тому расстоянию, на 
которое оттянуто тело, и направлена 
влево:
F — —кх, где К > 0. (9.2.4)

Положим ио=О при х=0, т. е. примем 
потенциальную энергию ненатянутой 
пружины за нуль. Получим

Х * Х 2
u(x) = —^Fdx = k\*xdx = k-^. (9.2.5)

о о

Легко убедиться, что этому и (х) по об
щей формуле (3) соответствует сила (4).

Рассмотрим второй пример: силу 
тяжести. Направим ось z вверх. 
Сила тяжести, действующая вниз, рав
на —mg, где g —• ускорение свободного 
падения. Она не зависит от высоты z, 
но ведь постоянную величину тоже 
можно рассматривать как функцию, зна
чения которой не меняются. Важно то, 
что сила тяжести не зависит от времени 
и скорости. Поэтому можно применить 
полученные выше формулы. Примем за

2 Для тела, находящегося внутри Земли,
дело обстоит уже не так: здесь при расчете
силы надо учитывать только ту часть массы,
которая ближе к центру Земли, чем рас
сматриваемое тело.

Константу С легко определить из того 
условия, что сила, действующая на по
верхности Земли (г=Го лг 6400 км= 
=6,4-Ю6 м), хорошо известна: F (го)= 

Q
= mg = --о-, т. е. С = mgr*,  где g — ус
корение свободного падения (на поверх
ности Земли gs=9,81 м/с2). Оконча
тельно
F mg%

г2 ‘ (9.2.7)

Примем снова за нуль потенциальную 
энергию тела на уровне Земли. Учиты
вая, что при увеличении расстояния г 
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от центра Земли работа силы F будет 
отрицательной, имеем

Г г
и= — j Fdr = mgrl j

= mgr*  (- Т 0 = mgr*  7 + -L-) =
— mg^(r — r0). (9.2.8)

При малой высоте z = (г — r0) 1 r0 Ве
голичина — мало отличается от единицы, 

и поэтому
и (г) ш mg (г — r0) — mgz, (9.2.9)

что совпадает с полученной раньше фор
мулой (6). Однако с ростом г, как видно 
из (8), потенциальная энергия не растет 
неограниченно, как это было бы, если бы 
была верна приближенная формула (6), 
а стремится к определенному пределу 
и (со) = mgr0. (9.2.10)

Таким образом, с учетом ослабления 
притяжения с ростом расстояния от 
центра Земли энергия тела на бесконеч
ном: расстоянии будет такой же, как 
вычисленная по приближенной формуле 
энергия на расстоянии г0 от поверхности 
Земли, т. е. на расстоянии 2г0 от центра 
Земли.

В этой задаче мы встречаемся с физи
ческим вопросом, в котором речь идет 
о бесконечном расстоянии г. 
Здесь, конечно, уместно вспомнить, что 
в физической задаче нас могут интере
совать лишь конечные величины, 
конечные расстояния. Так, например, 
если рассматриваются движение тела 
и энергия тела, зависящие от притяже
ния Земли, то непосредственно нас мо
жет интересовать процесс достижения 
Луны, Марса или других планет либо 
даже других звезд, т. е. достижение рас
стояний больших или очень больших 
по сравнению с радиусом Земли, но все 
же конечных! И запись г=со, разуме
ется, для физика может иметь лишь 
смысл г > г0.

Пусть рассматривается вопрос о за
пуске ракеты на большую высоту, на 
большое расстояние от Земли. Мы хотим 
знать необходимую энергию и время 
полета. Рассмотрим два случая:

1) ракета должна пролететь расстоя
ние R = 1Ог0, где г0 — радиус Земли;

2) ракета должна пролететь расстоя
ние 7(=1ЮОго-

Работа, необходимая для того, чтобы, 
оторвавшись от Земли, ракета могла 
удалиться на расстояние R от центра 
Земли, равна

(9.2.П)

Вспоминая, что г()-';6,4-1О6 м, получим 
в первом случае Axmmg-J,l-AF, а во 
втором: случае 42«^mn.6,34-106.

Изменение расстояния в 10 раз незна
чительно повлияло на величину необхо
димой энергии. Если бы мы подставили 
«значение» R — со (напоминаем, что 
со — это не число!), то получили бы 
Amttmg • 6,4 • 106.
Работа Aj отличается от А т на 10%, 
Л2 от Ат — на 1%, т. е. при подсчете 
работы А2 (и даже работы Ах) величину 
R можно свободно заменить бесконеч
ностью. Однако изменение R сущест
венно скажется на в р е м е н и полета, 
поэтому при рассмотрении времени за
менять R бесконечностью никак нельзя.

Таким образом, одна и та же вели
чина R в одной и той же задаче при рас
смотрении разных сторон вопроса иногда 
может заменяться на бесконечность, 
иногда же такая замена не является за
конной. Возможность подобной замены 
зависит не только от самой величины R 
(и ее сравнения с другими входящими 
в формулу величинами той же размер
ности, в данном случае с г0), но и от стро
ения той формулы, в которой произво
дится замена.

Возвращаясь к вопросу о потенциаль
ной энергии тела, притягиваемого 
к Земле, найдем численное значение 
и (сю) на единицу массы: оно равно 
gr0 1 9,81 -6,4.10е 6,28-104 Дж/г. Эта 
величина в 30 раз больше теплоты испа
рения воды и в 10 раз больше химиче
ской энергии взрывчатых веществ.

В задачах небесной механики и в фи
зике целесообразно выбирать за нуль 
потенциальную энергию тела, находя
щегося на бесконечном расстоя
нии от притягивающей его массы. Тогда 
для потенциальной энергии тела, нахо
дящегося на расстоянии г от центра 
Земли, получим:

Г
f сu(r) = u(oo)—\F(r)dr — — — , (9.2.12)

СО
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где. как и ранее, С — константа в выра- 
„ сженин силы Г =----; ашаопделяеясяся

по формуле C—mgrl, если известно ус
корение g на поверхности Земли и ра
диус г0 Земли.

Можно получить другое выражение 
для С. Действительно, по закону тяготе

ния Ньютона F = —■. где т — массаг2
тела, притягиваемого к Земле, М — 
масса Земли, г — расстояние до центра 
Земли, у. — гравитационная постоянная, 
х==б:г-10“ип-мз/кг2=(;,7-10-'ігм3/ік'-с2). 
Поэтому С=у.тМ1. Пользуясь этой 
формулой, легко определить С, зная 
х и М.

В действительности с помощью лабо
раторных опытов, измеряя притяжение 
друг к другу тяжелых шаров известной 
массы, находят величину х. Только 
после этого, измеряя притяжепие тела 
к Земле, удается найти массу Земли. 
Вид функции, выражающей закон Нью
тона, т. е. тот факт, что сила убывает 
обратно пропорционально квадрату рас
стояния, доказывается сравнением при
тяжения к Земле тела, находящегося на 
поверхности Земли, и притяжения да
лекого тела — Луны, о также сравне
нием притяжения к Солнцу планет, на
ходящихся на различных расстояниях 
от Солнца: от Меркурия до Плутона.

Задача о потенциальной анергии 
двух электрических заря
довом <?2 совершенно аналогична пре
дыдущей. Сило взаимодействия между 
ними равна
F, С]Єе
f (9.2.13)

При этом коэффициент к в (13) равен 
единице, если заряды выражены в элект
ростатической системе единиц (единица 
заряда у—— Кл (кулонаО), о сила — 
в динах (обозначение: дин; 1 дина = 
=10““ Н); в системе СИ, где заряды вы
ражаются в Кл, о сила — в Н, в фор- 

j
муле (13) к = -jj- • 10 13. В формуле нет 
знака минус, который стоит в выраже
нии для силы тяготения. Действительно, 
если заряды q и л., одноименные (обо 
положительны или оба отрицательны), 
то произведение <;СЙ положительно. Но 
в этом случае заряды отталкиваются, 
т. е. сила F положительна.

Определяя снова и (г) ток, чтобы 
было и (а^о=0, получим 

а(г) = к^р-. (9.2.14)

Потенциальная энергия двух одноимен
ных зарядов на конечном расстоянии 
положительна: они отталкиваются и, 
расходясь с расстояния г до со, могут 
совершить работу, равную 
и (г) — и (оо) = и (г).

Потенциальная энергия двух розно
именных зарядов отрицательна. Дейст
вительно, ЛгЛ, < 0, если Лх )> 0, л, < 0. 
Это ясно и из физических соображений: 
так как разноименные заряды притяги
ваются, то нужно затратить энергию 
для того, чтобы растащить их но беско
нечное расстояние.

Отметим, что благодаря закону сохра
нения энергии потенциальную энергию 
можно определить не только как способ
ность производить работу, но и как ра
боту, которую нужно было затратить 
для приведения системы в донное со
стояние. Растянутая пружина способно 
произвести определенную работу, воз
вращаясь в нерастянутое состояние. 
Очевидно, что именно токую же работу 
надо было затратить для того, чтобы рас- 
тяпуть пружину. Аналогичные утверж
дения можно высказать в случае тела, 
поднятого на определенную высоту над 
Землей, или для системы двух зарядов.

§ 3. Равновесие и устойчивость

Рассмотрим тело, которое может дви
гаться блз трения вдоль какой-то пря
мой, принимаемой нами за ось х. Пусть 
на тело действует сила, направленная 
вдоль этой оси и зависящая от коорди
наты х (здесь можно снова представить 
себе, например, пружину; ниже мы 
разберем и другие примеры).

Положение равновесия, характеризу
ется равенством пулю действующей на 
тело силы, т. л. тем, что тело в этом по
ложении может оставаться в покое. 
Точку, в которой имеет место равнове
сие, обозначим через х0, так что F (х0) — 
=0. Разлагая функцию F (х) в ряд Тей
лора и пренебрегая всеми степенями 
(х—х0), кроме первой, видим, что воз
можны два варианта зависимости F— 
=F (х) в окрестности точки х0 равнове
сия, где F (хо)=О : F (х))^ (х—х0) и 
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F (х)^—к<2 (х—х0) (здесь мы считаем, 
что кгик2 — положительные величины). 
Первый случай показан на рис. 1, а, 
а второй — на рис. 1, б.

Рис. 9.3.1

Этим случаям соответствует совер
шенно различный характер равновесия. 
В самом деле, в случае рис. 1, а, если 
тело находится несколько правее точки 
х=х0, то на него действует положитель
ная сила, т. е. сила, которая тянет его 
дальше вправо. Таким образом, в слу
чае рис. 1, а равновесие в точке х—ха 
неустойчивое: достаточно малого откло
нения тела (безразлично вправо или 
влево), чтобы на тело начала действо
вать сила, увеличивающая это 
отклонение. Напротив, в случае рис. 1, б 
при отклонении тела вправо сила отри

цательна, т. е. тянет влево. Отклонение 
тела от положения равновесия вызывает 
силу, стремящуюся возвратить 
тело в положение равновесия. В этом 
случае имеем дело с устойчивым равнове
сием. Легко убедиться, что для тела, 
закрепленного на пружине, осуществ
ляется второй случай.

В соответствии с выписанными выше 
выражениями силы находим выражения 
потенциальной энергии, пользуясь (2.2). 
В случае неустойчивого равновесия

и (ж) и (х0) — ~кг(х — Х0І1.

В случае устойчивого равновесия

и (ж) да и (х0) 4- -2 кг (х — ж0)2. 

Графики функции и=и (х) для этих 
двух случаев изображены на рис. 2.

Таким образом, в случае неустойчи
вого равновесия потенциальная энергия 
имеет максимум, в случае устой
чивого равновесия — минимум. 
В обоих случаях в самой точке макси- 

n du I „мума или минимума г = — т— I — О,ах |ж—
т. е. сила равна нулю.

Этот результат является вполне ес
тественным. Если тело находится в со
стоянии максимума потенциальной энер
гии, то при перемещении в обоих напра
влениях выделяется энергия, кото
рая, превращаясь в кинетическую энер
гию, может пойти на преодоление инер
ции. Если же тело находится в состоя
нии минимума энергии, то для переме
щения его в любое другое положение 
нужно затратить энергию извне; эта 
энергия пойдет на увеличение потенци
альной энергии; затратив малую энер
гию, можно будет лишь незначительно 
сместить тело. Такие свойства тела, на
ходящегося в положении минимума по
тенциальной энергии, полностью соот
ветствуют понятию устойчивого равно
весия.

При действии силы тяжести вблизи 
поверхности Земли потенциальная энер
гия равна mgz, где z — высота над по
верхностью Земли. Линии, изображаю
щие зависимость и (х), здесь совпадают 
с графиком зависимости высоты z тела 
от горизонтальной координаты х. Надо 
представить себе тело, которое движется 
вдоль кривой линии как бусина, нани
занная на жесткую проволоку. Кри
вая и (х) соответствует форме проволоки, 
если плоскость чертежа расположить 
вертикально. Тогда очевидно, что мак
симум и (х) (см. рис. 2, а) отвечает точке 
проволоки, с которой бусины при ма
лейшем толчке скатываются вниз, уходя 
вправо и влево от максимума, минимум 
же'и (х) (см. рис. 2, б) — нижней точке, 
в которой бусины находятся в устойчи
вом положении и куда они сами скаты
ваются с соседних участков.

Таким образом, по графику и (х) 
можно наглядно представить себе на
правление сил и характер равновесия.

Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. Пусть заряженное 

тело движется по прямой (примем ее за 
ось х), на которой закреплены непод
вижно два одинаковых заряда ех, сим
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метричных относительно начала коорди
нат и удаленных на расстояние 2а 
один от другого (рис. 3).

Ясно, что в этом случае начало коор
динат является положением равновесия 
тела. Действительно, здесь силы, дей
ствующие на тело со стороны неподвиж
ных зарядов, равны по величине и про
тивоположны по направлению, так что 
они уравновешиваются, т. е. их равно
действующая равна нулю.

Потенциальная энергия и (х) тела с за
рядом е равна

Следовательно, если еге А> О, то ) > О 

при х — 0. В этом случае и(х) имеет 
минимум при х = 0, равновесие 
устойчиво. Если же ЄхЄ ( 0, то

к

4 Z?
А

' /7

Рис. 9.3.3

-r-І <Г0, т. е. и(х\ имеет макси- da:2 |х=0 '
м у м при х — 0, равновесие неустой

где г' и г" — соответственно расстояния 
от тела до левого и правого зарядов, 
т. е. г'—х{-а, г"~а—х. Поэтому

11 <®) = • ()•• ) • (9‘ЗЛ)

Соответствующие кривые изображены 
на рис. 4. Верхняя кривая соответст
вует случаю ехе ) 0, т. е. случаю одно
именных зарядов тела и неподвижных 
зарядов, нижняя — случаю <Z 0, т.е. 
случаю, когда тело имеет заряд, проти
воположный по знаку неподвижным за
рядам.

В случае е±е ( 0 равновесие в начале 
координат неустойчиво. Дейст
вительно, тело притягивается и к ле
вому, и к правому заряду; в начале 
координат силы притяжения к двум 
зарядам уравновешивают друг друга. 
Однако если тело немного сдвинется, 
например, вправо, то притяжение к пра
вому заряду окажется сильнее и тело 
будет продолжать двигаться в ту же 
сторону. Аналогичные соображения 
убеждают нас и в том, что при ехе > О 
равновесие устойчиво: здесь при 
малом сдвиге тела вправо (большее) 
отталкивание правого заряда будет стре
миться вернуть его в исходное поло
жение.

Найдем —Ц. | Пользуясь (1), по

лучаем

— = 26вГ_ + -7 Цг"|. (9.3.2) 
dx2 1 (fl — х) J ' ’

ряженное тело (рис. 5). В этом случае 
потенциальная энергия равна

График функции и (х) при а=1, | ) j=l 
изображен на рис. 6. При ехе ) 0 рав
новесие в начале координат неустой
чиво. При заряде е тела, отличаю
щемся по знаку от неподвижных заря
дов ) , т. е. при ) < 0, равновесие 
устойчиво.

Полагая в формуле (2) ж=0, находим 
d2u I   4ете
(ж l^o а3 *

чиво.
Пример 

когда заряды
2. Рассмотрим случай, 
расположены на том же

Рис. 9.3.4

ZZ м

1
1
||

4 - || 
||

11
1 \
1 \

J - /I п
1\ ^>0

1 \
1
1 \2 7 1

1
/ 1

\Л
---- Ц--- -J-------------- 1— —Ь------

1
1
1

\2 J .7?
1

\1f \

і 1

расстоянии от начала координат, но на 
прямой, перпендикулярной к линии 
(оси абсцисс), по которой движется за-

ГА

Рис. 9.3.5

и (ж) — 2 ехе
'а2 Xі
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Это нетрудно установить, рассматри
вая силу, действующую на подвижный 
заряд (рис. 7). Пусть еге )> 0. Сместим 
тело вправо от положения равновесия. 
Тогда равнодействующая сил отталки
вания направлена тоже вправо, в сто
рону дальнейшего увеличения от
клонения. Равновесие неустойчи

во е. В случае ехе < 0 равнодействую
щая направлена в сторону умень
шения отклонения; равновесие у с- 
тойчивое.

К этим результатам также нетрудно 
прийти, рассматривая вторую произво

ди I , ,. .дную -х і (сделайте это сами).ax j х—0

Обратим внимание, что при ехе )>0, 
когда в примере 1 (см. рис. 3) была ус

тойчивость, в примере 2 (см. рис. 5) 
равновесие неустойчиво. При ехе <ф 0 
(разноименные заряды) положение об
ратное: равновесие неустойчиво при рас
положении ' зарядов в соответствии 
с рис. 3 и устойчиво при расположении 
их, как на рис. 5.

Повернув рис. 5 на 90°, мы заметим, 
что он, в сущности, относится к томіу же 
начальному распределению зарядов в по
ложении равновесия, что и рис. 3. 
Можно сказать, что рис. 3 и 5 относятся 
к одинаковому начальному распределе
нию зарядов, но рассматриваются раз
ные направления движения. При этом 
всегда (при любых знаках зарядов) 

в каком-либо из направлений движения 
равновесие оказывается неустой
чивым.

В электростатике доказывается, что 
этот результат является совершенно 
общим: в пространстве между внешними 
закрепленными зарядами нигде нет та
кой точки равновесия, чтобы равновесие 
было устойчивым относительно переме
щений в любом направлении.

Приведенное ниже общее доказательство 
этого факта может показаться читателю до
вольно сложным; его можно пропустить без 
ущерба для понимания дальнейшего мате
риала.

Заметим, что зависимость потенциальной 
энергии заряда е, находящегося в точке 
(.-г, у, z), от его расстояния г от неподвижного 
заряда ?t, помещенного в точку (гх, yi, zi), 
дается формулой

v г [(ж — хі)2 + {у — рі)1 2 + - — Zi)2]1'"1 *

1 Читателю следует самому в этом убе
диться. Заметим, что точка (ж., ух, zi), в кото
рой находится неподвижный заряд, отлича
ется тем, что в ней функция и ее производные 
бесконечны;' эту точку мы исключаем из рас
смотрения. Относительно путей, позволяющих 
рассматривать такие точки, см. гл. 16.

2 Функции и (х, у, z), для которых выпол
няется это условие, называют гармоническими: 
они играют большую роль во многих разде
лах физики (ср. гл. 15 и 17).

Рассмотрим движение по осп х и найдем
d'f-u

при постоянных у и z; эта величина на
зывается (второй) частной производной от и 

д2и
по х и обозначается через << . Затем ана

логично найдем
д2а
ду2

д2и
относящиесяи

соответственно к движению по осям у И Z. 
Оказывается Ч что в нашем случае при лю
бых х, у, z, Xi, ух, zx сумма ■ вторых произ
водных по трем переменным х, у, z (им от
вечают три взаимно перпендикулярные оси 
координат) равна нулю'1:
д2а д2и д2и
дх1 + ду1 + dz1 ' ‘ (9.3.3)

Очевидно, это свойство сохранится и для
екесуммы любого числа членов вида —■ , где с/с — 

неподвижный заряд в точке ('xlt, у%, z^), a rk — 
расстояние заряда с от этой точки. Следова
тельно, при любом распределении неподвиж
ных зарядов в пространстве имеет место фор
мула (3).
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В частности, соотношение (3) справедливо 
и для той точки, ГДО имеет место положение 
равновесия заряда е. Но для равнове
сия необходимо, чтобы в этой точке сумма 
проекций сил на каждую из осей бы1ла равна 
нулю. Для этого нужно, чтобы

ди 
ду = 0,

— ведь если проекции силы на три перпендику
лярные оси равны нулю, то равна нулю и сама 
сила (векторная величина!), т. е. равна нулю 
проекция силы на любое направление

Для того чтобы равновесие было устойчи
вым относительно движения по всем трем вза
имно перпендикулярным направлениям, 
нужно, чтобы выполнялись неравенства:

д2и
ду” >0, (9.3.4)

Однако (4) противоречит (3), так как сумма 
трех положительных величии не может рав
няться нулю.

Упражнения
9.3.1. Заряд е движется по прямой, на ко

торой закреплены неподвижно два положи
тельных заряда ei и e2=4ei. на расстоянии 2а 
один от другого. Найдите ту точку на прямой, 
в которой возможно равновесие заряда <, и 
установите характер равновесия. Рассмотрите 
отдельно два случая: е > 0 и е • 0.

9.3.2. Репніте упр. 1, изменив знак за
ряда с2.

§ 4. Второй закон Ньютона

Сформулированный Ньютоном в т о- 
рой закон движения тела за
ключается в том, что произведение массы 
на ускорение равно действующей силе Ч 
Ускорение а есть производная скоро
сти v по времени; в свою очередь ско
рость есть производная от координаты 
тела по времени. Таким образом,

dv „та = т ~ = F, (9.4.1)

или
m~==F. (9.4.2)

at2

3 Если имеется отличная от нуля сила F 
(вектор!), действующая в каком-либо направ
лении, то вдоль каждой осп будет-действовать 
сила, равная проекции силы F на эту ось.

1 П е р в ы й закон Ньютона — закон 
инерции — утверждает, что тело, на кото
рое не действуют никакие силы, движется
прямолинейно и равномерно. Это значит, что
при равной нулю силе ускорение тела также
равно нулю. Следовательно, первый закон
Ньютона содержится во втором законе, явля
ется его частным случаем.

Начнем со случая, когда сила задана 
как функция времени: F=F (t). Это 
означает, что производная задана
как функция времени. В таком случае 
из закона Ньютона (1) легко найти 
скорость в любой заданный момент; 
кроме действующей силы при этом надо 
задать также скорость в какой-то мо
мент £>• Тогда

і

+ ~\F(t)dt. (9.3 4.3 * * *)
Іа

Зная скорость в зависимости от вре
мени и (1) и начальное положение тела 
х (t0), найдем положение тела в любой 
момент времени:

і

хҐ} = х (t0) • j v (l) dt, (9.4.4),

где v (() дано предыдущей формулой.
Соотношение между скоростью и пу

тем подробно рассматривалось в гл. 2.
В целом формулы (3) и (4) решают 

задачу нахождения х (і) из уравне
ния (2). Соотношение (2) — это диффе
ренциальное уравнение второго порядка, 
в него входит вторая производная неиз
вестной функции х (J). В ответ входит 
не только заданная функция х (і), но 
и две постоянные величины, определяе
мые из начальных условий, которыми 
служат положение тела и скорость тела 
в начальный момент времени t0.

Если задан или экспериментально 
найден закон движения тела, т. е. за
дана функция х (і), то нахождение силы, 
действующей на тело, не представляет 
никакого труда: надо найти вторую про
изводную функции х (t) и умножить ее 
на т (формула (2)).

У пражнения
9.4.1. Найдите закон движения тела под 

действием постоянной силы F, если в момент 
времени 2=0 тело покоилось в начале коор
динат (ж=0).

9.4.2. То же, при условии: а) я=0, г=г0 
при /—0; б) х=ха, v=v0 при £=0.

9.4.3. Тело массой 20 кг начинает дви
гаться под действием силы 1 Н из начала ко
ординат без начальной скорости. Какой путь 
пройдет оно за 10 с?
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9.4.4. Шарик свободно, т. е. с начальной 
скоростью, равной нулю, падает с высоты 
100 м. Через сколько времени он достигает 
Земли (сопротивлением воздуха пренебречь)?

9.4.5. В условиях предыдущей задачи ша
рик начинает падение со скоростью г>о= О м/с. 
Разберите два случая: а) начальная скорость 
шарика v0 направлена вниз; б) начальная 
скорость шарика v0 направлена вверх. Опре
делите, через сколько времени шарик достиг
нет Земли. Какова его скорость в момент при
земления? Проверьте, что скорость приземле
ния одинакова в случаях а) и б).

9.4.6. На тело действует сила, пропорцио
нальная времени, протекшему с начала дви
жения (коэффициент пропорциональности 
равен к). Найдите закон движения тела, если 
известно, что тело начинает движение из 
точки т=0 с начальной скоростью и0.

9.4.7. На тело действует сила, периодиче
ски меняющаяся со временем: F—f coswt, 
где / и о> — постоянные числа.

а) Найдите закон движения тела при ус
ловии, что т=0, р=0 при t=0. Установите, 
что такое движение является колеба
тельным. Определите период колебания, 
наибольшее значение х (і), наибольшее зна
чение скорости.

б) Тот яке вопрос для силы F=f sinwi, 
причлм снова г=0, v—О при t=0.

9.4.8. Тело движется под действием по
стоянной силы F. В момент времени i=/0 
тело находилось в точке х=х$. Найдите, ка
кую скорость должно иметь тело при £=/), 
чтобы в момент времени t=H попасть в точку 
Ж=Т1.

§ 5. Импульс силы

Задача нахождения закона движения 
тело при заданной зависимости силы от 
времени в принципе решена в предыду
щем параграфе. Проанализируем полу

ченное решение и введем некоторые 
связанные с ним новые понятия.

Произведение Р=ти (массы на ско
рость) называется количеством движе
ния. Величина

t
Ці0, t) =F (t)dt (9.5.1)

‘0

называется импульсом силы зо время 
от t0 до t.

Формуло (4.3) может быть записано 
так:

t
P(t-P (i0) = J Fdt (= I і)) (9.5.2)

— изменение количества движения рав
но импульсу силы.

Часто встречается случай силы, дей
ствующей только в течение крат
кого промежутка времени; примером 
является удар молотком, отскакиваю
щим после удара от тела. И до, и после 
удара сила равна нулю. Если отсут
ствуют другие силы, кроме краткой 
силы удара, то очевидно, что до удара 
тело движется с постоянной скоростью 
и после удара оно движется с другой, 
но также постоянной скоростью.

Пусть F (t) отлично от нуля только 
в промежутке от Ч до /2 (рис. 1). Рас
смотрим интеграл

7=j F(t)dt. (9.5.3)

Эту величину можно назвать пол
ным импульсом силы — полным в том 
смысле, что интеграл берется по всему 
промежутку времени, когда сило фак
тически действует.

В выражение (1) входит интеграл 
от І0 до t. Если t0 О ti, a t > t2, то

t
1 (/° t) = j Fdt —I.

h
Действительно, запишем
t /, іг t
j Fdt = j Fdt 4- j Fdt + j Fdt. 
І0 1 1 ,2
В правой части первый и третий ин
тегралы равны нулю, так как в соот
ветствующих промежутках Е=0, о вто
рой (средний) интеграл есть I. Таким 
образом, из формул (2) и (3) получаем 
Р (t)=P (t0)+I, если t0 <Д, t > t2.

Из формулы (4.3) следует, что ско
рость после удара зависит только от 
импульса силы, т. е. от интеграла 
силы; конкретный вид функции F (t) 
на ней не сказывается. Например, 
несколько различных кривых F (t), на
рисованных на рис. 2, а, дают одинако
вый импульс силы, т. л. одинаково 



 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

§ 5. Импульс силы 277

меняют скорость тела. Для каждой 
из линий F (t) нетрудно нарисовать 
соответствующий график скорости и (t). 
На рис. 2, б изображены такие графики 
в общем предположении, что начальная 
скорость равна нулю. Общим для всех 
кривых рис. 2, б является конечное 
значение скорости: все кривые пере
ходят справа в горизонтальную прямую

I на высоте V — —.т
Кажщую из кривых F (t) рис. 2 

можно сжимать по оси времени и про
порционально растягивать по оси силы. 
Площадь под кривой F, т. е. J Fdt — 
полный импульс силы, при этом не из
меняется. Именно так получена, на
пример, линия 2 на рис. 2, а из ли
нии 1.

Чем короче время действия силы, 
тем меньше время, в течение которого 
скорость тела меняется от начального 
значения п’о==О до конечного значения 
с; = -^-(см. рис. 2^). Таким о^азолк 

в пределе при очень большой силе, 
действующей в течение очень малого 
времени, график скорости приобретает 
вид ступеньки (ср. рис. 3, а с кривой 2 
на рис. 2, б). При этом становится 
несущественным, какую из кривых 
рис. 2, а мы сжимали: ступенька ха
рактеризуется только одной величиной 

Iv — — , а она для всех кривых оди
накова.

Если до действия силы тело покои
лось в точке х0, то после кратковре
менного действия большой силы тело 
начинает двигаться с постоянной ско
ростью, равной 1 . Если сила действо

вала в момент Ч (промежуток времени 
от Ч до Ч мы считаем малым и не раз
личаем Ч 11 Ч), т0 положение тела 
в зависимости от времени дается фор
мулами:
X = х0 при t 1 Ч,

Z (9.5.4)
х — жЧ-—-(( — Ч) при і>Д.

Соответствующий график показан па 
рис. 3, б. Отметим, что х (t) удовлет
воряет уравнению

d1 2x ,, ... 1 Подробнее о связанных с этим примером 
математических конструкциях (8-функции Ди
рака) говорится в гл. 16.

Напомним, что на графике (х, t) 
da-первая производная — связана с на

клоном касательной к кривой. Вто
рая производная характеризует ско
рость изменения первой производной, 
т. е. вторая производная связана с

к р и в и з н'о й линии х (t) (см. § 7.9).
На рис. 3, б линия х (і) имеет и з- 

Л о М В точке t = 4, X = 1. Излом можно 
представить себе как точку, в которой 
кривизна бесконечна, так что 
наличие (излома соответствует рассмо-

Рис. 9.5.3

трению очень большой (в пределе — 
бесконечной) силы. Однако до и после 
излома производная . конечна: значит, 
очень большая сила действовала очень 
малое время, так что импульс силы 
конечен Ч Импульс легко определить 
по графику (см. рис. 3, б), вычисляя 
скорость после действия силы и исполь
зуя формулу (2).

Найденный нами закон движения 
тела, которое покоилось до момента 
t—z,: а в этот момент получило импульс 
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силы /, поможет нам усовершенство
вать формулы (4.3) и (4.4) предыду
щего параграфа. Для этого нам пона
добится специальный случай формулы 
(4), когда при t=z тело находилось 
в начале координат (жо=О). Введем 
специальное обозначение:

Ж(£, т) =
О при t<^t,
I (9.5.5)

— (£ —о при £>т.

Если подставить v (і) из (4.3) в фор
мулу (4.4) и использовать более ак
куратные обозначения (так, чтобы верх
нему пределу и переменной интегри
рования отвечали разные буквы), то 
получится выражение, на первый взгляд 
довольно громоздкое:
ж (() == ж (/0) ( — t0) v (Zo) —j—

—г — j Мл j F (A2) dtz- (9.5.6)
*0 *0

2 Здесь индекс у силы F указывает, 
па какое тело действует эта сила; индекс у 
буквы Р также указывает номер тела, к ко
торому относится это количество движения..

Стоящий здесь интеграл можно пре
образовать по формальным правилам 
обращения с повторными интегралами. 
Однако мы нигде не упоминали об этих 
правилах, и поэтому интересующее нас 
преобразованное выражение в виде 
однократного интеграла мы получим, 
пользуясь законом (5) движения тела 
под действием одиночного импульса 
силы.

Действие силы F (t) за интервал 
времени Ат от некоторого момента т 
до т-т-Дт можно приближенно заме
нить (мгновенным) действием импульса 
силы: &I=F (т) Ат. Движение тела 
под действием такого импульса нам: 
уже известно (см. формулу (5), в ко
торой лишь нужно заменить I на А (г)).

Дальше остается только сложить 
вклады всех интервалов А — в коорди
нату х (t); в результате мы получим 
x^^x1{t, — т)Г(т)Дт«й

І

(9.5.7)

Здесь, как обычно, мы заменили сумму 
большого числа членов, отвечающих 
достаточно малым интервалам Аг, на 
интеграл (причем левую и правую 
части (7), отбросив промежуточные 
части, можно соединить знаком строгого 
равенства). Формула (7) не учитывает 

начальной координаты х (4), а также 
движения ((—io) v (to) под действием 
начальной скорости, ибо мы в (7) 
считали, что такое движение отсут
ствует (п(іо)=О, как и ж(£о)=0). Бо
лее общее выражение получим, если 
прибавим эти члены к левой части (7): 

ж = ж (;°) + (t — t0)v (4) +

+ І5 Ft)(—t)dz. (9.5.8)

Формула (8) выгодно отличается от 
(6) тем, что в (8) интегрировать нужно 
только один раз. Мы не сказали, почему 
можно просто складывать слагаемые, 
отвечающие отдельным импульсам, на
чальной скорости и начальной коорди
нате. Подробнее об этом говорится 
в § 17.4. Здесь же нам достаточно того, 
что можно непосредственно проверить, 
чему равны ж (£o), и —— , исходя
из формулы (8). Для этого нужно про
дифференцировать даваемое формулой 
(8) х (4 аналогично тому, как это де
лалось при проверке формулы (8.3.5).

Напомним читателю, что по треть
ему закону Ньютона при взаимодейст
вии двух тел сила Flt с которой второе 
тело действует на первое, равна по 
величине и противоположна по на
правлению силе F2, с которой первое- 
тело действует на второе 2:

Формула (2) в применении к первому 
телу и силе Fr дает

t
Рг (t) Pi (to) — ) Fxdt. (9.5.9)

4
Эта же формула в применении ко вто
рому телу и силе F2 дает

. t
Р-2 (0 — Р2 (Zo) = j Fdt. (9.5.10)

*0
Так как по третьему закону Ньютона 
F2 = —Fi, то
t t
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Поэтому (10) принимает вид

Р2 (і) - Р2 (t0) = - J FJt. (9.5.11)

Сопоставляя (9) и (11), находим

отсюда
Л (0 + Л С) = Л Со) + Р2 Со)-

Последняя формула показывает, что 
действие тел друг на друга не меняет 
суммы, количества движения этих тел.

j 6. Кинетическая энергия

Рассмотрим тело, движущееся под дей
ствием известной силы F (t), и найдем 
связь между работой, произведенной 
этой силой, и скоростью движения тела.

Умножая обе части основного урав
нения ( второй закон Ньютона) т-^ — 
= F(t) на скорость и, получим 

mv W — F (9.6.1)

Но согласно правилу вычисления произ
водных от сложных функций (см. § 4.3) 

d і v2 \
—■ при

dv 
dt

любогі зависимости
?; = y(i). Поэтому (1) можно переписать
так:

или, поскольку т — постоянная вели
чина,

Вводя обозначение

получим окончательно:

= 4(0 V. (9.6.3)

Вспомнив выражение (1.1) для рабо
ты, запишем

Л
.. I = \f (0 ml- =

откуда
л = —£ ((>). (9.6.4) 

Величина К есть кинетическая энергия 
тела; формула (4) выражает закон 
сохранения энергии: изме
нение кинетической энергии тела равно 
работе, произведенной силой. Формула 
(3) выражает закон: скорость изменения 
кинетической энергии равна мощности, 
которую развивает сила.

Когда сила задана определенной 
функцией времени, то импульс силы и, 
следовательно, вызванное данной силой 
изменение количества движения тела 
не зависят ни от массы тела, ни от его 
начальной скорости, так как импульс 
силы и изменение количества движения 

р 1
есть j Fdt. Напротив, работа силы

Л
и изменение кинетической энергии тела 
под действием силы, как видно из 
формул (2)—(4), существенно зависят 
не только от самой силы, но и от массы 
тела и его начальной скорости. В са
мом деле, действуя заданной силой 
в течение определенного времени на 
тяжелое тело, покоившееся в начале 
движения, мы придадим ему лишь 
малую скорость: перемещение тела бу
дет мало и работа силы также будет 
мала. Легкое тело заберет на себя боль
шую работу, приобретет большую энер
гию. Если до начала действия силы 
тело двигалось в сторону, противопо
ложную направлению действия силы, 
то сила может уменьшить его энергию.

§ 7. Инерциальные и неинерциальные 
системы отсчета

Представим себе тело, участвующее 
одновременно в двух движениях. На
пример, человек ходит по каюте паро
хода, или в каюте падает брошенный мяч, 
а пароход движется. Предположим, 
что одпо из этих движений (в нашем 
примере — движение парохода) равно
мерное. Возникает вопрос: можно ли, 
наблюдая падение мяча в каюте либо 
движение в ней какого-нибудь тела 
под действием приложенной силы, уста
новить, движется пароход или нет? 
Иначе говоря, влияет ли равномерное 
движение парохода на характер дви
жения предметов па самом пароходе? 
Оказывается, что нет, никак не влияет. 
Опыты показали, что отсутствие влия
ния равномерного движения на физи
ческие явления относится не только
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к механике, но и к процессу распростра
нения света, к электрическим и маг
нитным явлениям. Из этого факта Эйн
штейн сумел сделать выводы огромной 
важности, развив специальную, а за
тем и общую теорию относи
тельности (в нашей книге тео
рия относительности не излагается). 
Ньютон, формулируя законы движения, 
предполагал, что существует абсолют
ное время, общее для всего мира, и что 
также существует абсолютное прост
ранство, в котором развертываются все 
мировые процессы. В предыдущем из
ложении мы молчаливо принимали эту 
гипотезу Ньютона. Можно представить 
себе, что где-то помещено начало ко
ординат О, задающееся, скажем, исхо
дящими из точки О тремя взаимно 
перпендикулярными металлическими 
прутами с делениями (тремя осями 
координат); в этой же точке располо
жены и часы. Тогда все просто и одно
значно: координаты материального
тела определяются как проекции его 
положения на прутья (на оси коорди
нат) \ тело покоится, если его коорди
наты постоянны. В общем случае, зная 
зависимость х (£), у (i), z (і) коорди
нат от времени, можно найти скорость 
тела и его ускорение (точнее, три со- 

d z dll dz ставляющих скорости и три
d-x d-у d-z\ составляющих ускориня^-г, -j . —1. 

Опыт (в данном случае астрономиче
ские наблюдения) показывает, что за
коны Ньютона справедливы в системе 
координат, начало которой совмещено 
с центром тяжести солнечной системы, 
одна ось направлена на Полярную 
звезду, вторая — на какую-нибудь 
подходящую звезду на экваторе и 
третья — также на звезду, находящу
юся на оси, перпендикулярной первым 
двум осям. Масса Солнца равна 
2-103° кг, масса Юпитера — 1,9-1027 кг, 
а его расстояние от Солнца — 777,8х 
Х109 м; масса других планет гораздо 

1 Для простоты мы везде рассматриваем 
тело малого размера (иногда в этом случае 
говорят о «материальной точке»). Теория дви
жения твердых тел конечного размера, которые 
могут еще вращаться и деформироваться, 
слишком сложна для данной книги. Еслігиме- 
ются в виду тела конечных размеров, то в даль
нейшем, говоря о положении и движении тела, 
мы всегда имеем в виду положение и перемеще
ние его центра тяжести.

меньше массы Юпитера. Поэтому центр 
тяжести солнечной системы находится 
на расстоянии около 0,78-10® м от 
центра Солнца со стороны, обращенной 
к Юпитеру. Радиус Солнца равен 
7-108 м, так что центр тяжести солнеч
ной системы, а следовательно, и «на
чало» координат, которым пользуются 
в астрономических расчетах, лежат вне 
поверхности Солнца.

Можно в качестве системы коорди
нат воспользоваться земными ориен
тирами. Например, поместим начало 
координат на Красной площади в Мо
скве, одну ось направим вертикально 
вверх, вторую — в горизонтальной 
плоскости на север, третью — по ши
роте, по направлению запад—восток. 
В такой системе законы Ньютона вы
полняются с меньшей точностью; о при
чинах этого будет сказано ниже.

Даже без специальных опытов, из 
самих законов Ньютона следует, что 
система координат, в которой эти за
коны справедливы, не единственная. 
В самом деле, второй закон Нью
тона имеет вид

d-x „
(9.7.1)

Если добавить к х линейную функцию 
от времени, то ускорение не изменится: 
ведь если Xt (t)=x (t)+a+bt, то 
dxt dx j д. d—  d-x p

~d2~~dtr =

Но при каком изменении системы коор
динат положение тела, которое раньше 
характеризовалось функцией х (t), бу
дет задано функцией Xr (t)=x (t)--a+ 
+&i? Если в момент ї=0 перенести 
начало координат в точку (\, причем 
х (Ог, £=0)=—а, то в новой системе 
координат в момент t—О будем иметь 
Хі=х~~а. Если к тому же новое начало 
координат движется влево со ско
ростью — Ъ, то в момент t положение 
нового начала Ог имеет координату 
х (O-l) = —а—bt. Отсчитанное от этого 
начала положение тела
х± = х (t) -}- а Д- Ы, (9.7.2)

т. е. как раз такое, какое нам нужно, 
чтобы закон Ньютона остался справед
ливым (см. выше). Новая система дви
жется относительно старой системы 
с постоянной скоростью —Ь, 
т. е. так же, как движется по инерции 
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тело, на которое не действуют ника
кие силы. Поэтому говорят, что за
коны Ньютона справедливы в инерци
альных системах координат — в си
стемах координат, движущихся одна 
относительно другой по закону инер
ции, без участия сил.

Еще до Ньютона принцип равно
правия инерциальных систем отсчето 
сформулировал Галилей. Он писал, что 
в коюте корабля, скользящего с по
стоянной скоростью по спокойной воде, 
все явления происходят в точности 
так же, как и в коюте покоящегося 
корабля. Таким образом, среди всего 
огромного разнообразия систем коор
динат, которые можно связать, напри
мер, с любой звездой, планетой или 
кометой, выделяется один более узкий 
класс инерциальных систем, 
в которых выполняются законы Нью
тона.

В системе координат, вращаю
щейся относительно инерциальной 
системы, появляются дополнительные 
члены в уравнениях движения (центро
бежная и кориолисова сила, но в дан
ной книге нет возможности подробно 
говорить о них). Вращение Земли вно
сит поправки в уравнения, записанные 
в земных координатах. К счастью, 
ориентируя оси по далеким звездам, 
мы с большой точностью осуществляем 
практически невращающуюся инерци
альную систему (т. е. одну из инер
циальных систем). В течение какого-то 
времени существовали ученые, делав
шие из этого факта вывод о том, что 
само свойство инерции зависит от реаль
ного наличия далеких звезд; однако 
сейчас это точка зрения сдано в архив. 
Обсуждать можно не (безусловное) 
свойство инерции, о лишь свойство 
(точнее, расположение) звезд. Ближай
шие звезды удалены от Солнца на рас
стояния порядка 1016—1017 м и дви
жутся относительно Солнца со скоро
стями порядка 10—50 км/с. Хотя эти 
скорости и не малы, но угловые пере
мещения звезд ничтожны; поэтому-то 
связанную с далекими звездами (ориен
тированную по ним) систему координат 
и можно считать инерциальной систе
мой, в которой Солнце покоится.

Можно ли отказаться от инерциаль
ных систем? Интересна, например, си
туация в системе координат, где ориен
тация осей не изменяется, оси с тече

нием времени не поворачиваются, но 
начало координат движется уско
ренно вдоль одной из осей относи
тельно начала координат какой-то инер
циальной системы отсчета.

Итак, пусть исходная системо коор
динат — инерциальная и ном задан закон 
движения начала координат новой си
стемы Ог (ж):

Тогда хг (t)=x (£+/ (00 и, значит,
d2x d2x ,d2f  1 „ ■ d2f
dt2 dt2 __dt2 m XT tp-

Измеряя Xy (t) и применяя закон Нью
тона к этой величине, наблюдатель 
придет к выводу, что на тлло, кроме 
известной ему силы, действует лще 
одна сила, равная т . Сравнивая 
разные тела, наблюдатель убедится,; 
что эту дополнительную силу нужно 
считать пропорциональной массе тело; 
лишь в этом случае дополнительное 
(появившееся в новой системе коорди- 

ч d2f „нат) ускорение і не будет зависеть от 
массы тело.

Но свойство пропорциональности 
силы массе тела характерно для силы 
тяготения! Таким образом, явления, 
происходящие в неинерциольной си
стеме координат, движущейся с неко
торым ускорением, подобны тлм, кото
рые происходят под действием сил 
тяготения. Эти очень простые сообра
жения послужили для Эйнштейна ис
ходным пунктом при создании совре
менной теории тяготения — так назы
ваемой общей теории относительности.

Приведем один замечательный при
мер ускоренно движущейся системы. 
Рассмотрим наблюдателя, находящегося 
в кабине лифта. Пока лифт покоится, 
наблюдатель ощущает силу земного 
тяготения. В частности, наблюдатель, 
спокойно стоящий в кабине, опирается 
на пол кабины с силой, равной лго 
весу Mg, где М — масса наблюдателя, 
g — ускорение свободного падения.

Теперь представим себе, что в мо
мент i=0 оборвались тросы, удержи
вающие кабину, и она начала падать 
по закону свободного падения: 
d2Z
dt2
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здесь Z — высота кабины над уровнем 
Земли. Рассмотрим наблюдателя внутри 
кабины, отсчитывающего свою высоту 
Zj от пола лифта. С высотой над уров
нем Земли z координата z, связана 
уравнением
21 = z — Z = z — 2о+Г.

Напишем уравнение для координат zx 
тела (материальной точки), на которое 
действуют какие-то силы F (натяжение 
пружины и т. п.) и сила тяготения, 
равная •—gm. В земной системе коор
динат уравнение движения точки будет 
таково:

d2z „

Используя это уравнение, можно 
найти уравнение движения точки в си
стеме координат Zn связанной с лифтом:

В этой системе координат исчезла сила 
тяжести! В свободно падающем лифте 
имеет место невесомость. В частности, 
для тела, на которое никакие внешние 

±51 = 0;
dt2 и’силы не действуют, имеем

этому уравнению удовлетворяет реше
ние Z=const — состояние покоя от
носительно лифта. (Напомним, что 
с точки зрения земного наблюдателя 
кабина и тело в ней падают с одинако
вой скоростью и одинаковым ускоре
нием g.)

Состояние невесомости закончится 
лишь тогда, когда кабина, достигнув 
дна шахты, по необходимости остано
вится (может быть, разбившись при 
этом на куски). До этого момента во 
время падения невозможно опытами 
внутри кабины установить существо
вание поля тяготения Земли.

Работа над настоящей книгой (в од
ном из предыдущих ее вариантов) была 
начата еще до первых полетов человека 
в космос. В настоящее время большин
ство из Вас уже смотрели телевизион
ные передачи с бортов космических 
кораблей. Вы убедились воочию, что 
на борту корабля и^еет место явление 
невесомости. Ио ведь космический ко
рабль удалился от Земли всего на 200— 
300 км, когда в силу закона Ньютона

сила тяготения уменьшилась всего на 
несколько процентов:

Значит, та полная невесомость, которая 
царит на борту корабля, получена 
в основном не за счет ослабления силы 
тяжести вследствие удаления от Земли, 
а за счет того, что космический корабль 
при выключении двигателей сам нахо
дится в режиме свободного падения, 
подобен падающему лифту.

Теперь можно снова и по-другому 
взглянуть ' на инерциальную систему 
отсчета, связанную с Солнцем. Мы не 
утверждаем, что пренебрежимо малы 
и гравитационный потенциал, и сила 
тяготения, влияющая на Солнце и на 
все тела в солнечной системе вследствие 
притяжения других звезд нашей галак
тики и других галактик. При равно
мерной (в среднем) плотности вещества 
и потенциал, и сила выражаются ин
тегралами, имеющими бесконечное зна
чение (этот факт носит название «грави
тационный парадокс»). Но абсолютное 
значение гравитационного потенциала 
нигде в теории не фигурирует; произ
водная потенциала — сила притяжения 
со стороны внешних тел — также 
полностью компенсируется свободным 
«падением» солнечной системы независи
мо от того, конечна ли эта сила или бес
конечна. Так обосновывается возмож
ность изучения солнечной системы не
зависимо от всей остальной Вселенной, 
устраняется гравитационный парадокс.

§ 8*.  Преобразования Галилея. Энер
гия в движущейся системе отсчета

Вернемся теперь к инерциа ль- 
н ы м системам отсчета и рассмотрим 
подробнее соотношения между описа
нием одного и того же явления в раз
личных инерциальных системах. Пусть 
тело как-то движется в поезде, который 
в свою очередь идет с постоянной 
скоростью Vo в определенном (указы
ваемом рельсами) направлении, кото
рое мы примем за направление оси х. 
Будем еще считать, что поезд едет в сто
рону возрастания абсцисс х. В таком 
случае координата х± тела по отноше
нию к неподвижному относительно же
лезнодорожных путей наблюдателю — 
скажем, стоящему на железнодорож
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ной станции, от которой отъехал по
езд, — будет связана с координатой х 
тела относительно выбранной внутри 
поезда системы отсчета (начало кото
рой может совпасть, скажем, ^задней 
стенкой вагона) соотношением
Хх —: X Г,,

где величина а зависит от выбора на
чала отсчета координат хр. так, если 
начало координат хх совпадает с пунк
том, откуда выехал поезд, то а есть 
ху-координата задней стенки вагона 
в момент £=0 (ср. с формулой (7.2)). 
Если, кроме того, считать начало от
счета «поездного» времени t (за такой 
«начальный момент» можно принять, 
скажем, начало движения поезда) от
личным от начала отсчета «абсолют
ного» (не связанного с поездом) вре
мени 4. (например, можно положить, 
что момент 4=0 совпадает с «нулевыми 
показаниями» часов в пункте, от кото
рого мы отъезжаем *), то формулу для 
хх придется еще дополнить следующей:

1 Разумеется, при далекой поездке в но
вом положении поезда время 00 ч 00 мин мо
жет измениться в результате переезда в дру
гую часовую зону, что делает особенно умест
ным различия «поездного времени» t и «вре
мени пункта отправления» tj. ■

где Ъ — «абсолютное» время tx в мо
мент t=0 (в момент отхода поезда). 
Преобразования

Х1 = х 4- uot 4- а, (9 8 1)
4 = «4-Ь

определяют связь между координа
тами (ii, 4) и (х, 0 одного и того же 
тела в двух инерциальных системах 
отсчета, одна из которых (поезд) равно
мерно движется относительно другой 
(станция) со скоростью они назы
ваются преобразованиями Галилея.

Предположим теперь, что тело дви
жется в поезде (в сторону возрастания 
абсцисс х) с некоторой скоростью и; 
тогда
х — x0-]-vt. (9.8.2)

При этом, очевидно, имеем
хх = х 4- vot-j-a = (х0 4- vt) 4-у("4"а — 
= (хо + а) 4“ (г’о 4"У)Х (9.8.3)

(Можно также, заменив t на tx—Ь, 
переписать последнюю формулу так: 
Xi^Xo+aWH-P)) И;
однако, для простоты не будем разли
чать 4 и t.) Из (3) следует, что по отно
шению к наблюдателю, стоящему на 
станции, тело движется со скоростью 
их=и-Гип. При этом она, разумеется, 
будет разной для наблюдателя, стоя
щего на станции, и для наблюдателя, 
едущего в поезде. Но вот ускорение 
тела для этих двух наблюдателей будет 
уже одинаковым:

dvx  d dv dv0 dv
ai=ld~d- + vo') = dt + "dT=zd=:a
— ведь постоянное слагаемое P0=const 
в выражении для скорости не изменит 
ускорения. Поэтому и сила, действую
щая на тело, не меняется:
F = тах — та.

Разность скоростей тела до и после 
действия силы тоже одинакова для 
наблюдателя, находящегося на стан
ции, и для наблюдателя, едущего в по
езде. Действительно, пусть скорость 
тела по отношению к наблюдателю, сто
ящему в поезде, до действия силы есть 
и’, а после действия силы и"; для на
блюдателя, находящегося вне поезда, 
соответствующие скорости будут < — и и’Х- 
Тогда v[ = v' Vg и i"'X = v" 4~ 14, по
этому
и".— — 4 = v" 4-Го — v' — v0 — v" — v' .

Сложнее обстоит дело с кинетиче
ской энергией: не только сама кине
тическая энергия, но даже и разности кине
тических энергий различны для различ
ных наблюдателей. Для наблюдателя, стоя
щего на станции,
т,„ Т7, m(4)1 2 m(v()1
Kj —Kj— 2 — 2 =

m (v" + у>0)2 m (И + г^)2
— 2 — 2 —

пг(1>")2 m(y')2
= —2—--- 4—— "г" т<ои — mvov — =

= К" — К' -J- mva {v" — v').

В этой формуле К[, К{ — конечная и началь
ная кинетическая энергия, вычисленная на
ходящимся вне поезда наблюдателем, а К" 
и К — соответствующая кинетическая энер
гия, вычисленная пассажиром поезда.

Работа силы и мощность для различных 
наблюдателей также будут различны, так как 
хотя сила одна и та же, но и пройденные пути, 
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и скорости будут различны для наблюдателя, 
стоящего на станции, и для наблюдателя 
в поезде. Однако, хотя изменение кипетической 
энергии и работа силы будут неодинаковы 
для разных наблюдателей, равенство этих 
двух величин будет иметь место для к а ж- 
до г о наблюдателя! (Примеры, подтверждаю
щие этот закон, имеются в упражнениях.)

Отметим замечательную формулу, которая 
справедлива, если тело движется под дейст
вием одной только данной силы Р (4):

‘о

— 2 г°) (щ — уо) —

= (mV1 - rnv0) = Ч4 J р dt.

h

Таким образом, в этом случае скорость v (4) 
можно вынести из-под интеграла, заменяя ее 
средним арифметическим начальной и конеч
ной скоростей движения.

Этот вывод справедлив только в том слу
чае, если v (4) есть скорость, полученная те
лом в результате действия лишь одной 
силы Р (4). Если же на тело действует н е- 
сколько сил: Pi, Р2, Р3, то работа, про
изведенная всеми силами, равна произведению 
средней скорости на сумму импульсов всех 
сил:

4,
+ Р2 + Pt)dl~

to
= Ч J F'd + + J w +

+ 4 V°- j F3di. (9.8.4)

Однако работа каждой из сил в отдельности 
(например, силы Р2) не равна соответствую-

Л 
г?о —Н 4^1 Гщему слагаемому---- g—— I P2dtu формуле (4),

to 

так как сила Р2, действуя отдельно, сообщила 
бы телу скорость, отличную от скорости 
V (4) (см. упр. 6).

Выше мы видели, что выбранные на прямой 
(ось х) две инерциальные системы отсчета 
(ж. 4) и (X, 4') связапы одна с другой формулами 

х’ = х -|- vt -)- a, (9.8.5)

где v — скорость системы отсчета (х, 4) от
носительно системы отсчета (х' , 4') (так что 
скорость системы отсчета (я', 4') относительно 
начала координат (я) равна —а). Преобразо
вания Галилея (5) (или (1)) играют в механике 
роль, сходную с той ролью, которую играют 
в геометрии движения (ср. с § 1.9). Переход от 
одной системы отсчета событий к другой инер
циальной системе не сказывается ни на каких 
физических эффектах, поэтому физически зна
чимыми являются лишь те факты и величины, 
запись которых в координатах (х, t) не меняет 
своей формы при преобразованиях (5). Так, 
например, линейное уравнение
х = vt-f а (9.8.6) 

выражает равномерное движение 
точки вдоль оси Ох (вдоль той самой прямой, 
движения по которой мы единственно и рас
сматриваем), однако при этом конкретное 
значение скорости движения v зависит от вы
бора системы отсчета и физического смысла не 
имеет. (Именно поэтому в законах Ньютона 
участвуют лишь ускорения материаль
ных частиц, но не скорости.) Напро
тив, если мы имеем два равномерных движе
ния, выражаемых формулой (6), и формулой 
х=щ4+аі, то разность щ—v имеет физический 
смысл: это есть относительная ско
рость одного движения относительно дру
гого, не зависящая от выбора (инерциальной) 
системы отсчета. Физический смысл имеет ин
тервал X— ^2—41 времени между двумя собы
тиями (ті, 41) и (х2, 42); если же эти события од
новременны, Т. е. 4.1= 42, то можно говорить и 
о пространственном расстоянии d=x2—xi 
между этими событиями (при этом «расстояние» 
т между событиями измеряется в единицах 
времени, например в секундах, а «второе рас
стояние» d, имеющее смысл лишь при Т=0, — 
совсем в других единицах, например в метрах).

Произвольная линия х=х (4) плоскости 
х,4 (рис. 1) задает закон движения (материаль
ной) точки вдоль прямой; при этом наклон 

/ dx\
к — х’ касательной к кривой в точке
(х, t) (его, пожалуй, было бы удобнее обозна
чать буковой v) указывает скорость 
движения. Замена самой кривой Г с уравне
нием х=х (4) ее касательной 4, приближающей
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Г в окрестности рассматриваемой точки, оз
начает переход от произвольного движения 
к «приближающему его» равномерному 
движению со скоростью, равной мгновенной 
скорости в рассматриваемый момент времени.

/ d2x\

2 См.: Иглом, И. М. Принцип относитель
ности Галилея и неевклидова геометрия. М.: 
Наука, 1969, с. 97.

Вторая производная х" ( = I играет роль 
кривизны кривой; физически она выра
жает ускорение движения. Постоянство 
ускорения
d2x ч

== а (= const)

приводит к закону движения

rc = —2~-|- Ы + с, (9.8.7)

где b и с произвольны: таким равноуско
ренным движениям геометрически отве
чают линии (7) — параболы плоскости 
х, t. Замена произвольной линии х=х (t) 
приближающей ее параболой П с уравнением 
(7), характеризующейся теми же производ
ными х' (=г) и х" (=а), означает замену про
извольного движения равноускорен
ным с теми же (мгновенными) скоростью и 
ускорением; геометрически эта процедура сво
дится к замене кривой х=х (і) плоскости 
(х, г) соприкасающейся парабо
лой (ср. с § 7.9). Физически переход от про
извольной кривой к ее касательной означает 
«отключение сил», ибо прямой отвечает рав
номерное движение, которое происходит без 
участия сил (движение по инерции); замена 
же кривой параболой (7) равносильна пред
положению о постоянстве силы 2.

Упражнения
9.8.1. Найдите формулу для кинетической 

энергии тела, движущегося под действием по
стоянной силы F (в начальный момент времени 
скорость была равна нулю), в зависимости от 
времени, а также в зависимости от пройден
ного пути.

9.8.2. Тело движется под действием силы 
F=f cos ut, причем г=0 при t=0. Найдите вы
ражение для кинетической энергии тела. Опре
делите максимум кинетической энергии.

9.8.3. Тело движется по закону х (t)= 
=Acos (mt-|-a); A, w, a — постоянные числа. 
Определите среднюю кинетическую энергию 
при условии, что t неограниченно растет от 
значения t=0.

9.8.4. Шарик падает с высоты Н из состоя
ния покоя. Покажите, что кинетическая энер

гия шарика K=mg (H—fc), где h — высота 
шарика над Землей в данный момент времени.

9.8.5. Поезд массой 500 т вышел со станции 
и, пройдя за 3 мин 1,5 км, развил скорость 
45 км/ч. Определите работу и среднюю мощ
ность паровоза, предполагая, что: а) трения 
о рельсы нет; б) имеет место трение о рельсы 
и коэффициент трения fc=0,004. [Сила трения 
равна силе притяжения поезда к Земле (т. е. 
его весу), умноженной на /с.]

9.8.6. На тело действуют две силы: Fi= 
=at и F2=a (в— t). Импульсы этих сил за 
время от 0 до 0 одинаковы. В момент времени— 
/=0 тело имело скорость v0. Найдите ра
боту каждой силы за время от 0 до 0 и срав
ните ее с произведением импульса на среднюю 
скорость.

9.8.7. Человек, стоя неподвижно на Земле, 
действует на данную массу т силой F в тече
ние времени t. В результате этого масса, на
ходившаяся раньше в покое, приобрела ско—

Ft mv?
рость vr — — а кинетическую энергию -— , 

равную работе, произведенной человеком.
Рассмотрите такой же опыт, проделанный 

в поезде, движущемся со скоростью v0. Масса 
т имела до опыта скорость Oi, а после опыта — 
скорость г0+г?і. Найдите изменение кинети
ческой энергии массы т. Какую работу произ
вел человек? Считая, что человек твердо опи
рается о стенки вагона и скорость ц, не меня
ется, найдите работу силы, произведенной 
поездом (паровозом) во время опыта.

9.8.8. Человек массы М, стоя на коньках 
на льду (трением о лед пренебрегаем), дейст
вует силой F на массу т в течение времени t. 
Какую кинетическую энергию приобретает 
масса ти? Какую кинетическую энергию при
обретает человек? Чему равна полная ра
бота, произведенная силой над массой т и 
над человеком? Почему она больше, чем 
в упр. 7?

9.8.9. Тот же опыт, что и в предыдущей 
задаче, производит человек, который в на
чальный момент катился со скоростью vt 
вместе с массой т. Скорость массы т после

Ft
действия силы равна vQ —j— —, скорость чело— 

Ft
века v0 — —. Найдите изменение кинетической 

энергии массы т и человека в результате дей
ствия силы. Найдите работу силы, равную из
менению суммарной кинетической энергии, и 
сравните ее с результатом предыдущего уп
ражнения.

9.8.10. Докажите, что при преобразова
ниях Галилея (5) сохраняет свое значение: 
а) (временной) интервал т между двумя собы
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тиями; б) (пространственное) расстояние d 
между двумя одновременными событиями; 
в) относительная скорость щ—v одного рав
номерного движения относительно другого.

9.8.11. Проверьте, что переход к новой 
(инерционной) системе отсчета с помощью пре
образований Галилея (5) не меняет ускорения 
а (равноускоренного) движения (7).

§ 9*.  Траектория снаряда. Парабола 
безопасности

Рассмотрим задачу о полете снаряда, 
выброшенного из орудия с начальной 
скоростью у0. Примем точку вылета 
снаряда из ствола за начало координат, 
ось у направим вертикально вверх, 
а ось х будем считать горизонтальной 
(движение снаряда происходит в одной 
плоскости (х, у)). Для простоты силу 
сопротивления воздуха не будем при
нимать во внимание (учет этой силы 
значительно усложняет задачу).

По второму закону Ньютона
(9.9.1)

Этот закон мы применяли раньше только 
для пряміолинейного движения. Однако 
в задаче о траектории направление и 
меняется с течением времени (скорость 
всегда направлена по касательной 
к траектории полета снаряда). Поэтому 
нам приходится считать, что величины 
v и F в формуле (1) являются векторами. 
v = V у) и F = (Fx, Fy).

Всякое движение в плоскости X, у 
можно рассматривать как результат 
сложения двух движений: одного, про
исходящего вдоль оси х под действием 
силы Fx со скоростью Vx, и другого 
ВДОЛЬ ОСИ у ПОД действием СИЛЫ Fy 
со скоростью Vg. Применив к каждому 
из этих движений в отдельности второй 
закон Ньютона, получим:

4’=?r (’•’•‘■) 

где (»х, Vg)-=v и (Fx, F,)=F — векторы 
скорости и силы (рис. 1). В каждом 
из уравнений (1а) сила и скорость 
направлены вдоль одной прямой (вдоль 
оси х в первом уравнении и вдоль оси у 
во втором).

Обозначим через ср угол, образуемый 
стволом орудия с горизонтальным на
правлением; ср называют углом броса
ния. Так как мы считаем, что в 
процессе полета на снаряд действует толь
ко сила тяжести, направленная к Земле, 
то Fx—Q, Fg——mg. Поэтому уравнения 
(la) в этом случае имеют вид:

dVy
mir = - те • (9.9.2)

Замечательно (и важно), что наши урав
нения «разделились»: в первом из них 
фигурирует единственная неизвестная 
функция Vx, а во втором — функция vy.

Найдем начальные условия для 
функций vx (t) И Vy (і). В момент і=0 
вылета снаряда из орудия 
-*(0)  = y0coscp, Vy (0) = v0 sin ср, 
где v0 (=| v01) — начальная скорость сна
ряда. Первое из уравнений (2) дает 
dv~ п-— = 1), откуда следует, что скорость 
Vx постоянна, а поэтому
—г (0—(()) ==У’ос°о?- (9-9.3)

Второе уравнение (2) утверждает, что 

= —g; интегрируя оое его части 
в пределах от 0 до і, находим

Vy (0 — V (°) = —F,
ИЛИ

VV -= — gl -г'О Sin ср. (9.9.4)

Для определения перемещений X и у 
вдоль координатных осей воспользу
емся тем, что v = — , где г = (я:, у) — 

радиус-вектор снаряда. Это векторное 
уравнение расщепляется на два ска
лярных: 
dx du

d- = Vr (9.9.5)

или в силу (3) и (4)
^ = Ц)СО8 tp, dy _

dt = — gi + Го sin <p.
(9.9.6) 
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Уравнения (6) снова разделились: пер
вое из них связывает неизвестную функ
цию х (t), а второе — функцию у (і).

В начальный момент времени снаряд 
был в начале координат, поэтому
ж=0, у = 0 при t = 0. (9.9.7)

Интегрируя уравнения (6) от 0 до t 
и пользуясь начальными условиями (7), 
находим:
х — vot cos <р, у = vQt sin <——. (9.9.8)

Формулы (8) дают возможность опре
делить положение снаряда в любой 
момент времени t.

Беря различные значения t, можно 
найти по формулам (8) положение сна
ряда в различные моменты времени и 
построить график полета снаряда (тра
екторию снаряда). Таким образом, урав
нения (8) дают кривую на плоскости 
х, у. Эти уравнения определяют пара
метрическое задание траектории полета 
снаряда, где роль параметра играет 
время t (см. § 1.8).

Из уравнений (8) нетрудно исклю
чить t и получить уравнение трактории 
в виде зависимости у от х. Действи
тельно, первое уравнение (8) дает 
. хt =-------- ■ после этого из второго урав-Го COS Э г J г
нения (8) находим

У = ^Д^?- (9-9-9)

Из (9) видно, что у есть многочлен 
второй степени от х; график такого 
многочлена — парабола. Поэтому 
траектория снаряда (если не учитывать 
сопротивление воздуха) есть парабола. 
На рис. 2 изображена траектория (9) 
для случая по=8О м/с, с>=45°.

Из (9) видно, что при одном и том же 
Vo форма траектории зависит от угла 
бросания ср- Найдем наивысшую 
точку траектории снаряда при дан
ных ср и щ. Для определения коор
динаты Ху точки, в которой снаряд 
достигает наибольшей высоты подъема 

du (х-і) г. ггJ/max> составим уравнение — U. По
лучаем
tg ? — Xу ■■ ■■■. ■е-'' „ — 0,° ’ 1 vg cos- у

откуда

ё

При этом значении х—Ху высота у 
имеет максимум (физически ясно,
что это именно максимум;
это легко проверить и по
Подставляя
лучаем
Уша У (-Л)

найденное

vg sin2 ср

разумеется, 
знаку w) 
в (9), по-

Для определения дальности ж2 
полета нужно определить то значение 
х=х„, при котором у (ж2)=0 (см. рис. 2): 
ж2 tg ? — х1 9 , g 2 • = °.2 ° ‘ 1 zig cos2

Отбрасывая не интересующее нас ре
шение х2=хо=О, находим

sm
(9.9.10)

Дальность стрельбы зависит от на
чальной скорости и от угла бросания.

При каком же угле бросания (при 
фиксированной начальной скорости Vo. 
снаряда) дальность стрельбы будет наи
большей? Из формулы (10) видно, что 
это будет тогда, когда sin 2с>р=1, т. е. 
при с=45°; наибольшая дальность по
лета снаряда равна -2-. Кроме того, 
так как sin 2c==sin 2 (90°—ср, то в силу 
(10) при углах наклона сро и 90—% 
(например, при углах наклона <р=30° 
и ср=60°) снаряд попадает в одну и ту же

точку; артиллеристы называют траек
торию снаряда, отвечающую углу на
клона ур — 45°, настильной, а отве
чающую углу наклона ср )> 45° — 
навесной.

Определим время ty, в течение кото
рого снаряд поднимается вверх. Для 
этого достаточно решить уравнение 
du (t.) „ , .——— = 0, потому ЧТО В ТОТ момент t = ty, 
когда у достигает своего наибольшего 
значения, снаряд перестает подниматься 
и начинает падать. условие = 0 дает
у0 sin <р — gt = 0, откуда
+ Со Sill сріуу--- (9.9.11)

ё
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Полное время полета t2 определим 
исходя из того, что полет прекраща
ется в тот момент, когда х=х2. 
Пользуясь (8) и (10), находим 

откуда
 2v0 sin ф

(9.9.12)

Сравнивая (12) и (И), видим, что при 
любом угле наклона орудия полное

(9) и (13) единственна; это можно под
твердить и прямым вычислением угла 
наклона касательной к обеим линиям 
в точке (14); ср. с. 69.) Парабола (13) 
называется параболой безопасности. 
если цель А (скажем, самолет) распо
ложена вне ограниченной (13) и осью х 
области, то (зенитный) снаряд не может 
поразить А ни при каком угле наклона 
орудия.

Отметим в заключение, что реальные 
траектории снарядов не являются в точ
ности параболами: в действительности 
снаряд испытывает сопротивление воз
духа, которым мы пренебрегли; к тому 
же ускорение свободного падения g 
зависит от высоты над поверхностью 
Земли; определенные поправки в про
цесс падения снаряда вносит вращение 
Земли, да и ньютоновы уравнения дви
жения материальной точки (хотя этот 
фактор и является менее важным) в при
менении к снаряду не являются абсо
лютно точными. Но ведь с подобным 
положением дела мы встречаемся 
при любом применении математики 
к явлениям реальной жизни: мы всегда 
пренебрегаем при этом теми или иными 
факторами, ограничиваясь «огрублен
ной» картиной, позволяющей использо
вать математический аппарат, которым 
мы располагаем. При этом реальная 
дальность полета снаряда, высота его 
подъема, полетное время и т. д. зависят 
от массы снаряда, его формы и плот
ности воздуха. Так, если при неболь
шой начальной скорости снаряда (см. 
отвечающий значению по=8О м/с рис. 2) 
роль сопротивления воздуха действи
тельно невелика, то при больших п им 
пренебрегать никак нельзя; например, 
при ^0=800 м/с для снаряда калибра 
(диаметра) 305 мм при угле бросания <= 
=55° сопротивление воздуха уменьшает 
дальность полета снаряда от получаю
щегося по формуле (10) значения 61 км 
до 22,2 км.

Упражнения,
9.9.1. Снаряд вылетает из орудия со ско

ростью 80 м/с. Определить дальность стрельбы 
и максимальную высоту подъема снаряда, 
если угол бросания <р=30°, 45°, 60°.

9.9.2. Определить наибольшую высоту, 
на которой снаряд с начальной скоростью 
т'о=80 м/с может поразить цель, расположен
ную на расстоянии 500 м от местонахождения 
орудия.

время t2 полета снаряда в 2 раза больше 
времени tt подъема: время подъема 
снаряда равно времени его падения.

Перейдем теперь от стрельбы по на
земным целям к зенитной стрельбе. 
Если при заданном значении начальной 
скорости va снаряда (эта скорость зави
сит от орудия) менять угол наклона 
орудия ср, т0 мы получим множество 
разных траекторий снаряда (рис. 3). 
При этом все навесные траектории, 
т. е. все параболы, отвечающие зна
чениям ср, заключенным в интервале 
45° ср / 90°, как нетрудно видеть, 
касаются одной и той же линии 

y=Vi~x2^ (9-9 * *-13)

(а настильные траектории находятся 
внутри «колпака», ограниченного ли
нией (13), и самой этой линии не каса
ются). В самом деле, решая совместно 
уравнения (9) и (13), находим, что 
соответствующие линии (параболы) 
имеют единственную общую 
точку:
Ж г/=^§(1—С<^^ар)) (9-9.14)

(эта точка расположена в верхней полу
плоскости лишь при ср / 45°, в силу 
чего лишь навесные трактории (9) ка
саются линии (13)). (То, что параболы 
(9) и (13) в точке (14) касаются, 
следует уже из того, что общая точка
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§ 10. Движение тел в космическом про
странстве

Обратимся теперь к проблемам движе
ния тел (искусственных спутников 
Земли, космических кораблей) в косми
ческом пространстве. Для того чтобы 
запущенное с Земли тело стало спут
ником Земли, т. е. начало вращаться 
вокруг нее, нужно, чтобы центробеж
ная сила этого тела уравновешивала 
силу притяжения Земли. Соответствую
щая скорость и.у называется первой 
космической скоростью х. Для определе
ния величины их служит уравнение

иm-± — mg, (91^011)

где g — ускорение свободного падения, 
т — масса рассматриваемого тела, 
ай — радиус орбиты (левая часть (1) 
указывает центробежную силу тела, 
а правая — силу, с которой тело при
тягивается к Земле). В случае тела, 
вращающегося по близкой к Земле 
орбите, радиус R орбиты близок к ра
диусу г0 Земли, поэтому в правой части 
(1) в качестве силы притяжения может 
быть взята сила тяжести на поверхности 
Земли. Из формулы (1) следует

>1х — \gRtt/grQ^8 км/с. (9.10.2)

Для спутника, летящего на расстоя
нии R от центра Земли, значительно 
отличающемся от радиуса Земли г0, 
надо учесть, что с изменением высоты 
•меняется величина g ускорения свобод
ного падения, которую на поверхности 
Земли можно обозначить через g0 
(именно это значение g—g0 мы подстав
ляли в формулы (1) и (2)). Действи
тельно, по закону тяготения Ньютона 
тело, отстоящее от центра Земли на 
расстояние R, притягивается к Земле 

о „ тМс сплои где т — масса тела,
М — масса Земли. Кроме того, по вто
рому закону Ньютона F — mg, где g = 
— g (R) — ускорение свободного паде
ния на расстоянии R от центра Земли. 
Сравнивая два выражения для F, нахо- 

'•Мдим g = pgr. Если г — г0, то g — g0,

1 Мы сразу рассматриваем установив
шийся Процесс ДВИЖеНПЯ СО СКОРОСТЬЮ Ui 
(а далее — со скоростью и- и и3), игнорируя 
переходную стадию запуска тела с Земли. 

поэтому g0 = 72-, откуда у = . и, 
значит, 
g(R)=gj$).

Условие (1) равенства центробежной 
силы и силы тяжести теперь принимает 
вид
ЯВ Ц г2U і In
m—[ = mg0 —fi*

и, значит, скорость и/ спутника на ор
бите должна . быть равна

Чем больше расстояние R, тем меньше 
скорость их, необходимая для того, 
чтобы спутник оставался на соответ
ствующей орбите. Однако это вовсе 
не означает, что легче запустить спут
ник на орбиту с весьма большим R, 
чем на орбиту с R, близким к г0: ведь 
для вывода спутника на орбиту боль
шого радиуса R надо затратить боль
шую энергию на преодоление силы тя
жести на пути от земной поверхности 
до орбиты. Практическое значение имеет 
движение по круговой орбите, распо
ложенной над • земным экватором на 
высоте примерно 36 000 км: запущен
ный на такую высоту спутник будет 
«висеть» над одной точкой экватора 
(см. упр. 1).

Рассмотрим теперь следующую по 
трудности осуществления задачу. Для 
того чтобы тело могло уйти из области 
действия земного притяжения, нужно, 
чтобы его начальная кинетическая 
энергия была больше разности потен
циальной энергии удаленного тела и 
тела на поверхности Земли. Эту вели
чину мы нашли в § 2 (формула (2.8)). 
При этом предполагается, что приобре
тение скорости происходит быстро на 
участке пути, малом по сравнению 
с радиусом Земли, так что изменением 
потенциальной энергии на этом участке 
пути можно пренебречь. Другими сло
вами, мы считаем, что забрасывающая 
наше тело реактивная сила, действую
щая в период горения реактивного 
топлива (см. § 11), весьма велика и 
действием силы тяжести за это время 
можно пренебречь 2.

2 Доказано, что'быстро сжигать топливо 
выгоднее (меньше потребуется топлива), не-
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Начальная скорость и2, которую 
должно иметь тело для того, чтобы 
уйти из области земного притяжения, 
называется второй космической ско
ростью. Найдем ее. По формуле (2.8) 
начальная энергия, необходимая для 
достижения расстояния R от центра 
Земли телом, первоначально находя
щимся на поверхности Земли на рас
стоянии г0 от ее центра, равна Ко = 
= mg~-/R — го). В нашем случае R 
значительно больше г0, поэтому 7?—го« 
t^R, что дает Kt)^mngr0. Приравняем 
этой величине кинетическую энергию 
ракеты:

й2 - m-f=mgr0;

отсюда
U2 = \/2g^rof« 11,2 км/с. (9.10.3)

Из (2) и (3) следует:
в2 = \/2 и х и 1,4и1, = 2ц2.

Наконец, начальная скорость и3, ко
торой должно обладать тело для того, 
чтобы уйти из поля тяготения Солнца, 
т. е. за пределы солнечной планетной 
системы, называется третьей косми
ческой скоростью. Найдем и ее, поль
зуясь тем, что скорость Ух вращения 
Земли вокруг Солнца известна: 
«гЗО км/с.

По закону тяготения Ньютона сила 
притяжения тела массы т к Солнцу 

„ —kM-.niесть Р = —, где Мі — масса 
Солнца (Л^л^Юзо кг), г — расстоя
ние от центра Солнца до тела, к — 
постоянный коэффициент. Потенциаль
ная энергия тела, удаленного на рас
стояние г от центра Солнца, равна

и(г) = — (9.10.4)

При этом за нуль принято значение 
потенциальной энергии на бесконеч
ности (ср. § 2).

Величину потенциальной энергии 
тела, находящегося на радиусе земной 
жели растягивать процесс горения на все 
время, необходимое для прохождения пути 
порядка радиуса Земли. Лишь на том участке 
пути, где еще велики плотность атмосферы и 
сопротивление воздуха, невыгодно двигаться 
с большой скоростью. Однако толщина ат
мосферы мала по сравнению с радиусом Земли 
см. гл. 11), и мы ее учитывать не будем. 

орбиты, легко выразить через скорость 
движения Земли по орбите. В самом 
деле, на орбите Земли сила притяже
ния Земли к Солнцу уравновешивается 
центробежной силой, т. е.

(9.10.5)

где Vy — скорость вращения Земли 
вокр уг Солнца, т\ — радиус земной 
орбиты (г1л^150-10б км=1,5-1011 м) и 
/И2 — масса Земли (она, впрочем, вы
гадает из уравнения (5)). Отсюда 
кМг = vf
и (4) принимает вид 

и (гх) = —vim.

Для того чтобы тело, находившееся 
на расстоянии Гх от Солнца, ушло из 
поля тяготения Солнца, нужно, чтобы 
при таком удалении от Солнца сумма 
его кинетической и потенциальной энер
гий была неотрицательна. Последнее 
условие приводит к неравенству 

т^^-\-и(г1) = —mu^fO. (9.10.6)

Здесь п2 — искомая скорость, необхо
димая для ухода из солнечной системы, 
пх — известная скорость движения 
Земли.

С подобным положением мы уже 
встречались при рассмотрении движе
ния тела в поле тяготения Земли: 
скорости, необходимой для ухода тела 
из поля земного тяготения, соответ
ствует кинетическая энергия, равная 
удвоенной кинетической энер
гии, отвечающей скорости, обеспечи
вающей вращение запущенного тела 
вокруг Земли в качестве (искусствен
ного) ее спутника.

Из соотношения (6) находим мини
мальную скорость v2, необходимую для 
ухода из солнечной системы: 

ра=^/2о1^=;1,4р1?«42 км/с.

Итак, для того чтобы уйти из сол
нечной системы, необходимо на орбите 
Земли иметь начальную скорость (отно
сительно Солнца) 42 км/с. При этом 
оказывается, что если скорость тела 
больше 42 км/с, то тело уйдет из сол
нечной системы независимо от направ
ления скорости — независимо от того, 
движется ли тело прямо по радиусу от 
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Солнца (см. траекторию 1 на рис. 1), 
или по касательной к орбите Земли 
(траектории 2, 3), или даже в сторону 
Солнца (но под некоторым углом к на
правлению на Солнце, чтобы не попасть 
на его поверхность, — траектория 4). 
От направления начальной скорости 
зависит только форма траектории (см. 
рис. 1).

Ясно, что для запуска ракеты 
с Земли наиболее выгодна траекто
рия 2: сама Земля движется со ско
ростью 30 км/с, поэтому для получения 
скорости 42 км/с в этом же направле
нии достаточно, чтобы относительно 
Земли ракета двигалась со скоростью 
4=12 км/с. Эту скорость к' ракета 
должна иметь после того, как она вый
дет из поля тяготения Земли, т. е. уда
лится от Земли на расстояние, большое 
по сравнению с радиусом Земли, но 
малое по сравнению с радиусом земной 
орбиты.

Какую же начальную скорость из 
для этого надо иметь на поверхности 
Земли (именно эта скорость и назы
вается третьей космической скоростью)? 
Определим Из из соотношения

US I (г4)2m-£=mgrn -I- т (9.10.7)

Здесь первый член справа есть энергия, 
необходимая для преодоления притяже
ния Земли, второй член — энергия, ко
торая должна остаться после преодо
ления притяжения Земли для того, 
чтобы ракета (или космический корабль 
массы т) имела (в сумме со скоростью 
движения Земли) скорость и2, необхо
димую для ухода из солнечной системы. 
Формула (7) дает
«2 = 2gr0 + (4)2 = a- 4- 4')2, ^.ю.))
откуда

гг3 = (Х)2>« V1 1 42_4 122;=~-
« 16,4 км/с. (9.10.9)

Заметим, что, для того чтобы ' при
близиться к Солнцу или попасть, на
пример, на Меркурий или Венеру, вто
рой космической скорости недостаточно. 
Действительно, при наличии этой ско
рости ракета отделится от Земли и будет 
двигаться по орбите со скоростью, рав
ной скорости Земли, т. е. 30 км/с.

Хотя потенциальная энергия и 
уменьшается при приближении к Солн

цу, но ракете трудно приблизиться 
к Солнцу, так как этому мешает цен
тробежная сила ее движения по орбите. 
Для того чтобы проникнуть в глубь 
солнечной системы, необходимо умень
шить скорость ракеты относительно 
Солнца, а это так же сложно, как и

увеличение ее. В частности, для попа
дания в Солнце нужно ракету остано
вить, т. е. нужно, чтобы она имела 
скорость 30 км/с относительно Земли 
(после выхода из поля силы тяжести). 
Для этого нужно, чтобы на поверх
ности Земли ракета имела начальную 
скорость

(9.10.10)

Попасть в Солнце труднее, чем уйти 
от него! Более выгодные варианты 
можно получить, используя изменение 
скорости ракеты под влиянием других 
планет. На этом вопросе мы здесь не 
остановимся.

Упражнение
9.10.1. Найдите радиус орбиты такой, что 

время, требующееся для одного оборота во
круг Земли запущенного на эту орбиту спут
ника, равно 24 ч. (Спутник, запущенный на 
такую орбиту, в плоскости экватора непод
вижно висит над одним пунктом Земли.)

§ И. Реактивное движение и формула 
К. Э. Циолковского

Широко применяемый (и достаточно 
эффективный) способ управления поле
том в безвоздушном пространстве, т. е. 
способ, позволяющий изменять скорость 
и направление движения, заключается 
в отбрасывании части массы самого ле
тящего тела, т. е. в применении прин
ципа реактивного движения.

Основные закономерности реактив
ного движения впервые исследовал 
выдающийся русский ученый и глубо
кий мыслитель Константин Эдуардович 
Циолковский (1857—1935), который 
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указал на возможность использования 
ракет для освоения космического про
странства. От него, через его учеников 
и последователей — советских ученых 
и конструкторов идет научная тради
ция, воплощением которой явились со
ветские искусственные спутники Земли, 
искусственные планеты и космические 
корабли с космонавтами на борту.

Выведем основное уравнение прямо
линейного движения ракеты. Топливо 
ракеты — будь то порох или смесь го
рючего (спирта, бензина) и окислителя 
(кислорода, азотной кислоты) — обла
дает определенным запасом Q химиче
ской энергии на единицу массы (<? по
рядка 5 — 106 Дж/кг для бездымного по
роха и 10 — 106 Дж/кг для бензина с кис
лородом х). При сгорании эта химиче
ская энергия превращается в тепловую 
энергию продуктов горения. Затем про
дукты горения вытекают через сопло, 
при этом их тепловая энергия превра
щается в кинетическую энергию дви
жения.

Когда реактивный двигатель закреп
лен на испытательном стенде, продукты 
горения вытекают с определенной ско
ростью U0. При этом кинетическая их 
энергия на единицу массы составляет 
определенную долю химической энер
гии топлива:
t-o.Q (9.11.1)
" .ЯРк —
где а — безразмерное число (коэффи
циент полезного действия (КПД) про
цессов горения и истечения газов) 2. 
В дальнейшем будем считать скорость 
истечения и0 известной, заданной вели
чиной. Она составляет около 2 км/с для 
пороха и около 3 км/с для жидкого 
топлива. Легко убедиться, что этим 
величинам соответствуют КПД поряд
ка 50% (т. е. значения а — 0,5).

До горения топливо покоилось. 
Пусть сгорела и вытекла из сопла 
масса dm топлива. При этом она приоб
рела количество движения uodm. Оче
видно, что импульс силы di, с которой 

ракета действует на эту массу, равен 
количеству движения, приобретенному 
массой 3:

1 Теплотворная способность бензина около 
50—10? Дж/кг, однако для сжигания 1 кг бен
зина нужно израсходовать еще 3,4 кг кисло
рода. В ракете, летящей в' безвоздушном про
странстве, кислород надо везти с собой и энер
гию относиться» сумме массы топлива и окис
лителя.

2 Если в формуле"(1) Q выражено в Дж/кг, 
то «о будет выражено в м/с»

3 Обозначение di связано с тем— что рас
сматривается малая масса dm.

di == Fdt — Uadm.
По третьему закону Ньютона — закону 
равенства действия и противодействия — 
импульс силы, с которой масса dm про— 
дукта горения действует на ракету, ра
вен (но противоположен по знаку) им
пульсу силы, действующей на сами— 
продукты горения. Пусть, например,— 
скорость истечения продуктов горе
ния и0 направлена в сторону убыва
ния х. Тогда U0 отрицательно, Uu = 
= — | ий |. Для импульса силы, дейст
вующей на ракету, имеем
dip — Fpdt = —Uodm = | u0 1 dm. (9.11.2>

Величина
I’ = -— = I I I (9.11—3)

есть импульс силы, приходящейся на 
единицу массы, так называемый еди
ничный импульс. Эта величина равна 
скорости истечения газов из покоя
щейся ракеты.

Проверим размерности в формуле 
(3). Сила F имеет размерность кг — м/с1 2 
(ныотон), импульс силы I — это произ
ведение силы на время, поэтому его- 
размерность Н — с (или кг — м/с). Размер
ность — есть (кг • м/с)/кг = м/с, т. е. 
совпадает с размерностью скорости. 
Для пороховых газов п0=2-1О3 м/с = 
= 2 км/с, для жидкого топлива и0 = 
= 3 км/с.

Сила, действующая на ракету, по 
формуле (2) равна

Она пропорциональна количеству про
дуктов горения, вытекающему из ра
кеты в единицу времени.

Обратимся теперь к выводу формулы 
для скорости движения ракеты. Если 
ракета сама движется с какой—то ско
ростью и, то скорость истечения газов 
отлична от и0 и равна и-\-ий=и — | и0 j 
(напомним, что в покоящейся ракете 
скорость истечения газов равнялась 
— |п0 |). Очевидно, что такие величины , 
как разность скоростей по—
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роха до горения и вытекших пороховых 
газов и сила, с которой на ракету 
действуют пороховые газы, не зависят 
от того, движется ракета или покоится 
(мы далее для определенности говорим 
о горючем как о порохе).

Обозначим начальную массу ракеты 
(вместе с порохом) через Мо, а массу 
вытекших пороховых газов — т. Вели
чина т есть функция времени: т=т (t). 
Масса ракеты с порохом в момент t 
равна
М = М (t) = Mo — m(t). (9.11.4)

Уравнение движения (второй закон 
Ньютона) имеет вид

Если нас интересует конечная ско
рость ик к моменту окончания горения 
всего топлива, то надо в формулу (6) 
подставить вместо М величину Mt — 
конечную массу ракеты после сгорания 
всего топлива: МК=МО — тп, где та — 
полная масса всего топлива. Получим

г\-=(9-11.7)

При помощи этой формулы легко 
решается и обратная задача: какой 
должна быть начальная масса Мо ра
кеты для того, чтобы данной конечной 
массе Мк придать определенную ско
рость ик:

тМк-[и0\’

его можно переписать так:
Mdu = | и-01 dm,
или, используя (4),

(9.11.5)

Возможность сократить dt физически 
означает, что (при отсутствии других 
действующих на ракету сил) скорость 
ракеты зависит только от количества 
вытекших пороховых газов (при фикси
рованной величине U0). К моменту, 
когда из сопла вытекло данное коли
чество т пороховых газов, ракета при
обретает определенную скорость и, не 
зависящую от того, за какое время 
произошло это вытекание.

Нетрудно решить дифференциальное 
уравнение (5). В начальный момент при 
т=0 скорость и=0. Поэтому, разделяя 
в (5) переменные и интегрируя, полу
чаем

о
= — I 1 In (Мо — ■ т) =
= | W0 [ [—111 (Мо — mJ + In АГ01 =

'о In М»
Мо — ту

In мо
М ’

откуда
>«кі

М0=МкеЫ\. (9.11.8)

При этом в нашем анализе мы всюду 
игнорировали (переходный) процесс 
«медленного горения», когда / на тело 
действуют и сила тяжести, и реактив
ные силы. Реально, разумеется, такое 
положение дела всегда необходимо 
имеет место; мы же искусственно разде
ляли эти две силы, надеясь, что сделан
ная ошибка не слишком скажется на 
результатах; при этом учету сил тяго
тения был посвящен § 10, а изучению 
реактивных сил — настоящий пара
граф 4. Сейчас же мы попытаемся объ
единить результаты обоих параграфов, 
использовав формулы (6)—(8) для оценки 

Мо мвеличины отношения у-, позволяющей 
достигнуть 1, 2 и 3-ю космические
скорости: П1, м2, и3. В качестве реактив
ного топлива у нас по-прежнему будет 
фигурировать порох, обеспечивающий 
значение | «01 = 2 км/с. Формула (8) 
приводит к следующим результатам: 
для ^=8 км/с должно быть )) — 

= е^^эИ; для U2 = 11,2 км/с должно

где ту — общая масса вытекших к из
вестному моменту пороховых газов, 
jW=J/0 — т± — масса ракеты в этот 
момент. Таким образом, мы приходим 
к формуле К. Э. Циолков
ского

і І і м„и = І “о I 11 j. (9.11.6)

4 Заметим, что/с подобным огрублением ре
ального процесса мы встретились также и 
в § 10, где были искусственно разделены два 
этапа подъема запущенного в космос тела: 
на первом этапе мы считали, что ускорение 
свободного падения g=g0=const,. где g — 
ускорение свободного падения на поверхности 
Земли; после этого мы перешли к рассмотре
нию иного режима движения тела в космосе, 
характеризующегося уменьшением g при уве
личении расстояния от центра Земли.



 

 
  

 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

294 Гл. 9. Механика

Мо
быть ■д/“ = е5’6 *̂  270; для и3 = 16,4 км/с К2

6 При большом z величина [In (1-f-z)]2
растет медленнее, чем z. Действительно, обо
значая y=1n (1-j-z), получим z—eV—1, а функ
ция еУ растет быстрее любой степени у
(см. § 6.5).

должно б ыть -^2. = е8’2^ 3640. В слу- 
Кз

чае жидкого топлива, когда | и01 = 3 км/с, 
М„ . , ганалогичные подсчеты дают: -«-«144,5, 

«-?«^^^2, -«-?«245. Из подсчетов видно, 
«“к, УИк3

Мо что величина — сильно зависит от ско- 
■‘“к

рости истечения газов и0. Для того 
чтобы оценить трудности задачи по 
запуску ракеты, следует также иметь 
в виду, что включает в себя массу 
баков для топлива и т. п.

Найдем КПД ракеты как целого. 
Определим эту величину как отношение 
кинетической энергии ракеты после сго- 
рання топлива -—— к химической энер
гии сгоревшего топлива mQ={Mo—AQC? 
Коэффициент полезного действия (КПД) 

л/ки2 „ .. „
T‘ 2Q (М° — Мк) * (9Л1,9)

Подставив в (9) выражение для ик 
из (7) и выразив и2 из (1), окончательно 
получим

КПД оказывается произведением «вну
треннего» КПД а, характеризующего 
полноту сгорания топлива и преобра
зования тепловой энергии в кинетиче
скую энергию газов, и второго множи
теля, зависящего только от выбора соот
ношения между массой горючего т и 
массой полезного груза Мк. Обозначим

= z. Тогда^0 = М. + п^.ДІ+г)»! 

, = “й('"?£т^)і=д[|"(14-2=]а-
(9.11.10)

На первый взгляд может показаться,— 
что при малых z КПД очень велик за 
счет дроби у. В действительности при 
малых z,- как мы знаем, имеет место 

приближенное равенство In (l-—z) — z 
(см. § 4.9), и потому

т] — —- z'2 = az при z — 1.

КПД пропорционален z, и, следова
тельно, он мал при малом z: при ма
лом z ракета движется медленно, почти 
всю энергию уносят газы. При очень 
больших z КПД падает из-за уменьше
ния полезной массы 5. Так как окон
чательная скорость ракеты также зави
сит только от z, то можно сказать, что 
КПД ракеты определяется требуемой 
скоростью. При малой скорости КПД 
ракеты мал, поэтому невыгодно приме
нение ракет в автомобилях и в других 
случаях сравнительно медленного дви
жения. При большой скорости энерге
тический КПД ракеты снова умень
шается, но применение ракет тем не 
менее оправданно, так как мы не рас
полагаем другими практически удоб
ными способами ускорения тел до боль
ших скоростей.

В заключение определим еще, при 
какой величине z~«~ КПД т] достигает 
наибольшего возможного значения и 
чему равно это наибольшее значение 
т)тЯх КПД ракеты. В силу (10) задача 
сводится к отысканию максимума функ- 

г, / , [In (1 Ц- z)[2ции г (^z=!———— т. е. к решению 
уравнения
р („\ — 2 In (1 -|- z) [In (1 4- z)]2  „ _ 
1 W— (1 + z)z T —U'
или

2zln(14-z) = p-«. (9.11.11)

Это уравнение проще всего решить гра
фически, найдя на координатной пло
скости точки пересечения графиков 1 
и Г2 функций

и f2{z) = ~-z.

Этим путем (рис. 1) мы получаем z » 4, 
откуда F (z) « 0,65 и 7[шах — 0,65 а (не
трудно проверить, что значению z — 4 
отвечает именно максимум функ
ции F (z)).
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Л’н ішлгнение
9.11.1. Докажите, что значению z44 от

вечает максимум ф\ нкции F (z) II" (t + Д|2

§ 12. Масса, центр тяжести и момент 
инерции стержня

Рассмотрим тонкий стержень. Напра
вим ось х вдоль стержня и обозначим 
через а массу, приходящуюся на еди
ницу длины стержня. Таким образом, 
отрезку длины dx между значениями х 
п x-\-dx абсциссы отвечает масса
dm = odx. (9.12.1)

Величина о (в г/см) есть произведение 
объемной плотности материала d 
(в г/см3) и площади S сечения стержня 
(в см2): а = Sd. Так как стержень может 
иметь переменные по длпне, т. е. зави
сящие от х сечение и плотность мате
риала, из которого сделан стержень, 
то а является функцией координаты: 

Величину а естественно на
звать линейной плотностью, или плот
ностью на единицу длины. Однако так 
как объемпая плотность d нигде дальше 
в рассмотрение не входит, то сокра
щенно будем называть а просто плот
ностью’, толщину стержня мы считаем 
малой и изображаем его просто ли
нией — отрезком оси х. Общая масса 
стержня, очевидно, равна

ь
т — j o(x)dx, (9.12.2)

а
где а и Ъ ■— координаты концов стержня. 

Пусть наш стержень жестко скреп
лен с осью х, которую мы здесь пред
ставляем себе как жесткий стержень 
столь малого сечения и массы, что его 
можно считать не имеющей массы ли
нией; ось х расположена горизонтально, 
ось у направлена вертикально вверх; 
сила тяжести действует на стержень, 
как показано стрелкой, стремясь опус
тить его (рис. 1).

Представим себе, что ось х — это ко
ромысло весов. На рисунке схемати
чески показана призма, на которую 
в начале координат опирается ось х. 
Таким образом, ось х может повора
чиваться вокруг оси, перпендикуляр
ной к плоскости чертежа. Найдем, какой 
груз М, расположенный на оси х слева 

от начала координат на расстоянии R 
от него, нужен для того, чтобы уравно
весить находящийся справа стержень.

По законам рычага элемент массы dm, 
находящийся на расстоянии х справа 
от точки опоры, в том случае уравнове
шивается элементом массы dM, находя
щимся слева, если отношение масс об

ратно пропорционально отношению рас
стояний, т. е. если

или RdM ~xxdm. (9.12.3)

Элемент массы dm равен, как было 
выяснено раньше, cdx. Для того чтобы

d',

м ff т

і 
Л—>-------------

' f

Рис. 9.12.2

уравновесить весь стержень, нужна та
кая масса М, что

ь

RM = j xz(x)dx. (9.12.4)
а

Это равенство получено интегрирова
нием левой и правой частей (3). При 
этом на правой стороне оси различные 
элементы массы dm находятся на раз
ных расстояниях х от опоры, поэтому 
под знак интеграла вошла величина 
xdm=xadx. (Таким образом, интеграл, 
от которого зависит уравновешивающая 
стержень масса М, отличается от ин
теграла, выражающего массу стержня.) 
Слева на оси все элементы массы dM 
(уравновешивающие различные эле
менты dm стержня) собраны на одном 
и том же расстоянии R от опоры. 
R есть постоянная величина, и поэтому 
j RdM = R J dM. = RM.

Поставим вопрос: если всю массу т 
стержня сосредоточить в одной точке Ct 



 

 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

296 Гл. 9. Механика

то на какое расстояние хс надо уда
лить эту точку от точки опоры (от на
чала координат), чтобы уравновесить 
ту массу М слева, удаленную от точки

Рассмотрим стержень, смещенный на 
расстояние I вправо по сравнению с пер
воначальным положением (рис. 3, б); 
центр тяжести нового (смещенного) 
стержня обозначим через (\. Тогда 

ХС, b
J sdx
а

(9.12.7)

опоры на расстояние R, которую урав
новешивает стержень (рис. 2)?

Найдем

Ъ
J xzdx

а Iь
J adx
а

b

RM — хст = j xadx,
а

(9.12.5)

откуда

а

(9.12.6)

Величина Ху есть координата центра 
тяжести, или, как его иначе называют,

Рис. 9.12.4

а,

что, конечно, полностью совпадает с на
шими ожиданиями.

Удобнее всего выбрать систему коор
динат с началом координат, помещен
ным в центре тяжести стержня (рис. 4). 
Величины в этой системе координат от
метим индексом 0. Разумеется,
Ьа 
j ао (ж) dx = т.

Так как координата центра тяжести хс 
в такой системе координат равна нулю, 
то

х<?0 (ж) dx = 0. (9.12.8)

центра масс С стержня. Очень важно, 
что точка С есть действительно вполне 
определенная точка стержня: если весь 
стержень как целое переместить вдоль 
оси х, например, вправо на расстоя
ние I (рис. 3), то и хс увеличится на 
ту же величину I, так что для данного 
стержня точка С с координатой х=хс 
находится на определенных , расстоя
ниях от концов стержня.

Докажем это.

Другими словами, пожелав уравнове
сить стержень с точкой опоры в центре 
тяжести грузом М, расположенным на 
фиксированном расстоянии R от точки 
опоры, мы найдем, что уравновешивает 
наш стержень груз массы 2/=0 (ср. (4) 
и (8)): если точка опоры совпадает 
с центром тяжести стержня, то стер
жень находится в равновесии без вся
кого дополнительного груза.

Покажем, что при любом положении 
стержня его потенциальная 
энергия в поле силы тяжести равна по
тенциальной энергии всей точечной 
массы, равной массе стержня и сосре
доточенной в центре тяжести стержня.

b

У ^^х
а
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Потенциальная энергия du элемента 
стержня массы dm на рис. 5 равна 
gzdm, где z — высота этого элемента 
стержня, g — ускорение свободного па
дения. Потенциальная энергия и всего 
стержня находится интегрированием. 
В качестве переменной интегрирования 
выберем длину, отсчитываемую вдоль 
стержня от его центра тяжести; плот
ность в точке х обозначаем через с0 (х). 
Выразим высоту z через х. Как видно 
из рис. 5, z (x)=zc-\-x cos а, где zc есть 
высота центра тяжести стержня. По
этому

Ъ Ьц

j gza0 (x)dx ~g (zc -f- x cos a) a,, (ж) dx= 
Oq On

*°

= gZC J°o(a:)da: +
«0

io
-|- g cos a j жс° (ж) dx — gzcm,

так как второй интеграл равен нулю 
в силу (8). Итак, потенциальная энер
гия зависит только от массы стержня 
и высоты его центра тяжести, но не 
зависит от угла, образуемого стерж
нем с горизонтальным направлением: 
поворот стержня вокруг его центра 
тяжести не требует затраты энергии; 
закрепленный на шарнире в центре тя
жести стержень способен свободно (без 
выделения или затраты энергии) вра
щаться вокруг точки подвеса.

Перейдем теперь к так называемому 
моменту инерции стержня. Это понятие 
возникает при рассмотрении вращатель
ного движения стержня. Пусть распо
ложенный в плоскости чертежа стер
жень вращается вокруг оси, перпенди
кулярной плоскости чертежа; точку, 
в которой ось вращения пересечет эту 
плоскость, мы примем за начало коор
динат. Каждая точка стержня при вра
щении описывает окружность с центром 
в начале координат, радиус которой 
равен абсциссе ж данной точки в на
чальном (горизонтальном) положении 
стержня (рис. 6). Угловую скорость 
вращения (в радианах в секунду) обо
значим через (о; тогда за время dt 
стержень повернется на угол dw= wdt. 
Длина дуги, которую проходит произ

вольно выбранная точка с абсциссой х, 
равна
dl — xdy — xwdt;

следовательно, линейная скорость дви
жения точки стержня, имеющей абс
циссу х, равна

/ \_ d Z
V^di~Wx-

Найдем кинетическую энер
гию вращающегося стержня. Элемент 
массы dm, удаленный на расстояние х 
от центра вращения (т. е. от начала 

Рис. 9.12.6

координат; здесь речь идет об отрезке 
стержня длиной dx с координатами кон
цов ж и ж-рйж), имеет кинетическую 
энергию

dn^-^-axxdx.

Следовательно, кинетическая энергия 
всего стержня

ъ

Е = j ж2<з (ж) dx.
а

Интеграл в последней формуле
ь

I — j ж2сз (ж) dx (9.12.9)
а

носит название момента инерции 
стержня относительно оси, проходящей 
через начало. Таким образом,

т. е. кинетическая энергия вращения 
выражается через момент инерции и 
угловую скорость совершенно так же, 
как кинетическая энергия Е = -^~ по

ступательного движения выражается че
рез массу и линейную скорость. Заме
тим еще, что момент инерции (9) (как 
и масса т) всегда положителен.

Если мы имеем систему точечных масс mi, 
m2, . . ., тк, расположенных в пунктах Mi, 
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М2, ■ ■ ■ , Мк плоскости, то момснто м 
инерции этой системы масс относительно 
прямой I называется! сумма

= тцд] -|- Т • • • + т^ср (9.12.10) 

произведений массы т( на квадрат расстоя
ния от М( до I (здесь і=1, 2, . . ., к). Если 
же роль системы точечных масс играет тело 
(пластинка или, как в нашем случае — стер
жень) с непрерывным распределением 
масс, то момент инерции приближенно равен мо
менту инерции системы точечных масс, полу
чаемой при разбиении тела на малые части и 
замене каждой такой части точечной массой, 
равной массе этой части тела. Ясно, что это 
определение, где подразумевается, что число 
частей тела устремляется к бесконечности, 
а размеры каждой из частей — к нулю, при
водит к выражению момента инерции в виде 
интеграла (ср. с формулой (9)) А Ана
логично этому подобная (10) сумма, где только 
квадраты dj расстояний от до I заме
нены самими этими расстояниями d{, назы
вается статическим моментом системы масс 
относительно Z:

—j— m2d% —|— ... mkdk. (9.12.10а)

(Здесь, одпако, расстояниям d{ приходится 
приписывать определенный знак в соответ
ствии с тем, по какую сторону от прямой I 
расположена точка М{.) Ясно, что переход 
от системы точечных масс к телу и в этом слу
чае приводит к необходимости замены суммы 

ъ 
интегралом; так статический момент j xs(x)dx 

а 
стержня относительно точки О фигурирует 
в формуле (6) для центра тяжести стержня.

Обратимся к вычислению интеграла I. 
Момент инерции стержня, центр тя
жести которого совпадает с центром 
вращения (с началом координат) О, 
обозначим через /0:

Io = j ж1 2а° (х) dx. (9Л2Л1)

1 В случае плоской пластинки или про
странственного тела мы при этом приходим 
к понятию так называемого кратного (двойного 
или тройного) интеграла, распространенного 
по площади пластинки или ио объему тела
(в настоящей книге кратные интегралы не рас
сматриваются) .

«о

Определим теперь момент инерции 
стержня, центр тяжести — которого 

удален на расстояние I от начала коор
динат (мы будем считать, что точка С± 
расположена справа от О, так что 
хс = 1). В этом случае а=а()-Ы, b = 
= Ь+1, с (х)=с0(х — I),

ь

I = j ж2о (ж) dx.
а

Положим z=x — I; тогда x=z-\-l, dx= 
—dz. При изменении я от а до b вели
чина z изменяется от а0 до Ьо. Поэтому

ь» ъа

1"\р''1)1° (z) dz = Z j °0 (z) dz +
«0 40)o

Ьй bQ
4" 2Z j a° (z) zdz 4~ j a° (z) z2dz. (9.12.12)

(7,j «0

Заметим, что j °0 (z) dz = m, а второй 

интеграл справа в (12) согласно (8) 
равен нулю; наконец, третий интеграл 
согласно (И) есть /0.

Таким образом, формула (12) прини
мает вид
/ = mZ24—/0. (9.12.13)

Величина тР есть, очевидно, момент 
инерции точечной массы т, находя
щейся на расстоянии I от оси вращения 
(от начала координат). Таким образом, 
момент инерции стержня относительно 
произвольной оси, перпендикулярной 
к стержню, равен сумме момента инер
ции стержня относительно оси, прохо
дящей через центр тяжести, и момента- 
инерции точечной массы, равной массе 
стержня, относительно оси, удаленной 
от этой массы на расстояние, равное 
расстоянию центра тяжести стержня 
от оси вращения.

Наглядно можно представить себе 
стержень, закрепленный в центре тя
жести на шарнире. Тогда вращение оси 
и шарнира может не сопровождаться 
вращением самого стержня, т. е. воз
можно движение, последовательные ста
дии которого показаны на рис. 7. Ки
нетическая энергия Е' такого движения 

m.v’-f,
равна —, где — — скорость центра 
тяжести стержня. Но и0 — ш1, так что 
Е' = у тР.
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Движение, которое мы рассматри
вали раньше (см. рис. 6), отличается 
от изображенного на рис. 7 тем, что 
сам стержень также вращается с угло
вой скоростью о> вокруг своего центра 
тяжести. Поэтому кинетическая энер
гия вращения, показанного на рис. 6, 
оказывается равной сумме энергии изоб
раженного на рис. 7 вращения и энер
гии вращения вокруг центра тяжести, 

г ы’З равной 1й — .
Из вывода формулы видно, что по

добное простое сложение энергий при 
сложении двух движений получается 
только тогда, когда рассматривается 
движение центра тяжести, ибо только 
в этом случае равен нулю иптеграл (8).

К понятию центра тяжести стержня можно 
прийти также и по-иному. Из школьного курса 
физики хорошо известно, что равнодействую
щей двух параллельных (и одинаково направ
ленных) сил /і п /2, приложенных в точках Mi 
и М2, является сила /1+/2, приложенная 
в точке С, делящей отрезок М1М2 в отношении 
М1С : CM2=f2 : /і (рис. 8, а). Если /і и /2 — 
силы тяжести масс пц и т2, то точка С (такая, 
что МіС : CM=f2 : ti=mi : mi) называется 
центром тяжести рассматриваемых масс; 
при этом если принять прямую MiW за ось 
абсцисс и считать абсциссы точек Mi и М2 
равными Xi и х2, то абсцисса хс точки С бу-

ТЩИД — т2х2
дет равна ———г—-----: в самом деле, при этом

MiC : СМ2 = - Х1
m-tXi -|- т2х2

mi -{- т2
пцхі т2х2 | I т2 (х, — х2) 

Совершенно так же доказывается и то, что рав
нодействующая сил тяжести масс mi, т2,.. . 
. . тк, приложенных в точках Mi (яд), 
Л2 (х2), . . Мк (хк), приложена в точке
/т* 1Х1 4- т2х2 -р .. ■ + ткХк \_

пц -- т2 I ) mi -|- т3
I mi (ад — х2] I

: -------- ;--------  = т2: mi.I т\ + т2 \ i 1

Аналогично, если мы имеем три (расположен
ные на одной прямой) массы mi, т2 и т3, 
приложенные в точках Mi (яд), М2 fe) и 
М3 (хз) (рис. 8, б), то равнодействующей сил 
тяжести, приложенных к первым двум массам, 
будет сила, отвечающая массе ті-\-т.2 и при- 

„ (miXi + m2x2\ л
ложенная в точке С12 ( ———г—— I. Равно- \ mi 4- т2 )
действующая же всех трех масс будет прило
жена в центре тяжести масс mi-)-m2 и т3, 
т. е. в точке С с абсциссой

Г, , , тіХі + т2х2 -|/
ХС = [(»і + ®») ~ті + -Й2 ' +

j [(-Н + тг) + тл] =

= (miXi + тх + m3X3)l(mi + т.2 -|- т3).

\ т\ 4- т.2 4- . ■ . -Ь тк / '

v.J <9Л2Л4)

(см. упр. 4а).
Аналогично этому устанавливается также, 

что если к масс mi, m2, . . .- тк в пространстве

приложены в точках Mi (яд, yi, zi), 
М2 ("-2, У2, з2), . • *,  Мk (xk, Ук, Зд.), ТО 
совокупность всех отвечающих этим массам 
сил тяжести может быть заменена одной силой, 
соответствующей массе 2 mi+m2-|-. • 
и приложенной в центре тяжести всех этих 
масс — в точке С (хс, ус, 2С} с координатами

2 mtXi

і І (9.12.15)
2 mi2>
і

(см. yup. 46). '
Обратимся теперь к стержню линейной 

плотности о= з (я). Если мы разобьем стер-

Рис. 9,12.8

жень точками а:о=а, ад, х2,. . ., х„=Ъ на п 
малых частей масс пц— s (xt) &х{, r%e \x= 
=х{—X(_i и 1=1, 2, . . ., тг, а затем рассмотрим 
п точечных масс пц, отвечающих п частям 
стержня (предполагаемым однородными, ибо 
плотность в пределах каждого отрезка &х( 
стержня меняется мало) и сосредоточенных 



 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

300 Гл. 9. Механика

в конце х~х{ каждой из этих частей, то рав
нодействующая этих (точечных) масс будет 
приложена в их центре тяжести С< (х^, где 

2 ® х xibx
Хг =---—--------------- . Устремляя п к бес-C 2 ° ), . ) 1

і
конечности, а все Ах( — к нулю и заменяя 
сумму интегралом, мы и придем к фор
муле (6) для центра тяжести стержня.

Упражнения
9.12.1. Найдите момент инерции относи

тельно центра тяжести стержня длины I 
с равномерно распределенной массой.

9.12.2. Стержень составлеп из двух кусков: 
первый кусок ДЛИНЫ Z1 имеет постоянную плот
ность ах, второй кусок длины І имеет также 
постоянную, но другую плотность <а2. Най
дите положение центра тяжести стержня.

9.12.3. Найдите положение центра тяжести 
и величину момента инерции относительно 
центра тяжести для однородного стержня, 
имеющего форму тонкого треугольника длины 
L. Выразите эти величины через длину L и 
массу стержня т. [Указание. Если нап
равить ось х по медиане, а за начало координат 
принять вершину треугольника, то а (х)= 
=ах, где а — постоянная.]

9.12.4. Докажите: а) формулу (14); 
б) формулы (15).

§ 13*.  Центр тяжести нити и пластинки 

Выше (см. § 7.10) мы встречались с по
нятием центра тяжести пло
ской пластинки или как угодно 
искривленной струны (нити). Пусть 
АВ, где А=А (ах, bjj, В=В (а2,, Ь2), 
— (плоская) материальная нить про

извольной формы и линейной плот
ности а= а (х, у) (рис. 1); другими сло
вами,, мы считаем, что малый участок 
нити длины ds=\l(x')2+(y')‘i dt, где 
х—х (t), у—у (0 — параметрические 
уравнения линии АВ, имеет массу dm— 
= а (х, у) ds, где (х, у) — какая-то 
точка рассматриваемого участка нити,, 
например его конец. Заменив непрерыв

ное распределение масс, т. е. нашу 
материальную нить, на систему п точеч
ных масс dm(= а (х{, у{) dst ((=l, 2, . . . 
. . .,тг), отвечающих отрезкам dst нити 
с концами А ._г (х_г, у.^) и А, (х;, у{) 
(А0=А, Аг, А3, . . А„=В — какие- 
то точки нити, разбивающие ее на п 
малых частей), мы придем к выводу, 
что центр тяжести С} этих п точечных 
масс имеет координаты

хс,=
2 Xia (х(, у,) dSf

І
y()ds{

І (9.13.1)

Ус, А

2 Уіа (хі< у і) dsf

2 a (x<t уі) dst

(ср. (12.14), (12.15)). Переходя теперь 
к пределу при п а со, dst ->0, мы при
дем к следующему выражению для ко
ординат хс, ус центра тяжести С нити:

в
J ха (л, у) ds
А

ХС ~в ' »
f а (х, у) ds

* (9.13.2)
У уа (х, у) ds
А

Ус — ~В •
J а(х, у) ds
А

В

здесь запись j означает' что соответст- 
А

вующий интеграл распространен по ду
ге АВ. Так, если х—х (t), у—у (£— пара
метрические уравнения линии АВ и кон
цам А, В отвечают значения ), , t2 пара
метра, то вдоль нити c = a(rr(^), у(£)) = 
=о(£), общая масса т нити равна

^3
т — j a(t) ^(л')2 + (у')2 dt

и координаты центра тяжести таковы: 
! *• __________

хо=т\х®а ® <х' V + W )2 dt

і ) ____________

ус = АТ J У О ° (О V(«')a + У'У dt.

(9.13.3а)



 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

§ 13*. Центр тяжести нити и пластинки 301

Если линия АВ задается явным урав
нением 1 у = у (х) при а 1 х 1 Ъ, то 
•з ~ а (ж, у (ж)) = а (ж), масса т =

1 Здесь мы считаем, что каждому значению
х отвечает единственная точка нити;
если бы это было не так, то мы просто раз
били бы всю нить на несколько участков, для
каждого из которых выполнено это условие.

— j <з(ж)\)1-4(у')2(2 *ж и
а

Ъ

хс = 1 J ха w 11 +(У,)2 dx,

“ (9.13.36)

Ус = тг $ У (*)а (ж) VI + (/)2 dx-
а

В частном случае однородной 
нити постоянной плотности o=const, 

ь 
очевидно, m = ~S, где 5 = j ds—длина 

а
нити; поэтому формулы (2), (За), (36) 
здесь можно переписать так:

в в
Хо =-у j ус = yds, (9.13.4)

А А
ИЛИ

. ** _________________

* (9.13.5а)

yc=-4j-hW)a+(j/')a&

<»
И

х — -у J
“у (9.13.56)

ус = 7у }у & \V + (/)2)- 

(Заметьте, что во всех формулах для 
центров тяжести фигурируют стати
ческие моменты нити относи
тельно осей Ох и Оу; ср. с. 298.)

Несколько сложнее обстоит дело 
в случае пластинки D (рис. 2; толщину 
пластинки мы считаем столь малой, что 
этой толщиной можно пренебречь). 
Фактически задача определения центра 
тяжести пластинки сводится к вычис
лению некоторых двойных интегралов, 
распространенных по площади пла
стинки, которых мы в этой книге не 

касаемся (и даже не определяем); од
нако эту трудность можно обойти с по
мощью следующего приема.

Обозначим через р= р (ж, у) плот
ность пластинки, отнесенную к единице 
площади; другими словами, будем счи
тать, что массу малого прямоугольника 
со сторонами dx и dy, где dx и dy весьма 
малы (см. рис. 2; стороны прямоуголь
ника мы считаем параллельными осям 
координат), можно приравнять р (ж0, у0) X 
y^dxdy, dxdy, разумеется, — пло
щадь прямоугольника, а р—р (жо, у0) — 
плотность в какой-то точке (жо, уо) пря

моугольника, например в его вершине 
(так как размеры прямоугольника малы,- 
то плотность мало меняется в его пре
делах). Рассечем теперь нашу пластинку 
вертикальными прямыми ж=жо=а, ж= 
=ж1т ж=ж2, ■ . ■, х=хп=Ь на п верти
кальных полос (стержней) толщины 
Джг=ж£ — жл_г (г = 1, 2, . . ., п); здесь а 
и 6 — наименьшее и наибольшее зна
чения абсцисс в пределах пластины D 
(см. рис. 2). При этом можно считать, 
что г-я полоска (і-й стержень) имеет 
переменную (зависящую от у) линейную 
плотность

°,-(г/) = р()р УЬх{ (9.13.6)

и соответственно этому общую массу
/(«<)

&т( = j [р(жр y'&x^y = 

(9.13.7)

где y=g (ж<) и y=f (х() — наименьшее 
и наибольшее значения ординаты у 
у точек і-го стержня, точнее, (жр g (ж<)) 
и (ж,,- / (ж,.)) — точки пересечения пря



 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 

302 Гл. 9. Механика

мой х=Х{ с границей2 пластины D. (За
метьте, что под интегралом в правой 
части (7) стоит функция одной пе
ременной у, поскольку значение х{ 
здесь закреплено!) Эту «распределен
ную по стержню» массу Ат,. можно 
заменить точечной массой Дт,:, сосре
доточенной в центре тяжести 
стержня — в точке С{ (Ж(,., ус^ с ко
ординатами

Лч) і/(хі)
Усі — J м(к- іМу\ J Р(ж<> У}<1У

(9.13.8) 
(cp. (6) и (12.6) 3; заметьте, что множи
тель Дж,- плотности (6) сократится 
в дроби, выражающей ординату ус, 
центра тяжести С,.).

Таким образом, мы приходим к за
мене действующих на пластинку сил 
тяжести п силами, отвечающими массам 
Дигх, Дш2, . . ., Дт„ (ср. (7)) и сосре
доточенными в точках Cj, С2, . . Сп 
(см. (8)). Далее нам остается только 
заменить эти п сил тяжести одной си
лой, приложенной в центре тяжести 
рассмотренной системы масс, и затем 
(как обычно!) перейти от сумм к ин
тегралам, условившись, что п -> со, 
а все Дж,- -> 0.

Вывод соответствующих формул не 
представляет затруднения (см. упр. 2), 
однако он все же выходит за рамки 
тем настоящей книги, поскольку здесь 
приходится встретиться с повтор
ным интегрированием (интегрирова
нием функций, которые сами выра
жаются интегралами). Поэтому мы не 
станем загромождать изложение этими 
формулами, ограничившись случаем 
однородной пластинки постоян
ной . плотности p=const, которую, ра

зумеется, можно принять за единицу: 
р (ж, у) = 1. В таком случае стержень 
толщины Дж, имеет массу

Лж»)
ДШ{ = j rfy Дж,. = [f (xt) — g (ж,.) ] Дж„ 

г(^») (9.13.9)
совпадающую с площадью стержня 
(произведение его длины / (ж,) ■— g (ж,.) 
на толщину Дж,.), а центр тяжести С, 
стержня расположен, естественно, в его 
середине, т. е.

жс. = ж, „ _ f + g (я,-)
■Ч — 2 (9.13.10)

Общая сумма всех масс (9) равна 
т = 2 Дш, = 2 * [f (.<) — g (ж,.)] Дж,.

2 Для простоты мы принимаем, что пла
стинка D имеет изображенную на рис. 2 
«овальную» форму, т. е. ограничена двумя про
стыми, кривыми y=g (х) и y=f (х), взятыми 
в пределах от х=а до х=Ь.

3 Формула (12.6) относится к случаю г о-
ризонтального стержня; однако уже 
из определения центра тяжести стержня как 
такой его точки С, что закрепленный в С стер
жень находится в равновесии (см. с. 297), выте
кает равноправие осей х и у (переходящих 
одна в другую при повороте стержня вокруг
С на 90°); поэтому вторая из форміул (8) явля
ется следствием формулы (12.6).

і і
Переходя к пределу при и —> со, Дж, * 
-»0, мы получаем выражение

ъ
м = J [f — g(x)]dx,

и 
совпадающее, очевидно, с площадью S 
пластинки D (ср. § 7.4). Координаты же 
центра тяжести С' масс (9), сосредото
ченных в точках (10), имеют вид
жс, = 2 ж, [/ (Ж;) — g (ж.)] Дж,/5,і

=2 /<*<)+ — [f (ж<) _ g (Ж<)] д^,./£ 
і

(ср. (12.14), (12.15)), или
хс = 2 х. [/ (ж,.) — g (ж,)] Дж./5,

і

Тот же предельный переход при п -> СО, 
ДЖ—0 0 приводит к следующим (точным!) 
формулам для координат хс, Ус центра 
тяжести С однородной пластинки D пло
щади 5:

ъ
Хс =-у j ж[/(ж) — g (x}]dx,

“ь (9.13.11)
Ус = 2^ J '[f {х№ — g dx’ 

которые мы еще перепишем отдельно 
для специального случая криволинейной 
трапеции D = ABDC, ограниченной 
осью абсцисс, прямыми ж = и и ж = Ъ 
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и линией у = f (а:), т. е. для случая 
S (<•) == 0;

ь
1 г хс=-$\ xf (a) dx,

а (9.13.12)
ь

yG=Js\ Гf (х)\2 dx

1 Вязкость 1] может быть определена сле
дующим образом. Пусть жидкость (или газ) 
движется в направлении оси х, причем так,

de 
седних слоев, т. е. производной — . Коэф
фициент пропорциональности в выражении 
для силы f, приходящейся на 1 см2 гори
зонтальной поверхности, и называется вяз- 

dv
костью: f = — —— (здесь сила f выражена не 
в Н, а в Н/см2, откуда легко вывести, что 
размерность коэффициента т есть г/(см ■ с)).

2 Стокс Джордж Габриель (1819— 
1903) — английский математик и физик. Фор- 

е7?р 
мула (2) справедлива при —— <5, где р — 
плотность среды. Читатель легко убедится, 

vRp
что величина безразмерна. Она
называется числом Рейнольдса (Re) по имени 
английского физика и инженера Осборна 
Рейнольдса (1842—1912).

а

где, как мы знаем,
ъ

< = j / (ж) dx.
а

Упражнения
9.13.1. Найдите центр тяжести однородной 

пластинки, имеющей форму: а) треугольника; 
б) трапеции; в) полукруга.

9.13.2. Как найти координаты хс, ус 

центра тяжести С пластинки D плотности 
р= р (х, у), ограниченной линиями y=g (ж) 
и y=f (х) (в пределах а < х < й)?

§ 14. Движение тела в среде, противо
действующей движению, под дей
ствием силы, _ зависящей только 
от скорости

Всякое тело испытывает при движении 
противодействие со стороны той среды, 
в которой происходит движение. Если 
сопротивление среды невелико — ска
жем, при движении с небольшой ско
ростью в воздухе, — то его можно не 
принимать во внимание. Однако в ряде 
случаев такое упрощение недопустимо и 
с сопротивлением среды приходится 
считаться.

Экспериментально установлено, что 
если тело движется в жидкости или 
газе, скорость движения невелика и 
размеры тела малы, то сила сопротив
ления пропорциональна скорости движе
ния:
F(t) = —kv(t). 93.44.))

Здесь коэффициент пропорционально
сти К — 0, а знак минус в формуле (1) 
показывает, что сила сопротивления 
среды по направлению противоположна 
скорости движения тела. Число К зави
сит от свойств среды, оно пропорцио
нально вязкости 1 * * среды. Кроме того, 

К зависит от формы и размеров тела. 
Например, для случая шара радиуса R 
формула (1) принимает вид закона 
Ст о к с а2:
F = — 6пЛт]у((), (9.14.12)

где т) — вязкость среды. Для воздуха 
т(=1,8-10-4, для воды (при 20° С) т= 
=0,01 г/(см-с).

Рассмотрим задачу о торможении 
тела. Пусть некоторая сила сообщила 
телу скорость, а затем (в момент вре
мени 1=10) перестала действовать. Тело 
продолжает двигаться в вязкой среде, 
и далее на него действует только сила 
сопротивления.

В силу второго закона Ньютона
du 7

т—~—kv.
at

Разделив обе части на т и обозначив
К— — а (аД>0), получим
S = (!М4.3)

Уравнение (3), как мы знаем (см., на
пример, гл. 4 и 8), имеет решение
V (t) = (9.14.4)

где v0 (£0)) — значение скорости
в момент t=t0. Так как а > 0, то при 
t > t0 показатель степени в (4) отри
цателен, <1 и, следовательно,
V (1) к0, т. е. скорость с течением 
времени убывает: среда тормозит 

что скорости разных частиц различны и за
висят от координаты у. (Ясно, что твердое 
тело так двигаться не может — оно разруши
лось бы.) При этом между соседними слоями 
жидкости или газа _
пропорциональная разности скоростей co

возникает сила трения,



 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 
 
 

  

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

304 Гл. 9. Механика

движение тела, как и следовало ожи
дать.

Найдем выражение для пути, прой
денного телом. Из (4) следует

или dx = dt.
(9.14.5)

Пусть в начальный момент времени 
(при t=t0) тело находилось в начале 
координат: х (to)=O. Интегрируя (5), 
получим

t
x(t) = V0 j e~aV~idt,

‘о
т. е.

(9.14.6)

Пользуясь формулой (6), можно найти 
весь путь, который тело пройдет после 
момента t0 (т. е. после того, как сила 
перестала действовать) и до момента 
полной остановки. Для этого заметим, 
что при очень больших t величина 

весьма мала (e-aU-W) << 1)
и ею вполне можно пренебречь. По
этому путь, который пройдет тело, ра-

Го вен — . а
Рассмотрим теперь падение тела 

в воздухе (с учетом сопротивления воз
духа). Направим ось х вниз к Земле, 
начало координат поместим на вы
соте Н от Земли (т. е. на Земле х=Н\ 
Предположим, что движение началось 
в момент t=0 с начальной скоростью 
v0. Тогда х (0)=0, v (О)=го. Тело на
ходится под действием двух сил: силы 
тяжести (она способствует падению 
тела, т. е. движению его вниз) и силы 
сопротивления воздуха (она препят
ствует движению).

Второй закон Ньютона дает
dv ,

т dt ~ т8 — '£V' (9.14.7)

Разделив все члены (7) на т,

(так как ~ = а)

dv

или

получим

(9.14.8)

У становим размерность величины —. 
Так как а — —, а к = — — , то а имеет 

размерность 1/с. Размерность , есть 

см ■ с/с2 = см/с, т. е. ~ имеет размер
ность скоростиЗ. .

з Этот подсчет размерности — н\жен
лишь для проверки правильности наших 

g
формул. Размерность— видна из формулы (8):
так как вычитать можно только величины

„ gодной размерности, то отношение — должно
иметь ту же размерность, что и v.

Обозначим — = г>г Тогда (8) прини
мает вид 
dv . ,— --а (—— г). (з * * * * * 9.14.9)

Допустим, что Vo < і?!. Тогда правая 
часть (9) в начале движения положи
тельна, а значит, и левая часть поло
жительна: /> 0; поэтому скорость v (t)
растет. При этом чем ближе зна-

- dvчение V К 1\, тем ближе , к нулю, 
тем, следовательно, медленнее растет v. 
Если бы в некоторый момент времени Н 
оказалось v (t^)=vlt то v было бы по
стоянным, так как v=vr является ре
шением уравнения (9) в начальным ус
ловием v (П)=^1- Аналогично, если в на
чале движения v0 > ръ то v прибли
жается к г, но в этом случае v у б ы- 
в а е т. Поэтому через некоторое время 
после начала движения тело начинает 
падать с практически постоянной ско
ростью к1 = -у независимо от того, ка
кую скорость оно имело в начале паде
ния. График скорости для случая г0=О 
имеет вид, показанный на рис. 1: пря

мая и = является горизонтальной 
асимптотой этого графика.

Проведенные рассуждения показы
вают, что ряд свойств v (і) можно обна
ружить,, даже не решая уравнение (9). 
Теперь решим его. Положим v—v=z. 
Тогда — -—и (9) перепишется таї:: 
dz
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При t = 0 должно быть z = Vi — v0. Иско
мое решение есть Z (£) = (пх — р0) е~“1. 
Возвращаясь снова к функции v (t), по
лучаем

4 Эта формула справедлива при числах
B.VQ

Рейнольдса ——>>100. Смыслрформу лы,(при- 
веденной в тексте, заключается в том, что 
при движении большого тела энергия, затра
чиваемая в связи с сопротивлением среды, 
расходуется не на взаимное трение друг 
о друга разных слоев жидкости, а на приобре—

У1 — V (0 = (Vj_ — и) —- — — и л и у(0) —
(9.14.10)

Из формулы (10) можно сделать те же 
выводы, которые мы уже сделали, ана
лизируя «на глазок» исходное уравне
ние (9). Если р() > V1; то v (г) > рх, так 
как (р — Vj) е~л > 0; если же v0 vltl 
то (и0 — Vj) е~а — 0, и поэтому v (t) <Z 
<Z -1 - При этом каково бы ни было v0, 
все равно при достаточно больших t 
величина е~а1 мала и практически 
V (t)=V!.

Из |(10) получаем *наnомним , что р = 
__ds:\

dt)

Решим задачу о торможении для 
силы сопротивления (14). Соответствую
щее уравнение имеет вид

Разделив обе части на т и положив—
FP = - — где ₽ > 0, получим

Отсюда — = —fdt. Проинтегрировав, по

лучим —= —— I*  где v0 — скорость.

откуда, учитывая, что х (0)=0,; имеем
х ( = J(1 — e"«). (9.14.12)

тела в момент времени t = t^. Поэтому
— — — *о)»  откуда

Уо
+ (( — ^) — (9.14.15)

Если скорость тела и его размеры 
велики, то сила сопротивления пропор
циональна квадрату скорости. Из опы
тов установлено, что в этом случае 4 
F = —kSpV-^, (9.14.13) 

где S — площадь сечения тела, р — 
плотность среды. От вязкости среды 
при этом сила сопротивления практи
чески не зависит. Коэффициент к в этой 
формуле есть безразмерное число: его 
величина зависит от формы тела (для 
хорошо обтекаемых тел величина к мо
жет иметь значение порядка 0,03— 
0,05, а для плохо обтекаемых тел она 
возрастает до 1,0—1,5). Обозначая 
kSs—у = х, получим

F~—w2(t). (9.14.14)
Ясно, что х имеет размерность г/см.

Поскольку р = — , то р имеет размер

ность 1/см. ^Заметь/тщ что при

—- скорость практически не 
“ — 1 \ от начальной: v лз н———-. I р (г — ‘о) /

Найдем формулу для пути, 

t —10>>

зависит

Из (15)
следует
d® = '/ , а и°,.--- —г dt,1 + ——— (і — і»)

откуда

' (9.14.16)

Если тело начинает движение из начала 
координат (т. е. если х (t0)=0), то (16) 
принимает вид
®)=) = -уіп[1-+К(*  — Ш (9.14.17)

Легко убедиться, что формуле (17)— 
соответствует экспоненциал ь—

тение кинетической энергии жидкостью, вы
нужденной двигаться, для того чтобы' рас
ступиться и пропустить тело. Получите от
сюда сами формулу для силы (ср. § 15). 
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н а я зависимость скорости от прой
денного пути: і?= иое~‘,х. Если теперь 
мы захотим найти весь путь, кото
рый пройдет тело после того, как сила, 
сообщившая ему скорость, перестала 
действовать, то обнаружим, что этот 
путь (формула (17)) тем больше, чем 
больше время. (Заметьте, что в силу (17) 
х — со при t —>■ со.) На самом деле это 
не так. Дело в том, что, когда скорость 
тела станет малой, соотношение (14) 
перестанет быть верным. В этом слу
чае надо перейти к формуле (1) и соот
ветственно для подсчета пути — к фор
муле (6).

Рассмотрим задачу о падении тела 
в воздухе в случае, когда сопротивле
ние воздуха пропорционально ква
драту скорости. Пусть тело падает 
из начала координат, имея начальную 
скорость v0. Совершенно аналогично 
случаю, когда сопротивление пропор
ционально первой степени скорости, по
лучаем уравнение

ИЛИ —at ■4
(9.14.18)

Нетрудн'о установить, что j/-|- имеет 

размерность скорости; обозначим |/|- = 

= щ, -£- = г2. Тогда (18) принимает вид 
с

Г) Z 9 О\ (9.14.19)

Точное решение (19) дано в ответах 
к упр. 1. Рассмотрим общие свойства 
решения. Рассуждениями, совершенно 
аналогичными тем, которые были про
ведены для уравнения (9), показываем, 
что в этом случае должна установиться 

скорость движения . Пока
жем, что через достаточно большое 
время после начала падения можно будет 
утверждать
v — Vr = Се~-?г>1, (9.14.20) 
где С — постоянная величина. Уравне
ние (19) перепишем так:

(9.14.21)= ₽(yi + ) ) (^i — v).

При больших t имеем v з уп поэтому 
в (21) заменим v^v на 2иг. Если заме
нить v на г?! в разности vi — v, получим 

— = 0, откуда у = const = г^. Так как 
нас интересует именно малое различие 
между v и ( (закон приближения v 
к щ), то пренебречь разностью v — 
нельзя. Заменяем (21) на

■4 = 2!Ч(и1 — к). (9.14.22)

Положим v. —-V—Z, Те-1 at at
перь (22) примет вид

± = -2^2- (9.14.23)

Решение (23) таково: 
г = Се~~^, (9.14.24)
что совпадает с (20).

Значение С в формуле (24) нельзя 
определять из начального условия 
v (О) = г?0 (т. е. z (0) = 171 — р0), потому 
что уравнение (22) справедливо только 
при достаточно больших t (вблизи 1=0 
заменять п+г?! на 2кх нельзя).

Заметим еще, что формула F (1) = 
=—хр2 (1) справедлива лишь для слу
чая, когда v )> 0. Действительно, если 
г О 0, то должно быть F (Z)=xi?(l), 
так как направление силы сопротивле
ния противоположно направлению ско
рости и, следовательно, эта сила поло
жительна, если скорость отрицательна. 
Оба случая (и )> 0 и v О 0) охватывает 
формула
F(t) = —w (Цк(1)|.

Упражнения
9.14.1. Найдите выражение для скорости 

в зависимости от времени из уравнения 
dy „ ,
^ = [З (у’ї — г2) при начальном условии 
у(0) = 0. Выведите из полученной формулы 
для v, что происходит установление скорости, 

равной щ = J/ ( . Покажите, что для фор

мулы (24) (или (20)) С =

9.14.2. В задаче о падении тела (сила со
противления пропорциональна скорости) 
учтите, что на тело действует выталкивающая 
сила по закону Архимеда.

9.14.3. Применив результат предыдущей
задачи к шару и учитывая, что для шара к= 
= 6п7?ї|, где 7? — радиус шара, ■> — вязкость 
среды, покажите, что при больших t устанав
ливается скорость падения шара а =
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2Л2(г(р — р') ,
= -------- ---------  (здесь р — плотность мате
риала, из которого сделан шар, р' — плот
ность среды).

§ 15*.  Движение тел в жидкостях 
и газах

1 М а х Эрнст (1838—1916) — известный 
австрийский физик, педагог и философ (как 
с философом с Махом полемизировал Ленин).

Остановимся немного подробнее на во
просе о физической природе и законо
мерностях сил, действующих на тело, 
движущееся в сплошной среде — в воз
духе или в воде. В связи с огромной 
технической важностью вопроса, в осо
бенности для авиации, он изучен чрез
вычайно подробно и составляет глав
ный предмет самостоятельной науки — 
гидроаэродинамики. Частные случаи, 
которые были рассмотрены в § 14, соот
ветствуют крайнему упрощению и схе
матизации истинных закономерностей.

Более точным, чем предположения 
§ 14, является утверждение, что силу 
сопротивления среды, действующую на 
данное тело, можно записать в виде
,, kSpv"
1=----------- J-— , (9.15.1)

где S — сечение тела (в см2), р — плот
ность (в г/см3) и к — безразмерная ве
личина (ср. формулу (14.14)). При этом 
в общем случае, если не ограничиваться 
медленным движением, коэффициент со
противления к есть функция двух без
размерных величин: числа Рейнольдса 
Re (см. сноску 2 в § 14) и так называе
мого числа Маха 1 — отношения ско
рости v тела относительно среды к ско
рости с звука в среде: Ма = у. Итак, 
J = &:Re, Ма). (9.15.2)
В частном случае движения тела со ско
ростью, малой по сравнению со ско
ростью звука, т. е. при Ma — 1, коэф
фициент сопротивления зависит только 
от числа Рейнольдса:
k (Re, Ма = 0) = к (Re). (9.15.3)

Вид функции (3) зависит от формы тела, 
от его ориентации относительно направ
ления скорости и, наконец, от того, 
какая именно величина выбрана в ка
честве характерного размера в опреде
лении числа Рейнольдса. Только в са

мом простом случае — в случае шара — 
все эти вопросы отпадают.

При малых числах Re, т. е. при Re </ 
1, асимптотика функции (3) такова:

, const .
S. (9-15-4)

где опущены слагаемые, малые по 
сравнению с выписанным.

Подставляя в (1) выражение для 
коэффициента к, получаемое при игно
рировании невыписанных членов (4), и 
учитывая, что, по определению, Re = 

v її р= ту1, получим
„ const ■ 1] pv‘2 „
11--------j—— = const • трйр,

(9.15.5) 
где, разумеется, запись const в правой 
и средней частях (5) означает раз
ные числа.

Таким образом, мы снова приходим 
к закону Стокса (ср. (14.2); характерно, 
что в этом приближении плотность 
жидкости не влияет на силу). При этом 
последнее преобразование в (5) осно
вано на том, что площадь S сечения 
тела пропорциональна квадрату его ли
нейного размера R (мы рассматриваем 
геометрически подобные тела); именно 
поэтому в выражении силы остается 
первая степень R. Однако надо пом
нить, что при любом конечном значе
нии числа Re формула (4) является 
лишь приближенной: она содержит по
правки, исчезающе малые по сравне
нию с выписанным членом лишь при 
очень малых Re.

Во втором предельном случае при 
Re -> со ситуация оказывается не
сколько более сложной. Здесь можно 
считать к постоянным, как это было 
сделано выше; хотя предположение о по
стоянстве к и является довольно гру
бым, но в книге для начинающих оно, 
по нашему мнению, допустимо. Во мно
гих учебниках механики и внешней 
баллистики уравнения движения интег
рируются именно в предположении к= 
=const, F=const’f2. Однако специа
лист по аэродинамике подчеркнет, что к 
хоть и слабо, но все же зависит от 
числа Re даже при больших Re. Так, 
например, для шара при Re=100 к

1,2, а при Re=2-105 к — 0,4. Затем 
в сравнительно узкой области 2-105 <С 
< Re </5-105 сопротивление падает 
почти втрое, а далее вплоть почти до 
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Re = 108 можно считать, что /с=0,12. 
В целом при изменении Re на шесть 
порядков (108 . 102=106) к изменилось 
на один порядок (от 1,2 до 0,12), т. е. 
в среднем по большому интервалу зна
чений Re получается интерполяция: 
к — Re~‘k При рассмотрении элемен
тарных («прикидочных») расчетов 
вполне допустима замена слабоменяю- 
щейся функции Re-'» на константу (при 
условии, что скорость меняется в не 
слишком широком интервале).

Остановимся теперь на физической 
картине движения жидкости, обтекаю
щей тело, и на происхождении сил, 
действующих на него. Нам удобнее 
перейти в систему координат, связан
ную с телом, т. е. .'представить себе 
покоящееся тело в потоке жидкости.

До встречи с телом, т. е. далеко от 
него, в направлении, противополож
ном скорости жидкости, вся жидкость 
движется с одинаковой скоростью (как 
по величине, так и по направлению). 
Вблизи тела движение жидкости ме
няется. Ясно, что составляющая ско
рости, перпендикулярная поверхности 
тела, равна нулю: жидкость не втекает 
в сплошную стенку тела и не вытекает 
из тел:а. Но при наличии вязкости 
можно утверждать, что на поверхности 
тела обращается в нуль и составляющая 
скорости, касательная к поверхности 
тела: в этом случае скорость жидкости 
на поверхности тела будет нулевой.

На поверхность тела действует давле
ние, направленное нормально к поверх
ности, а также сила вязкости, касатель
ная к поверхности и направленная 
в сторону, в которую движется жид
кость вблизи поверхности на малом 
расстоянии от нее. Сила вязкости равна 
т А ) , где и, — касательная составляю-

дп |.s 1
д щая скорости, а — — символ производной 

в направлении, перпендикулярном к по
верхности (в направлении нормали 
к поверхности; на поверхности S тела 

n dvtно производная ) отлична от 

нуля).
Если известно, как движется жид

кость в каждой точке вблизи тела, то 
рассчитать давление и силу вязкости 
нетрудно. Но именно расчет движения 
очень труден и в общем случае нам 

пока недоступен: до настоящего вре
мени он проведен до конца лишь для 
малого числа особо простых случаев.

При медленном движении главную 
роль играют силы вязкости. Распреде
ление скоростей в различных жидкостях 
и газах, обладающих разной вязкостью, 
будет подобно при обтекании геометри
чески подобных тел разных размеров;

ди, „поэтому производная в данной
точке тела пропорциональна полной 
скорости и, деленной на размер R тела. 
Значит, вязкая сила на единицу поверх

ности имеет порядок Ах = т] . Пол
ная же сила F~SFi, но площадь S 
поверхности геометрически подобных 
тел пропорциональна квадрату харак
терного линейного размера: S=const-T?2. 
Таким образом,
F — const • трН ■ (9.15.G)
Можно показать, что в случае медлен
ных движений тел учет распределения 
давления по поверхности меняет только 
константу. Закон Стокса (14.2) для 
шара радиуса R, где коэффициент 
const=6c: (в качестве характерного раз
мера R здесь принят радиус шара), яв
ляется частным случаем общей фор
мулы (6). Величина 6 л в формуле (14.2) 
найдена расчетом; она хорошо согла
суется' с опытом. Однако для произволь
ного несимметричного тела расчет ста
новится весьма трудным даже в пре
дельном случае Re * 0.

Сложнее обстоит дело при обтекании 
большого тела потоком большой ско
рости, т. е. при больших числах Рей
нольдса. Естественно в этом случае 
искать движение жидкости с учетом ее 
инерции; изменение величины и направ
ления движения при этом зависит от 
неравномерности давления.

При торможении струи возникает 
давление порядка ргА Так как силы 
вязкости пропорциональны первой сте
пени скорости, то естественно пренебречь 
ими при быстром движении, при боль
ших числах Рейнольдса. Казалось бы, 
цель достигнута, получена формула 
вида F1==pp2, F=const-ріАУ с посто
янным коэффициентом сопротивления.

Однако действительность оказалась 
сложнее! Еще в ХУІЩв. французский 
математик и механик Ж. Л. Д’ Ал а м
б е р показал, что для жидкости, пол
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ностью лишенной вязкости, существует 
такое решение уравнений движения, 
при котором давление в разных точках 
поверхности тела различно, но равно
действующая сила давления тождест
венно равна нулю. В действи
тельности такое течение не осущест
вляется: даже очень малая вязкость 
•существенно перестраивает поток! Воз
никает турбулентность', несмотря на 
то что набегающий поток не зависит от 
времени, вблизи и позади тела возни
кает хаотически меняющееся (как языки 
пламени у костра) движение жидкости.

Повышенное давление на передней 
поверхности тела (на которую набегает 
поток) не компенсируется давлением 
позади. Перестройка потока, вызванная 
влиянием вязкости, оказывается су
щественной, приводит к определенному 
не равному нулю сопротивлению. Как 
уже отмечалось, численное значение 
этого сопротивления очень слабо за
висит от числа Рейнольдса, т. е. слабо 
зависит от вязкости.

В системе координат, в которой дви
жется тело, а жидкость первоначально 
(до прихода тела в данную область) по
коится, можно грубо считать, что столб 
жидкости, находящийся на пути, кото
рый тело проходит за время t (его 
масса равна М^р^кї), при прохожде
нии тела расступается и приобретает при 
этом скорость порядка V. Следовательно, 

„ Mju2 ZpSy3 * * „ его энергия равна ~ —. Но

2 При подсчете числа Рейнольдса здесь
вместо радиуса R шара принято подставлять

гдлину L пластинки: fR, = ‘—.

она заимствована у тела: такую работу 
должно было произвести тело. Работа, 
производимая телом за время t, равна 
силе, умноженной на путь: A=Fvt. 
Приравняв затем А и Е, мы из равен
ства Fvt = и получим формулу
n Sou2F (9.15.7)

для силы, которая — верно передает по
рядок этой величины. Через большое 
время после прохождения тела жид
кость успокаивается, но ее энергия 
превращается в тепло, а не возвра
щается телу,

Обтекание тела жидкостью сущест
венно зависит от его формы. Найдены 
формы, обладающие минимальным со
противлением, с коэффициентом сопро
тивления, в десятки раз меньшим, чем 
у шара или диска, поставленного попе
рек движения.

Общая идея заключается в том, что 
жидкость, расступившаяся при вхожде
нии в нее тела, плавно смыкается сзади 
тела. В этом случае вклад разности 
давления уменьшается до 10—15% от 
всей силы сопротивления. Даже при 
больших числах Рейнольдса большую 
часть силы, непосредственно действую
щей на поверхность тела (85—90%), 
составляет сила вязкости. Однако от
сюда вовсе не следует, что общая сила 
сопротивления и коэффициент К про
порциональны вязкости для хорошо об
текаемых тел при большом значении 
числа Рейнольдса!

Казалось бы, вязкость входит в фор
мулы для К (и F) в первой степени. 
Однако вязкая сила пропорциональна 

ди/ и оказывается, что при прочих 
равных условиях (данный размер тела, 
данная скорость жидкости на бесконеч
ности) при уменьшении т) уменьшается 
переходный слой, в котором меняется 
скорость, т. е. увеличивается —— . Ко
эффициент сопротивления и для хорошо 
обтекаемых тел при большом числе 
Рейнольдса пропорционален вязкости 
в очень малой степени: он меняется 
примерно как гр». (Некоторые авторы 
предпочитают формулы вида 7с=(а-+ 
+5 In Re)'1.)

' Такова ситуация и в самом край
нем случае, при обтекании тонкой пла
стинки, расположенной вдоль потока. 
Казалось бы, в пределе при малой вяз
кости жидкость может скользить вдоль 
пластинки — давление никакой состав
ляющей силы не дает, а сила трения 
пропорциональна вязкости и мала. 
В действительности же возникает тур
булентное движение (при Re^>106)2 и 
сопротивление увеличивается. Если 
форма тела или его расположение от
носительно потока несимметрично, на
пример пластинка наклонена, то кроме 
силы, направленной параллельно скорости 
движения жидкости, появляется пер
пендикулярная составляющая — подъем
ная сила, которая может более чем в 20 
раз превосходить силу сопротивления. На 
этом основан полет планера и самолета.



 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
  

 

 
 
 
 
 

Глава 10

КОЛЕБАНИЯ

•1. Движение под действием упругой 
силы

Рассмотрим случай, когда сила, дейст
вующая на тело, зависит только от его 
положения: F=F (х). Выше (см. § 9.2) 
мы подробно рассматривали работу та
кой силы и выяснили, что в этом случае 
система имеет определенную потен
циальную энергию и (х), 
с которой сила связана соотношением

Обратимся к задаче о движении тела 
под действием такой силы. Основное 
уравнение движения имеет вид

(10.1.1)

Так как в уравнение входит произ
водная по времени, а сила задана как 
функция координаты х, то непосред
ственно это уравнение решить нельзя. 
Естественно для решения задачи искать 
интересующие нас величины как функ
ции координаты х. Будем искать, в част
ности, зависимость скорости от коорди
наты, т. е. функцию v (х). Производную 

dvпо времени —— мы представим как про
изводную сложной функции, так как 
сама координата х зависит от времени: 
dv [ж (t)J _  dv \х (t)] dx (і)

ИЛИ

Физический смысл последнего равенства 
совершенно ясен: изменение кинети
ческой энергии равно работе силы.

Используя потенциальную энергию 
п = м(ж), запишем (2) так:

или

Я[^-+“И)]=о.

Если производная какого-нибудь вы
ражения тождественно равна нулю, то 
само это выражение не меняется. Поэтому 

-^+и (ж) = const. (10.1.3)

В таком виде формула (3) выражает 
закон сохранения энер
гии: при движении тела под дейст
вием силы, зависящей от координаты, 
остается постоянной сумма кинетиче- 

„ mv2ской энергии тела —— и его потен
циальной энергии и (ж).

Эта сумма называется полной энер
гией тела.

Здесь (как и в § 9.14) мы привели 
довольно длинные преобразования для 
того, чтобы показать, что закон сохра
нения энергии (применительно к меха
нике) есть следствие закона Ньютона. 
Также следствием закона Ньютона яв
ляется тот факт, что кинетическая 

mv2 энергия тела есть именно —у-, а не 
какая-нибудь другая функция скорости 
тела. При этом значение закона сохра
нения энергии, разумеется, не ограни
чивается рассмотренными в этой книге 
простейшими примерами: этот закон 
сохраняет силу (и значение) в широком 
классе явлений — даже тех, физическая 
сущность которых до сих пор остается 
неясной.

dt dx dt '
TT dxНо — есть не что иное, как скорость 

v(x). Таким образом, — = — —— , откуда 

dv dv d / mv2 \ ,
m 1F = lm>~dx = ^ЬГГ- <10ЛЛа)

Подставляя (la) в уравнение движения 
(1), получим
£(^)='Ю- «олл

Интегрируя, находим 
\i(^f)dx=\F^dx> 

•о х0
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Как решать дальше задачу о движе
нии тела? По значениям скорости v0 
и координаты тела х0 в начальный мо
мент времени находим полную энергию 
тела Е — величину, остающуюся по
стоянной на протяжении всего движе
ния: Е = -ф- и (ж0). При помощи фор
мулы (3), зная Е, находим скорость 
тела в зависимости от х:

»ф) = У — {Е — и(х)1. (10.1.4)

Остается найти связь между х и t. 
Из (4) получаем

wi;
отсюда

ветствии со сказанным выше при задан
ной полной его энергии Е проникнуть 
не может — не хватит энергии (это от
ражается в появлении в формуле (5) 
корня квадратного из отрицательного 
числа). В области же, где Е>>г((ж), 
для v (х) мы получаем два возможных 
значения в соответствии с двумя зна
ками корня:

»=±у-1Е-((х)1.

В начальный момент как величина, 
так и знак скорости v=v0 определяются 
начальными условиями. Дальше дви
жение происходит в направлении, за
данном знаком начальной скорости v0. 
Очевидно, что при v == 0 знак скорости 
не может внезапно изменіиться. Так,

X

) ~ [Е - и (а,))

Таким образом, время t выражено как 
функция координаты ж: t=t (х), при
чем функция эта задана интегралом. 
.Решая уравнение (5) относительно х, 
можно найти зависимость х=х (і). Од
нако так как зависимость (4) v от х 
выражается посредством корня квадрат
ного, то даже простое выражение и (х) 
часто приводит к весьма сложным вы
ражениям для t (х).

Для того чтобы получить общее пред
ставление о характере движения, очень 
полезно нарисовать кривую u = и (ж). 
Пусть, например, график функции и (х) 
имеет вид, изображенный на рис. 1. 
Если провести на этом же рисунке го
ризонтальную прямую на высоте Е 
(прямую и=Е), то получится весьма 
наглядная картина. Здесь интуитивно 
ясно, что тело будет перемещаться 
между двумя крайними своими положе
ниями, движение будет иметь характер 
колебаний; скорость будет про
порциональна корню квадратному из 
разности Е — и (х). Так, например, при 
х—ж4 скорость пропорциональна корню 
квадратному из длины отрезка АВ (см. 
рис. 1). Правее точки С и левее точки D 
находится область, где Е < и (х), т. е. 
область, в которую тело в полном соот

если в начальный момент тело нахо
дится в точке х=х0 (расположенной где-то 
между хв и жг) и v0 > 0, то тело дойдет 
до крайней допустимой точки хс.

В точке х<;, где скорость тела обра
щается в нуль, произойдет переход от , —
формулы V=l/ —[Е — и(х)| к формуле 

v = — У[[Е — и (ж)]. Так как в этой 

точке и = 0, то изменение знака совер
шается без скачка (разрыва) скорости. Ана
логичная картина будет в точкеж = жл. 
Таким образом, в случае, изображенном 
на рис. 1, движение тела, как мы и 
ожидаем, будет представлять собой 
колебания между двумя крайними по
ложениями Хс и х^.

Рассмотрим другой пример. Пусть по
тенциальная энергия тела дается функ
цией и=ах, где а > 0. Найдем закон 
движения тела.

Обозначим значения координаты х и 
скорости v в начальный момент вре
мени І0 через х=х0 и v=v0. Тогда пол
ная энергия Е = ^р~\-ах0. Пользуясь 
(4), получаем



 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

312 Гл. 10. Колебания

v (ж) = / А + ах°— ах) =

= + ї(жо — ж)’
где у = — . Зная v (ж), находим время

dx1 f0 + J v'yg _|_ у (Xo _ x) •

*0
Поскольку под интегралом стоит вы

ражение  - u~'bdu, где u — V +ї (х0 — 
— х), то

t = t0 — y \/^Ът(ж0 — ж) =

=l° — Y [0о+тСо — — — y°3-

Отсюда находим х:

1 Ч — Q = — Ч'Ч + ї (®о — ж) + po-

Перенося v0 влево, возводя в квадрат 
и сокращая на у, найдем 

ж = — y ( — to) Ч" vo ( — /0) Ч" хо.
(10.1.6)

Вычислив убеждаемся, что дви
жение по закону (6) — равнозамед
ленное движение. Этого и следовало 

Рис. 10.1.2

ожидать, так как F =- du
dx а, т. е.

сила постоянна и отрицательна, значит, 
движение равнозамедленное. В этом про
стейшем случае, когда сила в действи
тельности от х не зависит, конечно, 
не было надобности применять такой 
сложный способ расчета.

В следующем примере (по поводу которого 
см. также гл. 16) рассмотрим потенциальную 
энергию, график которой имеет вид сту
пеньки (риє. 2, а). Такой зависимости 

и (х) соответствует график силы, приведен
ный на рис. 2, б (чтобы убедиться в этом, чита

du\
- dx) ^илатель должен вспомнить, что F = 

весьма велика и отрицательна, т. е. направ
лена в сторону уменьшения х. Чем круче кри
вая и (х) на рис. 2, а, т. е. чем на меньшем 
протяжении А=Ж1—х0 происходит подъем 
и (х), тем больше по абсолютной величине 
сила. Там, где и (х) постоянна (слева от точки 
ха и справа от точки жі), сила равна нулю.

Пусть тело начало движение от точки х0 
(см. рис. 2, а) со скоростью ;V; полная энергия 
тела пусть равна Е. При каких значениях 
Е тело может попасть в точку жі? Так как 

m>o
и (х0) — 0, то Е = ~2~. С другой стороны, 
д, ти}
Е = —2~ + щ, где — скорость тела в точке
Xi, а а . — потенциальная энергия при х = х^ 
Поэтому

щ. (10.1.7)

Из формулы (7) видно, что если Е < щ, 
то тело не может попасть в точку хі, так как 
в этом случае получаем vj < 0, чего быть не 
может. Поэтому тело может попасть в точку 
Х=Хі, ТОЛЬКО если Е > U1.

Определим для этого случая работу силы F 
при перемещении тела из точки г0 в жі:

mv^ mug mvl
A = _“2~ ~ E-

Пользуясь (7), находим
A = E—ul—E= —ni.

При дальнейшем движении тела вправо от 
точки xl сила F работы не совершает, так как 
F=0 при х > хі.

Упражнения
10.1.1. Потенциальная энергия дана фор- 

кх2
мулой и=--д~, где &>0. Построив график, 
покажите, что соответствующее движение — 
колебательное.

10.1.2. Потенциальная энергия и (т)=0 
при 0; и (х)—2х при 0 А г А 1; и (х)==2 
при х > 1. В начальный момент тело с массой 
1 г выходит из начала координат и движется 
вправо со скоростью и0 (см/с), где: а) г0=1: 
б) Р0=19; в) ^0=2,1. Для каждого случая 
укажите, сможет ли тело неограниченно дви
гаться вправо. Если не может, то найдите 
точку остановки.

10.1.3. и (г)=—х3-|-4ж2. В начальный 
момент времени тело массой 2 г выходит из 
точки х0 и движется со скоростью v0 (см/с). 



 
 
 
 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 

§ 2. Случай силы, пропорциональной отклонению 313

где: a) zn=l, »0=!‘. б) х0=— 2, и0=1; в) х0= 
= —2, v0=—1. В каждом случае исследуйте 
характер движения (точки остановки, области, 
в которые тело не может попасть). В случаях, 
когда есть точки остановки, укажите, хотя 
бы грубо, их координаты.

10.1.4. Ответьте па те же вопросы, что и 
ж* 2 *

— —ач? cos wt,

то получаем
—maw2 cos wt — —ka cos wt. (10.2.3)

Если mw-=k, то соотношение (3) будет 
выполняться при всех t. Поэтому функ
ция (2) действительно удовлетворяет 
уравнению (1), если только тч^=к,
т. е.
ш==1/±. ' (10.2.4)

Г т

Таким образом, имеем

х = a cos (t ]/“ (10.2.5 * * * *)

Отметим, что квадратный корень в вы
ражении для со не приводит к двум ре
шениям, так как cos w(t=cos (—wt).

Мы искали решение уравнения (1) 
в виде (2). Но ясно, что синус ничем 
не хуже косинуса 2, — и уравнение (1) 
имеет и другое решение
х (t) = b sin wt. (10.2.2а)

В самом деле, ———- = — о smut; 
подставляя значение х (() и его вто
рой производной в (1) и сокращая на

2 Обе функции zt1=asiaaJ и x2=b cos<»t
характеризуются пропорциональностью вто
рой производной функции самой функции
(с отрицательным коэффициентом 
пропорциональности: "(= — ш2^; х2=
=—ш2х2)', различаются же они начальными ус
ловиями (при t=0): <в то время как — (0)=0,
для функции х2 равна нулю начальная ско
рость ее изменения (^2 (0)=0), а не сама функ
ция.

в упр. 3, для и (х) = -| , т = 2, где:
1 1

а) — — 0, Го = 2; б) х,,=—, va=~£. Выра
зите время t в зависимости от х через ин
теграл.

§ 2. Случай силы, пропорциональной 
отклонению. Гармонические коле
бания

Рассмотрим тело, на которое действует 
сила
F = — кх.
Как мы знаем, такой силе соответствует 
потенциальная энергия

кх2 
llz=~~2~’

Начало коордипат является положением 
устойчивого равновесия. Кривая потен
циальной энергии (парабола) имеет вид, 
показанный на рис. 1.1.

Движение тела под действием такой 
силы представляет собой колеба
ния влево и вправо от положения 
равновесия. Можно представить себе 
шарик, который скатывается с одной 
ветки параболы, набирая скорость, по 
инерции забирается на вторую ветвь, 
скатывается с нее и т. д.1 Согласно 
второму закону Ньютона уравнение 
этих колебаний имеет вид

d'-.r ,т—- = —кх. (10.2.1)

1 Разумеется, эта картина не'является точ
ным: описанием интересующего нас процесса: 
ведь скорость скатывающейся с ветви пара
болы частицьРнаправлена по касательной к па
раболе и может быть разбита на две компо
ненты: Vj. (горизонтальная составляющая ско
рости) и — (вертикальная составляющая). 
В законе сохранения энергии, естественно, 
фигурируют обе величины vx и vz, в силу чего 
действующая на частицу сила (точнее, гори
зонтальная составляющая этой силы) не бу
дет строго равна —кх (подумайте сами, по
чому?). Однако в случае достаточно пологой 
параболы, когда составляющая скорости
невелика, «скатывание с параболы» можно 
представить себе как колебательное движение 
по закону (1).

Мы не будем решать его общим (и до
вольно сложным) способом (см. § 1), 
а вместо этого попытаемся угадать вид 
решения, а затем обратимся к исследо
ванию его свойств.

Итак, предположим, что
х = a cos orf. (10.2.2)

Такой вид решения выбран потому, что 
интересующий нас физический процесс 
(«колебания»), бесспорно, имеет периоди
ческий характер, а косинус является 
одной из простейших периодических 
функций. Подставим (2) в основное 
уравнение (1); так как

dx . .v — = —aw sin wt,

d2x „



 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

314 Гл. 10. Колебания

sinwi, получим u>= |/ —, т. е. тоже 
самое значение, что и раньше? Поэтому 
ж (Ґ) = 6 srn (i (10.2.5а)

и значение w = — І/ — отвечает тому же 

решению (5а), но только с иным коэффи
циентом Ъ.

4 Ясно, что сдвиг аргумента тригонометри
ческой функции не влияет на ее дифференци
альные свойства: если a=cos (+“)=cost, где 

dx dx dt
■ = t а и а = cmsf — то dt = Ttdt = 

dx dx f
=== dt ' l=dt"-1 Переход от (2) к (7) — это то же,

что сдвиг по времени: t -> t ф- to, где =
8 Разумеется, для полного определения 

угла у простой формулы у=агс tg (— —) недо-

статочно — здесь надо еще учесть знаки функ
ций cosy и sin у, указываемые формулой (8).

6 Чтобы понять происхождение этого на
звания, рассмотрим отрезок длины а, вращаю
щийся против часовой стрелки. (Сходство 
между вращением и колебанием бросается 
в глаза: вращающаяся стрелка после каж
дого оборота возвращается в исходное поло
жение точно так же, как колеблющееся тело 
по истечении одного периода возвращается 
в свое исходное положение.) При этом коор
дината х конца вращающейся стрелки меня
ется по закону х=а cosiot, если стрелка враща
ется с угловой скоростью ю. Если Т есть время 

I 
одного оборота (период вращения), то ч=-у, 
есть число оборотов в единицу времени, Ь)= 
=2nv есть угловая скорость вращения, вы
раженная в радианах в секунду. Так как ра
диан есть величина безразмерная, то ш имеет 
размерность 1/с. В связи с таким простым 
смыслом <•> при движении по кругу величина

Легко убедиться, что также и сумма 
х — a cos cat —- Ъ sin cOt (10.2.6)

решений (2) и (2а) уравнения (1) яв
ляется решением того же самого урав
нения (1). (Читатель сам проверит это, 
находя вторую производную от суммы 
(6) и подставляя ее в (1); а и Ъ здесь 
совершенно произвольны.) Таким обра
зом, мы располагаем решением (6) урав
нения (1) с двумя произвольными по
стоянными а и Ь.

Решение (6) уравнения (1) можно 
переписать и несколько по-другому. 
Рассмотрим «сдвинутое на угол ср» ре
шение (2) уравнения (1):
Ж = С COS (at 4- с), (10.2.7)
где числовой множитель перед тригоно
метрической функцией мы теперь обо
значаем буквой С. Так как и здесь * 4 
х' = —ыС sin (ші-Ну) и, значит, х" = 
= —огС cos(coi+p) = —ш2ж, то при вы
полнении (4) и функция (7) является 
решением (1). Но так как cos(a-|-|3)= 
= cos a cos p — sin a sin (5, to (7) мож
но переписать так:
x — C cos ср cos o^it — C sin ср sin lOt,
T. e. (7) и (6) — это одно и то же реше
ние, если только
а = С cos ср, Ъ=-—С sin ср, (10.2.8)
где С и

3 Здесь

решения:

ср выражаются через а и b 5 * * 8 *:
1/ ктакже w = — |/ ■— не дает нового 

6sin (~F Jh) = -6iin(K ^0 
1/ к

Г .фа2 ■■!?, tgcp = —

cp = arctg(—у). 110.2.8а)

Найдем период Т колебаний, т. е. 
время, через которое тело возвращается 
в исходное положение (причем даже, 
как нетрудно видеть (см. формулы (10) 
и (11)), с исходной скоростью). Функ
ция cos а (или sin а, или cos (афср)) 
принимает первоначальное значение, 
когда угол а меняется на 2к. Значит, 
в выражении a cos cut величина cut за 
один период Т должна измениться на 
2к. Поэтому Т находим из условия 
о> (t -j- Т) = cat -ф- 2тс,
откуда
">Т -= 2к, Г = ~ = 2я|/ (10.2.9)

Величина '■ = у даот число колеоа- 
ний в единицу времени и называется 
частотой колебаний. Размерность ее 
с_1 = 1/с (обратная секунда). Единица 
частоты — одно колебание в секунду — 
имеет специальное название герц (обо
значение: Гц) в честь великого немец
кого физика Генриха Герца (1857— 
1894). Из формулы (9) видно, что v= 
— 2L. Однако во всех формулах удоб
нее иметь дело именно с со, а не с v, 
иначе повсюду появятся коэффициенты 
2л и 4^2. Величина ои = у называется 
Круговой частотой ®, а ср в формуле (7)— 
начальной фазой.
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Коэффициент а решения (2) из урав
нения (1) определить нельзя, потому 
что уравнение удовлетворяется при л ю- 
б о м а (в обеих частях (3) а можно 
сократить). Аналогично совершенно 
произвольны константа Ъ в решении 
(2а) и обе константы а и & в решении (6); 
также произвольны величины С и ср 
в формуле (7) (проверьте!).

Если движение тела описывается фор
мулой (2), то скорость тела

v — ~ — —aosinui. (00.2.00)

Из соотношения COS2 OJi)—--эШ 0)1 = 1 сле
дует, что при cos W= +1 будет sin wt— 
=0. Следовательно, в те моменты вре
мени, когда отклонение тела в ту или 
иную сторону достигает наибольшего 
значения (х=а или х=—а), скорость v 
равна нулю. Представим себе, что при 
t< 0 тело помещено в точку х=а и 
удерживается в этой точке в покое при 
помощи посторонней силы (например, 
каким-нибудь крючком) до момента t= 
=0, когда крючок отпускает тело. В этот 
момент тело было в покое, а затем под 
действием силы F=—Кх начались ко
лебания. Зависимость координаты х 
тела от времени t дается формулой 
х=а cosat. Так как абсолютная вели
чина cos at не превосходит 1, то а есть 
наибольшее значение величины х, т. е. 
наибольшее отклонение тела от положе
ния равновесия. Тот же смысл имеет ве
личина Ъ в формуле (2а) и С в фор
муле (7). Число а (соответственно Ъ 
или С) называется амплитудой коле
баний. Из (2) и (10) следует, что ампли
туда колебаний равна начальному от
клонению тела, если в момент начала 
колебаний тело покоилось 7.

в задачах о колебаниях и получила название 
круговой частоты.

7 Мы определили амплитуду как поло
вину полного размаха колебаний. На пути 
от крайней левой точки г=—а до крайней 
правой точки х=а тело проходит расстояние 
2а, равное удвоенной амплитуде.

Отметим попутно, что вообще если 
A (tt)=L cos at (или A (t)—L sin at), то 
L есть наибольшее значение величины 
A (t); оно называется амплитудой ве
личины A (t). Укажем еще, что частота 
колебаний о) не зависит от их ампли
туды а.

Пусть ж=ж (і) есть решение урав
нения (1), т. е. справедливо равенство * 7

т = — kx-v Рассмотрим функцию
х2 (t) = с^1 (t), где с — постоянная вели
чина. Подставляя в уравнение (1) зна- 

d2x2 d2Xiчения х2 и ——- , получим тс = 
= —kcxjt), или, сокращая на с,

d2X\ ,
т —^~—кх1-

Итак, если—х—хг (1) удовлетворяет урав
нению (1), то и х2 (0=сЯ1 (1) также 
удовлетворяет этому уравнению. Ана
логично проверяется тот факт, что если 
Xi (t) и х2 (1) — два решения уравне
ния (1), то X (1)=(t)-\-x2 (1) тоже яв
ляется решением. Именно так из реше
ний (2) и (2а) образуется более общее 
решение (6). Соответствующая (6) ско
рость движения равна

Xи — —по) sin at -ф- ba cos at. (10.2.11)

Допустим, что мы взяли решение 
£=acos at уравнения (1). Полагая 1=0,— 
получим хо—а, где х()=х (0) — началь
ное положение тела и, значит,— х= 
= Xocos at. Но тогда n — —xoasinat,
так что и = 0 при t = 0. Поэтому 
решение х = a cos at годится лишь для 
задачи о колебании с нулевой началь
ной скоростью.

Попробуем ВЗЯТЬ решение Х = Ь Sin 0)1. 
В этом случае v = = ba cos at, и при
1 = 0 получаем Оо = Ьа, где 1’0 = v (0) — 
начальная скорость и

6 = -^-, (10.2.12) 

откуда ж = sin о)1. Однако при 1 = 0 
мы имеем здесь обязательно х=0, и при 
помощи этого решения мы также не 
можем решить общую задачу — неиз
бежно приходится считать, что колеба
ние началось с точки равновесия х=0.

Соотношение (12) дает практически 
удобный способ измерения импульса 
силы и скорости, широко применяемый 
в механике под названием баллистиче
ского маятника: если тело подвешено 
в виде маятника или удерживается 
в положении равновесия пружинами и 
частота его колебаний известна, то на
чальную скорость после удара можно 
определить по амплитуде колебаний, 
вызванных ударом.



 
 
 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

316 Гл. 10. Колебания

Покажем, что приближенно формулу (12) 
можно получить из элементарных соображений 
общего порядка. Размерность амплитуды — 
см, размерность скорости — см/с, а размер
ность периода колебаний — с. Поэтому со
ображения размерности подсказывают совпа
дение амплитуды с произведением начальной 
скорости на некоторую долю периода. Так как 
движение от момента удара до максимального 
отклонения продолжается четверть периода и 
V <Z С'о, потому что движение замедленно, то 

г0Г
Если бы движение было равноза- 

медлеппым, то средняя скорость равнялась бы 
половине начальной; следовательно,

можно рассчитывать, что 6%-^-. В дей
ствительности же, как следует из формул
(9) и (12), ‘

і'оГ v0T 

С. Следовательно, если решение имеет 
вид (6), то амплитуда С равна —а^-^-Ъ1. 
Пусть х — ж,, v ~ v0 при t — 0; тогда

г. »оа~х0, Ь — — , и поэтому амплитуда 
колебаний

С = J/^ + -J. (10.2.14)

— 2тс — 6,28 ’ 

что достаточно близко к полученному «при
кидкой» результату. Важно, что вследствие 
независимости периода колебаний от ампли
туды последняя прямо пропорциональна на
чальной скорости.

Мы проверили, что две различпые 
функции (2) и (2а) удовлетворяют урав
нению т—— =—кх. Пусть мы хотим 
решить задачу о движении тела с за
данными начальным положением и на
чальной скоростью: х=х0, v=v0 при 
/=0 (значения х0 и v0 — любые). Такую 
задачу назовем общей. До сих пор в от
личие от общей задачи мы рассматри
вали лишь частные задачи. В одной из 
них при t=0 было х = Хо, а к=0; а в дру
гой — при (=0 было v=u0, но х=0.

При помощи (6) уже можно решить 
общую задачу о движении тела с произ
вольным положением и произвольной 
скоростью в начальный момент: х=х0, 
г=по при i=0. Пользуясь начальными 
условиями, находим из (6) и (11): а=х0, 
Ь = — . Поэтому

x — ay, cos ш/ -|--^-sin ОІ. (10.2.13)

Решение (6) называется общим реше
нием уравнения (1), в то время как (2) 
и (2а) — это частные его решения.

Задаваемое формулой (6) (или (7)) дви
жение называется гармоническим коле
банием.

Если решение записано в форме (7), 
то ясно, что амплитуда колебаний равна

Уп раменские
d2x10.2.1. Тело колеблется ио закону -— == 

= —х. Найдите зависимость х (t) и определите 
период колебаний для следующих случаев;: 
а) х=- 0, v=2 см/с при 1=0; б) х— 1, г- О 
при /=0; в) х=1, v = 2 см/с при t—О. В слу
чае в) запишите решение как в виде (6), та:; 
и в виде (7).

§ 3. Маятник

Эталонной задачей, с которой в значи
тельной степени связано учение о гар
монических колебаниях, является за
дача о маятнике. Если представить 
себе (точечную) массу т, сосредоточен
ную на конце невесомой нити длины /. 
подвешенной за второй конец (рис. 1), 
то в случае отклонения нити (матема
тического маятника) па угол ср па. 
массу т действует сила тяжести, на
правленная вертикально вниз и рав
ная mg, где g — ускорение свободного 
падения. Нормальная (т. е. на
правленная по нормали к траектории 
массы т) составляющая этой 
силы уравновешивается натяжением 
нити; тангенциальная же 
составляющая, направленная 
по касательной к траектории, равна 
—mg sin ср; она-то и является причиной 
движения маятника. (Знак минус у таи - 
генциальной составляющей силы объяс
няется тем, что ее направление совпа
дает с направлением убывания 
угла ср). Так как проходимый от поло - 
жения равновесия 0 путь s равен (ср, то 
скорость массы т равна 1~, а ускоре

ние равно I -—; поэтому второй закон 
Ньютона записывается так:

7 d—y .ml = —mg sin пли

d‘2<_
dt — -- sin ?• (10.3.H



 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
  
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

§ 3. Маятник 317

Точное решение уравнения (1) вовсе 
не просто (ср. с. 234). Однако, когда 
угол ср мал, величина sin ср может быть 
заменена первым членом ср разложения 
sin ср в ряд Тейлора (см. § 6.2); при 
этом уравнение (1) заменится следую
щим приближенным уравнением:

S
dt2 = Vе?' (10.3-!а)

или

Теперь воспользуемся тем, ЧТО X 
(колебания малые), т. е. -^-<^1. Благо
даря этому \/12 — х2 можно предста
вить так:

Ясно, что (1а) — это уравнение (2.1) 
гармонических колебаний, где роль ко
эффициента — правой части (если поде
лить обе части (2.1) на т) играет отно
шение у. Поэтому решение (1а) имеет 
вид (2.7ф где ш = '[/'У'• Период Т коле
баний маятника задается формулой 
Т = = 2- j/1. (Ю.3.2)

В частности, если потребовать, чтобы 
было Т=2 с, т. е. чтобы качание в одну 
сторону маятник совершал за 1 с, то, 
положив g=9,8 м/с2, получим 1= 
= -4*-5 90,993 м, т. е. м р

4к2
Вот иной подход к той же задаче 

о математическом маятнике; он будет 
нам удобен при рассмотрении более об
щей задачи о физическом маятнике. 
Пусть маятник при х=0 (положение 
равновесия) имеет потенциальную энер
гию щ; кинетическая его энергия в этот 
момент равна нулю. Отклоним маятник 
на некоторый угол ср; в результате этого 
по горизонтали он отклонится на вели
чину х (см. рис. 1). В этом положении 
потенциальная энергия маятника щ= 
— Uo-{-mgz, где z~l — yjl? — х2; кине- 

m i'd:r\2 тическая энергия его равна у (у I 
(ср. § 9.6). В процессе колебаний сумма 
кинетической и потенциальной энергий 
не изменяется, поэтому 
И + mg {1 — — ж2) + у (** у = ий,

1 При установлении во Франции в период 
Великой французской революции метрической 
системы мер в качестве основной единицы 
длины конкурировали длина одной сорока
миллионной части парижского меридиана 
(именно она и была названа метром и 
положена в основу новой системы мер) и длина 
подобного «секундного» маятника (зависящая, 
очевидно, от выбора точки земного шара, по
скольку от этого зависит величина g); обе эти 
длины имеют одип порядок величипы, хорошо 
согласованный с характерными размерами че
ловеческого тела.

^2-^X2=l] 1 - (у-)2

(здесь мы оставляем всего два первых

-(!)*=члена в разложении

муле Маклорена; см. гл. 6), после чего 
уравнение колебаний маятника прини
мает вид
/ dx V х2 .

Продифференцировав обе части послед
него равенства по t, получим

dx d2x
dt2

dx

откуда
d2x
dt2

£
I

X. [(10.3.16)

Это — иная форма уравнения малых 
колебаний (математического) маятника; 
сходство ее с (1а) объясняется тем, что 
при малых х и ср имеет место прибли

женное равенство sin ср = -у «<р, т. е. 
X l<.

Развитые соображения могут быть 
применены и к изучению колебатель
ного движения твердого тела, 
закрепленного в определенной «точке
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подвеса». Для простоты мы будем гово
рить о стержне, подвешенном в некото
рой точке А, удаленной от центра тя
жести стержня на расстояние I (рис. 2). 
Определим период колебаний стержня 
(физического маятника).

Если маятник отклонен от положения 
равновесия на малый угол ср, то вы
сота z центра тяжести над самым низ
ким его положением, отвечающим рав
новесию стержня, равна I — I cos ср (ср. 

' ому потенциальная энер
гия и стержня может быть 
записана так:
и = mgz=mg$ — I cos ®) = 
= mgl (1—cos <). (Ю.З.З)
Разложим cos ср в ряд по 
степеням ср и, так как ср 
мало, ограничимся, как и 
ранее, первыми двумя чле- 

. и2нами ряда: cos ср — 1 — 
Поэтому приближенно 
имеем

и ж mgl -X-.

Ясно, что это соотношение указывает 
на увеличение потенциальной энергии 
при отклонении маятника на угол ср 
от положения равновесия, когда с=О, 
z=0 и м=0.

Кинетическая энергия вращения 
стержня вокруг А равна

К=,4=14(А)!, с»-3-4) 

2 Это значение ш=0, конечно, условно: оно
означает, что при I -> 0 и ш -> 0 (чем ближе
точка подвеса к центру тяжести стержня, 
тем больше период 7 колебаний).

где I — момент инерции стержня (от
носительно точки его подвеса). Но со
гласно формуле (9.12.13) I=ml2=I0, 
поэтому

x = l(rf+Z)(A(!,
где 10 — момент инерции маятника от
носительно центра тяжести.

Предположим, что стержень совер
шает гармонические колебания, т. е. 
с=а cos of По закону сохранения 
энергии u+A=const и ишааЕ=^А^тах; зна
чение достигается в положении
равновесия, когда и=0, а значение 
Umax — в положении, где К=0. Так как 

откуда
mgl = Y (m?2 + h) a'2u2

t. e.
__mgl

r m.Z2 + 1° ‘

Период колебаний равен
у  2тс

СО *

(10.3.5)

(10.3.5а)

Из формул (5) и (5а) следует, что чем 
больше момент инерции 10 стержня, 
тем меньше частота колебаний физиче
ского маятника, соответственно тем 
больше период Т.

Если вся масса стержня сосредото
чена в его центре тяжести, то /0=О. 
В этом случае получаем выписанные 
выше хорошо известные формулы (2) для 
периода колебаний (и для частоты) 
математического маятника.

В случае, когда /0 =4 0, имеется 
определенное положение точки подвеса, 
при котором частота колебаний мак
симальна. Так как положение 
точки подвеса характеризуется величи
ной Z, то для отыскания интересующего 
нас положения приравняем нулю про
изводную — • После простых алгебраиче

ских преобразований мы придем к сле
дующему уравнению для Z: 
mg (ml2 -|- Zo) — mgl ■ 2ml = 0, (10.3.6)

откуда получаем

Для стержня длины L с равно
мерно распределенной массой 10= 
— ЧГ (см- уп₽- 9.12.1), поэтому =

Заметим, что минимальное 
значение частоты сз=О достигается, 
очевидно, при 1=0, т. е. при закрепле
нии маятника в его центре тяжести, 
когда колебательное движение не имеет 
места 2. Однако значение 1=0 не яв
ляется корнем уравнения (6), т. е. не 
, d<uооращает производную — в нуль —

-Г = —що sin wt, то at
Arm„=4£nza+z°)av) ^max 2 у
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здесь мы имеем место с «негладким» 
минимумом, достигаемым на границе 
области изменения переменной I (ср. 
§ 7.2).

Рис. 10.3.3

Упражнение
10.3.1. Маятник имеет вид тонкой тре

угольной полоски из листового материала 
(жесть, картон) (рис. 3). Определите период

колебаний, если маятник подвешен: а) за 
острый конец 4,6) за середину основания В. 
В обоих случаях определите, как надо сме
стить точку подвеса, чтобы получить мини
мальный период колебаний.

§ 4. Энергия колебаний. Затухающие 
колебания

Запишем общее решение уравнения (2.1) 
(общее гармоническое колебание) в виде
х — С cos (wt а).

Потенциальная энергия тела в каждый 
момент равна

и (ж (t)) = ——— — ~— cos2 (orf -j- a),

а кинетическая энергия

К (і) = = sin И + a)]2 = 
mC2V 

? sin2 (wt -j- a).

личина максимальна, другая равна 
нулю. Отметим, что функции cos2 (w£-|-a). 
и sin2 (a)-+ a) описывают колебания 
вокруг среднего значения, равного 
половине максимального. Это обстоя
тельство легко усмотреть как из рис. 1,; 
так и из известных формул
cos2 р = (1 -j- cos 2Р) ;= */ 2 -ф cos 2р,

Частота колебаний, как мы уже знаем, 
определяется формулой о? = — Под
ставляя это значение со2 в выражение 
для кинетической энергии, получим

К (і) = —— sin2 (wt — a).

Таким образом, множитель перед три
гонометрической функцией в выраже
ниях потенциальной и кинетической 
энергий одинаков. Сами функции 
cos2 (о)-ф а) и sin2 ( <в£ф а) также очень 
похожи одна на другую: каждая из них 
может быть получена из другой смеще
нием по оси времени на величину Дґ= 
= 2^ (рис. 1). Каждая из величин и и К 
колеблется от максимального значе
ния до нуля, причем когда одна ве

(10.4.1)

sin2 р — г/2 (1 — cos 2р) = 1/2 — 1/2 cos 2р.
Здесь ясно, что величина ^cos 2р ко
леблется, принимая то положительные, 
то отрицательные значения, а 1/2 пред
ставляет собой среднее значение вели- 

■ чины cos2p. Сумма потенциальной и ки
нетической энергий, т. е. полная энер
гия системы,
Е = К + и =
= —~ [cos2 (crf — a) — sin2 (cu£ — a)] =

kC2
(10.4.2)

как и следовало ожидать, постоянна.
Отметим, что если бы мы задались 

движением с частотой, не удовлетво
ряющей формуле u> = )/ — , то при та
ком движении сумма потенциальной и— 
кинетической энергий не была бы по
стоянна, максимальная кинетическая— 
энергия не равнялась бы максимальной— 
потенциальной энергии. Это неудиви
тельно, так как колебания с частотой,

летворяют основному уравнению дви
жения; следовательно, для того чтобы; 
такие колебания осуществлялись, необ
ходимо, чтобы, кроме силы F=—kx
(ей соответствует потенциал и (х) = ,

на тело действовали еще какие-то дру
гие, внешние силы; за счет работы,,

mv2 , kx'1 энергия ————|—у-внешних сил полная
уже не оудет сохранять свое значение..



 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

320 Гл. 10. Колебания

Обратимся к вопросу о затухании 
колебаний. Пусть, кроме силы упру
гости пружины F=—кх, на тело дей
ствует единственная сила ■— сила тре
ния. Предположим, что сила трения 
настолько невелика, что на протяжении 
одного периода колебаний работа этой 
силы мала по сравнению с энергией 
колебаний; тогда приближенно можно 
•считать, что колебания происходят так 

же, как и в условиях отсутствия тре
ния: 
х (t) = С cos (ші ■ tp)
(см. (2.7)). Энергия колебаний равна 
к С2 „— , Но наличие силы трения приведет 
к тому, что энергия колебаний с тече
нием времени будет уменьшаться. Сле
довательно, действие трения скажется 
на том, что амплитуда С колебания (2.7) 
будет не постоянной, а медленно убы
вающей величиной. Закон убывания 
амплитуды С определится условием ра
венства уменьшения полной энергии Е 
и работы силы трения Ах.

Относя обе величины к единице вре
мени, получим

(10.4.3) 

где F — сила трения, v — скорость 
тела, Wy — мощность силы трения. Ско
рость v, так же как и сила Fy, в про
цессе колебаний периодически меняется. 
Для силы трения Fy характерна зави
симость ее от скорости v, причем F± по 
направлению всегда противопо
ложна и, так что произведение FyV 
все время остается отрицательным. 
В интересующем нас случае малого 
трения, т. е. медленного затухания ко

лебаний, можем считать, что изменение 
амплитуды С (t) за время нескольких 
колебаний мало.

Под произведением Fp надо пони
мать среднее значение этого произведе
ния за период. Формула (3) справедлива 
только для промежутков времени, пре
вышающих период колебаний.

Рассмотрим в качестве примера'силу 
трения, пропорциональную скорости 
тела:
F = —hv, Ер = —ко2. (10.4.4)
Если здесь у = -^=—Cu>sin
то

Fv~—/zC2w2sin2(w-]_(x). (10.4.5)
Заметим, что среднее значение sin3 (®t+ 
+ а) за период равно 1/2 (см. (1), 
а также § 7.7). Используя (3) и (4), 
получим окончательно 

£
2 ’

откуда
dC _
dt

hW р

т. е. (ср. (6.6.10))

где
Иоу-V ----  -------

' 2/г с

А поскольку ш2 = —,J т ’
уцрос тить:

hV ---- _
1 2 -74 '

(10.4.6)

(10.4.6а)

то (6а) можно

(10.4.66)

В формлуле (6) Со определяется из 
начальных условий. Умножая обе части 
(6) на cos (iof-Pp) и используя (2.7), 
получим

ж(0 = Сое_ї/ cos И + ?), (10.4.7) 

где «>=|/ ~ (см. характерный график 
затухающих колебаний на рис. 2). 
Это — приближенная формула, полу
ченная в предположении, что сила тре
ния невелика и пропорциональна ско
рости.

Во всех случаях, когда сила трения 
пропорциональна скорости, задача до
пускает точное решение. Мы считаем, 
что на тело действуют две силы: упру-
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гая сила —кх и сила трения ■—h . В силлу
второго закона Ньютона

Теперь из первого уравнения (11) можно 
найти а-

d2'
dt2

—kx — h dz (10.4.8)
к h'2
т 4тт2 ' (10.4.12)m

Решение x(t) будем искать в таком же 
виде, как оно было получено для малой 
силы трения, т. е. в виде
х (t) = Сйе"‘ cos (а/ А а). (10.4.9)

Решение (9) зависит от четырех па
раметров: Со, 7, а и а. При этом зна
чения у и а определяются из уравнения 
(8), а Со и а остаются произвольными: 
законом (8) они не определяются, а на
ходятся из начальных условий. В самом 
деле, из (9) получим: 
4г — — С*  cos (а/ + а) —

= ї2Сое"ї# cos Ы А а) +

-/ yC0Ae_‘Z sin (а/ -/ а) --
А sin (оо1і/ -/ а) —
— Сош2е~'1‘ cos (а/ А а).

Подставляя эти выражения гдля х, 
dx d-x /qs /' —itи -^- в (8) и сокращая на Сое 

найдем
ту2 cos (си11/ а) /- туну sin (аі -j- а) А
А шгуА sin (ш/ -/а) — ток cos (<вр! А а) = 
—• —к cos (о/ —j— сс) —j— Т^у cos (су/ —|—— сс) —|— 
4~ А\ sin (а/ А а), 
или
(ту2 —■ rnioo’2) cos (а/ А а) А 
-j- 2ттгуА sin (со./ а а) = 
= (—к А 7гу) cos (а^ А а)) А 
-j- ЛсОд sin (л>о<< А а).

Равенство (10) выполняется при любом
1, если
ту2 — ти^ — —к A hy,

2туи\ — /?а- (10.4.11)

Из второго уравнения (11), сократив на
А, получим

h

— С'0Ае !t sin (с\/ А а),

(10.4.10)

Следовательно,

х {к) = Cf~ — ‘ — /і^А -А «)•
(10.4.13)

В случае, когда трение мало, т. е. 
когда h мало по сравнению с к, в (13) 
можно под корнем пренебречь членом 

по сравнению с —. При этом (13) 

переходит в (7). Следовательно, в при
ближенном рассмотрении мы верно 
получили закон уменьшения амплитуды 
колебаний, но не заметили, что сила 
трения вызывает также и малое изме
нение их частоты. Укажем еще, что из 
двух законов (6), (6а) и (6), (66)
уменьшения амплитуды верным при 
всех силах трения (не слишком боль
ших, т. е. таких, что hk 4кт и корень 
в (13) существует) оказывается именно 
второй; первый из них совпадает со 
вторым при малых к, но в общем случае 
непригоден, поскольку в нем фигури
рует (вообще говоря, не постоянная!) 
величина о).

Если трение очень велико, т. е. 
№ 4кт, то подкоренное выражение 
в (13) становится отрицательным и фор
мула (13) теряет смысл. Это означает, 
что при сильном трении движение уже 
не имеет колебательного характера. 
В этом случае решение уравнения (8) 
надо искать в виде х==Се~* 1‘. Подста
вив такое значение х в (8), мы получим 
квадратное уравнение для у, имеющее 
два решения: у=уг и у=у2- Сумма 

двух решений, соот
ветствующих этим 7, даст нам общее 
решение (8) и позволит решить задачу 
с любыми начальными условиями. Под
робно этот случай большого h будет 
рассмотрен в § 13.10 в связи с электри
ческими колебаниями.

Упражнения
10.4.1. Найдите закол затухания колеба

ний при силе трения, пропорциональной 
квадрату скорости (такое трение характерно 
для быстрого движения тела в жидкости с ма
лой вязкостью). Покажите, что по истечении 
большого промежутка времени амплитуда
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1
С<) = где b — постоянное число, не за
висящее от Со — значения амплитуды в на
чальный момент времени.

10.4.2. Найдите закон затухания для силы 
трения, не зависящей от скорости (такая сила 
трения характерна для трения сухих твердых 
поверхностей одна о другую). Определите 
время, по истечении которого колебания пре
кратятся.

§ 5. Вынужденные колебания и резо ■ 
нанс

Рассмотрим тело, на которое действует 
упругая сила F——кх. Мы установили, 
что под действием этой силы тело ко
леблется с определенной частотой «> = 

так называемой частотой сво
бодных колебаний, или собственной ча
стотой. В дальнейшем мы будем обо-

7- 
значать собственную частоту I/ > — коле-• J г т
баний через t»0.

Пусть на тело, кроме упругой силы, 
действует еще и периодическая внеш
няя сила с частотой ш, вообще говоря 
не равной ю0. Тогда оказывается, что 
амплитуда колебаний, вызванных внеш
ней силой, весьма сильно зависит от 
того, насколько частота внешней силы 
близка к собственной частоте (т. е. 
к частоте свободных колебаний, проис
ходящих в отсутствие внешних сил). 
Явление возрастания амплитуды при 
приближении со к шо носит название 
резонанса и имеет очень большое прак
тическое значение; оно относится к лю
бым системам, в которых возможны ко
лебания. В механических системах 
(станках, моторах) такие колебания мо
гут приводить к опасным деформациям 
и разрушению механизмов. Впрочем, 
явление резонанса может быть и полез
ным: иногда его сознательно исполь
зуют для того, чтобы малой силой вы
звать сильные колебания рабочего ин
струмента (колебания с большой ампли
тудой).

В электрических системах резонанс 
дает возможность при действии несколь
ких периодических сил разной частоты 
(например, нескольких передающих ра
диостанций) добиться того, чтобы коле
бания в нашей системе практически за
висели только от одной из этих 
сил, а именно от той, частота которой 

близка к собственной частоте системы. 
Благодаря этому можно настраивать 
радиоприемник на определенную стан
цию.

Составим уравнение колебаний:

= + (Ю.5.1)
, , dxгде члены —кх и —Л — отвечают уп

ругой силе и трению (ср. (4.8)), а член 
/ cos mt отражает действие внешней 
силы. Разделим обе части уравнения (1)

- Аналги ооозпачпм — —-о>2 в соответствии 
т 0

с тем, что о)и есть частота собственных 
колебаний тела (в отсутствие трепня);

hотношение > ооозяачим через 2 - (ср, 
(4.66)). Тогда (1) примет вид
5 = - 2^ ^+-L cos mt. (ІО.З.Іа)

Естественно ожидать, что под дейст
вием силы с частотой ш тело будет 
совершать колебания с той же часто
той. Поэтому решение уравнения (1) 
или (1а) мы будем искать в следующем 
виде:
х ■-= a cos <i>7 Д- psin ші. (10.5.2)

Подставляя это выражение для х и вы
ражения для производных х в уравне
ние (1а), получим
-—а'<)2 соя >• t   Ьт2 sin (at —

= —ata'2 cos ті — Ь’ч'Д .‘-in wi Д- 2''О(1> sir 1 О>/ —

— cos >>- — <•<і-, і -і.

Для того чтобы последнее равенство 
выполнялось при всех t, надо, чтобы 
были в отдельности равны члены с 
cos mt и с sin wt в его левой и правой 
частях. Таким образом, мы приходим 
к следующей системе уравнений:

(10.5.3)

(ср. (4.11)). Из второго уравнения (3) 
следует, что

Подставляя это выражение для Ъ в пер
вое уравнение (3), находим

/ ыд — ta
rn (Д — ш2)2 (27Д2 ' (10.5.4а)
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а, значит,
а J_________ .Д7''____________

т ( — — .о2)з -Г (2уш)2 ■
(10.5.46)

найдем ам- 
вызванных

(10.5.5)

больше, чем

Переходя теперь к записи колебаний 
г - -~ С cos (ші -j- я) и вспоминая, что
С--=у'«2-р5‘2 (см. (2.8а)), мы 
плитуду С колебаний, 
внешней силой:

Мы виде;:, что С тем
ближе ю к <оЛ. Кривая аависимости С 
от ы при данном со() изображена на 
рис 1 (для двух значений у), где при
нято ж - Ц с,- — ], Чем меньше трение к,

hг. о. чем меньше т --ж- , тем резче вы-
1 Zm

ражен подъем амплитуды колебаний при 
равенстве частоты внешней силы и соб
ственно!: частоты.

Нетрудно убедиться, что сумма реше
ния (-.9) уравнения (-.8) и общего 
решения (2) уравнения (1)
х = a cos wt -J- b sin mt -|-
Д— C„c 1 (‘os (ъф —j— <), (10.5>.t))

где а и b даются формулами (-a) и 
(-6). а о? и у — формулами (-.12) и 
(-.66), также является: решением урав
нения (1). Формула (6) позволяет найти 
решение, удовлетворяющее любым 
начальным условиям, для чего надо 
только подобрать соответствующие Со 
И Ї. Действительно, пусть при £=0 
имеем ж=^о> v=vo- Подставляя эти 
значения в (6), находим 
х0 =■ а -- Со cos ср,
р0 — bw — Со (у cos ср -(- а)! sin с).

(10.5.7)

Из системы уравнений (7) можно опре
делить Со и ср (см. упр. 1).

Таким образом, (6) есть общее реше
ние задачи о колебаниях тела под дейст
вием упругой силы и периодической 
внешней силы. Это общее решение под
тверждает сделанное выше предполо
жение о том, что при длительном воз
действии внешней силы с частотой ш 
тело будет колебаться с той же часто
той о). В самом деле, каковы бы ни были 
начальные условия, они влияют только 
на значения Со и ср, т. е. только на 
последнее слагаемое решения (6). Од
нако с течением времени это слагаемое, 

отвечающее частоте <00, затухает, ста
новится сколь угодно малым по ампли
туде (за счет стремящегося к нулю 
множителя е-Д — и при больших t

Рис. 10.5.1

им вполне можно пренебречь. Остав
шиеся слагаемые описывают колебания 
с частотой со, не затухающие с течением 
времени, поскольку они поддержи
ваются действием внешней силы, о ко
торой предположено, что она имеет 
постоянную амплитуду.

J 'п раіжі єна я
10.5.1. Определите из системы (7) Со и у.
10.5.2. Благодаря наличию трения мак- 

симальная амплитуда С получается при ш; 
несколько

насколько
клоня ется

'шан 
отклоняющемся от ш2. Определите,

при разных у отношение —s- от- 
ш0

от 1. [Указание. Исследуйте
па минимум подкоренное выражение в (5), 
обозначив ы2=г..]

§ 6. О точных и приближенных реше
ниях физических задач

В предыдущем параграфе нам посчаст
ливилось сравнительно просто найти 
точное решение задачи о колеба
ниях тела под действием периодической 
внешней силы при наличии упругой 
силы, стремящейся вернуть тело в со
стояние равновесия (—кх), и силы тре
ния (—/г—). Располагая этим точным 
решением, можно легко найти ряд его 
важных предельных случаев.

1) Пусть частота ш внешней силы 
весьма мала по сравнению с собственной 
частотой о)° (где Пренебрегая
в (5.5) о) по сравнению с о>0, мы получим

mw'l к * (10.6.1)

2) Если, напротив, частота внешней 
силы со весьма велика по сравнению с <00, 
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то можно отбросить в (5.5) о>0 и считать, 
что

1
VW + 472ш2 (10.6.2)

Но у2 ша - а)4 (трение не очень велико, 
так как иначе нет колебаний); пренеб
регая в (2) членом 4у2 со2, получаем

(10.6.2а)

3) Если сила трения h мала, то 
в (5.5) можно пренебречь членом, со
держащим у; тогда мы получим

т (10.6.3)

(Появление абсолютной величины в (3) 
связано с тем, что в (5.5) подразуме
вается положительное значение корня: 
ведь ясно, что С и /, т. е. амплитуда 
колебания и амплитуда внешней силы, 
могут быть только положительны.)

4) Пусть имеет место явление точ
ного резонанса;, частота «> внешней силы 
в точности равна собственной ча
стоте «о. Тогда (5.5) обращается в

Совокупность этих четырех предель
ных случаев, в сущности, составляет 
больше 90% содержания всех получен
ных результатов. Получив общий ре
зультат, всегда необходимо стараться 
его упростить, рассматривая различные 
предельные случаи общей ситуации. 
Простые формулы, относящиеся к пре
дельным случаям, легче запоминаются 
и чаще используются на практике, в то 
время как к общим формулам прихо
дится прибегать лишь изредка. Хотя 
предельные случаи и не охватывают 
полностью более сложную точную фор
мулу, но практически они обычно дают 
о ней почти полную информа
цию.

Естественно возникает вопрос о том, 
нельзя ли было эти предельные фор
мулы получить прямо, упрощая само 
уравнение, а не его решение. Ведь 
ясно, что решать точно сложное урав
нение и лишь затем упрощать решение 
столь же неразумно, как с затратой 
большого труда аккуратно упаковать 
вместе несколько предметов, а затем 
разорвать упаковку, поскольку все 
равно этими предметами приходится 
пользоваться в отдельности. Поэтому 

очень важно научиться извлекать из— 
общего уравнения задачи его частные 
(и предельные) случаи, не решая самого 
уравнения.

Прямое получение предельных (при
ближенных) выражений особенно важно 
еще и потому, что точное решение очень 
чувствительно к малейшим изменениям 
постановки задачи. Достаточно немного 
усложнить задачу — и точное решение 
уже не удается найти. Приближенное 
решение более грубо, но и более устой
чиво относительно изменений условий 
задачи.

Особенно важны для учащегося те 
случаи, когда представляется возмож<- 
ным получить и сравнить между собой 
оба решения — точное и приближенное. 
Именно в таких случаях можно приоб
рести опыт правильного выбора прибли
жений и уверенность в получаемых ре
зультатах: ведь правильность получае
мых из общих формул предельных слу
чаев может служить глобальной про
веркой всего процесса решения общей 
задачи — и составления описывающего 
интересующий нас процесс уравнения 
и решения этого уравнения.

Вернемся к предельному случаю 1), 
когда частота ои внешней силы очень 
мала. Очевидно, что в этом случае мы 
имеем дело с весьма медленным 
движением. Поэтому в исходном урав
нении (5.1)

т —г = — кх — It ——Д — cos wtdt'- dt 1 1

d-x , dxможно опустить члены in —— її Л — , за
висящие от скорости и ускорения двп- 
жения: ведь если MdC COS (wt Д- р), TO 

пропорционально ш, a -—'' пропорцио
нально ш2 — и при малом co эти величины 
будут малы. В таком случае мы получим 
0 « —kx-rf cos и»!,
откуда

x -—к — (>f)s <'», где С = -j- .

(10.6.5)

Таким образом, при малой частоте 
внешней силы в каждый момент вре
мени приложенная внешняя сила / cos wt 
уравновешивается упругой силой Кх. 
Ясно, что этот результат является- 
весьма общим: он относится к л ю-- 
б о м у движению с малой частотой. 
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Такой предельный случай называется 
статическим. В частности, сила упру
гости G (х) может быть любой функцией 
координаты, а не только линейной 
функцией (G——kx): внешняя сила F (t) 
может бытть любой функцией времени. 
Уравнение колебаний принимает тогда 
ВИД

— k-dC -Fit). (ІО.б.б)

Точное решение этого уравнения можно 
получить далеко не всегда, но прибли
женный подход сохраняет силу во всех 
случаях. Действительно, пренебрегая 
в случае медленного движения членами 
.г., dx(6), пропорциональными скорости — и уско- 

d2xрению —- , получаем

С(ж) + Р(()=«0, Т. е. G(x)x— —F{t).
Отсюда находим приближенную зави
симость х — х (Ї) между х и t. Подстав
ляя это х (Ї) в точное уравнение (6), 
можно пайти, какого порядка ошибку 
мы допустили, пренебрегая членами

d‘2x , drт —- и а —-.di2 di
Далее обратимся к предельному слу

чаю 2), когда частота со очень велика. 
При большой частоте время действия 
внешней силы, а следовательно, и им
пульс силы за каждый полупериод (пока 
сила действует в одном направлении) 
малы, потому что мала длительность 
полупериода. Значит, при данной ам
плитуде / внешней силы чем больше со, 
тем меньше скорость, которую может 
набрать тело, и тем меньше перемеще
ние тела. Пренебрегая в уравнении (5.1)

■ , dxчленами /ст п и-—, получим уравнение 
движения свободного тела, на которое 
не действуют никакие силы, кроме 
внешней:

тп --хх — - eos <oi. (10.6.7)di ■ ' '

Будем искать решение уравнения (7) 
в виде ж — В cos сої. Іогда
= —BG1 cos at, и потому (7) принимает 
вид
—Вти? cos wt « f cos еф
откуда
В— —

/

тю2

и, значит,
/ .х —------ o —соз нФгнав (10.6.8)

Решение (8) можно записать в стан-
дартном виде ж — С cos (со£ —- <р), где
С положительно:

X COS (tot -4- к).т<в ' 1 ’ (10.6.8а)
При этом упругая сила есть
—kx?& —— cos wt = —ф / cos сОї, ты- ш J (10.6.9)

а сила трения
, dx hf . .—12 ~Л~ ~-------sin at.dt тш (10.6.9а)

L Существенно, что рассмотренная выше 
сила трения тем ближе к нулю, чем ближе 
скорость к нулю. При сухом трении 
(сила трения не зависит от скорости) внешняя 
сила, меньшая, чем сила трения, 'не вызовет 
колебаний ни при какой частоте.

При сравнении сил, периодически за
висящих от времени, нужно сравнивать 
не мгновенные их значения, а ампли
туды. Отношение внешней силы"/ COS (О 
к упругой силе (9) — отношение ампли
туд этих сил — здесь равно

Это отношение тем больше, чем 
больше со. Аналогично и "(отношение 
внешней силы к силе трения (9а) 

г ff т
j : — -- —- со тш h

неограниченно растет с ростом] ю. По
этому при больших со внешняя сила 
значительно превосходит как упругую 
силу, так и силу трения. Этим под
тверждается возможность приближен
ного рассмотрения движения под дейст
вием одной только внешней силы х.

Предельный случай 3), когда трение 
пренебрежимо мало, является -совсем 
простым. Здесь (5.1) принимает вид

т, .-ж —кх f cos — =Cl~ 1
— —,жф: -ф / cos СО, (10.6.10)

ибо iB- и, значит, k = mu—. РешениеJ т о
уравнения (10) ищем в виде х = 
=С cos (erf -j- <). Подставляя в (10) вы- 

d2xражения для ж и , получаем

ср = 0, тг т | со;- — си2 | С cos <»t df cos <ot, 
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откуда
С і_____t------

т | шд — ш2| (10.6.11)

Сравнение (И) с точной формулой 
(5.5) позволяет оценить условия приме
нимости этого приближения.

Ясно, ЧТО при но — - 0)0 приближение 
(11) неприменимо и предельный слу
чай 4), когда частота внешней силы 
в точности равна собствеешо./ частоте 
колебаний (резонанс), следует р.ссма- 
тривать особо. (Однако тдсжсж мы 
теперь не пренебрегаем.) Судом искать

-Ті 4

Рис. 10.6.1 =4^

з7 f/т, М

решение уравнения (5.1) в стандартном 
виде х=С cos (о^С-ср)' Тогда

■”п = —тЦ 008 ((Оу— у ср),
„ Ifа ли, поскольку «у — — ,■ u т

f ~ ''<>S — — — — — — = ''

Подставляя в (5.1) выражения для х 
и его производных, получим
hCmo sin (o^t -j- ср) - у f cos wot -- 0.

Последнее равенство справедливо при 
любом t, если С = I —т~- і . или, точнее,

| ««Д, I
если

Следовательно, решение нашего уравне
ния таково:
Х=Д cos ( ^ (10-6-12)

Амплитуда колебаний при резонансе 
€ = Ясно, что пренебрегать тре
нием h при резонансе никак нельзя!

Изобразим на чертеже зависимость С 
от «), даваемую приближенными форму
лами (3) и (4) (рис. 1). Формула (3) 
дает две ветви кривой С=С (со), ухо
дящие в бесконечность при ш=с«0; фор-

мула (4) при «0= ц)0 дает конечное зна
ченій С = С0^ — • Построив кри
вую (3) и изобразив на том же чертеже 
точку А =А (ы0, Со), отвечающую фор
муле (4), уже нетрудно 
вести гладкую кривую 
рис. 1), которая вдали 
совпадает с кривыми (3) 
СИМуМ С° в точкє о== (о0.

Амплитуду С в случае резонанса 

от руки про- 
(пунктир на 
от резонанса 
и имеет мак-

можно определить при помощи энерге
тических соображений, ценность кото
рых заключается в том, что они позво
ляют приближенно решить также и не
которые задачи, не имеющие точного 
решения. М о щ н о с т ь, развиваемая 
внешней силой / cos nt, при движении, 
заданном формулой т=С cos (mt-f-f), 
равна
IK — f cos wl АА - -n і (U
-— —fCw COS wt sin (:»( — ср).
Определим среднюю мощность 
внешней силы за большой (точнее го
воря, за бесконечный) промежуток вре
мени:
1Иъп =-- /Си cos wl sin (erf -ф- (p),

где черта сверху является знаком осред
нения (см. § 7.7). Заметим, что 
cos — sin (««t ®) = 1 —— sin 2соі cos ср 4

- J- eoj3 y-t ain tp;

поэтому
cos cot sin (wt — cp) = 1/2 sin 2(ot cos cp 4
- L cos3 wt sin cp — J/2 sin cp,

так как sin 2cot = 0 и cos2 wt = 1/2. Сле
довательно,
T-p-   /Сы .Ивп„=----- s Sin cp,

что можно также записать как

І ЙвН = Д oos (?-+!)). (10.6.13)

Теперь определим среднюю мощность 
силы трения. Так как —hv— то

1Йтр = -hv2. (10.6.14)

По
v~ = ) = С‘2а>2 sin‘2 (cot 4- ср) = -^-



 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

5 Т. Сжпкение колебаний. Биения 327

(ср. (4.1)). Поэтому (14) дает

W = — h тр
С2ш2

2 Приведем для справки значения А для 
нескольких показателей степени п: п -» О,. 
А —> 2/1=t0,64; п=1, Д=0,5; п=2, Л=4/Зтд= 
■=0,42; и=3, ^3/8=0,37

2

Так как работа внешней силы идет 
на преодоление трения, то средние мощ
ности внешней силы и силы трения 
должны быть равны:
ЙДр = ИДн, (10.6.15)
т. е.

/ I (os Г© +

HJlLl

откуда

с -= і: | cos (мд
Максимальная возможная амплитуда 

(явление резонанса) получается, как 
видно из (WX при cosAp 4 ДеК’1' т- е- 

щи! ® — — Т-, чем определяется началь
ная фаза © колебания. При этом о> = (»0 
и С = . Следовательно, в случаеЛи о
резонанса решение уравнения двпжепия 
имеет вид

т. е. мы опять получили формулу (12).
Вернемся к форміуле (13). Из нее 

видно, что при резонансе Т-Дп имеет 
наибольшее значение, так как при резо
нансе (.os (у -ф- у) = 1. Поэтому в слу
чае резонанса внешняя сила развивает 
наибольшую среднюю мощность и, сле
довательно, производит наибольшую 
работу.

Приведен'ные энергетические соображения 
позволяют определить амплитуду при ре.'О- 
ианее н п случае белое сложной заві;еіімос’ііі 
СИЛЫ треичя 0'1 екороетл. Пусть Cli.'Kl трения 
пропорцией:; типа фиксированной с теш ни аб
солютной ве.'ш.чипы скорости:
Л'тр = -Л|г|М' (10.6.17)
где h > 0, н потому первый множитель гаран
тирует разные знаки v и ■',,. . При v > 0 (17) 
дает 1<’\——livn, а при v < 0 получим 
= h\v\n, т. е. во всех случаях v и 7'’ направ
лены в разные стороны. Поскольку мы по- 

прежнему считаем, что движение в основном. 
порождается периодической внешней силон 
F=/(cos>t, т. е. имеет характер колебания 
х=С cos (ш!-г-<р) частоты ы, то выражение (13) 
для средней мощности внешней силы справед
ливо п для этого случая.

Определим Йтр. Мгновенное значение. 
Илтр=/2 р=—так как г2=|р|а, то 
lFTp~—/гІс|я+1. Подставляя сюда значение щ. 
находим
1Г1р = —ЛС+^+і | sin (ш0« + а) |п+1. (10.6.18>,
И.з (18) следует2:
Н’тр = —/лб'”+,ы"+] А, где
А = | sin (шві -4- а) |“+1.
Условие (15) дает 

hC“+1<w'!‘+1 А = “/Са° | cos + -2^ j ,

откуда

С = V йГААЦ, j cos (- + I-) J •

Максимальная амплитуда, достигаемая при. 
резонансе, раина

і ’‘/Г~~Г~
с = ФД У то- (10-в-«)

Частным случаем формулы (19), отвечаю
щим значению п —1 (сила трения пропорцио
нальна скорости), является найденная раньше 
формула С = —у.

1 1 ' ш0Ч

Отметим, что при и =с 1 уравнение движения 
становится и е л и пени ы м, и мы не можем 
выписать аналогичное найденному в § 5 общее 
реччеипе отото уравнения: здесь точное реше
ние элементарными методами найдено быть не 
может.

§ 7. Сложение колебаний. Биения

Довольно обычной является ситуация, 
когда одно и то же тело участвует в не
с к о л і. к и х колебаниях. Так, види
мый свет представляет собой суммарный 
эффект множеств колебательных про
цессов, связанных с перестройками от
дельных атомов излучающего тела (ср. 
ниже. : . і. І2). Аналогично звуковые ко
лебания, воспринимаемые нами при 
слушании симфонического оркестра, 
представляют собой сумму колебаний 
воздуха, вызываемых каждым из музы
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кальных инструментов в отдельности, — 
и обязанности дирижера состоят в сог
ласовании всей этой массы колебаний, 
нпя того чтобы эти колебания вместе 
8вучали красиво. (Эффект чисто слу
чайного наложения многих звуковых 
колебаний наблюдал каждый, кто слы
шал, как музыканты перед концертом

настраивают свои инструменты, не об
ращая внимания один на другого.) Су
ществует и множество (иногда очень 
важных) случаев, когда приходится 
иметь дело с накладывающимися одно 
на другое гармоническими колеба
ниями; более того, почти любое движе
ние можно представлять себе как воз
никающее в результате сложения мно

гие. 10.7.2

жества гармонических колебаний (см. 
§ 9).

Мы начнем со сложения двух гар
монических колебаний. Наиболее про
стым здесь является случай, когда эти 
колебания имеют одну и ту же 
частоту (например, когда речь идет 
о совместном звучании двух играющих 
в унисон скрипок). В этом случае в ре
зультате мы получаем гармоническое 
колебание той же самой частоты. В са
мом деле, если два колебательных про
цесса описываются формулами 

о, = A cos ш Д- В sin ut,
„ , „ . (10.7.1)Xt = C cos ші Д- D sin (ot,

то сумма x — x- Д- ж2 имеет вид

x — (A Д- C)coswt -— (B Д- Z*)sin<ot.  (Ю.7.2)

Свіязь колебания (2) с колебаниями 
(1) удобнее всего описать так: если 
колебаниям (1) сопоставить точки М и 
N с координатами (А, В) и (С, D) (или 
два вектора ОМ и ON), то колебанию (2) 
будет отвечать вершина Р параллело
грамма OMPN (пли вектор ОР — ОМ Д- 
Д-ON; см. рис. 1). При этом энер
гия колебаний (1) задается величинами 
(ОМ)2==42ДВ2 и (9ДД=С3ДД2 (ср. 
(4.2) и (2.8а)); энергия «составного» 
колебания (2) пропорциональна (ОР)2. 
Если начальные фазы колебаний (1) 
одинаковы, то отрезки ОМ и ON имеют 
одно и то же направление и длина от
резка ОР равна сумме длин от
резков ОМ и ON; при этом энергия 
колебания (2) оказывается значительно 
больше суммарной энергии колебаний 
(1), ибо энергия задается квадра
том амплитуды колебаний, т. е. от
резка ОМ, соответственно ON и ОР; 
так, если колебания (1) одинаковы, то 
энергия их суммы в четыре раза больше 
энергии каждого колебания. Если на
чальные фазы колебания (1) противо
положны (т. е. отличаются на ■), то 
отрезки ОМ и ON направлены в про
тивоположные стороны — здесь ампли
туда ОР составного колебания равна 
разности амплитуд ОМ и ON со
ставляющих колебаний. При этом коле
бания могут и полностью погасить друг 
друга, если их амплитуды (или энер
гии) одинаковы; в случае же несовпа
дающих и близких энергий колебаний 

и х2, фазы которых расходятся на л, 
результирующее колебание будет иметь 
весьма малую энергию (см. упр. 1).

Сложнее обстоит дело в случае сло
жения колебаний различной ча
стоты, когда составляющее колебание 
уже не является гармоническим. Для 
примера рассмотрим так называемый 
кривошипно-шатунный механизм, пре
образующий поступательное движение 
во вращательное и наоборот; этот меха
низм составляет часть паровой машины. 
На рис. 2 кривошип ОА связан с пол
зуном В (с поршнем, двигающимся взад 
и вперед внутри замкнутого цилиндра) 
с помощью шатуна АВ; длину криво
шипа О А мы обозначим через R, а длину 
шатуна АВ — через L. Предположим, 
что кривошип ОА равномерно вра
щается вокруг оси О с частотой ои, так 
что проекция С точки А на направле
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ние ОВ оси цилиндра, в котором ходит 
ползун В, совершает гармонические 
колебания вокруг точки О. При этом 
ползун В также будет совершать коле
бания вокруг какой-то «средней» 
точки — но эти колебания уже не бу
дут гармоническими.

В самом деле, если АОВ = wt, то 
ОС ~Rcoswt, AC = В sin wt и, значит,

ВС = \/Ь2 — К sin2 wt —
= L j/1 — (д~У sin2 ■

Таким образом, получаем 
x = OB — R cos wt -ф- 

4-^J/l —(4) sin2M. (10.7.3)

Но в реальных механизмах обычно бы- 
„ т Rвает R L, так что отношение -у неве

лико

1/5,

(часто оно имеет величину порядка 

так что (■у_У~2»; при неболь

шом же Z величину у 1 — z можно за

X — х1-^~х2 = А cos Wjt -ф- A cos («2І —
= A (cos <i>ii -ф- cos u^i) —

= А ■ 2 cost cos t. (10.7.5)

При этом, очевидно, множитель 
2А cos"1' — t меняется весьма мед-

Рис. 10.7.3

ленно, а мшожитель cos о^—-1 соответ- 
„ аи -4- ш»ствует колебаниям с частотой

Колебания (5) называют биениями (ср. 
рис. 4, а); их часто несколько неточно 
описывают как гармонические колебания 

менить на 1—у (см. § 6.4). Поэтому 

сравнительно сложное выражение (3) 
можно упростить так:

хр R cos wt L (1

R cos wt + ■ L [1 -
'Ш srn2 wt)—

R1
21R

(1 — cos
J

— ( —yr) 4- R cos orf -f-

4- yy cos 2<j.X1 4 /. (10.7.4)

TT r Я2Первое слагаемое L — у- указывает 
среднее положение ползуна В, вокруг 
которого он колеблется, участвуя сразу 
в двух гармонических колебаниях: в ко
лебании с частотой со и амплитудой R, 
задаваемом движением точки С, и в ко
лебании с вдвое большей частотой 2 св 

„ Ли амплитудой у,, связанном с измене

нием высоты СА точки А (рис. 3).
Своеобразная картина получается при 

сложении колебаний с близкими час
тотами «ц и о)2. Если, например, х±= 
—4 cos оці, х2=А cos w2t (случай сло
жения колебаний одной амплитуды А), 
то

Рис. 10.7.4

с частотой со рр Ы1 У и медленно 
меняющейся амплитудой 4(i)—:2Xx 
X cos <д 1 2 °>21 (= С cos 2ф. Аналогичная 
картина получается и в том случае, если 
фазы колебаний хг и х2 различаются 
между собой — только в этом случае 
также и фаза суммарного колебания х 
испытывает медленные колебания (см. 
упр. 2а).

Напротив, если частоты со и 2 со
ставляющих колебаний сильно раз
нятся между собой, скажем если
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xt=A cos шО и x2=B cos Qt, где 2 > о, 
то суммарное колебание ж=.Т14-.;с2 
можно представлять себе как гармони
ческое колебание амплитуды В с ча
стотой 2 вокруг медленно меняющегося 
'деложения равновесия а-=а (t)=A coscof 
(см. рис. 4, б, где еще А > В).

С биениями мы встречаемся в явле
нии океанских приливов и отливов: 
здесь уровень воды в океане меняется 
под действием притяжения Лулы и 
притяжения Солнца, причем в связи 
с вращением Земли вокруг оси уровень 
воды меняет свое значение с периодом 

SB 12 ч. Однако в связи с вращением 
•Лулы вокруг Земли период колебаний 
1уур<овня воды, вызванных притяжением 
<Лулы, несколько отличается от периода 
ЖожеЗаний, вызванного притяжением 
'Солнца: если период «солнечных» при
ливов и отливов равен в точности 12 ч, 
то )(более значительное) колебание 
уровня, вызванное притяжением Луны, 
имеет период, близкий к 12 3/4 ч. Так 
как амплитуды этих двух колебаний 
неодинаковы, то амплитуда сложного 
колебания никогда ле равна нулю, т. е. 

-оно ле совпадает в точности с биениями, 
^'изображенными на рис. 4, а; однако 
"здесь также можно говорить о медлен
ном изменении амплитуды колебаний 
уровня воды, причем наибольшая вы
сота прилива почти в 3 раза превос
ходит наименьшую (ср. упр. 26). В ра
диотехнике также используются коле
бания с переменной амплитудой: так 
называемые «короткие» радиоволны 
с длиной волны порядка 20 м имеют 
частоту 1,5 • 107 Гц (или 15 МГц), 

щ то время как амплитуда этих 
'■колебаний меняется со звуковой часто
той, т. е. имеет порядок сотен или не- 
'скольких тысяч колебаний в секунду 
■(и ) лишь эти колебания воспринимает 
■«наш® ухо).

Упражнения
10.7.1. Чему равны: а) энергия; б) амплл- 

' .туда колебания, лолученпого сложением двух
колебаний а и хг с одинаковой частотой: 

■ А== A j cos (<++ ?i) и 12=Л 2 cos )«і+?2)?
10.2.2. а) Что представляет собой сумма 

гармонических колебаний х±=а cos (В+<р,) 
И Xg—в COS (<О2«--?2). где А ) и Ш2 близки 
одна другой? б) Ответьте на тот же вопрос, 
когда колебания ,j и хг имеют разные ампли

туда в! и а,.

§ 8. Задача о колеблющейся струне

В предыдущем параграфе мы рассма
тривали вопрос о функциях г=/ (і), 
представимых в виде суммы (суперпо
зиции) двух гармонических колебаний 
(с одинаковыми или разными часто
тами). Далее мы коснемся очень важ
ной темы о представлении в виде суммы 
гармонических колебаний любых (не
прерывных или даже ле непрерывных) 
функций. К задаче о таком представле
нии функций математики и естествоис
пытатели пришли, разбирая целый ряд 
естественно возникающих задач. Одной 
из первых подобных задач была извест
ная задача о колеблющейся струне.

Рассмотрим расположенную в пло
скости х, у струну, закрепленную в точ
ках x=Q и х—l; здесь под струной по
нимается тонкая нить, которая может 
свободно изгибаться и вдоль которой 
действует постоянная сила натяжения. 
Выведем струну из состояния равнове
сия, при котором она совпадает с осью х, 
т. е. придадим ей произвольную форму 
y=f (х) (рис. 1). Затем отпустим струну; 
нас интересует вопрос: как будет ме
няться ее форма под действием сил 
натяжения. При этом мы ограничимся 
случаем небольших деформаций 
струны, т. е. будем считать, что неве
лики как у (струна мало отклоняется 
от оси х), так и ) (деформированная 

струна по направлению все еще близка 
к оси х, т. е. является пологой, так что

, dy 'углы а = arc tg ,, ооразовалные каса
тельной к струне с осью х, достаточно
малы). Мы Зу dyпишем А , а не а > потому
что отклонение у струны меняется с те
чением времени, т. е. у ~ у (ж, t) пред
ставляет собой функцию двух пере
менных: абсциссы х и времени t. Выве
дем теперь дифференциальное уравнение, 
которому удовлетворяет величина у (х, і).

Рассмотрим малый участок MN стру
ны, ограниченный точками М (г, у) и 
N(x-]-dx, у -L-dy). Длина ds этого уча
стка струны, очевидно, равна 

ds = \/dx2^-dy2 ^=dxj/1
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(ср. § 7.8 и 6.4): ведь мы считаем про- 
d V ..изводную ,, малой и преиеорегаем ве

личинами порядка (^ • Так как мы 
рассматриваем колебания струны лишь 
в перпендикулярном осп х направлении, 

, г дуто скорость v точки М равна ■, , а ее 
ускорение а совпадает со второй (част

от •■ Ryнои) производной , с масса же участка 
MN струны равна addyaadx, где с = 
= const — (линейная) плотность струны 
(струну мы считаем однородной). Урав
нение движения участка MN струны 
мы получим, приравняв произведение 

, R у ..та = adx—- действующей на этот уча
сток силе.

Единственные рассматриваемые нами 
силы — это силы натяжения струны 
(другими словами, мы изучаем сво
бодные колебания струны без воз
действия каких бы то ни было внешних 
сил). На копцы М и N участка MN 
струны действуют ведущие в сторону от 
MN силы R натяжения струны, на
правленные по касательным к струне. 
Составляющие этих сил, перпендику
лярные оси х и вызывающие поперечное 
колебание струны, соответственно 
равны 7?sin а и j?sin(a4 da), где а. и 
а-(-<а — углы, образованные с осью х 
касательными к струне в точках М (х, у) 
и N (x-\-dx, y+dy) (см. рис. 1). Равно
действующая рассматриваемых сил 
равна
R sin (а Д- da) — Л sin а л Rd (sin а)
(ср. § 4.1). Но мы знаем, что tga = 
= — и что если угол а мал, то sin a а 
и tg а. АУа, так' что можно написать

Rj
().Т

(здесь мы по-прежнему пренебрегаем ве

личинами порядка а2, пли (j, ) • 1 Іозтому

\ ух ) Ух-
аd sin

ведь время t в наших рассмотрениях 
пока считается закрепленным.

Таким образом, сила, вызывающая ко
лебания участка MN струны, близка 

д2У j -■ °к R-R^dx — и уравнение колеоании 
струны можно записать так:

э2у 7 п Ry 1

о цщ ах — R -—Д ах, или ді дх2

Ry __ * Ry
()l2 • дх2 ’ (Ю.8.1>

где С,, , — (ясно, что — > 0J. При этом, 
решение уравнения (1) должно удовлл-. 
творять двум граничным условиям
у (0, t) с 0 при всех t, у (I, t) = 0 при веет-!'

(Ю.8.2а>
(копцы струны закреплены) и двум ■ на
чальным условиям

у (х, 0) = / (х), = 0 ПрИ всех ж?
(10.8.26);

(последнее условие означает, что в на
чальный момент времени 1=0 струна;

Z j:

Рис. 10.8.1

никак не движется: мы оттянули струну,, 
придав ей форму линии y=f (х), и за
тем опустили ее х).

Уравнение (1) задачи о колеблющейся- 
струне было впервые выписано и ре
шено с 1747 г. Ж. Л. Д.'Аламбером (см,.. 
упр. 3). Но большее значение имейла 
несколько более позднее решение той же 
задачи, найденное Даниилом Бернулли. 
(1753 г.). Бернулли рассуждал следую
щим образом. Будем искать частное- 
решение уравнения (1), удовлетворяю
щее тем же граничным условиям (2а); 
(а также п второму начальному усло
вию ~ j = 0) и имеющее форму произ

ведения у (х, t) = X (х) Т (t) функции X, 
зависящей только от х, на функцию Тв 
зависящую только от і. Нодставля® 
в (1) значение у = ХТ, получим

ХТ"=- с.'Х'Т, или = (ЖОЬ

1 Вместо (26) можно было бы потребовать^ 
Эр I

чтобы скорость V (х, O)=JJ С С, струны при , 
всех х в начальный момент времени 1=0иимолі7> 
заданные значения: v (х, 0)=g (ж), где g (х), 
известно (общая задача о .закрепленной; струне-; 
см упр. 2).
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где, разумеется, А” т и 1
d'J 
dt?

(ведь и X, и Т — функции одной перемен- 
1 Т"ной!). Но так как т-= зависит только ' с2 Г

. X"от t, а -у—только от х, то равенство
этих величин означает независимость

,, Т’ X”отношений т и -т- и от t, и от х: L Л
1 Т’ ,“ const.с2 1

X"
X (10.8.4)

о положительности стоящих в левой 
части (4) отношений не приводит ни 
к какому решению уравнения (1), от
личному от нулевого решения: X (х) == 
?= 0, а значит, и у (х, t) т 0.

Наконец, пусть рассматриваемые от
ношения отрицательны:

с2 у ' Л т-
X'

X" 
~х

е.

Яснож что если отношения (4) р а в н ы 
нулю, то X" s 0, т. е. Хах+Ъ — 
линейная функция переменного х. 
Но так как в силу (2а) должно быть 
X (0)=Х (Z=0 (ведь у—Х (х) Т (t), т%е, 
конечно, Т (Z) =£ 0, ибо иначе наше ре
шение ни малейшего интереса не пред
ставляло бы!), то равенство X (х) = 
=ах-—Ь означает, что Ь =0 (так как 
X (0)=0) и al=0, т. е. а=0 (поскольку 
X (Z)=0). Таким образом, никакого со
держательного (т. е. не равного тож
дественно нулю) решения уравнения (1) 
мы здесь не получим.

Если отношения (4) поло ж и
т е л ь н ы, то их можно обозначить 
через к2:

= к2, т. е. Х" = к2Х. (10.8.5)

Уравнение (5) во многом аналогично 
уравнению гармонических колебаний 
(2.1) . Так же как и в случае уравнения 
(2.1) , частные его решения легко могут 
быть угаданы — таковыми являются 
функции Х±=екх и Х;:=е~кх:
Х' = кекх и Х[ = к2екх = к2Х:;
х; = —ке~кх, х;=(—л)’- е~кх == /гх2

■к2, X' = —ІАХ, ((’>.8.6а)

В противоположность предшествующим 
двум случаям здесь уже возникают ин
тересные решения уравнения (1).

Ясно, что (6а) и (66) суть уравнения 
(2.1) гармонических колебаний для 
функций Х = Х (х) и Т—Т (0) (от (2.1) 
они отличаются только обозначениями!). 
Из (6а) вытекает, что
X = A cos кх -ф- В sin кх (10.8.7)
(ср. § 2). А так как в силу первого из 
граничных условий (2а) X (0)=0, то 
коэффициент А в правой части (7) равен 
нулю: Х = В sin kt. Подставив теперь 
это значение X во второе граничное 
условие X (0=0, найдем, что должно 
иметь место равенство В sin Ш)=0, 
что при В == 0 (а случай Л-= /Т=0, ко
нечно же, совершенно неинтересен!) 
возможно, лишь если

kl — nn, к = — п, п — целое число.
(10.8.8)

Таким образом, окончательно решение
(7) уравнения (6а) принимает вид

(ср. § 13.10). Произвольная комбинация
X = аХу + ЬХ; = аекх -ф- Ье~кх
двух найденных решений также яв
ляется (общим!) решением уравнения 
(5), позволяющим удовлетворить любым 
начальным условиям: х0—Х (0)=Л, 
Х'0=Х' (0)=5 (почему?). Однако и 
здесь желание удовлетворить условиям 
(2а) приводит к равенствам
Х(0) = а + Ъ = 0,
X(l) = aeki --be-* 1 = 0,

т. е. Ь = — а и а (ек‘ — е~к‘) = 0,
удовлетворяющимся лишь при а=Ь--0. 
Таким образом, также и предположение

X = В sin х), (10.8.!))

где В произвольно, ап — какое угодно 
целое число.

Аналогично второе уравнение гармо
нических колебаний (66) (где теперь 
надо требовать выполнения условий (8)1) 
допускает решение
Т -z. С cos (с/:ї) -ф- D siu (c/T) =
---- C cos ij -f- Osin 'T ,'). (10.8.19)

Л поскольку

r = f +
..h A-nC(^s —^),
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то (предположенное выполняющимся) 
второе из начальных условий (26) 
— I = 0Г т. е. 7,'((0=-=0, влечет за собоіі 
равенство 0 = 0. Таким образом,

и, значит,

(10.8.11)
где Ъ„=ВС — произвольное число, а 
(выбранное заранее) п — какое-то на
туральное число 2.

2 Рапсе мы считали число п целым, а не 
только натуральным (целым положительным). 
Олнако ясно, что замена знака п в (11) приво
дит лишь к изменению знака Ь„ и не даст нам 
новых решений (1), а значение п=0 отвечает 
(неинтересному) нулевому решению І/20 
уравнения.

Итак, мы нашли целое семейство (И) 
решений уравнения (1): ведь натураль
ное число п в (11) может быть каким 
угодно. Все эти решения имеют харак
тер гармонических колебаний: каждая 
фиксированная точка струны, которой 
отвечает закрепленное значение х—х0, 
колеблется по простому закону
У Ю = -п cos (°V) (10.8.12) 
с произвольной амплитудой dn = йн(ж0) = 
= bn sin — — т0), но со строго фиксиро

ванной частото!! <и„= (-г)™' Это значе
ние а>я частоты зависит не только от фи
зических характеристик струны (длины I, 
силы натяжения R и линейной плот-

Л ,\ности о, отношения — — сП, но также 
и от (произвольно фиксированного) нату
рального числа н: различные допусти
мые частоты

ел
00=,

о»3 = Зю, . . . (10.8.13)
образуют арифметическую прогрес
сию — все они кратны минимальной 
частоте і». При этом закон (11) колеба
ния струны утверждает, что все ее 
участки колеблются «в унисон»: ча
стоты — для всех х одинаковы, а раз
личаются колебания отдельных участ
ков струны лишь (плавно меняющимися,

‘ ..л 

можно сказать, согласованными) ампли
тудами dn = dn (ж) = bn sin — т.

Итак, мы нашли решение (11) (точ
нее, много решений (11)) уравнения (1), 
удовлетворяющее как граничным усло
виям (2а), так и второму из начальных 
условий (26). Ну, а как обстоят дела 
с первым начальным условием? Ясно, 
что этому условию нам, вообще говоря, 
удовлетворить не удастся: хотя мы и 
располагаем еще постоянной Ъп, кото
рую можем выбрать как угодно, все

У
4

Рис. 10.8,2
равно очевидно, что начальная форма 
струны
У{х, 0) :;) 

никак не является произвольной— она 
имеет синусоидальный характер (с та
ким полупериодом, что I является его 
целым кратным; см. рис. 2, где п=3).

Как же нам поступить, если исход
ная функция у {х, 0):=f (х), задающая 
первоначальную форму струны, не сво
дится к синусоиде? Гениальная идея 
Д. Бернулли (которую в XIX в. 
Ж. Б. Фурье развил в общий мощный 
метод решения разнообразных задач ма
тематической физики; см. § 9) состояла 
в сведении произвольного (ка
залось бы, достаточно сложно завися
щего и от х, и от і) колебания струны 
к системе отдельных гармонических ко
лебаний («маятников») (11). А именно, 
он предложил использовать принцип 
суперпозиции, т. е. тот факт, что лю
бая сумма решений уравнения (1) также 
удовлетворяет этому уравнению.

Образуем теперь сумму 

у = ^sin^eos^-h 

+ b1 sin (-") cos ("L) + • • • (10.8.14)

частных решений (И) уравнения (1). 
Ясно, что эта сумма также удовлетво
ряет уравнению (1), обоим граничным 
условиям (2а) и второму из начальных 
условий (26), поскольку этому уравне- 
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нию и условиям удовлетворяет каждое 
слагаемое суммы.

Подставляя в (14) значение t=0 и 
учитывая первое начальное условие 
(26), получаем 
у(х, 0) = /£) = & sin(^)+ 

+ b2 sin „ 4- b3 sin „ 4- ...
(10.8.15)

— и наша задача сводится к тому, чтобы 
определить из (15) коэффициенты , , Ь2, 
Ь3, ... представления (14) решения 
уравнения (1). Достижение этой цели 
вполне можно расценить как выдаю
щийся успех — это означало бы, что

«непрерывное» колебание у=у (х, і) 
струны нам удалось сконструировать 
из дискретного (разъединенного) набора 
(11) отдельных «маятников» (гармониче
ских колебаний), а общее уравнение (1) 
с помощью своеобразного «метода раз
деления переменных» (аргументов) х и t 
удалось свести к обыкновенным (не со
держащим частных производных) и про
стым (решающимся в элементарных 
функциях) уравнениям (6а) и (66). (Ра
зумеется, представление (14) решения 
уравнения (1) может быть полезно 
только в том случае, если оно позво
ляет, ограничившись суммой некото
рого (желательно — небольшого) числа 
первых членов стоящей в правой части 
(14) суммы, получить достаточно полное 
представление об искомой функции 
у=у (х, І).)

Бернулли много занимался теорией 
колебаний и был хорошо знаком с про
цессом разложения произвольного коле
бания на отдельные гармоники (т. е. на 
простые гармонические колебания): 
/ (0 — 2 ск cos (“4 + ?*).  Исходя из 

к
своего опыта, он полагал, что вся
кую функцию / (ж) можно представить 
в виде суммы гармоник (15), т. е. что 
формула (14) дает общее решение урав
нения колебания струны (1) (коэффи
циенты 6г, 62, Ьз, . . . разложения (14) 
определяются из условия (15)). Это 

заключение вызвало ожесточенную кри
тику знаменитого Л. Эйлера (см. с. 182). 
Эйлер исходил из того, что в случае 
простейшей начальной функции / (х), 
изображенной на рис. 3, когда мы 
просто отводим струну в ее середине 
х = , на фиксированную (небольшую) 
высоту h, а затем отпускаем струну, 
функция f (х) на разных участках своего 
определения задается разными уравне
ниями:

в то время как формула (15) задает 
единое выражение для / (х) на всем 
протяжении 0 , х I. Эйлера под
держал и Д’Аламбер, который также 
считал невозможным представление лю
бой функции в виде (15) (якобы опро
вергающий Бернулли пример (16) впер
вые был указан именно Д’Аламбером). 
Однако Бернулли не сдавался: исходя 
из опыта механических явлений, он 
твердо стоял на возможности представ
ления (15) для любой функции у (х, 0),— 
и этот спор сыграл оч.ень большую роль 
как в прояснении точного смысла са
мого понятия «функция», так и в тео
рии представлений функций так назы
ваемыми тригонометрическими рядами, 
т. е. суммами (15) гармоник (графиков 
гармонических колебаний; см. § 9).

Упражнении
10.8.1. Пусть /=-, с — 1 п / (x) = sin3 х. 

Найдите решение (14) уравнения (1), удовлет
воряющее условиям (2а) и (26).

10.8.2. Как видоизменяется решение
Д. Бернулли уравнения (1) в том случае, 
когда начальные условия решения уравнения 

(1) имеют вид: у (г, 0)=f(x), Рг/ (-г, |
|/«о

==g(x) (мы придали струне начальное поло
жение у (х, 0) ~ f (х) и начальные скорости 

Ру (х. О I 
м ]що

V (х, 0) g (х) и за гем отпу

стили ее)?
10.8.3 (решение Д’Аламбера уравнения (1)). 

Докажите, что любая функция у (х, і)— 
= ср {х-рС^Ч-ф (х—ct), где ф и ф — произ
вольные функции одной переменной, удовлет
воряет уравнению (1). Как надо подобрать ? 
и ф для того, чтобы решение у (ж, t) удовлетво
ряло граничным условиям (2а) и начальным 
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условиям (26)? Граничным условиям (2а) 
и начальным условиям: у (х, 0)=/ (ж), v (х, 0) — 
= А' (*)  (ср. упр. 2)?

§ 9. Гармонический анализ функций. 
Ряды Фурье

Пусть мы имеем произвольную функ
цию y—f (х), заданную на каком-то 
конечном интервале; нам будет удобно 
считать, что этот интервал определяется 
неравенством — л < х 1 я (см., впро
чем, с. 337 и упр. 2). Задача состоит 
в том, чтобы найти коэффициенты раз
ложения функции / (х) в тригоно
метрический р я д, т. е. пред
ставление ее в виде суммы гармоник 1, 
cos х, sin х, cos 2х, sin 2х, cos Зх, 
sin Зх, ... и т. д., взятых с какими-то 
численными коэффициентами. Для этого 
напишем

f (ж) —Z 4“- -ф- f cos х — b± sin X -ф-

Д- а2 cos 2х -— b2 sin 2х -— as cos w Зх -ф-
Н Н sin >Х. -ф- . . ., (10.9.1)

«0 тгде числа — f а19 bv а2, Ь2, ■ . . мы пока

считаем неизвестными! (не зависящее
от х слагаемое суммы (1) нам будет

<70 удобно написать как , а не как •
Отметим теперь свойство ортого-

нальности тригонометрических 
функций:

~ те
j cos тх cos nxdx — j sni mx sin nxdx = °

— те —еТС
при любых натуральных т и п, 
где п11уУ--п;

\ cos шх sin nxdx — О

при .любых (натуральных) т и п;
(10.9.2)

Те ТС
( cos'2 mxdx — j sin2mxdx = к

при всех (натуральных) т.

Эти формулы вытекают из того, что,
как известно,
cos тх cos пх — Д [cos (т — п) х -ф- 
-1- cos (т -ф- п) х], 

sin тх sin пх — */ а [cos (т — п)х —
— cos (т— -[- п) ж], (10.9.3)

cos тх sin пх — 1/2 [sin (т-}п)х —
— sin (т — п) х];

частными случаями первых двух соот
ношений (3), отвечающими равенству 
т—п, являются известные зависимости
cos2 тх — 1/2 (1 W~ cos 2тх),
sin2 тх = У (1 — cos 2тх) (10.9.3а)

(ибо cos 0—1). Далее, чтобы убедиться 
в справедливости (2), остается только 
проинтегрировать в пределах от —к 
до л правые части всех формул (3) и 
(За), воспользовавшись изложенными 
в гл. 5 правилами.

Пусть теперь мы имеем представле
ние (1) функции y—f (х). При этом 
функция / (х) нам задана; требуется 
определить коэффициенты а0, аг, Ьъ аг, 
Ь2, а3, Ъя, . . . тригонометрического ряда. 
Для того чтобы найти коэффициент ат 
ряда, умножим левую и правую части 
равенства (1) на cos тх и проинтегри
руем обе части в пределах от —тс до к. 
Слева мы тогда получим величину

те
j f (х) cos mxdx; справа же в силу (2) 

—к
у нас выпадут все слагаемые, кроме 
слагаемого

т
( ат cos2 mxdx =

— К
It

— ат\ cos2 mxdx = ат", (10.9.4)

поскольку остальные члены стоящей 
в правой части (1) суммы после 
интегрирования обратятся в

те
j ап cos пх cos тх dx =

— 7е тс
— аи Jcos пх cos mxdx — 0,

те UO.9.5)
j bn sni пх cos тх dx —

—те те
— t>„ j srn пх cos тх dx = 0

—тс
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^при п = 0 первая из формул (5) обра-

1С

щается в равенство Д -у- cos тх dx =
— к

= -у- j cos тх dx — 0 j. Окончательно

мы приходим к соотношению
те
/ (ж) cos тх dx = а^к,

— те те
1 Гили ат = — j f (х) cos тх dx;

—те

т=1, 2, 3, ... (10.9.6)
Совершенно аналогично, умножая обе 
части (1) на sin тх и интегрируя затем 
в пределах от —тс до тс, получаем

те
/ (х) sin тх dx = Ьтт,

—те 
те

или Ът = — ( f (х) sin тх dx;
—тс

т=1, 2, 3, ... (10.9.6а)
Наконец, просто интегрируя обе части (1) 
в пределах от —тс до тс и воспользо
вавшись тем, что

—X

я я
j cos nxdx= j sin nxdx = 0 

—Т
я
^dx = 2tc,

—« 

и

получаем

j f (x)dx = j ~dx = ~ ■ 2tc>
—It —я

те
1 Сили a° = v \f?)dx

—те

(10.9.7)

— частный случай формулы (6), отве
чающий значению m

Формулы для коэффициентов тригоно
метрического ряда упрощаются в том 
случае, когда рассматриваемая функция 

является четной или нечетной. Если 
функция / (х) — четная, т. е. f (—х) = 
= /(ж), то

те о

j f (х) sin тх dx = j f (x) sin mx dx -f-

-j- j f (x) sm mx dx =
о

о
— j f (—x) si * *n (—mx) d (—x) 

—те

1 Именно для того, чтооы принта к формууе
(7), являющейся частным случаем (6), мы пи-

„ ... аосаля в правой части (1) -у, а не

те о
-f- j f (ж) sro mx dx = 

О
те 

4- j / (ж) sm mx dx = 0
о 

j f (x) sm mx dx-j- 
и;

ибо / (—x) c f (ж) и sin (—mx) = —sin X, 
d(—x)=z—dx. Поэтому в нашем случае

/ (ж) = -у -J- at cos x-j-a., cos 2х 

—— — —^ cos Зж — 
где

те
«о = V У ( х(dx

—те

(10.9.8}

I- j f (ж) dx; 
о

(10.9.9)

Точно так же, если ф\ акция f (ж) — 
нечетная, т. е. /(—ж) = —/(ж), то

те
ат — 0 и дт = 4 j f(x)sinmxdx (10.9.10)

о
(докажите это сами !), т. е.
/ (ж) = Ьг sin ж П Ъ2 sin 2ж ф-
-ф- Ъ3 sin Зж -ф ■ ■ ■ (10.9.11)
Таким образом, четные функции раскла
дываются в ряд (1) по одним лишь коси
нусам, а нечетные — только по синусам.
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Пример 1. Пусть
( т-ф-ж при •—л^х^О, 
(тс — х при 0 A х тс

(рис. 1, а; ср. с рис. 8.3). Эта функция 
четная, поэтому она раскладывается 
в ряд по одним только косинусам. При этом

К тс
2 Г 2 гaQ = — | / (х) dx = — I (тс — х) dx =

о о

ат

2
тс

2
тс ТС

2 
тс тс j cos тх <

о
к

-I---- \ sin тх dx1 т J
о

X— sin тх т
р 1----- =- cos тх0 т‘

0 при т четном,
4

—2 при т нечетном. т.т-

Окончательно мы получаем 

f(x) = -4- — cos х -4--х- cos Зх -(-' ' z 1 л 1 Ул ■

cos (10.9.12)

На рис. 1, а последовательно изобра
жены функции <р(.х) — V (мелкий пунк

тир); (х) = у -~~у cos х (пунктир); 
у, (х) = У J- у- cos х -ф- cos Зх (тонкая 
сплошная линия).

Пример 2. Пусть
при
при

0 <ф х тс,
■—тс х <ф 0

g (*) = |

(рис. 1, б). Эта функция нечетная, 
поэтому она разлагается в ряд по одним 
синусам. При этом

Ьт = — ( sin тх dx=—(—cos тх) т тс J тя ' ' | о
0

—— ігри т нечетном,— т г
0 при т четном,

так что 
, . 4 / . . sin Зх , sin 5х . \= — (sinx----- g----- 1---- 5-----Н •• J-

(10.9.13)
На рис. 1, б последовательно изобра-

4 „жены функции фх (ж) = — sin х (мелкий

Рис. 10.9.1

пунктир); ф2 (ж) = — (sin х 4--—)Зд )

(пунктир); фз (х) = A (sin х + S1-‘3" + 
, sin 5r\ S ,4--- j——і (тонкая сплошная линия).

До сих пор мы говорили лишь о функ
циях, заданных на интервале —лс^я^т-с. 
Но почти ничем практически не отли
чается и случай функции f(x), заданной 
на произвольном интервале ■—І х І: 
ведь ясно, что область задания подобной 
функции мы всегда можем «подобно 
раздуть», сведя ее к интервалу от —тс 
до тс (ср. с § 1.7).

Введем новую переменную х^^^х, 

или х = SSS жх5 тогда / (я) можно будет 

также записать как / (Уя^ = /Дх^ где 

функция /х ' аргумента хх = (у) х уже 
определена при —тс A хх A тс. При этом 
разложение (1), в котором только аргу



 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

338 Гл. 10. Колебания

мент х и функция f заменены на ж и 
/1, порождает следующее разложение 
исходной функции y = f (xY.
У = -у- 4 «а cos (у х) + b± sin (у х) + 

4- а2 cos (-j-x'j 4 2 sin (jy ж 

-4 аз cos sin (-г- ж)
(10.9.14)

причем здесь

а = Г J cos (^T~)dx’
-I

bk = ~ j / (x) sin (10.9.15)
- і

(cm. ynp. 1).
Укажем еще, что функцию y—f (х), 

заданную, скажем, в интервале 0 4

Рис. Ю.9.2

где
I

bk = 4) * * 7 sin (-ту) dx\

4 х 4 I, всегда можно продолжить на
отрицательные значения х «по четности», 
положив / (—x)=f (х), что приводит 
к следующему представлению f (х): 

f (®) = У -1 - "i cos (у У 4 а2 cos (у ж) 4 

4«з COS у'4у4- . . . (19.9.16)

где, очевидг ь
7

і F(4os

/с = 0, 1, 2. ... (10.;ь17)
(почему? см. упр. 1). Можно также за
дать значения / (.г) при отрицатель
ных х так, чтобы функция стала нечет
ной, т. е. положить / (—х) = — /(ж); 
это приводит к разложению f (х) по си
нусам:
f (ж) = t>L sin У X ) 4 b2 S ш (у - Ж ) 4

4- 4 sin (у ж) 4’ • ■> (10.9.18)

о
* = 12,3, ... (10.9.19)
В задаче о колебании струны мы встре
тились именно с последним выражением 
для функции у (ж, 0)=/ (ж).

Заметим еще, что правую часть ра
венства (1) можно, разумеется, пони
мать как функцию, определенную не 
только в интервале —л у ж 4 Щ но 
на всей числовой оси. Ведь все 
стоящие в правой части (1) тригономе
трические функции cos х, sin х, cos 2х, 
sin 2ж, cos Зж, sin Зж, . . . являются пе
риодическими с наименьшим общим пе
риодом 2л: если ср (ж) — какая угодно из 
рассматриваемых функций, то ср (ж 4 
42-сл) = ср (ж) при любом целом К. По
этому и сумма стоящего в правой части 
(1) ряда (мы будем записывать эту 
сумму по-прежнему как / (ж)) является 
периодической с периодом 2л:
/ (ж422л) 4 (ж) при всех целых К,

ибо все слагаемые правой части (1) при 
замене ж на ж-422л сохраняют свое 
значение. Аналогично этому правая 
часть более общей формулы (14) задает 
периодическую функцию с периодом 2Z. 
Соответственно этому про формулы (1) 
и (14) иногда говорят, что они достав
ляют разложение в тригонометрический 
ряд периодических функций 
с периодом 2л (соответственно 21). Так, 
на рис. 2 изображены («полные») функ
ции f (ж) и g (ж), определяемые разло
жениями (12) и (13).

Ясно, что все фигурирующие в этом 
параграфе представления (1), (8), (11), 
(14), (1G), (18) функций в виде беско
нечных сумм тригонометрических функ
ций (в виде тригонометриче
ских рядов, как мы неоднократно 
говорили выше) представляют ценность 
и интерес лишь в том случае, когда 
соответствующие ряды сходятся, 
если употреблять здесь терминологию 
§ 6.3, т. е. когда сумма конечного (же
лательно даже — небольшого) числа 
первых членов, скажем, ряда (1)

= s, 4) = 4- ai C0S ж 4- б, ••• и ж 4

4 а2 cos Хх 4 4 sin 2х 4 • • •
... 4 ancos пх 4 4sin пх (10.9.20) 
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дает достаточно хорошее представление 
о правой части (1), а при п ->со сумма sn 
стремится к / (х), так что при
ближенное равенство
f(x))&S„(x) (10.9.21)

является тем более точным, чем больше 
п. Но в историческом споре Д. Бер
нулли со знаменитым Л. Эйлером и 
Ж. Л. Д’Аламбером прав был именно 
Бернулли: оказалось, что практически 
любую 2 (периодическую или заданную 
на конечном интервале) функцию можно 
разложить в тригонометрический ряд! 
Это утверждение означает, что, скажем, 
каждая заданная на интервале —77 
-"С х +/ т функция / (х) (или, что то же 
самое, каждая периодическая функция 
/ (х) с периодом 2л) может быть пред
ставлена в виде (1), т. е. для нее имеет 
место приближенное равенство (21), где 
правая часть (21) имеет вид (20). При 
этом в точках, где функция f (х) непре
рывна, сумма s„ (а) будет близка к / (х) 
(причем, разумеется, темі ближе к / (х), 
чем больше и), а в точках разрыва / (х), 
где эта функция совершает скачок, так 
что ее значение слева / (х — 0) отлично 
от значения справа f (х+0), сумма 
St. (х) с ростом п приближается перед
нему арифметическому 
Ч2 \f (х — 0)+/ (х-ф0)1 этих значений ®. 
При этом скорость сходимости сумм 
stl (х) к функции / (х) существенно зави
сит от характера функции: она является 
наибольшей в случае гладких функций; 
наличие разрывов у производной функ
ции (см. выше пример 1) эту скорость 
существенно снижает, а наличие разры
вов у самой функции (как в случае при
мера 2) снижает ее еще значительнее, 
что вынуждает в этом случае для пред
ставления функции с заданной точ
ностью использовать больше членов 
тригонометрического ряда.

Поясним, не претендуя при этом ни на 
какую строгость, причины, обусловливаю-

2 /(ля того чтобы представление функции 
/ (х) в виде тригонометрического ряда было 
невозможно, надо, чтобы f (л) имела на ин
тервале, на котором она задана (или на протя
жении одпого своего периода), бесконечно 
много разрывов («скачков») или бесконечно 
много максимумов и минимумов!

3 Так, для рассмотренной в примере 2 
функции надо считать, что g (0—0)=—1, 
g (0+0) = 1; суммы sn (я) при х=0 сходятся

1 п
здесь к значению ту [( — 1 — 1] = 0. 

щие влияние «степени гладкости» функции 
/ (х) на скорость сходимости представляющего 
ее тригонометрического ряда. Ясно, что, для 
того чтобы, скажем, в представлении (1) 
можно было отбросить все члены стоящей 
в правой части (1) бесконечной суммы, кроме 
известного числа начальных ее членов, надо, 
чтобы отброшенные члены быстро убывали, 
чтобы влияние даже бесконечного их числа 
оказалось сравнительно небольшим. А так 
как сами по себе тригонометрические функции 
ограничены (ни одна из них не превосходит 
по абсолютной величине единицу!), то надо, 
чтобы при движении вдоль ряда быстро убы
вали задаваемые формулами (6) и (6а) коэф
фициенты ряда. Но для гладких функций убы
вание отих коэффициентов убедительно сле
дует из колебательного (знакопеременного!) 
характера стоящих под интегралом в форму
лах для а,„ и Ът функций cos тх и sin тх.

В самом деле, при большом т период, 
скажем, функции sin (тх) оказывается до
статочно малым, так что (гладкая!) функция 
/ (ж) на протяжении этого периода почти не 
успевает измениться. А отсюда следует, что 
отвечающая одному периоду функции sin тх 
часть выражающего коэффициент Ът инте
грала j / (х) sin mxdx будет весьма близка 

к нулю, поскольку / (ж) здесь можно считать 
постоянной и значения рассматриваемого ин
теграла, отвечающие двум полупериодам 
функции sin тх, на которых она имеет раз
ные знаки, почти полностью сократятся.

Более точный расчет показывает, что также 
и сумма всех тех частей стоящих в правых 
частях (6) п (6а) интегралов, которые отве
чают отдельным волнам косинусоиды у= 
= cos тх и синусоиды y=sin тх, при больших 
т оказывается весьма малой, что и обеспе
чивает малость коэффициентов ряда (1), — а тем 
самым и сходимость этого ряда. При этом 
в случае пегладкости функции / (х), когда 
в какой-то точке она резко меняет свое направ
ление (см. рис. 2, а), убывание коэффициен
тов ряда оказывается не столь быстрым, 
как в тех случаях, когда функция всюду 
является гладкой; еще хуже обстоит дело, 
если сама функция претерпевает разрыв 
(ср. рис. 2, б), в сколь угодно малой окре
стности которого / (х) никак нельзя считать 
постоянной величиной! И в самом деле, мы 
видим, что коэффициенты Ьт отвечающего 
разрывной функции g (ж) ряда (13) с ростом т 

1
убывают (всего лишь) как в то время как 
в случае непрерывной функции / (х) примера 1 
коэффициенты ат ряда (12) убывают, грубо 

22*



 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

340 Гл. 10. Колебания

1
говоря, как -,, , а для гладкой р икции убы
вание коэффициентов отвечающего ей триго
нометрического ряда оказывается еще более 
быстрым.

Вернемся теперь к знаменитой дис
куссии между Д'Аламбером, Эйлером 
и Д. Бернулли по вопросу о характере 
колебания за крепленной в двух концах 
струны. Частные решения Ф.11) рас
сматриваемой задачи были получены 
еще в 1713—1715 гг. упоминавшимся 
уже в этой книге Тейлором, .который, 
впрочем, неосновательно полагал, что 
никакие другие решения здесь невоз
можны. Достижение Д. Бернулли со
стояло в том, что он считал возможным 
смешение (или, как говорят сегодня, 
наложение) отдельных колебаний 
(8.11), — полагал, что струна может 
звучать, издавая одновременно тоны 
различной частоты. Нри этом условной 
тон струны задается главной (или пер
вой) ее частотой со; дополнительные же 
частоты 2 со, Зю и т. д. (см. (8.13)) от
вечают так называемым обертонам*  
Именно богатство физического содержа
ния решения задач о колебании струны, 
даваемого представлением (8.1 Д функ
ции у {х, 1), а также полное совпадение 
получаемых таким путем результатов 
с физическими экспериментами застав
ляло Бернулли так настойчиво дер
жаться за это решение и отвергать кри
тику глубоко им уважаемых Эйлера 
(являвшегося его другом) и Д’Алам
бера.

4 Соотношения между основным тоном и 
обертонам1 і звуча щей струны, сводящиеся 
к простим отношениям длин периодов отве
чающих им синусоидальных волн, и связь 
этих целочнел.чшых отношений о благозву
чном издаваемых струпами звуков д ,х колеба
ний рассматривались еще древпщ реческіїми 
учеными в и фа иерейской отколы (V ж до и. э.). 
Полученные здесь пифагорейцами у.ыультаты 
сыграли зчосі- важную роль в с.;-; давшемся 
у них убежден:; и в простоте и по. гди.асмости 
мира, причем ключом к иозпнше- і рнроды 
пифагорейцы считали математик,;.

Дальнейшее усовершенствование ме
тодики Бернулли связано в первую 
очередь с исследованиями Ж. Б. Фурье. 
Фурье впервые изложил в связном 
виде общую теорию разложения функ
ций в тригонометрические ряды, основан
ную на полученных выше простых фор
мулах для определения коэффициентов 
ряда; он дал также множество приме

ров разложения конкретных функций. 
Но еще важнее были глубокие приме
нения подобных разложений к конкрет
ным задачам математической физики, 
например к задаче о распространении 
тепла. Эти приложения базировались 
на той же идее, что и у Бернулли: 
начальные условия соответствующей за
дачи, задающиеся произвольной функ
цией f (х), Фурье первоначально считал 
«синусоидальными», т. е. ограничивался 
функциями типа sin тх или cos тх. 
Для этих простых начальных условий 
задачу решить оказывалось сравни
тельно несложно, а общее решение по
лучалось отсюда с помощью принципа 
суперпозиции и возможности разложе
ния произвольной функции / (х) в три
гонометрический ряд. И не случайно, 
несмотря на то, что отдельные примеры 
разложений функций в тригонометри
ческие ряды до Фурье рассматривались 
многими учеными (скажем, Л. Эйле
ром, Д. Бернулли, К. Ф. Гауссом 
и др.), все такие ряды сегодня принято 
называть рядами Фурье.

Процедура разложения функции / (х) 
в ряд Фурье (или в тригонометрический 
ряд) носит название спектрального ана
лиза функции. Так, спектральное разло
жение (12) фигурирующей в примере 1 
функции /(г;) показывает, что эта функция 

.. лсостоит из постоянной -, и гармоник, при
чем эти гармоники cosx, cosB.T, cos 5ж, .. .

4 4 4оерутся с коэффициентами — , ,..,
а функция g(x) примера 2 раскладыва-

4 . 4.„етеяв сумму гармоник — sin х, , sin Зж,

... (см. (13)).
Спектральное разложение (периодических) 

функций играет очень большую роль в самой 
математике*  и ее*  приложениях (в частности, 
в изучении вечного рода колебательных про
цессов!; оно зачастую производится автома
тически, и,:и помощи специальных механиз
мов — {гармо uuuecKup анализаторов. Само 
выражение «спектральное разложение» (пли 
«сшект рольный ышлизД функций связано 
с тем, что собственно такой характер имеет 
разложение света .: совокупность воли (гар- 
мошчыш.х колебаний) разной длины волны 
(пли разного периода), причем для световых 
волн каждой длине волны (или периоду) 
отвечает юю)й ц;жч- В общеем случае спек- 
орталыяв*  разже : дне произвольной (непе
риодической!) .Дикции содержит «гармо-



 
 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

§ 9. Гармонический анализ функций. Ряды Фурье 341

ники» 7 (с-;) cos («)), отвечающие
в сев оз мо ж л ы м частотам ш, так 
что сутями Фурье приходится заменять 
интегралахч Фуръе, распространепны.ми по 
широкому «спектру» частот <•> (случай «не
прерывного спектра» функции). Мы, однако, 
не коснемся здесь этой более сложной по
становки ’вопроса ".

Упражнение
10.9.1. Докка-жтт форрямлы W И0) W И), W (1). 

(19).

10.9.2. Разложите в тригонометрический 
ряд функцию y=f(x), заданную в каком 
угодно интервале афх^Ь- [Указание.

b — а а -ф. b
Подстановка х = w жі + —2— переводит 
функцию / (х) в функцию заданную
на интервале —т. W х < -к.)

10.9.3. Разложите в тригонометрические 
ряды функции: а) у — х2, —и < х < л;

при — t W х < 0,
при 0 < х W t;
х при 0 у і < it,

при —п х < 0.

б) у = Г1Ж
(с2.т

(sin
в^ = І0

6 По атому «всюду см., например, книгу [15].



 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

Глава 1!

ТЕПЛОВОЕ ДВИЖЕНИЕ МОЛЕКУЛ.
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТНОСТИ ВОЗДУХА

В АТМОСФЕРЕ

§ 1. Условие равновесия в атмосфере

Рассмотрим вопрос о законе распреде
ления плотности воздуха в атмосфере 
по высоте. Хорошо известно, что на 
большой высоте воздух менее плотен,
давление воздуха меньше, чем на уровне 
моря. Причина зависимости давления 
от высоты очевидна. Выделим мысленно
цилиндрический объем высоты Д/г; если
площадь его основания равна S, то

объем будет равен S Д/г. 
Воздух, находящийся в этом
объеме (средняя плот
ность <, масса ш=р5>Д/г), 
притягивается к Земле, 
т. е. испытывает силу тя-

Рис. 11.1.1

готения, направленную 
вниз и равную mg=-Sgljh. 
Однако этот воздух не 
опускается вниё, а нахо
дится в покое, ибо на него 
снизу (на высоте h от по
верхности Земли) дейст
вует давление р (h), боль
шее, чем давление р (h-\- Д/г)

сверху, на высоте /г-ф-Д/г (рис. 1). Сила
давления на нижнее основание ци
линдра равна Sp (h); она уравновеши
вает сумму силы давления на верхнее 
основание и силы тяжести:
Sp(h) = Sp(h-\-Mi)-\^?Sgkh. 111.11))

Формулу (1) можно переписать так:
_р(Л) — р (/гДД/) = pg'A/г. (ИЛ.))

Будем считать, что Д/г весьма мало. 
Тогда вместо средней плотности р можно 
просто говорить о плотности р, так 
как высоты h и /г- + Д/г весьма близки и 
средняя плотность р весьма мало от
личается от плотности р (/г) на высоте /г. 
Поэтому, считая, что в левой части (2) 
стоит величина —dp, и заменяя Д/г на 
dh, получим
dp __
dh

—gP- (ИЛ.3)

Тем самым мы получили диффе
ренциальное уравнение 
для зависимости р = р (/г) давления от 
высоты, в которое вошла также и плот
ность воздуха р.

Мы будем предполагать, что тем
пература атмосферы одинакова на всех 
высотах. На самом деле температура 
воздуха зависит от притока тепла от 
солнца и отвода тепла в основном за 
счет излучения его в мировое простран
ство воздухом или, точнее, содержащи
мися в воздухе водяными парами и 
углекислотой. Небольшая. часть лучей 
солнечного спектра поглощается верх
ними, очень разреженными слоями воз
духа. Большая часть энергии солнеч
ного света доходит до поверхности 
Земли, поглощается почвой, а уже от 
почвы нагревается воздух. Поэтому 
в действительности в атмосфере полу
чается довольно сложное распределение 
температуры: на уровне земли темпера
тура, как мы хорошо знаем, колеблется 
примерно от —40 до 40° С в зависи
мости от географического положения и 
времени года; на высоте около 15 км 
температура минимальна (около
—80° С) и примерно одинакова зимой 
и летом на всем земном шаре; на боль
ших высотах температура возрастает, 
достигая 60—75° С на высоте 50— 
60 км.

Измерения, проделанные в последнее 
время при помощи искусственных спут
ников Земли, показывают, что на вы
соте 300—1000 км плотность воздуха 
хотя и мала, но все же значительно
больше, чем предполагалось раньше. Как 
мы увидим ниже, сравнительно боль
шая плотность воздуха указывает на 
то, что в этих слоях температура воз
духа весьма высока. К тому же значи
тельная часть молекул кислорода и 
азота распадается на этой высоте на 
атомы, ионы и электроны.

Если бы не было притока и отвода 
тепла, т. е. если рассматривать тепло-



 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

§ 2. Связь между плотностью и давлением 343

изолированный столб воздуха, то с те
чением времени температура во всем 

-столбе должна была бы выровняться. 
Ниже мы будем рассматривать именно 
такой идеализированный случай пол
ного равновесия, теплового и механи
ческого. Тепловое равновесие заклю
чается в том, что температура везде 
одинакова, следовательно, нет потоков 
тепла (если бы в различных точках 
воздушного столба температур);! была 
различна, то от более нагретых точек 
тепло текло бы к менее нагретым, т. н. 
возникли бы потоки тепла). Механи
ческое равновесие заключается в том, 
что равнодействующая всех сил на лю
бой объем воздуха, выделенный в атмо
сфере, равна нулю; при этом надо рас
сматривать силу тяжести воздуха в объ
еме и силу давления на всю поверх
ность, ограничивающую данный объем.

При том распределении давления, 
которое улгвяеивгриеи уравнению (3), 
атмосфера может находиться в состоя
нии покоя.

Так как мы рассматриваем высоты h, 
малые по сравнению с радиусом Земли, 
то ускорение свободного падения g 
можно считать постоянной величиной.

§ 2. Связь между плотностью и давле
нием

В уравнении (1.3) фигурируют две не
известные нам величины: давление р и 
плотность воздуха р; поэтому прежде 
всего надо установить связь между 
ними.

По закону Бойля — Мари
отта при постоянной температуре f 
произведение давления газа р на зани
маемый им объем V постоянно, для 
данной массы ти газа и при данной 
температуре- pV=a, где а — постоян
ная величина. Если плотность газа 
равна р, то m.o=Izp. Следовательно, 
ГТ Тїіц ЯV —- — , а так как тоо і V

р=Ьр, (11.2.1)

где Ь (- ~ . Таким образом, давление газа 
прямо пропорционально его плотиослш.

Коэффициент пропорциональности 
для воздуха комнатной температуры 
легко найти. Известно, что атмосферное 
давление на уровне моря ро приблизи
тельно равно 106 Н/м1 2 (=105 Па). Плот
ность воздуха р0 при давлении ро 

1 Эту величину легко найти эксперимен
тально при помощи взвешивания. Берут со
суд известного объема с краном и сначала 
взвешивают его с воздухом, а затем без возду- 
ха,-откачав его из сосуда вакуумным насосом.

2 Величина Ъ имеет размерность ква
драта скорости. В действительности 
эта величина тесно связана со скоростью мо
лекул и со скоростью звука: квадрат скорости 
звука примерно равен 1,4 6 (выводить это 
соотношение мы не будем).

3 Абсолютную температуру обозначают 
буквой К по имени английского ученого
Кельвина; например, 20° С=293 К читается: 
20 градусов Цельсия равны 293 градусам
Кельвина (принято не употреблять значок 
градуса, когда речь идет об абсолютной тем
пературе, оставляя только букву К).

равна 1 примерно 1,3 кг/м3 *. Подстав
ляя эти значения рп и р0 в (1), получим 
Ро=Ьро, откуда 2 
ян 103/1,3 « 7,7 ■ 10^2^.

Для дальнейшего нам нужно не 
только численное значение Ъ для воз
духа комнатной температуры, но и об
щее выражение постоянной Ъ для лю
бого газа и при любой температуре. 
Для этого воспользуемся законом 
Клапейрона:
pV = RT, (11.2.2)

где V — объем, занимаемый одним мо
лем (одной грамм-молекулой) газа; Т — 
абсолютная температура (отсчитывае
мая от абсолютного нуля, соответст
вующего —273° С 3); R — так назы
ваемая универсальная газовая постоян
ная. Известно, что при температуре 
0° С (=273 К) при атмосферном давле
нии, т. е. при р^Ю5 Па, один моль 
газа занимает объем, примерно рав
ный 22,4 л = 2,24 -10-2 м3 (закон 
А в о г а д р о). Отсюда 105-2,24-10"2 = 
=273 R, т. н.
R за 8,3 [(Н/у2)-м3/(угль-грал) = 
=Дж/(угяь ■ град) ].

Обозначим относительную молеку
лярную массу газа через М. Для водо
рода М=2, для гелия 47=4, для азота 
М=28, для воздуха среднее значение 
47=29,4. По определению, 1 моль газа 
объемом V содержит М г, или М-10"3 кг 
вещества. Значит, плотность р связана 
с V соотношением

о = 10 3-j—, или Iz=10s—.‘ Г ’ р
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Здесь плотность р выражена в кг/м3, 
V — в м3. Подставляя это выражение 
для V в (2), получим

О13 RTР-003^-. (И.2.3)

Сравнивая формулы (3) и (1), находим

Ь=10^Г- (11.2.4)

Наконец, выразим давление через 
число молекул п, содержащихся в еди
нице объема газа. Известно, что 1 моль 
любого вещества содержит около 6-1023 
молекул. Величина 6-1023 назы
вается числом Авогадро и обозначается 
А. Таким образом, масса одной моле
кулы (в кг)
т==Х • 10-3T^g4°T^. (ц.2.5)

Если 1 моль газа занимает объем V, то 
число молекул в единице объема п есть 
п — . Плотность газа' р = пт. Закон
Клапейрона (2) дает

RT ы 
р = п -д- = ПК! ,

где /с — так называемая постоянная 
Больцмана:

Л ,8,3
А — а ~ 6 • 1023 = 1,38 • 10-23 Дж 

град •

Величина R относится к условно 
выбранному количеству вещества — од
ному молю, поэтому в размерность R 
входит «моль». Величина к относится 
к одной молекуле, поэтому к имеет раз
мерность Дж/град. Величина кТ имеет 
размерность энергии (Дж). В § 4 будет 
показано, что в атмосфере величина кТ 
равна средней потенциальной энергии 
одной молекулы в поле тяжести при 
температуре Т. Средняя кинетическая 
энергия поступательного движения одной з
молекулы равна -^кТ.

§ 3. Распределение плотности

Из формулы (2.1) находим р = -у.
Подставляя это значение в дифферен
циальное уравнение (1.3) для давления, 
получим1

Решение этого уравнения имеет ВИД
-2 Л

р-=Се b , где С должно быть опре
делено из начального условия. Пусть 
р=Ра при Л=0; тогда

Р = Рое * ь. (11.3.1)
Разделив обе части (1) на Ь, получим

-у h
Р = Рое Ь , (11.3.2) 
где ро — плотность воздуха при h=0 
(т. е. на уровне моря). Из формулы (1) 
видно, что на «характерной высоте» 
тт ьы = — над уровнем моря давление воз- 

g
духа уменьшается в е раз. Используя 
величину Н, формулы (1) и (2) можно 
переписать так:
Р = Рое-А/Я, P = Poe-/"ff- (11.3.3)
Подсчитаем величину Н, пользуясь фор

.. и Ъмулои Н~ —:

#«((7,7 • 104)/10 = 7,7 х
X 103 [(сма/с2): (м/с2) = м]« 7,7 км
(это значение# отвечает средней темпера
туре около 20° С).

С увеличением высоты в арифмети
ческой прогрессии давление и плотность 
уменьшаются в геометрической прогрес
сии: если Л = 0, то> = р0, р = р0; если
h = H, то р = 0,368р0, р « 0,.368р0;

если h = 2#, то /( — Т«;оО,135р0, 

^0,135р0‘; если h='.\H, то р=-~ 
?«0,05)э0, р « 0,05р0 и т. д.

Получим теперь формулу, связываю
щую величину # с величиной кТ. Мы 
знаем, что # = —; пользуясь форму
лами (2.4) и (2.5), находим
„ RT RT „ кТН — 103 _ — ----- , или # = —.

Mg Amg mg

(11.3.4)
Зная зависимость плотности от вы

соты, можно выразить через р0 и # 
полную массу воздуха тЛ в столбе 
с площадью основания 1 м2. Действи
тельно,

оо о

rna= j р$г =
о о



 

 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

§ 4. Молекулярно-кинетическая теория распределения плотности 345

Введем новую переменную z — —; тогда 

dz -=-^-dh,

Тл = Рой р dz = —9оНе г I” = рН ■
О

При помощи соотношения тл = р0Я 
подсчитаем (для контроля) еще раз ве
личину Н. Так как атмосферное давле
ние равно «ИР Па ( = 105 н/м2), то 
масса воздуха в столбе с основанием 1 м2 
давит на землю с силой 105 ц, т. е. она

1(05примерно равна — та 104 кг. Таким обра
зом, тл = 1 О4 кг/м'2. Зная, что р0;-« 
Л113 кг/м3, получим отсюда

1D 104// = —^ Д-«7,7 ■ 103м=7Ді^мРо 1,3 ’ ’ 
в полном соответствии с прежним рас
четом.

Найдем, наконец, среднюю вы
соту h, на которой находится воз
дух, т. е. высоту центра тя
жести вертикального цилиндриче
ского столба воздуха. Чтобы не вводить 
лишних величин, рассматриваем столб 
воздуха с основанием 1 м2; однако 
ясно, что высота центра тяжести от 
площади основания цилиндра не зави
сит. Приходящаяся на слой менаду зна
чениями h и h-\-dh высоты масса воз
духа равна dm=pdh. Поэтому средняя 
высота равна

со

J hdm J ho (h) dh 
о

J p (h) dh
о

Вычислим интеграл, стоящий в чис
лителе. Пользуясь второй из формул (3) 
и делая затем замену — — z, т. е. dh — 
= IIdz, получаем .
ОО оо

j /гр (/г) dh — ) h^e-b'^dh = 
!) 0

со

= ро7?2 j ze~dz = ро#2
о 

(ибо в силу формулы интегрирования по

частям
со о

ee~zdz =——Ze'- |J°4“ J e~zdz = 
о о

= (—ze —— е г) |- = 1; ср. (7.5.19). Окон
чательно находим

h H (и-3-5)

Таким образом, та высота Н, на кото
рой плотность и давление воздуха убы
вают в е раз, одновременно является и 
средней высотой, на которой находится 
воздух.

Аналогичный результат получился 
раньше, при рассмотрении радиоактив
ного распада (§ 8.1): если вероятность 
распада равна <о, ~—и>п, п — пое~ш\

1 то за время т = — количество радиоак
тивного вещества убывает в е раз; при 
этом среднее время жизни t радиоак
тивного атома оказалось равным той же 

г 1в е личи не: t — т = ОО
Напомним, что простая зависимость 

(3) плотности и давления от высоты 
относится к случаю постоянной темпе
ратуры. В действительности распреде
ление плотности и давления несколько 
отличается от формулы (3) и зависит 
от времени года и т. п.

Уп ражнен ия
11.3.1. Найдите давление воздуха в шахте 

на глубине 1 км; 3 км; 10 км.
11.3.2. Найдите зависимость давления воз

духа от высоты при температуре воздуха 
-40° О; 40° О.

11.3.3. Пусть температура воздуха меня-
dT 

ется при изменении высоты по закону —- = 
= — аТ0, где То — температура воздуха на 
поверхности Земли, а — постоянный коэф
фициент. Найдите зависимость давления воз
духа от высоты.

11.3.4. Известно, что в условиях упр. 3 
величина a;50J03!7 -10-5 см-1. Определите, 
пользуясь результатом упр. 3, давление воз
духа в шахте на глубине 1 км; 3 км; 10 км, 
считая, что на поверхности Земли темпера
тура равна 0° О. Сравните результаты с ре
зультатами упр. 1.

§ 4. Молекулярно-кинетическая теория 
распределения плотности

В предыдущих параграфах было най
дено распределение плотности воздуха 
по высоте при действии силы тяжести 
в состоянии равновесия. При этом мы 
рассматривали воздух как сплошную 



 

 
 

 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

346 Гл. 11. Тепловое движение молекул

среду с данной зависимостью давления 
от плотности.

Подойдем теперь к полученному ре
зультату с иной точки зрения, а именно 
с точки зрения молекулярной теории. 
Будем рассматривать отдельные моле
кулы и их движение. Представление 
о том, что вещество состоит из отдель
ных атомов, было высказано еще в Древ
ней Греции. Однако движение молекул 
и связь его с теплотой впервые стал 
рассматривать великий русский ученый 
М. В. Ломоносов, который является, 
таким образом, основателем молеку
лярно-кинетической теории.

Газообразное состояние отличается 
от жидкого и твердого тем, что в газе 
молекулы можно рассматривать как не
зависимые, не взаимодействующие 
между собой. Движение молекул газа 
представляет собой свободный полет по 
инерции. Бремя от времени молекулы 
газа сталкиваются между собой. В обыч
ных условиях столкновения молекул 
между собой происходят чрезвычайно 
часто, участки пути, которые молекулы 
пролетают от одного столкновения до 
другого, весьма малы.

При атмосферном давлении и темпе
ратуре 0° С в 22,4 л газа содержится 
1 моль вещества, т. е. 6-101 2 * * *3 молекул;

1 В действительности двухатомные моле
кулы, например молекулы кислорода или
азота, уместнее представлять себо не как ша
рики, а как пары слепленных шаров вроде
арахиса с двумя ядрами в одной скорлупе.

В 1 М'! содержится П -- ]-(рд '
з«2,7 • П)23 молекул.

Грубо будем рассматривать молекулы 
как шарики 1 радиусом около 2-10_м м. 
Тогда, для того чтобы произошло столк
новение двух молекул, надо, чтобы 
траектория центра одной молекулы по
пала в мишень радиусом 4-10-1° м во
круг центра другой молекулы. Пло
щадь такой мишени а-=~г- яд 5 • 10~10 м2. 
Значит, на пути в 1 м данная молекула 
сталкивается со всеми томи молеку
лами, центры которых находятся в ци
линдре с площадь») основания 5НО'19м2 
и длиной 1 м. Объем такого цилиндра 
(в мі®) равен о и число молекул в нем 
равно па, где п — число молекул в '1 мі®.

Таким образом, на пути в 1 м моле
кула испытывает па столкновений. По
этому среднее расстояние свободного 

полета от одного столкновения до дру
гого
І = — я» 7,5 • 10_8 м.

пз

Эта величина называется длиной свобод
ного пробега.

Вследствие столкновений молекула 
летит не ио прямой, а по ломаной ли
нии. Однако объем цилиндра, образо
ванного ломаными, практически не от
личается от объема прямого цилиндра, 
так что наш расчет сохраняет силу и 
здесь.

На самом деле надо еще учесть, что 
движется не только рассматриваемая 
молекула, но и те молекулы, с которыми 
она сталкивается. Можно доказать, что 
это обстоятельство мало меняет длину 
свободного пробега, а именно умень
шает ее всего в 1,5 раза, так что далее 
мы будем считать, что І ' « 5-10'8 м.

Скорости молекул и в диапазоне обыч
ных жизненных температур имеют 
порядок величины 300—500 м/с. Сле
довательно, время свободного про
бега, т. е. среднее время от одного стол
кновения до другого, будет порядка

5 • I0--S же 10-111 с.

На первый взгляд величины І « 
« 5-10'8 мп т «и 10'1® с очень малы. 
Однако их надо сравнить с размером 
молекулы радиуса г 2 • 1О“1° м, 
и с длительностью самого столкно-

Гвония, которая меньше —, т. е. имеет 
величину порядка 10'13 с. Из этого 
сравнения видно, что молекулы газа 
редко сталкиваются одна с другой: 
при атмосферном давлении молекулы 
99,9% времени проводят в полете и 
лишь 0.1 % времени находятся в состоя
нии столкновений.

Столкновения молекул между собой 
в, газе не влияют на давление газа и не 
влияют на закон распределения плот
ности газа в атмосфере. Подтверждение 
этого заключается в законах Бойляя- 
Мариотта и Клапейрона. В § 2 эти 
законы были записаны в виде р = пкТ.

Давление газа зависит от числа моле
кул в единице объема, но радиус моле
кул г и пх сечение а не входят в фор
мулу. Значит, величины г и о не могут 
войти и в формулу распределения плот
ности по высоте.
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Перепишем формулу распределения 
плотности (3.2), выразив b через моле
кулярные величины. Так как b= 103-j- = 

ЛІТ кТ
■-j— ---=— , ТОЛ — m

fh и. gh
? = рое~ (11.4.1)

(ср. (3.3), (3.4))-
Разделим обе части формулы (1) на т, 

где пі обозначает массу одной молекулы. 
Заметим, что ~ ~п — число молекул 

в рд’іінітп объема па высоте Л, —tn и 
число' моаекхл в единице объема на 
\ ровне моря. Ф' ормула (1) принимает 
теперь вид

_ "\П_
п =-110е кт . (11.4.2)

Величина mgh есть потенциальная 
энергия молекулы "массы т, находя
щейся на высоте h, если за пуль принять 
потенциальную энергию молекулы на 
уровне моря: ведь потенциальную энер
гию молекулы и (0) на уровне моря 
можно выбрать произвольно (см. § 9.2). 
Тогда
и (/і) — и (0) 4- mgh,
откуда
mgh — и (А) — и (0).

Формулу (2) можно теперь записать 
таї;:

п (h) = н (0) е кт .

Это — закон распределения числа моле
кул по высоте. Ему можно придать сле
дующий вид:

u(h) 
п (Л) = Ве~ ~к^,
где В есть константа, определяемая по 
значению плотности на уровне моря 
(А=0):

«(0 I 
п (0) = Be кт .

Замечательно то обстоятельство, что 
плотность молекул на той или иной вы
соте зависит только от потенциальной 
энергии молекул в данном месте: масса 
молекулы т, ускорение свободного па
дения g и высота h вошли в формулу (2) 
как раз в том сочетании (mgh), в кото
ром они входят в выражение для потен
циальной энергии и,.

Найдем среднее 
потенциальной энергии 
й — mgh = mgh = mgH

значение 
молекулы:

(см. формулу (3.5)). Пользуясь форму
лой (3.4), получим

а = mgH = mg ~ — hT.

Итак, средняя потенциальная энергия 
одной молекулы равна кТ.

Мы установили, что распределение 
молекул воздуха в атмосфере зависит 
от температуры и потенциальной энер
гии молекул. Однако при данной сред
ней потенциальной энергии й, равной 
кТ, разные молекулы имеют разную 
потенциальную энергию: данному зна
чению и отвечает определенное распре
деление молекул по потенциальной энер
гии. Часть молекул, а именно те из 
них, которые находятся на высоте, 
меньшей Н, имеет потенциальную энер
гию, меньшую, чем кТ. Найдем отно
шение числа таких молекул к общему 
числу молекул. Это отношение равно

Н mgh I 03 mgh
= ng j e kT dhln0 j e kT ffi.

0 I 0
Подсчитаем входящие сюда инте

гралы:
н
и
о

mqh ...
kT

k du -. - -

AL (i

(X>

И

0

— Є

mg

_ mgh .h
Є kT |

|o
mgh \ kT 

mg (1 - e’’).

migh
T dh = — кТ -— e mg

mgh co 
~kkT

0

kT 
mg ‘

II joo

Поэтому

о ! о
= 1 — є'1 «0 0,63.

Таким образом, 63% всех молекул 
имеют потенциальную энергию меньше 
средней, а 37 % имеют потенциальную 
энергию больше средней. При этом не
трудно подсчитать, что потенциальную 
энергию больше 2кТ имеют 14% моле-



 
 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

348 Гл. 11. Тепловое движение молекул

кул, а больше ЗКТ — только 5% всех 
молекул и т. д. Вообще доля молекул, 
имеющих потенциальную энергию, 
большую данной величины и, равна 
e~ui,;T. Этот вывод является очень об
щим — он относится и к кинетической 
энергии молекул, чему будет посвящен 
следующий параграф.

§ 5. Броуновское движение и распре
деление; молекул по кинетической 
энергии

Более ста лет наза^д английский бота
ник Браун (или Броун, как у нас при
нято писать эту фамилию) заметил, что 
взвешенные в воде или в иной жидкости 
мельчайшие видимые в микроскоп пы
линки находятся в непрерывном дви
жении. Эйнштейн высказал предполо
жение, что это движение пылинок пред
ставляет собой их тепловое движение. 
Отсюда, в частности, следовал вывод, 
что пылинки не будут все лежать на

а
G

0 0

Рис. 11.5.1
дне сосуда, а будут распределены по
высоте по такому же закону, по кото
рому распределены молекулы.

Если пылинка имеет форму шара диа
метром d=5-10~7 м, то ее объем равен 
——— у 6,5 ■ 10 20 м3, и при плотности 
р=2-103 кг/м® масса пылинки близка 
к 1,3-10^ кг. Необходимо, однако, 
учесть еще и закон Архимеда! Масса 
вытесненной пылинкой воды (плотность 
103 кг/м3) равна половине массы самой 
пылинки —■ и с учетом этого обстоя
тельства действующая на частицу сила 
тяжести отвечает половине ее массы, 
т. е. примерно 6,5-1СГ17 кг. При ком
натной техмпературе 71=17°С=290 К. 
такие пылинки распределены по высоте 
(согласно формуле (4.2)) по закону

п
6,5 • 10-17 • 9,8 )

290 • 1,38 ■ 10^ 11) >

или п=ПоЄ~і>п -105 *.  Таким образом, 
число пылинок в единице объема умень
шается в е раз при увеличении высоты 
на величину ——— м " 0,62 • 10 5 м.

Наблюдая распределение по высоте 
пылинок известного размера и плот
ности. можно получить значение по- 
стоянно'і Больцмана К. С другой сто- 
ропы, закон Клапейрона дает величину 
11 = КЛ, что позволяет найти число 
А”, гщщ'. Эта работа, проведенная Эйн
штейном и Перреном в 1903—1907 гг., 
яиплсез важнейшим эксперименталь
ным подтверждением всей атомно-моле
кулярной теории и сыграла огромную 
роль в развитии физики.

При движении молекул под действием 
силы тяжести все время происходит 
превращение энергии: если молекула 
в данный момент движется вниз, то 
потенциальная энергия переходит в ки
нетическую; если же молекула дви
жется вверх, то кинетическая энергия 
переходит в потенциальную. Когда газ 
находится в состоянии равновесия, т. е. 
давление газа уравновешивает силу тя
жести, то в действительности молекулы 
газа движутся хаотически с большими 
скоростями. Однако, если мысленно вы
делить в газе какую-нибудь горизон
тальную плоскость, то число молекул, 
проходящих за единицу времени через 
эту плоскость снизу вверх, будет равно 
числу молекул, проходящих за то же 
время сверху вниз, так что в среднем 
газ покоится. В состоянии равновесия 
переходы кинетической энергии в по
тенциальную и потенциальной энергии 
в кинетическую взаимно уравновешены, 
так как число молекул, двигающихся 
вверх, примерно равно числу молекул, 
двигающихся вниз.

Отметим, что при хаотическом движе
нии отдельные (одинаковые) молекулы 
имеют различные скорости, т. е. различ
ные кинетические энергии. Действи
тельно, если сталкиваются между собой 
два шарика, скорости которых равны 
по величине, но направлены под углом 
одна к другой, то после столкновения 
скорости шариков могут стать различ
ными. На рис. 1 показан пример столк
новения, после которого один шарик, 
летящий слева, останавливается, а дру
гой, двигающийся снизу, движется 
с удвоенной энергией (а — шарики до 
столкновения, б — в момент столкно
вения, в — после столкновения). Обра
тите внимание на то, как расположены 
шарики в момент столкновения: если бы 
второй шарик во время столкновения 
был расположен ниже первого, то он 



 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 
 
 

§ 6. Скорости химических реакций 349

остановился бы, отдав всю энергию 
первому шарику.

Так как при движении молекул про
исходит взаимное превращение кинети
ческой и потенциальной энергий, то 
естественно предположить что распре
деление молекул по кинетической энер
гии похоже на их распределение по по
тенциальной энергии.

Приведем без доказательства резуль
тат расчетов, проделанных в конце 
XIX в. Максвеллом и Больцманом. 
Число молекул, имеющих составляю
щие скорости вдоль оси х между v, и 
vx + dvx, вдоль оси У между Vy И VyE~ 
-\-dVy и вдоль оси z между v, и v2~-<dv2, 
равно 
dn Пр

(2ткТ1т) 12

т (ДД

2/.-Т

X dvxdvydvz, (11.5.1)

где п0 — полное число молекул, т — 
масса одной молекулы. Отметим, что 

+ где v — скорость моле
кулы. Поэтому (1) в показателе степени 
содержит величину —-— : kl, т. е. 
отношение кинетической энергии к по
тенциальной. Средняя кинетическая 
энергия, подсчитанная согласно за
кону (1), оказалась равной — кТ. 
Для числа молекул п, кинетическая 
энергия которых больше заданной ве
личины Е, получилась довольно слож
ная зависимость. Однако эта сложная 
зависимость приближенно может быть 
описана простой формулой
п пое~Е1кт. (11.5.2)

Из закона (2) получается неверное 
значение средней кинетической энергии 
молекул

Ё 
■^кин

со

J ndE
-____

П0

со

еЧЕ ^ккТ

вместо — кТ. Этот закон дает заметные 
отклонения от истинного, если Е есть 
величина порядка кТ. Однако при Е > 
Д> кТ расхождение между точным и 
приближенным законами становится не
существенным .

Отметим, что при одинаковой темпе
ратуре молекулы с различными массами 

имеют равные средние кинетические 
энергии п одинаково распределены 
по величине кинетической энергии, так 
как средпяя скорость молекулы про-

1 
порцпоиа.’іьна где m — масса мо-

V і:і

лекулы.
Рассматривая столкновения молекул 

со стенками сосуда, можно найти дав
ление газа; оно оказывается равным

Р — f «оЛ'ккн-

Полагая здесь Дин — -2- кТ, получим за
кон Клапейрона 
р = ПркТ.

При столкновении молекул между 
собой происходит не только обмен ки
нетическими энергиями между молеку
лами. но и превращение кинетической 
энергии движения молекул в энергию 
вращения молекулы, а также в энер
гию колебаний атомов в молекуле, т. е. 
во внутреннюю энергию молекулы. Воз
можен и обратный процесс, когда при 
столкновении часть внутренней энергии 
молекул переходит в кинетическую 
энергию. Поэтому естественно, что и 
распределение молекул по величине их 
внутренней энергии W также подчи
няется закону пропорциональности 
числа молекул с энергией W величине 
е~тцт. экспоненциальная зависимость 
числа частиц, обладающих той или 
иной энергией, от величины энергии 
является универсальным законом при
роды.

§ 6. Скорости химических реакций
Для чего нужен закон распределения 
молекул по кинетической энергии? Та
кие важные характеристики газа, как 
его давление на стенки сосуда, тепло
емкость, общий запас энергии в объеме 
газа, являются средними величинами. 
Поэтому они определяются той наиболь
шей частью молекул, энергия которых 
близка к среднему значению энергии. 
Для чего же нам нужно знать, напри
мер, что есть ничтожная доля (порядка 
0,0000'1%) молекул, кинетическая энер
гия которых больше 17 кТ? Ведь эти 
отдельные молекулы с очень большой 
энергией на величину давления и на 
общий запас энергии газа практически 
не влияют.



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 
 

350 Гл. 11. Тепловое движение молекул

Картина, однако, меняется, если рас
сматривать химические реакции. Ока
зывается, что именно эти редкие моле
кулы с большой энергией полностью 
определяют ход химических реакций. 
Загадка химических реакций заклю
чается в тома что молекулы, вступаю
щие в реакцию, сталкиваются^ между 
собой каждые 1О-10 с, а между тем реак
ция часто требует нескольких минут 
(а иногда и часов) для своего заверше
ния. Значит, только редчайшая часть 
всех столкновений приводит к химиче
ской реакции.

Высказывались предположения, что 
у молекул есть какое-то очень малень
кое «чувствительное место», в которое 
нужно попасть, чтобы произошла реак
ция. Эта точка зрения похожа на ле
генду о греческом герое Ахиллесе, 
единственным уязвимым местом кото
рого была пятка.

Однако правильное объяснение, ко
торое дал в конце XIX в. шведский 
ученый Сванте Аррениус, заклю
чается в том, что к реакции приводят 
только столкновения молекул, энергия 
которых превышает , определенное зна
чение, так называемую энергию акти
вации Ел

Когда, например, сталкиваются мо
лекулы водорода и иода и образуются 
две молекулы йодистого водорода, то 
нужно, чтобы энергия сталкивающихся 
молекул была больше 3-10'1’ Дж. 
Для сравнения отметим, что при 0° С 
величина /г7'=1,38-10_33 - 273 »^3,8Х

- ' 10-21 Дж. Таким образом, при ком
натной температуре (или при темпера
туре 0° С, имеющей тот же порядок ве
личины) нужной энергией обладает 
лишь ничтожная часть молекул а.=е~', 
где v=3-10~1°/3,8-10'21'80, откуда 
получим а ' 1/1035.

Время релаксации получим, умно
жая время между двумя столкнове
ниями (величина порядка 10~1° с) на то 
среднее число столкновений, среди ко
торых встретится одно столкновение 
с нужной энергией. Это среднее число 
столкновений имеет порядок величины 
— , т. е. близко к 1035. Получим время 
реакции при 0° С порядка 1025 с

3-017 лет. Этот результат согла
суется с тем фактом, что при 0° С 
реакция Н2+12=2Н1 практически не
наблюдаема.

Из приведенных соображений сле
дует, что в зависимости от температуры 
время реакции выражается формулой
t=-

где г — время между двумя столкнове
ниями, Д, — энергия активации. Эта 
формула правильно описывает зависи
мость скорости химических реакций от 
температуры. Характерная особенность 
формулы — крайне резкое уменьшение 
времени реакции я увеличение скорости 
реакции при небольшом изменении тем
пературы.

Часто, однако, в химических реак
циях дело обстоит гораздо сложнее, 
потому что реакция может иметь раз
личные промежуточные стадии.

В качестве примера рассмотрим реак
цию
Н2-Ч С12 = 2IJC1.
Эта реакция идет не путем столкнове
ний молекул водорода с молекулой 
хлора, а по схеме
н24- <12 = н + а 4-С1,
С1 + И2= НС! + Н,
н-4-С12=пс1 4-а.

В результате для фактически наблю
даемой скорости реакции получаются 
сложные зависимости. Однако для каж
дой отдельной реакции, например для 
а Н2 — ПС1 4- н (в реакции Н2 4-
4-С1 = 2НС1),
имеет место закон Аррениуса —■ ско
рость реакции пропорциональна 
g-ЕЦкт^ причем величина энергии ак
тивации Ел имеет различное значение 
для каждой реакции.

Советскому ученому академику Н. Н. 
Семенову принадлежит заслуга всесто
роннего исследования сложных (цеп
ных) химических реакций, выяснения 
законов протекания таких реакций и 
общих причин, приводящих к протека
нию реакции по сложной схеме.

§ 7. Испарение. Ток эмиссии катода

Идея Сванте Аррениуса о роли относи
тельно малого числа молекул, энергия 
которых намного превосходит среднее 
значение энергии, помогает разобраться 
не только в химических реакциях, но и 



 
 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 

  

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

§ 7. Испарение. Ток эмиссии казода 351

в ряде других явлений. К таким явле
ниям относится испарение жидкости.

Для испарения жидкости нужно за
тратить значительную энергию. Так, 
например, для испарения 1 г воды 
при 100° С нужно затратить 1 около 
2260 Дж. На одну молекулу это 
составляет2 Q ----- -Д —— 7 — Ю^оДж.

1 Теплота испарения мало зависит от тем
пературы: для воды Q=2260 Дж/г при 100° С 
и 2500 Дж/г при 0° С. В дальнейшем мы отой 
зависимостью пренебрегаем.

2 Относительная молекулярная масса воды 
равна 18; число Авогадро равно 6-Ю23.

3 Мы здесь не рассматриваем случай очень
сильного электрического поля (10н В/см и
больше), спрсрбоого вырвать электроны даже
из холодного катода. Не рассматривается
также выбивание электронов из катода дей
ствием света или бомбардировкой катода элек -
тронами, ионами или другими частицами.

Но при Т = 0°С = 273 К кТкЗ,8Х 

X Ю-21, поэтому ——- — 20. Оторваться 
от поверхности жидкости и испариться 
могут лишь те молекулы, энергия кото
рых превышает теплоту испарения Q; 
доля таких молекул равна е-1^'''7. По
этому и скорость испарения пропор
циональна е-^т. Заметим, что для 
удобства расчетов принято умножать 
числитель и знаменатель выражения 
Q v <-р- на числіч Ашгадрю /1:
Q _ QA QA

Тт "-Тлт" "нт-
Величина QA есть теплота испарения 
6-Ю23 молекул, т. е. теплота испарения 
1 моля вещества. Величина kA=R 
есть универсальная газовая постоян
ная: R к 8,3 Дж/Дрвд-моль) (см. § 2). 
Теплота испарения 1 моля воды равна 
(?и «= 18 ■ 2260 дь ТО 000 Дж/моль.

Таким образом, скорость испарения 
воды пропорциональна

■.ппию _ ;,оо1і
е ь,:7Т X- е ( .

Рассмотрим насыщенный пар над по
верхностью воды. Поскольку пар яв
ляется насыщенным, число молекул 
воды, испаряющихся в единицу вре
мени, равно числу молекул, находя
щихся в паре и прилипающих к поверх
ности воды (конденсирующихся) в еди
ницу времени. Скорость испарения 
равна С----М', где С — постоянная ве
личина, пропорциональная площади по
верхности воды. Скорость конденсации 
пропорциональна давлению паров воды 
и также пропорциональна площади по
верхности воды. Следовательно, в слу

чае насыщенного пара, когда скорости 
испарения и конденсации равны:

Dp = Ce-Q-i'T

где D и С — величины, пропорциональ
ные площади поверхности, слабо зави
сящие от температуры и совсем не зави
сящие от давления, откуда
р ~ ре~А^1тг

где постоянная F нн зависит от площади 
поверхности воды. Таким образом уста
навливается связь между давлением на
сыщенного пара и теплотой испарения.

Рассмотрим нщн один процесс, похо
жий па испарение, — испускание элек
тронов нагретой поверхностью. Этот 
процесс осуществляется на катодн ра
диоламп. Холодный катод в пустоте 
не испускает электронов 3 * * *. Однако при 
высокой температуре катод испускает 
электроны. При этом если на анод 
подан достаточно высокий положитель
ный потенциал, то анод притягивает 
электроны, и каждый электрон, отор
вавшийся от поверхности катода, по
падает на анод. Электрический ток, 
протекающий в цепи через радиолампу, 
равен произведению числа электронов, 
испускаемых катодом в единицу вре
мени, на величину заряда электрона.

Опыт показывает, что в этих усло
виях имеет место следующая зависи
мость силы тока j от температуры:
./ = geA'A’1’.

Величина Q для различных катодов 
различна. Например, для катода из 
чистого вольфрама Д =- 55 000°, для 

катода из окиси бария Д - =30 000°, п, 

следовательно, такой катод может ра
ботать при более низкой температуре. 
По зависимости j от Т можно опредн-

Q Плить отношенин -р. При этом вели
чина Q, которая входит в последнюю 
формулу, совпадает с энергией, необ-



 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

352 Гл. 11. Тепловое движение молекул

ходимой для того, чтобы вырвать элек
трон из катода 4.

Радиолампа дает замечательный спо
соб измерения распределения по ско
ростям электронов, вылетающих с по
верхности катода при данной темпера
туре. Для этого при нагретом катоде 
дадим на анод небольшой отрицатель
ный потенциал ^р- При таком потен
циале анод отталкивает электроны, ис
пускаемые катодом. Поэтому большая 
часть электронов, не долетев до анода, 
повернет назад и упадет обратно на ка
тод. 0днако будут и такие электроны, 
которые все-таки попадут на анод, пре
одолев его отталкивание. Для этого 
нужно, чтобы кинетическая энергия 
электрона, вылетевшего с катода, пре
восходила разность потенциальной 
энергии у анода и у катода, т. е. вели
чину еср, где под е понимается заряд 
электрона (ведь буква е у нас, к сожа
лению, занята!). Доля этих электронов 
равна е~~?!,сТ. Таким образом, при от
рицательном потенциале анода ср ток 
равен j=joe-i,flkT, где jo есть ток при 
положительном потенциале. При осу
ществлении опыта необходимо, чтобы 
расстояние между катодом и анодом

4 Энергия, необходимая для вырывания 
электрона, может быть определена другими 
способами. 

было мало, для того чтобы количество 
электронов между ними не было ве
лико и взаимное отталкивание элек
тронов не повлияло на результат опыта.

Советский ученый академик А. Ф. 
Иоффе предложил использовать это яв
ление для прямого превращения тепло
вой энергии в электрическую. Если 
электроны идут с катода на отрица
тельно заряженный анод, то в целом 
такая система является источником на
пряжения: во внешней цепи между от
рицательно заряженным анодом и поло
жительным катодом ток имеет такое 
направление, что он совершает работу. 
Такой способ получения электрического 
тока замечателен отсутствием каких бы 
то ни было движущихся частей, 
принципиальной простотой схемы: 
в этом отношении он похож на получе
ние электроэнергии при помощи термо
элементов, также осуществленное А. Ф. 
Иоффе. В настоящее время полупровод
ники, в которых свободные электроны 
имеются уже при комнатной темпера
туре, успешно заменили радиолампы 
в приемниках и вычислительных маши
нах. 0днако накаленный катод, испу
скающий электроны по описанному 
выше закону, до сих пор остается су
щественной частью телевизионной 
трубки.



 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

Глава 12

ПОГЛОЩЕНИЕ И ИЗЛУЧЕНИЕ СВЕТА.
ЛАЗЕРЫ

§ 1. Поглощение света (постановка за
дачи и грубая оценка)

Рассмотрим поглощение света в воз
духе, содержащем черные пылинки сажи. 
Пусть в единице объема содержится N 
пылинок. Площадь сечения одной пылин
ки плоскостью, перпендикулярной к лу
чу света, обозначим через а; кратко а 
будем называть просто сечением. Так, 
например, для пылинки, представляющей 
собой шар радиуса г, сечение о есть 
площадь фигуры, по которой пере
секает шар плоскость, проходящая че
рез его центр, т. е. о = тсг2 1.

Будем считать, что свет, попадающий 
на поверхность пылинки, полностью 
поглощается. Задача заключается в оп
ределении зависимости доли поглощен
ного света и доли прошедшего света от 
величин N, а и длины пути х, которую 
луч света прошел через воздух, содер
жащий пыль.

Начнем с самой грубой оценки того 
пути, на котором происходит поглоще
ние значительной доли света. Эту длину 
обозначим через L. Что именно озна
чает многозначительное выражение 
«значительная доля света» мы разбе
рем в следующих параграфах. Не бу
дем смущаться нечеткой постановкой 
вопроса, достаточно обычной в физиче
ских задачах, где сплошь и рядом уточ
нение задачи происходит позднее, в про
цессе ее решения.

Рассмотрим цилиндр с площадью ос
нования S и образующей длины L. 
Потребуем, чтобы сумма сечений всех 
заключенных в цилиндре пылинок рав
нялась S.

Каков физический смысл поставлен
ного условия? Если бы можно было 
разместить пылинки так, чтобы закры
тые разными пылинками площади не 
перекрывались, то при помощи пыли
нок, находящихся в цилиндре длины L 
с площадью основания S, можно было 
бы закрыть все основание цилиндра 
и достичь полного поглощения всего 
света. При х < L полное поглощение 
света будет заведомо невозможно: как 
ни располагай пылинки, все равно их 
окажется недостаточно для того, чтобы 
обеспечить полное поглощение света.

Ясно, что на самом деле при x—L и 
даже при х < L полного поглощения не 
будет: при случайном расположении 
пылинок при любом х могут оста
ваться такие направления, вдоль кото
рых не окажется ни одной пылинки, и 
лучи света свободно пройдут по этим 
направлениям.

В объеме V=SL цилиндра содержится 
NSL пылинок, сумма их сечений равна 
oNSL', значит, мы требуем, чтобы было 
aNSL = S,
откуда

L — (12-1-1)
Проверим размерность в (1): о есть 

площадь, ее размерность см2; n есть 
число пылинок в единице объема, раз
мерность -д5’. Следовательно, [L ] = 

=——----= = см, как и должно быть.

1 Для пылинок сложной формы точное оп
ределение сечения а таково: а есть средняя 
площадь тени, отбрасываемой пылинкой на 
поверхность, перпендикулярную к лучу света. 
При этом среднюю величину площади опре
деляют, производя измерения площади тени 
при различных ориентациях пылинок отно
сительно направления луча света, причем 
плоскость, на которую падает тень пылинки, 
при всех измерениях считается перпендикуляр
ной лучу.

см1 2 • см д
Энергия, которую свет переносит че

рез какую-нибудь площадку за 1 с, 
называется потоком энергии света. 
Пусть I есть поток энергии света, пе
реносимой через площадку в 1 м2. Эта 
величина называется плотностью по
тока энергии, ее размерность Дж/м2«с. 
Ниже мы будем рассматривать плот
ность потока световой энергии I (х) 
в зависимости от толщины слоя х. 
Ясно, что
Z (а:) х= То/(а:)’ (12.1.2) 
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где 10 есть энергия падающего света, 
f (х) — искомая функция, характери
зующая ослабление света.

Что можно сказать о свойствах функ
ции / (ж)? Если х=0, то ослабления 
света еще не произошло, I (О)=/о; по
этому / (0) = 1. Если х > 0, то происхо
дит ослабление света, т. е. I (х) <Z Io; 
поэтому / (ж) <Z 1. При этом ясно, что 
с увеличением х функция / (х) умень
шается, стремясь к нулю, т. е. / (ж) — 
убывающая функция. Значит, ее 
производпая отрицательна: ^С'О.

Мы говорили, что полного поглоще
ния не будет ни при x=L, ни при 
х 2> L; поэтому мы не ждем, чтобы f (х) 
обратилась в нуль при x=L. Однако 
можно предполагать, что величина x=L 
является характерной длиной. Это зна
чит, что при прохождении светом пути 
х <<. L доля поглощенного света весьма 
мала по сравнению с долей прошедшего 
света; при прохождении пути х > L 
поглощается заметная часть света, а при 
прохождении пути х L большая часть 
света поглощается, проходит только 
весьма малая часть света.

Функция / (ж), как видно из фор
мулы (2), безразмерна. Можно на
деяться, что если ввести безразмерную 
переменную — , то функция f J бу
дет всегда одинакова для любых пыли
нок, любых jV и G. Эти предположения 
будут подтверждены II уточнены в сле
дующих параграфах.

§ 2. Уравнение поглощения и его ре
шение

Все расчеты мы по-прежнему ведем 
для столба воздуха в виде цилиндра 
с площадью основания 1 м2 (в преды
дущем параграфе рассматривался ци
линдр с площадью основания S м2, но 
в формуле (1.1) величина S все равно 
сократилась). Рассмотрим тонкий слой 
воздуха, отвечающий участку цилиндра 
между значениями х и x-'-dx его длины.

Пучок света состоит из параллельных 
лучей и характеризуется плотностью 
потока энергии I. Если бы не было 
поглощения света пылинками, вели
чина I была бы постоянной.

В рассматриваемом слое содержится 
Ndx пылинок, которые, если их тени 
не перекрываются, что при малом dx 

вполне правдоподобно, покрывают 
часть oNdx полной площади 1 м2 осно
вания слоя. Оледовательно, в слое по
глощается доля aNdx энергии, падаю
щей на слой: dQ=INsdx. При про
хождении светом слоя dx поток энергии 
света уменьшается на величину, равную 
количеству dQ поглощенной энергии. 
До входа в слой плотность потока энер
гии бы1ла I (х), а после выхода пз слоя 
она стала I (ж-|-йж); поэтому
/(ж) — 1 (х Д- dx) == IaNdx. (12.2.))
Но I (x-rdx) — I (x) > dl\ поэтому из 
(1) следует
dl 
d л' INc. (12.2.2)

Решение этого дифференциального урав
нения, как мы знаем, имеет вид
I = 1йт°Хл (12.2.3) 
(ср. с формулами (6.6.10) и (6.6.9); см. 
также гл. 8). Здесь /0=/ (0) есть зна
чение плотности потока энергии при 
х=0.

При увеличении толщины слоя 
в арифметической прогрессии хг = а, 
х.=2а, ж3=За и т. д. сила света умень
шается в геометрической прогрессии. 
В самом деле, обозначая е~?х‘’=а. (где, 
конечно, а <( 1), найдем, пользуясь (3):

/ (жД = /0», I (* 2) — ІГ
Цх3)-)=№ її т. Д-

§ 3. СoOTHOШеIIИе между ТОЧНЫМ II гру
бым расчетами поглощения

Весьма поучительно теперь, располагая 
и точным решением (§ 2) и грубой оцен
кой (§ 1), сравнить их. Такое сравнение 
помогает пользоваться грубыми оцен
ками в сложных задачах, где точное ре
шение найти трудно: сравнение помо
гает понять границы применимости гру
бого решения (ср. с § 10.6).

При грубом решении мы нашли 
длину, на которой происходит значи- 

, 1тельное поглощение: L —
При помощи «характерной длины» L 

точное решение (2.3) можно выразить 
так: X
/ = 7(/'"' L. (12.3.1)
Значит, полностью подтверждается 
предположение, что найденная грубым 
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рассуждением величина L входит в точ
ное решение.

Действительно, точное решение имеет 
вид

где (ср. (1))
Рассмотрим длину x—L. Грубое рас

суждение давало на этой длине полное 
поглощение света. На самом деле из 
точного решения (1), полагая в нем 
x = L. находим І = І(Іе~ 0,37То, т. е. 
при длине L цилиндра проходит 37 % 
света, а поглощается, следовательно, 
63 % . При малых выразим e~x!L по 
приближенной формуле е~ 1 — и 
(см. § 4.8), сохраняющей лишь первые 
два члена разложения е~а в ряд (ср. 
§ 6.1); мы получим

ді----у. (12.3.2)

Геометрически это соответствует замене 
кривой y = e~l'L на касательную к этой 
кривой в точке х=0 (рис. 1). Как 
видно из (2), касательная пересекает 
ось х при x = L. Поэтому если бы погло
щение происходило с одинаковой ско
ростью, т. е. так, что на каждой единице 
длины поглащалось бы одинаковое ко
личество света, а именно столько же, 
сколько в начале пути, то весь свет 
был бы поглощен па длине x=L.

1 В этом заключается так называемый ме
тод размерностей (или теория размерности); 
такой подход имеет широкие применения в фи
зике, механике и технике.

Таким образом, величина L, полу
ченная грубым рассуждением, действи
тельно имеет важнейшее значение и 
8 точном решении.

Подчеркнем еще раз, что умение на
ходить (и применять) неточные, «при- 
кидочные» решения очень важно в прак
тической работе любого физика или ин
женера, — и надо всячески развивать 
умение быстро (так сказать, «прикид
кой») находить приближенное решение 
задачи, тренироваться в нахождении и 
понимании таких решений: это гораздо 
важнее и плодотворнее выпячивания 
недостатков грубых решений. Будем ра
доваться тому, что совсем простая при
кидка дает 100% поглощения там, где 
точное решение указывает, что погло
щение равно 63%, т. е. что наша при
кидка дает ошибку всего в 1,5 раза. 
(Конечно, такой же приближенный под
ход при х-L дает 0% прохождения 
света вместо точного значения 37 %, 

т. е. уменьшает прохождение света 
в бесконечное число раз, но и это не 
беда, так как здесь заранее было по
нятно, что от грубого решения нельзя 
ждать хорошей точности и «0% про
хождения света» надо воспринимать 
лишь как указание на значительное его 
поглощение.)

Если установлено, что задача не 
имеет точного решения в виде явной 
формулы, то на этом никак нельзя 
останавливаться. Надо стараться оты
скать хотя бы очень грубое решение 
задачи (не забывая, конечно, при 
пользовании им, что это не точное^

а только приближенное, «прикидочное» 
решение).

0становимся еще на вопросе о р а з- 
мерностях. Размерность величины 
, 1L = —— мы проверили и установили, 
что это длина. Часто оказывается 
возможным найти приближенное выра
жение интересующей нас величины, зная 
только ее размерность и размерность 
исходных величин, входящих в условие 
задачи *.  0днако в данном случае это 
невозможно. Действительно, величину, 
имеющую размерность длины, можно
построить исходя из одной только кон-

= ^= . (Величина

Z, представляет собой среднее расстоя
ние между частицами.) Величину, имею
щую размерность длины, можно по
строить также исходя из сечения о (м2) : 
Z2=Vt:3 (величина І2 характеризует 
средний размер частицы). 0чевидно, 
что величина Za=Z“ZJ_a при любом 
значении показателя степени а также 
имеет размерность длины. В частности, 
интересующая нас величина I полу
чается при а=3.
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Таким образом, в рассмотренной за
даче соображения размерности не при
водят к определенному ответу. Для 
того чтобы найти L, т. е. величину раз
мерности длины, входящую в точное 
решение, оказывается необходимым 
найти именно грубое решение задачи. 
Но даже в тех случаях, когда сообра
жения размерности дают единст
венный ответ на вопрос, жела
тельно также найти грубое решение за
дачи, чтобы яснее представить картину 
явления.

Отметим, наконец, что расчеты § 2 
основывались на предположении о слу
чайном распределении пылинок при за
данной средней их концентрации. Мы 
предполагаем, что на входе (при х=0) 
поток энергии q0 строго одинаков по 
всему сечению. Однако после того как 
свет прошел определенную длину X, 
в воздухе, содержащем пылинки, строго 
говоря, появились участки сечения (об
щей площадью Зу, на которые упала 
тень от пылинок (и там q—0); остались 
также незатененные участки общей пло
щадью S2, где q=q0 (при этом 5,1--S2 = 
= S, ибо общая площадь постоянна). 
Величина, которую мы вычисляем, есть 
поток, усредненный по всей поверх
ности:

q(x)
Qo&2 __ о*  о *2  2

1 А — ангстрем, 1 А=10 10 м.

6'1+ *0  ■

При расчете изменения q по длине су
щественно предположение, что пы
линки, находящиеся в слое между х и 
x^-dx, распределены в этом слое слу
чайно, т. е. не предпочитают специально 
освещенные или затемненные участки.

Продумайте сами вопрос о том, как 
изменится функция q (ж), если пылинки 
размещены в воздухе стройными ря
дами, как атомы в кристал ле.

§ 4. Эффективное сечение

В задаче об ослаблении света, проходя
щего через воздух с пылью, величина а 
имеет простой геометрический смысл 
площади тени одной пылинки. Закон 
ослабления света (2.2) одинаков для 
света различной длины волны (т. е. 
разного цвета), так как величина а 
от длины волны не зависит.

При поглощении света отдельными 
молекулами и атомами, напротив, наб
людается сильная зависимость закона 

ослабления света от длины волны света. 
Так, например, в чистом воздухе при 
атмосферном давлении видимый свет 
практически совершенно не ослабляется 
(ослабление составляет меньше 1 % на 
пути 1 км, соответственно ослабление 
в е раз происходит на пути около 
100 км). Ультрафиолетовые лучи с дли
ной волны 1,8-10Ум = 1800 А 1 ослаб
ляются в е раз на пути £=0,001 м — 
= 0,1 см. Еще более короткие ультра
фиолетовые л:учи, с длиной волны 
1,1 * 10_5 см = 1100 А, ослабляются в е 
раз на пути £=0,01 см.

Следовательно, поглощение света воз
духом не похоже на поглощение света 
черной пылинкой, одинаково погло
щающей свет с любой длиной волны.

Количество световой энергии q, по
глощаемое одним атомом в единицу вре
мени, пропорционально плотности по
тока световой энергии I в том месте, 
где находится атом:

q = el. (12.4.1)

Здесь а есть коэффициент пропорцио
нальности. Определим размерность о. 
Размерность q есть Дж/с. Размерность 
потока энергии I есть Дж/(м2-с). Сле
довательно, размерность а есть м2. Ве
личина а называется эффективным се
чением. Для черной пылинки коэффи
циент о совпадает с геометрической 
величиной — площадью тени. Для мо
лекул и атомов с сильно зависит от 
длины волны света.

Грубо можно так представить себе 
причину этой зависимости. Количество 
поглощаемой атомом энергии при воз
действии на него света оказывается 
особенно большим, когда частота све
товых колебаний совпадает с частотой 
движения электронов в атоме. При этом 
имеет место явление резонанса, элек
трон колеблется особенно сильно и по
глощает особенно много световой энер
гии.

Такой резонанс достигается, напри
мер, при поглощении атомами натрия (в 
парообразном состоянии) желтого света 
с длиной волны 5890 А = 5,89-10~7 м.

Точно такой же желтый свет 
испускают атомы натрия при более вы
сокой температуре, когда колебание 1 
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электронов вызывается сильными столк
новениями атомов между собой.

При резонансе величина а достигает 
10’14 м2, т. е. имеет порядок квадрата 
длины световой волны. Размеры ато
мов и молекул порядка 10_ю—10~9 м, 
что соответствует сечениям порядка 
Ю“20—до-18 м2. Таким образом, макси
мальные эффективные сечения во много 
раз больше истинных площадей сечений 
атомов и молекул. С другой стороны, 
для света, частота которого не соответ
ствует собственной частоте атома, эф
фективное сечение мало, гораздо меньше 
площади сечения атома.

Отметим, наконец, что в очень разре
женном газе, как правило, атом, воз
бужденный светом, «переизлучает» свет 
и притом в произвольном направлении. 
В плотном газе возбужденный атом от
дает свою энергию другим атомам при 
столкновении.

Таким образом, в разреженном газе 
имеет место рассеяние света, а в плот
ном газе — истинное поглощение. Од
нако для расчета уменьшения интенсив
ности направленного светового луча 
дальнейшая судьба отнятой энергии 
безразлична.

§ 5. Ослабление потока заряженных ча
стиц а- и Р-лучей

Экспоненциальный закон убывания по
тока частиц в зависимости от пройден
ного пути
1 = 1йО-х1ь (12.5.1)
основан на очень общем предположе
нии о том, что ослабление потока на 
малом пути dx пропорционально самой 
интенсивности потока:
dl 1 т
dx~' L1' (12.5.2)

где коэффициент пропорциональности 
1 есть постоянное число, зависящее J.J

только от вида частиц. Так как (1) 
есть решение дифференциального урав
нения (2), то очевидно, что формулы (1) 
и (2) равносильны.

Опыты показывают, что в некоторых 
случаях экспоненциальный (показатель
ный) закон (1) является вполне точным, 
а иногда от него наблюдаются те пли 
иные отклонения. Рассмотрим внима
тельно те причины, которые могут 

вызвать отклонения от формулы (1) 
или (что то же самое) от закона (2).

Легко ответить на вопрос о смысле 
отклонений от формулы (2). Соотноше
ние (2) подразумевает, что при изме
нении х и I рассматриваемый свет 
(или какое-либо другое излучение) ка
чественно не меняется, иначе изменя
лось бы число L. Перепишем (2) в виде 
£ dZ   1_
I dx L '
м 1 diОтсюда видно, что величина — -у по
стоянна. Если окажется, что в различ-

1 di ных точках пространства величина -pdx 
различна, значит, в этих точках раз
лична не только интенсивность излуче
ния, но и его физическое содержание: 
например, мы имеем свет разного цвета, 
т. е. с неодинаковой средней длиной 
волны.

При рассмотрении вопросов защиты 
от радиоактивных излучений и вопро
сов прохождения а, [3, у-лучей и ней
тронов через различные вещества мы 
встречаемся с другой причиной откло
нений от простого закона (2).

В применении к процессу поглоще
ния света закон (2) означает следую
щее: если свет встретил на своем пути 
пылинку, то часть его проходит мимо 
этой пылинки, совсем не изменяясь, 
а другая часть света целиком погло
щается пылинкой. В случае радиоак
тивных излучений дело обстоит слож
нее: а-частица представляет собой ядро 
атома гелия, вылетающее из радиоак
тивного «родительского» ядра с боль
шой скоростью порядка 0,07 с (с — ско
рость света), т. е. со скоростью около 
2-107 м/с. Пролетая через атом, а-ча- 
стица отдает электронам малую часть 
своей энергии. Примерно после 50 000 
столкновений с атомами а-частица поте
ряет половину своей энергии. При этом 
она не перестанет существовать, не ис
чезнет, но энергия и скорость ее изме
нятся. После 100 000 столкновений 
а-частица останавливается, перестает 
сталкиваться с атомами и выбивать из 
них электроны. Остановившаяся ча
стица отбирает от окружающих атомов 
два электрона и превращается в ней
тральный покоящийся (за исключением 
общего теплового движения) атом гелия. 
Когда Резерфорд установил, что попа
дание а-частиц в сосуд с газом сопро
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вождается накоплением гелия в этом 
сосуде, то этим завершился важнейший 
этап исследования радиоактивности.

Число столкновений, необходимое для 
остановки, а-частица испытывает в воз
духе на пути в несколько сантиметров. 
В действительности на этом пути раз
личные а-частицы (с одинаковой на
чальной энергией), разумеется, испы
тывают разное число столкнове
ний, не обязательно точно 100 000. Од

нако, так как 100 000 — это очень 
большое число, то при данной длине 
пути отклонения числа столкновений 
от среднего значения этого числа (при
мерно равного как раз 100 000) весьма 
невелики — порядка 300, т. е. состав
ляют всего лишь около 0,3% от общего 
числа столкновений \ Поэтому а-ча
стицы одинаковой энергии всегда те
ряют свою энергию на приблизительно 
одинаковом пути, который зависит от 
начальной энергии а-частицы. Если 
поток а-частиц одинаковой энергии ле
тит вдоль оси х, то зависимость между 
интенсивностью потока и величиной 
пройденного пути х изображается кри
вой рис. 1. Кривая эта совершенно не 
похожа на график показательной функ
ции. На протяжении значительной части 
пути интенсивность потока а-частиц не 
меняется: за одинаковые промежутки 
времени через площадку в 1 см2 про
летает одинаковое число а-частиц. За
тем интенсивность резко падает. Это 
резкое падение было подготовлено на 
участке, где интенсивность оставалась 
постоянной, потому что на этом участке 
энергия а-частиц уменьшалась с уве
личением пути х. Резкое падение потока

1 Здесь работает так называемый закон 
больших чисел, относящийся к много
кратному повторению однотипных слу
чайных событий, исход каждого из которых 
непредсказуем. Этот закон утверждает, что 
при большом числе повторений доля случаев, 
когда будет иметь место определенный исход 
события, весьма мало отличается от ожидае
мого (среднего) числа таких исходов (эта доля 
неизбежно стремится к среднему при неогра
ниченном возрастании числа V повторений 
события). 

происходит там, где энергия а-частиц 
становится весьма малой.

Аналогичная картина имеет место и 
для быстрых электронов ([3-частиц, ис
пускаемых, когда в ядре нейтрон пре
вращается в протон). В этом случае 
картина осложняется тем, что при ра
диоактивном распаде испускаются элек
троны с различными скоростями и 
к тому же электроны, пролетая около 
атома, не только отдают ему часть 
своей энергии, но часто испытывают и 
значительное боковое отклонение.

Кривая зависимости интенсивности 
потока p-частиц от расстояния имеет 
вид, показанный на рис. 2, — она су
щественно отлична от кривой на рис. 1. 
Уже при небольших х часть электронов 
выбывает из пучка; это в основном те 
электроны, которые имели малую на
чальную скорость. Поэтому вблизи х = 
=0 поведение кривой похоже на пове
дение показательной функции. Однако 
дальше кривая достигает оси абсцисс, 
интенсивность становится равной нулю 
при вполне определенной величине X, 
соответствующей максимальной энер
гии электронов, получающихся при 
данном радиоактивном распаде.

Наиболее важными для практики (и 
вместе с тем наиболее трудными) яв
ляются вопросы, связанные с защитой 
от у-лучей, испускаемых радиоактив
ными веществами, и от нейтронов, обра
зующихся при делении ядер в атомных 
реакторах (котлах) и при ядерных взры
вах. В этом случае положение наиболее 
запутанное и сложное, так как у-лучи

и нейтроны отдают энергию большими 
порциями и при этом сильно откло
няются от первоначального направле
ния. Даже в толстом слое воздуха (100 — - 
200 м) есть значительная вероятность 
(порядка 37%) прохождения неизменен
ных у-лучей и нейтронов. Поэтому они 
требуют толстых защитных слоев. По
ток у-лучей и нейтронов не обращается 
в нуль при определенной толщине слоя, 
как это имеет место для а- и [-лучей: 
при большой толщине защитного слоя, 
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как показывают опыт и сложные рас
четы, поток у-лучей и нейтронов убы
вает приблизительно по экспоненциаль
ному закону, причем показатель сте
пени здесь часто отличается от того, 
который соответствует начальному 
участку кривой.

§ 6*.  Поглощение и испускание света 
горячим газом

1 Говоря более строго, М=7г04-И1+п2-|г. . . 
Но при низкой температуре пд, п„ <■$
Ч п0, ... и сумма ^+«2+-.. Ч «0, так что 
<п0.

Представим себе горячий газ, через 
который проходит пучок света. При 
этом мы рассмотрим более подробно, 
что происходит с атомами, например 
атомами натрия, при поглощении и 
испускании света и при столкновениях 
с другими атомами и молекулами, учи
тывая высокую температуру газа.

Прежде всего следует отметить, что 
уподобление атома шарику на пружине, 
т. е. «осциллятору» — системе с опреде
ленной частотой собственных колеба
ний, во многих случаях является недо
статочно точным. Атом — это система, 
состоящая из ядра и электронов и под
чиняющаяся законам квантовой 
механики. Этих законов мы здесь 
не можем коснуться; для нас сущест
венно лишь то, что такая система может 
находиться только в определенных со
стояниях и может иметь только строго 
определенные, раздельные (или, как 
выражаются математики, дискретные) 
значения энергии. Назовем нижнее со
стояние, характеризующееся наимепь- 
ш и м возможным значением энергии, 
«нулевым», «основны.м», пли «невозбуж
денным»; для обозначения относящихся 
к нему величин мы будем пользоваться 
индексом нуль: энергия атома в этом 
состоянии есть jZ?0, число атомов в ну
левом состоянии в единице объема 
(плотность этих атомов) равно п0 и т. д. 
Точно так же можно говорить о первом 
(после нижнего) состоянии с энергией 
атома Ег, плотностью атомов nL, о сле
дующем — втором состоянии (энергия 
Е%, плотность и т. д. При этом мы 
считаем, что
Е<Е<Е<---

При низкой температуре все атомы 
имеют наименьшую возможную энер
гию, т. е. находятся в низшем состоя
нии: их энергия равна Ео (каждого!), 
а плотность п0 не отличается от суммар

ной плотности п всех атомов (во всех 
возможных состояниях *).

Атом в низшем состоянии может по
глощать свет, переходя при этом в дру
гое состояние, например в первое воз
бужденное состояние. Прибегнем снова 
к квантовой теории. Можно сказать, 
что свет состоит из отдельных частиц, 
фотонов, и энергия каждого фотона 
равна /і», где h — постоянная Планка, 
равная 6,63-10-з* 4 Дж.с, а v — частота 
света (число колебаний в 1 с). Особен
ность квантовой теории заключается 
в том, что, говоря о частицах света, мы 
не отказываемся и от таких понятий, 
как частота v, длина волны и т. д., т. е. 
от понятий, связанных с представле
нием о световых волнах.

Но не будем останавливаться на фи
лософской стороне квантовой механики!

Из закона сохранения 
энергии следует, что если при 
поглощении света (одного фотона) атом 
переходит из нижнего в первое возбуж
денное состояние, то
Е0 —— h'/ Ер 112.6.1)

Это же равенство имеет место и при 
испускании света возбужденным ато
мом, переходящим из первого состоя
ния в нулевое. Значит, резонансная 
частота v поглощенного пли испускае
мого света зависит от разности энергий 
двух состояний атома: эта частота (ко
торую можно определить с помощью 
спектроскопа) характеризует пере
ход из одного состояния в другое. 
Величина v — точнее было бы обозна
чить ее через 'ц 0 —-не есть частота 
колебаний электронов в атоме в ка
ком-то одном (нулевом или первом) 
состоянии: она зависит от обоих 
состояний. Экспериментаторы, занимав
шиеся спектроскопией, заметили эту 
закономерность давно, ибо она легко 
усматривается из таблицы частот мно
гих отдельных линий спектра опреде
ленного атома. В самом деле, имеют 
место (почему? докажите это сами) ра
венства типа
Ч1 4~А, о = — - з + ч о

и т. д., которые можно проверить, ни
чего не зная об атомах.
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Нильс Бор первым ПОНЯЛ истинный 
смысл и причину возникновения этих 
равенств. Он сформулировал свои «кван
товые постула ты»:

1) существует набор состояний (0, 1, 
2,. . .), находясь в которых, атом света 
не излучает;

2) излучение происходит при пере
ходе атома из одного состояния 
в другое, причем частота излучаемого 
света равна разности энергий исходного 
и конечного состояний, деленной на по
стоянную Планка.

Аналогичное положение характерно 
и для поглощения света.

Вернемся теперь к основной томе 
параграфа — к вопросу о поглощении 
и излучении света горячим тазом. 
Напомним, что при низкой темпе
ратуре газа все его атомы находятся 
в низшем состоянии, и свет резонансной 
частоты (мы теперь снова пишем кратко 
v вместо vx - 0) поглощается, так что 
dl г— = —оп0ї, (12.6.2)

где I — световой поток, аз — так на
зываемое сечение (см. (2.2)). Что же 
изменится в случае горячего газа?

При высокой температуре в резуль
тате теплового движения атомов и их 
столкновений между собой или с ато
мами и молекулами других газов (если 
мы имеем дело со смесью газов) часть 
атомов перейдет в состояние с более 
высокой энергией. Другими словами, 
теперь будут иметься и возбужденные 
атомы, т. е. величинами иь п2, ... 
уже нельзя будет пренебрегать. Оо- 
гласно общему закону теплового дви
жения (см. § 11.4) при данной темпера
туре Т
п0: п1: п2:.. . = е~Е^кТ ; (т-Ерт .

(12.6.3)

Если задано общее число п атомов 
в единице объема, то из (3) и равенства 
И=М0+И1 + ПаН— • следует

п° = п
e-EJkT

е~Е^кТ ж е-Ё^т

.__  п
1 -|- e-E'-EVkT _г _ _ _ ’

П1_ 1 ->e^E^kT (12.6.4)

Значит, с повышением температуры при 
данном п поглощение уменьшается, ибо 
п0 <? п. По, кроме того, — и это самое 
главное — появляются возбужденные 
атомы, способные излучать свет. При 
этом они излучают свет той же самой 
частоты, что и поглощаемый свет.

Можно предположить, что уравнение 
для интенсивности света при наличии 
возбужденных атомов будет иметь вид 
■ ЧТ = ~~'J "х1 + Z,Z1? (12.6.5)

Здесь коэффициент х должен иметь 
смысл произведения вероятности W того, 
что возбужденный атолі в единицу вре
мени перейдет в невозбужденное (нуле
вое) состояние, испуская фотон света, 
на вероятность а того, что испущенный 
фотон присоединится к рассматривае
мому потоку светового излучения. По
скольку поток I выражается в энерге
тических единицах Дж/(м2-с), то надо 
еще умножить ша на энергию /і» одного 
фотона. Можно рассуждать так: в слое 
dx сечением в 1 см'2 находится ndx 
возбужденных атомов — и ограни
читься проверкой размерностей: w имеет 
размерность 1/с=с~1, а безразмерно; 
nv имеет размерность м~3, так что если 
х = шэА», то хИ] имеет размерность 
Дж/(м3-с). т. е. такую же размерность, 
как и —— . Контроль сравнением раз

мерностей как будто убеждает, что фор
мула (5) правильна. И все же эта фор
мула неверна!

Вопросительные знаки в начале и 
конце (5) как раз и поставлены для 
того, чтобы рассеянный читатель не 
счел бы эту формулу правильной. В том, 
что ее нужно изменить, мы убедимся 
далее, рассматривая термодинамическое 
равновесие световых потоков.

§ 7*.  Термодинамическое равновесие 
излучения

Предположим, что сосуд, в котором на
ходится газ, имеет идеально отражаю
щие зеркальные стенки. Температура 
газа задана и поддерживается постоян
ной.

Естественно предположить, что если 
в сосуде первоначально не было света, 
то в результате излучения возбужден
ными атомами он затем появится. Если 
в сосуде в начальный момент времени 
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интенсивность света слишком велика, 
то лишний свет будет поглощен ато
мами, находящимися в нижнем невоз
бужденном состоянии.

Можно ожидать, что каким бы ни 
было начальное состояние, в результате 
испускания и поглощения света газом 
заданной температуры установится 
вполне определенная интенсивность 
света. Более тонкие рассуждения по
казывают, что интенсивность света дан
ной частоты зависит только от тем
пературы. В самом деле, представим 
себе два разных сосуда, наполненных 
разными газами, имеющими одну и 
ту же температуру. Соединим наши 
сосуды световодом со спектральным 
фильтром, пропускающим туда и об
ратно только свет одной определенной 
частоты. Если бы интенсивности света 
были различны, то, несмотря на оди
наковую температуру сосудов, один со
суд отдавал бы энергии больше, чем 
получал, и охлаждался бы, а другой 
сосуд нагревался бы, что явно невоз
можно.

Итак, существует определенная рав
новесная интенсивность света — та, при 
которой устанавливается равновесие 
между испусканием и поглощением. 
Эта равновесная интенсивность при дан
ной частоте зависит только от темпера
туры, а не от свойств газа. Естественно 
поэтому пытаться найти равновесную 
интенсивность излучения исходя непо
средственно из общих принципов теп
лового движения.

Рассмотрим излучение определенной 
частоты и определенного направления 
в сосуде. Энергия этого излучения не 
может принимать любые значения: со
гласно квантовой теории (т. е. в данном 
случае —• согласно теории фотонов) 
энергия может равняться нулю (ни од
ного фотона, отвечающего данной длине 
волны), или равняться Av (один фотон), 
или равняться 2Av (два фотона) и т. д.

По общим принципам отношения ве
роятностей ро, P1, р2, • • • соответствую
щих состояний таковы:
Ро : И : Ра : • • • = 1 : e^ . .

(12.7.1)

в соответствии с тем, что энергии Е 
здесь равны 0, Av, 2Av, . . ., а вероят
ности пропорциональны е~гЕкТ; е0 = І, 
поэтому последовательность в правой 
части (1) и начинается с единицы. Но 

сумма всех вероятностей равна единице, 
потому что мы исчерпали все возмож
ности — ведь данный луч должен ха
рактеризоваться либо одним, либо 
двумя и т. д. фотонами, либо отсутст
вием фотонов. Значит, мы можем, как 
говорят, «нормировать» распределение 
(1), добавить к этим равенствам, задаю
щим отношения вероятностей, еще ра
венство
Ро + Р1 + Р2 + =1, (12.7.2)

указывающее, чему равна сумма всех 
вероятностей. Равенства (1), очевидно, 
дают:
ря=^й^е-”АЩ-7; п = 0, 1, 2, ... (12.7.3)

(т. е. р0 — а, р± — ae-h^JT и т. д.), гдб мно
житель а пока остается неопределен
ным. Найти его можно из (2):
/и+/1 + Pi + • • • —
= а (1 4- e-hlkT + e-2W? _ ...) =

1 _ е~МІкТ ’ (12-7.4)

и, значит,
а — 1 — e-4W (12.7.4а)

(заметьте, что в (4) в скобках стоит 
сумма членов геометрической 
прогрес с и и).

Теперь мы уже можем найти среднее 
число фот^о^ов ср и среднюю энергию 
(точнее, плотность энергии) г данного 
сорта лучей:
Ф = 1 • Р14-2 • р2-(. . ., (12.7.5)

e = tpAv (12.7.5а)

(так как « — это среднее число фотонов 
в единичном объеме, то размерность 
этого числа — м~3; размерность s — 
Дж/м3). Подставляя (3) и (4а) в (5) 
(а затем (5) в (5а)), получаем:

e~h>kT  1
(12.7.6)і e-li'ilkT eh-jlcT _ i '

hv
(12.7.6a)

(здесь опущены несложные выкладки и 
сразу приведен окончательный резуль
тат х). Данной частоте v соответствует

1 Для того чтобы вывести из (3), (4а) 
и (5) результат (6), достаточно заметить, 
что 'р—е~к''1кТ'р = Рх+р2+дз+ ■ • • =1— Ра 
(=1 — а; почему?).
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.. 1 - определенный период — колеоания и

определенная длина X световой
волны.

Можно найти число различных волн 
в объеме V, частота которых заклю
чена между v и v-pdv. Пам надо учесть, 
что электромагнитные волны имеют оп
ределенную поляризацию: электриче
ское поле перпендикулярно направле
нию распространения волны (но в трех
мерном пространстве можно указать 
много взаимно перпендикулярных на
правлений, перпендикулярных дан
ному!). Учитываются и условия отра
жения света от стенок, по оказывается, 
что число независимых видов колеба
ний, частота которых заключена в дан
ном интервале, в первом приближении 
зависит только от объема V и пропор
ционально этому объему. Таким обра
зом, можно говорить о числе колебаний 
dK в интервале частот dv, приходя
щихся на единицу объема; это число 
оказывается равно 

где с есть скорость света. При этом так 
как частота v (а значит, и a/v) имеет 
размерность с”1, а с — размерность 
м/с, то размерность dK есть м“3.

Полный вывод формулы (7) слишком 
громоздок для того, чтобы его можно 
было включить в пособие для начинаю
щих. Однако приближенно понять ре
зультат (7) и убедиться в его разум

- ч '>1 ности нетрудно. Заметим, чтоу— — , 

откуда? — 4- и \dv\_--^d't~. Значит , п<)(7) 
число колебаний с длиной волны, заклю
ченной между X и X ——,<Х, равно

dK = (12.7.7а)

Число же колебаний с длиной волны, 
заключенной, скажем, между Хо и 2Х0, 
равно

— 3 у • С12-7^
Таким образом, если отвлечься от чис
ленного множителя, по порядку вели
чины не сильно отличающегося от еди

ницы, то можно сказать, что на единицу 
объема приходится столько же колеба
ний с длиной волны, близкой к Хо, 
сколько можно уместить в этом объеме 
кубиков с ребром /,0. Каждое колебание 
в среднем «занимает объем порядка 
Д;» —результат, не только легко запо
минающийся, но и вполне естественный.

Теперь можно легко написать выра
жение Q полной энергии излучения в еди
нице объема. Для этого возьмем энер
гию каждого колебания с определенной 
частотой, умножим на число колебаний 
данного сорта и сложим (т. е. проин
тегрируем) все эти энергии:

СО

О

(12.7.9)

(Q имеет размерность плотности энер
гии Дж'/м3). Удобно обозначить h'f 

кТ
и выделить безразмерный интеграл:

Q
__ Sr.h рт Д ? х3(1х

~ ; сгс — 1 •
о

(12.7.9а)

Фигурирующий в (9а) неопределен
ный интеграл не выражается через 
элементарные функции. Приближенно 
интеграл

СО

I = l-л — 1 (12.7.10)
о

можно вычислить, замечая, что

ех __ 1 J _ е-х
= е-)| +е- + е-2х+ _) =

= Уг4-е-2'' + . . ., 

и, значит,

J --J A^dx + J _
(12.7.11)

По (см. (7.5.19))
со

a~e~xdx = 3 ! = 6,
0

co со

j x^dx = 1 J y-e~ydy = ~ • 6 и t. д.,
0 0



 
 

 

 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

§ 8*. Вероятность излучения и условия термодинамического равновесия 363

так что
СО

S^W+^+Jh--).

(12.7.11а)

Стоящий в правой части (11а) ряд схо
дится; ограничиваясь пятью членами 
этого ряда, мы получим для интеграла 
(10) приближенное значение 6,482.

С помощью теории функций комплекс
ной переменной (см. § 17.2) можно по
лучить точное значение определен
ного интеграла (10). Оно равно
т. е. примерно 6,494; таким образом, 
допущенная при ограничении пятью 
членами ряда (И) ошибка меньше 0,2%.

Итак, точное выражение равновесной 
плотности излучения (в Дж/м3) при дан
ной абсолютной температуре Т (по 
шкале Кельвина) есть
ЄҐТ --/Л (12.7.12)

Представим себе, что сосуд, в кото
ром установилась такая плотность из
лучения, имеет плоское отверстие в од
ной из стенок площадью S квадратных 
сантиметров. Тогда через это отверстие 
будет вытекать энергия. Поток энергии 
будет равен RS, где R измеряется 
в Дж/(м2-с) и равно

Я = У <2 = 5,75-10'8 Г. (12.7.13)

Электромагнитная энергия «течет», 
распространяется со скоростью света; 
но в каждый данный момент в единице 
объема внутри сосуда только половина 
фотонов движется в сторону отверстия, 
а другая половина движется в противо
положную сторону. Да и те фотоны, 
которые движутся в сторону отверстия, 
летят под разными углами — и это еще 
уменьшает поток вдвое. При точном 
учете этих обстоятельств в формуле (13) 
и возникает коэффициент 1/4.

Заткнем отверстие в нашем ящике 
с зеркальными стенками каким-нибудь 
черным материалом, притом нагретым 
до такой же температуры, которую 
имеют газ и излучение в ящике.

Когда мы говорим, что материал 
черный (или «абсолютно черный»), то 
это значит, что поглощается любой фо
тон, с любой частотой, упавший на по
верхность из нашего материала. Наша 

пробка должна была бы нагреваться, 
поглощая излучение. Но если пробка 
нагрета сама до той же температуры,- 
что и излучение, то она, очевидно, не 
будет нагреваться дальше, до более вы
сокой температуры. Значит, пробка бу
дет излучать ровно столько же, сколько 
поглощает. Таким образом, мы прихо
дим к выводу, что черная поверхность 
с температурой Т излучает с единицы 
поверхности 7 = 5,67-10-8 Г4 Дж^м^с). 
Эта величина выражает то, что назы
вают «излучением абсолютно черного 
тела».

Избранный нами порядок изложения 
является обратным по отношению 
к тому, как исторически развивалось 
исследование излучения. Сперва был 
экспериментально найден закон излу
чения (12), т. е. установлен тот факт, 
что излучение пропорционально четвер
той степени температуры, причем ко
эффициент пропорциональности равен 
5,67-10'8 Дж-м'2-с-1 • град'4 (з а- 
кон Стефан а— Больцмана, 
1888 г.).

Затем было найдено спектральное 
распределение излучения — формула 
Планка (6а) (1899 г.). В этой фор
муле впервые появилась величина h— 
= 6,63 -К)'— Дж-с — так называемая 
посттошиая Планка.

Для света с данной частотой харак
терна определенная энергия hv. Планк 
считал, что поглощение и излучение 
происходят определенными порциями,- 
а к распространению света «порцион
ная», или «квантовая», теория отноше
ния не имеет. Позже (1905 г.) Эйн
штейн показал, что свет состоит из ча
стиц с определенной энергией, равной 
h't, и импульсом, равным —- . Наконец, 
в 1924 г. индийский ученый Бозе дал 
тот вывод формулы Планка, исходящий 
из расчета вероятностей р0, рх, . . .„ 
с которого мы и начали изложение.

§ 8*.  Вероятность излучения и условия 
термодинамического равновесия

Вернемся к выражению для интенсив
ности луча света, пропускаемого горя
чим газом.

Из уравнения (6.5) (напомним, что 
это уравнение неправильно!)
? dI Г 4 ?? -г- = — cn0I 4- ХЩ ? 
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и из условия хх = 0 получим равновесную 
интенсивность /рв:
J? = • • У (12.8.1)

Отношение концентраций n возбуж
денных атомов и пй атомов в основном 

состоянии равно — — е кТ (см. (6.3)
По

или (6.4)). Согласно квантовому усло
вию (6.1) Ех — Eo = hv, значит,
__ є-ьч/йт, так чт0

?L = — ? 112.8Ла)рв Q ' ’

Формула (1а) для 1рв похожа на пра
вильную формулу (7.6а), которая была 
получена Планком, но не совпадает 
с ней.

Отметим сперва именно черты сход
ства: равновесная плотность излуче
ния 7рв не зависит от концентрации 
газа, атомы которого поглощают (в ос
новном состоянии) и излучают (в воз
бужденном), а зависит лишь от ча
стоты v света и от температуры Т. Вид 
зависимости в пределе, т. е. при отно- 

кч .. . ..шении хх >> 1, совпадает с тем, который 

был у Планка. В самом деле, если 1, 
т0 eh>)kT =>1 — и в формуле Планка (7.6а) 

кч
S e1->lkT _ j 

можно пренебречь единицей в знамена
теле по сравнению с (большим!) сла
гаемым eh^ikT . при hv :>■ кТ

откуда вытекает, что

(12.8.2)

ведь I — это энергия в единицу вре
мени, ас — скорость света. (Заметим, 
что поскольку плотность энергии s 
имеет размерность Дж/м3, а с — размер
ность м/с, то произведение CS имеет 
размерность Дж/(м2 • с) потока энер
гии /.)

Итак, полученная из наивных пред
положений формула (1а) по характеру 
функциональной зависимости 7рв от ча
стоты v и температуры Т не отличается 

от точной формулы (2). Для того чтобы 
совпадение было полным, нужно, чтобы 
отдача энергии возбужденным атомом 
в одиночную волну, характеризуемая 
коэффициентом х, находилась с о-сече- 
нием поглощения света атомом в нор
мальном состоянии в соотношении, оп
ределяемом равенством

A.= cAv. (12.8.3)

С точки зрения учения о резонансе (да 
и с точки зрения квантовой механики) 
такое соотношение представляется 
вполне естественным. Если мало сече
ние поглощения света (например, по
тому, что мал заряд колеблющегося 
шарика), то мала и вероятность излу
чения, также зависящая от заряда ша
рика.

Перейдем от вероятности излучения 
единичной волны к полной вероятности 
излучения энергии возбужденным ато
мом. А именно, разделив количество 
энергии, излучаемой в единицу времени 
в одну волну, на энергию Av фотона, 
мы получим вероятность излучения 
в одну волну. Затем полученные вели
чины складываем, т. е. интегрируем по 
всем значениям длины (или частоты) 
волны х

Г х 8-itv2dv Г a8Trv2dv

(размерность w есть 1/с=с_1). Здесь 
ш есть вероятность излучения, так что 
для концентрации возбужденных ато
мов в отсутствие внешнего излучения 
имеет место равенство
drii
— = —wnv (12.8.5)

Решение уравнения (5) очевидно:
H1(£) = 721(£))e-’I’(/-/>). (12.8.6)

1 Не бойтесь того, что в интеграл фор
мально входят частоты, которые данный воз
бужденный атом не может испускать. Для 
этих частот х=0; множитель x(v) в подын
тегральной функции отсечет их.

Соответственно T = есть среднее
время жизни возбужденного атома (ср. 
§ 8.2).

Мы рассматривали лишь первое 
возбужденное состояние, которое мо
жет распадаться только одним спосо
бом, переходя в основное (невозбуж
денное) состояние. Как правило, при
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данном основном состоянии и данном 
строго определенном возбужденном со
стоянии (с определенной пространст
венной ориентацией атома) сечение по
глощения а зависит от направления и 
поляризации падающей волны. В этом 
случае точная формула имеет вид 

w = j (°i + аа) dQ> (12.8.7) 

где ах и — относятся к двум поляриза
циям волны, dQ есть элемент телесного 
угла. При а1=з2=а, нн зависящих от 
направления, получим ах+а2=2з и 
j dQ=4c, что и даст множитель 8" 
в упрощенной формуле (4).

Обратите внимание на размерность:
9з имеет размерность м4, а— = Х — длина 

2 Подставляя (9а) в интеграл, стоящий 
в правой части (8), получим u=4тtо.

волны — размерность м, так что в ин
теграле

Г 8т.а ,
W -- I (12.8.8) 

величина — безразмерна. Существенно 
то, что о сильно зависит от частоты: 
поглощение свнта является резонанс
ным процессом. Вспомним теорию коле
баний: поглощение энергии осциллято
ром при учете трения зависит от ча
стоты по формуле

А const
(V — ч0)2 + 72 '

Оказывается, что в случае 
атома поглощение свнта 
аналогичной формуле 2

,2 г

2л С — М2 Н- 72 ’
Максимальное сечение 

(12.8.9)

покоящегося 
подчиняется

(12.8.9а)

поглощения
света имеет величину порядка квадрата 
длины световой волны! Для видимого 
света эта величина во много раз больше 
размеров самого атома: желтая линия 
натрия имеет длину волны Х=5400х 
Х10"10 м, а радиус орбиты электрона 
порядка 10"10 м, сечение резонансного 
поглощения фотона в миллионы раз 
больше площади, ограниченной орби
той электрона. Здесь проявляется тот 
факт, что фотон нельзя рассматривать 
как точечную частицу, которая летит 
по прямой и либо попадает в мишень,— 
либо пролетает мимо, нн задевая ми

шени. Согласно квантовой механике 
движение фотона определяется волно
выми уравнениями электромагнитного 
поля, — ис этим связана возможность за
хвата фотона атомом с расстояния по
рядка длины световой волны.

До сих пор мы подчеркивали и углуб
ляли сходство нашей приближенной 
формулы (1а) для равновесной плот
ности излучения с подтвержденной ОПЫТОМ точной формулой Планка (2). Те
перь обратимся к отличию формулы 
Планка от приближенного выражения.

Как надо видоизменить выражение 
dl „для оргр, чтргы равновесная плот
ность соответствовала формуле Планка? 
Ответ на этот вопрос дал Эйнштейн 
в 1917 г. Как это часто бывает в физике, 
дать ответ оказалось легче, чнм пра
вильно поставить вопрос.

Ответ Эйнштейна заключался в сле
дующем. Заменим уравнение (6.5) 
dd т ,

следующим:
— = — гг0Z4-хо1(l-|-р), (12.8.10)

где согласно предыдущему x=c/iva. 
Если с? есть срндннн число фотонов 
в данном лучн (см. § 7), то

— = — — . (12.8.11)

Подставляя (11) в (10), получим
dd. 7 d®

-=— — chv = 
dx dx

=zchw[—пд — «і (1 —• (12.8.12)
Прежде всего убедимся, что постав

ленная цель достигнута. В самом деле,;

условие 7 = /рв, т. е. — —0, приводит 
к следующему результату для равно
весного количества фотонов:

— И1---g-ht^T
1 + ?рв '?0 ’

т. н. —л^Тръ 4-л^1(1 +рВв) = 0, 
или

е-м/.-т 1
Трв t .. g-h^ikT gWkT _ і ’ (12.8.13) 

тнм самым мы пришли к выражению 
для вероятности поглощения и излуче
ния, приводящему к формуле Планка. 
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Теперь оглянемся и подумаем, какой 
ценой получен этот результат.

Мы добавили к вероятности изуче
ния хщ еще один член хПрр, равный 
сП}1. Таким образом, мы (вслед за Эйн
штейном) утверждаем, что существует 
процесс испускания фотонов, вызван
ный наличием пучка фотонов и пропор
циональный числу фотонов, или интен
сивности излучения уже существую
щего пучка. Процесс этот называют 
индуцированным излучением. Слово «ин
дуцированное» переводится как «выз
ванное» — речь идет об излучении, 
вызванном наличием света.

Индуцированное излучение возникает 
наряду со спонтанным, т. е. самопроиз
вольным излучением; в выражении для 
излучения в скобках стоят два слагае
мых (1+р), или, если раскрыты скобки, 
*^1+ on-I, которые и отвечают этим 
двум видам излучения. Соответственно 
и уравнение для изменения числа воз
бужденных атомов имеет вид

= —итг кч
, -п01

1“ h> ■ (12.8.14)

При отсутствии излучения у нас 
остается только член —ит^, как мы и 
писали раньше. Но при наличии излу
чения происходит не только перескок 
атомов из основного состояния в воз
бужденное — так сказать, снизу вверх 
/ ъп01 ..(этому отвечает член в правом части 

нои дополнительное индуцирован
ное излучение с «переходом атомов вниз» 
(члеп—^— в том же равенстве (14і)).

Подчеркнем особо, что сечение с
в членах, описывающих поглощение

индуцированное излучение

( одинаково. Если интенсив
ность пучка I велика и членом пх, опи
сывающим спонтанное испускание, 
можно пренебречь по сравнению со
слагаемыми, выражающими поглоще
ние и индуцированное испускание, то 
уравнение для I упрощается:

(12.8.15)

Очевидно, что условием для этого яв
ляется «сильное» неравенство I >> I^, 
где I _ _ — равновесная интенсивность 
излучения при температуре газа.

Подставим в (15) равновесную концен
трацию возбужденных атомов щ = 
= noe~l,',/k’Jk тогда мы получим формулу 
для эффективного поглощения:
£ = _ _ ( 1 _ _ 1 _ 111 ) _ і (12.8.16)

При нагреве газа эффективное поглоще
ние, т. е. коэффициент при I, умень
шается не только вследствие уменьше
ния п0, но еще п вследствие противо
действующего влияния индуцирован
ного излучения, что дает дополнитель
ный множитель в скобках в правой 
части (16). Если hv<gkT, то прибли
женно 

1гч 
W

1! 1

уменьшение поглощения здесь очень 
значительно. Между тем, если есть 
только два уровня: 0 и 1, так что пол
ное число атомов п—п^Пу, то вели
чина п0 может уменьшиться не более 
чем в 2 раза при повышении Т от О 
до со 3.

Так, например, в радиоастрономии 
имеют дело с переходом атома водорода 
из основного состояния в слабовозбуж
денное с испусканием радиоволн с Х= 
—• 21 см. Энергия соответствующих фо
тонов равна кч — - — 6,5 • _1 О:і1 X
х3-108/0,21 10~24 Дж. Если темпера
тура водородного облака равна 100 К, то 
кТ і 1,37 -10-2*-100  ж^Ю21 Дж — и мно
житель в скобках (в формуле (16)) та
ков: (1 — e-'4'7,T) ~ 10-3 (ер. § /■', .8).

Существенны качественные особен
ности индуцированного излучения. При 
этом процессе возбужденный атом из
лучает, усиливая проходящую (инду
цирующую) волну, — иначе не могло 
бы компенсироваться поглощение этой 
волны атомами в нижнем (невозбуж
денном) состоянии. В этом отношении 
индуцированное излучение резко отли
чается от спонтанного, при котором 
возбужденный атом излучает во все 
стороны и только частично— в направле
нии проходящей волны.

3 Правильнее здесь, конечно, было бы го
ворить о повышении температуры от 0 до Т 
. /'-1 і о) „
>> -у. _ таїі каї і иределнньпі пе]>е.\дд 
Т —>■ со физически бессмыслен: атомы при 
атом распадутся.
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На языке классической механики 
можно было бы сказать, что поглощение 
излучения подобно резонансной рас
качке осциллятора (ср. § 10.5). Инду
цированное излучение подобно тормо
жению осциллятора: ведь и для того, 
чтобы затормозить колебания, нужна 
сила, находящаяся в резонансе с коле
баниями, т. е. имеющая ту же частоту. 
Разница между силой раскачивающей 
и сплой тормозящей осциллятор заклю
чается в том, что отношения фаз коле
баний сил к фазе осциллятора будут 
различными.

Однако никакая классическая анало
гия не может полностью объяснить яв
ление индуцированного излучения. Точ
ная и полная теория индуцированного 
излучения возможна лишь на основа
нии квантовой механики и квантовой 
теории электромагнитного излучения 
(квантовой теории поля). Теория инду
цированного излучения органически 
входит в квантовую теорию излучения, 
основы которой заложены П. Дираком 
в 1927 г.

Тем большее восхищение вызывает 
интуиция Эйнштейна, который в 1917 г. 
сумел выявить все основные черты ин
дуцированного излучения исходя из 
чисто термодинамических соображений, 
т. е. примерно так, как это было изло
жено выше. Напомним, что и само по- 
пятпе о частицах света — фотонах — 
было впервые введено Эйнштейном 
в 1905 г.; именно за это он получил 
Нобелевскую премию.

§ 9*.  Лазеры

Индуцированное излучение открывает 
замечательную возможность получения 
электромагнитных колебаний (в част
ности, света).

Представим себе среду, в которой 
концентрация п± возбужденных атомов 
больше концентрации п0 атомов 
в основном состоянии. В обычных усло-

П] вітях теплового равновесия, при —=«о
— g-zo/fcr, такая ситуация невозможна, 
ибо здесь — </1. Но существует не

сколько искусственных приемов, с по
мощью которых можно этого добиться.

Об этих приемах мы расскажем позже; 
пока же, не вдаваясь в подробности, 

примем, что Пу Д> тг0, так что точному 
уравнению (8.10) можно придать вид

■^3 = W + у.Пу, (12.9.1)

где Ъ = а (п± — п0) Д> 0. Изменение
знака коэффициента при I - в выраже- 

dlпии для — самым радикальным обра
зом влияет на характер решения. Ооот- 
ветствующее изменение свойств решения 
можно сравнить с изменением решения 
для концентрации нейтронов в процессе 
деления при переходе от подкритиче
ской массы делящегося вещества (урана 
235, плутония) к надкритической массе 
(см. конец гл. 8).

В самом деле, если Ъ Д> 0 в уравне- 
dl „НИИ для — , то световой поток по мере 

распространения увеличивается экспо
ненциально. Пренебрегая в (1) вторым 
членом, найдем
/ = 70е6'>/0, (12.9.2)
где /0 — интенсивность света в начале 
координат, т. е. при ж=0 (интенсив
ность света на входе в среду). Опреде
ленный объем газа (вещества) с Ъ Д> 0, 
например трубка длины L, работает 
как усилитель: впуская поток 70, 
получим на выходе поток 7ь=7)егь >70, 
более сильный по сравнению с вхо
дящим потоком.

Подставим теперь с двух концов 
трубки зеркала с коэффициентами отра
жения р, 8. Если с левого конца (ж=0) 
поступает поток 10 и на правом конце 
выходит ПОТОК Ir—Ine'1'1, то этот поток 
отразится в правом зеркале и на пра
вый конец снаружи попадает поток
I Гъ I = pH = I$e’bL, (12.9.3)
поэтому поток надо считать отрица
тельным (энергия переносится 
в сторону, противоположную направле
нию возрастания координаты). Для того 
чтобы не следить за знаком, будем от
мечать такой поток штрихом сверху 
(будем писать Г) и рассматривать его 
абсолютную величину.

Уравнение для Г имеет вид 
d\I' I .
- e (12.9.4)

Это уравнение интегрируем «справа 
налево», задав в качестве «начального 
условия» величину | IL |=-Zope,L, отве
чающую значению x=L (см. (3)), и на
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ходя отсюда величину , , отвечающую 
значению х=0:

о
-Ь J Ах

| I) | — \1'ъ\е ь = \Щ\е'" =
= A0f3e2ii. (12.9.5)
После отражения от левого зеркала 
(коэффициент отражения 8) получается 
поток (рис. 1), равный
/" = р8е2И70. (12.9.6)

Рис. 12.9.1

Теперь учтем, что полный поток,
идущии слева направо, равен
АпОЛН ■) 0

где 7о — интенсивность падающего
света, а Ц — дважды отраженного.

с

А,

При этом в правой части выражения (6) 
для ГО надо подставить именно 1ПОА„, 
а не 10 (мы не отличали 10 падающего 
света от ImiIS выше, пока не учитывали 
двукратное отражение). При этом по
лучим
■лолн = А) + I) ~ I) +
откуда

ЛIПОЛИ 1 - ,бе2 А‘ •
(12.9.7)

Физический вывод из всего сказанного 
заключается в том, что при рое22Л = 1 
система, состоящая из трубки с ак
тивным газом и двух зеркал (с коэффи
циентами отражения ,8, о), находится 
в «критическом» состоянии: здесь воз
можно стационарное состояние с любым 
значением Io. Если величина |ЗВе‘2бл < 1, 
то система «подкритическая» (ср. с 
§ 8.9). Без учета спонтанного излуче
ния есть только одно решение /о=О; 
с учетом спонтанного излучения (т. е. 
члена уравнения (1)) в системе
устанавливается излучение, пропорцио
нальное хм/, Наконец, при учете ин
дуцированного излучения усиление бу

дет более сильным; это усиление про- 
1 порционально отношению -----.

Такая ситуация технически мало ин
тересна. Замечательная ситуация воз
никает, если, напротив, |38е‘2б/, )> 1. По 
аналогии с цепной ядерной реакцией 
здесь можно говорить о «надкритиче
ском» состоянии системы. В этом случае 
при любой малой начальной интенсив
ности и малом спонтанном излучении 
произойдет экспоненциальный рост ин
тенсивности излучения в зависимости 
от времени, примерно пропорциональ- 

с 1 і IНЫИ в, где Д Л» —г----- гтт--------  . 1ІНТЄІІСІІВ-1 2/. ,,,,, — 1
ность излучения будет расти, но одно
временно будут расходоваться и воз
бужденные атомы; п и b будут умень
шаться до тех пор, пока система не 
станет критической, но это произойдет 
лишь при большом значении интенсив
ности I:

Итак, в системе с b )> 0 возможно 
получение большой интенсивности из
лучения. Это излучение строго моно
хроматично, представляет собой одно 
определенное колебание, поэтому такое 
излучение можно сфокусировать 
в точку. Полученное таким путем ла
зерное излучение обладает свойствами 
луча из пророческого научно-фантасти
ческого романа Алексея Толстого «Ги
перболоид инженера Гарина»!

Применения лазерного луча описаны 
в огромном числе популярных и непо
пулярных статей, брошюр и книг. Здесь, 
в учебнике математики, мы лишь бегло 
укажем два способа создания инверс
ной заселенности, или активной среды— 
так физики называют ситуацию, когда 
Пх )> по, т. е. когда Ъ )> 0; эта ситуа
ция позволяет получить излучение 
весьма большой интенсивности (при
боры, основанные па использовании 
этого эффекта, называют лазерами или 
мазерами).

Один способ — исторически первый, 
которым воспользовались лауреаты Но
белевской премии: академики Н. Г. Ба
сов и А. М. Прохоров и американский 
физик Ч. Таунс, — заключается в том, 
что молекулы, находящиеся в состоя
ниях 1 и 0, поступают в конденсатор, 
помещенный в вакуум; здесь они дви
жутся без столкновений, только под 
влиянием электрического поля. Элек
трические свойства, а именно поляри
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зуемость молекул в состояниях 0 и 1, 
различны; пользуясь этим, создатели ла
зера сумели обеспечить условия, при 
которых молекулы, находящиеся в ос
новном состоянии, отклоняются и не 
попадают в сосуд, а молекулы в состоя
нии 1 в сосуд попадают. Таким путем 
в сосуде создается нужная нам ситуа
ция, при которой nY > По

Другой прием — более удобный и не 
требующий высокого вакуума, но исто
рически более поздний — заключается 
в том, что используется система с не
сколькими уровнями: 0, 1,2, 3. Система 
«работает», т. е. создает излучение, свя
занное с переходом: на один из проме
жуточных уровней, например с перехо
дом 3 —> 2, частоты V3*2 = (Е3 — Е2) h. 
Для этого возбуждают состояние 3, 
т. е. создают большую концентрацию п3. 
При этом остается п3 < По; возбудить 
молекулы более сильно (достичь того, 
чтобы было П3 —— По) путем облучения 
газа частотой »3 0 нельзя из-за того же 
индуцированного излучения (продумайте 
сами, почему это так).

0днако если молекулы с уровня 2 
очень быстро переходят на нижние 
уровни: 2 -> 1 или 2 —> 0, то вполне 
возможна ситуация, когда будет м << 
0 По, П2 <Z па, т. е. когда система будет 
надкритической по излучению частоты 
V3.2-

Есть и другие способы получения 
активной среды. 0бщим для всех ла
зерных устройств является превраще
ние энергии в форму монохроматиче
ской плоской электромагнитной волны,, 
В этой форме энергия может быть сфо
кусирована, т. е. собрана в*  весьма 
малый объем. При высокой концентра
ции энергии можно достичь сверхвысо
ких температур и давлений, появляется 
надежда осуществить термоядерный 
синтез. Уже сейчас с помощью лазер
ного излучения удается осуществлять, 
хирургические операции, технологиче
ские процессы, химические реакции — 
но все это, как уже было сказано, тема 
совсем других КНИГ,



 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Глава 13

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ
И КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ ЯВЛЕНИЯ В НИХ

§ 1. Основные ПОНЯТИЯ II единицы из
мерения

В этой главе рассматриваются явления, 
происходящие в электрических цепях. 
Основными элементами электрической 
цепи являются сопротивления, емкости, 
индуктивности, источники тока (нап
ряжения). Не претендуя па замену 
учебника физики, а лишь стремясь не
сколько дополнить, развить и уточнить 
знания, которые дает школьный учеб
ник, напомним вкратце определения 
сопротивления, емкости и т. П. II еди
ницы измерения этих величин; при 
этом мы считаем, что в объеме школь
ного курса физики все эти основные 
понятия читателю уже известны.

Количество электричества q опреде
ляется как разность количеств поло
жительных и отрицательных зарядов. 
Единицей количества электричества яв
ляется кулон (сокращенно Кл). Элемен
тарный заряд — заряд протона — ра
вен е? = 1,6 • 10“19 Кл; заряд электрона 
ее = — 1,6-10_1э Кл.

Сила тока (или, кратко, ток) опре
деляется как количество электричества, 
протекающее в единицу времени через 
поперечное сечение проводника. Силу 
тока будем обозначать через /. За еди
ницу силы тока принимается ампер 
(обозначение — А): ток в 1 А соот
ветствует тому, что через поперечное 
сечение проводника за секунду проте
кает 1 Кл. Таким образом, 1 А = 1 Кл/с; 
удобнее, впрочем, говорить, что 1 Кл = 
= 1 А-с, поскольку в системе СИ основ
ной единицей является ампер, а кулон 
определяется, как А-с.

За (положительное) направление тока 
принимается направление, в котором 
должны были бы двигаться п о л о ж и- 
тельные заряды для того, чтобы 
создать данный ток. В действительности 
в металлических проводниках положи
тельные заряды неподвижны, а ток те
чет благодаря движению электронов, 
несущих отрицательные заряды. Тело, 

заряженное положительно, — это, как 
правило, тело, которое потеряло часть 
своих электронов (только в редких 
случаях положительный заряд есть ре
зультат того, что тело приобрело поло
жительные заряды). Отрицательно заря
женное тело — это тело, которое приоб
рело избыточные электроны. Направле
ние тока есть направление, проти
воположное тому направлению, 
в котором в проводнике движутся элек
троны.

Электрическим потенциалом данной 
точки называется потенциальная энер
гия, которой обладает положительный 
заряд в 1 Кл, помещенный в данную 
точку. При этом считается, что электри
ческий потенциал земли равен нулю. 
Следовательно, равен нулю потенциал 
той точки схемы, которая соединена 
с землей металлическим проводом («за
землена»). Единицей потенциала слу
жит вольт (обозначение —■ В). Потен
циал точки равен 1 В, если заряд в 1 Кл, 
помещенный в эту точку, обладает по
тенциальной энергией в 1 Дж. (Напом
ним, что единица энергии или работы 
джоуль может быть определена как 
работа силы 1 И на пути в 1 м: 1 Дж = 
= 1 Н-м = 1 кг-м2/с2.) Потенциальная 
энергия и заряда q, помещенного 
в точку, где потенциал равен с3, есть 
и (Дж) = g (Кл) ■ с? (В). (13.1.1)

При этом надо представить себе, что q 
мало, так как если поместить в данную 
точку большой заряд (например, 1 Кл), 
то изменится сам потенциал ср. Поэтому 
лучше сказать, что потенциал ср — это 
коэффициент при q в формуле (1) — 
коэффициент пропорциональности по
тенциальной энергии заряда и коли
чества электричества.

Работа А, которую совершит поле, 
переводя заряд из точки, где потенциал 
равен срп в точку, в которой потенциал 
равен есть
А = щ — и — q (?! — <?2)-
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Подобно тому как во все физически 
значимые утверждения механики входит 
только разность потенциальных 
энергий, но никогда — сама энергия, 
так и в учении об электричестве в фор
мулы входит всегда разность по
тенциалов. Ко всем потенциалам 
во всех точках можно прибавить одина
ковое слагаемое — разность потенциа
лов от этого не изменится. Поэтому 
потенциал в какой-нибудь одной точке 
схемы или аппарата всегда можно вы
брать произвольно, например положить 
равным нулю, — и лишь после этого по
тенциалы всех других точек становятся 
вполне определенными. Именно это об
стоятельство позволяет принять за нуль 
потенциал Земли.

Рассмотрим конденсатор (рис. 1), со
стоящий из двух параллельных пластин 
А и В. Одна из пластин (Л) может быть

Рис. 13.1.1

соединена с каким-либо источником 
напряжения. Количество электричества 
на ней прямо пропорционально раз
ности потенциалов срг пластин конден
сатора:

<л = 6Ч,

где разность потенциалов срс — это по
тенциал пластины А минус потенциал 
пластины В. Так как на рис. 1 пла
стина В заземлена, то здесь равно 
потенциалу пластины А.

Коэффициент пропорциональности С 
называется емкостью конденсатора. За 
единицу емкости принимается фарада 
(сокращено Ф) — емкость конденса
тора с разностью потенциалов пластин 
1 В при заряде 1 Кл (10“s Ф = 1 мкФ 
(микрофарада), 10“9 Ф = 1 нФ (нано
фарада), 10~12 Ф = 1 пФ (пикофарада)).

На пластине В конденсатора скапли
вается равное по величине и противо
положное по знаку количество электри
чества:

Электрический заряд замкнутой си
стемы есть сохраняющаяся величина: 
ни при каких процессах электрические 
заряды одного знака не возникают и 

не исчезают х. Изменение заряда пла
стины А конденсатора связано с тем, 
что заряд с пластины уходит куда-то 
в другое место, например в точку D- 
(рис. 2).

------ =---- 1 Нт-
Рис. 13.1.2

Если в направлении от D к А (слева 
направо) течет ток /, то за время dt 
через поперечное сечение проводника 
пройдет количество электричества jdt', 
поэтому
dqA = jdt, плп = /.

Рассмотрим теперь, от чего зависит 
сила тока, текущего по проводнику. 
По закону Ома сила тока пропорцио
нальна разности потенциалов на концах 
проводника, причем ток течет от боль
шего потенциала к меньшему. Таким 
образом,
j = /г(Ъ~ ?j) = ТТ ( ?л — (13.1.2)

Положительная величина К назы
вается проводимостью.

Обратная К величина у называется 
сопротивлением проводника и обозна
чается буквой В. Единица сопротивле
ния называется ом (обозначение — 
Ом) — это есть сопротивление провод
ника, по которому течет ток в 1 А при 
разности потенциалов на концах про
водника в 1 В, так что 1 Ом = 1 В/А.

Величину ф л А в формуле (2)
уместно обозначить через срй — это 
есть разность потенциалов на сопротив
лении В, причем величина у, (как 
вытпе «с) определяется как разность 
значений потенциала слева и справа 
(при этом ток течет слева направо). 
В этих обозначениях закон Ома (2) 
можно записать так:

/ ./, или уп = Rj. (13.L3)

Источником напряжения в цепи мо
жет быть, например, гальванический

1 При возникновении или исчезновении 
двух противоположно заряженных частиц 
с равным по абсолютной величине зарядом 
полный электрический заряд системы не ме
няется. 
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элемент. На полюсах элемента имеется 
определенная разность потенциалов. 
Приближенно можно считать, что эта 
разность потенциалов не зависит от 
тока, протекающего через элемент. 
В частности, в элементе ток может 
течь в сторону от более низкого потен
циала к более высокому. Через сопро
тивление ток всегда течет от более вы- 
ского потенциала к более низкому, по
добно тому как по трубе, соединяющей 
два сосуда, вода течет из сосуда, в ко
тором уровень воды выше, в сосуд, 
в котором уровень воды ниже.

Элемент подобен насосу, который мо
жет забирать воду в нижнем сосуде и 
поднимать ее в верхний сосуд, т. е. 
заставлять воду передвигаться снизу 
вверх. Для работы насоса необходим 
какой-то внешний источник энергии, 
приводящий насос в движение. Анало
гичной является и ситуация в гальва
ническом элементе. Когда через элемент 
проходит ток от более низкого к более 
высокому потенциалу, в нем происхо
дят химические реакции. Энергия этих 
химических реакций в элементе превра
щается в электрическую энергию.

Разность потенциалов, которую дает 
элемент, называется электродвижущей, 
силой, или, сокращенно, ЭДС.

с--------------11------------ -------------CZZ)------------------—
/ 1 2 J

Рис. 13.1.3

Разность значений потенциалов на 
элементе слева и справа (рис. 3) равна 
ЭДС элемента со знаком минус:
?i — ??■. Е.
В действительности ЭДС несколько за
висит от силы тока, протекающего через 
элемент. Когда ток течет (на рис. 3 
слева направо) в направлении от более 
низкого потенциала к более высокому 
(т. е. в нормальном режиме работы эле
мента, когда он производит электриче
скую энергию), ЭДС Е уменьшается 
с увеличением силы тока. Приближенно 
можно считать ЭДС постоянной, по бо
лее точной является линейная зависи
мость Е от силы тока:
E = a—bj, (13.1.4)

где (положительные) коэффициенты а и 
Ъ являются характеристиками элемента. 

Элемент, ЭДС Е которого не зави
сит от силы тока / (т. е. элемент, для 
которого Ь=0 в формуле (4)), будем 
называть идеальным.

Рассмотрим последовательное соеди
нение идеального элемента с ЭДС, рав
ной а, и сопротивления Ъ (см. рис. 3). 
Тогда
<?в = ?1 — ?2 = — а, <f>4 — ?2 — % = bj. 
поэтому
И — % = (?1 — ?з) + (?2 — ?з) = 
= —а -ф- bj = —(а — bj) = —Е.
Таким образом, мы вновь пришли к фор
муле (4) для ЭДС Е. Поэтому величину Ъ 
в формуле (4) часто называют внутрен
ним сопротивлением элемента; реаль
ный элемент, с которым мы обычно 
имеем дело, дает такую же зависимость 
(4) Е от /, как соединенные последова
тельно идеальный элемент и сопротив
ление Ъ. За величиной а сохраняют 
название ЭДС элемента и в случае 
реального (а не идеального) элемента 
(здесь имеется в виду, что Е=а при 
7=0 2; величина b характеризует паде
ние ЭДС при j == 0).

В дальнейшем при рассмотрении 
электрических цепей, в которые входят 
источник тока, например гальваниче
ский элемент, и различные сопротивле
ния, можно представить себе, что мы 
имеем дело с идеальным элементом с по
стоянной, не зависящей от тока ЭДС, 
а внутреннее сопротивление Ъ источ
ника объединить с внешним сопротив
лением R. Таким образом, реальный 
элемент с внутренним сопротивлением b, 
включенный последовательно с сопротив
лением R, эквивалентен идеальному эле
менту, включенному последовательно с 
сопротивлением ;=R-\-b. Ток в цепи 
в этом случае определяется формулой 
. Е

Следует еще раз обратить особое вни
мание на различие между сопротивле
нием и источником напряжения. Если 
в какой-то цепи на сопротивлении име
ется разность потенциалов такая, что 
f ; і (рис. 4), то, по нашему опреде
лению, — % < 0, т. е. срд от-

2 Так как при разомкнутой цепи ток равен 
нулю, то ЭДС можно определить как разность 
потенциалов разомкнутого элемента. 



 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 

§ 1. Основные понятия и единицы измерения 373

рицательно; следовательно, по формуле 
(3) и ток отрицателен. Значит, ток течет 
справа налево, от точки 2 к точке 1. 
Теперь пусть разность потенциалов та
кого же знака имеется на концах источ
ника напряжения, причем зависимость

Рис. 13.1.4
■с-------------- CZ------------ =“

/?

Е от j дается формулой (4) (см. рис. 3). 
Пусть при этом фз > фі, но фз — > а-
Тогда &=р>1 — ф3+а=а — (ф3 — ?1) > 
)> 0, т. е. / )> 0. Поэтому ток течет 
слева направо, несмотря на то что по
тенциал > ■ слева меньше, чем потен
циал ф3 справа. Таким образом, источ
ник напряжения способен преодолевать 
разность напряжений и давать положи
тельный ток (слева направо) при отри
цательной разности' потенциалов (срх — 
— ср-3 <2 0), если только эта отрица
тельная разность потенциалов по абсо
лютной величине не превышает ЭДС 
источника. Между тем сопротивление 
при отрицательной разности потенциа
лов всегда дает отрицательный ток. 
В любой схеме, состоящей только из 
сопротивлений (без ЭДС), мы будем 
иметь лишь тождественно равное нулю 
решение задачи об определении тока; 
при наличии же элементов (ЭДС; рис. 5) 
возможно и ненулевое решение.

Рассмотрим теперь явление индук
тивности. Оно связано с магнитным 
полем, возникающим в окружающем 
проводник пространстве, когда по про
воднику течет ток. Это магнитное поле 
особенно велико, если проводник имеет 
вид катушки с большим числом витков. 
Поле еще больше увеличивается, если ка
тушка намотана на железный сердечник.

В свою очередь магнитное поле (пе
ременное поле!) вызывает электриче
ские явления. Известно, что каждый

./
7 | 2 —
у—<-------------- =>1 }

Рис. 13.1.5 

виток (и даже каждая часть витка) 
катушки при наличии переменного маг
нитного поля становится источником; 
напряжения, подобным гальваниче
скому ■ элементу. В катушке, в которой 
витки намотаны так, что ток обходит 
сердечник катушки в одном и том же 
направлении на всем протяжении ка

тушки, все эти источники напряжения 
соединены последовательно, так что 
напряжения складываются.

В целом катушка эквивалентна источ
нику напряжения с разностью потен
циалов, пропорциональной скорости из
менения магнитного поля. Но магнитное 
поле в катушке пропорционально силе 
тока в катушке 3. Поэтому скорость из
менения магнитного поля пропорцио
нальна скорости изменения тока, 
т. е. ■проіиводіїиіі^. Окончательно 
в катушке (рис. 6)

_  _  т dj
Ъ = ?1 — = (13.1.5)

причем за положительное направление 
тока принято направление внутри ка
тушки от точки 1 к точке 2, а величина

У-----

Рис. 13.1.6

ср^ есть разность потенциалов на ка
тушке: потенциал слева минус потен
циал ф2 справа. Рассматривая подробно 
направление магнитного поля и ЭДС, 
индуцируемую при его изменении, 
можно доказать, что коэффициент L 
в этой формуле (так называемая индук
тивность) всегда положителен.

Из формулы (5) следует, что если 
-^<0, то ?! — ?2<> т- е. <р2><Р1. 
Таким образом, если ток положителен 
(течет от 1 к 2) и по величине умень
шается, то катушка играет роль эле
мента, поддерживающего в цепи поло
жительный ток, несмотря на то что 
Ф£ < 0. Если же ток положителен и 

dj пувеличивается, то -> )> 0; поэтому 
Ф£ )> 0. В этом случае катушка играет 
роль добавочного ■ сопротивления, так 
как здесь разность потенциалов на ка
тушке положительна при положитель
ном токе (ср. с (3)).

3 Мы не будем. рассматривать случай, 
когда па одном сердечнике намотаны две ка
тушки, т. е. трансформатор, связывающий 
между собой две электрические цепи, в кото
рых текут разные токи. Не рассматриваются 
также случаи более сложной зависимости маг
нитного ноля от тока, когда в катушку встав
лен железный сердечник и сила тока так ве
лика, что железо «насыщается».
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Существенное отличие катушки от 
источника напряжения и от сопротив
ления заключается в том, что вели
чина tpL зависит не от величины тока у, 

dyа от скорости — его изменения.
Единица индуктивности (коэффициент 

L в уравнении (5); ранее вместо выраже
ния «индуктивность катушки»4 употреб
лялся термин «самоиндукция») назы
вается генри (обозначение — Г). Ут
верждение, что индуктивность катушки

Внутреннее сопротивление ЭДС мы пе 
учитываем.

dqA d'^ 1
6 94 - Qa, ~й = С- Если

в начальный момент времени =
і

= (тл)о. ТО Q j jdt.

^0

Рис. 13.1.7 

равна 1 Г, означает, что при скорости 
изменения тока, равной 1 А/с, в ка
тушке возникает разность потенциалов 
в 1 В. Размерность индуктивности по
лучаем из формулы (5):
1 Г = 1 В ■ с/А.

Из сказанного видно, что индуктив
ность влияет на ток в цепи так же, как 
инертная масса (маховик) влияет на 
скорость движения: индуктивность пре
пятствует изменению тока, масса (по 
второму закону Ньютона) препятствует 
изменению скорости. Подробнее эта 
аналогия будет рассмотрена в § 4.

С точки зрения дальнейших расчетов 
емкость, сопротивление, ЭДС и индук
тивность имеют между собой нечто об
щее: в схеме все они присоединяются 
двумя проводами (в отличие, напри
мер, от трансформатора, имеющего че
тыре вывода, или радиолампы, имею
щей три вывода — анод, катод, управ
ляющая сетка). Приборы, которые 
включены в схему при помощи двух 
проводов, носят название двухполюсни
ков', приборы, включаемые при помощи 
четырех проводов, называются четырех
полюсниками ит. д. В схеме каж
дый элемент — емкость, сопротивление, 
ЭДС, индуктивность — в каждый мо-

4 Часто вместо того, чтобы сказать «ка
тушка, индуктивность которой равна L», 
для краткости говорят просто «индуктив
ность L». Говорят также «емкость б'» вместо 
«конденсатор, емкость которого равна С». 
Точно так же говорят об ЭДС Е вместо того, 
чтобы говорить о гальваническом элементе, 
или источнике напряжения. 

мент времени характеризуется опреде
ленным током, который проходит через 
этот элемент, и определенной разностью 
потенциалов на входе и выходе.

Можно представить себе закрытый 
ящик Я (рис. 7) с двумя торчащими из 
пего проводами А и В. Внутри ящика 
может быть что угодно: 7?, Е, L, С. 
Подключим к ящику амперметр А и 
вольтметр V. При включении, пока
занном па рис. 7 (знаки «+» и «—» 
соответствуют надписям на клеммах ам
перметра и вольтметра), амперметр по
казывает ток у, идущий в направлении 
от Л к В. Вольтметр показывает разность 
потенциалов
% = ?.1 —

От того, что находится внутри ящика, 
зависит связь между и у: 
в случае сопротивления R фя — Rj,

‘ (13.1.6)
в случае ЭДС5 Е, у=—Ей, (13.1.7) 

в случае индуктивности L фя = L ,
(13.1.8) 

в случае емкости 6 * * С == (<?я)о —Ь
і

-\-~c\jdt, (13.1.9)
/о

df 1 .
ИЛИ (13Д.9 *а)

В некоторых случаях осуществляются 
и более сложные зависимости. Так, на
пример, выпрямитель тока (двухэлек
тродная лампа или полупроводниковый

Рис. 13.1.8

диод) не подходит пи под одну из фор
мул (6) — (9). Однако в большом числе 
важных вопросов можно ограничиться 
рассмотрением элементов схем, для ко
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торых с хорошей точностью выпол
няются формулы (6)—(9). Ниже мы бу
дем рассматривать именно такие схемы, 
за исключением § 17. где специально 
рассматриваются свойства контура, 
в который включено устройство со 
сложной зависимостью тока от раз
ности потенциалов.

Рассмотрим схему, изображенную на 
рис. 8. Выпишем падения напряжений 
на отдельных элементах схемы:

Ч = 9л,— 9л,; 9е = 9Ае — 9пк- (13.1.10)
Заметим еще, что ср, , = /;, срВ/? = с,

поэтому, сложив почленно все 
равенства (10), получим 
?<■ + ?« + Ч. + 9 к = Чс — 9V

Если' цепь рис. 8 замкнута, то = 
— В этом случае, следовательно, 

?■ + 91; + 9е ~і~9е = (13.1.11)

1 Заметим, что во всох схемах (см. рис. 1.8 
и далее), изображаемых в виде контура пря
моугольника, мы говорим о направлении тока 
в верхней стороне прямоугольника; 
в нижней стороне, .замыкающей цепь, ток 
имеет, очевидно, противоположное 
направление.

Это обіцее равенство вместе с выра
жениями (0) — (9) полностью определяет 
все процессы в цепи. Ниже мы, поль
зуясь этим равенством, будем рассма
тривать различные цепи, начиная с са
мых простых, состоящих только из 
д в у х элементов.

$ 2. Разряд емкости через сопротив
ление

Рассмотрим процесс, происходящий 
в цепи, состоящей из емкости С и со
противления И (рис. 1). Потенциал 
точки А обозначим ср (пластину В будем 
считать заземленной). Вначале пусть 
с — сро- Соответствующее количество 
электричества на пластине А будет

Можно ли говорить о токе, идущем 
через емкость? В конденсаторе две пла
стины разделены изолятором (например, 
воздухом), так что в действительности 
электрон не может пройти через ем
кость, т. е. попасть из А в В. Однако 
если на пластину А попадает положи
тельный заряд, то пластина В заря
жается отрицательно, так что с пла
стины В по проводу уходит положитель
ный заряд (ток также идет слева на
право). Два амперметра Ах и Л2, один 
из которых измеряет силу тока в про
воде, присоединенном к пластине А, 

другой — в проводе, присоединенном 
к пластине В, дают одинаковые показа
ния. Что именно (положительные за
ряды или электроны) проходит в раз
личных частях электрической цепи, нас 
не интересует, так же как не интере
сует — те же электроны пройдут 
через Л2, которые ранее прошли через 
Л1? или другие. Поэтому везде в даль
нейшем будем говорить о токе, иду
щем через конденсатор, 
имея при этом в виду ток, проходящий 
по проводам, присоединенным к пла
стинам конденсатора. В электрической 
цепи о токе, идущем через конденсатор,

/ /7

Рис. 13.2.1

можно говорить так же, как о токе, 
идущем через сопротивление или индук
тивность; отличие заключается в другом 
виде связи между током и разностью 
потенциалов, что выражено формулами 
(1.9) и (1.9а).

При замыкании рубильника Р (см. 
рис. 1) по сопротивлению R пойдет ток 
.___ 1

7 — Ч? '?«•
По формуле (1.11) cH-cp/;=O, откуда 
Рп=— ср; поэтому

/=-? (13.2.1)
Так как положительным здесь мы назы
ваем ток, текущий слева направо, то 
при ср )> 0, как видно из формулы (1), 
ток отрицателен, течет справа налево, 
конденсатор разряжается1. Вспоминая, 
что 7 = , (ток через конденсатор), a q = 
— Ср, находим
7 = С-g. (13.2.2)

Сравнивая (1) и (2), находим
da 1 <13.2.3)
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С подобным дифференциальным уравне
нием мы встречались в связи с задачей 
о радиоактивном распаде (см. гл. 8) и 
во многих других разделах этой книги. 
Если с=(?0 при t=0, то решение урав
нения (3) таково:
® (1) = toQe~^KC'. (13.2.4)

Отсюда

(1-11) ГК ,'-ср — 0, где ср — потенциал'
незаземленной пластины конденсатора. 
Так как <р£ = — Ео, wR=Rj, то — £0-~ 
+Rj’-j-ср=-О. Ток через конденсатор / =

поэтому

ИЛИ
/((=-->

Рис. 13.2.2

у
С=2-
У

У
Hf-

dt (13.2.5).

Из формулы (3) видно, что величина 
RC имеет размерность времени. Прове

Для того чтобы найти, как меняется ср 
с течением времени, удобно ввести но
вую переменную z= ср — Ео; тогда dz= 
= dy. При этом уравнение (5) примет 
следующий вид:
dz z
"ей _ Ис •

Его решение таково:
рим это:
[Д] = °м=4

Z (13.2.6)

откуда
В • с
К л[7?С] с.

где z0 — значение z в начальный момент 
времени.

Найдем решение для случая, когда 
в начальный момент времени конденса
тор не заряжен: с=О при 1=0. Тогда 
z0 = —Ео. Из (6) получаем z=—Eoe~tlRC, 
т. е.

Сс (т-ад.

В • с
К л ’

К л
В

За время i=RC заряд конденсатора 
q, а также сила тока j уменьшаются 
в е раз.

Процесс разрядки конденсатора легко 
проследить на опыте. В магазинах ра-

Рис. 13.2.3

диодеталей продаются конденсаторы ем
костью С=20 мкФ = 20-10_6 Ф и сопро
тивления /?=20 М0м=20-10в Ом. Для 
схемы с такими R и С получим RC = 
=400 с — очень удобное для наблюде
ния время.

Величина RC называется постоянной 
времени контура, состоящего из емкости 
и сопротивления (напомним, что в слу
чае радиоактивного распада аналогич
ная величина называлась средним вре
менем жизни).

Рассмотрим задачу зарядки ем
кости через сопротивление. Соответст
вующая схема изображена на рис. 2. 
Если рубильник Р замкнут, то согласно

? = ZEo ^Е^Е, =
= Ео(1 — Z™). (13.2.7)

График зависимости ср от t изображен 
на рис. 3. Кривая соответствует фор
муле (7), пунктирная горизонтальная 
прямая представляет собой то значение 
ср = Ео, к которому с течением времени 
приближается решение. Величина 2 
имеет геометрический смысл расстоя
ния по вертикали от кривой до пунк
тирной линии. Это расстояние с тече
нием времени убывает по экспонен
циальному закону.

За время, равное RC, заряд конден
сатора достигает 63% своего конечного 
значения, за время 2RC — 86% и за 
время 3RC — 95% конечного значения.

Из формул (4) и (7) видно, что раз
рядка и зарядка конденсатора происхо
дят тем быстрее, чем меньше сопротив
ление R и чем меньше емкость С.

Упражнения
13.2.1. В схеме рис. 1 С=1СГ6 ф и 7? = 

= 107 Ом; Я = 108 Ом; Л = 109 Ом. Для каж
дого из этих случаев определите, через сколько 
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времени ток, текший в начальный момент 
через конденсатор, уменьшится на 10%; 
уменьшится вдвое.

13.2.2. Рассмотрите процесс выравнива
ния потенциала через сопротивление R при 
последовательном соединении д в у .\ кон-

г—ІІ------- □-----—'с--- II--

Рис. 13.2.4

денсаторов С] и С2, один из которых в началь
ный момент 1=0 заряжен до разности потен
циала о,. (0) — а, а другой не заряжен вовсе, 
т. е. г,,, (0) — 0 (рис. 4).

13.2.3. Определить изменение постоянной 
времени контура в схеме рис. 1, если все ли
нейные размеры схемы увеличить в п раз 
(конденсатор считать плоским). (Условия за
дачи надо понимать так: увеличиваются как 
размеры конденсатора, так и размеры сопро
тивления, по материалы, из которых изго
товлены конденсатор и сопротивление, ио 
меняются.) [Указанием. Из физики из
вестна формула для емкости плоского 

конденсатора: С = s ’ где S — площадь 
пластины конденсатора, d — расстояние между 
пластинами, є — постоянная величина, за
висящая от материала между пластинами 
(Диэлектрическая постоянная). Величина 
проволочного сопротивления находится по

I
формуле Д = о — , где I — длина, с — пло
щадь поперечного сечения, р — постоянная, 
зависящая от материала проволоки.]

§ 3. Колебания в цепи емкости с искро
вым промежутком

Типичная схема использования конден
сатора показана на рис. 1. В цепь 
включен источник напряжения с ЭДС 
Е и сопротивлением R (роль R может 
играть внутреннее сопротивление источ
ника напряжения). Ниже находится 
искровой промежуток) при разности 
потенциалов меньше определенного зна
чения срх искровой промежуток явля
ется изолятором; при проскаки
вает искра, воздух между проводами 
накаляется до высокой температуры и 
становится хорошим проводником. Сум
марное сопротивление подводящих про
водов и накаленного воздуха обозначим 

через г. Величина г мала и остается 
малой до тех пор, пока идет ток, под
держивающий высокую температуру 
воздуха. При определенном малом зна
чении тока /2 воздух остывает и искро
вой промежуток снова становится изо
лятором. Этому значению тока соот
ветствует разность потенциалов ср2= 
=j2r. При этом «3 г Та- нужно боль
шее напряжение для того, чтобы за
жечь искру, чем для того, чтобы под
держать ее горение.

На рис. 2 показана зависимость ср 
от t для такой схемы. На участке ОА 
происходит зарядка емкости, ток не 
идет через искровой промежуток. В этом 
случае справедлива формула (2. 6):
© = Е (1 — г ; !'Т. (13.3.1)
В точке А в момент времени t~tA 
разность потенциалов достигает значе-

Рпс. 13.3,1 -U-

ния срх, искровой промежуток начинает 
проводить ток, идет разрядка конденса
тора. Так как при этом R %> г, то то
ком, идущим от источника напряже
ния, по сравнению с током, идущим че
рез искровой промежуток, можно пре

небречь. Поэтому для ср получаем урав
нение
dy у
dt гС ’

причем с = срх при t=tA. Отсюда на
ходим

t-tA
ср = ?іе ГС . (13.3.2)

В момент времени t=tB (в точке R) 
с=ср2; при этом искровой промежуток 
опять становится изолятором, снова на
чинается зарядка (участок RC) и т. д.

Определим время tB — tA, в течение 
которого происходила разрядка ем
кости. Для этого воспользуемся тем, 
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что с=р2 при £ = /д. Из уравнения (2), 
полагая в нем у— ср2, t~tr„ получим

1 в~‘л

откуда
ів —■ іа — rC In—.

■ ?2

На участке ВС (зарядка) справедлива 
зависимость (1), сдвинутая по времени 

1
6

0

о

и —Z

п

т (на рис. 2 величина т 
отрезком /107?). Поэтому 

-Я),
на величину 
изображается
? = 2?(1

Полагая здесь t — tg, получим
ф2= а(1—

Аналогично, полагая С = С, находим

Из последних двух формул следует
С-‘в

71 
to— tB = RC ln^——.

л — ?i

Полный период процесса (зарядка — 
разрядка) есть
Т tc    tt (t(; — tg) Д- (£д   Іл)

= Т?СІн4—^ + rCln —.
£ — 9і і

Обычно сопротивление в цепи источ
ника напряжения R во много раз 
больше сопротивления искрового про
межутка, поэтому время зарядки го
раздо больше времени разрядки. Зато 
ток разрядки оказывается во много раз 
больше, чем ток зарядки, больше, чем 

тот максимальный ток, который можно 
было бы получить от источника напря
жения (при наличии внутреннего со
противления 7Д источник напряжения 
не дает ток больше, чем . Схема на 
рис. 1 преобразует длительный малый 
ток, вызываемый источником напряже
ния, в сильный ток, который, однако, 
течет не все время, а в течение кратких 
промежутков времени (как принято го
ворить, наблюдаются «короткие им
пульсы» тока).

Действие схемы подобно системе, в ко
торой маленькая струйка воды посте
пенно наполняет сосуд (рис. 3). Сосуд 
закреплен так, что, когда накопится 
достаточное количество воды, он опро
кидывается, вода выливается, после 
чего сосуд снова принимает вертикаль
ное положение, и процесс начинается 
сначала. Па рисунке сосуд закреплен 
на горизонтальной оси 00', располо
женной ниже середины сосуда. Внизу 
к сосуду прикреплен груз, так что 
центр тяжести пустого сосуда лежит 
ниже оси. Однако когда сосуд запол
няется водой, то центр тяжести полного 
сосуда оказывается выше оси и сосуд 
опрокидывается.

Вернемся к схемам рис. 2.1 и 2.2. 
В таких схемах, состоящих из емкостей, 
сопротивлений и ЭДС, по истечении не
которого времени потенциалы практи
чески становятся постоянными. Дейст
вительно, в схеме рис. 2.1 устанавли
вается с=О, в схеме рис. 2.2 л = Ао 
(см. формулы (2.4) и (2.7)) *.  Совер
шенно другую картину наблюдаем в слу
чае схемы с искровым промежутком. 
Здесь происходят незатухающие коле
бания величины и (правда, они очень 
непохожи на те колебания, которые мы 
изучали раньше). Эти колебания свя
заны с особыми свойствами искрового 
промежутка, в частности с тем фактом, 
что до достижения определенного по
тенциала (так называемого потенциала 
пробоя с^і) ток через искровой промежу
ток совсем не идет.

О свойствах разряда через воздух 
в искровом промежутке написано много 
книг; мы привели только минимум све
дений, необходимых для понимания

1 Ниже мы увидим, что это стремление по
тенциала к постоянному значению при t - - со 
сохраняется и при наличии в схеме индуктив
ностей.



 
 
 

 

 

 
 
 

  

 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

§ 4. Энергия конденсатора 379

действия схемы рис. 1. Сказанного выше 
недостаточно, например, для ответа на 
простой вопрос: что произойдет, если 
соединить искровой промежуток с ис
точником напряжения без конденса
тора?

Действительно, если ток не идет, то 
на искровом промежутке будет напря
жение Ео- Так как Ео^> ->- , то должен 
произойти пробой. Но если бы произо
шел пробой, то сопротивление искро
вого промежутка стало бы малым, рав- 
нылг г. Тогда на искровом промежутке 
возникла бы разность потенциалов, рав
на я Е,——5, и ток ■ Е°-5 . Если 7?и ,>■ -|- и • г - j л
велико, то ток j мал — меньше 7’2, раз
ность потенциалов па искровом проме
жутке мала —■ меньше ^2- По в таком 
случае воздух не нагревается, и сопро
тивление искрового промежутка не ста
нет малой величиной г, а, значит, раз
ность потенциалов будет велика, равна 
Е. Мы получаем противоречие.

На самом деле в этих условиях полу
чается электрический разряд другого 
типа, так называемый тлеющий разряд 
(малый ток без нагрева воздуха), а не 
искра с накаленным воздухом.

§ 4. Энергия конденсатора

Заряженный конденсатор обладает оп
ределенным запасом энергии; этот запас 
энергии может быть отдан очень быстро, 
если конденсатор разряжается на ма
лое сопротивление.

Найдем запас энергии конденсатора 
емкости С, одна пластина которого за
землена, а другая имеет потенциал ^р0. 
Тогда количество электричества qit = 
= С<р0.

На первый взгляд энергия равна про
изведению q0'^0 (=Сср) - В действитель
ности это выражение хоть и правильно 
передает порядок величины q0, но все же 
не точно: оно вдвое отличается от 
истинного.

Рассмотрим процесс зарядки конден
сатора. В моміент, когда его потенциал 
равен ср, а заряд q, добавка малого 
количества электричества dq увеличи
вает энергию на
d\V = ?dq. (13.4.1)

Существенно то, что по мере зарядки 
гам потенциал с5 меняется, так как

Подставляя это значение ф в (1), 
получим

dW = — qdq. (13.4.2)

Проинтегрируемі (2) от д=о (незаряжен
ный конденсатор) до д=до; получим 
W(q°)=E-\qdq = =

0

= (13.4.3)
Таким образом, точный расчет застав
ляет нас приписать к произведению 
qoyo коэффициент 1/2.

Пусть теперь зарядка конденсатора 
производится от источника напряже
ния через сопротивление (см. рис. 2.2). 
Источник напряжения имеет постоян
ную ЭДС Ео. Поэтому, когда протекает 
количество электричества dq, источник 
напряжения совершает работу E^dq (эта 
работа совершается за счет соответст
вующего уменьшения химической энер
гии источника напряжения). Следова
тельно, полная работа, совершаемая 
источником напряжения, равна Eoqo, 
где qo — полное протекшее количество 
электричества. При зарядке конденса
тора процесс закончится, когда потен
циал ср станет равным Еа. При этом 
источник напряжения произведет работу 
ЕоЯо = Е0СЕй = СЕц.

Каким запасом энергии будет обла
дать конденсатор? Это легко подсчи
тать по формуле (3):

W = ±CE*.

Куда же делась половина работы, 
совершенной источником напряжения? 
0на пошла на нагревание сопротивле
ния R. Вспомним, что если через со
противление протекало количество 
электричества dq, то при этом выде
лилась энергия
dA=yRdq, (13.4.4)

где срл — разность потенциалов на кон
цах сопротивления. Пользуясь тем, что 
dq = jdt, j = j, , мы можем преооразо- 
вать (4) к хорошо известному виду: 
dA = ——- dt = fRdt.
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п -о (?'02 <•Величина /“У? = представляет сооои
количество энергии, выделяющейся на 
сопротивлении в единицу времени, т. е. 
тепловую мощность; ее размерность, 
как и следовало ожидать, Вт:
[72Я]=А2-Ом=А2 • (В/А)=А-В = 
=А-(Вт/А) = Вт.

Зависимость / (t) в случае зарядки 
конденсатора через сопротивление была 
найдена в § 2:

Поэтому dA = e~2tiR(!dt.

Энергия, выделившаяся за время Г, 
есть

Т
А (0 = . J e~2li™dt.

о
Отсюда
А(Т) =

|0

= |гся2<1 (13.4.5)

Мы знаем, что при неограниченном 
возрастании промежутка времени Т по

тенциал ф неограниченно приближа
ется к значению Ео- При этом, как 
видно из (5), величина А неограни
ченно приближается к 1/2СЕі. Поэтому 
полная энергия, выделившаяся на со
противлении,
А=^-СЕ~. (1.3.4.6)

Таким образом, расчет подтверждает, 
что при зарядке конденсатора половина 
энергии теряется на сопротивлении: 
КПД зарядки равен всего лишь 50%. 
Заметим, что если прямо присоединить 
провод от источника напряжения к кон
денсатору, то ничего не изменится: все 
равно КПД будет 50%, роль сопротив

ления R возьмет на себя внутреннее 
сопротивление источника напряжения, 
который будет при этом нагреваться. 
Из формулы (6) видно, что энергия, 
бесполезно теряемая на сопротивлении 
при зарядке конденсатора, не зависит 
от величины сопротивления R, а сле
довательно, не зависит от того, на
сколько быстро происходит зарядка.

Поскольку величина R не вошла 
в (6), то эту формулу можно получить, 
не вводя R в промежуточные преобра
зования. Действительно, для схемы 
рис. 2.2 <ря+фй+%=0, откуда ся== 

— —— — — = Еп—— Поэтому dA = 
= (Ео—^dqq- Интегрируя это выраже

ние от д = 0 до q~Q0 = E0C, получим 
снова

А = =~СЕ„.

Последний вывод справедлив и для 
случая, когда сопротивление R ме
няется со временем; предыдущий же 
был справедлив лишь для K=const, 
так как только в этом случае можно 
применять формулы § 2.

Для того чтобы уменьшить потери 
при зарядке емкости, нужно было бы 
поступать так: сначала взять источник 
напряжения с малой ЭДС Еу и заря
дить конденсатор до потенциала Е^ 
затем первый источник напряжения от
ключить и присоединить второй источ
ник с большей ЭДС Е2. Зарядив ем
кость до потенциала Е2, отключить 
второй источник и подключить третий 
с ЭДС Ез и т. д. Получаемый при этом 
выигрыш легко представить графи
чески: будем по оси абсцисс отклады
вать заряд конденсатора q, по оси ор
динат — его потенциал . . Они связаны 
зависимостью <с—— которая пзоора- 
жается прямой линией (рис. 1). 
Энергия конденсатора равна площади 
треугольника OAR. Работа, произве
денная источником напряжения, равна 
площади прямоугольника OABD. Энер
гия, потерянная на сопротивлении, 
равна площади треугольника ODB.

В случае зарядки конденсатора в не
сколько приемов сумма работ всех ис
точников напряжения равна площади, 
заштрихованной на рис. 2. Предлагаем



 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

§ 4. Энергия конденсатора 381

читателю найти КПД для случая, когда 
процесс зарядки разбит на п этапов:

Выше рассматривался конденсатор, 
одна пластина которого была зазем
лена, находилась при потенциале <1=0. 
При этом энергия конденсатора зависит 
от потенциала ,2 второй пластины: 
и^1Сср1.

Если ни одна из пластин не заземлена, 
то энергия конденсатора зависит от 
разности потенциалов , на пласти
нах:

Действительно, мы знаем, что заряд q 
на каждой пластине конденсатора за
висит от разности потенциалов; при 
этом заряды на пластинах равны по ве
личине и противоположны по знаку:

d<qA = — dqB.

записать как С (х). При определенном 
положении рычага емкость конден
сатора С (ж>) = Если в этом положе
нии конденсатор заряжен до потен
циала <у>, то заряд на пластинах (?> = 
= Со<р>, энергия конденсатора
тр _ ?о

2 ”~2С>‘

Отсоединим конденсатор от источ
ника напряжения и будем передвигать 
рычаг. Тогда заряд сохраняется по
стоянным (потенциал меняется обратно

Рис. 13.4.2

пропорционально емкости), энергия ме
няется:

При расчете изменения энергии в про
цессе зарядки надо учесть изменение 
заряда обеих пластин. Пусть потен
циал пластины А равен j, потенциал 
пластины В равен ср25 где , , — аз=р, ■ • 
Тогда
dW = ^dq ( 4- = v^qA — <dq д =

= (?i — ?a) = vAa-
Чл1 ак как — , то 

= 4 а д а- (13.4.7)

Интегрируя (7) от 0 до q получим

Зная выражение энергии заряжен
ного конденсатора в зависимости от ем
кости, можно найти механические силы, 
действующие между пластинами кон
денсатора. Представим себе, что пла
стины конденсатора соединены меха
нически с каким-то рычагом и емкость С 
зависит от положения рычага. Если по
ложение рычага характеризуется значе
нием координаты х, то емкость можно

Электрическая энергия заряженного 
конденсатора подобна упругой энергии 
пружины. Увеличение W (х) происхо
дит в том случае, если внешняя сила, 
приложенная к рычагу, совершает ра
боту. При этом внешняя сила преодоле
вает силы, действующие на рычаг со 
стороны пластины конденсатора. На
против, при уменьшении W (х) рычаг 
передвигается, совершая работу против 
внешних приложенных сил. Можно сде
лать вывод, что сила, действующая на 
рычаг со стороны пластин конденсатора,, 
равна

dW —___ £ Г ■ 1 —
dx dx [_2С (z) J

__ go dC (x) _y (x) dC (xj f
— 2[C(a:)J2 dx ~ 2 dx ' I1,5*1*8)

Сила направлена в сторону увеличе
ния емкости. Так, например, если кон
денсатор состоит из двух равных парал
лельных пластин, то емкость обратно 
пропорциональна расстоянию между 
пластинами. Значит, емкость увеличи
вается при сближении пластин. Дейст
вительно, при заряженном конденса
торе на пластинах находятся заряды 
противоположных знаков и пластины 
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притягивают друг друга тем сильнее, 
чем меньше расстояние между ними.

Формула (8) позволяет найти силу и 
в более сложных случаях, например 
в случае переменного конденсатора, 
в котором одна пластина может пере
мещаться в зазоре между двумя непо
движными .

Важно обратить внимание на то. что 
d\V _производную р мы орали при задан

ном постоянном заряде q. Однако нельзя 
при нахождении силы по формуле F= 

dW „ ,.7— —ор т,рапт> продниодттую от Н- =
с и?2 , считая ср постоянным и учи

тывая, что С зависит от х. При этом мы 
получили бы неправильный знак силы. 
Действительно, если конденсатор отсо
единен от источника напряжения, то ср 
непостоянно: ср ~ —> где С=-С (х). Вели 
конденсатор присоединен к источнику 
напряжения, то при изменении емкости 
ср остается постоянным. Однако при 
этом меняется заряд q\ значит, через 
источник напряжения течет ток, т. е. 
источник напряжения совершает (при 
увеличении С) работу, равную wdq. Сле
довательно, при постоянном ср при изме
нении емкости, применяя закон сохра
нения энергии, надо учитывать не 
только изменение энергии конденсатора 
и работу силы, но и работу, совершае
мую источником напряжения.

§ 5. Цепь с индуктивностью
Рассмотрим цепь, состоящую из сопро
тивления R и индуктивности L 
(рис. 1). По формуле (1.11)

= °- (13.5.1)

Рис. 13.5.1

Так как срл = Rj, а <pL = L , то, поль
зуясь (1), находим

Д + 24 = °-
Таким образом, ток в цепи рпс. 1 удо
влетворяет уравнению
dj   R . 
dt _ (13.5.2)

Решение этого уравнения имеет вид

(13.5.3)
Мы видим, что в цепи рис. 1 сила тока 
уменьшается по экспоненциальному за
кону. Уменьшение силы тока в е раз 
происходит за время

Проверим размерность величины р .

Величина L измеряется в Г, т. е. вВ-с/А, 
Поэтому

так что действительно

мерность в р е М е II и.

L
Г имеет раз-

Величину -д- 
будем называть временем затухания. 
В схеме рис. 1, где нет источника на
пряжения, ток с течением времени стре
мится к нулю. Вопрос о том, как в та
кой схеме создать начальное значение 
тока /0, мы рассмотрим немного ниже.

Рис. 13.5.2
Обратимся теперь к схеме, состоящей 

из источника с ЭДС, равной Ео, сопро
тивления R и индуктивности L (рис. 2). 
Из условия

+ + =
вспоминая, что ср£=—Еа, находим 

—Ео Д- Rj Д-Е р (13.5.4)

Перепишем это уравнение так:
dj J4Al _т Л
dt ~ L \ R 1

Это уравнение аналогично уравнению 
(2.5) и решается точно таким же при
емом. Получаем

ш

Л ’ (13.5.5)

где значение А определяется из началь
ного условия. Пусть в начальный мо
мент времени £=0 мы замкнули рубиль
ник, до этого момента размыкающий 
цепь. При этом j (0)=0, потому что при 
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разомкнутом рубильнике ток по цепи 
пе шел. При таком условии находим 
А-- —— и ) .'))лнішимаев тдтд

(13.5.6)

С течением времени ток приближается 
к значению
7оо = 4т- (13.5.7)

Это значение тока не зависит от индук
тивности L и просто получается из за
кона Ома в цепи с ЭДС Ео и сопротив
лением R. Однако такое значение тока 
устанавливается не сразу, а постепенно 
(рис. 3), и от индуктивности L зависит 
время установления тока: через время 

ток равен 0,63 /т; через время 
ток равен 0,86 /от; через время ~ ток 
равен 0,95 /от и т. д; отношение L)R можно 
назвать временем нарастания тока.

Согласно основному уравнению (4) 
сумма разности потенциалов Rj па со- 

г djпротивлении и L-j- на индуктивности 
равна ЭДС Ео. Интересно проследить 
за каждым членом в отдельности. Они 
показаны па рис. 4. В начальный мо
мент j = O;Ri0, Eo = как гово
рят, «напряжение целиком садится на 
индуктивности». С течением времени 
ток приближается к постоянному зиа- 

dj "четно, е стремится к нулю, «напряже
ние садится на сопротивлении».

Интересно сопоставить решения, да
ваемые формулой (6) для одинакового 
Ео и разных R и L. Пусть LR мало, 
а Т?2 велико, Lr мало, L2 велико. При 
разных комбинациях R и L получим 
четыре зависимости тока от времени, 
изображенные на рис. 5. Конечный 
ток е е зависит только от R, он одинаков 
для Lг и для Rr L2, ток jm одина
ков также для пары кривых R2, L± и 
R2, L2. Начальная скорость нарастания 
тока зависит только от индуктивности L 
и не зависит от сопротивления: кривые 
(7?!, EL и (Т?2, -^1); (7?х, Ь и (Т?2, Л2) 
касаются в точке О (0, 0).

Из соображений размерности оче
видно, что установившийся ток пропор
ционален начальной скорости нараста
ния тока и времени нарастания. При на
шем определении времени нарастания 

отсюда уже получается совершенно пра
вильная формула, без каких-либо доба
вочных коэффициентов. Действительно,

начальная скорость нарастания тока

Л откуда и получается установив
шийся ток:

Как осуществить начальный ток /0

которой мы начали? Для этого можно 
взять схему, приведенную на рис. 6. 
Сначала замкнем рубильник А при ра
зомкнутом рубильнике В. Тогда в цепи
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пойдет ток, который согласно формуле 
у?

■ 7) вскоре достигнет значения „ ,п „ ., + «1 
Выберем Ео так, что д ■ _ ~7о- Дож
демся установившегося состояния, когда 
в схеме с замкнутым А и разомкнутым В 
ток равен /п. В этом состоянии замкнем 
рубильник В и разомкнем А. Получим 
схему рис. 1, причем в начальный мо
мент времени (в момент замыкания В) 
в ней идет ток /п- Потенциал в точке 1 
до замыкания ср1=О, так как в устано
вившемся состоянии при постоянном /о 
падение напряжения на индуктивности 
L равно нулю. Потенциал в точке 2 до 
замыкания равен y2=Bj0. При замы
кании рубильника В точка 2 оказы
вается соединенной с «землей», потен
циал в точке 2 ср2 = 0. Соответственно 
перестраивается и потенциал в других 
точках цепи. В частности, в точке 1 по
тенциал теперь равен срі=—Bj.

§ 6. Размыкание цепи с индуктив
ностью

Выше был рассмотрен процесс установ
ления тока в цепи рис. 5.2, состоящей 
из источника напряжения, сопротивле
ния В, индуктивности L и рубильника. 
На рис. 5.3 показана кривая нараста

ния тока, получающаяся при замыка
нии рубильника в момент t=0. С тече
нием времени ток достигает значения 
7о — Д-. Что произоидет, если теперь 
внезапно выключить рубильник В? Если 
ток прекратится за очень малое время т, 
то производная тока по времени
^7 ,, І Р + "■) І )t )   Jo
dt ~ z z ’

т. e. по абсолютной величине производ
ная будет очень большой, поскольку мы 

считаем, что т очень мало. При этом 
возникает очень большой по абсолют
ной величине отрицательный потенциал 
в точке А:

Разность потенциалов на сопротивле
нии В, равная Bj, и ЭДС источника 
при размыкании меняются мало. По
этому большая разность потенциалов, 
которая получается на индуктивности 
L, при размыкании почти целиком «са
дится» на рубильнике, т. е. разность 
потенциалов разомкнутых пластин ру
бильника оказывается очень большой, 
порядка L~, и может во много раз 
превосходить ЭДС источника тока Еа. 
При большой разности потенциалов 
происходит электрический пробой воз
душного промежутка между разомкну
тыми пластинами рубильника и между 
ними проскакивает искра.

Задача об изменении тока в цепи при 
размыкании рубильника оказывается 
очень сложной, так как сложны законы 
электрического разряда в воздухе 
между пластинами. В самом деле, до 
пробоя при ср <Д срп ток не идет; однако, 
когда пробой произошел, сопротивле
ние искры резко падает, идет большой 
ток при разности потенциалов, значи
тельно меньшей срд. Отметим здесь 
только основной факт: в цепи с индук
тивностью при размыкании возникают 
большие разности потенциалов; при за
мыкании такой цепи разность потенциа
лов нигде не превышает Ео (ЭДС источ
ника). '

Проследить количественно явление 
кратковременного повышения разности 
потенциалов можно на примере двух 
схем рис. 1. Отличие этих схем от 
схемы рис. 5.2 заключается в том, что 
ток по индуктивности L может идти и 
при разомкнутом рубильнике В, так что 
размыкание происходит без искры. Од
нако если сопротивление В гораздо 
больше сопротивления г, то при размы
кании возникает большая разность по
тенциалов на индуктивности.

Рассмотрим, например, схему 
рис. 1, а. Будем считать, что В ) г. 
Если рубильник замкнут, то в произ
вольный момент времени ток в левой 
части цепи (г, Е) равен сумме токов 



 
 

 

 
 

 
 
  
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

§ 6. Размыкание цепи с индуктивностью 385

в параллельно соединенных сопротив
лении R и индуктивности L:

І г Іе~ /я + Дл
При этом всегда = ср^.

Пусть рубильник включен в момент 
t = 0. В этот момент весь ток идет 
через сопротивление R, так что j =

Е 0
— — д ° r по закону Ома. При этом

следовательно,
dh I _ До- _ Ео R
dt До L L R—- о '

По истечении достаточного времени 
после замыкания в цепи установится 
постоянная сила тока. В установив
шемся состоянии весь ток идет через 
индуктивность. Действительно, если ток 

■ dj п] со временем не изменяется, то = 0; 
поэтому <р£ = 0, а следовательно, = 0, 
откуда 7д = 0.

В установившемся состоянии m —

= Е„, L L = jLa>=у-. Отсюда нетрудно 
оценить порядок времени установления 
тока тх:

или
Eq El R
~ Т/; --Д!’

откуда
~ Щ4-г) ~ L 

И ~ гД ~ д •

Рассмотрим теперь размыкание цепи, 
произведенное через время t —> — после 
замыкания, т. е. после того, как в цепи 
установилось постоянное значение тока 
/со=у^. Когда цепь разомкнута, jr = 
= h = 0 и Jr + h = °> откуда jR = —jL, 
т. е. весь ток, проходящий через L, 
должен пройти через R в обратном на
правлении. По-прежнему, конечно, <>L = 
= ?R- Поэтому ?д = Д/д = —ДД, или

= —RjL. Так как -- = L^, то 

Мы получили уравнение (5.2), что 
вполне естественно, так как правая 
часть схемы рис. 1, а (после размыкания 
рубильника) не отличается от схемы 
рис. 5.1.

Ток уменьшится в е раз за время 
т2 — -д-. При этом так как R>

^>г. В момент размыкания ток имеет 
значение jLa>=^-*  После того как размы
кание произошло, но раньше, чем ток 
успел заметно уменьшиться, т. е. при 
t размыкания меньше получим

Ej — 0 — •
Таким образом, при размыкании 

можно получить разность потенциалов^

во много раз превышающую ЭДС источ
ника напряжения. Этот принцип ши
роко используется в технике, в част
ности в системе зажигания двигателей 
внутреннего сгорания. Отметим, что 
эта большая разность потенциалов имеет 
место в течение весьма малого проме
жутка времени.

Мы привели приближенное рассмотре
ние задачи — фактически без^использо- 
вания производных и всего аппарата 
высшей математики. Точное рассмотре
ние задачи о замыкании рубильника 
в схеме рис. 1, а таково. Исходя из со
отношений

+ = 0, i=jR[^---iLL <?R — <iL,

получим дифференциальное уравнение 

dib . rR. EaR
dt "Г (R 4- г) l h (R + г) L *

В начальный момент времени 7=0 ток 
через индуктивность равен нулю,- т. е. 
ji=0 при 7=0. Поэтому

dt (І3.6.1)
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Ток в цепи

/ = 7Ь+ 7Л = — е
(13.6.2)

Ri'2fi~2>t‘:,r'dl = Rj2 j e~iRi!Ldt =
о о

__ - Rj'nL Ljl
2R ~ 2 ’ (13.7.2)-

t
ч

На рис. 2 приближенное решение соот
ветствует ломаной, точное решение (2)— 
плавной кривой.

Рекомендуем читателю рассмотреть 
процесс изменения тока и разности по
тенциалов при замыкании и размыка
нии рубильника в схеме рис. 1, б. По
лезно решить задачу дважды: один раз, 
составляя дифференциальное уравнение 
и отыскивая его решение в виде пока
зательной функции, другой раз прибли
женно, подобно тому как была рас
смотрена схема рис. 1, а.

§ 7. Энергия индуктивности

Выше мы видели, что в схеме, состоя
щей только из индуктивности L и со
противления R, уже после того как эта 
схема отсоединена от источника напря
жения, продолжает идти ток, посте
пенно затухающий с течением времени. 
При этом на сопротивлении в единицу 
времени выделяется тепло Q=Rj2.

Откуда берется та электрическая 
энергия, которая в сопротивлении пре
вращается в тепловую? Ее отдает ин
дуктивность, обладающая определен
ным запасом энергии.

Найдем этот запас энергии, рассма
тривая простейшую схему рис. 5.1 и 
подсчитывая всю тепловую энергию, 
которая выделяется на сопротивлении 
R. В этой схеме пусть в начальный мо
мент £=0 ток равен /о. С течением вре
мени ток убывает по закону 
i(t) = ioe-R“L.
Количество энергии, выделяющееся на 
сопротивлении R в единицу времени, 
т. е. скорость выделения энергии (ее 
размерность — Вт/с), есть мгновенная 
тепловая мощность h. Используя зави
симость j (і), приведенную выше, на
ходим
A = Z?/a==j?/2e-2^W. (13.7.1)
Зная h, нетрудно найти полное коли
чество тепла, выделившееся за время от 
начального момента ї=0 до t=co (до 
полного затухания тока). Для этого 
достаточно проинтегрировать (1) в ин
тервале от 1=0 до t=co. Мы получим

Это тепло равно запасу энергии ин
дуктивности, по которой идет ток /о. 
Запас энергии не зависит от величины 
сопротивления R. Индуктивность L 
с током /о имеет определенный запас 
энергии, который в конце концов весь 
превращается в тепло независимо от 
величины сопротивления R. От R зави
сит только скорость превращения энер
гии в тепло, но не общее количество- 
энергии.

Формулу (2) можно также получить, 
рассматривая процесс нарастания тока 
в индуктивности. Действительно, мощ
ность тока (работа в единицу вре
мени) равна с/. Эта работа, совершае
мая внешними источниками тока, тра
тится на увеличение энергии индуктив
ности W:

h = (13.7.3)

Пользуясь тем, ЧТО — Ljj, получим 
из (3)
dW г. dj 1 г d (/2) 
-dF = LJ d~2L dt - (13.7.4)

Будем считать, что 7=0, W=0 при 
t=0 и 7=7о, W=Wo при t=t0. Тогда, 
интегрируя (4) от t=0 до £=£,, получим

W = — Л/2.гк 0 -— 2

Для конкретности можно представить 
себе схему рис. 5.2 (<=<рд) и для нее 
произвести подробный расчет нараста
ния энергии индуктивности. В устано
вившемся режиме, когда ток достиг 
постоянного значения /0, срд=О, энер
гия , индуктивности не меняется, однако - 
источник ЭДС для поддержания по
стоянного тока 7'0 должен продолжать 
расходовать энергию, которая выде
ляется в виде тепла на сопротивле
нии R.

Энергия индуктивности W пропор
циональна квадрату силы тока, т. е. 
пропорциональна квадрату скорости 
движения электронов. Поэтому по внеш
нему виду W напоминает кинетическую- 
энергию. Но есть ли W кинетическая 
энергия электронов?



 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

§ 7. Энергия индуктивности 387

Сравним порядок величины W и 
энергии электронов. Располагая медной 
проволокой длиной 100 м и диаметром 
0,35 мм (так что сечение имеет порядок 
10~7 м2), можно намотать катушку, ин
дуктивность которой составит 0,02 Г. 
При токе в 1 А в такой катушке W= 
=0,02- 12.0,5=10-2 Дж. Найдем кине
тическую энергию электронов.

Будем считать, что на каждый атом 
меди приходится один электрон, участ
вующий в прохождении тока (электрон 
проводимости). Относительная атомная 
масса меди равна примерно 63, так что 
на 63 г меди приходится 6-1023 электро
нов проводимости, или примерно 
1022 электрон/г, или 1025 электрон/кг. 
Плотность меди около 8 г/см3=8х 
X103 кг/м3; поэтому в 1 м3 содержится 
примерно и = 8-1028 электронов прово
димости. Можно представить себе кусок 
проволоки длиной vdt и сечением 5 
слева от сечения О (рис. 1). Если ско
рость электронов 1 равна v, то через 
площадь S за время dt проходит Snvdt 
электронов. За время dt электроны, 
находившиеся в сечении А, перейдут 
в сечение О; значит, за это время че-

Рис. 13.7.1

рез О пройдут все электроны, которые 
находились в объеме между О и А, 
т. е. в объеме цилиндра с длиной обра
зующей vdt и с основанием площади 5.

Обозначим через е заряд одного элек
трона в кулонах, е=—1,6-10_1э Кл. 
Количество электричества, которое пе
реносят за время dt эти Snvdt электро
нов, равно току в амперах, умножен
ному на время dt. Поэтому Snvedt=jdt,
откуда j = Snve, или v _ і

Sne *
Подставим в это соотношениие’=1 А, 

£=10- м2, п=8-1028 м-3, е=-1,6. 
• 10“19 Кл, получим

___ ___________1О 1 Л-4 
-■ І0-7 • 8 • 1028 • 1,6 • 10-19 — ° ' ■

При этом размерность
(у] — А/(м2 • м~3 • Кл) = А • м/(А • с)=м/с
— размерность скорости.

1 Имеется в виду средняя скорость их дви
жения в направлении тока, а не 
скорость хаотического теплового движения.

Найдем теперь кинетическую 
энергию электронов. Масса элек
трона т=910_31 кг. Общее число элек
тронов, движущихся в данной прово
локе (5=10_7 м2, Z=102 м), равно 
10а • 1Сг7 ■ 8 • 10м.
Кинетическая энергия одного электрона 
равна
у шн2« у • 9 ■ 10-3! .64 • 1С-8«

« 3 • 10~37 дж,
а общая кинетическая энергия всех 
электронов
Т = п . « 1021 ■ 3 ■ 10-37 = 

= 3 • 10~13 дж.
Таким образом, кинетическая энергия 

электронов составляет ничтожную долю 
энергии индуктивности, хотя она и за
висит от силы тока по тому же закону 
(пропорциональна 72), что и энергия 
индуктивности. Физическая энергия ин
дуктивности есть энергия того маг
нитного поля, которое имеется 
в катушке, когда по ней течет ток.

Отметим сходство и различие между 
емкостью и индуктив
ностью. Как емкость, так и индук
тивность могут служить резервуарами, 
хранилищами энергии. При помощи ин
дуктивности, так же как и при помощи 
емкости, можно накопить электриче
скую энергию от слабого, маломощного 
первичного источника тока и затем 
быстро ее выделить в нужном месте 
в нужный момент.

Конденсатор можно заряжать малым 
ТОКОМ ]х в течение большого времени Zx; 
быстро разряжая его через малое со
противление, за малое время t2 можно 
получить большой ток /2 Раз
ность потенциалов конденсатора не пре
вышает при этом ЭДС первичного ис
точника. Конденсатор позволяет увели
чить ток, но не напряжение.

Через индуктивность можно пропу
скать большой ток при малом напряже
нии (малой ЭДС) Ео первичного источ
ника. Для этого нужно только, чтобы 
сопротивление индуктивности и первич
ного источника тока было бы доста
точно мало. При этом большой ток 
в индуктивности устанавливается не 
сразу, а за сравнительно большое время 



 

 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

388 Гл. 13. Электрические цепи и колебательные явления в них

із. При замыкании индуктивности на 
большое сопротивление удается полу
чить большую разность потенциалов ср 
на малое время £4, причем 
Индуктивность позволяет увеличить 
напряжение, но не ток.

Существенное практическое отличие 
емкости от индуктивности заключается 
в том, что конденсатор, отсоединенный 
от источника тока, может очень долго 
(часами и даже сутками) сохранять за
пасенную в нем энергию. Время раз
рядки конденсатора равно RO, где С — 
емкость конденсатора, R — так назы
ваемое сопротивление утечки. Приме
няя хорошие изоляторы, удается полу
чить огромные значения R, т. е. очень 
большое время разрядки. Индуктив
ность, выполненная в виде катушки и 
замкнутая накоротко, т. е. с минималь
ным возможным сопротивлением, при 
наличии в ней электрического тока со
храняет энергию лишь на протяжении 
долей секунды.

Время затухания тока имеет поря- 
Lдок — , но, даже применяя наилучшие 

проводники (медь, серебро), нельзя сде
лать •— больше нескольких секунд для 
катушки лабораторных размеров. За
метим, что при увеличении числа вит
ков катушки в данном объеме за счет 
применения более тонкой проволоки 
увеличивается L — но увеличивается и 
R, и их отношение по порядку вели
чины не изменяется. Поэтому в лабо
раторных условиях индуктивность 
удобно применять для повышения на
пряжения, но не для длительного хра
нения энергии.

В схемах, использующих емкости и 
индуктивности, удается накапливать 
энергию от батареи карманного фонаря. 
Такая батарея дает напряжение в не
сколько вольт при внутреннем сопро
тивлении в несколько ом, так что мак
симальная мощность ее порядка 1— 
2 Вт. При помощи упомянутых выше 
схем удается получить мощность в сотни 
киловатт. Однако такая мощность дейст
вует в течение времени порядка 10_6 с.

Выше было отмечено, что в индуктив
ности электрическая энергия быстро 
превращается в тепло за счет сопротив
ления. Это утверждение справедливо 
для катушек обычного «комнатного», 

лабораторного, масштаба и в случае
обычных, нормальных, температур. Од
нако в двух крайних случаях это ут
верждение оказывается неверным.

1. При очень низкой темпе
ратуре — от —260° С и ниже до- 
абсолютного нуля (—273° С) — многие 
металлы (например, свинец, ртуть, но
не медь) переходят в так называемое 
сверхпроводящее состояние. Их удель
ное сопротивление становится равным 
нулю.

Голландский ученый Каммерлинг- 
Оннес, открывший это явление в 1911 г., 
наблюдал в кольце из сверхпроводя
щего материала постоянный ток, кото
рый не ослабевал в течение многих су
ток. Наличие тока в таком кольце об
наруживается по магнитному полю 
этого тока.

Возможности практического приме
нения сверхпроводников ограничива
ются не только трудностью получения 
низкой температуры. Сильное магнит
ное поле переводит сверхпроводник 
в нормальное состояние (с конеч
ным сопротивлением). Поэтому через 
сверхпроводник нельзя пропускать- 
большие токи 2.

2. Соотношение между индуктив
ностью и сопротивлением и условия 
затухания тока очень сильно изме
няются при увеличении всех 
размеров катушки и осо
бенно при переходе к астрономическим 
явлениям (и астрономическим масшта
бам) з.

Представим себе две геометрически 
подобные катушки, одна из которых 
в п раз больше другой. При этом число- 
витков в обеих катушках одинаково. 
В большой катушке в п раз больше диа
метр катушки, но во столько же раз 
больше и высота катушки и диаметр 
проволоки, из которой сделана ка-

2 В 1961 г. открыт сплав редкого элемента 
ниобия с оловом, в котором ток до 
100 000 А/см2 и магнитное поле до 25 Тл (т. е. 
до 250 000 Гс) еще не разрушают сверхпро
водимости. В настоящее время сверхпроводя
щие магниты широко применяются в науке и 
технике, в частности при конструировании 
ускорителей элементарных частиц. Сейчас 
уже можно также с определенностью утвер
ждать, что мы близки и к осуществлению 
применения сверхпроводимости для передачи 
электроэнергии.

3С^р. супр. 2.3: для контура, состоящего из- 
емкости с сопротивлением, время разрядки не 
изменяется при изменении всех размеров. 



 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

§ 8. Колебательный контур 389

тушка. Пусть катушки изготовлены из 
одинакового материала. Будем обозна
чать величины, относящиеся к мень
шей катушке, индексом 1, а величины, 
относящиеся к большей катушке, ин
дексом 2. Подсчитаем отношение сопро
тивлений катушек:

л=

где р — удельное сопротивление мате
риала катушки, I — длина проволоки, 
S — площадь ее поперечного сечения.

Геометрически ясно, что
Z2 = nl±t S2 = n2Sr;
следовательно,
/С = - Д.

2 n 1

— сопротивление обратно пропорцио
нально п, т. е. обратно пропорционально 
размеру.

Можно доказать, что индуктивность 
большой катушки ровно в п раз больше 
индуктивности малой катушки:
Z/2 -— nL„

т. е. при увеличении линейных разме
ров катушки в п раз ее индуктивность 
увеличивается также в п раз. Время за- 

Lтухания тока т имеет порядок е ; следо
вательно,

Таким образом, время затухания тока 
пропорционально квадрату раз
мера катушки. Если бы земной шар 
состоял из меди, то время затухания 
тока в нем было бы порядка 1015— 
101® с, т. е. порядка 108 Лет.

Проводимость ионизированных газов 
того же порядка, что и проводимость 
меди; поэтому в астрономических явле
ниях время затухания тока оказывается 
огромным. Это значит, что сопротивле
ние, закон Ома не играют практически 
никакой роли в этих явлениях (напом
ним рис. 5.5: ток на начальном участке 
кривой зависит только от L, но не 
от Л; в астрономии же мы всегда на
ходимся на «начальном участке»).

Земной магнетизм представляет со
бой магнитное поле токов, протекаю
щих в вязкой расплавленной массе цен
трального ядра Земли. Медленные дви

жения расплавленной массы в этом 
магнитном поле поддерживают токи, по
добно тому как движение якоря динамо
машины в магнитном поле поддерживает 
ток в обмотке якоря и в обмотке элек
тромагнита. То же относится и к маг
нитному полю Солнца. Теория успешно 
объясняет периодическое (полупериод 
т l 11 лет) изменение направления 
поля Солнца.

§ 8. Колебательный контур
Рассмотрим контур, состоящий из ем- 
кости| С и индуктивности L (рис. 1). 
Пусть точка В контура заземлена. По 
формуле (1.11)

+ ?£ = 0’ гДе г Ф ?е=<?с=-Г-

Падение напряжения^ на емкости ус 
будем обозначать просто у. Тогда
c+L&=0. (13.8.1)

Рис. 13.8.1 J

Заметим, что 7= dq ,. di d-q= 57 • Поэтому Tt=^.
Так как Д = С Д , то в силу (1) на-
ходим
c+LC-S-=o.

или

dt- LC т- (13.8.2)

С аналогичным уравнением мы встре
чались в гл. 10 при изучении механиче
ских колебаний. Там было установлено, 
что решением (2) являются функции 
с==Л sin «і и у=.В coscoi при любых А 
и В и надлежащим образом подобран
ном w. Проверим это, например, для 
функции у=А sin <>7; попутно мы оп
ределим частоту со колебания. Подста
вим в (2) выбранное у и L . Мы полу
чим

—ALCw2 sin — —A sin wt,

или после сокращения на —A sin
ЛСш2 = 1.
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Отсюда находим
<о=—L-. (13.8.3)

'JLC
Следовательно, решением уравнения 

(2) являются функции, описывающие 
„ „1 колебания с круговой частотой -^=; 

период таких колебаний равен
Т=— = 2tz\JLC. (13.8.4)со *

1 41
2'2-

Выражение для энергии можно также 
„В2записать как 0 -у, что позволяет пере

писать первое из равенств (7):

5 = Тши = 1 сРо+т-о> (13.8.8)

откуда (и из (6)) также получаем

Проверим размерность (4): 
[С]=ф=Кл/В=А-с/В; ИА=Г=
=В/(А/с)=В-с/А,

так что [LC] = С и Т — \LC действи
тельно имеет размерность с.

Обратимся к подробному рассмотре
нию решения уравнения (2). Решения 
<р=Л sin и у=В cos wt по существу 
не отличаются одно от другого, так как 
кривая синуса получается из кривой 
косинуса сдвигом по оси і; их можно 
объединить в одном решении 
ср = В cos (wt -ф- а) (13.8.5)
(ср. § 10.2). Амплитуда В колебаний и 
начальная фаза а (в § 10.2 мы ее 
обозначили буквой ср) могут быть лю
быми. При заданном ср (t) найдем зави
симость тока от времени:

j = C -— = —CBw sin (^Щ-а). (13.8.6)

Найдем энергию емкости и энергию 
индуктивности:

С?2 СВ2
Wc = -f- = -2— cos1 2 *(«i 4-а),

Lf ГС2В2И2 . 2 , .
WL = ---- 2---- sin2 («7 -4 “)•
Подставляя сюда выражение (3) для со, 
получим
Wl = —- sin2 (ш7 а).

Полная энергия, как и следовало ожи
дать, от времени не зависит; действи
тельно,
P = Wc-}-Wi = —— [cos2 (ш7 «) _р

ся2
-J- sin2 (сої 4“ а)1 = —— ■

Таким образом, движение зарядов 
контура, составленного из емкости и 
индуктивности, похоже на движение 
массы, закрепленной на пружине. Энер
гию заряженного конденсатора можно 

уподобить упругой энергии пружины, 
которая максимальна в момент, когда 
масса находится в крайнем положении, 
на максимальном расстоянии от поло
жения равновесия. Энергию индуктив
ности можно уподобить кинетической 
энергии движущейся массы. В момент, 
когда заряд емкости равен нулю, ток 
достигает максимального значения (по 
абсолютной величине); в этот момент 
энергия емкости равна нулю, а энер
гия индуктивности — полной энергии 
(cos2 («оф- а)=0, sin2 (юїН-а) = 1). Точно 
так же при колебаниях массы на пру
жине в момент, когда масса проходит 
через положение равновесия, потен
циальная энергия равна нулю, а кине
тическая энергия — полной энергии ко
лебаний.

Назовем общей задачей задачу 
о нахождении потенциала в контуре 
при условии, что в начальный момент 
времени t—О мы имеем /=7о, ср = 
Частные решения с=А sin wt или с= 
= В cos wt здесь нам не подойдут — 
нам понадобится общее решение (5) 
с двумя (неопределенными) параметрами 
В и а, которыми мы можем распоря
жаться.

Полагая в формулах (5) и (6) 7=0, 
получим
tp (0) = В cos а = ®0,
7 (0) = —СВл sin а. = /ф,
откуда найдем решение с заданными ср0 
и 7о: ________
В = 4__

^а= - — - (13-8,7)

Мы уже знаем, что при этом энергия 
постоянна и, следовательно, равна на
чальной энергии



 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 
 

§ 9. Затухающие колебания 391

заметьте, что в силу (4) <о=
Схема для осуществления колебаний 

показана на рис. 2. В схеме имеется 
источник напряжения Еа. Если замк
нуть А при разомкнутом В, то по исте
чении промежутка времени т RC

иис. га.в.г.

после замыкания емкость будет заря
жена до потенциала Ео. Разомкнем А и 
после этого в момент 7=0 замкнем В. 
Тогда в цепи, состоящей из L и С, 
начнутся колебания с с=ро=£’о’і здесь 
j=0 в момент t—О. Отметим, что при 
этих колебаниях разность потенциалов 
на пластинах разомкнутого рубиль
ника А будет периодически меняться 
от 0 до 2Е0.

Возможен другой вариант возбуж
дений колебаний в схеме рис. 2. Сперва 
замыкаются оба рубильника А и В. 
Тогда в цепи устанавливается ток j0~
— . Затем в момент t = 0 размыкается
рубильник А. При этом в контуре, со
стоящем из L и С, начинаются колеба
ния, причем в начальный момент 
<>о=Оиуо = При этих колебаниях

в предыдущем параграфе. Если при 
t=0 было с=|ро> 7=0, то согласно (8.7) 
ср — Сро C0S wt,
j = jm sin (<<>7 + к) = —jm sin 0)7, (13.9.1)

где
7o,=m^=Cw0’ ш = ~7=. (13...2)

При этом полная энергия Р — 
пользуясь (2), можно записать еще и 
так:
Р = У—. (13.9.3)

максимальная амплитуда потенциала до
стигает

Напомним, что в схеме без емкости 
при размыкании цепи, содержащей ин
дуктивность L, на рубильнике разви
вается тем большая разность потенциа
лов, чем больше сопротивление воздуш
ного промежутка между пластинами ру
бильника. При размыкании такой цепи 
(без емкости) между пластинами рубиль
ника обязательно возникает разряд 
в воздушном промежутке. При нали
чии емкости максимальная разность по
тенциалов между пластинами рубиль
ника А не превышает определенного 
значения (ЕоА~ ^та3[). Если это значение 
меньше того, которое необходимо для 
зажигания разряда в воздушном про
межутке рубильника, то разряда не 

будет: говорят, что включение емкости С 
«гасит» разряд при размыкании цепи 
с индуктивностью. Отметим, что вели

чина может быть больше еди
ницы. Тогда, размыкая рубильник В 
через четверть периода после размыка
ния А, получим на емкости С потенциал 
более высокий, чем потенциал источ
ника тока Ео.

^Упражнения'
13.8.1. Рассмотрите изменение потенциала 

со временем в цепи рис. 3. Определите наиболь
шее значение у и время, когда достигается 
это наибольшее значение. (Будем считать, 
что рубильник А в схеме замыкают в момент 
t=0.)

Рис. 13.8.3

13.8.2. В условиях упр. 1 найдите энер
гию емкости и энергию, отданную источником 
тока в момент, когда <р максимально.

§ 9. Затухающие колебания

Рассмотрим контур, в котором после
довательно с индуктивностью включено 
сопротивление В (рис. 1). Будем счи
тать, что В мало. Если R совсем не 
принимать во внимание, то мы полу
чим схему рис. 8.1, рассмотренную

Рис. 13.9.1

ЧТО,92
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При наличии сопротивления проис
ходит превращение электрической энер
гии в тепловую. Тепловая мощ
ность h равна
h = Rf = Rj* n sin2 <t ==

= (1 — |cos 2o>i). (13.9.4)

Тепловая мощность при электрических 
колебаниях не остается постоянной: на 
протяжении каждого периода она 
дважды достигает максимума и дважды 
обращается в нуль (знак ее, конечно, не 
меняется — она всегда остается поло
жительной). Найдем среднее зна
чение h за период. Из (4) следует

Я — ДДі. (і — cos 2wi).

Вспоминая, что среднее значение коси
нуса за период равно нулю, получаем

Выделение тепла на сопротивлении R 
может происходить только за счет 
уменьшения электрической энергии Р. 
Поэтому

где Ро — это значение Р при i=0. По
этому согласно (7)

-RtliL

Тогда

j = sm (<> -f- к). (13.9.8)

Вспоминая, что <f> = у0 cos <t, к <р0 = 
получаем

ср = -Д- cos oof — Д— 1/ dkk e~R42L cos tot. 
С ю С со т Lt fj

(13.9.9)

Формулы (8) и (9) показывают, что при 
наличии небольшого сопротивления 
электрические колебания затухают 
по экспоненциальному закону.

Выписанное выше решение получено 
при помощи приближенного расчета. 
Заметим, что в этом приближенном реше
нии не удовлетворяется соотношение

• п d?1 = С , хотя оно выполняется тем точ-• dt
нее, чем меньше R. Постараемся теперь 
решить задачу точно. Для схемы рис. 1 
имеем ^-(-ф;г+^Л=0, откуда

dP 
dt (13.9.5) фД-Я/Д-Л-^-^О, (13.9.10)

Мы предположили, что R мало, зна
чит, и h мало. Энергия колебаний убы
вает медленно, значительное изменение 
энергии заметно лишь по истечении не
скольких периодов. Рассматривая про
межутки времени, большие по сравне
нию с периодом колебаний Т, заменим 
в правой части (5) h на h:

_ _ Rlk
~ 2 ' (13.9.6)

Поскольку энергия Р медленно ме
няется, то из (3) следует, ЧТО И im есть 
медленно меняющаяся величина. Вы
разив /т из (3), получим

(13.9.7)

Пользуясь (7), получаем из (6)
dP _ __ _Д 
di L

(зннакомы заменили на=). 
этого уравнения имеет вид

Р=Рае Р , 

Решение

причем 1==С^. Подставляя в (10) вы-
• djражеппя для j и Д , находим

(13.9.11)

Будем искать решение уравнения (И) 
в том же виде, который мы получили 
в приближенном рассмотрении вопроса, 
т. е. в виде
ф = Ае~и cts ші, (13.9.12)

где X, о), Л — некоторые числа, кото
рые нам еще требуется определить. Со
ответствующая процедура в точности 
совпадает с той, какая уже встречалась 
нам в теории колебаний (см. § 10.4; 
ср. решение (12) уравнения (11) с фор
мулой (10.4.7)), так что мы могли бы 
здесь просто сослаться на результаты 
§ 10.4. Но чтобы не затруднять чита
теля обращением к старому материалу 
и не заставлять его сопоставлять совер
шенно разные обозначения, повторим 
вкратце требуемый вывод.
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Подставим в (11) выражение (12) 
для ср и следующие из (12) выражения 
для производных с3 и сократим все 
члены на общий множитель Ле~и. 
Мы получим
LCW cos wt -f- 2LC\w sin wt — LCw2 cosWt— 

—cos ,t —— RCt. cos ,i —|— RCw sin

Для того чтобы это равенство имело 
место при любом t- нужно, чтобы 
справа и слева совпадали коэффициенты 
при coscoi и при sin<o1:
LCW — LCw2 = RCk — 1; (13.9.33)

2LC'/w — RCw. (13.9.14)

Величину k определяем из (14), после 
чего из (13) находим ш:
. R 1/1 R2=2/.’ ws=y -ц • (МА.15)

Постоянная Л из (11) не определи
лась; для того чтобы ее найти, надо 
использовать начальное условие (ска
жем, <р = <р>0 при / = 0). Наконец, зная 
<р (£) легко найдем /=С^:

] — —СЛе~а (<1> sin wt -ф- k cos wt). (13.9.16)

Сравнивая точное решение с прибли
женным, отметим, во-первых, что в при
ближенном рассмотрении задачи мы 
правильно определили число к, харак
теризующее скорость затухания колеба
ний, однако не нашли зависимости ча
стоты о от сопротивления R; во-вто
рых, точная формула для тока не
сколько отличается от полученной 
в приближенном рассмотрении.

Точно таким же способом можно по
казать, что уравнение (11) допускает 
также решение

ср = Ве~и sin wt (13.9.17)

с теми же ш и к, что и ранее (см. 15)); 
этому решению отвечает сила тока
j — СВе~* ‘ (<« cos wt — k sin wt). (13.9.18) 

Сумма <c=e_?'i (A cos wt 4- В sin wt) ре
шений (12) и (17) также является реше
нием уравнения (11). Только при по
мощи этой суммы можно решить о б- 
щ у ю задачу: найти решение уравне
ния (11) с начальными условиями: с= 
= ср0, /’=7о при 7=0. Действительно, 

тогда для коэффициентов Л и В полу
чаем уравнения:
<>0 = Л, 7'0 — —С A "к -j-CZwo,
откуда
А = ?0, В Сер + /о

Упражнения

Рис. 13.9.2

13.9.1. Найдите j (7) для схемы рис. 1, 
если (7=1, Ь=1- 7 = 0,1; 0,5; 1 (мы считаем, 
что 9=1, 7=0 при 7=0).

13.9.2. Ответьте на тот же вопрос, если 
9=0, /=1 при 7=0.

13.9.3. Приближенным методом найдите 
скорость затухания колебаний X в случае 
схемы рис. 2, считая, что R весьма велико.

§ 10*.  Случай большого сопротивления

Рассматриваемый здесь случай боль
шого сопротивления интересен глав
ным образом с точки зрения матема
тики и по связан с дальнейшим мате
риалом. Поэтому в первом чтении этот 
параграф может быть пропущен.

Полученное в предыдущем параграфе 
решение уравнения (9.11) справедливо 
лишь для не слишком больших R. 
Действительно, пз (9.15) видно, что 
если 7? Д> 2 |^ то полученная памп 
формула для w теряет смысл, так как 
в ней под корнем стоит отрицательное 
число. В этом случае уравнение (9.11) 
имеет решение совсем другого вида.

Будем искать решение (9.11) в виде 
v=Ae~'f (соответственно /=—ACte~?). 
Подставляя в (9.11) это выражение 
для а и выражения для производных » 
и сокращая все члены’на Ле~?, получим 
LCW = — 1-ф-ЛСр.

Это — квадратное уравнение относи
тельно 8. Вешая его, найдем

! ~~ 2L -Г w LC- (13.10.1)

Подкоренное выражение в (1) отли
чается знаком от подкоренного выра
жения в (9.15) для и). Следовательно, 
как раз в тех случаях, когда нельзя 
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найти ш, можно найти [3, и наоборот. 
Формула (1) дает два различных значе
ния р, поэтому можно составить два 
решения уравнения (9.11):
<р = Ле-31* и с3 = ВеУ**.

Эти значения и знакомы нам из
§ 1—5. Действительно, _ соответствует 
затуханию тока по закону е~Е1ч, т. е. 
как в цепи, составленной только из 
индуктивности и сопро
тивления (см. § 5). Второй корень 
Р2 соответствует затуханию тока по за
кону е~И™, т. е. в цепи, состоящей 
только из емкости и сопротивле
ния (см. § 2).

С точки зрения математики интересен 
частный случай, когда подкоренное выражение 
в (1) точно равно нулю:
Л2 1
4Z2 = LC .

так что оба корня Д и В2 совпадают. Мы по
лучаем только одно решение уравнения (9.11). 
Однако для того чтобы решить задачу с на

Решением будет и их сумма
<р — АеУ*  Ве~^{. (13.10.2)
Соответственно
j — —АСе— — ВС$е~М. (13.10.3)
Если <р=Т0, 7=7’о при ї=0, то, полагая 
в (2) и (3) .=0, получим:
L + Я = <>0, -ACC-BCfcj.
Из этой системы уравнений можно найти 
А и В.

Рассмотрим более подробно выраже

ние для р. Пусть В Тогда
4£

— №С
я2___Г — R 1/
4L2 LC~~2i У 1 можно разло

жить по формуле бинома Ньютона (см. 
§ 6.4). Ограничимся двумя членами раз
ложения

2L V L . Д2С ~ 2i V- 2 R2C)
R 1
2L RC *

Поэтому
R
2L

1 R 
RC ~ i

R
2L

1 ~ Л> 
RCL . Т ’

так как R велико; аналогично * § * 

₽2
R
2L

Я. 1 1
2/. “Т RC ~ RC •

чальными условиями <=у>0, ?=70 при /=0, 
нам падо иметь два решения.

Как найти второе решение? Предположим, 
что pi _ 82, но Зх — Д— малая величина. 
Тогда мы имеем два решения: У'1 и . 
Их разность также является решением. Запи
шем эту разность так:
У'*  — = е~-1 — 1].

Так как Д— _- мало, то 1 (р2 —
— P1) 1 (R ряде Тейлора мы оставляем только 
два члена), откуда

Последнее выражение наводит на мысль, что 
в случае ₽2= ₽ = Р надо второе решение брать 
в виде у=В1;е~&. Подставляя это у в уравне- 

R
пие (9.11) и учитывая, что р = 2/-, увидим, 
что уравнение действительно удовлетворя
ется. Итак, в случае P2=?i=P надо брать у 
в виде 
у = Ае~?

Такое у (и соответствующее ему у) позволяет 
решить задачу с любыми начальными 
?о и 70.

Упражнения
13.10.1. Найдите у (t), если i=l, С=1, 

R=2; 6; 10 и ?0=1, Уо=О при t=0.
13.10.2. Найдите у (t) для L=l, С=1, 

R = 2; 4 при условии, что у0= 1, /0=1 при t=0.

§ 11. Переменный ток
Перейдем теперь к рассмотрению схем, 
в которых источник напряжения имеет 
ЭДС, периодически меняющуюся со вре
менем с определенной (заданной) часто
той со. Эти задачи имеют большое зна
чение для радиосхем. Частота перемен
ного тока совершенно по-разному 
влияет на прохождение тока через ин
дуктивность и емкость. Чем больше 
частота, тем быстрее меняется ток, тем 
«труднее» он проходит через индуктив
ность, тем больше разность потенциа
лов, создаваемая током данной силы. 
Напротив, на пластинах конденсатора 
при заданном токе разность потен
циалов будет тем меньше, чем больше 
частота. При увеличении частоты умень
шается период, а следовательно, и 
время, в течение которого ток, сохраняя 
свое направление, заряжает конденса
тор. Поэтому с увеличением частоты 
уменьшаются заряд конденсатора и раз
ность потенциалов на его пластинах.
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Мы уже отмечали в § 8, что движение 
зарядов в контуре, состоящем из ин
дуктивности и емкости (контур L, С), 
можно уподобить обсуждавшемуся 
в гл. 10 колебанию тела, подвешенного 
на пружине: если при колебании тела 
периодически меняются его расстояние 
от начала координат и скорость, то 
в контуре периодически изменяются по
тенциал и сила тока.

Частота, с которой колеблется тело 
под действием упругой силы пружины 
(при отсутствии всяких других сил), 
называется собственной частотой коле
баний. Подобно этому частота колеба
ний потенциала в контуре L, С назы
вается собственной частотой этого кон
тура.

Развивая эту аналогию дальше, 
можно предположить, что если контур 
включен в цепь переменного тока, т. е. 
периодически меняется подаваемый на 
контур потенциал, то будет иметь место 
явление резонанса. Оно состоит в том, 
что амплитуда колебаний максимальна 
при частоте тока а>, равной собственной 
частоте контура Ы0- Амплитуда очень 
резко возрастает при приближении раз
ности о — w0 к нулю. Явление резо
нанса на самом деле имеет место; оно 
будет рассмотрено в § 13.

Для каждого двухполюсника 
(см. рис. 1.7), включенного в цепь пере
менного тока, существует определенное 
соотношение между разностью потен
циалов и силой тока. Найдем это соот
ношение сперва для наиболее простого 
случая отдельных элементов, с тем 
чтобы потом (в § 13 И 14) выяснить, как 
находить это соотношение для более 
сложных схем.

Будем рассматривать переменный ток 
определенной частоты оо (как и раньше, 
частота оо связана с периодом соотноше
нием о>=|?). Так, например, в СССР 
широко применяется 50-периодный ток: 

у — -А- щ со = 2те • 5'0^^.'14 с"* 1.

Пусть ток меняется со временем по 
закону
І = 7’0 cos (c>-f-<x). (13.11.1)

Если этот ток идет по сопротивлению |Д, 
то по закону Ома
?д = 7?7==J?70Cos(w£4-a). (13.11.2)

Для общности запишем это равенство 
так:

?в(0 = . і cos (a-t 4- аД,
где ах=а.

Пусть ток (1) идет через индуктив
ность L. Тогда

= L % ~ —Lvj0 sin («St + а).

Положим
срь = <p2 COS (аО Д- а2). (13.11.3)

50

Представим себе схему, изображен
ную на рис. 1. В цепь включены ампер
метр А, показывающий силу тока у, и 
вольметр V, измеряющий напряжение 
(разность потенциалов). Допустим, что 
амперметр и вольтметр настолько без
ынерционные, быстродействующие, что 
они позволяют измерять мгновен

ное значение тока в каждый момент 
и, следовательно, показация их изме
няются с периодом, равным периоду 
тока. Практически такой опыт прово
дится с помощью осциллографа, так 
называемого шлейфового осциллографа 
с двумя шлейфами или с помощью ка
тодного осциллографа с двумя лучами.

Положительное направление тока по
казано стрелкой. Вольтметр V изме
ряет величину =срх — ц>в- Включая 
тот или иной рубильник, исследуем 
прохождение тока через сопротивле
ние, индуктивность или емкость.
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Тогда ф2 = Діод, аа = аД-у. Действи

тельно, известно, что cos ( у + у) =

= —sin р при любом р; поэтому
cos Arf Д- а Д- у) = —sm (wf Д а).

Таким образом, в случае переменного 
тока соотношение между амплитудой 
тока ] и амплитудой напряжения у 
в индуктивности такое же, как в со
противлении, равном R2=Lo. При этом 
если L выражено в Г, ш — в обратных 
секундах (в с"1), то R2 выражено в Ом.

или t2 = ^-]-—Т. В формуле найден 
наименьший (по абсоютной величине) 
сдвиг по времени, который переводит 
кривую тока в кривую напряжения.

Рассмотрим случай емкости. Здесь 
. r d4c] = С уД, поэтому

у = у- j jdt = ~ ■ /° cos (wt Д a) dt =

= уу sin (wt Д-a) (13.11.4)

(постоянная интегрирования равна у, 
но для переменного тока всегда фс = 0). 
Записав у в виде у, — у cos (У Д~ a,,), 
получим:

?з = Т^7»’ “з = а-у-

Отличие индуктивности от сопротив
ления проявляется в том, что кривая 
напряжения на ней сдвинута относи
тельно кривой тока на четверть периода 
(рис. 2). В этом можно убедиться и не
посредственно по формуле 
—sin (у Д а) = cos Д- а - Д у) —

= c°s[((* Д-^7)+а].

Пусть функция cos(W|-a), которой 
пропорционален ток, достигает какого- 
то определенного значения а в момент tf 
cos (оо>Д Д- а) = а.

Функция cos^u>f Д-аД-уД которой про

; порционально напряжение на индук
тивности, достигает того же значения а 

' В ■ некоторый другой момент времени Д’ 
так что
cos («Д Д а Д I) = а == cos (<оД Д а).

Поэтому шД Д—у = ыД ■ откуда t2 = Д — 
л t Т—2й = Н—у, т- е. напряжение опере

жает ток на четверть периода.
Разумеется, можно прибавить к tY 

любое целое число периодов,■так что 
’ ' м&кйо писать Д = Д — уДТ = ДДу-Т

Следовательно, в цепи переменного 
тока соотношение между амплитудой 
тока и амплитудой напряжения на'ем- 
кости такое же, как на сопротивлении, 
равном R3=^-^-, Выражая емкость в ф 

и частоту в с“1, нолучим R в Ом.
Кривая напряжения в емкости сдви

нута относительно кривой тока впе
ред на четверть периода (рис. 3). Та
ким образом, кривая напряжения у 
на емкости сдвинута в сторону, проти
воположную кривой у.

При данном одинаковом токе у и у, 
имеют противоположные знаки. Если же 
совместить кривые у и у, то ока
жется, что ток, идущий через емкость, 
и ток, идущий через индуктивность, 
имеют противоположные знаки. Дейст
вительно, все формулы, выражающие 
изменение ф в зависимости от времени, 
легко преобразовать в формулы, выра
жающие процесс изменения Д
? = ?о cos И + а)>

= Rj0 cos<oi Да), 

у = /До cos (wt Д а Д у) = 

== —Lwj0 sin (wt Д а), 

?c=i7ocos(? + !X-l') =
1

= 'ey /0 sin (мt Д а)
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и

/ = /о cos (mt 4" а), 
/Й=Я cos Н + а),

^=^гсозР+а-т)^

= -&- sin (<»/ 4“ а), 

]q —= tp0Cwcos (wt —1— a —j—2^ е 

= —<?t)Cw sin (co/ a).

Противоположный сдвиг фазы и про
тивоположные знаки в формулах, от
носящихся к индуктивности и емкости, 
имеют решающее значение при рас
смотрении L и С, включенных вместе.

В опытах с переменным током часто 
пользуются однолучевым катодным ос
циллографом. При этом на одну пару 
отклоняющихся пластин (отклонение по 
оси х) подают напряжение, пропорцио
нальное силе тока. На другую пару 
пластин (отклонение по оси у) подают 
напряжение, пропорциональное ср. Луч 
движется по линии, уравнение которой 
имеет вид x=aj, y=by; коэффициенты а 
и Ъ зависят от чувствительности осцил
лографа. Так как j и ср суть периоди
ческие функции времени, то луч про
черчивает на экране все время одну и 
ту же линию. При частоте 50 периодов 
в секунду глаз не замечает движения 
луча, а видит сплошную светящуюся 
линию.

Если на пластинки вертикального 
отклонения осциллографа подается раз
ность потенциалов срй с сопротив
ления, то луч вычерчивает п р fl- 
му ю. В самом деле,
x = aj — aj0 cos (wt -ф- a),

У = byR = cos И + a),

и, исключая отсюда t, найдем
ЬВ.

Если на эти пластинки подается раз
ность потенциалов ср<е с емкости, то 
получается эллипс:
х = aj0 cos (wt -ф a),

‘У — Ъ LL /0 sin (wt -ф- a),

откуда

("г) + (-war) = cos2 № + a) +
4- sin2 (wt 4- a) — 1.
Точно так же эллипс получается и 
при включении cpL. При включении 
срй+рь или cpR+pc оси симметрии эл
липса уже не совпадают с осями х и у. 
Таким образом, по форме осцилло
граммы можно судить, что включено 
в цепь (С, L или R), т. е. чем «начинен 
ящик», изображенный на рис. 1.7.

§ 12. Средние величины. Мощность 
и сдвиг фазы

В предыдущем параграфе ток и напря
жение считались переменными величи
нами, меняющимися с течением времени 
(функции времени). Однако во многих 
вопросах достаточно знать (постоянные) 
средние значения этих вели
чин (ср. § 7.7).

Как простейший пример рассмотрим 
нагревательный прибор с сопротивле
нием R. Мы знаем, что в цепи постоян
ного тока мощность (т. е. количество 
энергии, выделяющейся в единицу вре- 

и2 мени) равна Л = ср/ = 7?/2=:Ь.. В цепи 
переменного тока мощность тока ме
няется: (мгновенная) мощность в мо
мент t равна 
А(/) = ?(*)/(*)  = /?[/(/)]2 = -М1. 

Поэтому (см. (11.1))
= Rf cos2 (со--a). (13.12.1)

На протяжении одного периода h (t) 
дважды обращается в нуль и дважды 
достигает максимального значения R%. 
Но при рассмотрении нагревательных 
приборов нас обычно интересует коли
чество тепла, выделившееся за время /ц 
намного превышающее период Т пере
менного тока (в СССР обычно равный 
0,02 с). Поэтому нам достаточно знать 
среднее значение мощности h за'боль
шой промежуток времени /. В силу ' (1)

й = Rj% cos2 (wt 4- a) = 

= Rft cos2 (co 4- a) « , (13.12.2)

ибо, как мы уже неоднократно указы
--------------- 1 вали в этой книге, cos2 (wt 4-а) ~ у 
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(ср. § 7.7 или 10.4); при этом равенст
во (2) является приближенным, и 
оно тем точнее, чем больше t.

Среднее значение силы переменного 
тока J принято определять как силу 
постоянного тока, выделяющего на со
противлении R такую же мощность, 
как наш переменный ток х:
Я/2 * * * *=-^І. (13.12.3)

cos2 (wt 4- p) = 1/2, sin (2arf 2P) = 0, 
TO 
h = /о<Ро cos a ■ ’/2 == уф cos a.
Таким образом, среднее значение мощ
ности в общем случае, при наличии 
сдвига фаз на а, пропорциональна 
cos а. В частном случае сопротивления
a=0, cos a=l, —и мы снова приходим 
к формуле (2).

В случае емкости a =—у, cosa=0;

в случае индуктивности а= у,
cos а=0. Таким образом, в обоих слу
чаях средняя мощность 
равна нулю. Этот результат 
вполне понятен физически. В емкости 
и индуктивности электрическая энер
гия не превращается в тепло, а только 
может запасаться. В цепи переменного 
тока на протяжении одной части пе
риода емкость забирает из цепи элек
трическую энергию и запасает ее; во 
время другой части периода емкость 
отдает обратно свою энергию, работает 
на цепь. То же самое относится и

Отсюда
=:^7'°~0’71Уо‘ (13.12.4)

Точно так же среднее значение напря
жения ф определяется из условия 

откуда
ф — 7ф2 =-^-cpo«O,71<po. (13.12.5)

Приборы, измеряющие переменный 
ток, — амперметры, вольтметры — гра
дуированы так, что стрелки показы
вают на шкале именно средние 
значения 7 и ф.

Из (4) и (5) следует, что максималь
ные значения силы тока и напряжения, 
достигаемые в цепи переменного тока, 
в \/2 « 1,41 раз больше средних. Так, 
например, в цепи со средним напряже
нием 220 В максимальное мгновенное 
напряжение достигает +310 В.

Из соотношений (2), (4), (5) и фор
мулы сро=/?7о следует, что ф=2?7 и 

так что закон Ома и связь между 
мощностью, током и напряжением на 
сопротивлении остаются справедливыми 
и для средних значений.

При прохождении переменного тока 
через емкость и индуктивность мы 
встретились с тем, что сила тока и

1 Ясно, что если величина j задается фор
мулой (11.1), то вводимое по формулам § 7.7 
среднее значение 7=0; поэтому целесообразно 
именно сформулированное определение сред
него значения 7 = V/2 (эта(величина в матема
тике называется средним квадратичным)-, ко
рень квадратный необходим здесь для того, 
чтобы 7 имело размерность силы тока, а опера
ция возведения Биквадрат позволяет избежать 
взаимной компенсации положительных и от
рицательных значений тока; знак = в запи
си 7 = V/2 означает «равно по определе
нию» (определяется здесь по-новому вели
чина 7. число /2 имеет обычный смысл). 

напряжение на них меняются по зако
нам, графики которых сдвинуты один 
относительно другого, хотя частоты из
менения этих величин одинаковы. Рас
смотрим мощность в общем случае 
произвольных начальных фаз величин / 
и ср (произвольного сдвига одного гра
фика относительно другого). Пусть
7 = /0 cos (®f 4- В),

ср = ср0 cos (wt -j- В а);

тогда
h (f) j0 cos (wt —B) cos (wt —p —ct).

Ho
cos (wt [3 -J- a) = cos (wt -J- P) cos a —
— sin (wt -j- P) sin a,
так что
cos (wt 4~ P) cos (wt -ф- p -ф- a) = 
= cos a cos2 (wt 4- P) —
— sin a cos (wt P) sin (wt p) = 
= cos a cos2 (wt 4- P) —
— sin a ■ 1/2 sin (2wt -j- 2p).
А так как 
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к индуктивности, включенной в цепь 
переменного тока.

Обычный трансформатор, к которому 
не подключено никакой нагрузки, пред
ставляет собой чистую индуктивность 
(если пренебречь небольшими потерями 
в проводах). Через такой трансформатор 
течет ток с амплитудой j — сфю. 
Однако мощность из сети, как уже 
было сказано, не отбирается благодаря 
тому, что фаза а — cosa = 0. Инте
ресно отметить, что счетчики израсхо
дованной электроэнергии устроены так, 
чтобы измерять именно величину 
/ср cos а. По этой причине трансформа
тор, включенный без нагрузки, прак
тически ничего не прибавляет к Вашему 
счету за электроэнергию, а только уве
личивает полный ток, текущий по про
водам.

Если в сеть параллельно включено 
много индуктивностей (трансформа
торы, электромоторы без нагрузки 
и т. д.), то полный ток может стать до
вольно большим, и тогда станут замет
ными потери в электропроводке. Этот 
эффект становится важным для элек
тросетей в масштабе города. Законы 
протекания тока по схемам с индуктив
ностями и емкостями показывают, как 
можно бороться с этими потерями.

§ 13. Колебательный контур в цепи 
переменного тока. Резонанс на
пряжений

Рассмотрим теперь включенные после
довательно в цепь переменного тока 
сопротивление, индуктивность и ем
кость (рис. 1). Очевидно, что в этой 
системе ток, идущий через L, R, С, 
одинаков. Запишем его в виде
7 = /о cos («>7 -ф- a). (13.13.1)

Разность потенциалов в цепи с= 
= — С^4=Ъ-+?л+СРс-

Припоминая формулы (11.2)—(11.4), 
получим
ср = Rj0 COS (at -ф- a.) — Laj0 sin (at -ф- a) -ф- 

-ф- sill (ш) ф- a) = Rj0 cos (co) ф- a) ф-

+ 7° ("t — /('O sin H + «)• (1313.2)

Из (2) видно, что разности потенциа
лов на индуктивности и на емкости 

имеют разные знаки, благодаря чему 
коэффициент при sin (а) пред
ставляется в виде разности двух чисел. 
Запишем ср в виде
ср = b cos (at -ф- а ф Р), (13.13.3)
где b есть амплитуда разности потенциа
лов, т. е. наибольшее значение разности 
потенциалов (напряжения). Для того 
чтобы найти Ь, перепишем (3) так:
ср = b cos р cos (at -ф- a) —
— b sin P sin (at -ф- a). (13.13.3a)

Рис. 13.13.1

Из сравнения (За) с (2) вытекает:
b cos р = R j0,

bsinp = ]0(Lm--- 1)’ (13.13.4)

Возводя равенства (4) в квадрат, скла
дывая результаты и извлекая из суммы 
квадратный корень, найдем

6 = 7oJA2 + t’—ty. (13.13.5)

Из (5) видно, что при данном значе
нии амплитуды тока амплитуда напря
жения минимальна при
г 1
Lu = TT- £(13.13.6)

Так как в силу (б)

/.=ф^+ф-гУ‘.

то (6) есть также условие максималь
ности амплитуды тока /о при данном 
значении амплитуды напряжения Ь. Это
условие можно записать еще в виде

1
“ \/ЛС ' доказывающем совпадение со

с собственной частотой контура с дан
ными L и С. Поэтому (6) есть условие 
резонанса, условие совпадения соб
ственной частоты контура с частотой 
того переменного тока, который мы по
даем. Отметим, что при резонансе на
пряжение в цепи равно
ср = Rj0 cos (at -ф- a). (13.13.7)
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Пользуясь (1), находим, что в этом 
случае
ср = /?/. (13.13.8)

Перейдем к средним значениям.
Средние значения величин тока и раз
ности потенциалов определяются в со
ответствии с формулами (12.4) и (12.5). 
Из формулы cpL=Z<u70 sin (oi+a) сле
дует (см. сноску 1 в § 12)

Г - Ьы= £«)_/ = 7<р. (13.13.9)

Аналогично из формулы ®с, = — /0 х
X sin (<о£ Д к) имеем

?<= Ї = CZ7R' (13.13.10)

Формулы (7)—(10) имеют место только 
в случае резонанса, т. е. при «0 =Л=__ _ Пддтаавляя то о ннчееии о ш

VLC
в (9) и (10), получим

Интересно исследовать подробно, 
как меняются амплитуды напряжения 
и силы тока, если мы отходим от точ
ного

Для 
з ом.

1 резонанса, т. е. если <»=-__.
LC 

этого поступим следуюоиииЕ обра- 
Пользуясь формулой (3), найдем,

что ф = откуда Ь~]2у. Подстав

ляя это значение в (5), получим

Но ~ = J Д поэтому

? — / 0 е + (а<0 — .

Выражая отсюда J и подставляя это } 
в (9) и (10), найдем:

?! =

2— 1 
Шо LC

Обозначим через <«0 собственную частоту 
контура. Тогда 
формулы можно записатьДтак:

Ш'ф

и последние

Поэтому в случае резонанса напряже
ние на индуктивности и емкости тем 
больше, чем меньше сопротивление R, 
к величины ёБ и ёс могут во много 
раз превышать напряжение о источника 
переменного тока.

При последовательном соединении 
складываются сопротивления. Но «со
противления» емкости и индуктивности 
имеют противоположные знаки и по- 
разному зависят от частоты. При резо
нансной частоте они равны по абсолют
ной величине и, следовательно, взаимно 
уничтожаются.

Таким образом, система из последо
вательно включенных L, R, С имеет 
при резонансе (<о=ш0) минимальное со
противление, пропускает наибольший 
ток при данной амплитуде переменного 
напряжения (по сравнению с током при 
той же амплитуде напряжений, но при 
частоте w О %)•

(13.13.11)

В таком виде ясна зависимость ампли
туды от того, насколько близка соб
ственная частота <«0 контура к частоте ш 
переменного тока.

Зависимость отношения — от о> волизи 
точки ш = ы0 показана на рис. 2. Гра
фик построен для случая до = 0,05. 
На графике виден типичный так назы
ваемый резонансный ход кривой.

„ RЕсли у- << 1, то зависимости — и — La) <р <р
от со определяются главным образом 
вторым членом подкоренного выражения, 
т. е. величиной (<>>))— <і)2)2. При <о = (Ок 
этот член обращается в нуль, при сде
ланном предположении знаме-
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натель имеет минимум, а величина 
амплитуды максимальна. Амплитуда 
составляет 70% максимальной при 
(со2— ш2)2 = , т. е. при ш2 — со2 —

. /1= ± -£“» откуда
, R « ~ , R

О)о   05 = + -у----- і  ~ + 7ГГ .и — L «0 + — ZL

То изменение частоты, при котором 
квадрат амплитуды падает вдвое по 
сравнению со своим максимальным зна
чением, называется шириной резонанс
ной кривой (или шириной резонанса). 
Если амплитуда составляет 70%, т. е. 
0,7 от максимальной, то квадрат ампли
туды составляет 0,72 0,5 от макси
мального. Поэтому ширина резонанс-

„ .. Rнои кривой со— ссо0 есть 2^, т. е. ши
рина равна величине, характеризую
щей скорость затухания колебаний в та
ком контуре (см. § 9).

Следовательно, чем меньше сопротив
ление R, тем меньше ширина резонанса, 
тем круче идет кривая вблизи о>о= Ш0. 
Из формул (11) видно, что величина 
максимума — тем больше, чем меньше 
R. Поэтому явление резонанса особенно 
сильно проявляет себя в том случае, 
когда R мало.

§ 14. Параллельное включение индук
тивности и емкости. Резонанс то
ков

Рассмотрим схему рис. 1, отличаю
щуюся от схемы рис. 13.1 тем, что L 
и С включены параллельно; сопротив
ление цепи мы теперь считаем весьма 
малым и пренебрегаем им. В этом слу
чае срс и срб одинаковы и равны напря
жению в цепи (т. е. в источнике пере
менного тока) ср, а ток j складывается 
из тока 7е, текущего через С, и тока jL, 
текущего через L. Пусть
Ть = <?с== ? = ?0 cos (<о + а).

Пользуясь формулами § 11, найдем: 
]с = —С<«ср0 sin (at -- а),

7r=^;sin И + а)-

Поэтому
І = І + h = % — Сш) sin № + “)•

1
VZC’Отсюда, полагая <«0 = имеем

ф ____ L_________ ____
* l/Z-w — Сш С (а>—ей2)'

В этом случае также проявляется ти
пичная резонансная зависимость: при 
данной силе тока / напряжение ф тем

Рис. 13.14.1

больше, чем ближе со к оо0. Легко убе
диться, что при со, близком К (Uo, JL 
и 7С гораздо больше, чем j цепи, т. е. 
в контуре, состоящем из L и С, проис
ходят сильные колебания. При этом 
достаточно малого внешнего тока для 
того, чтобы поддерживать гораздо более 
сильные токи в контуре.

При параллельном соединении, как 
известно, складываются проводи

мости, т. е. величины, обратные со
противлениям:
1111 
тг==7?;+7Г2+я;+ ■ ■ •

Проводимости (т. е. отношения тока 
к разности потенциалов) у емкости и 
индуктивности имеют противополож
ные знаки и по-разному зависят от ча
стоты. При резонансе (ш=ш0) они вза
имно уничтожаются и общая проводи
мость будет наименьшей, т. е. ток будет 
наименьший при данной разности по
тенциалов, а, следовательно, разность 
потенциалов <?JB наибольшая при дан
ном токе во внешней цепи.

В упрощенной схеме без сопротив
ления амплитуда колебаний неограни
ченно растет при приближении со к Ш0- 
В действительности включенное в схему 
сопротивление приводит к тому, что 
амплитуда конечна и при <= о>0-

Если включить R параллельно L и С, 
то все расчеты становятся очень похо
жими на расчеты предыдущего пара
графа. Но этот случай редко встре
чается в практике. В действительности 
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индуктивность обычно имеет заметное 
сопротивление, поэтому типичной яв
ляется схема рис. 2. В этом случае рас
четы несколько более длинны, чем 
в предыдущем параграфе, и мы не бу
дем приводить их в подробностях. В ре
зультате расчетов (при «), близком к «щ, 

R \и при малом __) получим

7l JС: _______ -Р___________
І І • (/?щ/Л)2 У- 'э-)"

Таким образом, оказывается, что уси
ление тока при резонансе в цепи с па
раллельным включением подчиняется 
тому же закону, что и усиление напря
жения при последовательном включе
нии, рассмотренное в предыдущем па
раграфе.

§ 15. Общие свойства резонанса линей • 
ной системы

Подчеркнем, что в наших рассужде
ниях, складывая колебания, вызванные 
воздействием силы в различные мо
менты времени, мы все время исполь
зовали тот факт, что сама система без 
внешнего воздействия является л и
н е й н о й. Ее поведение описывается 
линейным дифференциальным уравне
нием, искомая величина во все члены 
уравнения входит в первой степени. 
Поэтому имеет место принцип суперпо
зиции — сумма двух или нескольких 
частных решений уравнения также яв
ляется решением.

В § 13 мы получили формулу для 
ширины резонансной кривой ш— о>0= 
__  R которая показывает, что чем
медленнее затухают колебания, тем 
меньше ширина резонанса. Этот факт
имеет место не только для электриче
ских колебаний. Рассмотрим любую си
стему, в которой могут происходить 
колебания. Пусть некоторая внешняя 
сила вызвала колебания в такой си
стеме, а затем перестала действовать. 
Система оказалась предоставленной са
мой себе. После этого колебания начи
нают затухать. При этом если ампли
туда колебаний убывает как e~'li, то 
величина у характеризует скорость за
тухания колебаний. Эта величина имеет 

-1 о 1размерность с \ За время т = — ампли
туда убывает в е раз, т. е. на 63%.

Теперь рассмотрим раскачку такой 
системы периодической внешней силой. 
Амплитуда колебаний в данный момент 
есть сумма амплитуд, приобретенных _за 
все время раскачки. При наличии зату
хания амплитуда, приобретенная давно, 
слишком рано успевает затухнуть, не 
играет роли, не вносит заметного вклада 
в амплитуду колебаний в данный мо
мент.

Время затyхания, очевидно, равно -^-, 
за это время амплитуда свободных ко
лебаний успевает уменьшиться в е раз, 
т. е. на 63%. Следовательно, даже в том 
случае, когда раскачивающая сила дей
ствует непрерывно, от t= — со, все равно 
амплитуда колебаний определяется 

. 1 лишь интервалом времени от t----- до
t, где t •— момент наблюдения; действие 
силы в более ранний период успевает 
заглохнуть.

Для того чтобы сильно проявилось 
различие между двумя периодическими 
силами с несколько различными перио
дами, Fo sin wot и Fo sin wt, нужно та
кое время наблюдения Т, за которое 
их фазы разойдутся приблизительно 
на к единиц: ыТ = ы0Т + к, так что 
I си — <и01 = — . Следовательно, если ко
лебания системы «помнят» только дей- 

гг 1 „ствие силы за время / = то у такой 
системы различие в частотах возбу
ждающей силы, меньшее, чем к/71 -слу
чай 1 о) — (0° 1 <^ -^- = -у), мало повлияет 

на амплитуду. Отсюда видно, что ши
рина резонансной кривой пропорцио
нальна затуханию у.

С другой стороны, так как система 
«помнит» и собирает воздействие силы 

1за время —, то сама амплитуда в резо
нансе, а значит, и высота резонансной 
кривой обратно пропорциональны у. 
Расчеты подтверждают эти соображе
ния.

Еще раз напомним, что мы все время 
используем то обстоятельство, что сама 
система без внешнего воздействия яв
ляется линейной. Поведение та
кой системы описывается линейным 
дифференциальным уравнением, в силу 
чего здесь и применим сформулирован
ный выше принцип суперпо- 



 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 
 

 
 

§ 16*. Ток смещения и электромагнитная теория света 40»

3 и ц и и. Для нелинейных си
стем принцип суперпозиции не имеет 
места, и их теория является гораздо 
более сложной. Укажем еще, что линей
ная система не генерирует колебаний 
даже при наличии в схеме ЭДС — 
(идеальных) источников постоянного (во 
времени) напряжения.

§ 16*.  Ток смещения и электромагнит
ная теория света

Выше везде мы почти без оговорок 
рассматривали ток, идущий через кон
денсатор. Действительно, если вклю
чить конденсатор в цепь переменного 
тока последовательно с амперметром, 
то амперметр покажет вполне опреде
ленную силу тока ] = С<а>. С другой 
стороны, через конденсатор ток не идет: 
пластины конденсатора разделены изо
лятором (например, между ними пус
тота), поэтому те индивидуальные носи
тели электричества — электроны, кото
рые находятся в левом проводе и на 
левой пластине, никогда не попадут на 
правую пластину и правый провод. 
Следовательно, в пространстве между 
пластинами не движутся заряженные 
частицы, т. е. нет электрического тока 
в том смысле, как мы это понимали до 
сих пор. В этом пространстве есть 
только электрическое поле, кото
рое меняется, когда меняется заряд пла
стин, т. е. когда в левом и правом про
водниках течет ток. Теперь возникают 
две возможности:

1) либо надо извиниться перед чита
телем, сказав, что везде, где говорилось 
о токе через емкость, мы выражались 
не точно — на самом деле тока нет, 
ток течет только в проводах слева и 
справа;

2) либо надо рассматривать перемен
ное электрическое поле, возникающее 
в пространстве между пластинами, на
равне с обычным током — движением 
заряженных частиц.

Максвелл, ставший на эту последнюю 
точку зрения, сумел получить из нее 
грандиозные следствия.

Давно было известно, что электриче
ский ток, т. е. движение заряженных 
частиц, вызывает появление магнит
ного поля. Но если переменное электри
ческое поле подобно электрическому 
току, то переменное электрическое поле 
в пустоте тоже должно создавать маг
нитное поле. Эта гипотеза Максвелла 

привела к замечательной симметрии 
между электрическим и магнитным по
лями. Фарадей экспериментально от
крыл индукцию, т. е. тот факт, что- 
изменение магнитного поля вызывает 
появление электрического поля. Макс
велл умозрительно пришел к предполо
жению о существовании аналогичного 
явления, при котором изменение элек
трического поля вызывает появление ' 
магнитного поля. Только после этого' 
предположения теория электрических 
и магнитных полей приобрела совре
менный вид.

Математическая теория Максвелла 
записывается в виде дифференциальных 
уравнений, которые слишком сложны 
для нашей книги, и поэтому мы их 
приводить не будем \ Решения этих 
уравнений описывают распространение 
в пустоте электрических и магнитных 
полей. При этом обязательно должные 
существовать оба поля: изменение элек
трического поля вызывает магнитное 
поле, изменение магнитного поля по
рождает электрическое поле.

Ко времени, когда работал Максвелл,, 
уже были сделаны опыты Фарадея, из
вестна была связь между переменным 
магнитым полем и индуцируемой им 
ЭДС. Известно было магнитное поле' 
тока. Наконец, известна была связь 
между зарядом конденсатора и элек
трическим полем между его пласти
нами. Этих данных достаточно для того, 
чтобы написать уравнения для полей 
в пустоте.

Максвелл нашел скорость распростра
нения полей в пустоте. Эта скорость, 
оказалась равной скорости света! От
сюда, естественно, следовало предпо
ложение, что свет есть не что иное, 
как электромагнитные колебания. Да
лее теория предсказывала возможность.

1 Характеристики электрического и маг
нитного полей в пространстве являются функ
циями нескольких переменных — они 
зависят от трех координат точки в простран
стве и от времени. Соответственно этому фи
гурирующие в уравнениях Максвелла произ
водные суть частные производны- 
функций нескольких переменных, а сами эти 
уравнения являются так называемыми диф
ференциальными уравнениями в частных про
изводных (ср. со сказанным по этому поводу 
в Заключении). К тому же эти характеристики 
полей являются векторными величинами. 
Укажем еще, что изящные применения 
в теории электромагнетизма получают ком
плексные числа и аналитические функции 
комплексной переменной (см. гл. 17). 
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существования электромагнитных ко
лебаний любой длины волны, в том 
числе и рентгеновских лучей (длина ко
торых в тысячи раз меньше длины све
товой волны), и радиоволн с большой 
длиной волны. Так, работы Фарадея и 
Максвелла начали тот путь, который 
завершился открытием радиоволн Гер
цем и изобретением радио как средства 
связи нашим соотечественником А. С. 
Поповым и итальянцем Маркони, 
а также открытием Рентгена и созда
нием полной теории электромагнитного 
поля и его взаимодействия с веществом. 

зависимость j (ср) может быть любой. На
пример, в качестве выпрямителей тока 
применяются «ящики», характеристика 
которых изображена на рис. 1: в одну

У

------- /тх / 
/ 1 \ / 
/ 1 \ / 
/ і \ 1 /

/ 1 \ 1 /
4—{------'-''Г'~ —

/її .

Рис. 13.17.2 і 0,01/Ь 0,2Ъ

1 В конце 70-х годов и физики, и конструк
торы очень успешно продвинулись в направ
лении миниатюризации всех ^частей электрон
ной аппаратуры. Современный диод (или ем
кость, или сопротивление) может быть изго
товлен в'виде пятнышка диаметром в доли мил- 
лиметра.'состоящего из слоев вещества с нуж
ными свойствами, толщиной, равной 'сотым 
или ' ' тысячным долям миллиметра.

§ 17*.  Нелинейное сопротивление 
и туннельный диод

Рассмотрим двухполюсник — «ящик», 
похожий на сопротивление в том отно
шении, что сила проходящего через 
него тока зависит только от мгновен
ного значения разности потенциалов. 
В этом смысле «ящик» не похож ни на 
индуктивность, где ср зависит от произ
водной , , ни на емкость, где ср за

висит от 'интеграла j jdt. Однако и от 
обычного сопротивления «ящик» отли
чается тем, что зависимость / (ср) не сов
падает с элементарным законом Ома 
/ = ; у «ящика» зависимость / (ср)
является более сложной. Эта функция 
j (ср) называется характеристикой 
«ящика».

Единственное общее утверждение, ко
торое можно сделать о характеристике 
] (ср), это то, что ср и у не могут быть 
противоположны по знаку, если внутри 
«ящика» нет батарей или других источ
ников энергии. Если ср и / одного знака, 
то при прохождении тока энергия 
внутри «ящика» поглощается, 
«ящик» отбирает электрическую энер
гию от той цепи, в которую он включен; 
в «ящике» эта энергия превращается 
в тепловую и рассеивается. Так как ср 
непрерывно и , ср , 0 при , / <С 0, , ср 0 
при />0, то с=О' при /==0. В остальном 

сторону ток течет легко при малой раз
ности потенциалов; в другую сторону 
ток почти не идет — как видно из гра
фика, даже при большой отрицатель
ной разности потенциалов ток мал. Та-

£ А Я

■||—I -I—I.... —
Рис. 13.17.3

кими свойствами обладают так назы
ваемые диоды, изготовляемые из двух 
полупроводников. В 1958 г. в Японии 
удалось сделать из специально подоб
ранных полупроводников «ящик», так

Рис. 13.17.4

называемый туннельный диод (в дейст
вительности этот «ящик» представляет 
собой миниатюрный цилиндрик диа
метром и высотой всего в несколько 
миллиметров г), с необычной кривой 
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j (сз), имеющей минимум (см. рис. 2, 
на котором даны типичные значения ср, 
J). Такая кривая не противоречит вы
сказанному принципу, знак у везде 
тот же, что и знак /, так что «ящик» 
только поглощает энергию. Мы не бу
дем входить в рассмотрение физических 
причин такой странной кривой, но зато 
рассмотрим следствия для цепи, в ко
торую включен туннельный диод. Для 
краткости будем называть его и дальше 
просто «ящик».

Начнем с наиболее простой цепи, 
состоящей из трех звеньев: батарея 
с ЭДС Е—сопротивление R (обычное, 
подчиняющееся закону Ома)—«ящик» Я 
(рис. 3).

Внутреннее сопротивление батареи 
включим в R.

Уравнение, определяющее ток и рас
пределение потенциала в цепи, имеет 
вид

—E~—Ri (ср) 4- ср = 0,

где tp — разность потенциалов на 
«ящике», / (ср) есть функция, опреде
ляемая свойствами «ящика» (см. рис. 2). 
Ток через R равен току через «ящик», 
поэтому срй=.й/=Л/ (ср).

Это уравнение удобно решить гра
фически. Запишем его так:

ср = Е —• Й'(ср) (і:ї.1'7.))

и построим в плоскости С>, j прямую 
с==Е — Rj. Эту прямую можно на
звать «нагрузочной линией» системы ба
тарея—сопротивление. Решение задачи 
дается пересечением прямой (1) (т. е.

ч . Е — ф\прямой } — р д 1 1 на плоскости с коор- 
дина тами ср, / с линией j (ср) — харак
теристикой «ящика». На рис. 4 пока
зано такое графическое решение задачи, 
притом для одной батареи и трех раз
ных сопротивлений: малого R±, сред
него R2 и большого R3.

Из графика видно, что при доста
точно большом Е можно подобрать та
кое [7? — не слишком малое и не слиш
ком большое, — при котором есть три 
точки пересечения A, В, С, т. е. три 
решения уравнения (1).

Необходимое условие для существо
вания трех решений — наличие падаю
щего участка кривой • j~j (ср). Ясно, _ что 
линия, вдоль которой всюду 4 > 0, 

может только один раз пересечься с на
грузочной прямой, каковы бы ни были 
Е и R >0.

Рассмотрим теперь несколько услож
ненную схему с емкостью, включенной 
параллельно «ящику» (рис. 5). Для та
кой схемы получим, что ток через 
«ЯЩИК» 7 (ср) II ток через емкость

Рис. 13.17.5

я л
Ч|------ 1—~ 1 ZZI ",

I—II—I
с

в сумме равны току через сопротив
ление:

Отсюда
1 [.Є — ?

Д~ — /(?)]•

Точки пересечения характеристики 
7= 7 (?) «ящика» с нагрузочной линией 
. Е — с] = —д— соответствуют решениям ср = 
= const ^ = 0. Выясним, каков знак

_________
Рис. 13.17.6 -*•  *

A-t в окрестности этих точек. Глядя на 
рис. 4 легко yбедиться, ЧТО ^>0 при 

?<?д J>0 при ?в<?<?0; 5<° 

при р < ср < ср£; ^<0 при <>^7

На рис. 6 стрелками схематически 
показано направление изменения ср при 
его изменении в окрестности стацио
нарных значений срА, cpfi и срС7 Из него 
видно, что среднее решение В . не
устойчиво: стоит от него немного 
отойти влево или вправо и появляется 
da такого знака, что отклонение с> от 
с^й будет увеличиваться! Напротив, 
точки А и С рис. 4 характеризуют два 
устойчивых решения, которым 
соответствуют устойчивые состояния си
стемы.

Наличие двух устойчивых состояний 
позволяет применять такие «ящики» 
в математических машинах как ячейки 
памяти: сделав много таких цепей и 
переводя внешним воздействием одни
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ячейки в состояние А, другие — в со
стояние С, мы можем «записать», «за
помнить» какое угодно число или дру
гую информацию. С помощью таких си
стем любую информацию мы записываем 
шифром вида ААСАСАССС. . ., где каж
дая буква А или С обозначает состоя
ние, в котором находится соответствую
щая система (1-я и 2-я — в А, 3-я — 
в С, 4-я — в А и т. д.).

Рассмотрим теперь систему (рис. 7), 
состоящую из индуктивности и емкости, 
включенных параллельно «ящику». 
Снова обозначаем ср разность потенциа
лов на «ящике», /=/ (ср) — его характе

и окончательно
і г dh , 1 ■

dt2 —- L !d~LC-' (13.17.5)

рне. 13.17.7

ристику; ток, текущий через L и С, 
обозначим через j\:

7(?) + 7 — —C~t

(13.17.2)

Рассмотрим процесс в контуре, когда 
ток и потенциал в «ящике» близки 
к средней точке пересечения В. Пусть 
<?=<Р£ + ?<7 = Р +

Уравнение (5) представляет собой 
обычное уравнение колебательного кон
тура с емкостью С, индуктивностью L и 
сопротивлением г. Сопротивление г со
ответствует тому, что емкость и индук
тивность замкнуты параллельно двумя 
цепями: цепью батареи с сопротивле
нием R и «ящиком» с сопротивлением 
^- — j- . 1ак как эти две цепи вклю
чены параллельно, то складываются 
проводимости, т. е. величины, обратные - 
сопротивлениям, откуда и следует вы
ражение для г.

Токи и потенциалы в системе распа
даются на сумму двух слагаемых: по
стоянного (ср£, 7 . —— и колебательного 
(71 (7), 7 (0), g (t)). При этом для колеба
тельного слагаемого роль сопротивле- 

dy ния «ящика» играет производная 
взятая по характеристике «ящика». Будь 
в «ящике» обычное омическое сопротив
ление, то мы имели бы соотношении 
y—Rj, т. е. производная и равнялась бы 
величине сопротивления:

к — обозначение

£ = Я.d)

где
при

производной r 
dy

К чему приводит необычная характе
ристика j (ср) «ящика» туннельного диода

с=срв. Силу тока мы представили
первыми двумя членами ряда Тейлора, 
средний потенциал емкости равен срд,

(см. рис. 4)? 
g<0, т. е.

В точке В производная 
по отношению к колеба

причем срв и J . — удовлетворяют усло-
Е — уБ

вию 7 (срв) = —-—. Подставляя эти вы
ражения в уравнения (2), получим после 
сокращений:
*^ + 1 = — ?-»

ниям «ящик» имеет 
противление! Более 
видно, что в точке

|d, I - 1= lkl> л так как

отрицательное со
того, из рис. 4 
пересечения | к j — 

1-д — это как рай
угловой коэффициент нагрузочной пря-

„ . Е — ® „мои 7 =. -g-т , пересекающей характе

f—g (13.17.3)

Из (3) следует

f — ~ - Гг (13-17.4)

где 4=1+Ь—4+3^-Из урав

нений (3) и (4) найдем также

ристику в точке В. Следовательно, сум
марное сопротивление колебательного 
контура

г — — 4-/<<0.

ь dt2 dt dt dt С 71

Уравнение для колебательного кон
тура с L, С, г при г > 0 давало зату
хающие колебания. При г < 0 это урав
нение даст раскачивающиеся, усиливаю
щиеся с течением времени колебания.
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Таким образом, с помощью туннельного 
диода можно генерировать (возбуж
дать) в контуре колебания.

Способность к возбуждению колеба
ний является следствием неустойчи
вости точки В. Энергия колебапий чер
пается от батареи. Амплитуда колеба
ний растет со временем по экспонен
циальному закону лишь до тех пор, 
пока можно считать ее малой и поль
зоваться разложением в ряд Тейлора 
характеристики j (ср) около точки В. 
Максимальная амплитуда, грубо го

воря, ограничивается точками Л и С 
на рис. 4.

Уже к 1961 г. были испытаны генера
торы с КПД до 25% при мощности 
0,5 МВт при частоте 7500 МГц (длина 
волны 4 см). Для нас цепи с туннель
ным диодом интересны с точки зрения 
математического рассмотрения нелиней
ной задачи, вопросов мощности и пред
ставления токов в системе как наложе
ния постоянного решения и колеба
ний.



 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ТЕМЫ 
ИЗ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ

Глава 14

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

§ 1. Основные свойства комплексных 
чисел

Дополнительный свет на ряд из затро
нутых в этой книге вопросов проливает 
использование так называемых ком
плексных чисел. Первоначально число 
(натуральное) характеризовало коли
чество предметов в каком-либо (конеч
ном) их наборе: количество детей 
в семье, лодок на реке, пальцев на 
руке. Числа можно складывать: если 
объединить две группы лиц из а и из Ъ 
человек, то всего мы получим <«-■-& че
ловек; их можно также перемножать: 
а кучек по Ъ плодов в каждой дадут ab 
плодов. Но вот вычитать и делить на
туральные числа можно не всегда — 
ограничиваясь одними лишь натураль
ными числами, нельзя из 5 вычесть 8 
или 3 разделить на 2. Стремление сде
лать операции вычитания и деления 
всегда выполнимыми привело к появле
нию, отрицательных п дробных (рацио
нальных) чисел: условились обозначать 
разность 5 — 8 через —3 и частное 3 : 2 
so- )3через у. Новые «числа» имели уже 
совсем другой смысл, чем раньше, ибо 
ни в одной группе людей количество их 
не может равняться ни —3, ни у (не

даром С. Маршак с шуточным ужасом 
писал о школьнике, у которого в задаче 
«иолучилося в ответе два землекопа и 
две трети»). Также и действия над этими 
числами определяются уже по-новому: 
в самом деле, ведь бессмысленно гово
рить, скажем, просто об объединении 
в одну флотилию —3 ЛОДОК II у лодок. 

Так, например, приходится считать, что
- „ а с ad Д beсумма дробей у и у равна ———, 

а произведение (—а) на (—Ь) равно' 
-^ab1 2.

1 Эти соглашения диктуются тем, что 
только при принятии их действия над «новыми» 
числами целиком охватывают ранее изве
стные действия над «старыми» числами (при 
расширении понятия числа нам приходится 
доучиваться, но не переучиваться — так, по

a b 
нашим правилам, а -ф Ь = — -ф — =

а ■ 1 -ф 1 • b а -ф & \
= уу = —£— = а -ф b I, а также 
сохраняют силу все общие правила дей
ствий . (вроде законов а-ф&=&-фа пли 
(а-ф&) с=«срМ.с). Те же соображения 
играют основную роль и при определении 
правил действий с комплексными числами, 
о которых говорится в настоящей главе.

2 Для того чтобы сделать возможным из
влечение корня квадратного из любого поло
жительного числа, приходится включать в мно
жество вещественных чисел не только все 
(положительные и неположительные) дроби 
(рациональные числа), по также и так назы
ваемые иррациональные числа, вроде числа 
^2=1,41. . . (По этому поводу см., напри
мер, рассчптанпую на широкий круг чита
телей книгу: Нивен А. Числа рациональные 
п иррациональные. М.: Мир, 1966.)

Возможность неограниченного умно
жения чисел влечет за собой выполни
мость операции возведения числа в (це
лую положительную) степень: а~ = а-а, 
а? = а • а ■ а, и вообще ап — а-аа ... а.

п раз
Но вот обратная операция извлечения 
корня в области «обычных» чисел вы
полнима не всегда: ведь не существует 
никакого (положительного или отрица
тельного!) числа х, квадрат которого- 
был бы равен, скажем, —7, т. е. не 
существует числа x = 7- В даль
нейшем «обычные» числа, т. е. положи
тельные, отрицательные и нуль, мы бу
дем называть вещественными 2. Стрем
ление сделать выполнимой также и опе
рацию извлечения (квадратного) корня 



 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

  
 
 

 

§ 1. Основные свойства комплексных чисел 409

из любого вещественного числа приво
дит к понятию комплексных чисел.

Введем в рассмотрение новое «число» 
V — 1, определяемое тем условием, что 
его квадрат равен числу —1. Ясно, что 
ни одно вещественное число — ни по
ложительное, ни отрицательное — та
кого квадрата не имеет; поэтому \/—1 
мы назовем мнимой единицей", в мате
матике ее обычно обозначают буквой і ®. 
Выражения вида c = a-rib или z—x^-[-iy, 
где а и Ъ (или х и у) — вещественны, и 
называют комплексными числами; числа 
вида ib (=0+6) или iy иногда называют 
чисто мнимыми (или просто мнимыми).

Четыре арифметические действия 
с комплексными числами а=аі+га2 и 
b = b1Jrib>.2 непосредственно вытекают из 
определения мнимой единицы. Они вво
дятся как естественное обобщение обыч
ных действий с вещественными чис
лами: если «+&=/, а — b—g и ab=h, то 
f ~ fi 4" if 2 — ia) + (г) =
= (аг 1 61) + і (а2 + Ъ2)->

з От французского слова imaginairo —
мнимый, воображаемый, несуществующий. 

S S1 і§2 (®1 И- І®.) — (( ' — ^2) ==:
— (ai — bL) -- і (а2 — b2);
h =. hvз 4- ih2 (ax 4- ia2) (b 44 ib..) =
— ai^i 4- iab 4~ 4— ia2ib2 =
— (aib — a2b() ) і («ii. 4" a.ii)
(при вычислении h мы учитываем, что 
і2 — —1); поэтому
— = ®1^~61, /2 — я. Ъ2;
■?1 = <4 — bv g2 — а2 — Ь2; 
h2 — ak— a2b2, h2 = aib2-]-a2bi.

Аналогично, если k = ~ = ki ik2, то
а = Ьк, т. е.

(&1 + ib-2) (к1 4- ik2) =
= (6i — Ъ2к2) 4- і (ba 4- Ьк) = а 4- іа2. 
Теперь для определения Кг и к2 мы 
имеем два линейных уравнения: 
bk — Ъ2к2 = а±, Ьк 4- bk == а2, 
которые можно решить во всех слу
чаях, когда 6=4=0 (т. е. когда Ьх и Ь2 
не равны нулю одновременно): 
Ъ   0іЬ) Т «2І2 7 я.І1 — «1&2

' г~ И+ь' ’ 2 — ^4- ц •

При нахождении частного Л = у 
можно также воспользоваться тем, что 
при любом (комплексном) числе 6 = 
— Ь-'-к произведение Ъ и числа 6*  = 
= b — ib2 (число 6*  часто обозначают 
через Ь; его называют сопряженным с Ь) 
всегда вещественно:
bb*  = (6Х 4- ib2) (6 — tb2) =
=b — (іб.).=б.—i2bi=bl 4- б.. (14.1.1) 
(Если b*  = b, то число Ъ вещественно; 
корень квадратный из произведения 
*66*  = (6.4-6. обозначается через |6| и 
называется абсолютной величиной, или 
модулем, комплексного числа Ъ.) По
этому
і G б7| р- (11 ■р І.)) (6) ((.)

Ь Ь{ p ib% (^1 p І&.) (i1 — ((.)

(fll&l p- І2І2) — (i.(1 — i1i.)
6 +

___ a- 0.— )і • аЬ — ар).
Й7 ’

Наши правила позволяют предста
вить любую рациональную функцию 
комплексной переменной z—x-\-iy, на-
пример / = у—; и т. п., в виде суммы
f ■== и 4- in, где и и v — две веществен
ные функции двух вещественных пере
менных X II у (см. упр. 1).

Аналогично решается задача и об из
влечении корня квадратного из ком
плексного числа. В самом деле, 

если г — Г14-їг2 = '/а = >/«1—-(а.,
то (і 4- ir.). == (г. — г.) 4- i2rp-2 — а = 
— az-L 4— іа2, 
что приводит к следующей системе 
уравнений для определения неизвест
ных Г г, Г£
Г — rl = a-і, 21г-"2 = а2.

поскольку 
и г.(—г.) = —,то г.

являются корнями квадратного 
а2
— = ), отдуда

Эта система легко решается: 
Г + (—rl) = а± 
и —г.
уравнения Xі — aj

где, как всегда, | у | = 4а? + ) • (За
метьте, что оба подкоренных выраже
ния положительны!) Итак,
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Таким образом, вводя новое, «мни
мое» число і с тем, чтобы задача извле
чения корня квадратного из —1 ока
залась разрешимой, мы неожиданно по
лучили возможность извлекать квадрат
ные корни сразу из всех чисел — 
«старых», вещественных, и «новых», 
комплексных.

Прежде чем идти дальше, укажем 
геометрическое представ- 

Рис. 14.1.1

ности плоскости комплексной переменной 
можно переписать в форме, аналогичной (2): 
zz*  + bz + b*z*  -J- с = 0,

л е н и е комплексных чисел. Комплекс
ное число z=x-\-iy принято рассматри
вать как точку так называемой ком
плексной плоскости (или плоскости ком
плексной переменной) с (декартовыми 
прямоугольными) координатами х и 
у (рис. 1); ось х при этом называют 
вещественной осью (ее точки отвечают 
вещественным числам х-\-і0—х), а ось 
у — мнимой осью. Каждому комплекс
ному числу отвечает единственная точка 
плоскости и наоборот; сопряженным ком
плексным числам отвечают точки, сим
метричные относительно вещественной 
оси. Модуль *zz* = |z| = у/ж2+у2 ком
плексного числа z=x-\-iy равен рас
стоянию Oz точки z от начала коорди
нат (отвечающего числу 0).

Прямую &1ж+^&2г"-"-^=0 плоскости ком
плексной переменной z=x-piy можно задать 
«комплексным уравнением»

bz + b*z* -|- с = 0, (14.1.2)

где с — вещественно, т. е.

= =с, а & = 1/2(61 — іЬг).

В самом деле, если z=x[-iy, то левая часть (2), 
как нетрудно видеть, равна b1x-)-b2y-)-c. 
Уравнение (жа+г/2НМ+*2г+н=0 окруж

где с*  = с, b = 1/2(Ь1 — ib2), (14.1.2а)
— ведь zz*  = xX-\-p, a bz-~b*z*  = bx-j-by

Уравнения (2) и (2а) можно объединить 
в одной записи:

а22* + &2 + &2---С = 0, (14.1.26)

где а и с — вещественны (а*  = а, с*  — с); ра
венство (26) описывает окружность, если 
аУ=О, и прямую, если а=0.

Положение точки z на комплексной 
плоскости можно также охарактеризо
вать ее полярными координатами — 
расстоянием р от точки z до начала 
координат О (это есть модуль |z | числа z) 
и углом ср, который луч Oz образует 
с положительным лучом вещественной 
оси (угол ср называется аргументом 
числа z; иногда его обозначают симво
лом Arg z). При этом (см. рис. 1)

х — р cos <р, 

= I 2 1> 
tg? = f,

у = р sin ср,

coscp —

р = ^х2 -- у2 —

Sint? = F|-

Таким образом,
2 = р (cos ср 4- І sin ср) (14.1.3)
{тригонометрическая форма комплекс
ного числа).

Форма (3) особенно удобна при умно
жении и делении комплексных чисел
Z1 = Pl (cos ср/шп срр)
и z2 = p2(coscp24-iiinp2).

В самом деле, очевидно,
Z1Z2 = Pl (cos Vi + ї sin ft) p2 (cos ср>2 4
4- І sin СР2) = P1P2 [(cos ср! 4- І sin ci)X
X (cos <P2 4- І sin cp2)] = P1P2 [(cos cpx cos CP2--
— sin cpx sin ci2) + I (cos ?1 sin c?2 4~
4- sin cpx cos CP2)[ = P^2 [cos 4- ?2) 4
4- і sin (cpx 4- ?2)J, (14.1.4)

или словами: при умножении комплекс
ных чисел их модули (абсолютные вели
чины) перемножаются, а аргументы 
складываются. А отсюда в свою очередь 
вытекает следующее. Если 5- = £3 = 
= Рз (cos <ps 4- і sin срз), то zt = ^з. 



 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

§ 1. Основные свойства комплексных чисел 411

т. е. Рх = р2рз, ft = f2 + f8, откуда р3 = 
= — , f3 — ft — ft*  Таким образом,Р2

Z2 = 7 [ COS (ft — ft) + І Sin (ft — ft)]z2 p2
(14.1.4a)

— при делении комплексных чисел их 
модули делятся, а аргументы вычи
таются.

Заметим, что правила

lZ1Z2 I --  I Z1 I |Z2 |>
|ї I I zl I 
| Z2 I I z2 I (14.1.5)

в точности совпадают с теми, которые 
имеют место для вещественных чисел. 
А вот правила, относящиеся к аргумен
там комплексных чисел:
Arg (Z1Z2) — Arg 21 + Arg z2,
л (zi\ л л (14.1.5a)Arg W — A1g 21 — Arg Z2,

являются для нас новыми. По форме 
равенства (5а) напоминают правила дей
ствий с логарифмами, но пока совсем не 
ясно, какое отношение может иметь 
угол Argz=p к логарифмам (разве 
у комплексных чисел существуют ло
гарифмы? — ответ на этот вопрос будет 
дан ниже).

Умножая по формуле (4) число z— 
—р (cos f+i sin f) само на себя п раз, 
получим так называемую формулу 
М у а в р а:
z” — p”(cos nf -ф- і sin racp). (14.1.6)
Эта формула справедлива также для 
отрицательных и для дробных п: так, 
например, учитывая, что 1—1 (cos 0+ 
4-і sin 0), получим

и
z'/з — \7r (cos а -ф- і sin а) —

= Фг (cos у 4“ 1 sin у) (14.1.66)

(см. ynp. 2). Заметим, что формула (66) 
дает три значения корня кубиче
ского из числа z: так как вместо а 
аргумент z можно также записать в виде 
а-~2тс или а-ф-4тг, то имеем
Zr — фг (cos р -ф- і sin Р), 
z2—^/-(cos

zs — (p + y)+ 1 sin (p + y)],

где P — (рис. 2).

Таким образом, использование ком
плексных чисел позволяет найти три 
корня zn z2 и z3 кубического уравнения 
z® — с—0, где с = г (cosa-j-i sina) — 
произвольное комплексное число. Более 
того, можно показать, что каждое ал
гебраическое уравнение п-й степени 
P(z) = aoz” -ф- a1z”_1 -J- a2zn~ • • .
• • • + an-iz + an = 0,

где a0 —4— 0, a±, a2, . . ., an — произволь
ные комплексные числа, имеет п (и 
только п), вообще говоря, комплексных 
корней zlt z2, . . ., zn, которые, однако, 
не обязаны быть все различны (некогда 
это весьма важное предложение назы
вали основной теоремой ал
гебры). При этом многочлен Р (z) пред
ставляет собой произведение п линей
ных множителей:
Р (z) — «J(z — zx) (z — z2) ... (z — z„).
Так, например, квадратное уравнение 
Q (z) — z2 -]- pz -ф- q — 0 (14.1.7)
имеет два корня:

причем
<(z) — (z — z) (z — z.j).

(14.1.7а)

Корни (7а) уравнения (7) при веще
ственных р, q будут вещественными и 

р2различными при — q ф) 0 (напоминаем, 
что вещественное число х — х -ф- Ю 
является частным случаем комплекс
ного); одинаковыми (равнымм |-р при 
р2 А— 5 — 0; комплексно-сопряженными

(равными где теперь



 

 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

412 Гл. 14. Комплексные числа

подкоренное выражение положительно} 

при ' — <<0. (Когда говорят, что при 

вещественных р, q и при , <4 q ква
дратное уравнение (7) не имеет ре
шений, то это не ошибка, а точка зре
ния: если ограничиться одними лишь 
вещественными числами, то придется 
считать, что в этом случае уравнение (7) 
корней не имеет.) Уравнение 
z5 — 3z4 + 7z3 — 13z2 + 12z — 4 = 
_ (z — l)3(z24-4) = 0 (14.1.8)
имеет пять корней, из которых, однако, 
только три различны:
zx = z2 = z3=1, и z:>~—2i.

Если все коэффициенты уравнения (лю
бой степени) аог’г+а1гя_1+. . . + aM_1z+a,J=0 
вещественны, то каждому «существенно ком
плексному» (т. е. не вещественному) корню 
z=x-\-iy уравнения отвечает второй корень 
z*=x —iy, комплексно-сопряжен
ный с первым. Это вытекает из правил 
действий над комплексными числами, в силу 
которых

(21+z2*=z;+4  (^-2з)^=2;-2;,
(ZXZ2)*  = ZM2.

(проверьте!). А в силу (9), если, например, 
zo=xo-|-y/o — корень уравнения Q (x)= 
= аоЯ4+а1х3-|-а2а-2-|-аза-Ч~а4=О с веществен
ными коэффициентами, т. е.
Q (Zo) — aozO + “iz0 + a2z0 + a3Z0 4" a*  — 0,

a* (г<5)4 4— al (z0)3 -j- a*  Ю)2 4— a3 (zO) + a*  = 0*.  
Но ведь a3 = a0, aj = aj, ..., a4 = а4 и уж, 
конечно, 0*  = 0; поэтому
Q (2о) = ао (zO)4 4“ а1 (2q)3 + я2 (2^)2 *-  а3 (zO) 4— 
4- а4 = 0,
т. е. Zq=x0—іуа также является корнем того же 
самого уравнения (отличным от z0 при г'оУ-О).

Из сказанного в свою очередь следует, 
что каждый вещественный многочлен (т. е. та
кой, все коэффициенты которого вещественны) 
можно разложить на (вещественные) линей
ные и квадратичные множители (см., например, 
разложение (8)). В самом деле, многочлен 
Р (г) = a0z’!--a12,г_1-- • ■ •+ая_124-яя имеет п
(вещественных или комплексных) корней Z1, 
z2, . • ., 2и, обращающих его в нуль: Р (г^= 

= Р (z2) =. . . = Р (ги) = 0. При этом Р (г) мо
жет быть разложен в произведение

р (г) = «о (2—24)(z—Z2). • -(z—z„).

Но если г0=г-0-Ну0, где — какой-тс-
комплексный корень многочлена Р (z), а z)= 
= х0—iy0 — корепь, комплексно-сопряженный 
С Zo, то
(z ■ Zo) (z —- zq) — (z   Xq   Іуо) (z   Xq 4- f i/o ) — 
= [(2 — 3-0) — І/Oo] 1(2 — a-o) 4- !/Oo] = (z — я-о)2 —
— (іУо) = =0)2 + yo — 22 — 2x0z +
+ (=o 4- !/o) -
Таким образом, каждой паре комплексно
сопряженных корней z0, zj многочлена Р (z) 
отвечает квадратичный множитель 
z2—Zxqz-rtxl-^y) его разложения па мно
жители, а вещественному корню z1=Z14--0=Z1, 
если только такой корень существует, отве
чает линейный множитель Z—z4 = z—Хг 
разложения Р (z). Это рассуждение и доказы
вает требуемое утверждение. Так, например, 
разложение на множители
х* а4 = Xі -- 2а2х2 -{-а4 — 2а2х2 = (ж2 а2)2 —
— (74 ах) = [(х2 -j- а2) V2 ах] [(х2 4- я2) —

— 72 ах] — (х2 -J- 72 ах а2) (ж2 — ^2 ах Ц- а2) 

неопытному человеку может показаться слу
чайным и искусственным (откуда мы знали, 
что к выражению x4J-a4 надо было прибавить 
2а2х2 и отнять 2а2х2?). Однако искушенный 
читатель поймет, что это - разложение с не
обходимостью вытекает из сформулирован
ного выше общего факта о разложимости ве
щественных многочленов и из формулы
х = р/-—а4 = а у7 —1

для корней многочлена х4-'-а4 (см. упр. 4).

Тот факт, что в области комплексных 
чисел корень квадратный извлекается 
из любого (положительного или 
отрицательного вещественного или ком
плексного) числа и что каждое квадрат
ное уравнение имеет здесь два корня, , 
безусловно, радует нас — он доказы
вает, что множество комплексных чисел 
в определенном смысле «проще уст
роено», чем множество вещественных 
чисел. Однако на этот результат мы 
хотя бы могли надеяться — ведь мни
мая единица і специально вводилась 
для того, чтобы из числа —1 можно 
было извлечь корень (или чтобы ква
дратное уравнение х24-1=0 можно было 
решить). Конечно, уж"е здесь мы полу
чили больше того, на что мы имели 
основания рассчитывать (сущест воЕа- 



 

 

 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

§ 2. Возведение в мнимую степень и число е 413

ние не одного лишь ранее несуществую
щего квадратного корня \—1, а все
возможных квадратных корней из 
всех комплексных чисел; разреши
мость не только специально выбранного 
уравнения х2+-1 =0, а в с е х квадрат
ных уравнений), — но это лишь пока
зывало, насколько удачно было согла
шение \—1 = 1. Однако то, что введе
ние комплексных чисел z = x\^iy позво
ляет из всех (и «старых» и «новых»!) 
чисел извлекать корни любой сте
пени (ср. упр. 3), и то, что оно позво
ляет решать алгебраические уравнения 
3, 4, 5-й и каких угодно дру
гих степеней, так что, для того чтобы 
сделать все уравнения разрешимыми, 
не приходится вводить никаких новых 
чисел, а можно обойтись теми же ком
плексными числами, с помощью кото
рых решаются квадратные уравнения,— 
это, конечно, сюрприз, и притом весьма 
приятный. Такое положение дела за
ставляет думать, что в комплексных 
числах «что-то есть», что в них зало
жено больше, чем только лишь учение 
о «корнях из отрицательных чисел», 
что эти числа вовсе не случайны и мо
гут принести пользу во многих разде
лах математики и математизированного 
естествознания.

И эти надежды полностью сбываются.
Упражнения

14.1.1. Пусть г=х+іу, a f (z) = u-]-iv; най
дите и и v как функции от z и у, если функция 
/(г) имеет вид: а) / = г3 — 3z-[l; б) / =

= : в) /=г”’
14.1.2. Докажите формулы (6а), (66),

а также справедливость формулы Муавра (6) 
для любого (вещественного)?/!.

14.1.3. Докажите, что п значений корня 
степени п из произвольного комплексного 
числа с (п корней уравнения n-й степени 
z“ — с=0) геометрически изображаются п 
точками комплексной плоскости, являющи
мися вершинами правильного п-угольника.

14.1.4. Выпишите все значения у'г—К с ио- 
мощью полученных формул разложите Ї на 
(вещественные) множители многочлен z4'j-a4.

§ 2. Возведение в мнимую степень 
и число е

Поставим задачу определения мнимой 
степени. Как найти число *0*?  Можно 
ли умножить 10 само на себя і раз, т. е. 

\/—1 раз? На первый взгляд сам этот 
вопрос кажется бессмысленным. Од
нако ведь и вопрос о том, что полу
чится, если умножить 10 само на себя 
—3 раза или 1/2 раза, сначала тоже 
кажется бессмысленным, ибо буквальное 
выполнение правила возведения числа 
в целую положительную степень (аи = 
= аа ... а) здесь невозможно, а между

п раз ___

тем числа (0~3 (=0,00() и 10‘і/(=\/10 «з 
*=•3,16) безусловно существуют.

Вспомним логическую последователь
ность определения отрицательных и 
дробных степеней чисел — этот пример- 
является вдохновляющим! Первона
чально мы определяем лишь возведе
ние в целую положительную степень п: 
ап = ааа ... а.

п раз

Из этого определения — по-прежнему 
для целых положительных показате
лей — следуют два правила:

п+т раз

=аа ... а =
п раз т раз

= а...а-а...а — а”а’п, ((472.1).
п раз п раз п раз

(а”)”( = а...аа...а...а...а — ап”‘
т раз

(14.2.(а)
(ср. со сказанным на с. 408 об определе
ниях сложения и умножения натураль
ных чисел). Обобщение заключается 
в том, что мы требуем выполнения пра
вил (1) и (1а) также для отрицательных 
и дробных показателей степени.

Тогда из правила (1) получаем 

и, значит,
-з а а з = а4

£
а3 >

и аналогично для любого натураль
ного т

Таким же образом в силу (1а)
£. 3

(а)^>)3 =. а 3 — а1 — а,
и поэтому
а№=]а и вообще а1/г=-р/'а-
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Теперь для любой дроби n—plq имеем 
ар'ч = (агІі)р = {^а)Р = Д ар. (14.2.2)

Поскольку для любого вещественного 
(иррационального) числа можно найти 
как угодно близкую рациональную 
дробь, задача о возведении в л ю б у ю 
вещественную степень полностью ре
шена. Однако те приемы, с помощью 
которых выше удалось определить от
рицательную и дробную степени, сами 
по себе недостаточны для того, чтобы 
определить мнимую степень atk (а и 
к — вещественные числа), — для этого 
подвига нам придется использовать те

z = Z+

/7
Рис. 14.2.1

-5>
! Л'/У
7 7

сведения, которые мы накопили при 
изучении производной степенной функ
ции.

Воспользуемся тем, что в силу опре
деления числа е
er — 1 — г при I г I << 1 (14.2.3)

(см. § 4.8, формула (4.8.2)), причем 
приближенное равенство (3) тем точ
нее, чем меньше |г | \ Условимся те
перь считать, что (3) сохраняет силу 
также и для комплексных г, малых по 
абсолютной величине, в частности и 
для чисто мнимых чисел ri малого мо
дуля І ri | = г. Если мы хотим опреде
лить число ек', где к — какое угодно 
(не малое!) вещественное число, то вос
пользуемся тем, что в силу (3)

к
— г -ке” — 1 Д — І при п 1, (14.2.3а) 

ш о е число (его мы будем считать н а- 
туральыым), так что к/п Д 1.

Точка z = 1 Д — і (=р (cos <р — і sin <)) 

комплексной плоскости имеет декартовы 
координаты (ф — и полярные коорди

наты (р, ср) (модуль и аргумент ком
плексного числа и), где

. kin . Aши.-- . , tgp = - (14.2.4)

1 Разность а=ег — (1+г) является малой
2-го порядка по отношению к г: при малых

с
| г | отношение уу остается «конечным», 
т. е. не очень малым и не очень большим. 
(Вместо ссылки на равенство (4.8.2) мы 
могли бы, что равносильно, исходить из опре
деления (4.8.3а) экспоненциальной функции:

, / к \п
ек = lim ( 1 -- —) , принимая, что последняя 

и—>со \ п '
формула сохраняет силу и для комплексных 
(в частности, чисто мнимых) показателей сте
пени к.)

к
(рис. 1). При пП>1, т. е. при — Д 1 
(точные) равенства (4) можно заменить 
(приближенными) соотношениями

(14.2.5)

где слова о приближенном характере (5) 
указывают на пренебрежение слагае
мыми порядка малости I —) и оолее 
высокого (ср. с текстом, напечатанным 
ниже мелким шрифтом). А так как 
в силу формулы Муавра (1.6) 
е’ « (1 +£ і)и = [р (cos ср -ф-і sin <)]” = 

= р” (cos LL “p і sin /з-ср),

TO

0+10 ~
«i’^COS (w|) + /8ш(п£)] =

= cos к Д і sin к (14.2.36)

и, следовательно,
где под и, как это следует из записи 
п — 1, понимается очень б о л ь- eki = cos к Д 1 sin к. (14.2.6)

Это- соотношение можно принять за 
определение экспоненциальной 
функции мнимого аргумента; оно выте
кает из предположения (За). Формула 
(6) называется формулой Эй
лера.

Формула Эйлера (6) позволяет отве
тить на вопрос о том, чему равно 
число 10’:
10*=:  (е1п 10)* е1п 10 ■ ‘ е2,3* —
— cos 2,3 -ф- і sin 2,3 —0,67 4- 0,771.



 

 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

§ 3. Тригонометрические функции и логарифмы 415

Другой способ вывода формулы Эй
лера связан с разложением функций 
в ряды. Как мы знаем (см. гл. 6),

причем ряд (7) сходится при всех х, 
что дает нам смелость считать в (7) 
число х, если угодно, и комплексным. 
Положим, по определению,

+ ~5Т+--------L 2 ! і 4 !

4 I ix | (гж)2 I (М3 1 (&)* |
т ЦТ 2 ! ' 3! ' 41 '

(14.2.8)
Но поскольку (см. гл. 6)

cos X = 1 —-Xj. 4- Х---- .. ., (14.2.9) 

Sin х = х — зг+уі- (14.2.9а)

(ряды (9) и (9а) также сходятся при 
всех я), то мы приходим снова 
к той же формуле Эйлера:
е?х = cos x-j-i sin х.

Далее естественно положить:
если z = x-]~iy, то е*  = ех+'у =
= ехЄу = ех (cos у -ф- і sin у) (14.2.10) 

(ср. упр. 1).
Разумеется, формулу (10) можно 

сразу принять за определение 
показательной функции ег комплекс
ного аргумента z=x\-iy (ср. со ска
занным о формуле Эйлера (6)). Это 
определение оправдано тем, что при 
z=x[-i0—x величина е? обращается 
в экспоненциальную функцию ех в е- 
щественной переменной X, 
а также тем, что для функции (10) со
храняется основное свойство (1) пока
зательной функции: 
если Z = Z!-~ Zj, где z± = xt—ф- iyv
22 = ®2 + 4/2, то е = ехр [(® 4- ж2) 4
+ і (У1 + Уа)1 = е■ **+. [cos ((/і + (/а) + 
+ i|sin ((/1 + (/2)] = (сжт'=)[(cos ух -НІ 
4- і sin y) (cos у2 4- і sin у2)] = 
= [ех> (cos у 1 4- і sin y)] (cos у2 4
4- і sin у2)1 = М.

В силу формул (4) и (6.4.6)
/ к2 \7г 1 1 к2

Р = 4 + пі \ = 1 + 2 7і + • • •
Ь2

= 1 + 222 + •••’
где точками обозначены члены более высо
кого порядка малости, чем выписанный член 
к^

2~г ; в силу же (более общей) формулы (6.4.3). 
/ к2 \п к2

ри = (1 + J =1 + п22+ ••• =
t к2

— !+ 2п +*•• ’
откуда в силу малости 

к2 
слагаемого .. следует, 
Л кі \п , ■11}- — 1 (%eft)) вполне

при п <<: 1 второго

что модуль числа

допустимо считать 
(приближенно) равным 1. Аналогично можно ■ 
проверить, что мы не делаем заметной ошибки

кі \
и приравняв аргумент числа ■ 1 + -. ) вели

к ачине — (ср. упр. 2).

Упражнения

+ +при 

= нт 4+я+\\т 
п->со \ П / /

14.2.1. Докажите, что соотношение еж+<^ %

п ■1 ^т.е. еж+<У =

равносильно фор

муле (10).
кі14.2.2. Докажите, что в формуле Іф- — = 

= р (cos <р + і sin <р) при п }■> 1 имеем <р =
к

= — 4-.... где точками обозначены члены п 1
1 

порядка малости-^2 и выше.
14.2.3. Докажите, что при любом ком

плексном (а не только при чисто мнимом)- 
числе Az, малом по абсолютной величине, 
е4г = 1 Az ■ . . . , где точками обозначены 
члены, модуль которых имеет порядок ма
лости | Az |2 и выше.

§ 3. Тригонометрические функции и ло
гарифмы

Формула Эйлера (2.6) вскрывает глу
бокую внутреннюю связь периодиче
ских функций cos х и sin х с показа
тельной функцией. На первый взгляд 
показательная функция ах не имеет 
ничего общего с периодичностью: при 
а > 1 величина ах монотонно растет 
с ростом х, а при а <. 1 она все время 
убывает; никакой периодичности тут
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нет. Но если а——1, то степени а” 
числа а принимают значения:
—1, И-!, —1, “М> —~М’ - - • — (14.3.)) 
т. е. они меняются периодически \ Если 
записать, что
— 1 = cos TZ -ф- і sin П = е”1 * * *,

1 Мы ограничились одними лишь нату
ральными (целыми положительными)
значениями показателя степени; позволив п 
принимать также целые отрица
тельные значения и нуль, мы неограни
ченно продолжим периодическую последова
тельность (1) -іисел (-—1)в влево.

то мы .сможем считать показатель сте
пени п в записи (—I)" любым веще
ственным числом:
(—1)” = (еІЛ)и = е:п''= cos (ran) -f- і sin (ксгс).

Здесь (вообще говоря, комплексная) ве
личина (—1)" принимает всевоз
можные значения, модуль которых 
равен 1, по-прежнему меняясь периоди
чески с изменением п. Точно так же 
периодически меняется величина ас, где 
а = cos c-H sin ср=е* !р — произвольное 
комплексное число с единичным моду
лем: в этом случае
ах — (е'Дж = e< -=■ cos (рж) -j- і sin (ух).
Если же а— р (cos р-ф-i sin ср)=рв‘? —■ 
комплексное число, модуль которого р 
отличен от 1 (р >0 и р — 1), то вели
чина
ах = (ре<Т = pV^ =
— p^cos^paO + isincpz)] (14.3.2)

разложится в произведение двух сомно
жителей: первый из них (он определяет 
модуль числа а") будет монотонно воз
растать или монотонно убывать с ро
стом х, а второй, равный — — (он отве
чает за аргумент числа аД, будет ме
няться периодически. Если р — 1, то 
вещественная часть и коэффициент при 
мнимой части числа а\ т. е. выражения 
Д cos (срх) и рж sin (еря), будут модели
ровать затухающие колебания (см. 
§ 10.4, в частности рис. 10.4.2). Ниже 
(см. § 17.1) мы увидим, что эта связь 
функции ах с затухающими колеба
ниями отнюдь не случайна.

Формула Эйлера (2.6) позволяет 
строить многие другие важные функ
ции вещественной, мнимой или ком
плексной переменной. Начнем с того,

что перепишем эту формулу по-дру
гому, выразив не показательную функ
цию через тригонометрические, а, на
против, тригонометрические функции 
через показательную. Из того, что 
е'? — cos ср 4- і sin ©, (14.3.3)
следует также, что
е_1<р =- cos (—с5) -f- І sin (—с5) =
= cos ср — і sin ср. (14.3.3a)

Сложив почленно (3) и (За), а затем 
вычитая (За) из (3), мы без труда по
лучим

еі? — e~< . ei—e-ivcos Cf> = -----2----- . sin ср =  -----—---- .
((-.3.-)

Следствия (4) формулы (3) часто также 
называют формулами Эйлера.

Заметим, что при вещественном ср 
стоящие в правой части (4) выражения, 
разумеется, вещественны (это ведь суть 
косинус и синус некоторого угла!): в са
мом деле, подставив в эти выражения 
вместо e',f и e~f разложение (2.8) и 
аналогичное, мы придем к знакомым 
уже нам формулам (2.9) и (2.9а)! Можно 
и по-другому с одного взгляда убедиться 
в вещественности полученных выраже
ний. Заменим в выражении z=P-'-iQ 
для комплексного числа z (Р и Q ве
щественны) і на —Z; мы придем к ком
плексно-сопряженному числу Z*  =5 
=Р — iQ. Если же при этом z не из
менилось, т. е. z* —z, то Q=0 и z ве
щественно. Но легко видеть, что (при 
вещественном у>) правые части (4) не 
меняются при замене і на —г; поэтому 
они вещественны.

Далее с помощью выражений (4) для 
cos ср и sin ср через экспоненты можно 
определить и тригонометрические функ
ции мнимого аргумента. Подставим в (4) 
рр=гф, полагая ф вещественным, так что 
ср —■, чисто мнимое. Получим

cos (іф) =-----£---- , sin (іф) =
е-ф-еЄ? . еФ — е-ф

=----2— = 1----- 2------• (14.3.5)
Таким образом, мы вернулись к экспо
ненциальным функциям вещественного 
аргумента ф, точнее — к некоторым 
комбинациям экспонент, о которых под
робнее скажем в следующем параграфе 
этой главы.
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Рассмотрение функций cos (іф) и 
sin (іф) решает и еще одну задачу. 
Возьмем, к примеру, ф = 1. Простой 
расчет дает

cos і

(и sm і

2
е1 + е-1 2,72 — 0,36 = 1 54

і W-03 = 1,18і), Постиш
вопрос: каков тот угол, косинус кото
рого равен 1,5? Раньше мы ответили бы, 
что такого угла нет, ибо косинус лю
бого угла не превосходит единицу. 
При этом молчаливо подразумевается, 
что угол, от которого зависит коси
нус, — это «настоящий» угол, тот, ко
торый можно нарисовать на чертеже и 
измерить транспортиром. Но теперь, 
после введения мнимых углов, можно 
дать определенный численный ответ: 
уравнение 
cos <р = 1,5 (14.3.7)
имеет (приближенное) решение ср «• г. 
Очевидно, что значение ср « —і также 
является решением уравнения (7); на
ряду с этим здесь имеется еще беско
нечное число решений, отличающихся 
одно от другого на числа, кратные 2те. 
Таким образом, если ранее мы не имели 
ни одного решения уравнения (7), то 
теперь можем считать, что их сущест
вует бесконечно много:
ср = +Ї 2кп, где /с = 0, +1, ±2, ...

(14.3.8)
Здесь положение вполне аналогично 

тому, с каким мы столкнулись в слу
чае алгебраических уравнений. При ис
пользовании одних только веществен
ных чисел квадратное уравнение 
х2 — п=0, где п > 0, имело два ре
шения (корня) х=+]п, а уравнение 
ж2+п=0 — ни одного решения; при пе
реходе же к комплексным числам вто
рое уравнение также получало два ре
шения: х— +i \jn. Аналогично урав
нение cos ср = п при п . 1 имело беско
нечно много решений (так, значению 
п = 1 /2 отвечают углы ср = + -ф- 2кп, где
к — любое целое число), а при п> і 
оно не имело ни одного решения; при 
переходе же к комплексным значениям 
ср и это уравнение приобретает беско
нечное множество решений.

Задачу о решении уравнений можно 
сформулировать как вопрос об опреде

лении обратной функции. 
Рассмотрим («прямую») функцию t=c2; 
задача нахождения обратной функции 
сводится к решению уравнения a:a=i, 
где t задано, а х надо найти. При этом 
в области вещественных переменных 
исходная функция существует при всех 
значениях аргумента х, а обратная — 
лишь при значениях аргумента t . 0; 
в комплексной же плоскости обратная 
функция также определена при всех 
t. Аналогично и функция c^arccos s, 
обратная функции s=cos ср, в области 
вещественных переменных существует 
лишь при —1<s<1 (ср. с §4.11); 
в области же комплексных переменных 
она определена при всех s.

Оказывается, что так же обстоит дело 
и с логарифмической функ
цией z=ln ш, которая определяется как 
обратная показательной функции w=e" 
Мы знаем, что в области вещественных 
чисел логарифмы существуют не всегда: 
так, например, не имеют логарифмов 
отрицательные числа. В комплекс
ной же области, как мы убедимся . чуть 
ниже, логарифмы определены всегда. 
Наконец, заметим, что все три обрат
ные функции: x=]t, c|i=arccos s и 
z=ln w — являются неоднозначными, 
хотя характер этой неоднозначности 
здесь неодинаков; на причинах, обус
ловливающих это различие, мы еще 
остановимся ниже.

Перепишем формулу (2.10) так: 
eX+!y _ р (сод у j sin y) —_ ре’’У)
где р = е*,  т. е. я: = 1пр. (14.3.9)
Поскольку равенство ш=ег равносильно 
записи г=1пш, то из (9) вытекает: 
если w= p (cos с>р— і sin c), to 
z = In w ~ In p z'cp = In | w | -ф- і Arg w.

(14.3.10)
Разумеется, соотношение (10) надо 

считать определением (ранее 
нам неизвестного) числа In w'. ведь «вы
вод» равенства (10) из (9) мы мотиви
ровали равносильностью записей ег=ш 
и г=1пш, справедливой для веществен
ных z и w, но не для комплексных 
(или хотя бы отрицательных веществен
ных) w, для которых величина In w 
ранее не имела смысла. Целесообраз
ность определения (10) связана с тем, 
что при c=Argz=0, т. е. в том случае, 
когда z — вещественное поло
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жительное число, формула (10) 
приводит к обычному понятию лога
рифма (при введении логарифмов комп
лексных чисел надо доучиваться — 
не переучиваться); кроме того, в силу 
(9) здесь всегда (для любого w) eXnw=w.

Выражая числа р (т. е. | : |) и ср 
(т. е. Arg и?) через вещественную часть 
и коэффициент при мнимой части комп
лексного числа w = и -ф iv. р = | w | = 
— \/и? -ф о2, ср = Arg w = arc tg , пе
репишем (10) еще так: 
In (и-фiv) — In \]u2 -фу2-фі arc tg (у).

((473.(1)

Окончательно мы пришли к новому 
понятию логарифма числа — более ши
рокому, чем известное нам из средней 
школы. Формула ((0) (или (И)) позво
ляет найти, например, логарифм отри
цательного числа. В самом деле, 
можно написать, скажем,
—5 — 5 • (—1) = 5 (cos тс —ф і sin к) = бе”, 
откуда следует, что
In (—5) = ln'5 -ф W « 1,6 -ф3,14».

(14.3.12)

А так как (ср. §4.9)lgi°a=то 

lgio(-5)« ((/2,3) In (_5)«: 0,7-ф 1,337».
Если модуль р комплексного числа z 

равен единице, т. е. если z=cos ср+ 
-фі sin ср, то lnz=cpi=i Argz. Именно эта 
связь между логарифмами комплексных 
чисел и их аргументами и обусловли
вает близость свойств аргументов чисел 
к свойствам логарифмов, заключающу
юся в том, что для любых двух (комп
лексных) чисел и и V 
log (uv) = log и -ф log V, 

log (і) = tog и — l°gy 

Arg (uv) == Arg и -ф Arg v, 

Arg С,) = Arg и — Arg v,

t. e. при перемножении комплексных 
чисел их аргументы (как и логарифмы^ 
складываются, а при делении вычита
ются. (Под символом log и и здесь можно, 
разумеется,, понимать логарифм по л ю- 
б о м у основанию — ведь все лога
рифмы пропорциональны друг другу.)

Заметим, что во всех формулах, в ко
торые входит угол ср — аргумент комп
лексного числа, его можно заменить на 
угол ерН^/сте, где к — любое целое 
число. Поэтому логарифм каждого числа 
имеет не одно, а бесконечно 
много значений. Так, в формуле (12) 
полный ответ имеет вид
In (—5) = In 5 —ф і (тс —ф 2кя),
к0, ф(, ±2, ...
Но то же самое относится и к лога
рифму любого п-л-жительн-г- числа. 
Например,
In 5 = (,6-ф і • 2кя, к = 0, ф(, ф2, ... 
или In 1 — і- 2кп, к = 0, ф(, ±2,..., 
так как 
1 = cos 0 —ф і sin O=cos 2Tt^j sin 2n=...
... = = ea?1» = е% = ...

Ниже мы еще вернемся к вопросу о том, 
почему логарифм не однозначен, каковы 
глубокие причины того, что каждое 
число имеет не один, а бесконечно 
много логарифмов.

Укажем, наконец, что понятие лога
рифма позволяет говорить о возведении 
в любую (комплексную) степень какого 
угодно (комплексного) числа. Так, на
пример, попробуем определить число І' 
(что получится, если число і умножить 
само на себя і раз?). Очевидно, имеем

к , 
. Л ... Л ~2 ’I == COS у -ф I 8Ш у = е

и, значит.

(это число оказалось даже веществен
ным!).

Упражнения
(4.3.1. Пусть и= р (cos ?-f-i sin у), a z= 

=x-\-iy. Выпишите все значения величины'* 1.
(4.3.2 (задача-шутка). Что больше: *'  

или і'*  е*  или і*?

§ 4*.  Тригонометрические функции' 
мнимого аргумента. Гиперболиче
ские функции

Вернемся снова |к формулам''(3.5) для 
тригонометрических функций мни
мого аргумента:
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cos (Іф) = еФ +
2

sin (іф) = і вФ — е-Ф
2 (1-.-.1)

Из разложений в ряд

1 "т2 ! 31 -Г -| ФВходящие в эти формулы комбинации 
экспонент е* и е~<" имеют специальные 
названия и обозначения. Первая из них 
называется гиперболическим косинусом, 
а вторая — гиперболическим синусом ар
гумента ф; обозначаются они так:

1 Мы знаем, что (обычные) косинус и 
синус (вещественного переменного) ограни
чены: I COS ф I — 1, I sin ф I sg 1, в то время 
как тангенс может принимать сколь угодно 
большие значения. Гиперболические же ко-

сП ф — —4—, sh ф =----- ------ . (1-.-.2)

(Буква h в написании этих функций 
напоминает нам о гиперболе (hyperbola 
по-латыни).) Таким образом,
сов(гф) = сЬф, sin (іф) = г sh ф. (14.4.3)

Многие свойства гиперболических 
функций как бы копируют свойства 
(обыкновенных, или круговых) триго
нометрических функций, иногда, впро
чем, воспроизводя их в несколько иска
женном виде. Так, из формул (2) сле
дует, что ch ф есть функция четная: 
ch(—ф) = j = ch ф, в то время

и формул (2) следует, что

(14.4.5)

сЬ-ф = 1 + ф + £'+фГ^...,

,, і і ф- і8Ьф = ф + I-+-Т+Тф--...

как sh ф — функция нечетная: sh (—ф) = 
=—— = — sh ф. и другой стороны,
очевидно, ch (0) = 1, a sh (0)=0 (ср. 
изображенные на рис. 1 графики гипер
болических синуса и косинуса). На 
рис. 1 представлен также график ги
перболического тангенса:

(ср. с разложениями (2.9) и (2.9а) в ряд 
тригонометрических функций), откуда, 
в частности, вытекает, что при малых ф 
sh ф — ф, ch ф — 1 -h"2 > th ф «^ ф

(14.4.6)

sh ф 
ch ф

(во всех формулах (6) мы пренебрегли 
членами третьего и более высоких по
рядков малости относительно ф). Далее1 
очевидно,

ясно, что функция th ф нечетная 
(th (—ф)=—th ф) и th (00=0 \ Укажем 
еще, что известной формуле cos2(f^-+ 
+sin2c=1. отвечает следующая формула 
«гиперболической тригонометрии»:
сЬ2ф — sh2 ф = 1 - (1-.-.4)

, , . ч — М — е—ф еФ-фв-Ф , ,(811ф)' = (—2-----) =-±— = 011 ф,
(14.4.7)

/ к ,,, /e’t + е-Фх еФ— еФ(сЬф) = (—С—)— = —-----=зЬф,

В самом деле, 
ch2 ф — sh2 ф = (єФ+2Є-Ф)2—

/ ?Ф — е-Ф\2 e2V — 2 4- е_2Ф- - - -
ее’Ф  2 — е—2ф 

откуда в свою очередь с учетом (4) вы
текает, что

(ср. с формулами производных для три- 
гонометрических^функций § 4.10).

th ” = -фф- - 
еф — ’

синус и синус не ограничены, ибо, как легко 
видеть, ch ф -> со при ф -> со, sh ф -> оо при 
ф -> ао; напротив, th ф ограничен: | th ф | < 1 
(и, как нетрудно понять, ИтШф = 1).

ф->оо



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

420 Гл. 14. Комплексные числа

Еще более удивляет сходство между 
известными («школьными») формулами 
сложения для тригонометрических функ
ций
sin (o^-)-1))=sin а cos p-j-cos а sin |3, 
cos (с-”-"Р) = cos а cos р—sinasinp, 

tg (а -ф Р) tg а + tg
1 — tg а tg 3

и аналогичными формулами для гипер
болических функций
sh (и 4- у) = sh и ch и 4- ch и sh v,

. (14.4.8)
ch (и -ф- у) = ch и ch v -ф- sh и sh v,

th (u -ф- у) sh (u + e) 
ch (u p)

sh и ch v — ch и sh p 
ch и ch v -f- sh и sh v

sh u/ch и -ф sh p/ch v th и — th p
1 -f —sh и -si -p)/ch —i ch v) 1 -J th и th -

(последнюю из формул (8) мы получили, 
разделив числитель и знаменатель

Рис. 14.4.2
sh (и + р) , ,дроои cp~"H на ch achy; по поводу 

первых двух формул см. упр. 1). Из (8) 
в свою очередь вытекает:
sh 2и — 2 sh и ch и,

ch 2и = ch2 и -- sh2w,

2 Заметим— что— также и формулы сложе
ния (8) или определения (2 ) гиперболических 
функций могут быть выведены из указанного 
на рис. 2, б геометрическогофвведения гипер
болических функций (см., например: Шерва- 
тов В. Г. Гиперболические функции. М.: 
Физматгиз, 1958).

(14.4.9)

th 2а = 2 th и
1 th2 и

(к формулам (9) мы приходим, положив 
в (8) п=у; не правда ли, все формулы 
(4)—(9) очень похожи на знакомые 
Вам?).

Названия гиперболических функций ch ф 
и sh ф связаны со следующим обстоятельством. 
Обыкновенные (круговые) (косинус2 и синус 
можно определить как абсциссу и ординату 
точки М единичной окружности 4+ 
+у2=1 (рис. 2, а); при этом аргументом здесь 

является угол АОМ=у, который можно по
нимать как удвоенную площадь сектора SA0V 
круга (ведь наш круг имеет радиус 1). Ана
логично гиперболические косинус и синус 
можно также описать как абсцису и ординату 
переменной точки М единичной гипер
болы х2—у2—1 (рис. 2, б), где в качестве 
аргумента выступает гиперболический угол 
Ф — удвоенная площадь сектора ЛОМ ги
перболы (см. упр. 5). Рис. 2 позволяет также 
геометрически представить круговой и гипер
болический тангенсы:

sin MP AT 
h==h = OP = OA = AT (см. рис. 2, a),

sh ф MP AT 
hh = ^^='O1‘P=^HA- AT (см. рис. 2,6)

(напомним, что в обоих случаях ОА = 1); 
отрезок АТ называется линией тангенса, 
подобпо тому как отрезки МР и ОР — это 
линии синуса и косинуса. Из этого описания 
гиперболических функций сразу вытекают 
многие их свойства: и формула (4) (соотноше
ния cos2 c+sin2<p= 1 и ch2 ф—яй2ф=1 — это 
не что иное, как уравнения 4+г/а=1 и х2— 
—у2=1 окружности и равносторонней гипер
болы), и четность функции ch ф, и нечетность 
функций sh ф и th ф (из рис. 2, б сразу видно, 
что ch (—?)=ch ф, a sh (—ф)=—sh ф и 
th (—ф)=—th ф), и равенства ch (0)=1, sh (0) — 
=th (0)=0 и др.2

Теперь мы можем по-новому взгля
нуть на связь (3) между круговыми 
и гиперболическими функциями. Пер
воначально синус и косинус угла ср 
определялись как отрезки в круге еди
ничного радиуса (см. рис. 2,а) или 
как отношения сторон прямоугольного 
треугольника с острым углом ср. Но эти 
определения ничего не говорят, скажем, 
о том, что такое sin і или cos і. Что это 
за странный угол величины і? Как 
можно произвести поворот на такой 
угол? Построить прямоугольный тре
угольник с таким углом? Эти последние 
вопросы остаются, понятно, без от
вета — но с помощью формул Эйлера 
найти величину выражений sin і и cos і 
вполне возможно. Заметьте, что ряд (2.9) 
для косинуса cos ср = 1 — ф._-_--п— ...



 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

§ 4*. Тригонометрические функции мнимого аргумента 421

состоит из одних лишь четных сте
пеней угла ср; поэтому при подстановке 
с==г (или, общее, с==фі’ где ф — ве
щественное число) все члены ряда оста
нутся вещественными: косинус чисто 
мнимого угла является вещественным 
числом. Ряд (2.9а) для синуса (sin ср = 
= <р — ур -ф- . . . ) при подстановке ср = іф 
дает чисто мнимое выражение, откуда 
и возникает коэффициент і в формуле (3), 
связывающей sin (іф) с вещественной 
функцией эйф.

Аналогия между тригонометриче
скими и гиперболическими функциями 
находит дальнейшее продолжение в важ
ной теме о дифференциальных уравне
ниях. Мы знаем, что дифференциальное 
уравнение

= —кх (14.4.10)

з Или (также экспоненциально растущих!)
решений У1=сЬ>і, y2=shut. Легко понять,
что с ростом ф функции u = ch ф и и = sh ф

ch ф sh ф
растут как экспонента: lim —— = lim —— =

ф->со eV ф->оо eV

при /с > 0 допускает общее решение 
х = A cos wt -ф- В sin wt, w = -/к (14.4.11) 

(см. § 10.2). С другой стороны, уравне
ние

-ц-кх, (14.4.10а)

где тоже к > 0, как мы уже видели 
выше (ср. § 13.10), имеет частные ре
шения х = е***  и V*z,  так что общее 
его решение можно записать в виде 
х = Се^1 + 1)е-^,
где постоянные С и D произвольны. 
Переписав это решение в виде

M __

2

и обозначив C-\-D=A, С—D=B, мы 
в силу определений (2) придем к записи 
общего решения уравнения (10а), во 
всем аналогичной виду (11) общего ре
шения уравнения (10):

х~А ch wt — A? sh wt, где со = \/Л.
(14.4.11а)

Связь между тригонометрическими 
п показательной (или гиперболическими) 
функциями проливает новый свет на 
возникновение в сходных условияхіпе- 
риодических движений (колебаний) и 

апериодических движений. Рассмотрим 
шарик, находящийся в состоянии не
устойчивого равновесия на круглой вер
шине холма (рис. 3,а). На самой вер
шине холма сила тяжести полностью 
уравновешивается сопротивлением опо
ры (холма), т. е. составляющая силы 
тяжести, направленная по касательной 
к поверхности холма и стремящаяся 
сдвинуть шарик с места, равна точно 
нулю. Однако стоит шарику немного 
сдвинуться, скажем вправо, — и на 
него начинает действовать сила F в на
правлении, увеличивающем этот сдвиг, 
причем эта сила растет с увеличением

сдвига х (можно, например, считать 
силу пропорциональной сдвигу: F=kx, 
где &)> 0). По второму закону Ньютона 
(см. § 9.4) уравнение движения шарика 
будет таково:

ш 'dr1' = ^х- (14.4.12)

Решение этого уравнения (ср. с уравне
нием (Юа)) имеет вид

(14.4.13)

или, что то же самое!;

х = A ch wt -ф- В sh wt, где
(14.4.14)

Наличие экспоненциально растущего
/А/

решенияз * * * * 8 yr = e' т означает неустой
чивость состояния равновесия шарика 
на вершине холма. Можно ожидать, что 
в общем случае начальные условия та-

1



 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

422 Гл. 14. Комплексные числа

ковы, что в (13) а^-=0 и 6==0 (было бы 
весьма маловероятно, чтобы начальные 
условия гарантировали строгое соблю
дение равенства а=0). Следовательно, 
через некоторое время первое слагаемое 
правой части (13) обязательно станет 
достаточно большим — шарик упадет.

Теперь обратимся к другой, в опре
деленном смысле противоположной си
туации — пусть шарик находится в яме 
с покатыми краями (рис. 3, б). Когда 
шарик сдвигается на расстояние х из 
положения равновесия, возникает сила 
F, направленная в сторону нижней 
точки ямы, — «возвращающая» сила. 
(Такое направление силы согласуется 
с тем, что равновесие в случае ямы 
устойчиво в отличие от равновесия ша
рика на горе.) Предположим, что сила F 
по величине пропорциональна откло
нению х, так что F — —кх, где к — по
ложительная величина, а знак минус 
в формуле как раз и говорит о том, что F 
стремится вернуть шарик в исходное 
положение. Тогда уравнение движения 
шарика будет таково:

d2x ,т-^- — —кх. (14.4.12а))

Формально это уравнение похоже на 
предыдущее. Поэтому можно взять ре
шение уравнения (12), заменив в нем 
к на —к, — ведь именно эта подста
новка переводит уравнение (12) в урав
нение (12а)! При этом мы получим ре
шение новой задачи: 

+ be~iat,

= аеіші +

(14.4.13а)

или, при другом выборе произвольных 
постоянных,
у — A cos wt 4- В sin <t,

(14.4.14а) 
^ср. (И); выражения (13а) и (14а) 

. d —1— Ь

4 Но не впервые им найденной: формулу
(16) Кардано заимствовал у Никколо Т ар
таль я (ср., например: Шереметьевский 
В. П. Очерки по истории математики. М.: 
Учпедгиз, 1940, с. 89—94).

6 Относительно сведения любого кубиче
ского уравнения аг3-(-&г!-|-сі4-<=0 к виду 
(15) см. с. 35.

совпадают, если положить А————, 
В = ———— Ири этом (вещественное!) 
решение (14а) уравнения (12а) явля
ется уже ограниченным при всех t, что 
тесно связано с устойчивостью состоя
ния равновесия «в яме».

Мнимые «числа» (как корни квадратные 
на отрицательных чисел) впервые (причем 
довольно формально) ввел видный итальян

ский математик эпохи Возрождения Джи
роламо Кардано (1501—1576). Появле
ние комплексных чисел именно в этот период 
бурного развития алгебры (в то время как 
в античный период из всех разделов матема
тики наибольшее внимание привлекала гео
метрия; интерес к алгебре в эпоху Возрожде
ния подготовил создание в XVII в. математи
ческого анализа) и именно у Дж. Кардано 
никак не было случайностью. В истории мате
матики имя Кардано осталось в первую оче
редь в связи с впервые им опубликованной 4 * 6 
формулой для решения (произвольного 5) ку
бического уравнения: если
х3 -j- рх -|- q = 0, (14.4.15)
то

Но кажущаяся достаточно простой формула 
Кардано (16) является коварной: так, если 
уравнение (15) имеет вид я?—Зг=0 (т. е. 
если р=—3, 9=0; ясно, что наше уравнение 
имеет простые корни xl = 0, хг — '/З 4=1,73, 
х3 — — ОЗ 4= —1,73), то (16) неожиданно^ дает

т. е. здесь вдруг появляются корни квадрат
ные из числа —1.

Процедура извлечения (квадратных и ку
бических) корней из комплексных чисел была 
разработана .последователем Кардано Раф- 
фаэлем Бомбелли (ок. 1530—1572), су
мевшим объяснить, каким образом формула 
(16) во всех случаях гарантирует правильное 
определение (трех, хотя и не обязательно раз
личных) корней уравнения (15) (ср. упр. 4).

Крупнейший алгебраист XVI в. француз 
Франсуа Виет (1540—1603) показал, что

в том случае, когда т’ ®'
когда корни'третьей степени в формуле Кар
дано (16) приходится извлекать из комплексных 
чисел, стоящее в правой части (16) выражение 
удается свести к несложной комбинации триго
нометрических функций. Этим самым были 
проложены первые пути к использованию 
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тригонометрических функций в учении о воз
ведении комплексных чисел в степени (в том 
числе — в отрицательные и дробные степени), 
т. е. к общей формуле (1.6). Однако в полном 
виде (1.6) впервые выписал лишь математик
XVII в. Абрахам де М уавр (1667—1754); 
современный же вид этой формуле придал 
Л. Эйлер. (Француз по национальности де 
Муавр вынужден был покинуть Францию 
из-за гонений на протестантов (гугенотов); 
он переселился в Англию и сыграл большую 
роль в развитии математики в этой стране.)

Весьма широко использовал комплексные 
числа знаменитый Леонард Эйлер. Ему 
принадлежит само обозначение і для «числа» 
V—1; от него же идут почти все результаты 
настоящей главы. Эйлер был уверен в спра
ведливости основной теоремы алгебры, ут
верждающей существование у каждого алгеб
раического уравнения п-й степени (с веще
ственными или комплексными коэффициен
тами) п (вообще говоря, комплексных) корней, 
и многократно пытался доказать ее, что, 
однако, требовало полного понимания алгеб
раического и геометрического (см. рис. 1.1) 
смысла комплексных чисел, которого в тот 
период у математиков еще не было. Ближе 
подошел к доказательству основной теоремы 
алгебры второй крупнейший математик
XVIII столетия Жан Лерон Д'Аламбер — 
однако и он не довел ее доказательство до 
конца.

Первым доказательством (или, точнее, пер
выми доказательствами — их было несколько) 
теоремы о существовании у любого уравнения 
п-й степени ровно п (вещественных или ком
плексных) корней мы обязаны Карлу Фрид
риху Гауссу. От Гаусса же идет совре
менное представление плоскости комплексной 
переменной z—x—iy, снявшее с комплексных 
чисел последний налет загадочности и даже 
мистикив; ему принадлежат также многие

6 Но ведь и гораздо более простые о т- 
рицательные числа были впервые вве
дены в науку лишь Дж. Кардано и Ф. Виетом, 
причем еще даже и во времена Виета мате
матики относились к ним весьма недовер
чиво! 

другие глубокие результаты в области «ком
плексной алгебры и анализа». В частности, 
Гаусс является создателем нетривиальною 
«арифметики целых комплексных чисел», т. е. 
чисел вида a-\-ib, где а и Ь — целые; в этою 
необыкновенной арифметике число 3 по- 
прежнему считается простым, но число 5 уж« 
является составным, поскольку 5—(1--2г)Х 
Х(1—2i). Можно сказать, что теория комплекс
ных чисел стала полноправным разделом 
математики только начиная с Гаусса. (Геомет
рическое истолкование комплексных чисел' 
(см. рис. 1.1) было до Гаусса дано датским 
землемером и математиком-любителем Кас
пером Бесселем (1745—1818) и швей
царским ученым Жаном Робертом А р г а
н о м (1768—1822) — но публикации мала 
известных Бесселя и Аргана не были своевре
менно замечены, и Гаусс пришел к этжм идеям 
самостоятельно.)

Упражнения
14.4.1. Докажите формулы (8) сложения 

для гиперболических функций.

14.4.2. Доокжите, что -h - =
2 th (t/2)

1 — th2 (t/2)

1+th2 (t/2) 2 th (t/2)
chi — 1 _ th2 (t/2) • th 1 — 1 + th2 (t/2) ”

14.4.3. Какие линии задаются параметри
ческими уравнениями:

1 — t2
а) х— 1-Н2 •

1 + t2
б) х — J — ґ- ’

2t
у= і —-t2;

2t »
у=

Какой геометрический смысл имеет параметр 
t в этих формулах?

14.4.4. Поясните, как из. формулы (16) 
возникают значения 0 и +V3 корней рассмот
ренного в тексте кубического уравнения.

И.О. Докажите, что в обозначениях 
рис. 2, б действительно ch ф—ОР и sh ф=АГР, 
где ф — удвоенная площадь заштрихованногв 
на этом рисунке гиперболического сектора.



 

 
 
 
 
 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

 
 

Глава 15

КАКИЕ ФУНКЦИИ НУЖНЫ ФИЗИКУ?

§ 1. Аналитические функции вещест
венной переменной

Понятие функции и функциональной 
зависимости претерпело большие изме
нения в ходе развития математики. Раз
личный подход к функции в разные 
эпохи и со стороны разных ученых, 
в иные эпохи приводивший к бурным 
дискуссиям \ отражается еще и сегодня 
в том, что функцию можно определять 
по-разному.

Самое широкое определение состоит 
в том, что любое соотношение элементов 
двух множеств можно назвать «функ
цией». Если Маша носит белое платье, 
Даша — красное, Наташа — черное, то 
можно сказать, что цвет платья явля
ется функцией имени девушки (или 
платье является функцией определен
ного лица); здесь область определения 
функции («область отправления» со
отнесения, или соответствия, как стали 
говорить математики в XX в.) состоит 
из трех имен (или трех девушек): 
Маша, Даша, Наташа, — а область ее 
значений («область прибытия») — из 
трех цветов: белый, красный, черный 
(или из трех платьев). Функцией яв
ляется и экспериментально установлен
ная зависимость одних физических вели
чин от других, например электриче
ского сопротивления проволоки от тем
пературы. Наконец, функцией, несом
ненно, является зависимость, заданная 
формулой, например у=ах"2-\-Ъх-\-с или 
У=^е~х212, — и подобных формул можно 
написать очень много!

2 С неизбежными погрешностями мы встре
чаемся и в том случае, когда функция с са
мого начала "задается своим графиком (на
пример, вычерчивается'самопишущим устрой
ством измерительного прибора).

Полезно ли объединять в одну кате
горию и называть одним словом все 
эти очень разнородные понятия? 
В некоторых отношениях это полезно, 
так как подчеркивает огромную общ-

1 Наиболее известен здесь упоминавшийся 
выше (см. § 10.8) спор на эту тему между 
тремя выдающимися математиками XVIII в. — 
Л. Эйлером, Ж. Л. Д'Аламберолі и Д. Бер
нулли (каждый из участников которого так 
и остался при своем первоначальном мнении): 
речь шла о том, можно ли считать единой функ
цией зависимость, график которой претер
певает разрыв пли имеет излом. 

ность понятия функции. Но общность 
эта дается отнюдь не даром!

Функцию, заданную чисто словесно 
(цвет платья как функция имени де
вушки), нельзя выразить формулой, 
нельзя найти производную или инте
грал такой функции — весь разработан
ный в течение столетий аппарат высшей 
математики оказывается ^бесполезным, 
ибо к таким функциям он неприменим.

Функция, полученная на опыте и за
данная в виде таблицы чисел, всегда 
оказывается заданной лишь для опре
деленного набора значений аргумента 
и определена с некоторой погреш
ностью 2. Можно ли вычислить произ
водную или интеграл такой функции? 
По смыслу производной (и интеграла) 
вычисление связано с определением зна
чений функции в сколь угодно близких 
точках, при сколь угодно близких зна- 
чениях-независимой переменной. Непо
средственно из опыта или из таблицы 
такие значения функции получить 
нельзя, особенно если учесть еще 
ошибки измерения. Надо предположить, 
что существует плавная функциональ
ная зависимость между ^измеряемыми 
величинами — только тогда можно ис
пользовать аппарат высшей математики; 
данные же таблицы или опыта нам 
нужны для того, чтобы эту зависи
мость найти.

Огромное значение имеет тот факт, 
что фупдамегталыная теория всегда при
водит к достаточно естественным мате
матическим формулам. Это справедливо 
и тогда, когда нам приходится обращать 
те или иные зависимости (например, 
решать алгебраические уравнения) и 
при этом получаются решения с разры
вами, переходами от одного корня урав
нения к другому. Физическая теория 
всегда строится так, чтобы сохранить 
возможность применения столь бесцен
ного аппарата исследования явлений, 



 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

§ І. Аналитические функции вещественной переменной 425

Ж =

как дифференциальное и интегральное 
исчисления.

Итак, функции, заданные форму
лами, обладают огромными преиму
ществами. Прежде всего ясно, что за
дание формулы позволяет в принципе 
вычислить функцию с любой точностью 
при любом значении независимой пере
менной. В отличие от определения на 
опыте вычисление по формуле при по
вторении всегда дает одно и то же зна
чение; точность вычисления можно за
ранее обусловить. Очень удобно также 
то, что вычисление значений аналити
чески заданной функции при разных 
значениях аргумента сводится к после
довательности о д'н о т и п н ы х опе
раций; особенно важно последнее об
стоятельство при пользовании компью
терами. Задание формулы позволяет 
также вычислить с любой точностью 
разность значений функции при разных 
(но близких) значениях независимой 
переменной и таким образом численно 
найти производную. Суммируя значе
ния функции в разных точках, мы мо
жем вычислить ее интеграл; при этом 
и производная, и интеграл могут быть 
определены с любой степенью 
точности. В современных условиях 
широкого распространения компьюте
ров подобное прямое вычисление про
изводной или интеграла является делом 
достаточно простым.

Однако и среди тех функций, для 
которых указан точный метод вычисле
ния величины / (х) по заданному зна
чению х, имеются функции разной при
роды. Пусть, например, f (ж)=1 или О, 
причем / (ж)==1 для всех х, выража
емых несократимыми дробями с чет
ными знаменателями, и только для 
таких х 3:

3 Дгж.е, и столь «экзотическую» (по.) «ма
тематически», т. е. точно, заданную) функ
цию можно выразить (достаточно, впрочем, 
сложной) формулой.

. т1, если ж = — , где т п п —
взаимно просты и п — четно; 

О во всех остальных случаях.

Попробуйте построить график такой 
функции — Вам никогда не удастся это 
сделать, ибо здесь надо будет соорудить 
частокол из вертикальных отрезков 

длины 1, восстановленных в точках
„„ т т ,оси х вида х — — = ~ (где т и пх — 
взаимно простые целые положительные 
числа и т — нечетно) — а таких точек 
на любом отрезке оси х будет беско
нечно много. Разумеется, к этой функ
ции развитый в настоящей книге ап
парат тоже неприложим.

С другой стороны, мы имеем, скажем, 
функцию у=(—х — «идеальную» функ
цию, изображаемую гладкой линией 
(даже прямой), в каждой точке име
ющей касательную (она совпадает с са
мой линией), т. е. всюду имеющей про
изводную; легко вычислить здесь и об
ратную функцию (в этом случае она 
совпадает с исходной) или, скажем, 
функцию / (/ (ж)) (это есть функция 
F (жж=ж); ничего не стоит найти и ин
теграл от нашей функции:

J f (x)dx = (х - у) ||у (й - фф Ь (

И Т. д.
Но возможны и «промежуточные» 

функции — не столь «плохие» (или,, как 
говорят математики, не столь «патоло
гические»), как первая из рассмотрен
ных, но и не столь уж «хорошие», как 
вторая. Как же классифицировать «хо
рошие» и «плохие» функции; какие 
функции следует считать на самом деле 
«хорошими»? Существенно облегчает от
вет на этот вопрос переход к комплекс
ным числам и функциям комплексной 
переменной — однако сначала мы по
пробуем ответить на него, оставаясь 
в области вещественных функций.

Одним из основных результатов 
гл. 6 этой книги явилась возможность 
представления функций в виде ряда 
/(ж)=/(0)+4?ж+ф?ж2 ф 

ф?р--ж3ф... (15.(Л)

(ряд Маклорена) или
=/(а)-ф-?(ж — й) ф

ф С (ж - а)2-? (ж ~ «)3 ф • • •
(15.1.2)

(ряд Тейлора, обобщающий ряд Макло- 
рена). Эти ряды дают возможность, зная 
значение функции в одной точке и ее 
производные в этой же точке, сколь 



 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

426 Гл. 15. Какие функции нужны физику?

угодно точно реконструировать функ
цию в окрестности этой точки — и затем 
продолжить ее далее. Если имеет место, 
скажем, формула (1), то, дифференци
руя ее почленно, мы найдем разложение 
в ряд и для производной функции:

а если понадобится — то и для после
дующих производных; аналогично из (1) 
следует

(15.1.4)

К подобным функциям с наибольшей 
полнотой применим развитый в на-

Рис. 15.1.1

стоящей книге аппарат. Представимые 
в виде (1) (или (2)) функции называются 
аналитическими

Ясно, что каждая целая рациональ
ная функция (многочлен)
/ (ж) = а0 4- ахх -ф а^2 + . . . + апхп

(15.1.5) 
является аналитической: здесь / (О)=ао, 
f (0)=я-1, /"(0)=2!«а, f (0)==3!а3, .. .

(0)=п!ак и /1"' (0) —0 при ' т~'>п 
(таким образом, представление (1) такой 
функции совпадает с ее записью (5)). 
Можно сказать, что аналитические фуик-

4 Разумеется, формулы (1) и (2) могут 
быть применены лишь в некоторой ограничен
ной области изменения х (в ограниченной 
окрестности значения х=0 или х~а), о чем 
мы подробное говорили в § 6.3. В соответ
ствии с этим строгий смысл имеет попятив 
функции, аналитической в точке (такой, что 
:в окрестности рассматриваемой точки имеют 
исто формулы (1) или (2)); функция, же, 
вналитическая на отрезке, — это функция, 
аналитическая в ка;кдо й точке рассмат
риваемого отрезка. (Мы не останавливаемся 
здесь также на условиях возможности по
членного дифференцирования или почленного 
интегрирования формул (1) и (2), выполняю
щихся, впрочем, практически во всех интере
сующих естествоиспытателя или инженера 
случаях.)

ции (подобные, например, функциям 
ех = 1 -фж -фтТ|-++ - • •’ ИЛИ СОЙЖ — 

= 1 —— + — • • •' или 1пЖ=1---Ж-ф
-ф4;-|-;|--ф . . . (см. гл. 6)) являются 
наиболее естественным обобщением 
многочленов: общая аналитическая функ
ция (1) (или (2)) — это, так сказать, 
«многочлен бесконечно большой степени».

Конечно, любая аналитическая в точке 
х=а функция является в этой точке «беспре
дельно гладкой», т. е. имеет здесь производ
ные всех порядков —■ ведь эти производ
ные фигурируют в представлении (2), суще
ствование которого равносильно аналитич
ности функции. Однако в принципе из суще
ствования производных всех порядков анали
тичность еще не вытекает: требование 
аналитичности функции является более 
сильны м, чем требование ее неограничен
ной дифференцируемости. В самом деле, су
ществование всех производпых равносильно 
возможности выписать стоящий в правой части 
(2) ряд, но надо еще, чтобы существовала 
(при всех х, близких к а) сумма этого ряда и 
чтобы опа была равна исходной функции 
f (х). Проиллюстрировать сказанное можно 
на примере функции у = е~11хг (рис. 1). При 
х = 0 выражение е~11х2 смысла не имеет; 
однако поскольку при малых по абсолютной 

1
величине ж число ~~х очень велико И COOT- 
ветственно е , , очень мало, то естественно 
положить, что у(0)=0. Нетрудно видеть, 
что здесь существуют все производные 

У'п'> (ж) = > где п = 1, 2, 3, ...; их легко 

найти по формулам гл. 4 (так, например,
(—1/ж2)

dx 'е dx е 11х'}. Однако все
они при х — 0 оказываются равными 0 (см. 
уир. 1) — и, значит, правая часть ряда Мак
лорена (1) пашей функции тождественно 
равна 0, в то время как сама функция, ра
зумеется, при х , 0 в нуль не обращается. 
Однако, к счастью, подобные функ
ции являются весьма редкими исключе
ниями и в физических или технических 
задачах почти не встречаются 6

“ Причины, вызывающие столь странные 
свойства рассматриваемой функции, прояс
няются при ее «комилексификации» (как го
ворят иногда математики), т. е. при расшире
нии ее с помощью предположения о том, 
что аргумент х функции может принимать 
любые комплексные значепия; по 
этому ПОВОДУ CM. S 2.



 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

§ 2. Производные функций комплексной переменной 427

Требование аналитичности функции 
является весьма сильным. Так, здесь 
вся функция (в пределах действия фор
мул (1) или (2)) может быть восстанов
лена по своим значениям на сколь 
угодно малом участке (по сколь угодно 
малой дуге графика функции): ведь 
знания / (а) и значений / (ж) при х, 
сколь угодно близких к а, вполне до
статочно для вычисления всех произ
водных функции в одной точке а. 
Поэтому от общего определения функ
ции как произвольного соответствия 
между значениями х и / (х) аналитиче
ские функции достаточно далеки. Од
нако почти все функции, задаваемые 
простыми формулами, являются ана
литическими; функции, для которых 
в отдельных точках нарушается анали
тичность (вроде функции е~1/х2 - которую 
мы рассмотрели выше), можно считать 
патологическими.

Разумеется, в физических задачах 
иногда могут возникать и неаналити
ческие в отдельных точках функции 
(например, изменяющиеся скачком или 
имеющие излом); еще более удивитель
ным «функциям» (настолько удивитель
ным, что само слово «функция» здесь, 
пожалуй, уместно заключить в ка
вычки) будет посвящена гл. 16. Однако 
в подавляющем большинстве случаев 
те функции, с которыми встречается 
естествоиспытатель, являются «хоро
шими», т. е. аналитическими; особенно 
выпукло выступает это положение тогда, 
когда речь идет о функциях комплекс
ной переменной, к которым мы далее 
и перейдем.

Упражнение
15.1.1. Пусть /ж) = е_1/х! при х =£ 0 и 

/ (0) = 0. Чему равна производная j' (0) этой 
функции в нуле? Вторая производная f (0)? 
п-я производная - ( - 1 (0)?

§ 2. Производные функций комплекс
ной переменной

Возьмем функцию w комплексной пере
менной z, которая сама является, естест
венно, комплексной величиной: w=f (z), 
где w—u~-iv, w z—х-гіу, здесь числа 
х, у и и=и (х, у), v—v (х, у) — ве
щественные.

Если функция / (ж) выражается фор
.. Vмулои, то ее производную

/ (z -J- Az) — f (z) „= nm-------»------ — можно найти по
Дг->() az

общим правилам,- совпадающим с пра
вилами, установленными в гл. 4 для 
функций вещественной переменной. Вот 
примеры этого:
ZP = z2, ■ w=ee\

= ке1™ (здесь к может быть и ком

плексным); W = lnz, 
и т. д. Количество таких примеров неис
черпаемо: можно образовывать всяче
ские комбинации функций — суммы 
(скажем, г2+ег), произведения (напри
мер, z2e‘), функции от функций (напри
мер, и т. д.; при этом, скажем,

= 2z 4- Є, а — — 2ze* ’. Вполне 
естественно, что все правила, относя
щиеся к функциям вещественной пере
менной, остаются справедливыми и в 
случае перехода к комплексной пере
менной: ведь эти правила основаны 
на общих законах алгебры, скажем на 
дистрибутивном законе (w4~fe) с=ас--Ъс, 
указывающем, как надо раскрывать 
скобки при вычислениях, и на некото
рых родственных ему. Законы же эти 
не зависят от характера величин z„ 
Az; w, Дw. Так, например, правила 
дифференцирования функции / (z)=® 
ИЛИ произведения W±W2 двух функций 
основаны на равенствах
(z 4- Az)2 = z2 4~ 2zAz 4- (Az)2, 
A (z2) = (z 4- Az)2 — z2 = 2zAz 4- (Az)2, 

соответственно
(к?! 4- (w2 4- Au>2) = w-w2 + w^Aw2 4
4- WwA 4- AzzpA w2,
A (WjWZ) — (wt 4- Au\) (ю -J- Aww) — 
— wyWz = w±^^w2 4- W^Wt J- Au^Ay^.

Возведение в мнимую или комплекс
ную степень было нами определено 
именно таким образом,- чтобы было 
верно (приближенное) равенство 
eA/^i+Az, где отброшены члены более 
высокого порядка малости, чем Az 
(см. § 14.2), т. е. по формуле, лежащей 
в основе вычисления производной от 
экспоненциальной функции е? вещест
венной переменной. Поэтому мы можем 
не сомневаться в применимости всех 
формул для производных к функциям 



 
 
 

 

 
 
 
 

  
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

  

 

 

 
 

428 Гл. 15. Какие функции нужны физику?

комплексной переменной: после того, 
как мы определили X- так, что е^дс 
?«14-Az, все дальнейшее уже строится 
на вполне прочном фундаменте.

Заметим, что изменение аргумента z 
функции w=f (z) можно произвести раз
ными способами: можно изменить только 
вещественную часть z: d1z=d1x, d±y=O, 
или только мнимую часть: d^z-td^y, 
d2x=Q, или и вещественную, и мнимую 
части одновременно (рис. 1). При этом 
по-разному изменится и функция w;

, dwно если dz мало, то отношение , , т. е. 
производная, во всех случаях останется 
одним и тем же.

При преобразованиях (3) и (4) мы 
лишь на самом последнем этапе учли 
формулы (1), (2). Все же остальные 
рассуждения сохраняют силу для всех 
функций: если производная функции 
w=w (z) = и (х, y)+iv (х, у) не зависит 
от выбора приращения dz независимой 
переменной, то имеет место тождество 
dw ди , . ди . ди . ди '
т г7^ - -гі (15.2.5)

Так как и и v вещественны, это тожде
ство дает два соотношения — знамени
тые формулы Коши — Ри
мана:
ди ди ди
(JX ~д’ дх

ди (15.2.6)

Рис. 15.2.1
А

Проверим это на примере функции 
ш = г2, т. е.
w — (x -J- ip)2 = х2 — y2Jr 2Лху =
— u-j-iv,
где и — x2 — у2, v = 2ху; здесь

4-=2ж. (15.2.2)ду ' '
Пусть dy=O, т. е. dz=dx. Тогда изме
нение w равно
dw w (z dx) — w(z} = [a (x 4- dx, y) -f- 
+ iv (x 4- dx, p)] — [u {x, y) -4 iv (x, y)]

Поэтому производная в этом случае
равна
w (z) - dw 

Т7
dw 
dx

Другой способ изменения z: примем 
dx=Q, dz^=idy; в этом случае w-\-dw=
=w {x-\-(y-\-dy) і] и, значит,
, ди т і . ди ,

dw dw _ . dw__ іди dv
dz idy dy ду “Г ду

Соотношения Коши—-Римана (6) вы
полняются автоматически, если w за
дано формулой. Приведем примеры:

1) если w~z2 — (x-\-iy)2, ТО и = 

= х2 у'. и=2ху и ^...= хг,

(°р-
2) если w — (2 4- Зі) za = (2 4- Зі) X 

X [(х2 - у2) + і ■ 2ху] = [2 (х2 - у2) - 
— 6ху]]-4і[3ж2 — у2)_-_4<], то ~ =

(15.2.1)

Отметим, что условия Коши—Римана 
не только связывают между собой 
функции и (х, у) и v (х, у), но и накла
дывают определенные условия на к а ж- 
д у ю из них. В самом деле, в силу (6)

д /ди\  д fdv\ д2и rj-v
дх 4л / дх \ду } _ ’ ’ дх2 <)x(J_ ’

д /ди \  д / ди \ 1 д2и д2а
ду \)>a.- ') ду \ дуд’ Т' Є дхду ду2'

Отсюда
_ д2̂
~~ дд'2

ffill д)2и.
-т-r, ~---- г-ц, аналогично
дх1 ду_

; другими словами,
д2и ,д2и    д2и _д2и
дх'2 "Г ду2 ’ дх2 "|-ду2 ’

Д2и 
дх2 ~

(15.2.7)

Любая функция <р=<р (х, у) двух (ве
щественных) переменных х и у, такая, 

ду , пчто ~ — 0, называется гармони
ческой (ср. § 9.3). Таким образом,= —i(—2y) 4- 2x — 2x 4- і • 2y. (15.2.4)



 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

  

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

  

 
 

 

 
 

§ 2. Производные функций комплексной переменной 429

если w=f (z)—u (х, y)-\-iv (х, у) — диф
ференцируемая функция комплексной 
переменной z=x-\-iy, то вещественная 
и мнимая части функции w (т. е. функ
ции и (х, у) и и (х, у)) — гармонические 
функции.

Здесь уместно снова вернуться к во
просу о том, как определяется функ
ция или как классифицируются функ
ции, т. е. к тому вопросу, с обсуждения 
которого мы начали эту главу. Если 
речь идет о функциях комплексной 
переменной, то наиболее общий подход 
заключался бы в следующем: комплекс
ная величина z характеризуется двумя 
вещественными числами х, у, или, что 
то же, соответствует точке на плоскости. 
Функция w также состоит из веществен
ной и и мнимой iv частей, поэтому ей 
тоже отвечает точка плоскости комплекс
ной переменной (с координатами u, v). 
Поставим в соответствие каждому z, 
т. е. каждой паре х, у, или каждой 
точке плоскости, свои определенные и 
и и, которые вместе задают iv (w тоже 
можно понимать как точку плоскости;

от z влечет и другие важные и красивые 
следствия. В этом случае говорят, что 
w (z) есть аналитическая функция комп
лексной переменной z. Все простые 
функции, такие, как z2, е” и т. п., — 
это аналитические функции.

Надо хорошо понимать, что аналитические 
функции комплексной переменной возникают 
при задании формулой зависимости w=f (z); 
однако вовсе не все функции (не все ото- 
бражепия'плоскости z в плоскость w) обяза
тельно являются аналитическими. Так, ясно, 
что ^функция w=—z, переводящая каждую 
точку z плоскости комплексной переменной

г? Т

--------- Xх- О х
сг'''

■W=, -Z

лучше при этом говорить о двух 
плоскостях: ПЛОСКОСТИ z и плоскости w). 
Если задать и (х, у) и v (х, у) в виде 
гладких функций, то можно будет даже 

„ , , ди динайти (частные) производные

Рис. 15.2.2

6 У, ‘ Z = V+ij
?

1
О ! £

А
u- Z *■

ди
ТУ

ди
ду

дій 
дх ’

div
Ту' Однако и при этом мы,

вообще говоря, не получим определен-
„ div du + idv 

ного значения производной ~dx-j- i'dy 
— эта величина будет зависеть от 
выбора dx и dy. Таким образом, об

в симметричную z относительно начала ко
ординат точку w (г) (рис. 2, а), является 
аналитической: при этом и=—х, и——у 
и наряду с тем, что, разумеется,
Э2и д2и д2и д2и
дх2 + ду2 дх2 + ду2

[ д2и д2и д2и
(ведь в этом случае даже ^=^2 = ^3 =

щее соответствие, при котором в каж
дой точке z~x x{-iy задается свое 
w = u(x, у) -L- iv (х, у), не позволяет опре- 

divделить величину
Если мы пишем формулу, выражаю

щую w как функцию z, такую, как z2, 
или е", или z3e*",  и т. д., то веществен
ная и мнимая части iv, т. е. функции 
и (х, у) л v (х, у), оказываются не неза
висимыми: онп связаны между собой 
условиями Коши—Римана (6) и каж
дая из них подчинена условиям гармо
ничности (7). Итак, аналитическая фор
мула, связывающая w и z, существенно 
ограничивает выбор функций и (х, у) 
и v (х, у), но зато она позволяет найти 

div ,производную р ; помимо этого, факт 
именно аналитической зависимости w

ди ди ди ди
дх 1 ’ ду ’ а [ду дх ‘

Но, скажем, функция w== (£z=z* , переводя
щая точку z плоскости комплексной перемен
ной в точку iv (z), симметричную z относи
тельно вещественной оси (рис. 2, б), аналити
ческой уже не является. В самом деле, здесь 
и=х, v=—у, и хотя, конечно, по-прежнему 
д2и t д2и д2и , д2и
дх2 + ду2 = дх2 + ду2

НО
, ди ди . ди ди
= 'ix * ду = ХОТЯ ~д~~= 0

(а для того чтобы функция не была аналитиче
ской, достаточно, чтобы нарушалось хотя 
бы одно из условий Коши—Римана). 
Аналогично не является аналитической функ-



 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

430 Гл. 15. Какие функции нужны физику?

ция w= | z |1 2=zz*  (а какой алгебраической 
формулой, не использующей величины Z*,  
можно выразить зависимость | z |2 от z? 
Да никакой!) или функция w=f (z)= | z |= 

и t. д. Так, для функции w= | z |2 = 
= Х24-)Д очевидно, И = x2-f-y2, v = 0, т. е. 
ди ди „ ди ди

1 Ясно, что это не относится к искусственно
образованным выражениям, в запись которых
звездочка (*) входит лишь формально (про
стейший пример: u=z**, т. е. =(z*)*=z).

д = 2 д=2У И. = W ° -'КД' И 
видно, что условия Коши—Римана здесь не 
выполняются. Вообще никакие функции ком
плексной переменной, записываемые с помощью 
величины z*,  аналитическими не являются — 
ни одну из них нельзя записать с помощью 
алгебраической (или аналитической) фор
мулы 1 не аналитичны также функции пере
менной z, в записи которых фигурирует 
| z | или (тем более) Arg z.

Свойства аналитических функций комплекс
ной переменной иногда проливают новый 
свет на свойства обычных (вещественнознач
ных) функций вещественной переменной, пред
ставляющиеся зачастую загадочными без пере
хода к комплексной переменной. В качестве 
примера можно указать, скажем, фигуриро- 

1
вавшую в § 6.3 функцию у = (см- ее гра

фик на рис. 6.3.3). Эта функция может быть 
разложена в ряд Маклорена (см. формулу 
(6.3.8)), который, однако, неожиданным обра
зом сходится лишь при | х | < 1, хотя ни
каких особенностей эта функция не имеет. 
Связано это с тем, что (аналитическая) функ

1

1 + z2ция комплексной переменной т = обра
щается в бесконечность в точках z=+i, 
расположенных на окружности | z | = 1 — 
эти-то особенности и не позволяют продол
жить ряд Маклорена за пределы круга 
| z | < 1. Аналогичное происхождение имеет 
и неаналитичность в точке z=0 рассмотрен
ной в § 1 функции у=е—11х2 (ее график изобра
жен на рис. 1.1). Для функции ю=е—1М ком
плексной переменной значение z=0 является, 
как говорят, существенно особой точкой. 
в этой точке функции нельзя приписать н и- 
какого значения. В самом деле, когда 
z -» 0 вдоль вещественной оси, т. е. z=x, 
где (вещественное) число х мало)по абсолют-

1 1 '
ной величине, ТО — zj — — является очень
большим по модулю отрицательным 
числом и , ■ == очень мало. Но если
Z -» 0 вдоль мнимой оси плоскости комплекс
ной переменной, т. е. z—ty, где у очень мало

1
z2

неограниченно

по абсолютной величине, то — "jy = — (77/J2 =
1

= —У будет очень большим положитель
ным числом и, значит, е — со при
у->0. При стремлении z->0 в другом направ
лении величина может
приближаться к любому значению. По
этому наша функция в точке z=0 никак 
не может быть аналитической (ей даже нельзя 
приписать никакого значения в этой точке!) — 
и ясно, что в окрестности этой точки она 
неразложима в степенной ряд (однако в ок
рестности любой /другой точки она в сте
пенной ряд разлагается).

Заметим, что, например, функция 
w = (z), где w—Q при х<0и w—i 
при х > 0, не будет аналитической, 
причем дело здесь заключается не 
столько в том, что w имеет скачок, 
сколько в том, что в описании w вели
чины х и у, т. е. вещественная п мни
мая части комплексной переменной z, 
в некотором смысле неравноправны. 
По аналогичной причине не является 
аналитической и функция e—z* —x—iy: 
ведь при составлении е*  мы по-разному 
поступаем с вещественной частью е 
(оставляем ее неизменной) и с мнимой 
ее частью (ее знак мы изменяем).

С другой стороны — и это обстоя
тельство является весьма принципи
альным, — если в определение функции 
входит именно Z, а не х и у в отдельно
сти, не z*  и не |z], то функция анали
тична даже если ее нельзя выразить 
в виде конечной комбинации элемен
тарных функций. Так, например, ана
литической является функция, задан
ная рядом, скажем,

(15.2.8)

или определенным интегралом, 
как, например, 

w (z) — j e~r'dp
о

(15.2.9)

(о смысле записи (9), где z и р — комп
лексные числа, мы еще скажем ниже), 
или решением дифференциального урав
нения, например
dw „ о _ „■- — z“ — w3, где w — 0 при z = 0, 

— хотя во всех этих примерах w не выра
жается через z с помощью элементарных 



 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

§ 2. Производные функций комплексной переменной 431

функций. Но пример формул Коши— 
Римана (или условий гармоничности 
функций и (х, у) и v (х, у)) показывает, 
что об аналитической функции можно 
высказать важные утверждения, не зная 
ее конкретного вида, а зная только что 
она является аналитической.

Более того, в общей теории функций 
комплексной переменной доказывается, . 
что каждая аналитическая функция 
может быть выражена в виде ряда 
или в виде интеграла. Если для 
произвольной (вещественной) функции 
из наличия у нее первой производной 
вовсе еще не следует также и существо
вание производных более высоких по
рядков, то для аналитических функций 
комплексной переменной (а в области 
комплексной переменной иные функции 
вообще не заслуживают внимания) дело 
обстоит совсем не так. Здесь из наличия 
у функции ш==/ (z) первой производной 
w'—f (z) автоматически следует сущест
вование второй производной f" (z) = 
— и вообще производных всех
порядков (см. упр. 2). При этом в окрест
ности точки Z = Z0, в которой функция 

(z) имеет производную, можно 
записать 
/2) = Н^Ло>+^(2-2о) + 

4- . (z - z°)'++^ (z - z0)3 + ...
(15.2.10)

А отсюда следует, что, зная функцию 
в сколь угодно малой окрест
ности точки z0 (этого достаточно для 
нахождения всех производных функции 
в точке z0, т. е. для нахождения всех 
коэффициентов разложения (10)), мы 
можем «продолжить» функцию w=j (z) 
за пределы этой окрестности, определив 
ее рядом (10). Далее, найдя таким обра
зом значение функции ю=/ (z) в точке 
z=Zj и в соседних с zx точках, можно 
выписать аналогичное (10) разложение 
для точки z=»zx и с помощью его найти 
значения w в новых точках комплексной 
плоскости и т. д. Возможность разло
жения аналитических функций комп
лексной переменной в ряд Тейлора (10) 
и оправдывает употребление одного 
п того же термина «аналитический» для 
функций вещественной и комплексной 
перемепных. Опа же указывает на то, 
что понятие «разумной», т. е. аналити
ческой, функции комплексной перемен

ной достаточно далеко от общего поня
тия «произвольной» функции, для пол
ного задания которой необходимо ука
зать все ее значения — значения во 
всех точках области определения 
функции.

Свойства аналитических функций ком
плексной переменной широко используются 
в теоретической физике. Законченной теории 
элементарных частиц в настоящее время еще 
нет. Однако достаточно предположить, что 
такая теория существует, что в принципе 
существуют какие-то неизвестные нам фор
мулы, выражающие основные соотношения 
этой теории, чтобы отсюда уже можно было 
сделать содержательные выводы. Естественно 
полагать, что эти формулы, функциональные 
зависимости аналитичны. Тогда, даже не 
зная формул, можно кое-что высказать об 
элементарных частицах. В частности, можно 
утверждать, что масса частиц и античастиц 
одинакова. О нестабильных частицах можно 
утверждать, что их время жизни и время 
жизни их античастиц одинаково, хотя состав 
продуктов распада может быть разным. Объяс
нить здесь, как получаются такие далеко 
идущие выводы, совершенно невозможно. 
Однако хочется подчеркнуть, что предложе
ние об аналитичности неизвестных нам фор
мул играет здесь основную роль.

Первые попытки применения операций 
дифференцирования и интегрирования к ком
плексным величинам принадлежат создате
лям дифференциального и интегрального ис
числения Готфриду Вильгельму Л- е й б- 
н и ц у п Иоганну Бернулли. В ча- 

_ Г °dxстности, простую формулу J у д.2 =

=у arctg у Бернулли нашел в 1712 г. с по

мощью (совершенно правильных, но в то время 
еще недостаточно обоснованных) манипуля
ций, связанных с дифференцированием и ин
тегрированием комплекснозначных выраже
ний. В той же работе Бернулли получил 
в процессе своих преобразований красивую 
, /tg а — i\” tg па — t
формулу р°дственную
(тогда еще неизвестной) формуле Муавра 
(14.1.6). Одпако полной ясности в этих вопро
сах ни у Лейбница, ни у Бернулли не было, 
о чем свидетельствует связанная с темой 
о комплексных функциях и их анализе дискус
сия между ними о смысле логарифмов отри
цательных чисел: Лейбниц считал эти лога
рифмы мнимыми, а Бернулли — веществен
ными. Публикация в 1745 г. переписки Лейб- 
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ница и И. Бернулли сразу же привлекла 
внимание крупнейших математиков "того вре
мени — Л. Эйлера и Ж. Л. Д'Аламбера (при
чем Эйлер стал здесь на сторону Лейбница, 
а Д'Аламбер — на сторону Бернулли). В ча
стности, статья Эйлера «О споре между Бер
нулли и Лейбницем по поводу логарифмов 
отрицательных и мнимых чисел» (1749 г.) 
содержала современную теорию логарифмов 
комплексных чисел, изложенную в § 14.3, 
причем Эйлер особенно подчеркивал много
значность логарифмической функции, о чем 
Лейбниц и Бернулли не подозревали. Для Эй
лера характерно было также специальное 
внимание к аналитическим функциям веще
ственной переменной, которые он называл 
«непрерывными»2; Эйлер даже склонен был 
считать, что это — единственные функции, 
заслуживающие внимания математиков. Ра
боты Эйлера изобиловали конкретными ре
зультатами, сегодня относящимися к учению 
об аналитических функциях комплексной пере
менной, включая многочисленные образцы 
разложений таких функций в ряды и примеры 
использования подобных рядов. Впрочем, 
особенно глубоко в изучении свойств анали
тических функций — как вещественных, так 
и комплексных — Эйлер не продвинулся. 
Так, например, он считал, что, зная значения 
вещественной аналитической функции у= 
=f (г), отвечающие любому (сколь угодно 
маломуі) интервалу изменения независимой 
переменной х, можно восстановить значения 
функции на всей числовой прямой, а это, 
разумеется, неверно.

2 В настоящее время этот термин имеет 
совершенно другой смысл (ср. с употребле
нием его Риманом (с. 433)).

3 Так называются преобразовагигя (пло
скости или пространства), сохраняющие углы 
между линиями и в окрестности каждой точки 
имеющие характер преобразования подобия. 
Нетрудно видеть, что отображение z -> w (z) 
плоскости комплексной переменной на себя, 
задаваемое аналитической функцией w=f (z) 
с производной /' (z), имеет именно такой ха
рактер: из того, что в окрестности точки Z=zo 
выполняется приближенное равенство W—

(2о)(з—2о) (где wo=t (2о)), и из правил 
деііствий над комплексными числами 
(см. гл. 14) следует, что вблизи z0 это ото
бражение складывается из сдвига плоскости 
в точку и?0 (переноса на вектор ZoU’o), растяже
ния в р раз, где р= | /' (z0) |, и поворота па 
угол , , где ?=Arg/’(z0).

Д'Аламбер сделал принципиальный шаг 
вперед в области теории функций, четко ого
ворив, что и аргумент и значения функции 
могут быть как вещественными, так и ком
плексными — в этом пункте Эйлер в своих 
исследованиях следовал за Д'Аламбером. Ана
литическую (записанную формулой) функ
цию «=/ (z), где z=x-\-iy, Д'Аламбер запи
сывал как и (х, y)-+iv (х, у); в частности, 
путем дифференцирования функции Z, где и 
z, и к — комплексные числа, причем к — 
постоянно, a z — переменно, он находит 
правильное выражение (в виде и—iv) для 
комплексной степени комплексного числа. 
Им же были впервые получены уравнения 
Коши-Римана (6): они содержатся в работе 
Д'Аламбера от 1752 г., посвященной пло
скому движению идеальной (несжимаемой) 
жидкости. (О связи этой темы из механики 

с теорией аналитических функций комплекс
ной переменной мы еще скажем ниже 
(см. § (7.3).) В 1761 г. Д'Аламбер вывел из 
уравнений (6) и равенства (7). Все эти работы 
по механике жидкостей и по теории аналити
ческих функций комплексной переменной 
особенно активно продолжал Жозеф Луи 
Лагранж.

Подхватив исследования Д'Аламбера по 
гидромеханике, Эйлер в 1755 г. также (при
чем независимо от Д'Аламбера) пришел к урав
нениям (6), которым он придавал большое 
значение и из которых получал целый ряд 
следствий (включая следствия геометриче
ского характера, связанные с так называе
мыми конформными преобразованиями 3). 
В 1776—1777 гг. Эйлер (ему было в тот пе
риод около 70 лет) начал пионерские работы 
по изучению (и приложению) интегралов от 
функций комплексной переменной (см. § 17.2). 
Однако отчетливое определение интеграла от 
(аналитической) функции комплексной пере
менной и представление об основных свой
ствах таких интегралов было впервые дано 
только Карлом Фридрихом Гауссом 
в 1811 г. в письме к известному немецкому 
математику и астроному Ф. В. Бесселю. 
Впрочем, опубликовано это письмо Гаусса 
было лишь в 1880 г., когда все содержавшиеся 
в нем результаты были уже известны из ис
следований Огюстена Коши, занимавше
гося соответствующей темой начиная с 1813 г.

В некоторых учебниках теории функций 
комплексной переменной уравнения (6) "на
зывают «уравнениями Д'Аламбера-Эйлера». 
Нам:, однако, кажется более справедливым 
традиционное наименование: «уравнения 
Коши-Римана». Дело в том, что ни Д'Алам
бер, ни Эйлер теории функций комплексной 
переменной не создали: так, у них отсутство
вали даже полноценные определения понятий 
производной и интеграла от аналитической 
функции п не была выяснена связь условий (6)
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с самим фактом существования производной 
dw w (z -J- Az) — w (z)
-j— = lim ---------;-------------
dz |Az|->0 Az

функции комплексной переменной, не зави
сящей от направления смещения Az. После
довательное изложение учения о (дифферен
цируемых, т. е. аналитических) функциях 
комплексной переменной дал впервые Коши 
в целом ряде обширных статей, важнейшей из 
которых была большая статья от 1825 г., 
посвященная'«комплексному интегрированию». 
Может быть, еще большее значение в разви
тии теории аналитических функций (ком
плексной переменной) сыграла замечательная 
докторская диссертация Бернхарда Римана 
(1851 г.) «Основы общей теории функций одной 
комплексной переменной», явившаяся пер
вым в истории науки связным изложением 
всей новой теории (из этой диссертации вырос 
поразительный по богатству материала и 
глубине идей курс лекций, прочитанный Ри
маном в Гёттингене зимой 1855/56 г. и летом 
1856 г.4) и заложившая основы того, что 
сегодня называют «геометрической теорией 
аналитических функций». И настоящую 
главу мы закончим обширной^цитатой^из 
этой диссертации Римана,4 5 которая охватывает 
основные моменты всего сказанного нами 
выше и выразительно демонстрирует, «как же 
все это началось»:

4 Этот курс лекций} сыгравший огромную 
роль в истории науки, слушали всего три 
человека (впрочем:, на с. 182 мы упоминали 
об оказавшемся весьма важным лекционном 
курсе И. Бернулли, имевшем всего одного 
слушателя).

5 См.: Риман Б. Сочинение. М.; Л.: Гос- 
техиздат, 1948, с. 49—87.

«Пусть через z обозначена переменная ве
личина, которая, изменяясь неограниченно, 
может принимать всевозможные действитель
ные значения; если каждому ее значению 
соответствует единственное значение некото
рой величины w, то w называют функцией z; 
если, кроме того, в то время как переменная 
z, изменяясь непрерывно, пробегает все зна
чения, заключенные между двумя постоян
ными пределами, величина w также изме
няется непрерывно, то внутри указанного 
промежутка эта функция называется непрерыв
ной. Ясно, что такое определение никоим об
разом не устанавливает связи между отдель
ными значениями функции: если поведение 
функции указано лишь в некотором определен
ном промежутке, то за пределы этого проме
жутка ее можно продолжить совершенно 
произвольно.

Зависимость величины w от величины I 
может быть задана посредством математиче
ской формулы так, что значение «?, соответ
ствующее каждому значению z, получается 
в результате определенных математических 
операций, производимых над числовым зна
чением z. . .

Пусть область изменения величины z 
не ограничивается действительными значе
ниями, а распространяется также и на ком
плексные значения вида x-1-yi, где і=>—1. 
Пусть x-}-yi и (г-НЛа:)4-(у+«й,>)і — два бес
конечно мало различающихся между собой 
значения переменной г, которым соответ
ствуют значения u-j-vi и (и4'-<іи)4-(г+гіг;) і 
переменной w. В таком случае, если зависи
мость переменной w от переменной z считать 
совершенно произвольной, то отношение 
du J dv і
dx -4 dyi ' ВООбще говоря, изменяется вместе 
с изменением dx и ау; если положить dx4- 
4-<й/г=Єе'р1', то ясно видно, что 
du 4- dvi i(du д- X 1 J vv ди\ _
dx 4- dyi 1 2 + дд ф ф у дх Ду) 1

1 [(ди dv - (dv du\~,dx—dyi
+ 2 [_w ~~ Ду } + 1 w "C Ду } J J dx д dyi

1 (ди dv - 1 (dv ди\ _ i
2 Xдх + Ду / + 2 X^z ~ ду) * и_г

‘ 2 L\dx dy J + \dx + dy J J '

Однако всякий раз, когда функция w перемен
ной z определена посредством формулы, со
держащей простые математические операции, 

dw 
оказывается, что значение производной — не 
зависит от выбора значения дифференциала ? 
dz. Таким образом, становится ясным, что 
указанным способом можно выразить не вся
кую зависимость комплексной переменной w 
от комплексной переменной Z.

Отмеченное нами характерное свойство 
всех тех функций, которые могут быть опре
делены с помощью элементарных математиче
ских операций, мы положим в основу нашего 
дальнейшего исследования . . . именно, мы 
будем исходить из следующего определения
• • ••

некоторая комплексная переменная w на
зывается функцией другой комплексной пере
менной z, если она меняется вместе с ней та-

6 Это утверждение, очевидно, выполнено
dw 

во всех тех случаях, когда выражение
можно получить из выражения w через Z 
путем обычных правил дифференцирования. . . 
(Примеч. Римана. — Я. 3., И. Я.).
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dw 
ким образом, что значение производной
не зависит от значения дифференциала dz. 

du -- dvi
... Если отношение мы предста

вим в виде

(du dv X / dv ди Xd + d у ( W

dx dyi ’

то становится ясным, что оно в том и только 
в том случае имеет одно и то же значение для 
Ввух любых значений dx и dy, если имеют 
место равенства
du Vv dv ди
dx ду и- ду "

Итак, эти условия являются достаточными 
и необходимыми для того, чтобы w=u-\-vi 
являлось функцией z=x-\-yi. Отсюда для 
отдельных членов этой функции вытекают 
условия

d2u: d2u d2v d2v
dx2] + dy2 ’ dx2 dy2 ’

которые служат основой при изучении свойств, 
принадлежащих каждому члену таких функ
ций, рассматриваемому вне зависимости от 
другого члена».

Упражнения
15.2.1. Проверьте выполнимость условий 

Коши—Римана для функций комплексной 
переменной, фигурирующих в упр. 14.1.1, и 
ДЛЯ функции W = ln Z.

15.2.2. Пусть w=f (z) = u (х, y)-\-iv (х, у) — 
аналитическая функция комплексной пере-

„ йга
меннои, а /' (z) = ^7- = «г ( -. у) + й’і (.х, у) — 
ее производная; докажите, что из выполни
мости условий Коши—Римана для функции 
/ (z) ’автоматически вытекает и выполнимость 
пх для функции /' (z).



 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 

Глава 16

ЗАМЕЧАТЕЛЬНАЯ ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ ДИРАКА

§ 1. Различные способы определения 
функции

Те функции, которые мы изучали до сих 
пор, обычно задавались с помощью 
формул. Это значит, что задавался спо
соб вычисления значений функции при 
любом значении -независимой перемен
ной. Такое задание можно назвать ал
горитмическим, (алгоритм — способ вы
числения). Ведь формула у=/ (ж)= 
=2ж+3ж1 2 означает следующее: чтобы 
найти значение у при данном х, возьми 
х, умножь на 2; возведи х в квадрат, 
умножь на 3; затем сложи два получен
ных числа. Иначе определялись три
гонометрические функции — с помощью 
геометрических понятий, измерения дуг 
и отрезков в круге; однако и здесь 
можно говорить об алгоритме вычисле
ния их значений, состоящем в обраще
нии к тригонометрическим таблицам 
(или к микрокомпьютеру с соответ
ствующими кнопками).

1 Продумайте, откуда получаются эти 
формулы, и проверьте, согласуются ли они
с уравнением для второй производной синуса 
и косинуса.

Нашей задачей раньше было изуче
ние свойств функций, заданных таким 
образом: исследование закона их воз
растания и убывания, нахождение мак
симумов и минимумов и т. д. Изучение 
этих свойств приводит к новым спосо
бам определения функций. Так, напри
мер, функцию /=еж можно определить 
как такую функцию, производная кото
рой равна самой функции: , — f при 
дополнительном условии / (00=1. Си
нус, т. е. функция c = sin х, и косинус, 
т. е. tp=cos х, можно определить как 
функции, удовлетворяющие одному и 
тому же уравнению

dx2 * dx2 ‘ ’

но различным начальным условиям:

?(0) = 0,
ф(0) = 1,

dtp

dx 
dp I 
dx |o

Эти определения оказываются во мно
гих отношениях более «по существу», 
более тесно связанными с применени

ями показательной и тригонометриче
ских функций ко многим задачам фи
зики, например к задачам колебаний, 
по сравнению с определениями

или

и определениями синуса и косинуса как 
некоторых отрезков в круге или как 
отношений сторон прямоугольного тре
угольника.

Любопытно, что определения e* t 
sin х, cos х с помощью дифференциаль
ных уравнений оказываются удобными 
для электронных вычислительных ма
шин. Если по ходу расчета необходимо 
подставлять в формулу значения ех 
при различных х, то нужно взять таб
лицу и выписывать из нее нужные зна
чения ех. При работе на машине оказы
вается легче и быстрее не обращаться 
к таблице, а вычислять на машине зна
чения функции ех шаг за шагом по при
ближенной формуле ех+дж«;ех (1+Дж), 
вытекающей из дифференциального 
уравнения , — у для функции ех (или 

по более точным формулам, основанным 
на том же уравнении). То же относится 
и к функциям sin х п cos ж; их удобно 
вычислять одновременно *
sin (ж , Дж) , sin ж -ф- Дж cos ж,

COS (ж 4- Дж) , cos ж — Дж sin ж.

Итак, один общий подход к понятию 
функции заключается в задании фор
мулы как способа ее вычисления и по
следующем исследовании такой функ
ции. Возможен и другой подход: можно 
искать функцию с определенными об
щими свойствами, с тем чтобы потом на 
основании этих свойств попытаться 
найти ту формулу, которая описывает 
интересующую нас функцию. Такая про-
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ПОЛЬ ДИРАК

цедура всегда применяется при обра
ботке экспериментальных данных и при 
подборе эмпирических (т. е. основан
ных на опыте) формул для описания 
того или иного явления. Здесь же наша 
цель — построить таким способом одну 
замечательную и весьма необычную 
функцию, полезную и важную как для 
самой математики, так и для ее при
менений.

§ 2. Дирак и его функция

Поль Адриан Морис Дирак — круп
нейший английский физик-теоретик — 
прославился в 1929 г. Он строил такую 
теорию, которая описывала бы движе
ние электронов в электрических и маг
нитных полях с любой скоростью, 
вплоть до скорости, близкой к скорости 
света. Речь идет о квантовой теории, 
которая объясняет также тот факт, 
что в атоме электроны могут двигаться 
только по определенным орбитам, с опре
деленными значениями энергии. Дирак 
знал, что электрон обладает некоторым 
моментом вращения, т. е. подобен вра
щающемуся волчку, и учитывал это 
при создании своей теории. Когда же 
теория была им создана, оказалось, что 
из нее следует еще и вывод, не пре
дусмотренный Дираком: возможно су
ществование частиц с такой же массой, 
как электроны, но с противоположным 
(положительным) знаком заряда. В те
чение двух лет считали, что теория 

Дирака хороша для описания движе
ния электрона, а вывод о частицах с по
ложительным зарядом ошибочен — 
и когда от него удастся избавиться, тео
рия станет совсем отличной.

Но в 1932 г. частицы с положитель
ным зарядом — позитроны, или, как 
их еще называют, «античастицы элект
рона», были открыты. Их появление 
в теории из недостатка превратилось 
в триумф, в главное достижение теории: 
открытие Дирака было первым приме
ром появления новых частиц «на острие 
пера теоретика». Этот пример поучите
лен с точки зрения взаимоотношений 
опыта и теории: теория основывается 
на определенных данных опыта, но по
следовательное логическое и математи
ческое развитие теории выводит за пре
делы того материала, который был 
положен в ее основу, приводит к новым 
предсказаниям.

Дирак является не только одним из 
лучших физиков-теоретиков нашей пла
неты, но и замечательным математиком. 
В своем классическом труде «Принципы 
квантовой механики» Дирак ввел и ши
роко использовал новую функцию, ко
торой он дал обозначение 8 (х) (чита
ется: дельта-функция или дельта-функ
ция Дирака).

Дельта-функцию можно описать сле
дующим образом: 8 (х)=0 при любом 
ж/0 (т. е. при х < 0, и при х > 0) 
и 8 (0) = оо. Кроме того, функция 8 (я) 
должна удовлетворять условию
4“ оо

j Z(x)dx = 1. (16.2.1)
—со

Наглядно можно представить себе гра
фик функции, похожей на 8 (х)\ он изо
бражен на рис. 1. Чем более узкой мы 
сделаем полоску между левой и правой 
ветвями, тем выше должна быть эта 
полоска, для того чтобы площадь по
лоски (т. е. интеграл) сохраняла за
данное значение, равное 1. При суже
нии полоски (и одновременном росте 
графика) мы приближаемся к выполне
нию условия 8 (ж=0 при х=/Д), т. е. 
изображенная на графике функция при
ближается к дельта-функции. В одном 
из следующих параграфов эти сообра
жения будут использованы для по
строения формул, задающих дельта
функцию. Здесь же мы продолжим ис
следования ее общих свойств.



 

 
 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

§ 2. Дирак и его функция 437

Следует, конечно, сразу же подчерк
нуть, что определяющие дельта-функ
цию «равенства» 

I8(ж) =
О
со 

I

при х С О, 
при 7г = 0,

г—со
(16.2.2)

не следует понимать слишком уж бук
вально: ведь с точки зрения классиче
ской (привычной нам) математики эти 
условия не имеют смысла, противоре
чивы. Разумеется, описанный выше про
цесс постепенного вытягивания (и сжа
тия) «полосок» поясняет смысл дельта
функции; наивное ее «определение» (2) 
призвано лишь стимулировать наше во
ображение, напоминая об этом процессе.

Ясно, что, определяя дельта-функцию, 
мы вводим в рассмотрение совсем новый 
объект, не похожий ни на один из тех, с ко
торыми нам ранее приходилось встречаться 
(вот уж когда нашу функцию никак нельзя 
назвать «аналитической» (см. гл. 15)!). Однако 
описание этого нового объекта не выглядит 
сложно и оно не должно нас смущать. Ведь, 
скажем, и число ?2, с которым математикам 
столь часто приходится иметь дело, с точки 
зрения арифметики настоящим числом не 
является: оно задается не точным своим зна
чением, а лишь совокупностью приближений 
1; (,4; 1,41; 1,414; 1,4(42;. . . к этому числу 
(которые, впрочем, характеризуют V2 до
статочно полно для того, чтобы мы могли 
свободно этим числом пользоваться). Анало
гично и функция 8 (г) задается не точными 
своими значениями, а лишь приближениями 
к ней — высокими и узкими «ступеньками» х 
эти приближения полностью нашу функцию 
характеризуют.

Дирак и другие физики многие годы сво
бодно и продуктивно пользовались дельта
функциями, не заботясь о строгом определе
нии этих удивительных объектов, подобно 
тому как математики много веков использо
вали иррациональные числа до того, как 
в конце XIX в. были созданы первые теории 
вещественного числа. Математическое обосно
вание удивительных функций, подобных функ-

1 Для желающих мы готовы выписать 
тут «десятичные приближения» 8-функции: 
у=0 при | х | > 1, у=0,5 при | х | < 1; 
у =0 при | х | > 0,1, у=Ъ при | х | < 0,1; 
у=0 при | ж | > 0,01, у=50 при х <0,01; . . . 
(удобнее еще «'.гладить» эти ступеньки, чтобы 
все функции были непрерывными); ниже мы 
укажем другие еще более удобные прибли
жения с-функции. 

ции 8 (х) («обобщенных функций», как их 
обычно в настоящее время называют), дали 
академик С. Л. Соболев, член-корреспондент 
Академии наук И. М. Гельфанд, француз 
Л. Шварц и другие ученые; ему посвящены 
многие книги.2

Возможно, лучше, чем (2), объясняет 
смысл функции Дирака следующее важ
нейшее равенство:

j f (x)b(x)dx = f (0). ((6.2.3)
— со

В самом деле, так как 8 (г)=0 при 
х=—0, то значение стоящего в левой 
части (3) интеграла не может зависеть

Рис. 16.2.1

от значений / (х) ни при каком x=£0. 
Существенно только значение / (х) там, 
где 8 (г)т^0, т. е. при х=0. В той узкой 
области, где 8 (х)=—0 (в пределе ши
рина этой области стремится к 0 (см. 
рис. 1)), 8 (х) умножается на / (0).
Следовательно, из условий (2) выте
кает формула (3).

Все эти рассуждения можно про
вести и в обратном порядке, т. е. можно 
сказать, что 8 (х) есть такая функция, 
для которой при любом виде вспомога
тельной функции / (х) имеет место фор
мула (3). Это одно условие приводит 
ко всем заключениям о виде 8 (х), 
которые были раньше использованы 
для ее определения. Из формулы (3) 

2 Пожалуй, простейшими из них являются 
две небольшие брошюры польских математи
ков: Минусинский Я., Сикорский Р. Элемен
тарная теория обобщенных функций. М.: 
Изд-во иностр, лит., 1959, вып. 1; 1963, 
вып. 2. В частности, в вып. 1 этой книги ав
торы вводят обобщенные функции как пре
делы последовательностей обыкновенных функ
ций, скажем функций <в((г), где <„(ж) = 0

1 Ю» 1
ири | X * 1 |QB , <>п (і) — 2 при | X 1 < ,

см. сноску 1. (Разумеется, понятие «предел 
функции» нуждается в строгом определе
нии.)



 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

438 Гл. 16. Замечательная дельта-функция Дирака

следует, что 8(х) — О при х =7 0, что3 
j 8 (х) dx = 1 и что 8 (0) = со.

8 Интеграл без обозначения пределов ин
тегрирования здесь будет всегда пониматься 
распространенным по полному интервалу из
менения переменной интегрирования: от —со 
до 4-со.

Укажем в заключение, что, конечно, 
и понимание соотношения (3), подобно 
определению (2) дельта-функции, также 
требует известного усилия мысли, по
скольку под знаком интеграла в пра
вой части (3) стоит нечто, что лишь 
с натяжкой можно назвать «функцией». 
Однако при «грубой» работе с дельта
функцией как сомнительное ее опре
деление (2), так и равенство (3) ока
зываются достаточными для применений 
этого нового понятия; их следует всегда 
иметь в виду.

Приведем еще несколько очевидных 
следствий из определения 8 (ж). По об
щему правилу замены переменных (осо
бенно подробно оно было изложено 
в § 1.7) функция 8 (х—а) смещена на 
а единиц вправо по сравнению к 8 (х), 
т. е. 8 (х—а) — со при х=а и 8 (х—а)=0 
при х=-а. Соответственно этому

j / (х) S (х — a)dx — f (а). (16.2.3а)
—со

Далее, легко убедиться, рассматри
вая кривую того вида, который изобра
жен на рис. 1, что график функции 
68 (х) в b раз выше, чем график 8 (х), 
а график 8 (сх) в |с| раз уже, чем 
график 8 (х), так что площадь под 
кривой 8 (сх) в |с | раз меньше, чем 
площадь под графиком 8 (х) (разуме
ется, о всех этих «графиках» можно 
говорить лишь условно). Поэтому

j / (х) 68 (х) dx = bf (0), (16.2.4)

j/(x)8(cx)Z:=--||-y/(0). (I6.2.5)

Сравнение формул (4) и (5) позволяет 
сказать, что 8 (сх) = 8 (х).

Формула (4) совершенно очевидна, 
но можно надеяться, что для читателя, 
прошедшего через испытания всеми пре
дыдущими главами книги, будет сразу 
понятна и формула (5). Ее легко полу
чить формально заменой переменных: 

и = І с | х, dx = ^.du. Здесь мы исполь- 
Iс I

зуем еще тот факт, что определяемую со
гласно (2) функцию 8 (х) можно счи
тать четной: 8 (—х)=8 (х).

Упражнения
16.2.1. Покажите, что если функция < (х) 

имеет единственный нуль Хо, так что - (я0) = 
= 0 и <> (z) Ф 0 при х — х0, то 6 (ip (z)) =

1
= "і'Р'(z0)| (x — х°)' Что представляет собой 
функция 6 (ф (а)), если функция ф (х) обра
щается в 0 при нескольких значениях z?

16.2.2. Чему равен j ф (х) 8 (sin х) dh~?
—со

§ 3. Разрывные функции и их произ
водные

Исследуем интеграл от функции 8 (х), 
рассматриваемый как функция верх
него предела интегрирования, т. е. 
функцию

X

0(х) = j S(z)dz. (16.3.1)
—со

Легко убедиться, что график этой функ
ции имеет вид «ступеньки» (рис. 1).- 
В самом деле, пока х <( 0, область 
интегрирования в формуле (1) такова, 
что в ее пределах всюду 8(х)=0; по
этому при х < 0 и 9 (х)=0. Если же 
х > 0, то в область интегрирования 
включается окрестность начала коор
динат, где 8 (0) = со. С другой стороны, 
так как при х>0 также § (х)=0,- 
то значение интеграла не изменяется, 
когда верхний предел меняется от 0,1 
или даже от 0,000001 до 1, или до 10,- 
или до со. Следовательно, при л ю- 
б о м х > 0

х 4-со
0 (х) = J 8 (z) dz = j 8 (z) dz = 1

— OO —CO

как и показано на рис. 1.
Таким образом, с помощью дельта

функции сконструирована простейшая 
разрывная функция 9 (х), такая, что 
9 (аО=0 при х < 0 и 9 (х) = 1 в обла
сти х > 0 Ч Эти простые соображения

1 В самой точке х=0 функция 0 (z) «со
вершает прыжок»; конкретизировать ее зна
чение в этой точке не следует, достаточно 
сказать, что здесь значение функции пере
ходит от 0=0 к 0=1. 



 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

§ 3. Разрывные функции и их производные 439

позволяют более последовательно, без 
кажущихся исключений и многослов
ных оговорок, подойти к вопросу о про
изводной от функции, имеющей раз
рывы.

Не зная дельта-функции, приходится 
говорить, что производные нельзя на
ходить там, где функция разрывна. 
Но вот мы построили разрывную функ
цию 9 (х). Общее правило о связи

L

Рис. 16.3.1

между интегралом! и производной (см. 
§ 3.3) имеет вид:

если
X

F(x} = j y(z)dz, то у(х)
dx ’

Применяя его к (1), получим

(16.3.2)

Значит, для производной разрывной 
функции не надо делать исключений: 
просто производная такой функции 
равна «особой» функции — дельта-функ
ции.

Научившись справляться с производ
ной простейшей разрывной функции, 
можно легко находить производные 
и в более сложных случаях. Приведем 
несколько примеров. Пусть
у = х при ж < 1, у~х — 2 при ж > 1.

(16.3.3)

График функции у (х) изображен на 
рис. 2. Разрыв имеет место при ж=1. 
Величина разрыва у (1+0)—у (1—0) = 
= — 2. (Мы пользуемся здесь записью 
у (1+0), понимая под этим предельное 
значение у при приближении які 
справа (со стороны х > 1); запись 
у (1—0) означает то же, но здесь речь 
идет о приближении х к 1 слева (см. 
рис. 2).) В силу этого можно фор
мально записать

fj-1- 23(;г-1). (16.3.4)

Такая запись много содержательней и 
информативней утверждения о том, что

= 1 всюду, кроме точки X ~ 1, где 

функция терпит разрыв и не имеет 
производной.

Дельта-функция — это типичное дитя 
XX в. Прошлому XIX в. свойственно 
было пристрастие облекать многие свои 
суждения — и правильные, и не совсем 
правильные, и совсем неправильные — 
в форму «невозможностей». Невозможно 
изобрести вечный двигатель, невоз
можны превращения химических эле
ментов, невозможно изменение общей 
массы вещества, невозможно доказать 
реальное существование атомов, невоз
можно определить состав звезд, невоз
можно найти производную разрывной 
функции. Наш XX в. находит много 
конструктивных решений для того, что 
казалось невозмгожным в XIX столе
тии, скажем для превращений хими
ческих элементов или для уменьшения 
массы путем превращения ее в энергию; 
в частности, и дельта-функция решает 
вопрос о производной функции в точке 
ее разрыва (во всяком случае, в точке 
разрыва, имеющего вид конечного 
скачка). В самом деле, ведь запись (4) 
в одной строчке указывает и на сам 
факт разрыва функции у (х) (раз в выра
жение для < вошла дельта-фууікцпия, 
и характер разрыва (скачок), и место 
разрыва х=1, и величину разрыва (ее 
характеризует коэффициент —2 при 
дельта-функцип).

Интегрируя (4) при начальном усло
вии: у=0 при х—0, возможно полностью 
восстановить график у (х). Правда, 
в случае функции (3) нам «повезло»; 
другими словами, был специально выб
ран простой случай, когда слева и

справа производная выражается одной 
и той же формулой. Это, конечно, не обя
зательно — с чего бы производной быть 
непрерывной, если сама функция тер
пит разрыв!

Рассмотрим более сложный пример: 
У=—х? при х < 1; у =xz при ж> 1 
(рис. 3). Ясно, что у'=—2х при х < 1 
и у'~2х при ж > 1. Разрыву соответ
ствует значение y'=4S (х— 1) произ
водной. Теперь мы можем произвольно 
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присоединить точку х=1 к левой об
ласти определения функции и записать 
у'=—(х—1) при х^1; у'=2х 
при х ~> 1, либо — другой вполне рав
ноправный с первым вариант — можно 
присоединить х=1 к правой части об
ласти определения у (х) и считать, что 
у'——2х при х<1; y'=2x]-4§ (x—1) 
при х"^ 1. (Обратите внимание на то, 
как расставлены знаки < (меньше) 
и > (меньше или равно), > (больше) 
и > (больше или равно) в формулах, —
нужно внимательно следить за тем,

Рис. 16.3.3

чтобы не записать дель
та-функцию дважды 2.) 
Можно писать также

2 Таким образом, производная разрывной 
функции / (х) в точке разрыва х=х0 имеет 
вполне определенное «значение» 8 (ж—г0), 
в то время как для самой функции / (х) нет 
смысла спрашивать, чему она равна в точке 
х—хь (во всяком случае, этот вопрос является 
бессмысленным почти во всех прикладных 
задачах).

3 sgn — сокращенное обозначение латин
ского слова signum — «знак» (запись sgn (х)
часто читают как «сигнум икс»), (Иногда
также условно считают, что sgn (0)=0 — нам
это физически мало осмысленное предположе
ние не будет нужно.)

/ = <рс)--^48 (х — 1), 

где
( —2х приз: < 1,
I 2х при х > К

Чтобы проверить за
пись, проинтегрируйте 
выражение производной 
и получите снова исход
ную (разрывную!) функ
цию.

Иногда в математике
и ее приложениях ока
зывается полезной так
называемая знаковая
функция 3 * * * * sgn (х). Она 

определяется так: sgn (х)=—1 при 
и sgn (х1 = 1 при х > 0. Можно

Xзаписать sgn (х) = где I х | — модуль,
I»I

или абсолютное значение, х. График 
sgn (х) показан на рис. 4, а. Легко 
убедиться, что

X 
sgn (ж) = — 1 + 26 (х) = — 1 4- 2 J 8 (х) dx.

— со

(16.3.5)

Рассмотрим далее саму функцию |х|; 
ее график изображен на рис. 4, б. 
Найдем производные этой функции: 
4^=-1 прп х<1,

Т = 1 при , 

или, кратко, с помощью новой функции, 
которую мы только что узнали:

= sgn X. (16.3.6)

Продифференцируем (6) еще раз, вос-

d I х |

Это очень важная формула, которую 
надо прочувствовать. Ведь мы знаем, 
что вторая производная функции свя
зана с кривизной ее графика (см. § 7.9); 
для прямой линии кривизна равна нулю, 
ибо равна нулю вторая производная 
линейной функции. Казалось бы, что 
поскольку график |х| состоит из двух 
прямых, на каждой из которых 
d- | х | „

d 2 ~ 0, то можно так же просто ска

зать, что -^2 ' равно нулю везде. 
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Но так сказать нельзя — ясно, что дело 
тут заключается в изломе в точке ж=0, 
где сходятся две прямые. Но как убе
диться в том, что в точке излома вторая 
производная равна именно 2§ (х)? Для 
этого давайте скруглим излом: возьмем 
функцию

Уу = \х2-т-<а2- (16.3.8)

1 Отметьте коэффициент 2 в знаменателе
правой части формулы (1): без этой двойки
у нас получалось бы 2S(x).

2 Пересечение на рис. 1 всех трех кривых 
Т1> ¥2, ?з приблизительно в одних и тех же 
двух точках является, конечно, случайностью.

Эта функция тем ближе к ломаной 
у=|а:|, чем меньше а (рис. 5, а); ясно, 
что при а=0 формула (8) дает р1=|;г|. 
Функция (8) — гладкая, всюду диф
ференцируемая; по 
легко найдем:
dy-______ х
dx ’

d2ji _ а2

dx'1 * * (хг 4~ а‘2)3'2

правилам гл. 4

(16.3.9)

На рис. 5, б представлен график функ
ции V? (на рис. 5 принято а = 0,5). 
Легко убедиться, что этот график ста
новится все выше и уже при уменьше
нии а. и при всех а интеграл j dx = 2 
(см. упр. 3), откуда в пределе при а -> 0 
и получается ф^мр^а^ул.а= 28 (ж).

Упражнен и я
16.3.1. Нарисуйте графики (разрывных) 

функций и выпишите их (первые) производ
ные: а) у = х при ж<^1, у — х — 1 при х > 1;

е1'*
б) У = 1 + е11х '

16.3.2. Найдите кривизну линии (8) у- — 
= у- (х>; рассмотрите, как меняется кривизна 
при а —> 0.

16.3.3. Докажите, что для функции |(8) 
4-со
j у" (х ..dx = 2.

—со

§ 4. Представление дельта-функции 
формулами)

В конце предыдущего параграфа невзна
чай было получено выражение для 
функции

которая в пределе при а -> 0 прибли
жается к о (х) х. Остановимся на во

просе об аналитическом выражении 
дельта-функции подробнее.

Пусть ср (х) — произвольная функ
ция; мы потребуем только обращения 
ее в нуль при Х = +со (т. е. потребуем, 
чтобы lim ср (х)=0 при х -> + со) и от
личия от нуля интеграла 1= j y?x)dx. 
Умножая сср на соответствующую кон
станту, всегда можно сделать интеграл 
I равным 1. Предположим, что мы так 
уже и поступили, т. е. что j <р(х) dx = 1. 
Ясно, что ср имеет максимум где-то 
между —СО и —-со. Простейшие при
меры представляют собой функции везде 

положительные и четные, т. е. сим
метричные относительно оси у (см. 
§ 1.7). Вот несколько конкретных при
меров:

“ 2 (1 Д- ж=р- ' ?а ~ V ї + X- ’

*) =

Графики этих функций имеют колоко
лообразный вид (рис. 1); если их при
вести к одинаковой высоте (см. ниже), 
то на глаз их даже не легко отличить. 
(Впрочем, последняя (экспоненциаль
ная) функция при больших х (т. е. вдали 
от максимума) гораздо теснее прибли
жается к оси абсцисс, чем остальные 2.) 
Теперь вспоминаем, как нужно посту
пать для того, чтобы увеличить в п раз 
высоту колокола и уменьшить в т раз 
его ширину: для этого образуем функ
цию п^<р (тх). Если мы хотим сохранить 
площадь под колоколом, то придется 
считать, что п=т. Итак, функция 
пер (пх) -*  8 (х) при п -> со, или, иначе, 
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8 (ж) = lim ny (пх). Легко проверить и
л->со

формально, путем подстановки z = пх, что

j гаер (гаж) dx = J ф (z) dz = j <р (ж) dx — 1.

Таким образом, трем вариантам ср (ж) 
соответствуют следующие три варианта 
представления дельта-функции:

(16.4.2)

Проверим, что тот рецепт, 
был предложен раньше: 

который

8(ж) = lim -
а->0 2 (ж2 -ф- а2)'/! >

подходит под это определение; для 
этого перепишем

и обозначим га = -у ; получим первый 
вариант представления (2).

Итак, нет одной определенной про
стой формулы, которая давала бы § (ж): 
ясно, что одних слов 8 (0)=со мало; 
чтобы определить 8, надо еще суметь 
показать, что это как раз та беско
нечность, которая нужна. Однако 8 (ж) 
может быть получена как результат 
предельного перехода (га -» оо) из 
вполне «добропорядочных», хорошо 
определенных функций ж, в которые 
вспомогательная величина га входит как 
параметр. При этом особенно нужно под
черкнуть, что 8 можно получить таким 
предельным переходом из разных 
функций ср. Пока число га остается ко
нечным, отвечающие разным ср (ж) 
функции гаер (гаж), разумеется, отлича
ются одна от другой, в частности, 
1= j / (ж)гаер(ааж) dx =6= /(0), (16.4.3)

— и только при га -> со все функции 
гаер (гаж) стремятся к одному и тому же 
пределу 8 (ж) и все интегралы 3 (3) — 
к / (0):

8 Строго говоря, если при каких-то значе
ниях х функция / (х) разрывна и f (х) -> оо

lim/ = /0). (16.4.4)
Я->00

Произвол, имеющий место в выборе 
первоначальной ср (ж), из которой полу
чается 8 (ж), полностью соответствует 
сути дела. В § 17.4 будут рассмотрены 
примеры применения о (ж) к физике. 
Описание какого-либо воздействия, т. е. 
какой-то конечной функции ф (ж), с по
мощью дельта-функции возможно и це
лесообразно именно тогда, когда де
тальная форма воздействия, т. е. истин
ная зависимость его от ж, несущественна, 
а важен лишь интеграл.

Приведенные выше примеры, конечно, 
вовсе не исчерпывают разнообразные 
функции ср (ж), из которых можно «из
готовить» 8 (ж). Можно отказаться от 
симметрии ср (ж): при переходе к 
гаер (гаж) и увеличении п сокращается 
и расстояние максимума от ж—0, т. е. 
даже асимметрическая функция при-' 
ближается к 8 (ж). Вот пример этого: 
функция при нашей подста
новке переходит в функцию гав~(пх_1)' /у/л, 
с максимумом в точке ж=1/га.

Можно также отказаться от записи 
ср (ж) простой единой формулой, обеспе
чивающей гладкость ср (ж). Так, можно 
взять саму функцию ср (ж) разрывной, 
скажем положить 

ср(ж) =
(1/2 при —1<ж<1, 
| 0 при ж</—1 иж>>1. (16.4.5)

Предельный переход заключается в том, 
что мы полагаем 

срв(ж) = у при —1<(гаа<р1, т. е. при

— 1/га < ж < 1/га,
' (16.4.6)

<5я(ж) = 0 при ж<< —1/га и ж/> 1/га
и устремляем га -> со. (Нарисуйте гра
фик функции ср (ж), задаваемый со
гласно (5), а также графики функций 
срм (ж) (см. (6)) при га=3 и г.а—10.)

Наконец, можно отказаться и от условия 
положительности ?(х). Очень любопытный 
и важный пример представляет собой+“ ,

1 Г . ь 1 sin ои , _Л (ж) = -g- J cos$xd? = — —-—. (16.4.7) 

(или / (х) -> ОО при X -> ОО или при X -> —со), 
то не всякие <f (х) годятся для получения (4).

Функция / (х) не должна быть разрыв
ной или по крайней мере ее разрывы не должны 
приходиться на ту точку (ж=0), где 8 (ж)= 
= т, — иначе как раз и возникнут бессмыс
ленные вопросы о значении функции в точке 
разрыва.
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При заданном ш график R (х) показан на 

рис. 2. Значение R (0) равно — (неопреде
ленность, связанная с одновременным обра
щением числителя и знаменателя в нуль при 
ж — 0, раскрывается элементарно). Функция 
R (х) принимает нулевое значение и меняет 

тс 2л Зтс
знак при ж = -I----- , -- ----- , ------- , ... Коле

— СО “"О ’ — СО

бания R (ж) затухают с удалением от г = 0
за счет знаменателя. Кривая не выходит за 

1
пределы линий у = + -j— (пунктир па

СО

рис. 2). Можно проверить, что j R (ж) dx= 1
— со

при любом со.
Оказывается, что при ш->оо можно рас

сматривать R (ж) как дельта-функцию! Это 
правдоподобно потому, что с увеличением О)

О)
растет высота — главного максимума, при.
годящегося на ось R, и умепыпается ширина 

„ л тс
ЭТОЙ полуволпы ---- ш <'- Х < "ш ' Н° КаК быть
с тем фактом, что при увеличении ш не умень
шается амплитуда колебаний, по-прежнему

і

1
Я достигает ±~>, пунктирные линии не 

сужаются? Рассмотрим (x)R(x)dz. Чем 
больше о>, тем чатце колебания, тем точнее 
компенсируют одна другую положительные и 
отрицательные полуволны, между тем вклад 
первой полуволны и . ближайших к ней все 
время одинаков. Поэтому оказывается (дока
зательства здесь мы не приводим), что 
lim 1 / (ж) R (ж) dx = / (0) — а это и означает,

2Э—>СО J

что lim R (ж) имеет свойства дельта-функции. 
О->СО

Интересна аналогичная функция

(16.4.8)

С помощью формул элементарной тригономет
рии можно получить выражение

(16.4.8а)

(см. упр. 1). График Р (ж) при j=10 показан 
на рис. 3. При q -> со функция Р (ж) ведет

Рис. 16.4.3
себя вблизи ж==0 совершенно так же, как 
R (ж) при от -> со. Отличие Р (ж) от R (ж) 
заключается в том, что у Р (ж) высокие мак
симумы повторяются периодически при ж=0, 
ж=±2я, ж= ±4л и т. д., т. е. Р (ж) при 
q -> оо представляет собой сумму 8-функ- 
цпп:
Р (ж) = 8 (ж)+8 (ж—2я) + 8 (ж+-тс)+3 (ж—4тс) + 
-|-3 (ж-|--17с)-|-. •.

Функции R и Р и связь их с дельта-функ
цией — это не математические курьезы. 
Вспомним, как построены R и Р: R — это 
интеграл косинуса, Р — это сумма косинусов. 
Если из косинусов можно сложением построить 
8 (ж) (напомним, что интегрирование — это 
разновидность сложения!), то 8 (ж—а) можно 
построить из cos <іо (ж—a)=cos шх cos <ма — 
— sin С>Ж sin cm, т. е. из косинусов и синусов 
с постоянными коэффициентами. Но в таком 
случае и любую функцию / (ж) можно пред
ставить в виде суммы косинусов и синусов. 
Любую функцию можно заменить серией 
ступенек / (ж;) Дж<, а каждая такая ступенька — 
это, в сущности, 8 (ж—ж{) / (ж,.) Дж<. Таким 
образом, с помощью R и Р, т. е. по существу 
через посредство дельта-функции, доказы
вается возможность разложения функций 
в ряд Фурье (если функция периодична; 
ср. § 10.9) и в так называемый интеграл 
Фурье (если функция непериодична).

Перечитайте после этого параграфа снова 
§ 10.8 и 10.9. Обычно в учебниках математики 
дельта-функция не упоминается — многие пе
дагоги предпочитают возможно дольше не 
знакомить учащихся с такой «физической 
ересью». Однако понимание того, что в дока
зательствах в действительности используется 
дельта-функция, поможет Вам глубже про
никнуть в смысл этих доказательств.

Упражнение
16.4.1. Докажите совпадение правых ча

стей формул£(8) и!(8а).



 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Глава 17

НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ И ДЕЛЬТА-ФУНКЦИИ

§ 1. Комплексные числа и механиче
ские колебания

Настоящая, третья, часть книги не пре
тендует на большее, чем лишь на то, 
чтобы заинтересовать читателя такими, 
казалось бы не похожими на «обыкно
венные» функциями, как функции комп
лексной переменной и дельта-функции, 
указать на принципиальную возмож
ность распространения аппарата выс
шей математики и на эти необычные 
объекты. И в этой последней главе 
книги мы лишь весьма бегло наметим 
некоторые из возможных путей прило
жения описанных в главах 14—16 функ
ций к физическим и техническим зада
чам.

Как упрощаются вычисления при ис
пользовании комплексных переменных, 
мы покажем на примере вынужден
ных колебаний тяжелого тела 
(см. гл. 10, особенно § 10.5). Начнем 
с уравнения таких колебаний. Положим, 
что на тело массы т (на «материальную 
точку» массы т — размерами тела мы 
пренебрегаем) действует упругая (воз
вращающая) сила —кх, пропорцио
нальная отклонению х (для наглядно
сти можно представлять здесь пру
жину, стремящуюся вернуть тело в со
стояние равновесия), сила трения 

, dx dx—h—-, пропорциональная скорости — 
(и направленная противоположно ско
рости), а также некоторая внешняя 
сила F=F (t). В таком случае уравне
ние (9.4.2) движения тела (уравнение 
Ньютона; см. § 9.4) примет вид

а~х , у их , г,
m-—=X-kl .F3 или

d2x і j dx - - j-,
m лг ф й^+кх = F- -17.1Л)

Мы в основном ограничимся случаем 
периодической внешней СИЛЫ F—f cos wt 
(ср., впрочем, со сказанным ниже, 
в конце этого параграфа). Для перио

дической силы (с частотой <л и ампли
тудой f) уравнение (() примет вид 

mdt^ ф/Дф/ЛГ = /coSa-І ((7.1.2)

(см. (10.5.1)); здесь т, к, h, f и w — 
некоторые постоянные величины г.

До сих пор мы считали все величины 
в (1) и (2) вещественными. Условимся 
теперь временно (ибо в окончательном 
ответе это предложение придется снова 
исключить!) допускать комплексные ре
шения х нашего уравнения; все же 
остальные величины, являющиеся коэф
фициентами (2), пусть по-прежнему яв
ляются вещественными. Выражение 
/ cos wt внешней силы нам теперь будет 
удобнее заменить на 
feimt (=/ cos wt -X if sin І»), (17.1.3)
дополнив последний член уравнения (2) 
мнимым слагаемым if sin wt.

Решение уравнения

' Ш.1.2а)

мы будем искать в виде
х = ае'Ш. (Г.М)

Такой вид решения подсказывается тем, 
что все производные экспоненциальной 
функции, как нам известно, пропорцио
нальны самой этой функции; поэтому 
после подстановки такого выражения 
для х в левую и правую части уравне
ния (2а) в обеих его частях будет фигу
рировать один и тот же множитель 
е*иД,  который мы сможем просто сокра
тить. Действительно, так как согласно 
(4) — и С = —аи?еіШІ, то урав

1 Поскольку т имеет размерность кг, а 
dx d‘2x

х, з и jyy— соответственно размерности м, 
м/с и м/с2 (cos <о р, конечно, безразмерен), то 
ясно, что коэффициенты k, h и f уравнения (2) 
имеют размерности кг/с2, кг/с и кг -м/с2 
(т. е. Н: ведь / — это сила).

нение (2а)-дает
—amw1 2eimt Д- ihaweiat Д- ОсЄ = f^, 
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или

т. е.

а (—та2 Аг — iha) = f,

(17.1.5)

Итак, (комплексная!) амплитуда а ко
лебаний x—aeiwt (=а (cos«0+i sin oi)) 
оказалась пропорциональной приложен
ной силе /, что совершенно естественно 
для линейной системы (для решения 
линейного уравнения (2а)). При неболь
шой силе трения (т. е. небольшой вели
чине h) максимум амплитуды (точнее, 
модуля амплитуды) достигается при 
такой частоте о>, что та? к, т. е. при 
частоте ео внешней силы, близкой к соб
ственной частоте <u0 = |/ ^-системы (ср. 
§ 10.2); таким образом, здесь имеет 
место явление резонанса (§ 10.5).

Выражение (5) комплексной ампли
туды а можно переписать так:
« —/ге*?, (17.1.5а)

где re*'?  —------/ 1 . , - ’— то/ -- к -р геол ’ т. е.
1

—нш2-|- /г)2 -р/г2"2 ’
, / hw \

Cag (17.1.56)
Тогда
x = aeimt = fre"^, (17.1.6)

где г и ср задаются формулами (56). 
Таким образом, компактная комплекс
ная запись (4) вещественного решения 
уравнения (2) указывает как амплитуду 
\x\=fr, так и частоту о> и фазу ср ре
шения, точнее — сдвиг фазы колебания 
по отношению к фазе силы, принятой 
за нуль (см. (56)).

Вернемся, наконец, к вещественным 
переменным. Так как наше исходное 
уравнение (1) — линейное, то для опи
сываемой этим уравнением механической 
системы выполняется принцип суперпо
зиции' движение, вызываемое сложной 
СИЛОЙ Fy-\-F2, может быть получено сло
жением движений, вызываемых в от
дельности силами Fr и F2 (этим мы уже 
неоднократно пользовались выше). 
В нашем случае сила (3) распадается 
на вещественную компоненту / cos at 
и мнимую компоненту if sin at. Но все 
коэффициенты уравнения (1), за исклю
чением «свободного члена» F (члена, 
не содержащего неизвестной функции z), 
вещественны; поэтому вещественной 

силе F может отвечать лишь веществен
ное значение х, а (чисто) мнимой силе 
F — мнимое х. Другими словами, наша 
линейная система рождает веществен
ный отклик на вещественную внешнюю 
силу и мнимый отклик — на мнимую 
силу. Поэтому можно быть уверенным, 
что внешней силе F=fcosat отвечает 
решение

X = fr COS (at -f- <p) (17.1.7)

уравнения (2), где г и ср даются форму
лами (56), а силе F=if sin at — реше
ние x=ifr sin (шї+р) (т. е. силе 
F=f sin at уравнения (1) ■— решение 
x=fr sin (<Bi-~tp), что, впрочем, не до
ставляет нам новой информации, ибо 
это решение получается из (7) подста-

Тот же результат можно получить 
и несколько по-иному. В силу формул 
Эйлера (14.3.4) вещественная сила 
F=f cos at есть сумма (комплексно-со
пряженных) сил 7'’1 = 1/2№“Ч и F2 = 
=при этом в силу линейности 
(1) (в силу принципа суперпозиции) 
движение, вызванное суммой Fr-\~F2 
сил, представляет собой сумму движе
ний, порожденных каждой из них в от
дельности. Но мы уже видели, что внеш
няя сила Fr порождает движение 
x=r!frel где г и рр задаются ра
венствами (56). Аналогично находится 
и решение, отвечающее значению F2 
силы, после чего легко найти и сумму 
двух решений (см. упр. 1).

Отметим в заключение некоторые свой
ства полученного решения, которые сохра
няются даже в более общих случаях, когда 
рассматриваемая колебательная система со
стоит из многих масс, пружин («возвращаю
щих» сил) и трущихся поверхностей (многих 
сил трения).

1. Мнимая часть «комплексной амплитуды»- 
(5 ) (fu— — ((5а) отрицательна — она равна------р-— (по
чему?). Это соответствует отрицательному 
углу о (или углу 'р заключающемуся в пре
делах та < ср < 2та).

Отрицательность мнимой части а связана 
с работой, которую производит сила F в сред
нем за время многих колебаний или точно за 
один цикл. Если (внешняя) сила задается 
равенством F=f cos «о« а решение имеет 
вид (7), то работа силы равна
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j Fdx = j F ~ dt =

= j f cos (wf) [—mfr sin (w + <)] dt =

получаемому из (1) подстановкой F = 0, от
куда вытекает, что
—лга>2 4- іЛшр Ц- к — 0 (17.1.£1)

= —f2rm j sm (mt + <)))OS (mt)dt = (17Л.8)

= — ~2 f2rm J [sm (2mt + <f + sm <>] di: =

Ясно, что второй интеграл в правой 
части (8), распространенный на время т, 
отвечающее одному циклу колебаний (т= 

2к\
= 7 = —I, обратится в нуль, так что работа 
будет равна —ifsf2rm(sin.Ot. Но эта ра
бота должна быть положительной, 
поскольку за рассмотренное время система 
вернется в прежнее положение, отвечающее 
тем же значениям и кинетической и потен
циальной энергии; поэтому на смещение си
стемы работа силы F затрачена не будет и вся 
она уйдет на нейтрализацию работы трения, 
которая всегда является отрицательной: ведь 
сила трения по направлению противоположна 

dx
скорости , а значит, и смещению dx.

Заметим, что за время, не равное полному 
циклу колебаний, например за короткое 
время, много меньшее, чем Т, работа силы F 
может быть и положительной, и отрицатель
ной, ибо на этот краткий период времени мо
жет приходиться уменьшение энергии тела 
(суммы его потенциальной и кинетической 
энергий). Определенное заключение о знаке 
работы можно сделать, лишь если речь идет 
об очень длительном промежутке времени 
функционирования системы (или о времени 
одного цикла — большой промежуток вре
мени складывается из многих однотипных 
периодов (циклов)).

2. Величину а (см. (5)—(56)) можно рас
сматривать как функцию комплексной 
частоты ш. При этом а обращается в беско
нечность при значении ш= <ор (шр — резонанс
ная частота), где шр=Х+ф обязательно имеет 
положительную мнимую часть (т. е. обяза
тельно р > 0). Бесконечность а, т. е., точнее,

(ср. со знаменателем в формуле (5) для а). 
Но ясно, что подобные свободные колебания 
(в условиях наличия тренияі) могут быть 
только затухающими. Поэтому в реше
нии e'V = = е(-1-+»Х)/ величина — р
должна быть отрицательной, т. е. должно 
быть р > 0.

В нашем случае квадратное уравнение (9) 
дает __________

1Л -/7 ih \з к
“р 2т — f \ 2т) т

к Л2 ,
Если здесь — — 4^ = *2 > 0, то мы прихо- 

th
“рі = * + 2т и Шр2 =дим к двум решениям 

ih
= —л 4- с одной и

ной!) мнимой частью

той же (положитель- 
h

2~ і. (Эти решения

являются «почти комплексно-сопряженными»,
точнее, шр1 = 
к h2 0

т 4т'! '

—“*г  и

Т. е.

Шр2 = —“Ji)) Если же 
h2 к п

— ~ Х >0’ ТО

наши решения имеют вид шр1

и о)р2 = Qyy — х)1 і — это два чисто мнимых 

числа, имеющих положительные коэффи- 
h 

циенты при і, так как *

а
бесконечность отношения -у, означает, что 
f о— — 0, т. е. что на частоте шр возможны

с в'о б о д н ы е колебания, не требующие 
никакой внешней силы F. Но в таком случае 
решение х (t):=ae'“‘tt удовлетворяет уравне
нию

d*x  dx
"*З5+Л1Г + &а: = 0, (17.1.26)

Те же методы, базирующиеся на ис
пользовании комплексной переменной 
х, применимы и в более общем случае 
произвольной, а не только синусоидаль
ной силы F. В случае произвольной 
периодической силы F нам достаточно 
разложить эту силу в ряд Фурье 
(см. § 10.9) и затем воспользоваться 
принципом суперпозиции, рассматри
вая в отдельности действие, которое 
производит каждая из составляющих 
синусоидальных сил (3); при этом 
удобна комплексная форма ряда Фурье, 
т. е. представление произвольной перио
дической функции F (і) с периодом Т 
в виде линейной комбинации функций 
е”''"7, где <о = 2т^/71 (основная частота; 
ер. (10.2.5)), а п=. . ., —2, -1, 0, 1,: 

2, ... — целое, т. е. в виде суммы 
функций е<яш*,  взятых с какими-то коэф-
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фициентами /я. В случае неперио
дической силы F разложение ее 
в ряд Фурье приходится заменять раз
ложением в так называемый интег
рал Фурье, распространенный по 
всевозможным значениям частоты ш 
(а не только по частотам ыя=^пг<о, крат
ным основной частоте ы, как в случае 
ряда Фурье); при этом и для интеграла 
Фурье наиболее удобной будет комп
лексная его форма.

Не останавливаясь здесь на деталях 
соответствующих построений (см., 
впрочем, упр. 2), укажем, что возмо
жен и иной подход к задаче о колебании, 
возбужденном произвольной силой 
F—F (t), а именно с помощью разбиения 
силы F на отдельные дельта-образные 
слагаемые, отвечающие узкой полоске 
графика функции F, — замены этой 
функции на сумму функций F~ (2), где 

при г — t — т 4- dz, 
при всех других t,

(17.1.10)

— и последующему использованию 
принципа суперпозиции. (Решение, от
вечающее дельта-образной силе F (fit 
называется функцией Грина соответ
ствующего дифференциального уравне
ния; см. по этому поводу § 4.) При 
этом мы приходим к решению уравне
ния (1), имеющему в более простом слу
чае отсутствия сил трения (в случае 
f=0) вид

t
X (t) =А j eim ^F (z)’dz, (17.1.11)

—00

где А и со определяются коэффициен
тами т и К уравнения (1), или, в «ве
щественной» форме,

t
x(t) = A j sin[<D(2 — x)] F(t) (17.1.11a)

—co

где u>=]/"— (ср. § 10.I 2) и A==\/km-

I [Дж
в к

— и при естественных условиях ее предел 

Г df ( X , z)j
Равен J -"а—

а

По поводу вывода формул (11) или (На) 
см. § 4; в частности ср. (11а) и (4.5а). Нетрудно 
также, не вдаваясь в [соображения, с по
мощью которых формула (11а) была получена, 
непосредственно проверить, что она правильно 
указывает решение уравнения (1) для случая 
Л=0. В самом деле, функция, стоящая в пра
вой части равенства (11а), двояким образом 
зависит от t: во-первых, t есть верхний пре

дел интеграла; во-вторых, от t (в комбинации 
sin [®(t— т)]) зависит подынтегральная£'функ- 

dx
ция. Поэтому производная -— должна состоять 
ив двух членов: первый получается при диф
ференцировании интеграла по верхнему его 
пределу, а второй — при дифференцировании 
по t подынтегральной функции 2 Но произ
водная интеграла по верхнему его пределу 
в силу теоремы Ньютона—Лейбница равна 
подынтегральной функции от верхнего^пре- 
дела (см. § 3.3); таким образом,

і
dx „С
др — A sm 0 • F (;) 4- А I ы cos [ш (t — t)JX

—со
і

х F (t) dz = Да) j cos [а> ( — t)] F (t) dz
—co

(17.1.12)

2 Это следует из того, что если у = F (х) = 
х

ж, т) dx, то
а

= F (®4- Дж) — F (х) = j / (ж + т) dx —

т) dt =

х-\-Дх

/ (х + Дж, х ) —-с —
аа

х

- J/(®+ Д.т, т) dz +
а

х
\t(x + *x,

-а
т) dx —

х
— j / (ж т) dz .

а -
ДуТаким образом, отношение — [распадается 

на сумму двух дробей, предел первой из ко
торых представляет собой производную от

X
интеграла j / (х -)- Дх т) dz по верхнему его 

а
пределу, равный функции / (х + Дх т) при 
т == х (которая при Дж->0 переходит в f (х х)); 
вторая же дробь равна

X
j I/ (« + Да;. ■')— /(г- z)}di =
а

5/(х--Дх, т) f (х, т) dr
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и, следовательно,

d2x
~dt2 = Аш cos 0 • F (t) +

t
+ ! — ш sin [ш (і — т)] F (т) dz

= AwF (t) — Дм2 1 sin [ы [t — —:)] F (т) dz =

—со 
і

= AuF (t) — «Arp). (17.1.13)

Поэтому если, 2 — 
w т ’ т. е. со -ІЛ.»

1 1 1
Аш =: ----  , т. е.. А — — тот ' «т ук~,п '
d2x к 1
dt2 т — /’(і) т ' '

— а это и есть уравнение (1) с h = 0.
Наконец, укажем, что эти же методы 

«комплексного анализа» применимы 
и в более сложных задачах, скажем от
носящихся к процессу установления ко
лебаний, где z=0 при t < to и 
лишь при і )> іо, или к случаю несколь
ких колеблющихся тел, когда в системе 
действует ряд «возвращающих сил» 
(«пружин») и имеется много трущихся 
поверхностей (много сил трения, про

езд порциональных производным ^). о тео
рии электрических цепей (см. гл. 13)
мы также постоянно встречаемся 
с колебательными процессами — в род
ственных (1) уравнениях роль ко
эффициентов т, h и к здесь играют ин
дуктивность L, сопротивление R и ве
личина , обратная емкости С, а роль
«внешней силы» F играет подаваемое 
в сеть напряжение (ЭДС). И здесь ме
тоды, аналогичные намеченным выше 
(рассмотрение комплексных решений 
вещественных дифференциальных урав
нений), используются весьма широко — 
настолько широко, что с понятием 
«мнимого тока» знаком буквально каж
дый, • кто когда-либо изучал электро
технику.

Мы здесь не будем останавливаться 
подробнее на всех этих вопросах.

Упражнения
17.1.1. Получите решение (7) уравнения 

(2) как сумму двух решений уравнения (1), 
отвечающих значениям 7?1=1/3/е’ш< и F^= 
=!/г fe~iwt силы '.< F.

17.1.2. Докажите, что заданная на ин
тервале от — л до л (вещественная!) функция 

/ (х) может быть представлена в виде суммы 
(комплексная форма ряда Фурье):

/ (я) = 2 (=----- F с—2е_2*ж +
— 00

*- c_i_e~ix ф— Со + Щеіх + сгегіх 4- . . . ),
тс

где с*  =2^- j / (0 e~iktdt (здесь f=...—2,

— 1, 0, 1, 2, ...) и с_й = c£; если же значе
ния / (х) — комплексные числа (но х по—преж
нему вещественно), то имеют место все те же 
формулы, где только теперь уже не обяза
тельно с_к=ск.

§ 2. Интегралы в комплексной области
Рассмотрим определенный интеграл

Z
w(z) = j f {z}dz, (17.2.1)

a
где нижним пределом служит фиксиро
ванное комплексное число а, а верх
ний предел z — переменный. Интеграл 
здесь понимается так же, как и в об
ласти вещественной переменной (см. 
гл. 3), т. е. правая часть (1) прибли
женно равна сумме
f (zo) Дго + f (zi) Дгі + • • •

• • • + Ж«^) дЧ-і =S f (z;)

i—0

где Zo—a, Zb z3, . . ., z„_-i, Zn~z 
точки, разбивающие (соединяющий a 
и z) путь С интегрирования на доста
точно малые части, a AZ;=zi+1—z,.; 
і—О, 1, . . ., га—1.

По какому пути С следует проводить 
интегрирование? На рис. 1 показаны 
для примера три таких пути. Однако 
можно доказать, что если в области, огра
ниченной двумя путями С и Сх, функ
ция не имеет «оосбенноотей», т. е. она 
всюду имеет смысл и нигде не обра
щается в бесконечность, то интеграл (1), 
взятый по этим путям, имеет одно 
и то же значение. Разумеется, само 
упоминание о производной /' (z) функ
ции / (z) комплексной переменной под
разумевает, что эту функцию мы здесь, 
как и всегда, считаем, аналити
ческой.

Сформулированное свойство интегра
лов (1) допускает еще одну формули
ровку, эквивалентную первоначальной.



 
 
 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

§ 2. Интегралы в комплексной области 449

Обозначим символом интеграл,
распространенный по замкнутому кон
туру, скажем по контуру, получающе
муся, если мы пройдем от точки а 
к точке z по пути С, а затем вернемся 
из z в точку а по пути —(путь С 
соединяет а с z, мы же идем по той же 
дороге в обратном направлении; см. 
рпс. 1). Так как (ср. § 3.2) j f(z)dz =

—Ci
—---j f (z) dz, то

С;
ф/ (з) dz = j f (z) dz -f- j f(z)dz =

о
= \fz)dz — \ f(z)dz,

• c, •

f f (z) dz ■ {fu {хй, y0) 4- iv 4°, y°)J —

[“(то-гД’ ifo + A)4-
4-гг(т0--Д, у04-Д))}Д 4-

4-{4(4о4-Д, Уо) + М4) + Д, у°)1 — 
[й 4о> у о 4" Д) 4~ iv 4°, Уо т Д)]} іД=

4-4404-д, уо) — у(^о. У/4-Д)]}Д —
— 4(то-гД- 4-Д) — у (жо, у°)]4-
4“ [и (х°, /// — А) г/, 40q—Д, Уо^^)]}г’д==
= —А • А — В • гД,

если

ф f (z) dz = 0:

f (z)dz = f (z) dz,
c

интеграл ф ф (z) dz

TO

от

аналитической функции no замкнутому 
контуру всегда равен нулю, если внутри 
этого контура функция не имеет осо
бенностей. Обратно, разумеется, из ра
венства нулю интеграла по любому 
замкнутому контуру следует независи
мость его от пути интегрирования.

Чтобы доказать сформулированное ут
верждение, рассмотрим вначале малень
кий квадратик с вершинами 1 (я°, у°)! 
■2 40+ Д > Уо) > $ (Я>+ Д і Уо“Ъ Д)> ■ (ж0, у04-д) 
(рпс. 2). Символом ®f(a:)dz ■ мы обозна

где через А и В обозначены выражения, 
заключенные в фигурные скобки. Но

■n

и j
c,

О
чим интеграл по замкнутому контуру, 
ведущему из точки 1 последовательно 
через точки 2, 3 и 4 снова в ту же 
точку 7; вычислим этот интеграл.

Пусть f (z) _ f (х Ц- iy) = и (х, у) 4
4- iv (х, у); величину Д мы положим 
настолько малой, что можно считать

2 3

§(())^ — J f (z)7z 4- J/(z)dz4-
1 2

4 1

Рис. 17.2.2

U (х° 4- Д, Уо 4- Д) — и(х°, у0) =
=[и(4°+д, у°4-Д)—и(х0, у°4- Д))4-
4- [и 4<р у о 4~д) 4~и (хо, 7о)1

ди (хо, Уо)Л 
ду J

И

р(4оЧ-д> Уо) Уо+д) =

= [у(х0 + д, Уо) — у(Хо + Д, УоО-Д)1 + 
4~ [у 4о д, у о 4-д) — v(xo> у4-Д)!^
_ Г dv (хо 4-А, Уо) I dv (ар, уо + А)~| д~L г дх J’
где мы по-прежнему пользуемся прибли
женной формулой: f (х4-д) — f (х) & 
f (z) А. Таким образом,

4-j f (z) dz 4- j f (z)dz ■ ■ (zO Д2і 4
3 4

+1 (z2) Дз2 4- / Ы Д' + f Дг4,
где под Zy понимается точка J, а Azy = 
= zy+1 — zy; здесь j = 12, 3, 4 и zi+i = 
= гг — снова точка 1. Так как Azx = 
~zr, — = Д = —&zs =z3 — z4 и Az2 =- 
.-= z3 — z2 == ЇД — —Дг4 = z4 — zv TO



 

  

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

450 Гл. 17. Некоторые приложения функций комплексной переменной и 6-функции

в силу соотношений Коши—Римана. 
(В последних выражениях аргументы

1)п
— ’

dv du dv 
ду ’ dy ’ dxвсех функции МОЖНО

приравнять х0, у0, т. е. считать, что
частные производные вычисляются
в вершине изображенного на рис. 2 
квадратика — при этом мы совершаем 
ошибку порядка Д.) Аналогично уста
навливается и равенство нулю выра
жения В.

Разумеется, на самом деле мы установили 
лишь, что наш интеграл почти равен 
нулю, что А и В отличаются от нуля на вели
чину порядка малости выше Д, а сам инте
грал — на величину порядка малости выше 
площади А2 квадратика (порядка Д3 или А4, 
или еще меньшую). Отсюда, однако, уже сле
дует, что наш интеграл равен нулю.

В самом деле, разобьем исходный квадрат 
со стороной Д на и2 меньших квадратов со 

А
стороной — . Интеграл, распространенный по
контуру исходного квадрата, равен, как легко 
понять, сумме п2 аналогичных интегралов, 
распространенных по контурам всех мень
ших квадратов (где все контуры мы обходим 
в одном и том же направлении, скажем против 
часовой стрелки): ведь при суммировании всех 
интегралов каждый внутренний отрезок ока
жется пройденным 2 раза в двух противополож
ных направлениях и сумма этих слагаемых 
сократится. Но если большой интеграл имеет 
величину порядка Д3, то маленькие квадраты 
имеют величину порядка (Д/га)3 каждый, 
а сумма таких интегралов — величину по- 

{ Д \3 А3
рядка п2(-~) = —. Так как эта оценка 
справедлива при любом га, то наш инте
грал неизбежно должен равняться нулю.

Таким же способом, т. е. разбивая область 
внутри любого замкнутого контура на малые 
квадратики, можно доказать равенство нулю 
интеграла по контуру этой области и тем 
самым — независимость интеграла (1) от пути 
интегрирования.

Пр имер. Рассмотрим интеграл
1-й

1 = S z2dz. (17.2.2)
о

Пусть путь А ведет из точки zo=O 
до точки z=l + i сначала по веществен
ной оси (от zo=O до Zj = 1), а затем 
по прямой, параллельной мнимой оси 
(от zi = l до z=1 + i). При этом имеем

1
I = j z2dz = j (х2 —■ у'1 -у- 2ixy) \,^dx 4

л о
1(. •) •> 

4- J (ж2 — у2 4- 2ixy) 4=1 Му=-- 4-у І.
о

Тот же численный результат получится, 
если мы выберем другой путь В — сна
чала по мнимой оси от точки Zo = O 
до точки z2=i, а затем по прямой, па
раллельной вещественной оси (от точки 
z2 = 1 до конечной точки z=l + i; про
верьте!). Наконец, можно интегриро
вать и по диагонали С натянутого на 
точки Zo, Z1, z, Z2 прямоугольника 
(здесь — квадрата): положим z=(l+i) t, 
где 0 + t + 1; тогда dz—(l-'-i) dt и

i-Н і
l = J j [(1 + 042(1 4-ій =

о о1
= (i _|_ 3

0
Значение интеграла (2) можно полу

чить и без всех этих немудрящих ариф
метических упражнений. Для этого, как 
и в случае интегрирования веществен
ных функций, достаточно найти пер
вообразную функцию F (z) функ
ции z2. Пусть F (z) — такая (разуме
ется, аналитическая!) функция комп
лексной переменной, что

Тогда в силу теоремы Ньютона—Лейб
ница
Z

j/(z)dz = F(z) + C,
а

b

Ца, у = \f(z)dz = Fb>) — F(a), (17.2.4)
а

где a, b, С, F (a), F (&) — комплексные 
числа. Равенства (4) доказываются со
вершенно так же, как для функций ве
щественной переменной — находим из

менение интеграла 1 (a4 z) = j / (z) dz
&



 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

§ 2. Интегралы в комплексной области 451

при малом изменение верхнего предела 
интегрирования:

1 (a, z -4- Az)—I(a,z~)= j f(z)dz =

= f())A3+... (17.2.5)

Поэтому интеграл (7) по нашему замк
нутому контуру оказывается равным

(17.2.8)

(здесь опущены слагаемые, имеющие 
(по модулю) величину порядка |Az|2 
или еще меньшую), откуда в пределе 
при малом (по абсолютной величине) 
Az (причем независимо от «направле
ния» приращения Дг, т. е. от отноше
ния вещественной его части Ди к коэф
фициенту Ди при мнимой части) полу
чаем

(17.2.6)

т. е. он отнюдь не равен нулю. При 
этом значение (8) интеграла не зависит 
от радиуса р круга; более того, оно 
не зависит и от формы охватывающего 
точку 0 контура — тот же результат 
2%z мы получим и при интегрировании 
по любому другому замкнутому кон
туру, содержащему 0 внутри себя, 
скажем по границе квадрата с верши
нами +1+І (см. упр. 1).

Почему же основной результат о ра

Из (6) вытекает, что значение интеграла 
I (a, z) может отличаться от функции 
F (z) только на константу. Значение 
этой константы находим из условия 
I (a, z)=0 при z-а, откуда I (a, z) = 
—F (z)—F (а) в соответствии с (4). 
Но так как (ср. с. 427) и в комплексной

венстве нулю интеграла ф f (z) dz здесь
оказывается неверным? Дело в том, 
что в данном случае подынтегральная 
функция f(z)-—— внутри контура ин

■олаСТИ (z3)' = З)2, то і zV/z
— откуда и вытекает полученное выше 
значение интеграла (2).

Мы здесь изложили все эти сообра
жения столь бегло потому, что в этом 
пункте отсутствуют какие бы то ни было 
различия между (гладкими) функциями 
вещественной переменной и (аналити
ческими) функциями комплексной пере
менной — все результаты гл. 3 дословно 
переносятся на случай функций комп
лексной переменной.

Перейдем теперь к специфическим 
•свойствам интегралов от функций комп
лексной переменной, не имеющим ана
логов в вещественной области. Обра
тимся к интегралу

тегрирования имеет особенность: в точ
ке z=0 она обращается в бесконеч
ность. При этом как бы мы ни дро
били область внутри контура на отдель
ные малые подобласти, значение 
/ (z) = оо неминуемо попадает внутрь 
одной из областей — и оно даст свой 
вклад: шила в мешке и бесконечность 
внутри контура интегрирования не ута
ишь!

Рассмотрим подробнее наш интеграл 
(7). Этот интеграл, взятый по контуру, 
окружающему точку 0, равен 2rcz. 
Но и при интегрировании функции 
1 „—- по люоому другому пути мы не можем

игнорировать наличие у подынте
гральной функции особой точки.

Пусть

jydz (= Inz). (17.2.7) '=5 (17.2.9)

В качестве пути интегрирования в (7) 
выберем окружность фиксированного 
радиуса р с центром в точке z=0, 
т. е. положим z= ре‘®, где ^COnSt и 
0^®<22я; тогда dz — ipe'd® я~=іії® 
(равенство d (ettp) = ie',fd® вытекает из 
того, что по определению величины е*?  
при малом Дф имеем ei4‘? 1 -]~ г А<).

Интеграл (9), если взять кратчайший 
путь интегрирования А, ведущий из 
точки z=l в точку z—2 вдоль вещест
венной оси (рис. 3), равен In 2«03,69. 
Но из точки z=l в точку z=2 можно 
попасть и другим путем. Обойдем, на
пример, исходя из точки z=l, окруж
ность С радиуса 1 с центром в точке О 
и лишь , затем пройдем по отрезку А 
вещественной оси от точки 1 к точке 2.
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При этом мы получим другое значение 
интеграла (9):

J j 22.J2 =2ra + 1n2;:0O,69 + 
1 6' А
+ 0,28г.
Можно сделать не один, а п оборотов 
вдоль окружности С и лишь затем 
пройти отрезок А вещественной оси;

при этом значение интеграла (6) ока
жется равным

1 пС А А С

■—-111 2 —j—

где под пС мы понимаем контур, полу
чаемый при n-кратном обходе окружно
сти С в одном и том же направлении 
(против часовой стрелки). С другой 
стороны, ту же окружность С можно 
проходить и в обратном направлении — 
по часовой стрелке; если пройти этот 
путь т раз, то мы получим значение 
In 2—2m~i интеграла (6). При этом 
к значению In 2^0,06 интеграла (6)
приводят множество путей интегриро
вания, а именно все пути, не обходя
щие точку z=0, вроде изображенного

на рис. 3 пути Б; результат 1 = j у = 

= In 2 — 4эта‘ также дают многие (дру
гие) пути и т. д.

Итак, полный ответ:
2

1 = j = 1п 2 + г2кЛ,

где к = 0, +1, +2, ...
Можно сказать, что это и есть наиболее 
общее определение натурального лога
рифма 2, тогда как число 0,06 есть 
только одно из многих значений вели
чины In 2 — простейшее ее значение. 
В самом деле
g-----gln2+»2ltfc----- ------------------2,

Таким образом, мы выполнили обеща
ние, данное раньше, в § 14.3, по-новому 
объяснив причину неоднозначности ло
гарифма ю—lnz. Эта неоднозначность 
связана, с одной стороны, с перио
дичностью функции ■, т. е. с тем, что 
эта функция при обращается
в 1. С другой стороны, логарифм можно ■ 

Г dz определить как интеграл і —, — и при 
таком подходе неоднозначность лога
рифма связана с поведением функции — 
при z=0 и с возможностью обхода при 
интегрировании этой точки z=0, в ко
торой функция /(z) = — обращается 
в бесконечность (такая точка называется 
полюсом функции комплексной пере
менной). t

Заметим, что именно функция — дает 
при интегрировании по обходящему 
точку z=0 контуру отличный от нуля 
результат 2тта (а функция ■ , где с есть 
фиксированное, вообще говоря, комплек
сное число, дает при подобном интегриро
вании результат с - 2^i). Ясно, что инте
грал по любому замкнутому контуру от 
функции / (z)=a, где а — постоянное ■ 
число, или от функции / (z)=azn, где сте
пень п >0 (например, от функций 2z2 или 
— iz4), равен нулю — ведь эти функции 
вовсе не имеют никаких особенностей 
(полюсов). Но неожиданным образом. 
также и отрицательные сте
пени z, большие единицы по абсолют- 

„ 1 1 нои величине, такие, как . или 
тоже ничего не дают при интегрирова
нии по замкнутому контуру, охваты
вающему полюс функции — точку z=0, 
в которой функция обращается в беско
нечность: для таких функций / (z) мы. 
снова имеем </(z)dz = 0. В самом деле, 

С dzподставим в интеграл \ . значения z = 
= ре“р, dz = ipe'^dy, где р = const и 
0 2 + 2 мы получим

0
Так же просто доказывается равенство ■ 
^>^;=0, где целое число п )>1.

Итак, значение интеграла по замкну
тому контуру зависит не просто от того.. 
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обращается ли функция в бесконечность 
внутри этого контура, а именно от на
личия или отсутствия в выражении для 
функции / (г) (в разложении ее в ряд, 
распространенный как по положитель
ным, так и по отрицательным степеням 
г—а, где а — особая точка функции, 
в которой / (z)=co) члена, пропорцио
нального — 1 д, п от коэффициента при 
этом члене \ В соответствии с особой 
важностью коэффициента при (z—а)"1 
в разложении / (z) по степеням (z—а) 
этому коэффициенту дали специальное 
название — он называется вычетом 
функции / (z) в точке z=a. Ясно, что 
в точке аналитичности функции, в ко
торой она принимает конечное значе
ние и в окрестности которой разлагается 
в ряд Тейлора, вычет функции равен 
нулю; но также и функция f(z) = 

1 Мы не рассматриваем более сложные 
случаи, когда сама подынтегральная функция
является неоднозначной (наподобие, скажем, 
функции / (zz=ln z).

обращающаяся в пуле в бесконечность, 
имеет в этой точке вычет 0. В противо
положность этому функция

?(z) >4-1 (){- і} (z— t}

_ 1 1 J___ £_
2i z — і 2.І z —і (17.2.10)

имеет две особые точки: z=i и z=—і; 
при этом вычет функции в точке Z~i 

1 іравен— =—у, а вычет в точке z =
1

2= —і равен ■2. В самом деле,

ведь, скажем, разложение ПО
1 1
2i z 4- і

степеням z — і отрицательных степеней 
не имеет, так что «общий» коэффициент 

, Л-1 1при (z — і) 1 здесь равен у.
Интегралы от функций комплексной 

переменной имеют замечательные при
ложения к вычислению вещественных 
интегралов. Вот достаточно типичный 
(и достаточно важный) пример:

(17.2.11)7 = f
J 1-">

— СО
I есть интеграл от произведения 

быстро меняющейся функции cos ад 
(где мы будем полагать, что ш>1) 
на плавную функцию —Гра-

фик подынтегральной функции приведен 
на рис. 4, а, где пунктиром изображены 
графики функций и у2 —
__ 1

1 + ж2"
Согласно формулам Эйлера (14.3.4), 

cosoa: = Уеіад>У е~ішх. (17.2.12)

Подставив (12) в правую часть (11), 
мы разобьем I на два интеграла 7+ 
и 7_, где

СО
г 1 РЛ = -2 J T+^dz— (17.2.13)

Второй интеграл 7_ записывается ана
логично, только е'шг заменено на е_*шг. 
При этом (немую!) переменную интегри
рования в (11) мы обозначим теперь 
не через х, а через z, символизируя 
этим, что она может принимать и ком
плексные значения (это — центральный 
пункт всего рассуждения!).

Пусть і пробегает расположенную 
в верхней полуплоскости (я=ж+ 
+ » где у > 0) полуокружность у: 
- z -=7?, где 7? очень велико. Так как 

1 f (z) 1 = 2— 1 14-Z2 -="2 j ) 1 4- z2-j

и вдоль y
I gi‘“> |   J діиЩ+іу}

= 1 — 1 • 1 < 1
(ведь в верхней полуплоскости у > 0 
и е~тУ < 1), а
1 1 1 ~ I 1 1 11 1 4-z2 | ~ | z2 ~7Т- ’

то вдоль т модуль функции /(2)=2(Г+>) 
будет всюду весьма мал; поэтому мал 
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будет и распространенный по у инте*

2 Мы видим, что вдоль у можно считать, 
1

что | / (z) | <С (дт > отсюда и из вытекающего 
из самого смысла интеграла неравенства
1 j / (z) dz j < j | / (z) || dz | (ем. унр. 2) с уче

том того, что длина полуокружности 7 рас
тет как первая степень R, следует, что 
j / (z) dz с ростом R убывает, во всяком слу- 

т
1 

чае, не медленнее, чем величина -д.

грал2 j f (z)dz. А отсюда следует, что 
т

при большом R интеграл
1 (* gimZ (17.2.14)

г 
распространенный по замкнутому кон
туру Г, образованному отрезком —R 
^x^R оси х, где R очень велико, 
и расположенной в верхней полупло
скости полуокружностью Т (рис. 5), 
будет очень близок к интегралу I+, 
распространенному по вещественной 
оси. Но интеграл от аналитической 
функции / (z) по замкнутому контуру 
зависит, как мы знаем, лишь от особых 
точек функции / (z), расположенных 
внутри этого контура. А есть ли внутри

Рис. 17.2.5

нашего контура у функции / (г) = 
=-Г—5-=еішгф (z) особые точки?

1 -р 2* і 1 ' ’

Ясно, что и* “г внутри Г в бесконеч
ность не обращается и особых точек 
не имеет; функция tp(z)=pq7^T> как 
уже указывалось выше, имеет здесь 
единственную особую точку Z = і и вы
чет <р (z) в этой точке равен —у. От

сюда вытекает, что функция /(z) =
= ^а^^сЧ2) в своей особой точке z = i 
имеет вычет  В с* “’~ -ув_Ю. В силу 
общих свойств аналитических функций 
интеграл (14), распространенный по всему 

где о — малая 
в точке z = і;
равен

Sgiwz
1--------Z2 dz,

9
окружность с центром 
последний же интеграл

--- 4 ё~т2т = -2т ё~:".4 2
(17.2.15)

Это же значение имеет и интеграл (14), 
который, таким образом, оказывается 
не зависящим от величины R. Поэтому 
и интеграл (13) равен той же величине

Аналогично получается и значение 
7_=1/ат:е'ш для второго слагаемого ин
теграла Z; таким образом, окончательно 
Z = леЛ (17.2.16)

Получить формулу (16) без использо
вания функций комплексной перемен
ной трудно. Так же трудно получить 
результат (16) численным интегриро
ванием, ибо при о) 1 стоящее в пра
вой части (16) (или (15)) выражение 
очень мало. Отдельные положительные 
и отрицательные полуволны периоди
ческой функции COS ы не будут осо
бенно малы: их амплитуда, если гово
рить о волнах, отвечающих не слишком 
большим значениям х, имеет величину 
порядка 1, откуда вытекает, что вклад 
рассматриваемой полуволны в общее 
значение интеграла I имеет порядок 
величины + — (почему?). Между тем 

общее значение (15) интеграла I при 
со > 1 гораздо меньше, чем —. Сле-

СО

довательно, положительные и отрица
тельные полуволны с очень большой 
степенью точности взаимно компенси
руются, что связано с аналитичностью, 
т. е. с гладкостью, «функции амплитуд» 

__ 1
У1 14-х2*

Подобные (И) интегралы играют 
большую роль в теории колебаний и 
вообще в теоретической физике (ср. 
с интегралом в формуле (1.11а)). Мед
ленно меняющийся плавный импульс 
(форма которого задается функцией вре

мени / (i) = ! не возбуждает высо
кочастотную колебательную систему 
потому, что при больших частотах
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(ojs>l) интеграл
СО

— 00

При этом лишь теория функций ' ком
плексной переменной позволяет уста
новить, что этот интеграл с ростом 
частоты (о затухает экспоненциально.

Уупражнения
17.2.1. Докажите прямым вычислением , 

что ф — = где контур интегрирования К
к

совпадает с границей квадрата с вершинами 
в точках + 1 + і.

17.2.2. Докажите неравенство

< j l/(z)|[<7z|, где Л — любая 
л

А

дуга в ком

плексной плоскости.
00

17.2.3. Докажите, что j е~ — ‘ cos mdt =

—со

= т Jit е и>г". (Этот результат также физи
чески значим: так называемый гаусовый 
профиль медленного импульса (см.
рис. 4, 6) меньше всего возбуждает высоко
частотные колебательные системы, отвечаю
щие большим значениям и.)

§ 3. Аналитические фупкции комплекс
ной переменной и течение жидкости

В настоящем параграфе мы расстанемся 
с большой темой о комплексных числах 
и о функциях комплексной переменной. 
Можно лишь удивляться и восхищать
ся (мы об этом уже говорили выше) 
тем, что введение «мнимой единицьі» 
i=V—1 не только разрешило все- труд
ности, возникающие при решении всевоз
можных квадратных уравнений, но и 
придало стройность всей теории алге
браических уравнений, т. е. всей ал
гебре, а также теории функций и мате
матическому анализу. Естественно об
общаются на случай комплексной пере
менной все функции: не только много
члены и алгебраические функции (при
чем только здесь приобретает необхо
димую законченность и полноту вопрос 
о нулях многочленов и вопрос о степен
ных функциях с дробными показате
лями), но и экспонента, тригонометри
ческие функции, логарифмы. Отказы
ваясь от максимальной общности в опре
делении функции как соответствия двух 

рядов величин (но ведь и в области 
вещественного анализа эту общность 
никак не удается сохранить без по
терь!), мы обращаемся к понятию ана
литической функции. Путем та
кого самоограничения удается колос
сально повысить информативность тео
рии — на аналитические функции ком
плексной переменной полностью пере
носится весь аппарат высшей матема
тики (т. е. понятия производной, инте
грала, дифференциального уравнения, 
степенного ряда); для них можно так
же высказать много утверждений, не
справедливых, не имеющих места для 
функций вообще. В частности, выявля
ется определяющая роль точек (значе
ний переменных), в которых функция 
уходит в бесконечность, устанавлива
ется, что поведение функции в этих 
точках определяет широкий круг 
свойств функции, например позволяет 
без вычислений указать значения инте
гралов от функции по любым контурам.

Доказывается, что в принципе можно 
задать функцию комплексной перемен
ной на сколь угодно малом отрезке — 
и это ее полностью определит на всей 
плоскости, во всей области изменения 
переменной. Выясняется, что анали
тичность определяется не тем, есть ли 
простая удобная формула, выражаю
щая искомую функцию через перемен
ную z: аналитической функцией может 
быть, скажем, и интеграл, не 
берущийся в элементарных функциях 
^типа интеграла j e~^l2dz^ , и реше

ние дифференциального 
уравнения, даже если это урав
нение в традиционном смысле «нераз
решимо», т. е. не позволяет выписать 
зависимость неизвестной функции от 
аргумента в виде явной формулы, и 
зависимость, задаваемая в виде беско
нечного ряда. Важно лишь, 
чтобы значение w—f (z) функции зави
село именно от z=x-~iy, а не от х и у 
в отдельности, чтобы величина w не раз
рушала простую связь между X и у 
в их комбинации x-}-iy.

Функции комплексной переменной 
оказываются мощным рычагом для ре
шения математических, физических и 
технических задач. В этих задачах 
исходные данные, естественно, зада
ются с помощью вещественных величин. 
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Ответ тоже по смыслу задачи должен 
быть вещественным, ■— и если С. Мар
шака испугали «два землекопа и две 
трети», то мнимый землекоп — это, по
жалуй, еще ужаснее. И тем не менее 
часто оказывается полезным вводить на 
промежуточной стадии решения задачи, 
между ее формулировкой п нахождением 
ответа, комплексные величины, рас
сматривая (правда, только временно!)

именно «комплексного землекопа» вместо 
вещественного (ср. с § 1).

Так, например, мы видели (см. § 2),

что для Г COS шх 7 вычисления І ї——-ах
J 1 X1 2

1 См., например, элементарный учебник: 
Головина Л. И. Линейная алгебра и некото
рые ее приложения. 3-є изд. М.: Наука, 1979.

2 Мы здесь для простоты ограничиваемся 
так называемым стационарным течением жид
кости, при котором скорость не мешпется с те
чением времени и функции Vx (г, у) и Vy (х, у) 
от времени t не зависят.

3 Так как функции у и ф определяются 
лишь значениями (1), (1а) своих производных, 
то обе они имеют характер потенциалов, т. е. 
определены лишь с точностью до произволь
ных слагаемых Cj и С2, позволяющих про
извольно выбрать точку нулевых значений р 
и-ф; при этом физический смысл имеют лишь 
разности значений р (или ф) в двух 
точках, но нс сами эти значения. (Заметим 
еще, что поскольку величины vx и Vg, разу-

—со

(чисто

вещественный интеграл!) уместно запи
сать cos их как 1/2ewx-\-1/2e~,'"x, введя 
тем самым в задачу, казалось бы, со
вершенно неуместные здесь «мнимости». 
При этом если нам даже и неизвестны 
конкретные формулы, выражающие ка
кой-то закон природы, то часто одно 
предположение о существовании выра
жающей этот закон аналитической 
функции комплексной переменной (ка
кой угодно, хотя бы не выражающейся 
формулой) уже оказывается информа
тивным и плодотворным. Из самого 
факта существования такой функции 
сразу же возникают определенные со
отношения, порожденные аналитич
ностью этой (неизвестной нам!) функ
ции. Такой прием широко использу
ется на переднем крае современной 
теоретической физики; с ним связаны, 
в частности, так называемые диспер
сионные соотношения,- подробно гово
рить о которых здесь, к сожалению, 
неуместно. Самое большое чудо — это 
тот факт, что мнимая единица и ком
плексные величины необходимым обра
зом фигурируют в квантовой теории — 
в физической теории микромира. При 
этом место «мнимостей» в квантовой 
теории настолько значительно, что се
годня, подчас,— при изложении элемен
тарной аналитической геометрии буду

щим физикам и химикам считают нуж
ным чуть ли не с самого начала гово
рить о «комплексных» плоскости и про
странстве, где точки имеют комплекс
ные координаты, хотя наглядно пред
ставить себе такое пространство, по
нятно, невозможно \

Видимо, исторически первыми серьез
ными приложениями теории аналити
ческих функций комплексной перемен
ной, с которыми частично было свя
зано даже зарождение самой этой тео
рии (см. с. 432), явились приложения 
ее к гидро- и аэромеханике, к учению 
о движении жидкостей и газов. Пусть 
мы имеем плоское (плоскопараллельное) 
течение (несжимаемой) жидкости по
стоянной плотности, при котором вектор 
скорости v любой частицы жидкости 
в любой момент времени параллелен 
(горизонтальной) (х, у)-плоскости и 
весь _ столб жидкости, отвечающий дан
ным координатам х и'у и разным высо
там . z, движется одинаково; в таком 
случае мы можем забыть о (трехмерном) 
пространстве и ограничиться рассмо
трением движения в плоскости X, у. 
Пусть скорость v (вектор!) течения 
в точке М=М (х, у) имеет компоненты 
их и Vy (рис. 1); ясно, что vx=vx (х, у) и 

(х, у) зависят от точки М, т. е. 
являются функциями этой точки — 
функциями координат2 х и у.

Во многих случаях допустимым явля
ется предположение о существовании 
двух а таких функций точки ср (х, у) и 
ф(ж“у), что 3

д?(ж. у)
дх ’

,,  __ у)
- ду ’ (17.3.1)

дф(ж. у)
ду '

.. _У'((, у)
У дх * (17.3.1а)
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Функцию ср называют потенциалом ско
ростей, а движение жидкости, харак
теризующееся наличием потенциала 
скоростей, — попгенциалъным движе
нием. Можно сказать, что движение 
жидкости в окрестности данной точки 
М=М (х, у) тогда и только тогда по
тенциально, когда оно сводится к пере
носу массы жидкости в направлении v 
и (допустимой в силу текучести жид
кости) перестройке (деформации) ма
ленького ее объема, но не включает 
вращения всей жидкости вокруг М, 
представление о котором могут дать 
наблюдающиеся иногда на реках водо
вороты или маленькие «искусственные 
водовороты» (воронки), создаваемые 
веслами при гребле. В соответствии 
с этим потенциальное движение жид
кости называется также безвихревым, 
а (вообще говоря,- изолированные) точ
ки, в которых нарушается условие по
тенциальности движения, именуются 
вихревыми точками (или просто вих
рями). Разность
dvy дих
дх д< ’ (17.3.2)

равная нулю в случае потенциального 
движения жидкости (почему?) и, сле
довательно, отличная от нуля только 
в вихревых точках, характеризует ин
тенсивность вихря.

Функцию ф=ф (х, у) называют функ
цией тока жидкости. Можно доказать, 
что наличие в точке М (х, у) функции 
тока ф равносильно предположению 
о том, что в единицу времени внутрь 
любого маленького контура, окружаю
щего точку М, втекает ровно столько 
же (несжимаемой) жидкости, сколько 
и вытекает из этого контура. Таким 
образом, наличие функции тока ф в 
данной точке М—М (х, у) обеспечивает 
отсутствие в точке М источника или 
стока жидкости. При этом сумма

■ dvv 
дх ~ ду (17.3.2а)

(обязательно равная нулю в случае 
наличия в точке М=М (х, у) функции 
тока ф) характеризует интенсивность 
источника или стока, а знак этой сум
мы — характер «особой точки» М: если

меется, имеют размерности скорости (м/с), 
а координаты х и у — размерности длины (мі), 
то определяемые по (1) и (1а) функции у и ф 
имеют размерность м2/с.) 

сумма (2а) положительна, то в точке М 
мы имеем источник (в окружающий М 
контур втекает меньше жидкости, чем 
вытекает из него), а если она отрица
тельна — сток. (Знак разности (2) ха
рактеризует направление вращения жид
кости в вихревой точке.)

Нетрудно видеть (см. упр. 1), что 
линии ^=const представляют собой не 
что иное, как линии тока, по которым 
движутся частицы жидкости: вдоль ли
нии тока (характеризуемой тем, что ка
сательная к такой линии в каждой 
ее точке М имеет направление вектора 
скорости v) величина функции тока ф 
остается постоянной. Эквипотенциаль
ные линии, характеризуемые условием 
ср (х, y)=const, напротив, перпендику
лярны в каждой своей точке вектору 
скорости (см. упр. 2): это суть условные 
поверхности, через которые движется 
жидкость (причем в сторону убывания 
потенциала). (На рис. 1 эквипотен
циальные линии изображены пункти
ром.) Таким образом, сеть линий с>р= 
=const и ф=сопзї дает достаточно пол
ное представление о движении жид
кости в целом.

Предположим теперь, что в окрест
ности данной точки М (х, у) в жид
кости отсутствуют как вихревые точки, 
так и источники и стоки, другими 
словами, что здесь имеются обе функ
ции ср и ф. Очевидно, что из (1) и (1а) 
следует:

ду Рф _ ду   д’д
Vx дх <ду ’ ду дх ’

(17.3.3)

Но уравнения (3) близки по форме 
уравнениям Коши—Римана (15.2.6), 
связывающим вещественную часть и 
коэффициент при мнимой части анали
тической функции W=W (z) = ll (х, у) + 
—-iv (х, у) комплексной переменной 2= 
—x-j-iy. Таким образом, если отожде
ствить плоскость х, у с плоскостью 
комплексной переменной z=x—iy, то 
мы, естественно, придем к“г^н^с^л^и^тиче— 
ской функции
w = w (z) = ср "ф" іф (17.3.4)

переменной z, теснейшим образом свя
занной с течением жидкости.

Функция комплексной переменной 
(4) называется комплексным потенциа
лом течения жидкости. Комплексный 
потенциал полностью характеризует те
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чение, так что изучение всевозможных 
(плоских) течений сводится к изучению 
аналитических функций w (z). Произ
водная комплексного потенциала

(17.3.5)

(ср. (115.2.3)) также является аналитиче
ской функцией комплексной перемен
ной z. Эта функция называется ком
плексной скоростью течения. Послед
нее название подчеркивает связь ком
плексного числа v и вектора v; оче
видно,
1М = (-Ц) + (>,)’ = + Р*=|  V |2,
т. е. модуль (абсолютная величина) 
числа v равен численной величине ско
рости v, с другой стороны, Arg и ха
рактеризует направление вектора v 
(см. упр. 3). Течения, задаваемые ком
плексными потенциалами и
iw=—ф+ір, можно назвать сопряжен
ными', они характеризуются тем, что 
линии тока одного из них совпадают 
с эквипотенциальными линиями второго, 
и наоборот.

Весьма близко к намеченной схеме 
и использование аналитических функ
ций в теории электромагнитного поля і. 
Рассмотрим плоское электрическое по
ле, причем будем считать, что в рас
сматриваемой (плоской) области от
сутствуют свободные электрические за
ряды и переменные магнитные поля 
(в силу принципа индукции равносиль
ные наличию зарядов). Пусть Ф= 
=Ф (х, у) — потенциал электрического 
поля в точке М=М (х, у); тогда напря
женность поля в этой точке задается 
вектором напряженности Е=(/_г, Еу) 
с координатами

дФ р __ дФ
~дх ' ду ‘ (17.3.6)

Наряду с потенциалом Ф можно ввести 
в рассмотрение и функцию тока поля 
Ф=Ф (х, у) такую, что 5

дУ р __ дЧ? 
ду ’ * дх * (17.3.6а)

4 Точнее, здесь речь идет лишь об элек
тро- и магнитостатических явлениях, по
скольку в общих задачах электромагне
тизма не удается обойтись всего двумя коор
динатами л, у (вместо четырех: х, у, z и t, 
где 1 — это время).

6 Поскольку потенциал Ф (а значит, и 
функция тока Т) имеет размерность В, а ко-

При этом линии 4=const суть силовые 
линии нашего электрического поля, а 
линии Ф = const — его эквипотенциаль
ные линии. В силу (6) и (6а) функция 
Ж = Ф4-Ф (17.3.7)

является аналитической функцией ком
плексной переменной z=a-(-iy; она на
зывается комплексным потенциалом по
ля. Производную

(17.3.8)

комплексного потенциала можно на
звать комплексной напряженностью по
ля, поскольку это комплексное число 
очень близко к вектору напряженности 
Е; в частности, очевидно, | Е |= | Е |. 
Электрические поля с комплексными 
потенциалами Ж=ф-фф и iW=—Фф- 
-f-іФ иногда называют сопряженными', 
линии тока одного из них совпадают 
с эквипотенциальными линиями вто
рого, и наоборот.

Мы не остановимся здесь подробнее 
на дальнейших положениях математи
ческой теории течения жидкости и тео
рии электрического поля, имеющей де
ло с функциями двух переменных X 
и у и соответственно этому с дифферен
циальными уравнениями, в которых 
фигурируют частные производные этих 
функций, — с так называемыми диф
ференциальными уравнениями в частных 
производных (ср. с § 10.8). Укажем 
лишь, что теория аналитических функ
ций комплексной переменной играет 
в этих чисто прикладных вопросах 
очень большую роль.

Упражнения
17.3.1. Докажите, что: а) линия <p=const 

является линией тока жидкости; другими 
словами, касательная к этой линии в каждой 
ее точке М (х, у) имеет направление вектора 
v (х, у); б) если о .4 В — произвольная дуга 
(в плоскости течения жидкости) с концами 
Л=А (j, уд, В=В (#2, уд, то поток жид
кости через эту дугу в единицу времени равен 
разности ф (х2, уд~Ф (жі, Уі) (приращению 
функции тока вдоль дуги АВ).

ординаты х и у имеют размерность м (размер
ность длины), то ясно, что компоненты Ех 
и Еу вектора папряженпости электрического 
поля имеют размерность В/м (можно гово
рить, что В/м — размерность вектора Е).
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17.3.2. Докажите, что эквипотенциальные 
линии <=consl п линии тока ф-'-const вза
имно перпендикулярны в каждой точке по
тока жидкости (точнее, касательные в точке 
М (х, у) к проходящим через эту точку липин 
тока и эквипотенциальной липин взаимно 
перпендикулярны).

17.3.3. Пусть V=V (х, у) —такое ком
плексное число, что oV—v (ік OO— это 
вектор с началом О (0) и концом V, a v — 
вектор скорости в точке М (х, у)). Докажите, 
что точки V и V комплексной плоскости, где 
v — комплексная скорость течения, симмет
ричны относительно мнимой оси (и, следо
вательно, Arga=Tt—Arg У).

17.3.4. Опишите (плоское) движение (не
сжимаемой) жидкости, задаваемое следую
щими выражениями комплексного потенциала

a) w=az, где а — вещественное 
или чисто мнимое число; б) W=az‘2 (а — ве
щественное или чисто мнимое число); в) w— 

а= — (то же условия для а); г) w — Ill z и 

w = і In z.

§ 4. Применения дельта-функции

Если § 1—3 настоящей главы примы
кали к главам 14 и 15, т. е. в них мы 
имели дело с комплексными числами и 
аналитическими функциями комплекс
ной переменной, то настоящий пара
граф продолжает тему гл. 16, которую 
необходимо перед его чтением снова 
просмотреть. Укажем еще, что первый 
пример, с разбора которого мы начи
наем этот параграф, тесно связан с со
держанием § 9.12, а второй пример, 
касающийся уравнения Ныотона (1), 
продолжает изложенные в § 9.5 рас
суждения об импульсе силы и о движе
нии частицы под действием кратковре
менного импульса, например под влия
нием удара; поэтому целесообразно 
перед разбором _ этих примеров вспом
нить соответствующие места гл. 9.

Покажем прежде всего, как дельта
функция позволяет сократить и сделать 
более удобной запись условий во мно
гих задачах.

Рассмотрим стержень переменного се
чения, к которому прикреплено не
сколько отдельных точечных грузов 
т2 и т. д. (рис. 1). Пусть масса, при
ходящаяся на единицу длины стержня, 
выражается функцией а (х). Масса все- 

ъ
го стержня без грузов равна j afxfdx, 

а вместе с грузами она равна
ъ

М=. a(a:)d.z -[- 2 т>
v іа

где суммирование распространяется по 
всем приложенным к стержню грузам. 
Координата центра тяжести задается 
следующим выражением:

Момент инерции относительно начала 
координат будет таков:

і>
I — j -— (ж) dx 2

а
С помощью дельта-функции можно 

включить отдельные массы в обобщен
ную функцию плотности. Обозначим 
новую функцию т] (х). Она выражается 
формулой _
7] (ж) = а (ж) 4- 2 т,$ (х — х().

В самом деле, рассматривая общее 
распределение массы по стержню, мож
но сказать, что в тех точках, где на
ходятся грузы, плотность имеет беско
нечные подскоки. С помощью функции 
т) (х) все величины записываются еди
нообразно и более кратко:

b ь
М — j т] (ж) X = — j -- (ж) dx,

с а
b

I = j х27] (х) dx.
а

Понятие дельта-функции позволяет 
объединить непрерывно распределен
ные и точечные массы в одном общем 
выражении.

Другой пример применения дельта
функции относится к движению мате
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риальной точки. Основное уравнение 
Ньютона (второй закон Ньютона) имеет 
вид
^^ = 1) (17.4.* 1)

обычную функцию ф (х) заменить об
общенной, особенной функцией 8 (ж).

Если конкретная форма функции си
лы несущественна в задаче об ударе, 
это значит, что F (/) можно заменить 
на дельта-функцию, F (£) -> /8 (t— т), 
где т — момент удара, а / - —

импульс силы. Проведем формально по 
всем правилам интегрирование урав
нения движения под действием единич
ной дельта-силы. Пусть до удара ча
стица покоилась в начале координат: 
х = 0, v = — --0 при t =—со. Примем, 
что (разумеется, малосущественный) 
множитель I в выражении для «обоб
щенной силы» равен 1; тогда уравнение 
(1) примет вид

d-z de .. ,
" ... • (17.4.2)

Интегрируя (2) и учитывая, что — — 

dv и\--р', где и (I|— это скорость, получим
і

— со
(17.4.3) 

где функция 0 (х) выражается форму
лой (16.3.1) (см. ее график на 
рис. 16.3.1). Таким образом, скорость 
выражается ступенчатой функцией вре
мени (рпс. 2, а): о=0 при t <( т и

— при t > т.
т

(см. § 9.4). Вспомните изложенные в 
§ 9.5 соображения о том, что действие 
импульса силы не зависит от закона 
изменения силы, если только сила 
достаточно кратковременно. Эти сооб
ражения аналогичны рассуждениям 
§ 16.4 о том, что дельта-функцию можно 
построить из различных функ
ций ср (ж), и об условиях, когда можно

Рис. 17.4.2

Следующий шаг заключается в опре- 
гр decделении пути. Так как у = —- , то нам 

достаточно проинтегрировать обе части 
(3); мы получим

ж=
0 при (<Ч,

— ( — т) при t > т (17.4.4)

(почему?). График пути изображен на 
рис. 2, б.

Для графика пути х=х (() характе
рен излом в точке t= т. Здесь еще раз 
мы убеждаемся в том, что вторая про
изводная функции, имеющей излом, 
содержит дельта-функцию: функция 
х (1) имеет излом; согласно уравнению 
движения сила пропорциональна — ; 
выражение для х (t) в виде «функции 
с изломом» как раз и получено при 
силе, пропорциональной 8—(I—т), так 
что при наличии излома формула для 
d2x _содержит с-фупкцпю.

Теперь сделаем следующий шаг. За
дача о движении тела под действием 
заданной силы л и н е й н а. Это зна
чит, что если есть два решения х, (t) 
и х2 ((), отвечающие действиям двух 
разных сил Fx (I) и F2 (t), то сумма 
решений х (t)=xr (0+^2 (0 является 
решением, соответствующим действию 
суммы сил F (t)=d\ (t)FF2 (t). Это 
свойство (принцип суперпозиции) есть 
следствие того простого факта, что вто
рая производная суммы функций есть 
сумма вторых производных каждой 
функции:
d2x rf- (j ж т.) d-.r.t . d-x-

dt2 ~ dt2 ~ dt2 dt2 ‘

TT dX] Г j (C)Принимая во внимание, что1 dt m ’
d2z2 F< (t)
-гтг— , получимd- m ’ "J

dl'1 in ' m m *

что и требовалось — сумма решений 
Xt~-X2 описывает движение - под дей
ствием суммы сил.

Нужно сделать только одну оговор
ку: решение уравнения движения зави
сит не только от закона изменения си
лы, но п от начальных условий, т. е. 
от начального положения и начальной 
скорости рассматриваемой массы. Если 
мы выберем эти условия Так, что =0,
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= 0 при t — — со, а также я2 = О, 
dx*  п ,— 0 при t = — со, то и сумма реше
ний х будет удовлетворять тому же 
условию: х = 0, = 0 при t = —оо.

Теперь объединим соображения ли
нейности и известное решение для дель
та-функции, с тем чтобы получить об
щее решение уравнения для силы, 
произвольно зависящей от вре
мени. Разобьем график силы F (І) на 
полоски шириной Дт (рис. 3). Что со
бой представляет отдельная полоска, 
расположенная между значениями т и 
t-Г Д т времени і? Мы изменим здесь 
обозначения, чтобы оставить букву t 
для «текущего» времени, меняющегося 
от —со до о», тогда как т относится 
к данной избранной полоске. Итак, 
высота полоски F (т), ширина Дт; по
этому площадь (т. е. импульс силы) 
равна F (т) Дт. Так как полоска отве
чает значению t= т, то, очевидно, ее 
можно заменить дельта-функцией с 
коэффициентом, равным импульсу: 
F (-) Дт8 (t—т). Решение уравнения 
движения для дельта-функции мы уже 
знаем. Обозначим его х± (t, т). Решение 
как функция времени t зависит от мо
мента приложения силы т. Напомина
ем, что

при t <Г т, 
при t Т> т. (17.4.4а)

О
t — т

т
*1 (С =

Одна из полосок, на которые разложена 
сила, простирающаяся от т до тф-Дт, 
представляет собой функцию 8 (t—т), 
взятую с коэффициентом F (t) Дт. Бла
годаря линейности уравнения решение 
для силы в виде такой полоски по
лучится умножением Xt на тот же коэф
фициент: / (т) Дт-ж.(£, т). Это есть
решение, относящееся к действию од
ной полоски.

Теперь используем линейность и вы
пишем решение для функции F (t) 
которую мы рассматриваем как сумму 
полосок. Ясно, что суммирование здесь 
следует заменить интегрированием. 
Итак,

x(t) = j xr(t, i)Fp)dx, (17.4.5)
—co

На первый взгляд написанная формула 
имеет странный вид: координата х в мо

мент t выражена интегралом по т от 
— со до со, т. е. в выражение входит 
сила во в с е моменты времени. Между 
тем ясно, что вид силы после момента t 
не влияет на предыдущее движение. 
Однако в выражении (5) для х (t) нет 
никакой ошибки. Свойства функции 
Xr (t, t) обеспечивают разумные свой
ства решения. В самом деле, Xt (t, т)=0 
при t < т. Следовательно, при инте
грировании по т в действительности 
не нужно брать ■ > t, так как там 
тождественно равна нулю подын
тегральная функция за счет обращения

в нуль множителя хх (t, ■). Вспоминая 
формулу (4а) для хг (t, г), получим

t
:,'<Ч J (t — t)F))dx. (17.4.5a)

— co

Такой способ получения решения 
имеет очень большое общее значение. 
Вывод: если для линейной системы из
вестно решение, относящееся ■ к воз
действию дельта-функции, то решение, 
относящееся к воздействию произволь
ной функции (F (і) в нашем примере), 
получается простым суммированием 
(точнее, интегрированием).

Идеи линейности и сложения (супер
позиции) решений относятся не только 
к таким простым задачам,- как движе
ние точки; эти идеи справедливы для 
огромных областей математики, фи
зики, естествознания. Бывает. и так, 
что система сложна и решить ' уравне
ния нельзя даже для самого простого 
воздействия дельта-функцией. , Решение, 
соответствующее дельта-функции, иног
да можно получить опытным ■ путем. 
В других случаях такое решение ' можно 
получить из физических соображений 
(см. упр. 1). Дальше вступают в силу 
соображения линейности — и мы по
лучаем ответ для любой воздей
ствующей функции. Решение, соответ
ствующее дельта-функции (т. е. x^t, т) 
в примере выше), столь важно, что оно 
имеет специальное название — функ
ция Грина. Забавно то, что янг- 
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лийский математик Грин \ именем ко
торого названа функция, жил в XIX в. 
и, естественно, не знал о дельта-функ
ции. Но только введение дельта-функ

а

С 2

Рис. 17.4.4 

ции позволило ясно и кратко объяснить 
суть функции Грина.

Таких примеров в математике нема
ло: ведь и до изобретения производных 
и интегралов было известно много ре
зультатов, относящихся к касатель-

1 Автор замечательных работ по матема
тике и математической физике Джордж 
Грин (1793—1841) происходил из очень 
бедной семьи; оп не получил никакого обра- 
.зов-ния и сравнительно поздно самостоя
тельно познакомился с математикой и физи
кой. Впрочем, в копце жизни, главным обра
зом благодаря поддержке влпятелыюго 
У. Томпсона (лорда Кельвина), Грин был 
приглашен профессором математики в Кем
бриджский университет. 

ным, площадям и объемам. Движение- 
науки заключается не только в завое
вании новых высот, новых результатов, 
но и в популяризации и упрощении 
выводов, полученных ранее. Задачей 
книги, чтение которой Вы сейчас закан
чиваете, как раз и было облегчение по
нимания классического наследия — ос
нов высшей математики.

Упражнения
17.4.1. Рассмотрим струпу, натянутую си

лой к, с концами, закрепленпыми в точках 
х=0, х=1. Считая отклонение малым, опре
делите по закопу параллелограмма сил форму 
струны при действии единичной нагрузки 
в точке х=ху (рис. 4, а). Получите формулу 
отклонения струны под действием силы, рас
пределенной по ее длине по произвольному 
закону f (х) (рпс. 4, б).

17.4.2. Найдите движение маятника под 
действием силы, выражающейся дельта-функ-

а-х
цией, т. е. решите уравнение т —кх~

+ о> (< — т) при начальных условиях: х — О, 
dx
dj- — 0 при L = — оо . С помощью этого решения 
найдите движение маятника под действием 
силы, зависящей от времени по и р о и з- 
вольному закону.



 
 

 
 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. ЧТО ЖЕ ДАЛЬШЕ?

Высшая математика, а точнее, матема
тический анализ, или дифференциаль
ное и интегральное исчисление, дает 
возможность решить многие задачи, не 
поддающиеся решению методами эле
ментарной математики: арифметики, ал
гебры, геометрии. Огромное значение 
имеет формирование новых понятий, 
таких, как мгновенная скорость, уско
рение, импульс силы; эти понятия (и 
многие другие, из других областей зна
ния) определяются точно только на 
языке производных и интегралов.

То, что Вы узнали из настоящей 
книги, — это только малая часть всей 
математической науки, малая часть из 
тех разделов математики, которые при
меняются в технике, физике, естество
знании. В предисловии мы говорили 
о том, что культурный человек незави
симо от специальности должен иметь 
общие представления о математике. 
Первые три части нашей книги дают 
именно такие общие сведения. Но если 
Вы будете специализироваться в тех
нике, химии и особенно в физике, то 
этих общих сведений будет Вам недо
статочно. Здесь мы хотим коротко оха
рактеризовать те области физики и свя
занные с ними разделы математики, ко
торые Вам предстоит изучать в даль
нейшем. Необходимо, однако, предва
рительно предупредить о следующем.

Части 1—3 книги были написаны 
как учебник, так что, приложив до
статочно внимания и труда, можно было 
полностью, во всех деталях понять на
писанное. Имейте в виду, что ниже, 
рассказывая о трудных вопросах, мы 
вынуждены будем отступить от стиля 
учебника. На , небольшом числе стра
ниц нельзя, разумеется, изложить со
держание сложных математических тео
рий; можно только попытаться дать 
общее представление о них, с тем чтобы 
заинтересовать читателя. Некоторые из 
названных в списке литературы книг 
помогут Вам расширить представление 
о математике и математической физике.

Попробуем охарактеризовать вкрат
це то общее, что объединяло все задачи, 
которыми мы занимались выше. Это 
были задачи о движении одной частицы 

в механике или о токе в цепи. Мы име
ли дело с функциями одной пере
менной — времени; число рассматри
ваемых функций могло равняться еди
нице (сила тока как функция времени) 
или двум (скажем, положение тела 
х (Ї) и скорость v (t)).

Напрашивается естественное чисто 
количественное обобщение: дальше мож
но рассмотреть задачи о движении двух, 
трех тел и т. д. За этим «и т. д.» в да
лекой перспективе видна и задача о дви
жении газа или жидкости, о движении 
молекул газа. Но ведь 1 г водорода — 
это примерно 3Н023 молекул, т. е. 
3.1023 отдельных тел. Ясно, что на
дежды обойтись здесь старыми мето
дами не остается — тут необходимы ка
кие—то совершенно новые подходы. Ведь 
не только решить эти 3‘1023 уравнений 
нельзя, но и просто выписать их все 
не хватит ни времени, ни бумаги. Да 
мы и не можем выписать все эти урав
нения: ведь ни точное число молекул, 
ни их начальное расположение, опре
деляющее начальные условия рассма
триваемых уравнений, никогда не бу
дут нам известны.

1 Собственно, само введение плотности 
в точке р (х, у, z) требует операции, подобной 
дифференцированию. Эта величина опреде
ляется как предел средней плотности 
в малом объеме (частное массы газа и объема) 
при стремлении рассматриваемого объема 
к нулю. Изменения плотности, зависящие от 
того, что одна или несколько молекул слу
чайно войдут в какой—то объем или вылетят 
из него, нас не интересуют.

Здесь помогают новые науки, воз
никшие гораздо позже дифференциаль
ного и интегрального исчисления (по 
существу — лишь в XIX в.), — гидро
динамика и газодинамика (аэродина
мика). Эти науки существенно отлича
ются от механики точки и постановкой 
задач, и способами их решения (ср. 
§ 9.14, 9.15 и 17.3). Мы совсем и не ин
тересуемся точным числом молекул га
за, заключенным в том или ином фикси
рованном его объеме. Вместо этого в 
рассмотрение вводится плотность 
распределения газа в пространстве 
р (х, у, z) (т. е. масса газа, приходящая
ся на единицу объема х), давление 
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газа р (х, у, z), скорость газа в 
различных точках пространства. Надо 
добавить, что все эти величины зави
сят и от времени t, так что уместно 
например, писать р=р (х, у, z, t).

Таким образом, от задачи о несколь
ких функциях одной переменной 
мы переходим к задаче о нескольких 
функциях нескольких независи
мых переменных.

Соответственно при составлении урав
нений, описывающих движение газа и 
другие его характеристики, появляются 
частные производные по времени по про
странственным координатам, например 
др др др др 
tt и Гу ’ Zz' где’ скажем

— = lim р —’■ у + Ау’ г> ■) ~ ? —■■ у. -■ ' 
ду ду-»о Ьу '

Важнейший раздел математической 
физики составляет именно исследова
ние уравнений в частных производных, 
о которых мы лишь весьма бегло упо
мянули в § 10.8. Уравнения в частных 
производных описывают движение жид
костей, газов и твердых тел, распро
странение тепла в этих средах, явления 
диффузии атомов и молекул. При этом 
значение уравнений в частных произ
водных для физики настолько велико, 
что эти уравнения зачастую называют 
уравнениями математической физики.

Заметим еще, что скорость газа 
v=v (х, у, z) (или v (х, у, z, t)) есть 
векторная величина, т. е. в каж
дой точке заданы значение и направле
ние скорости. Иными словами, можно 
сказать, что заданы три составляющие 
Vx, vv, vz вектора v, зависящие от точки 
в пространстве и от времени; это об
стоятельство приносит новые усложне
ния (или упрощения) в стоящие в гпдро- 
и аэромеханике задачи, которых мы здесь 
не коснемся.

В перечисленных выше теориях хотя 
бы в принципе можно было бы по-преж
нему рассматривать отдельные части
цы и набор большого числа «обыкновен
ных» функций, т. е. функций одной 
переменной — времени. Но существу
ют физические теории, где такой подход 
никак невозможен. К их числу прежде 
всего принадлежит теория электромаг
нетизма.

Пусть рассматриваются два покоя
щихся точечных заряда. Сила, дей
ствующая между ними, зависит от их 

положения (от расстояния г между ни
ми); казалось бы, это задача о шести 
функциях (координатах хх, у±, z± пер
вого заряда и координатах х2, у2, z2 
второго заряда), зависящих от одной 
переменной — времени. Движение за
рядов в первом приближении мало ме
няет дело: надо только учитывать, что 
возникает еще магнитное взаимодей
ствие между зарядами, зависящее от 
их скоростей.

Важнейший факт, требующий прин
ципиально нового подхода, заключа
ется в том, что существует запаз
дывание взаимодействия, переда
ча взаимодействия со скоростью света. 
Действие одного заряда на другой в— 
момент і зависит от положения (и ско
рости) первого заряда в некий пре
дыдущий момент времени t— т, от
стоящий от рассматриваемого момента t 
на конечное время запаздывания т= 
=-у, где с — скорость света. Что же ■ 
происходит в течение этого промежутка 
времени?

В пространстве между зарядами, в— 
пустоте, существуют электрическое и 
магнитное поля. В каждой точке про
странства имеются два вектора Е и Н. 
Величина и направление этих векторов ■ 
зависят от наличия зарядов и от их 
движения. Малые «пробные» заряды, 
помещенные в ту или иную точку про
странства, дают возможность измерить 
поля Е и Н в данной точке. Но теория— 
электромагнетизма этим не исчерпыва
ется! В пустом пространстве, в кото
ром нет никаких зарядов, электриче
ское и магнитное поля действуют друг 
на друга: изменение (в зависимости 
от времени) одного поля связано урав
нениями Максвелла с производными 
другого поля по координатам. Произ
водная магнитного поля по времени 
создает кольцевое электрическое поле, 
производная электрического поля игра
ет ту же роль, что и электрический ток, 
и создает магнитное поле. Получается 
стройная картина: заряды создают по
ля в той точке, где они находятся, а 
взаимодействие полей между собой пе
реносит информацию о расположении - 
li движении зарядов по всему простран
ству.

Решающую роль в развитии теории 
имеет рассмотрение двух векторов Е и 
Н или, другими словами, шести вели
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чин Ех, Еу, Ег, Нх, Ну, Нг как функ
ций четырех величин: трех координат 
х, у, z и времени t. Но задание таких 
функций в определенный момент вре
мени — это задание бесчисленного ко
личества их значений во всех точках 
пространства. Теория труднее, но и 
богаче результатами по сравнению с 
теорией движения одной или несколь
ких частиц.

Математическая теория электромаг
нитного поля — это теория уравнений 
в частных производных, похожая на 
теорию упругости, акустику или газо
динамику. Разница лишь в том, что 
в последнем случае уравнения получа
ются путем идеализации: о плотности 
газа мы говорим, отвлекаясь от отдель
ных молекул, — и только в этом при
ближенном смысле газ можно рассма
тривать как непрерывную среду, ха
рактеризуемую непрерывной функцией 
р (х, у, z, t) (плотностью газа). Электри
ческое (точнее, электромагнитное) поле 
фактически является непрерывной 
функцией пространственных перемен
ных и времени.

Гидродинамика, начала которой были 
заложены еще в XVIII в. Д. Бернулли, 
Д’Аламбером и Эйлером, подготовила 
математический аппарат для теории 
электромагнетизма (разработанной во 
второй половине ХІХ в. Джеймсом 
Клерком Максвеллом (1831— 
1879)). Не удивительно поэтому, что 
вначале пытались перенести в электро
магнитную теорию идеи механики — 
думали, что есть особое вещество, эфир, 
заполняющий всю среду, и что движе
ние этого вещества ответственно за элек
трические и магнитные явления. Мы 
знаем, что математическая аналогия 
между гидродинамикой и электромаг
нетизмом, близость соответствующих 
уравнений остались, а физический 
смысл электромагнитной теории ока
зался другим, не сводящимся к меха
нике, — после длительных и напряжен
ных дискуссий ученым пришлось пол
ностью отказаться от представлений 
об эфире.

Говоря о математической теории, обя
зательно нужно сказать не только о по
становке задачи и исходных уравне
ниях, но и о характере результатов.

Для уравнений в частных производ
ных можно выделить два типа решений. 
Один тип, характерный для явлений, 

развивающихся в ограничен
ном объеме, — это собственные коле
бания с определенными частотами. Тело 
данной формы имеет некий набор ча
стот.

Вспомните маятник: у него есть опре
деленная частота колебаний. При воз
действии (периодической) внешней си
лы F на маятник, когда частота F 
близка к (собственной) частоте коле
баний маятника, возникает характерное . 
явление резонанса. Все эти фи
зические выводы полностью соответ
ствуют теории обыкновенных диффе
ренциальных уравнений: = —кх-\-
+А (t). В теории уравнений в частных 
производных оказывается, что тело име
ет много частот и ведет себя как 
набор, как совокупность многих маят
ников с разными частотами, имеет мно
го резонансов 2. Если у Вас дома есть 
рояль или пианино — проверьте ска
занное. Медленно, беззвучно опустите 
клавишу, чтобы только освободить стру
ну, не ударяя ее молоточком. Теперь 
резко ударьте по другой клавише — 
и слушайте, как откликается свободная 
струна. . .

2 Если Вы хотите понять сказанное глубже,, 
просмотрите снова § 10.8.

Для вещества или поля, заполняю
щего все пространство, характерен 
другой тип решения уравнений в част
ных производных — распространение 
волн. В частности, такими волнами в 
электромагнитной теории являются ра
дио и свет, в упругих средах — звук. 
Замечательна способность волн пере
носить информацию: давление или элек
трическое поле в одной точке (вблизи 
приемника) как функция времени ока
зывается подобным зависимости от вре
мени той же величины вблизи источ
ника-передатчика .

Можно построить решения уравне
ний, описывающие направленный луч 
прожектора или лазера. Бросается в 
глаза сходство между лучом прожек
тора и струей из брандспойта. Знание 
свойств решений задач разных типов 
и аналогии между явлениями, описы
ваемыми однотипными уравнениями, 
имели и имеют важнейшее значение для 
развития физики.

Метод математического моделирова
ния состоит в отыскании математиче- 
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ской схемы, настолько близкой к рас
сматриваемому явлению, что изучение 
явления можно заменить рассмотре
нием этой схемы. Такой математической 
схемой может быть обыкновенное диф
ференциальное уравнение или система 
таких уравнений. Иногда это — диф
ференциальное уравнение в частных 
производных с теми или иными началь
ными и граничными условиями (ср. 
§ 10.8). В иных, более сложных мате
матических конструкциях приходится 
иметь дело с понятием вероятности, 
о котором мы еще скажем ниже. Суще
ственно, чтобы модель достаточно точно 
описывала данное явление реальной 
жирілі 3. Если мы придем при этом 
к уже изученной ранее математической 
схеме, то можем сразу же перенести 
все относящиеся к ней результаты на 
новый случай. Так, например, из того, 
что механические (см. гл. 10) и элек
трические колебания (гл. 13) описыва
ются однотипными дифференциальными 
уравнениями, вытекает наличие в теории 
электрических цепей ряда характерных 
для механических колебаний фактов, 
например явления резонанса.

Сила математики в значительной сте
пени связана с повторяемостью одних 
и тех же математических схем, прило
жимых к большому числу разнородных 
явлений: математика представляет со
бой, так сказать, достаточно ограничен
ный набор «ключей», каждый из кото
рых неожиданным образом отпирает 
множество, казалось бы, вовсе не по
хожих друг на друга дверей (ср., на
пример, § 2.1, 2.2 и 2.5). Это обстоя
тельство связано с тем, что природа 
устроена просто, без специальных ухищ
рений, — а простых математических 
конструкций существует не так уж' 
много. Огромная общность математи
ческих методов давно уже вызывает 
благодарное изумление естествоиспы
тателей 3 4.

3 Слова «достаточно точно» в последней 
фразе подчеркивают неизбежность идеализа
ции (т. е. огрубления рассматриваемого явле
ния, отбрасывания второстепенных и в данный 
момент не интересующих нас деталей), с ко
торой мы всегда встречаемся при переходе от 
физической реальности к описывающей ее 
математической схеме.

4 См., например, статьи известных физи
ков, лауреатов Нобелевской премии: Виг
нер Е. Непостижимая эффективность матема
тики в естественных науках. — В кн.: Этюды

Спектры атомов долго составляли за
гадку для физиков: загадкой был преж
де всего сам факт, что один и тот же 
атом испускает или резонансно погло
щает колебания нескольких различных, 
но вполне определенных частот. Сход
ство с колебаниями упругих тел позво
лило подойти к формулировке уравне
ний квантовой механики. Сходство меж
ду потоком частиц и реше
ниями уравнений, характерных для 
волновых явлений, также нашло 
свое применение в квантовой механике, 
породив своеобразный корпускулярно
волновой дуализм. Так, свет можно 
рассматривать как волну (точка зрения 
X. Гюйгенса) и одновременно как по
ток частиц (или корпускул) света — 
фотонов (концепция И. Ньютона, 
ср. § 12.6 и след.). До начала нашего 
века казалось, что эти два подхода 
противоречат один другому и что нуж
но выбрать какой—го один из них. Совре
менная квантовая механика показывает, 
как и в каком смысле верны (и допол
няют одна другую) обе точки зрения.

Выше мы привели несколько приме
ров, относящихся к теории уравнений 
того или иного типа.

Иной пример доставляют нам ком
плексные числа и функ
ции комплексной пере
менной (см. гл. 14, 15 и 17). Перво
начально возникшие из задач решения 
алгебраических уравнений, комплекс
ные числа долго вызывали большое 
недоверие. Однако прогресс гидро— и 
аэромеханики оказался тесно связанным 
с этими необычными «числами». При 
этом теория функций комплексной пере
менной была создана О. Коши и 
Б. Риманом и далее развита Карлом 
Вейерштрассом (1815—1897) 
как раз тогда, когда этот аппарат стал 
необходим для дальнейшего развития 
науки и техники. Создание воздухопла
вания в начале нашего века существенно 
опиралось на расчет потоков жидкости 
или газа методами «комплексного ана
лиза». Пионером этого направления 
явился замечательный русский механик 
Николай Егорович Жуковский 
(1847-1921). '

о симметрии. М.: Мир, 1970, с. 182—197; 
Янг Ч. Эйнштейн и физика второй поло
вины XX века. — Успехи фпз. наук, 1980, 
т. 132, вып. 1, с. 169—175.
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Другой замечательный пример раз
вития математики дает геометрия.

Весь повседневный опыт учит нас, 
что в пространстве удобно ввести три 
координаты х, у, z. Кажется, что даль
нейшие хитросплетения не нужны, они 
«от лукавого». Между тем можно ведь 
и иначе ввести координаты £, т], С, так, 
чтобы условие 5 = const соответствовало 
какой-то кривой поверхи о
с т п. Так, можно, например, ввести 
в пространстве три координаты р, ср 
и Я, где р=ОМ — расстояние перемен
ной точки М от начала координат О, 
а ср и Я — географические координаты 
(долгота и широта) на сфере р= 
= const. (При этом поверхности ср = 
= const являются полуплоско
стями, а поверхности & = const — 
конусами (почему?).) Но можно вво
дить координаты и бесчисленными дру
гими методами.

Итак, можно ввести криволинейные 
координаты £, т], С и затем с трудом 
и мучениями научиться вычислять рас
стояния между точками и другие вели
чины с помощью новых координат.

На первый взгляд — это скучное, 
малополезное занятие. Нужно обла
дать очень специфическим складом ума, 
чтобы увидеть красоту в преодолении 
трудностей и развивать громоздкую тео
рию, использующую любые, самые об
щие координаты 5.

6 Здесь снова можно удивляться тому,
как уместно появились у математиков (в тру
дах Николая Ивановича Лобачевского 
из Казани (1792—1856), венгра Яноша
Б о и а п (1802—1860), К. Ф. Гаусса, не
сколько позднее — Б. Римана, еще позднее — 
немца Феликса Клейна (1849—1925) и 
француза Анри Пуанкаре (1854—1912)) 
необходимые для прогресса физики неевкли
довы пространства!

Разработка теории криволинейных 
координат в евклидовом пространстве 
кажется чисто методическим достиже
нием. Однако при этом обобщенные ко
ординаты В, т(, С одинаково удобны 
(или одинаково неудобны) как для 
описания обычного пространства, в ко
тором верна геометрия Евклида, так и 
для описания «искривленного» прост
ранства. Прямоугольные координаты х, 
у, z очень удобны для обычного про
странства, но абсолютно непригодны 
для описания кривого пространства:

6 Именно таким умом обладал великий 
Гаусс, разработавший «геометрию в криво
линейных координатах»: с глубоким понима
нием прикладного значения математики (так, 
к криволинейным координатам Гаусс пришел 
от своих занятий геодезией) он соединял не
истребимое любопытство к тайнам матема
тического мира, побуждавшее его отдавать 
многие часы и дни трудоемким вычислениям 
в надежде проникнуть в эти тайны (скажем, 
переводу простых дробей в десятичные с сот
нями цифр в периоде дроби). 

эти координаты не дают даже намека 
на саму возможность существования; 
каких-то других пространств.

Переход к криволинейным коорди
натам, казавшийся ненужным ослож
нением, подготавливает нас к выходу 
в область изучения таких пространств, 
о самом существовании которых мы 
ранее не подозревали. Потом оказыва
ется, что сила всемирного тяготения 
связана с тем, что пространство немно
го искривлено. Впрочем, здесь слово 
«немного» относится к условиям на 
Земле, в солнечной системе. В явле
ниях большого масштаба (катастрофи
ческих взрывах звезд, в эволюции Все
ленной) искривленность пространства 
может ощущаться очень сильно — и 
здесь уже неизбежен переход от обыч
ной евклидовой геометрии к неевклидо
вой. Поэтически можно сказать, что 
создание неевклидовой геометрии — 
чисто математическое достижение 6 * 8 — 
было той вспышкой молнии, за которой 
последовал громовой удар — создание 
общей теории относительности, т. е. 
геометрической теории тяготения. А в 
настоящее время в физику бурно втор
гаются и совсем новые разделы геоміе- 
трии, на первый взгляд кажущиеся еще 
более далекими от всякой реальности.

Еще в XVIII в. Д’Аламбер в статье 
«Размерность» (в прославленной «Эн
циклопедии» Дидро и Д’Аламбера) об
ращал внимание на то, что наш мир, 
по существу, является четырехмерным: 
наряду с тремя пространственными ко
ординатами х, у, z точки для различе
ния происходящих в мире событий 
важно знать еще и время t. При этом 
связь между координатами х, у, z, t 
четырехмерного физического «мира со
бытий» впоследствии оказалась более 
сложпой, чем первоначально представ
ляли себе Ньютон и Д’Аламбер, в част
ности такой, что в этом «мире» нельзя 
однозначно различать пространствен
ные координаты х, у, z и временную 
координату t (в этом заключается сущ

50*



 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

468 Заключение. Что же дальше?

ность частной теории относительности 
Эйнштейна). Позже в теоретическую 
физику (по существу, начиная с тру
дов Лагранжа, младшего современни
ка Д’Аламбера) вошли многомерные 
пространства, например так называе
мое фазовое пространство: для про
стейшего случая движущейся в про
странстве точки фазовое пространство 
будет шест и мерным с коорди
натами х, у, z, х’, у', z' (ж' = у' =
= dy
~ dt ’

, dzZ — — —это проекции скорости
точки 7). И сейчас в теоретической фи
зике нам сплошь и рядом приходится 
иметь дело с многомерным миром, кото
рый и вообразить себе невозможно, 
или даже — страшно сказать — с «бес
конечномерным» миром, каждая точка 
которого задается указанием бесконеч
ного множества ее координат (чисел — 
и еще хорошо, если мы числа считаем 
вещественными, а не комплексными). 
В частности, с такими «бесконечномер
ными пространствами» мы встречаемся 
в квантовой механике — и весьма удач
но, что теория бесконечномерных про
странств была подготовлена знамени
тым математиком Д. Гильбер
том (1862—1943), к радости физиков, 
очень своевременно: совсем незадолго 
до создания квантовой механики.

В последние годы неожиданные при
ложения в физике нашла и идущая 
от А. Пуанкаре топология — один из 
новых и притом весьма абстрактных 
разделов геометрии. Топология имеет 
дело исключительно с самыми «грубы
ми» свойствами фигур. Так, например, 
шар и куб в топологии ничем не раз
личаются, а баранка (тор) отлична от 
них, поскольку в баранке есть дыра. 
Однако эти «грубые» геометрические 
свойства топология анализирует весь

ма тщательно и глубоко — и этот не
тривиальный анализ вдруг тоже заин
тересовал физиков 7 8. И никто не может 
сказать, какие еще новые подходы 
к пространству возьмут на вооружение 
физики будущих времен 9.

7 Изображение физического процесса в фа
зовом пространстве рассматриваемой (меха
нической) системы носит назвапие «фазового 
портрета» процесса. Так, фазовый портрет 
равномерного -; движения z=a-+& точки на 
прямой — ooTz — представляет собой пря
мую z' = а в фазовой плоскости (z, z') дви-

- ( , dz Ажущеися ТОЧКИ I Z — = — скорость точки I .
Фазовый портрет гармонического колебания, 
характеризующегося постоянством (полной) 

кх2 т (х')2
энергии Е = ~2~+ —g—, описывает точка 
в фазовой плоскости (х, х'), движущаяся по 
эллипсу Е = const.

8 Хочется указать читателю на превосход
ный (по отнюдь не легкий!) учебник: Дубро
вин Б. А., Новиков С. П., Фоменко А. Т. 
Современная геометрия (М.: Наука, 1979), 
в значительной степени ориентированный 
именно на физиков-теоретиков.

Общий вопрос о взаимоотношении фи
зики и математики с позиций сегодняшнего 
дня рассматривается в увлекательной, но не 
простой брошюре: Манин 10. И. Математика 
п физика. М.: Знание, 1979. Этому же вопросу 
посвящены п названные в сноске 4 статьи 
Е. Впгпера и Ч. Янга.

ю См., например, брошюру В. И. Арнольда 
«Теория катастроф» (М.: Знание, 1981) или 
обстоятельную (и богатую выразительными 
примерами) книгу Т. Постона и И. Стюарта 
«Теория катастроф и ее приложения» (М.: Мир, 
1980).

На скрещении (многомерного) мате
матического анализа и топологии лежит 
недавно созданная (в первую очередь 
французским математиком Рене Томом 
(р. в 1923 г.)) теория катастроф, сразу 
получившая широкую (может быть, да
же чересчур широкую) известность в 
связи с возможностями многообразных 
ее применений в естественных, гумани
тарных и социальных науках ы. В тео
рии катастроф ставится вопрос о том,- 
в каких условиях плавные зависимости 
и хорошие аналитические функции мо
гут приводить к описанию явлений, 
подобных взрыву, т. е. к разрывной 
зависимости в ответе. Простейшие при
меры такого рода были известны давно, 
еще до того, как появилось само назва
ние «теория катастроф».

Пусть величина а задана как глад
кая функция Ъ, a=f (Ь), и пусть на 
практике можно задавать определен
ное значение а и наблюдать или изме
рять соответствующее Ь. Гладкость 
функции / (6) отнюдь не гарантирует 
гладкости обратной функции Ь=р (а). 
В частности, если / (&) имеет при Ъ=Ът 
максимум н=атах, то при а < аш„ есть 
два значения Ъ вблизи Ът, при а ~Д> 
)> атах — ни одного. При плявном и3- 
менении а величина b терпит разрыв.

С явлениями такого рода мы часто 
встречаемся в теории горения и взры
вов, когда условия химической реак
ции определяются решениями алгебраи
ческих уравнений. Внешние условия 
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входят как параметры, но решение 
уравнений может быть разрывной функ
цией параметров. Разрывы — это осо
бенности решений. В теории катастроф 
выясняется, что эти особенности можно 
классифицировать, разбив их на не
сколько «грубых» (топологических) ти
пов, отвечающих характерным явле
ниям тех жизненных феноменов, кото
рые описываются рассматриваемым 
уравнением п=/ (z).

В исследованиях природы необхо
димо все: владение математическим ап
паратом и преодоление математических 
трудностей, идейная смелость и физи
ческая интуиция, умело поставленный 
эксперимент п математическое модели
рование — все эти очень разные под
ходы равно необходимы, только сплав 
их ведет к продвижению вперед.

Абсолютно немыслима современная 
физика без понятия вероятности, прин
ципиально отличного от всех понятий, 
рассматривавшихся в настоящей книге.

Все физические законы, о которых 
мы упоминали выше: второй закон 
Ньютона mx"=F или его частный слу
чай — закон инерции (см. § 9.4), за
кон Бойля—Мариотта pB=const или 
его обобщение — закон ван дер Вааль
са (см. § 7.1), имели так называемый 
динамический характер, т. е. позволяли 
точно предсказать то или иное явление: 
при уменьшении объема газа вдвое 
его давление увеличивается вдвое (за
кон Бойля—Мариотта); при движении 
тела в отсутствие действия сил ско
рость его в дальнейшем останется точно 
такой же, какой она была в начальный 
момент. Совсем иной характер имеют, 
скажем, законы падения подброшенной 
случайным образом монеты: здесь зара
нее можно только утверждать, что при 
многократном бросании монеты п р и- 
мерно в и о л о в и и о с л у чаев 
она будет падать гербом кверху, т. е. 
что вероятность выпадения герба рав
на 0,5 (этот результат гарантируется 
условием «правильности» монеты, ут
верждающим полную равноправность 
обеих ее сторон). Физические законы,, 
позволяющие предсказать не точный 
исход того пли иного эксперимента, 
а лишь вероятность того или иного ис
хода, т. е. частоту, повторяемость этого 
исхода при многократном воспроизве
дении опыта в одних и тех же условиях, 
называют статистическими законами; 

раздел математики, занимающийся та
кими законами, носит название теории 
вероятностей п.

Рассмотренный выше пример с много
кратным бросанием монеты представляет со
бой простейший почти тривиальный пример 
вероятностного процесса, характеризующе
гося случайным характером исходов его от
дельных стадий (в данном случае — отдель
ных бросаний). Вот более типичный пример 
того же рода, использовавшийся физиками 
в качестве простой модели процесса диффузии 
газов (модель П. и Т. Эренфестов и).

Пусть мы ' имеем сосуд, разделенный на 
две части А и В пористой мембраной. В со
суде имеются N частиц (скажем, молекул 
газа), как-то распределенных по частям А 
и В; в каждый'’момент времени выбирается 
наугад одна из частиц N и перемещается из 
той части сосуда, в которой она находится, 
в другуючасть. Можно ставить вопрос о том, 
за сколько актов в среднем начальное рас
пределение — 100 частиц в Л и 0 частиц в В — 
перейдет в состояние: 50 частиц в А и 50 в В. 
Оказывается, что надо около 140 актов. 
В ■ принципе ■ возможен и обратный процесс: 
при начальном ' состоянии 50 частиц в Л и 
50 в В случайные перемещения могут дать и 
100 частиц в Л, 0 в В, — но для этого потре
буется 2100%1030 актов. Этот пример иллю
стрирует понятия термодинамической необра
тимости и флюктуаций 13.

Но случай двух сосудов есть идеализация. 
Типичны^задачи движения частиц в простран
стве — поиски закона изменения распределе
ния частиц в зависимости от координат и вре
мени. Когда речь идет о крупных частицах, 
видимых в микроскоп, мы говорим о броунов

11 Простейшие понятия теории вероятно
стей излагаются в рассчитанных на начинаю
щих книгах: Гнеденко Б. В., Хинчин А. Я. 
Элементарное введение в теорию вероятностей. 
М.: Наука, 1976; Мостеллер Ф., Рурке Р., 
Томас Дж. Вероятность. М.: Мир, 1969. 
Отметим также учебники: Феллер В. Вве
дение в теорию вероятностей п ее приложе
ния. М.: Мир, 1967. Ч. 1; Нейман Ю. Ввод
ный курс теории вероятностей и математиче
ской статистики. М.: Наука, 1968; Вент
целе Е. С. Теория вероятностей. М.: Наука, 
1964.

12 Пауль (Павел Спгизмундович) Э р е н
ф е с т (1880—1933) и Татьяна Алексеевна 
А^г^ніїсьева-Зренфест (1876—
1964) — крупные физики XX века; работали 
в России (в СССР) и в Голландии.

13 По поводу дальнейших деталей, а также 
доказательств сформулированных результа
тов см., например: Кемени Дж., Снелл Дж. 
Конечпые цепи Маркова. М.: Наука, 1970, 
§ 7.3.
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ском движении. Характерно, что изучавшие 
броуновское движение пли диффузию газов 
физики (А. Эйнштейн, И. Смолуховскпй,
A. Д. Фоккер и М. Планк) обратились к уче
нию о вероятностных процессах до того, как 
эта проблематика привлекла внимание мате
матиков (А. Н. Колмогоров, А. Я. Хинчин,
B. Феллер, П. Леви и др.). В связи с этим 
основное уравнение (непрерывных) процессов, 
родственных рассмотренному нами «игрушеч
ному» процессу перекладывания шаров, на
зывают и уравнением Эйыштсигга.—Смолухов- 
ского, и уравнением Фоккера—Планка, и 
уравнением Колмогорова.

Физике наших дней присуще обо
стренное внимание именно к статисти - 
веским законам природы, а следова
тельно, и широкое использование ма
тематического аппарата теории вероят
ностей. В частности, переход от клас
сической механики Галилея и Ньютона 
к квантовой механике одним из своих 
аспектов имеет замену «динамического» 
мира рационалистов XVII—XIX вв. 
вероятностным, случайным миром со
временной физики микромира, где вооб
ще принципиально нельзя говорить о 
точной траектории той или иной части
цы, например электрона, но только — 
о вероятностях нахождения электрона 
в данный момент времени в той или 
иной точке пространства.

Наконец, самое первостепенное зна
чение приобрел сегодня для современ
ной физики еще один сравнительно 
молодой раздел математики, а именно 
теория групп. Эта теория изучает «сте
пень симметрии» тех или иных (физиче
ских или других) объектов. Так, на
пример, ясно, что квадрат (рис. 1, я) 
«симметричнее» равнобочной трапеции 
(рис. 1, б), а последняя — «более сим
метрична», чем произвольный четырех
угольник (рис. 1, в). Точный смысл 
этих утверждений таков. Ясно, что 
группа симметрии квадрата, состоящая 
из всех его самосовмещений, более об
ширна, чем группа симметрии трапе
ции или произвольного четырехуголь

ника. Группа симметрии квадрата со
держит симметрии относительно всех 
его диагоналей и средних линий, а - 
также повороты вокруг центра квад
рата на 90, 180 и 270°, в то время как 
группа симметрии трапеции сводится 
к одной лишь симметрии относительно - 
прямой MN (см. рис. 1, d), а группа 
симметрии четырехугольника (см. 
рис. 1, в) даже и еще беднее — она со
стоит из одного лишь «тождественного 
самосовмещения», оставляющего все 
точки на месте, и не содержит ни одного 
настоящего движения!

Создателем теории групп был ге
ниальный юноша, француз-революцио
нер Эварист Г а л у а (1811—1832), 
убитый на дуэли в возрасте 20 лет 
(эта дуэль была, видимо, подстроена 
полицией). Развивая в начале 30-х го
дов XIX в. идеи этой теории в приме- 
пении к учению об алгебраических 
уравнениях (Галуа предлагал класси
фицировать уравнения в соответствии 
со свойственными им «группами сим
метрии»), он и не помышлял о прило
жении созданных им понятий к физике. 
Еще в начале нашего столетия извест
ный английский астрофизик Дж. Джинс 
активно протестовал против вклю
чения элементов теории групп в 
курс математики для студентов-физи
ков, утверждая, что «уж эта-то теория 
никогда физикам не понадобится». 
В паши дни, когда теория групп приоб
рела в физике такое огромное 'значение, 
высказывание Джинса часто цитируют 
как пример полностью провалившегося 
предсказания.

Когда сегодня говорят о роли в фи
зике теории групп, то в основном имеют 
в виду те применения, которые имеет 
эта теория в фундаментальных- вопро
сах строения материн, в первую оче
редь — в, теории элементарных частиц. 
Но первые приложения идей симметрии 
к практике возникли не в теории элемен
тарных частиц, а в кристаллографии — 
ведь кристаллы представляют собой 
весьма симметричные тела. При этом 
оказалось, что кристаллы можно клас
сифицировать с позиций присущей им 
симметрии и что эта классификация 
проливает существенный свет на все 
свойства кристаллов. Огромным собы
тием явилось перечисление в конце 
XIX в. всех возможных систем сим
метрии кристаллов — их всего оказа
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лось 230. Это федоровские группы, на
зываемые так по имени замечательного 
русского кристаллографа Евграфа Сте
пановича Федорова (1853—1919), 
которому наряду с немцем А. Шенфли- 
сом и англичанином В. Барлоу при
надлежит открытие кристаллографиче
ских групп.

Физикам оказались нужны и так на
зываемые шубниковские группы, нося
щие имя советского кристаллографа 
А. В. Шубникова (1887—1970), изу
чавшего симметрию цветных (например, 
черно-белых) орнаментов, которая учи
тывает и цвет отдельных участков: ведь 
ясно, что роль (черного или белого) 
цвета могут играть и другие физические 
характеристики рассматриваемых объек
тов, например, заряд.

Перечисление федоровских (или шуб- 
никовских) групп потребовало глубокого 
анализа самого понятия «системы сим
метрии», понимания смысла операции 
композиции поворотов, заменяющей не
сколько поворотов кристалла одним им 
равносильным.

Ясно, что каждое самосовмещение 
кристалла или иной фигуры — это опре
деленное преобразование (движение) в 
пространстве; при этом композицию, 
т. е. последовательное выполнение двух 
преобразований а и ₽ — сначала 
а затем а — мы можем назвать их 
произведением: у=с^р. Так, компози
ция двух симметрий о относительно 
прямой Ох или четырех поворотов ТС 
на 90° представляет собой «тождествен
ное движение» є, возвращающее каж
дую точку на место: а>а = є и т;4=е 
(рис. 2). Таким путем мы приходим 
к «арифметике» (или «алгебре») сим
метрий, получаем возможность исполь
зовать в «исчислении симметрий» раз
витой аппарат математики; вот это-то 
«исчисление преобразований» (симме
трий) и составляет предмет теории 
групп. Своеобразие ситуации здесь за
ключается в том, что в исчислении сим
метрий возможно неравенство ар =£= Ра: 
рассматриваемые нами операции могут 
быть некоммутативны, т. е. непереста- 
вимыЫ. Так, например, произведение аж 

14 Первой системой некоммутативных чи
сел явились так называемые кватернионы, 
открытые знаменитым ирландским матема
тиком и механиком Уильямом Роуаном Г а- 
мильтоном (1805—1865). От комплекс
ных чисел x-piy=z кватернионы Гамильтона

поворота на 90° и симметрии относи
тельно оси х (сначала поворот, а затем 
симметрия) равносильно одной сим
метрии относительно прямой х-\-у—0 
(рис. 3, а}, а произведение тс а (сначала 
симметрия, а затем поворот) представ
ляет уже иную операцию — симметрию 
относительно прямой х—у=0 (рис. 3, б).

Все эти соображения сыграли су
щественную роль в изучении симметрии 
кристаллов. Вспомните сказанное в 
§ 14.1 о происхождении комплексных

Рис. 3.2 Рис. 3.3

чисел! Человек начал считать с на
туральных чисел 1, 2, 3. . . Впо
следствии оказалось целесообразным 
рассмотреть также и отрицатель
ные числа —1, —2, —3 и др., а так
же нуль; с другой стороны, пона
добились дроби или даже ирра
циональные числа, такие, как 
\/2. Дальнейшее обобщение понятия 
числа привело к комплексным 
числам; лишь после введения этих не
обычных чисел получила полное завер-

отличаются наличием трех комплексных 
единиц i, j, к (так что общий кватернион за
писывается как w=u-f-xi-pyj-pzk, где и, х, 
у, z — вещественные числа), квадрат каждой 
из которых равен —1, но которые не комму
тируют между собой (так, ij=k, a ji——к). 
Исчисление кватернионов Гамильтона яви
лось первым вариантом векторного исчисления 
(кватернион w=u без комплексных единиц 
Гамильтон назвал скаляром, а чисто комплекс
ный кватернион Wj=xi~-yj-pzk с тремя ком
понентами х, у и z — вектором} — и прослав
ленный «Трактат об электричестве и магне
тизме» Дж. К. Максвелла (1873) был еще 
изложен не на привычном нам языке векто
ров, а на родственном ему языке кватерни
онов. 
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шение теория уравнений (в частности, 
элементарная теория квадратных урав
нений). В гл. 14, 15, 17 было показано 
сколь плодотворным оказалось это об
общение понятия числа — особенно, 
когда удалось сочетать его с понятия
ми производной и интеграла.

Однако на коммутативность операций 
над числами ученые покушаться не ре
шались — для всех вновь вводимых 
типов чисел всегда было a-\-b=b-\-a и 
аЪ=Ъа\ Поэтому шаг, который сде
лал Э. Галуа, надо счесть весьма прин
ципиальным: ведь он впервые рассмот
рел группы, элементы которых не
коммутативны — в «арифметике Галуа» 
уже, вообще говоря, аЪ Ъа. Во всем 
остальном теория кристаллографиче
ских групп близка к обычной арифме
тике: в ней существует единица, умно
жение на которую не меняет числа (в 
«исчислении симметрий» роль единицы 
играет «тождественная симметрия» е); 
операция деления вводится как обрат
ная умножению (а : b=ab~1=c, если 
а=сЬ) и т. д. Однако то обстоятельство, 
что в группе умножение некоммутатив
но сыграло впоследствии для физики 
весьма важную роль.

В учении о кристаллах теория групп 
активно использовалась еще в XIX в.; 
однако от глубоких проблем, связанных 
с основными «строительными камнями 
мироздания» — элементарными части
цами, возникающие здесь задачи ка
зались весьма далекими. Но в 1932 г. 
знаменитый немецкий физик Вернер 
Гейзенберг установил, что замена по
ложительно заряженного протона в 
ядре на аналогичную же электрически 
нейтральную частицу нейтрон матема
тически подобна именно повороту. Это 
открытие явилось блестящей страницей 
истории физики! Собственно, с этого 
момента в теоретическую физику вошли 
группы и некоммутативные операции, 
вошел широко понимаемый принцип 
симметрии. И по мере того как физики 
открывали все новые и новые частицы, 
идея симметрии частиц и применения 
теории групп становились все более 
существенными. Постепенно используе
мая теория осложнялась: приходилось 
рассматривать повороты в воображае
мом многомерном пространстве, учиты
вать заряд частиц и ее вращательный 
момент (спин). Подход к физическим 
объектам с позиции свойственной им 

симметрии сегодня является чуть ли 
не самым первым среди тех методов, 
с помощью которых физики пытаются 
разобраться во всем многообразии эле
ментарных частиц, возникшем в ре
зультате многочисленных эксперимен
тов и теоретических работ ученых вто
рой половины XX в.

В современной физике широко ис
пользуется не только теория дискрет
ных (кристаллографических) групп, свое
образно копирующая элементарную— 
арифметику (некоммутативная арифме
тика!), но и теория непрерывных групп, 
истоками которой служат алгебра и 
математический анализ. Наряду с груп
пой самосовмещений квадрата (см. 
рис. 1, а) или кристалла можно также— 
ставить вопрос о группе симметрии 
(группе самосовмещений) всей плоско
сти или (трех- или многомерного) про
странства. Так, например, группа сим
метрии евклидовой плоскости состоит 
из всех ее движений:
х' — х cos ср — у cos’c -ф- а,
у' = —х sin ср — у cos ср -J- Ъ, (*)

где угол ср и числа а, Ъ произвольны 
(ср. формулы (1.9.6)). То, что угол ср 
поворота и величины а и Ъ переноса 
фигуры в плоскости могут быть лю
быми, позволяет говорить о беско
нечно малом повороте (на беско
нечно малый угол Дер или dCcp, где— 
dCcp -> 0) или переносе, что позволяет— 
ввести понятие касательной к «груп
повой траектории» (определяемой, ска
жем, постоянством а и Ъ и произволь
ным изменением ср), а также понятия 
дифференциала, производной и инте
грала в групповом пространстве. Здесь 
можно также определить основные— 
функции, вроде, например, экспоненты 
ех (задаваемой, скажем, форміулой
(6.2.2),  где х — «групповая перемен
ная»). При этом некоммутативность ве
личин, с которыми мы встречаемся В: 
этой теории, создает совершенно новые- 
проблемы, подобных которым нет ни 
в теории функций вещественной пере
менной (или нескольких вещественных 
переменных), ни в теории комплексных 
величин. Непрерывные группы, подоб
ные группе (*)  движений плоскости, 
впервые были подробно изучены нор
вежским математиком Софусом Мариу
сом Л и (1842—1899), по имени кото
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рого они сегодня называются группами 
Ли. В последние 10—20 лет теория 
групп Ли приобрела огромное значе
ние для классификации элементарных 
частиц современной физики и для по
нимания взаимодействия этих частиц 
между собой.

Выдающееся значение теории груші и, 
в частности, групп Лп для современной фи
зики побуждает нас кратко остановиться на 
истории происхождения этих разделов ма
тематики 15. Об основополагающих, пионер
ских работах гениального Э. Галуа в области 
теории уравнении (предшественниками кото
рого здесь явились знаменитый Ж. Л. Лаг
ранж, итальянец Паоло Руффини 
(1765—1822) и замечательный норвежский 
математик Нильс Хенрик Абель (1802 — 
1829) 16) мы уже говорили выше. Работы 
Галуа не были своевременно оценены и даже 
просто замечены: не помогли и письма, на
писанные им знаменитым французским мате
матикам, академикам О. Коши и Симеону 
Дени Пуассону (1781—1840). Пуассон 
оказался не в состоянии оценить идеи Галуа, 
значительно обогнавшие свое время, а Коши, 
видимо, даже и не прочел направленное ему 
безвестным юношей письмо.

15 Подробнее см., например: Яглом И. М. 
Феликс Клейн и ) Софус Ли. М.: Знание, 1977.

16 Различие между работами - Галуа и его 
предшественников заключалось не только 
(и не столько) в том, что Галуа'впервыге ввел 
сам термин «группа» и строго определил это 
понятие, но и в том, что Лагранж, Руффини 
и Абель работали (исключительно с так назы
ваемыми коммутативными, или —Хабелевыми, 
группами, для любых двух - элементов > а, 
Ь которых ab=ba, в то время как у Галуа 
появились группы общего вида (некоммута
тивные).

.—6 Коши умер в 1857 г., и в 60-е годы прош
лого века Французская академия наук при
няла решение о публикации полного собра
ния его сочинений. Руководство этой работой 
было возложено на видного математика Ка
миля Мари Эдмона Жордана (1838— 
1922). В связи с этим поручением Жордан 
внимательно изучил вс оставшиеся после 
Коши бумаги; ерс и них он обнаружил письмо 
Галуа, которое теперь (через 30 лет после 
написания!) произвело на Жордана о і ромное 
впечатление. Он тщательно изучил все при
надлежащие Галуа работы, как опубликован
ные, так и оставшиеся в рукописях. Посте
пенно Жордан пришел к мысли о необходи
мости посвятить идеям Галуа специальную 
книгу, и эта монография: «Трактат о подста
новках и алгебраических уравнениях», вы

шедшая в свет в 1870 г., явилась первым 
в мировой математической литературе учеб
ником теории групп.

В период работы К. Жордана над - «Трак
татом о подстановках» у него учились двое 
друзей: молодые способные математики
Ф. Клейн из Германии и С. Ли из Норвегии. 
Увлечеппе Жордана идеями Галуа и теорией 
групп полностью передалось его ученикам. 
Жордап впервые указал на существование 
двух различных типов групп: дискретных 
(кристаллографических) групп и непрерывных 
групп. Его ученики в известной мере поде
лили между собой эти две области матема
тики. Основные достижения Ф. Клейна отно
сятся к области учения о дискретных группах: 
выделенный им специальный тип таких групп 
(сегодня называемый клейновыми группами) 
вызывает в последнее время очень большой 
интерес. Наряду с этим Ф. Клейн в своей 
диссертационной работе, выполненной для 
вступления на профессорскую кафедру уни
верситета г. Эрлангена и впоследствии полу
чившей наименование «Эрлангенской про
граммы», указал на систему симметрии (группу 
симметрии) того или иного геометрического 
многообразия как на классификационный 
принцип, выделяющий отдельные ветви мате
матической науки. Так, пространство Лоба
чевского, по Клейну, отличается от обычного 
пространства Евклида не только иными свой
ствами параллельных линий (второстепенный 
и мало что объясняющий признак!), но и 
совсем другой группой симметрии. Впослед
ствии этот принцип был распространен и на 
физику — и сегодня мы склонны считать, что, 
скажем, специальная теория относительности 
Эйнштейна отличается от классической ме
ханики Ньютона иным строением группы 
симметрии четырехмерного простррнсттва- 
времени, причем в «мире Эйнштейна» эта 
группа устроена таким образом, что здесь 
ослаблено различие между пространствен
ными и временнбй координатами (ср. § 9.8; 
см. книгу, названную в сноске 1 в § 9.8). 
Огромную роль играет этот клейновский прин
цип симметрии и для всей современной фи
зики.

С. Ли представляет собой достаточно ред
кий в истории науки пример ученого-одно
люба: вся его жизнь и вся колоссальная 
научная продукция (6 очень больших книг 
и множество статей, впоследствии собранных 
в многотомном «Собрании сочинений») была 
посвящена теории непрерывных групп (групп 
Ли). Учение о таких группах было разработано 
Ли с большой полнотой. В частности, Ли 
принадлежит перенесение на дифференциаль
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ные уравнения результатов Галуа, относя
щихся к алгебраическим уравнениям: основ
ным различием здесь явилось то, что группа 
симметрии алгебраического уравнения 
{группа Галуа) является конечной, в то время 
как группа симметрии дифференциального 
уравнения {группа Ли) является уже непре
рывной. Созданная Ли теория групп симмет
рии дифференциальных уравнений (в частно
сти, вопрос о классификации дифференциаль
ных уравнений по их группам симметрии) 
в последние десятилетия привлекает большое 
внимание математиков и физиков.

Скончавшийся еще в прошлом веке Ли, 
к сожалению, не увидел бурного расцвета 
созданной им теории; в частности, полностью 
неизвестными ему остались физические при
ложения теории непрерывных групп. Теоре
тико-групповой период развития теоретиче
ской физики начался с глубоких работ лауре
атов Нобелевской премии немецкого физика 
М. Борна, его ученика В. Гейзенберга и 
англичанина П. А. М. Дирака; у истоков 
этого периода стоят один из крупнейших 
математиков XX в. Г. Вейль 1’, ученик не
однократно упоминавшегося выше Д. Гиль- 
берта18, и физик Э. Вигнер.

Теория симметрии и теория групп 
играют огромную роль в самой глубо
кой и самой трудной части физики — 
в теории элементарных частиц.

Долгое время теория развивалась в 
одном направлении; более сложные 
объекты физики «раскалывали», обнару
живая составляющие их более простые 
«части». Так, оказалось, что молекулы 
состоят из атомов, атомы — из ядер и 
электронов, ядра — из протонов и ней
тронов. Сегодня мы добавили бы сюда 
утверждение о том, что протоны и 
нейтроны состоят из кварков. Развитие 
физики напоминало изучение младен
цем деревянной куклы-матрешки: под 
каждым новым слоем обнаруживался 
следующий. При этом каждый новый 
слой оказывался проще предшествую
щего: все бесчисленные типы молекул 
сводились к комбинации из примерно 
100 типов атомов, которым отвечают около 
1000 разных ядер. Затем все это мно
жество ядер атомов было сведено к двум 
всего типам элементарных частиц — 
протонам и нейтронам. Однако начиная

1’ См.: Яглом И. М. Герман Вейль. М.: 
Знание, 1967.

18 См. обстоятельную книгу: Рид К. Гиль
берт. М.: Наука, 19’7. 

примерно с середины нашего века в 
развитии теоретической физики обнару
жилась и противоположная тенденция— 
не к упрощению, а к усложению кар
тины Вселенной. В космических лучах, 
а также с помощью ускорителей уда
лось обнаружить очень большое — пре
вышающее 100 — число элементарных 
частиц. Все эти частицы столь же 
«элементарны», как протон или ней
трон. Правда, здесь еще один раз сра
ботала модель куклы-матрешки: боль
шое число частиц удалось описать как 
составные, складывающиеся из про
стейших, пока не наблюдавшихся ча
стиц — кварков. Но в настоящее вре
мя физики занимаются не только и не 
столько вопросом о том, есть ли «еще 
более элементарные» частицы. Установ
ление симметрии, т. е. сходства между 
различными частицами, приводит к 
важнейшим выводам об их свойствах. 
С симметрией самым тесным образом 
связано взаимодействие частиц между 
собой, возможность превращения одних 
частиц в другие и остальные их свой
ства. Кварки, электроны, нейтрино — 
может быть, для раскрытия их тайн 
надо еще глубже войти в вопросы сим
метрии этих частиц. И сегодня эта 
теория играет во всех современных 
исследованиях самую первостепенную 
роль. С этим и связан огромный интерес 
современных физиков ко всем аспектам 
теории симметрии и в первую очередь 
к теории (дискретных и непрерывных) 
групп.

Недавно в одной серьезной статье 
мы встретили следующее примечание: 
«Теорию групп ныне преподают в сред
ней школе; поэтому лица, окончившие 
школу недавно, могут пропустить сле
дующий параграф. Однако более по
жилым физикам его необходимо про
работать, чтобы иметь возможность бе
седовать со своими детьми и учить сту
дентов». Мы еще не решаемся — пока 
не решаемся — включить элементы тео
рии групп в свой учебник математики 
для начинающих физиков, но в даль
нейшем, может быть, и придется это 
сделать.

Совершенно новое положение сложи
лось в математике и математической 
физике с появлением компьютеров — 
карманных вычислительных приборов, 
настольных считающих устройств и 
больших ЭВМ (электронных вычисли
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тельных машин) или даже целых ком
плексов ЭВМ, соединяющих несколько 
механизмов, отвечающих за отдельные 
этапы работы: работу таких комплексов 
можно несколько условно сравнить с 
высшей нервной деятельностью чело
века, где разные функции выполняют 
левое полушарие головного мозга (от
вечающее, например, за речь) и правое 
(управляющее зрительными впечатле
ниями). Создание ЭВМ во многом из
менило подход к задачам высшей ма
тематики, сделав иногда приближен
ный «лобовой» счет более простым, чем 
использование более сложных математи
ческих методов. Оно же породило воз
никновение совершенно новых разделов 
математики.

Иногда говорят, что математика — 
это мельница, которая перемалывает 
только то, что в нее заложено. Так 
оправдывают плохие результаты при
менения математики к неправильным 
исходным предположениям. В действи
тельности эта мельница часто выдает 
больше того, что было заложено, вы
дает то, что не ожидалось!

В принципе математику можно рас
сматривать как разновидность уточнен
ной, усовершенствованной логики. За
мечательно, что, построив правила этой 
логики и выучив их, человек получил 
орудие гораздо более мощное, чем обык
новенный «здравый смысл», основаный 
на традиционной, «домашней» логике.

Человек руками создает простые ору
дия, применяя их, строит станки, с по
мощью которых создаст еще более со
вершенные и сложные механизмы — 
и с помощью этих механизмов он спо
собен сделать то, что недоступно голым 
рукам. Вот так же точно и математика, 
развивая все более сложные теории 
и создавая новые понятия, дает воз
можность овладеть самыми необычными 
явлениями природы.

В конце курса математической фи
зики можно будет снова написать главу 
под названием «А что еще дальше?» — 
но не надо отчаиваться, потому что 
здесь уже близок тот рубеж, за кото
рым продвижение вперед представляет 
собой не только учебу, но и творчество, 
развитие новых теорий.

Мы пытаемся представить себе чита
теля, который через несколько минут 
со вздохом облегчения закроет эту кни
гу. Наверно, большинство из Вас — 
школьники-старшеклассники или сту
денты-первокурсники. Пусть матема
тика для Вас навсегда останется точ
ным и прекрасным языком, способом 
выражения мыслей и способом мышле
ния; пусть математика не будет пред
метом, который нужно на экзамене 
«весь сдать и ничего себе не оставить». 
Любите математику — и любовь будет 
взаимной, математика всегда поможет 
Вам в Вашей работе.
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ПРИЛОЖЕНИЯ

I. Таблица производных
^■У = с 1 = °-

II. Интегралы от некоторых функций
1. j dx — х -j- С.

2. \xadx = + C («-/=■-!).

3. J JgL = in |ж| + с.

4. ? —— ~ln I az 4- & I 4- C.J ax -f- b a 1 1 I 1

5. [ axdx = %—-\-C.

6. j ekxdx = l-e^ + C.

7. j x”elcxdx = У xnekx--- j- j xnkekxdx.

2-II. * * У=х

10. y = tgx,

dy rt 1 ay
dx ' ax 1 = - X ’
dy
dx
dy ___
dx ax In a «і 2.34 |g a.

dy 1
dx ~~“ X ’

dy  1  °.434 1
' dx x In a '~ lg a x

dy 
dx ■ = COS X

dy 
dx = —sin X.

dy  1
dx COS2x '

dy
dx

12. у = arc sin х.

13. у — arc cos x,

14. у = arc tgz,

15. у — arc ctgir,

1 
sin2a;

dy 1

dx Vl — Xi '
dy 1
dx Vi -X2'

dy і
dx 1 + X2 *

dy 1
dx 14-X2 •

M dx 1 , ekx
1 -f- ekx ~ 1 e>‘x 4C.

M ekx sin axdx ==

10. J

ekx
= 4 4 a2 (& sin ax — a cos ax) 4“ C.

ekx cos axdx =
(kx

= 1 ‘ a2' 1 cos ax-\-a sin ax) 4- C.
Г 111. і sinfcrda: ——у cos kx *-  C.

12. i cos kxdx = у sin kx 4- C.

13 J 44=-4igi+c-

14-S + C.

15. j sin2fcrZr =

= 4—— sin 2kx -j- C.
2 4k 1

16. j cos2 kxdx = 4 srn 2fcr--<-.

17. і x” sin kxdx —

cos kxdx.

18. j xn cos kxdx —

= S sin kx — 1 j xn~x sin kxdx.

19. J sin kx sin ixdx =
sin (Zc — I) x sin c + Z) X ! r

~ 2(k— l) 2 (A 4-/) c0’

если | & | =4= | Z| (если | к | = \l\, cm. № 15), 
2°. j cos kx cos lxdx ~

_ sin (k— l) x ! sin (k 4- l) x , r,
~ 2(k — l) * 2 (Л 4- Z) rG>

если | к | 4= 111 (если | к | = 111, cm. №16). 
21. j sm kx cos lxdx =

_ cos {k 4 i) x cos k— Ij j r
2 (*  4- Z) 2 (* — Z) Г Gs>

если | к | 4= j 11.



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

«78 Приложения

22.

.24.

25.

28.

-29.

j tg kx dx =----~ In I cos kx | 4- C.

j ctg kx dx = -y In I sin kx\-\-C.

j \ax ■■ b dx = Z_ (ax 4. &)' * _ •

(m —■ 1) c J xm~i (ax2 X bx X с)" 
(при m О 1)

42. j ^4ax-\-bdx =

«—x =
__ n (ax X b) 1 . „
“ (n — l)a iaax.}b~~ '

44. j inxdx = xlnx — x-J-C.

45. j (In x)n dx=.x (In x)n— n^(Ins)' 1dx.

46. I arc sin — dx =J a

= x arc sin У 4- V®2 — x2 4- Є.

47. I arc cos ~dx —J a

= x arc cos У — \]a2 — x2 -J- Є. -

Г dx
' '/ax X b

26. (- dx--
J Va'2 — x‘2

.27. j x \/ax -£bdx =

_  2 (3ax — 2b) (ax X b)sl2 | £

Л Vax b j
а

arc sin — 4~ С.a 1

~~ 15а2

j \jar — x2dx =

= У - - 4a'2 — ^2 4“ 0/2 агс s - n— “Ь C-

\/а2 — х2 — a In 4-е.

зо. j x 4«2 4~ т dx = У (ж3 4- m)3'2 Ч~ С

31. Ї - - dx = In Is _ 4-тI + C.
•1 \ x2 4- m

^2. j x

' 1 1^1

33. ^\(x2-\-mdx = ^-[x\lx2 -j- m-j- 

4- т In \x -J- \/X -4 т |] 4- С.

.34. J XCE^dx =
J X

= Jx2 — a2 — a arc cos У С.

35. J

36. J J

•■c. J

dx __ 1 . І x — a I . „
x2 — a2 2a 11 1 x -- a _ ' ’

dx 1 . x ,
= -arctgV +C.

dx
ax2 4- bx 4- c

. . 2 яга. tor 2ar+b 1 c
/ас — b2 S vXac — b2 4 '

если 4ac — b2 4> 0;
( - dx _ _____ v
J аж2 4-&x 4-е \!ьг — 4ac

x — a

2ax 4- b — 'b2 — касX bl
2ax + &4 ^b2 — кас 

если кас — b2 <4 0;
j dx __ 2
j ax2 X bx X c 2ax X b
если кас— b2 = 0, t. e.

K

C,
b 

C~ ka 4
dx38' S (ax2 X bx 4- с)и

2ax 4- b
(n — l)(kac — b2)(ax2 4- bx X c)b 1 ' 

. (2n — 3) • 2a r dx
• (гг — l)(4ac — b2) J (ax'2 x bx X c)"’ 

при n 4s 2 и 4ac— &2=4=0.

39- 44+4C-1” и+>_- = - 
-4 J 4 (°* №

40 (_____ -_____ =
J x (ax'2 4- bx X c)
_  1 [ x2

2c ] ax'2 X bx X c I 
-^S’+^Xc (CM- № 37)-

dx41. f_____________
J xm (ax2 X bx X c)“

_ _ _____________ 1_____________
(m — 1) cxm~1(ax2 X bx X c)B_1 

(2n 4- m — 3) a f dx
(m — l)c J xm~2(ax2 X box x c)n

(n 4- m. — 2) b Г dx
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48. j arc tg ~-dx =

= x arc tg У—У In (a2 -j- о;1') C.

49. j arc ctg У dx =

= x arc ctg У 4- -У 1 n (°2 —- x2) -f C.

III. ІТеКОТОрі>І.Є раЗЛОЖвНИЯ ФУНКЦИЙ 
в ряды

1. (1 4- ж)'и — 1 -j- тх -- -—у—— х~
I m(m — l)(m — 2) ■■ t

“ 3! Х •••
(—1 <4 х 1, если т — не натураль
ное)
2л*3 у5 4*7• «X- I U- I

. Sin X = X зг + узі yj" г • • •

(х — любое).
4*2  4*4  /у*  б

3.cosx = 1-У-+УГ-У-+...

(х — любое).

4*3  -.‘З 4*7
8. arc tgx = x — — +--------у 4- . ..

(-1<х<1).

IV. Некоторые числовые таблицы

Таблица 1

X ех 0-х X ех е-х X ех е~х

0 1,000 1,000 1,5 4,482 0,223 3,8 44,701 0,0224
0,1 1,105 0,905 1,6 4,953 0,202 4,0 54,598 0,0183
0,2 1,221 0,819 1,7 5,474 0,183 4,5 90,017 U,0111
0,3 1,350 0,741 1,8 6,050 0,165 5,0 148,41 0,00674
0,4 0,492 0,670 1,9 6,686 0,150 5,5 244,69 0,00409
0,5 1,649 0,607 2,0 7,389 0,135 6,0 403,43 0,00248
0,6 1,822 0,549 2,2 9,025 0,1108 6,5 665,14 0.00150
0,7 2,014 0,497 2,4 11,023 0,0907 7,0 1 096,6 0,000912
0,8 2,226 0,449 2,6 13,464 0,0743 7,5 1 808,0 0,000553
0,9 2,460 0,407 2,8 16,445 0,0608 8,0 2 981,0 0,000335
1,0 2,718 0,368 3,0 20,086 0,0498 8,5 4 914,8 0,000203
1,1 3,004 0,333 3,2 24,533 0,0408 9,0 8 103,1 0,000123
1.2 3,320 0,301 3,4 29,964 0,0334 9,5 13 360 0,000075
1.3 3,669 0,273 3,6 36,598 0,0273 10,0 22 026 0.000045
1.4 4,055 0,247

Таблица 2

X 1П X X In X X In X I X In X X In X X In X

1,0 0 1,5 0,405 2,2 0,788 3,2 1,163 5,0 1,609 7,5 2,015
1,1 0,0953 1,6 0,470 2,4 0,875 3,4 1,224 5,5 1,705 8,0 2,079
1,2 0,182 1,7 0,531 2,6 0,956 3,6 1,281 6,0 1,792 8,5 2,140
1,3 0,262 1,8 0,588 2,8 1,030 3,8 1,335 6,5 1,872 9,0 2,197
1,4 0,336 2,0 0,693 3,0 1,099 4,5 1,504 7,0 1,946 10,0 2,303
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Таблица 3

X sin х COS X tg X X sin X cos X tg X

0 0,000 1,000 0,000 3,2 —0,0584 -(>,998 0,0585
0,1 0,0998 0,995 0,100 3,3 —0,158 —0,987 0,160
0,2 0,199 0,980 0,203 3,4 —0,256 —0,967 0,264
0,3 0,296 0,955 0,309 3,5 —0,361 —(,,936 0,375
0,4 0,389 0,921 0,423 3,6 -,,897 0,493
0,5 0,479 0,878 0,546 3,7 —0,530 —0,848 0,625
0,6 0,565 0,825 0,684 3,8 —0,612 —0,791 0,774
0,7 0,644 0,765 0,842 3,9 —0,688 —0,726 0,947
0,8 0,717 0,697 1,030 4,0 —0,757 —0,654 1,158
0,9 0,783 0,622 1,260 4,1 —0,818 —0,575 1,424'
1,0 0,841 0,540 1,557 4,2 —0,872 —0,490 1,778
1,1 0,891 0,454 1,965 4,3 —0,916 —0,401 2,286
1,2 0,932 0,362 2,572 4,4 —0,952 —0,307 3,096
1,3 0,964 0,268 3,602 4,5 —0,978 —0,211 4,637
1,4 0,985 0,170 5,798 4,6 —0,994 —0,112 8,860
1,5 0,997 0,0707 14,101 4,7 —1,000 —0,0124 80,713
1,6 0,9996 —0,0292 —34,233 4,8 —0,996 0,0875 —11,385
1,7 ' 0,992 —0,129 —7,097 4,9 —0,982 0,187 —5,267
1,8 0,974 —0,227 —4,286 5,0 —0,969 0,284 —3,881
1,9 0,946 —0,323 —2,927 5Д —0,926 0,378 —2,449
2,0 0,909 —0,416 —2,185 5,2 —0,883 0,469 —1,886
2,1 0,863 —0,505 —1,710 5,3 —0,832 0,554 —1,501
2,2 0,808 —0,589 —1,374 5,4 —0,773 0,635 —1,218
2,3 0,746 —0,666 —1,119 5,5 —0,706 0,709 —0,996
2,4 0,675 —0,737 —0,916 5,6 —С6631 0,776 -(,,814
2,5 0,598 —0,801 —0,747 5,7 —,5551 0,835 —0,660
2,6 0,516 —0,857 —0,602 5.8 —0,465 0,886 —0,525
2,7 0,427 —0,904 —0,473 5,9 —(,,374 0,927 —0,403
2,8 0,335 —0,142 —0,356 6,0 —0,279 0,960 —0,291
2,9 0,239 —0,971 —0,246 6,1 —(,,182 0,983 —0,185
3,0 0,141 —0,990 -С1143 6,2 —0,0831 0,997 —0,0834
3,1 0,0416 —0,999 —0,0416 6,3 —0,0168 1,000 0,0168

V. Международная система физических единиц СИ

Величина Единица СИ

наименование размерность наименование обозна
чение

Основные единицы
Длина м метр м
Масса кг килограмм кг
Время с секунда с
Сила электрического тока А ампер А
Температура К градус Кельвина 

(кельвин)
К

Количество вещества МОЛЬ МОЛЬ МОЛЬ
Сила света КД

Дополнительные единицы
кандела кд

Плоский угол рад радиан рад
Телесный угол ср

Производные единицы
стерадиан ср

Скорость м/с метр в секунду м/с
Ускорение м/с2 метр на секунду 

в квадрате
м/с3

Угловая скорость рад/с радиан в секунду рад/с
Угловое ускорение

4
рад/с3 радиан на секунду 

в квадрате
рад/с2

Сила кг-м/с2 ньютон Н
Давление Н/м2(=кг/(м-с2) паскаль Па
Работа, энергия, количество 
теплоты

Н-м( = кг-м2/с2) джоуль Дж
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Окончание

Величина Единица СИ

наименование размерность наименование обозна
чение

Мощность Дж/с(=кг-м2/с3) ватт Вт
Теплоемкость удельная Дж/(кг-К)(=м2/(с2-К)) джоуль на килограмм- Дж/(кг-

кельвин •К)
Импульс (количество движе- кг-м/с килограмм-метр кг-м/с
ния) в секунду
Импульс силы Н-с(=кг-м/с) ньютон-секунда Н-с
Частота 1/с(=с_1) герц Гц
Количество электричества, А-с кулон Кл
электрический заряд
Электрическое напряжение, Вт/А(=кг-м2/(А-с3)) вольт В
разность потенциалов, ЭДС
Напряженность электрического В/м(=кг-м/(А-с3)) вольт на метр В/м
ПОЛЯ
Электрическое сопротивление В/А(=Вт/А2=кг-м2/(А2-с3)) ом Ом
Электрическая емкость Кл/В(=А2 -с4/(кг-м2)) фарада Ф
Индуктивность В -с/А(=кг -м2/(А2 -с2)=Вб/А) генри Гн
Магнитный поток, магнитная / __ кг-мЧ вебер Вб
индукция В ’ Ц А-с2 J
Напряженность магнитного А/м ампер на метр А/м
ПОЛЯ
Плотность магнитного потока, Кл/м(= Вб/м2=А • с/м) тесла Тл
магнитной индукции
Магнитодвижущая сила А ампер А

VI. Латинский и алфавиты

Буква Название Буква Название Буква Название Буква Название

Латинский алфавит
А а а Н h аш N п эн U и У
В b бе І і и О о о V v ве
С с це J І йот Р р ПЭ W w дубль-ве
D d Де К k ка Q <ч «У X х I икс
Е е е L 1 эль R г эр У у игрек
Ff эф M m эм S s 'эс Z. зет
Gg ге Tt тэ';

Греческий алфавит
і А а альфа H я эта Nv НЮ Т t тау

В ₽ бета 0 0» тэта Е5 КСИ Г и ипсилон
г Y гамма І t йота Оо омикрон Ф < фи
Д 6 | дельта K* каппа П тс пи Хх хи
Е є эпсилон A X лямбда р р ро ЦГф пси
Zt дзета M[x мю Е а сигма Q ш омега
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Часть первая

а =
Глава 1

1.2.4. г = у/2, а = 45°; г = 2У2, а = —45°; г = /у/2, а = —135°; г = 4/2, а = 135°.
1.2.5. 2; 2 >2; 2 >2; 2 \/2. 1.2.6. (О, а/\/2); (а/\/2, 0); (0, —а//22); (—a/V2, 0) (сделайте 
чертеж). 1.2.7. (а, 0); (а/2, а /ЭД; (—а/2, а /3/2); (—а, 0); (-ар, —а /3/2); (а/2, 
—а /ЭД (сделайте чертеж). 1.2.8. а) Два случая: (—а/2, 0), (а/2, О), (О, ±aV3p). 
б) Четыре случая: (О, 0), (а, 0), (а/2, ±eV^3/^2) и (0, 0) (—а, 0) (—а/2, ±а/ЭД (сде
лайте чертеж). 1.2,9. Л2 (жь — Уі). Л3(—хъ у^, A3 (—si, —yi) (сделайте чертеж).

1.3.3. а) у = —х; б) у = 2х— 1. 1.3.4. Если прямая пересекает оси координат в точ
ках М и N, то а и Ъ, взятые с подходящими знаками, — длины отрезков ОМ и ON.

1.4.2. Воспользуйтесь тем, что х2— 2х -ф- 2 = (ж — I)2 1; 2х2.4ж = 2 (х -|- I)2 — 2.
1.4.3. а) Растяжение от начала координат (гомотетия) с коэффициентом \/к переводит 
точку [М (х, у) в _ _
б) Растяжение в

точку М (х', 
направлении

где х' — /кх, у' = ^ку. Отсюда. 
х с [коэффициентом к переводит

х'у' = кху = к. 
точку М (ж, у),

У'),
оси

в точку (жь у^, где = кх, уг = у 1откуда х = -^х^ У = У тся
к

c—d2/4a)

J. 1.4.4. Требуе

1 / к к \
доказать, что при к, жь ж2>0 имеет место неравенство у (— + — ж2)/2 •

#1 + XZ „ 2ИЛИ 9 _ _ I — •ZXyXz Ху —j— Х2
1.5.1. в) График функции у = ж4-[-ж2 получается «сложением» известных нам гра

фиков функций у 1 = ж4 и у2 = ж2; по форме он похож на эти графики. 1.5.3. См. 
рис. 0.1, a—г, отвечающие предельным случаям у -у со; при больших п графики будут 
близки к изображенным на рис. 0.1.

1.6.1. а) у ==у — 2; б) у = ±^ж + 2; в) у = ^ж}-1 — 1; г) у — +\МгД1 — 1.
ж Ъ 1ГХ — (с—fi2/4a) b dx — ЪГб.3. а) у = —б) у = + у--------- -------------- в) у = —^-7•

1.7.8. /десь не сложно и чисто формальное доказательство того, что фигурирую
щие в условии преобразования переменных ж и у сохраняют знак величины аВ (см. 
решение упр. 9), откуда уже следует несводимость кривых (10а), (10б) и (Юв) одна 
к другой. Однако возможно и более содержательное («геометрическое») рассуждение. 
Нетрудно понять, что ни сдвиги начала координат, ни изменения масштабов по осям у 
ж и у, равносильные равномерным растяжениям кривой в направлениях осей, не ска
зываются на наличии или отсутствии у кривой y=j(x) (локальных) максимумов и 
минимумов, а также на наличии или отсутствии у нее точек перегиба, касательная . 
в которых горизонтальна. Отсюда и из того, что кривая (Юв) имеет два максимума 
(отсутствующие у монотонно возрастающих кривых (10а) и (10б)), а кривая (Юа) 
имеет точку перегиба (касательная в которой горизонтальна) — начало координат, от
сутствующую у двух других кривых, уже следует требуемое утверждение. 1.7.9. При 

~ Ъ2
В=с — -ду = 0 зависимость (9) сводится к виду (Юа); если же В у 0, то эта зави- 

Ь2 Ъ2
симость сводится к виду (106) при аВ — ас — -у . 0 и к виду (Юв) при ас— -у < 0.
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1.8.1. а) Кривая изображена на рис. 0.2. 1.8.2. Окружность я2-]у2 = 1. 1.8.3. 
Эллипс (рис. 0.3). 1.8.4. Отрезок прямой у = х между точками (—1, —1) и (1, 1).
1.8.5. х = гаге cosГ - - — ^2гу—у2. 1.8.6. а) Уравнения эпициклоиды: я = (R 4~ г) X

7? — г
х = (R — г) cos t 4- г cos —-— t, у = (7? — г) sin t — г sin 

изображены соответственно: эпициклоида при R = r (кардиода); гипоциклоида при 
г = 1;'з7? (кривая Штейнера); гипоциклоида при г = 1/iR (астроида); гипоциклоида 
при г = 1/2ТЇ (диаметр окружности радиуса 7?).

1.9.1. а) у — — х; б) ж = 0; в) у = х -|- 2; г) у = —4/зж. 1.9.2. Для первой тройки 
точек: Л2^4з = 90°; б’ддМ = 25; 2 V5. 1.9.3. а) 2^2. 1.9.4. а) 3*2/2.  
1.9.7. Если у = кх 4- s — уравнение прямой, то в «новых» координатах х', у', связан
ных со «старыми» координатами х, у формулами (6), уравнение той же прямой будет 
иметь вид у' = к'х' 4- s', где

к cos а' 4- sin а' s 4- ка' — Ь'к'_ _________ I______  s'_ ____ I___________ •cos а' — к sin а' ’ cos а' — к sin а' ’
здесь к =—а = £х'0х — угол между осями О'х' и Ох, а а' и Ь — координаты нового 
начала О' в старой системе координат хОу.

Глава 2
2.1.1. а) аср = Зі2 1 + 3/.\t(Д£)2; амгн = 3t2 1. 2.1.2. Уер=Ужги.
2.2.1. сср = 0,3965 4- 4,162 • — 15,072 • Ю-’Л 4- (2,081 • Ю“3 — 15,072 . ІО-’Г) X

ХАГ- 5,024 • 10-’ (АГ)2; = 0,3965 -4-4,162 • 10~зг — 15,072 . 1О-’Г2; с (0) = 0,3965;
с (100) = 177977; с (500) = 2,1007. 2.2.2. сигн = 4186,68 4- 16746,72 . 1О“’Г 4- 3768 • 1О-»Т2.

2.4.1. а) у'=4х3; б) у' = 12х2 — 6а: 4-2; в) у' = 8x4- 4; г) у' = —2/^3; д) у' = 
= а (1 — 1/х2); е) у’ — 2ах — 2Ь/х3. 2.4.4. (1, 2)2 = 1,44; если у (х) = х2, х = 1, Дх = 0,2, 
то у (х) 4- у' (х) Ьх = I2 4~ 2 • 0,2= 1,4; ошибка составляет около 3%. Аналогично 
(1,1)2 = 1,21 и (1,1)2 % I2 — 2 • 0,1 = 1,2 (ошибка около 1%) и т. д.

2.5.2. Касательная горизонтальна в точках х — 0 и х = 2. 2.5.3. См. рис. О.5; 
горизонтальная касательная при х — + 1/V3. 2.5.4. См. рис. 0.6. 2.5.5. См. рис. 0.7.
2.5.6. а) у = 3/4 х-2/4, С/з. 0), (0, -Ч4); б) у=Зх-2>1 (2/3, 0), (0, -2). 2.5.7. 
Касательная к параболе а) в точке (х0, у0) пересекает оси координат в точках 
(х0/2, 0) и (0, —уо); касательная к кубической параболе б) пересекает оси координат 
в точках (2/3 Ї0. 0). (0, — 2у0).

2.6.1. а) - = 0; минимум при м<>0, максимум при: м<<0; б) м=—1 — максимум; 
х = 1 — анинмма; в,ж = —Vb/a (t^/^',0), мккснмуа при а > 0, мнииауа при а < 0; 
■х = у/Ыа (Ь/а >0), аккснамм при а <0, анинмма при а > 0. При b/a < 0 нет ни мак-
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симума, ни минимума; г) х = —1 — максимум; x = i — минимум; е) а>0, х = 0 — 
минимум; а=0, х = 0 — минимум; а<0, х = 0 — максимум, х =—>—а/2—минимум, 
х = >—а/2—минимум. 2.6.2. t = 4°. 2.6.3. а) tsa;4,08°, б) t ^,,92°.

Рис. 0.5 Рис. 0.7Рис. 0.6
2.7.1. 2; 6х; 12х2; 2а. 2.7.2. Ускорение равно 2а; оно постоянно. 2.7.3. а, в) Кри

вая выпукла при х<0, вогнута при х>0; б) выпукла при х <—р/3, вогнута при 
® > — Р/3.

Глава 3
3.2.2. Ниже приведены значения сумм при разбиении отрезка на т частей (т = 10,

20, 50, со):

т 10 20 50 CO

At ОД 0,05 0,02 0

2t2;_i-At 2,18 2,26 2,30 2,33

St2,-At 2,49 2,41 2,37 2,33

Видно, что уже при т = 50 обе суммы незначительно отличаются от предельного- 
значения при т = от.

Рис. 0.9

Для точного вычисления интеграла (предельной суммы, отвечающей «значению» 
т=оо) запишем:

I 1=1

= 2 (г')3 (з' - 3/_1) = (З

2m2 4- 3m + 1 1 ____ 1- 1
6m2 З-!- - m + бтга 2 ’

2
откуда сразу следоет что j Pdt — у (=ъ 0,33). З.2.3. Пусть ? = у^2; обозначь х^^

і
xx = q, хг = q\ .... zm = g™ = 2. Далее составим — х/Ьх£ = 2 (х7)3 (ж, — o^) =

і і
т

- !) S З**"* 1 = (з - !) (?’ + ?’ + з11 + • • • + з4”1’1) = (З - 1) X 
1=1
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gto+a - q3 дЗ*!»))-!! <8(24-1) , ,,
X g4_! = дз + д2 + д 4_ 1 = дЗ _|_ д2 + д + 1 ! устремляя гті -> со (и q -»1), получим 

j ж3йж = —j— = 3 у = 3,75.
1

3.4.1. а) 1/3; б) у (1,1s — 1) = 0,11033; в) 1/2; г) 2 (у(З - 1) я= 1,464. 3.4.2. а) 5 = 
ь t

С Л л „ Г к= J у (ж) dx, где ? = ї(і) = 'уж — уравнение гипотенузы. Отсюда 5 = 1 у xdx = 
о о

ъ
Л Г ' ж2 I* 1

= Т ] жйж = уу-|0= у-^^л.
О 

г
= j Jr2 — x2dx. 3.4.5. 0,7837

3.4.7. См. рис. 0.9, a—в.

3.4.3. a) S = 1[3х0у0; б) S = 2/3x0y0. 3.4.4. S

для к = 5; 0,7850 для п = 10. 3.4.6. См. рис. 0.8.

3.6.2. Не изменится. 3.6.3.
1

2l3B*tga.  3.6.4. JyVT
о

3.6.8) плоскостью, перпендикулярной плоскости АВР,

y2dy = 1/3; заметьте, что пло-

щадь сечения «копыта» (рис. 
параллельной АВ и удаленной от АВ на расстояние у, равна 2у У1— у2.

Глава 4
4.2.1. а) у’ — (ж2)' х2 + ж2 (ж2)' = 2 • 2ж • ж2 = 4^3. б) у' = §ах1 4. 46г8 4- ЗсЖ2 _|_ 2dx -J- е; 

г) (5ж + 3/2)11. 4.2.2. /"(Ж=?(ЖЛ"(ж) + 3?'() Л'(® + 3( (ж) Л'^+Г (*)  *(*)•
4.2.3. /" (ж) = ghk" 4- gh"k 4- g"hk 4- 2ghhk’ 4- 2g'hk' 4- 2g'h'k.

dz dz dy
4-3.1. (/4 = 4їх" = 2j/° = 2a (аж 4- b); z'— (ax2 22abb X^2)' — 2a2x22b. 4.3.2.

. . a - . 2a z 1 ч z 2ж (ж2 4~ 4ж 4- 5)
(аж + &)3 : B) 2 ==(®4- l)2 : г) у 66 (ж4- І)2 ;

fV-Zfgg + 2f(g,)i—ggg

Ъ

Д) у'

4.4.1.

4.3.3.
1

У" ga
1

dy

1 1
= ; в) У' =

d2y ~ b 1
в) dx2 ' a2 sin3t "

6) У = 2 (ж3 4- ж 4- 1) (Зж2 4- 1); в) у'=
1)9 • 6ж; д) у=(6=; е) у=жЧ

. 4.5.3. а) Если ж изменяется на 1%, то &у = п • 0,01у; поэтому при

„' =------------- ------
* (ж + 1) Vr2 — 

1dy Ь „
dx а 8, 1 dx2 16 ж2 У ї

4.5.1. el y'=W — 12ж’4-3ж24-14ж — 2;

= 4 (ж2 - ж 4- 1)3 (2ж - 1); г) у' = 10(Зж2 —

z_J2_ 1
У 5 ГуУ3

изменении ж на к% &у = п- О,О1ук. В данном случае ж изменяется на 10%, Ду = 
1

— п ■ 0,1г/. Так как га = 1/2, то Sy = ~2 • 0,1у=0,05у. Поэтому у (11)=у (10)4-0,05 ■ 5= 
= 5,25; у (9) = у (10) — 0,05 • 5 = 4,75.

Получим теперь точное решение. Обозначим коэффициент пропорциональности 
через /с; тогда у = к /ж. Так как при ж = 10 должно быть у = 5, то 5= к VlO, откуда 
к я= 1,58 (вычисления ведем с двумя знаками после запятой). ПоэтомуГу = 1,58 їж,’ 
у (И) = 1,58(11 (5:5,24; у(9)5б4,74. б) Приближенные значения: у (11) 5=4,50; у (9) =5= 5,50. 
Точные значения: у (И) =4,54; у (9) = 5,56. в) Приближенные значения: у (11) = 6,00; 
у (9) % 4,00. Точные значения: у (11 )=6,05; у (9)=4,05.

„ , ,--------- (2х 4-1) ж3/ (8ж4-7)ж3\
4’6Л- у=ж2 (ж2 — 1) (7ж2 — 3). 4.6.2. у' = Зж + ж + •

______ , 1 ?!xz  і , 1 (хз Ххк
4.6.3. у' = ЬхА^х2 — 1 (ж3 — 2ж) Ч-зУ2^ • 2жж5 (ж3 — 2ж) /s+У1 ' дз _ 2Д (Зж2-2) X
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Зг2X х‘Ух2 — 1 (упростите!). 4.6.4. у' = fl — * Vi2 — 2 (х iL-j . 4.6.5.
\ 2 ) \ Уу) 2 Ух2 — 2

1
---- ~ + 1

у' = + х х2 —(упростите!). 4.6.6. у = 5 f^'X-t-^— f-i= — - V +
2уУх~Ух \ - \Х\3\х2 3\!х_/

)’• М.7. 4.6.8. у 4.6.9. у 2 5 .

—12х_-5 .-------- 3(Зж—1)■>'* ,+2+ 2x2 зух—х-- «■<<■ у=

4х + 3 Ух 
у =--- ;=•' . • 4.6.14. у

4 ух2 -|- х Ух

4.6.10. у' 1
X2

2х _- 3
=  ----- —тт- 4.6.13.

З (х + X)'»
(8х — х8) У 1 2

= (X _-хХ)3 •

4.6.12. у' =
+ 2

4.6.19. у' =

(х2 — 1)3/г ‘
6х Ух2 4-1

■ _■ ■ 4.6.15. у' =6З' х2 ух2 _—,3 х
4.6.16. у' = у(2х + 3)2 +x-^JL—3. 4.6.17. у' = Зх2уТ=т + 

_l____ 2д? Л R <й , . -І?2 - х + 9
Му-^х2- 1)2 ■ •• • ' з (х _ I)3 < 2х — З

= Гх—Т*  4.6.20, „ з33 Зз . у • • -ха + 2х2 + 2х2^
Гх—1(х-^-1) 3(х~2)2\3(х + I)2 ‘ ■' У (х3 + 1)Ч'х2 1 '

4.6.хх. у' = у (y-• у • • у х)х■ О.23, у' = Ухх — 1^х-уУх + + Уу +

. (х-Vх х УУ — 1 . „ , Т 1 (-• - (
+ ov^u+yyr • " Тх х (х—7

4.6.25. .
3 (х + 1)у/х2 (х у1)

4.7.1. у я- 2,3 lg 2 • 2* . 4.7.2. у — 2,3 lg 5 • 5«+х. _.7.3. у' 

у' я- 2,3 • x0V* 1_=1 . _.7.5. ys-2x . 2,3 1g 2 . 2Ж'. 4.7.6. у =
. 4.7.4.

fl 1 ^ . 2,3 1g 2 . 2Х+1Х

2 X /-—е—х; б) у' =Ьех — Зе3х; в) у' =2хе*  - г) у' =—зе32'; д) у' == 
2 Ух

4.8.1. а) у'

= 3 (х2 — 1)ех> 3хн. 4.8.2. Больше чем в 
lg 15

4.9.1. logb 15 = -З-Г=6 825. 4.9.2.

150 000 раз.

равенства (логарифмы — натуральные!),

а) Дифференцируя обе части указанного
(uv)' и' v' 

находим — р - = — + — , откуда (uv) =

= ll'v + UV1. б)

а) У' =
1

х -j- З

Продифференцируйте почленно равенство In (u/r) = In и — In г. _.9.3.
1 X

б) у' = (Хх)' = — , или у — 1пХх = 1пХ + hr х, поэтому у' = (In Х)'-|-

+ (in х)'=у; в) з
2х

х2 + 1
, х2 — 1 6х — X 2

г) У = х(х2 + 1) • Д) 3 333 — х+1' - - у'~х2—р

Я?3
; в) у' = In х + X; и) у' = За?2 In (х -ф X) ; к) Так как In у =

X
= xlnx, то, дифференцируя, находим — у' — In х —- X, откуда у' = у (In х + 1), или 

x Xxx x

ж> 3 6х (х + .)

у = хх (In х +1); л) у=у (у/х)/х 1 ( (см- указание к упр- к).

х + 3

—х2 — X \

' -

4.10.1. у = 2 cos (2х:_і3). _.10.Х. у' — —sin (я — 1). 4.10.3. у' = —(Хж — X) sin (х2 — 
— x-]-1). 4.10.4. у' — 2 sin х cos х. _.10.5. у' = 3 cos 3® cos2 х— 2 cos х sin х sin Зх.
_.1О.6. у' = (sin Хх)х fin sin 2х _ 2sin°L2j) (ср. с упр. 9.3к); _.10.7. y' = -g® + 33 •

2
^о-8'3' = 327e-sxri _-10-9- з'

1 1
2 sin2 (х/2) "
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4.11.1. у'
1

. 4.11.2. у'
V1 — х2

3 1.11.5. у' =

4.12.2. —1.

5.2.1. 1/6. 5.2.2. 1/2. 5.2.3. 2.
5.2.6. 1.

Глава 5
5.2.4. у —=arctgl — arctgO = -y — o') . 5.2.5. e — ~

3 х3 х2 12 1
:5 —-4-х1 +-д~—“2^-ЬС. 3.3.3. ■ухі—-р,3х12С. 

5.3.4. -у х2 4- 2х 4- 3 In | х | 4- С. 5.3.5. 2х 4- In |х — 1| 4- С. 5.3.6. -у х 4- — с2 In |c«4*

4-й+С. 5.3.7. Если _2)-—3)- = _АТ4__|-§. , т0 Л (х - з)4_5 (х - 2) = х.

т. е. (4 4- В) х—'(3-4 4~22)=х и A-f-B = 1, 3A--2.B=0; поэтому А=—2, В =3. 
Ответ. —2 In | ж — 2 | 4- 3 In | х — 3|4-С. 5.3.8. —In | х — 11 -- In | я — 2 | 4- С. 5.3.9. 

я -1-І я 4-1 4 В .Если —-------------- -------------- ' ........ -
X'

откуда .

т»

С'2

я 4-1 4 , - , ,
■2 — Зх О 2 — (x — 1) (x — 2) — +1—2 ' т А(х
4 = —2, В = 3 (положите в предыдущем равенстве

Ответ. —2 In | х — 1. | 4- 3 In I х — 2 I 4- С. 5.3.10.
Cx

-Г Х . і ■ то А (х2 + 1)4- Вх + Сх2 = х 4- 2,
Ответ. 2 In | х | *-  arc tg я — In (я2 -j-1) + С.

5.4.1. cos х — я sin х С. 5.4.2. х (In | я | — 1) 4*  С. [Указание. Положите в фор-
1 /1 1 \

муле (5.4.3) / = In я, dg = dx.] 5.4.3. у х sin 2х — I туя2 — -у 1 cos 2х + С. 5.4.4. (—х3 —

— Зх2 — 6х — ё)е~х-1гС. 5.4.5. ((я-х1) cos х 4-(я2-)- я— 1) sin я *-  С. 5.4.6. Пусть
(2х2 4- 1) cos 3xdx = (ахх2 -|_ Ъ. -(- с) cos Зх — (а2я2 4- 5гх 4- сг) sin Зя. Дифференцируя обе 
части равенства, получаем (2х2 1) cos Зх = (2агх 4-5i) cos Зя — (Зах -|- ЗЬгх -j- Зщ) X
X sin Зз-((2а2я 4-52) sin Зз -((За2х2 4-ЗЙ2х-|-Зс2) cos Зх, т. е. (2х24-1) cos Зх — (—Захх2 —
— ЗЬ\_х — Зе] — 2а»х 4- 5») sin Зя — (Зазх2 4- Зй2х 4- Зс2 4“ 2ахх -|- SJ cos Зх. Таким образом., 
имеем 2х2 4-1 = За2я2 — 362х — Зс2 + 2ахя 4- 51, 0 = —•Захх2 — 3&xx — Зщ 4- 2а2х 4- 52, от
куда За2 = 2, 3&2-|^2а1 = 0, Зс2 4-51 = 1, —Зах=0, —3&х — 2а2 = 0, —Зсх 4" 52 = 0.

п „ а 2 4 5Из этой системы уравнений находим: ах = 0, Ь = 0, <4=0, а2 = -у, &1=-д-, а — .■ 

Ответ, -у я cos Зх +(уг:2 + <1) sin Зх-j-G. 5.4.7. х arc sin х 4- ^1 — я2 -|- С. 5.4.8.
1

я arc tg х — у In (х2 4- 1) + С. 5.4.9. Положим / = sin Зх, dg = e2xdx; тогда интегриро- 
С 1 „

частям даст I е2х sin Зя dx =у е-х

положим / = cos Зх, dg=e2xdz и снова выполним интегрирование 
г 1 3/1 3 г \

мы получим je2x sin 3xdx = ye^srn Зх— -ту I чуе—совЗх 4" у — 22xnn 3xdxl.

х = 2).
В

т. е.

ванне по
интеграле

— 2)45(х — 1)=х-|-1. 

сначала я = 1, а затем 
х 4- 2 А

Если х(х2 + +

3 Гsin Зх — 1 е2* cos Зх dx. В последнем

по частям;

Рассматривая последнее равенство как уравнение с неизвестным j e2xsrn Зх dx., нахо-

Г е2х (2 sin Зх — 3 cos Зх) , , . „ ех (cos 2х 4- 2 sin 2х)
дим j e2®srn Зх dx =---- і--------1g---------------+-C. 5.4.10. ---- і--------- g------------ ~+C.

1 / dt\ _ 1
5.5.1. -gsin^x — 5) -j- С (положите Зх — 5 = t, dx = -3}. 5.Э.2. —у cos (2x 4- 1) 4- С

2 ________
5.5.3. у-У(Зх — 2)3 4-C. 5.5.4. Так как при Vx = z имеем x = z2 и dx = 2zdz, то

Г xdx Г z2 ■ 2zdz f z2dz f z2 — 1 1 f Г — , 1 1, 2J 7— 4 —4— И Т+Г=2 J -Г+^*  = 21Ьг-1)т+ = -2 -

— 2:-}-^]^1(l-j-2)-f-C x — 2 — x -j- 2 ln(l -j- >;л))ЦС.5.5.5.\/л:2 — 5 —- C. 5.0,6. 7 -(-Сл

13
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11 11
или — у cos2z+ у cos4z+C. 5.5.7. — -ум11.-, х + + С. 5.5.8. —1п|созя;|-|- С

(положите совж = /). 5.5.9. arc sin —— + С. 5.5.11. In - х 4- V<a2 я2 - -j- С. (Помимо 

намеченного на с. 145 приема, здесь возможна также искусственная подстановка 
х=а tg t (т. е. t •= arctg (xja)), dx d l adtjcos'H и a^-t-x2- = a2/cos2t или подстановка
> a 2 2x2 = ~ — x, откуда, возводя обе части последнего равенства в квадрат, полу
чаем a2 = z2— 2zx (член с ж2 в обеих частях равенства сокращается!) и, значит- 

.z2 — а2 z_______ z2 — a2 z2-]a2 1 z • 2z—(z2 — a2)
s = —2— - У«2 + *2 = Z~X = z —------------------- !— J -- -------------1---------

~ z Г dx (Г
= -цтЬ откуда ' ■-

a2 ,t = a tg t; тогда ж2 4 «’= ^2 

= 2a*  j (1 + cos 2t) dt = 20^+~2 sn

2 tg t 2x/a 2ax
= T+tg21 = -4^=^^ ' т0 окончательно имеем

x 1 x
X arc tg — 4- -z—з—z——r + t .° a “T 2a2 x2 -j- a2 1

z2-]a2
— 2^ , dx = za

dx

adt
так что

2x/a

5.5.12. Положим

a3 J cos2 tdt =

sin 2t =

dz =

Глава 6

6.1.1. у = (axf 4- bxl -|- cx0 + d) 4- (3azjj + 2&Zo + c) (x — жо) 4- (3ax0 4- b) (x — xs)2 + 
4- a (x — жо)3. Последующие члены все равны нулю; сумма выписанных четырех чле
нов равна многочлену. 6.1.2. Так как у (0) = 0, у' (0) = 1, у" (0) = 2, .... у(”) (0) = га,..., 
то у=ж4^ж2+-^---- .. ,=ж^1--ж---2 + ...). (М.3. у=е^1 4- (х — 1) -|- (® — 1)2 +

і 1 *1  гга (гаг — 1)
П~ЗГ (х—1)' + ••• • 6.1.4. Легко проверить, что (1r)m— 1 + mi- + *----- -------  f2

тхг2
(ср. § 4), етг 4 1 4-''аг,4-—— • Таким образом, при малом г величина етг отличается 
от (1 —— г)т слагаемым 1/2ггаг2. Так, если т = 50, г = 0,02 (см. пример на с. 127), то 

1/2г^г2 = 0,01, т. е. ошибка менее0,5%. (При малом тг2 величина т может быть и боль
шой; при этом, конечно, и величины тг3, тг4, . . . будут малыми.) 6.1.5. а) По фор
муле (24), где у (0) = 1 и Ду = у (Дж) — 1, имеем

Дж 1 1/2 1/4 1/8 Дж —> 0

у (Дж) 2,7183 1,6487 1,2840 1,1331 1=
 в 

<1 
<3 1,718 1,297 1,136 1,065 1

/ Дж\ / Дж\
По формуле (25), полагая Ду = у (— )— У\—4)— получаем

Дх 1 1/2 1/4 1/8 Дж -4 0

44) 1,6487 1,2840 1,1331 1,0645 1

4-4) 0,6065 0,7788 0,8825 0,9394 1

1,0422 0,5052 0,2506 0,1251 Дж
Ау 1,042 1,010 1,002 1,006 1Дж
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6.1.6. Подсттавтт s числлтель 4ррбив sppaefi чааст ( 22) SBippatsHHe ( (Зз) -ля (( s(-)--^a^) 
и / (а — Дж) (в (13а) надо положить соответственно х = а-{-Дх и х — а — Дж).

6.2.1. Примените формулу Тейлора (1.18) к функции (1) (или формулу Маклорена 
ж3 ж6

(1.19) к функции (1а). 6.2.2. si х = С -)- х — j + ggp — • • .. гре С = 0, если усло
виться, ито si 0 = 0.

6.3.1. a) у/=:^-1 = 1 + 2x + 2x* + 2» + 2ж«+...; И) у = |n (1 + ж) = х - 4

Ж Ж4 , ро о . , О (ж— |)2 , (х — 1)3 (ж— |)1 ,
+ 3 — 4 + ••• 6.3.2. у — 1р ж — (ж — 1)— 2 + З —----4-----+ •..
В урр. 1 ряды пригодны рля вычислений при | х |< 1; в урр. 2 — при 0 < х < 2.

4
6.3.3. / (ж) g (ж) =/ (0) g (0) + [/' (0) g (0)+^' (0) 1 (0)] ж + у [Г (0) g (0) + 2f' (0) g (0) +

+ g'(0))(0))®« + ... t
1

6.4.2. Это суть формулы (3) рля а = 1^ = —, в которых оставлены соответ

ственно первые рва (а) и первые три (И) члена. 6.4.3. ^1,2 =s1,087 т ( 1,062 (таблич
ное значение 1,063); (/1,1 Т 1,033 и ( 1,032 (табличное значение с четырьмя знача
щими цифрами: 1,032). 6.4.5. Уже (О/ при ж = 0 не существуат (обращается в оо) .

„ 16.5.1. а) 1; И) —1/2; в) 1/3; г) со; р) 1; е) 1/2. 6.5.4. а) Срелайте порстановку t = —

и рассмотрите отношение & (jt~)' воспользуйтесь правилом (2). И) Докажите, что

/ (ж) — / (ж0) /' (с)
—т—(------ ——г = ' s Т ( гре число. промежуточное межру ж и ж0 (почему?);S -х) — g х g (с)
ралее, считая, что х и xQ близки к а (и расположены по орну сторону от а), устре- 

( _ f(x)—f(x0) / (ж)
мите сначала ж->а, оставляя постоянным Жо ^при этом -> . гре.

по условию, ж-» а), а затем устремите и ж0->а.

6-6-1- а) у = 6}у2жкх^ = а; в) у = 4ж»; г) у =-2=;

= 4csinx. 6.6.3. у=0. 6.6.4. Разложите е^'^ф (ж) в ряр по степеням 
наро разложить в ряр е-^2 по степеням t и почленно проинтегрировать 
равенство); рокажите, что при pасхорящвм ж0 произверение е* !,2Ф (ж) представляется 
ряром (23) (гре а0 = 0).

6.7.1. у = z0T — (zCT — z°) cxp (—(t — i0)J ; уровень воры возіщстает, асимптоти

чески стремясь к значению z = zM. 6.7.2. Найрите усaвлееворяющвв рифференциаль- 
ному уравнению стационарное значение z = zCI — const (=q0/k); ралее обозначьте 
2 = zct + zi и составьте сиффepeнциальнае уравнение рля функции z1 = z1(t).

; р) tg(f)=

і ж (рля чего 
полученное

Глава 7
а 4- b — \/а2А-Ь2 — ab7.1.1. ж =—■--------- g----------------- ( 7Л.2 . Вели принять за х ^та<^]^<^Jїy прямоуголь

ника, принарлежащую основанию треугольника (равному а), то площарь прямоуголь- 
(х — h /л а1———=hx — ~ ж2. Решая уравнение 5'(х) = 0, нахорим х = ~% j 

h ah
тогра вторая сторона прямоугольника равна и его площарь 5 (я) = "4“. 7Л.З, 
S = 2R2 (искомым прямоугольником является кваррат). 7.1.4. Рариус

3/~ V av-x -- bv2
банки г=1/ 2^-, ее высота h = 2r. 7.1.5. t = • 7А.". Время

1 _______ 1 ___________
Т =——а2 4 ж2 4—Vb2--(c— ж)2, гре с — величина проекции отрезкаVi Уъ
нию I разрела срер, а и Ь — расстояния от точек А и В до l. Условие -

основания

рвижєнтя’3

і АВ на ли-
dT
*- = 0 мот
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. с — X
, ———— = sin я, 1 — —. - = sin В,

^а--— хг \/&2 + (с — х)-
тела в I и во II средах с перпен-

(Это — закон Снеллиуаа — т — е — точка

С — XX 
---- , . -- =----- — — -■ или, так как

Va2 + хГ Vі Vb- + (с — х)г
где « и р — углы, образуемые линиями движения 

sin a ід дикуляром к линии раздела сред, —уу = ~ — 
должна двигаться так, как движется световой
е равными скоростями движения в этих средах.) Для доказательства того, что мы дей- 

d3Tствительно получаем минимум Т, достаточно выписать 1 легко убедиться, что 

X

луч, пересекая границу двух сред

-^->0 при всех х.
7.2.1. і/шіп =3. 7.2.2. В момент времени — переход П —іредсттвлси отрезком длины —, 

концы которого проектируются на прямую, отвечающую берегу, на котором сидит Р 
(мы ее принимаем за ось х), в точках с абсциссами xi~v(t — t>), x- = v(t — to) — I 
(«а начало координат принята точка Р). Расстояние от Р до точки М парохода 11 
равно А (х) — ^х- h- , где х. < х < х.; нам надо найти D = min А (х). При t0 С t С 

I
< te 4- — этот минимум равен Л; он достигается в точке х = 0, отвечающей усло-

dA Iвию у^==0; при i <^t0 —- имвют место граничные минимумы,

соответственно \'v-(t — іо)2~р Л2 и — to) — Z]2 + h-. (Эту задачу можно
и чисто геометрически, без дифференциального исчисления.) 7.2.3. а) <шах — 
z = 0; б) i/mx=l при х — 0.

- - їх! 4- x? W” x, -4- хо7.3.1. Докажите, что у" <0. 7.3.2. а) (---------- ) >---- .----- при п > 1,

( хГ “ЪА" \ -m ®і 4- г2 o . Г1 / 1 1 (—б) (й ) < —при 0<т<1, х^х2; в) 1:|т2--^+-ЗД >( 2~ j 

при й>0 и X! =4 Xj (и Х1, Х2> 0); г) 1/2XlogXi 4- log Х2 > Х/г (Xi + Х.) X 
X log |(xi 4“®s)/2] (во всех случаях приведено лишь неравенство, являющееся част
ным случаем неравенства (1)).

37
7.4.1. л/2. 7.4.2. 1/6. 7.4.3. 2л 4-4/3 и 6л — 4^3. 7.4.4. a) a In 2; б) — а (здесь 

о — количество краски, идущее на окраску единицы
а b

7.6.1. F(a) + F(b)= j -^+ j
1 1

2
. _ If 4
7.7.1. у = х- = — \ x^dx = -g .

о

равные

решить
= 0 при

ab
площади). 7.4.5, Юк.

ab

п .1) . < _ ~ 133 < - (0) + у (2)При этом у (1) = 1 < у — 1,33 <------- 2--------= 2.

1

О) У =

а

Ъ
. 1 — 1 214 р(1
1.7.2. a) 3?=-g-y(0) + — — W+1 1/(2)== у • ' 4== 4 б) j ydx = (Тгх3 +

а
1 \ |Ь 1 1 Г 1 _+ урАт 9х) Iа = у г (I)3 — с3) 4- ур (62 — о2) 4- q (6 — а) = (6 — a) — г (й2 4- ай 4-а2) Д- 

Ь
4- (Ь 4- о) “ <J . по формуле Симпсона (3) должно быть j ydx = (b

Г 1 2/ а 4- b \ 1 "І (с 4-й\
*= (6 — а)) -g- у (а) 4- у у I—о— ) j- у у (ft) — . Подставляя сюда значения у (с), у I—g— ) 

и у (6) и сравнивая с полученным выше выражением, убеждаемся в том, что они 
2R

_ 1 (Л 1 / А \ |-« 1/ А Л\Тождестмнии. 7.7.3. F = -- r~r- j — dr^-д =
R

А«=0,5ед2-. Среднее значение силы на этом участке вдвое меньше силы на поверх
- _ 1 FlRj + FfiR)йости Земли, F — 0,5Fo. 7.7.4. a) F(R) = Fo, F (2R) — —£ Fa; ---------- - --------- =
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/Я + 27?\ /3 \ 4
= О,625Ео > О,5Ро (ошибка имеет порядок 10%); б) ----2-----) = F (у Я ) = "д' ^о',

1 2 4 1 109 г»
поэтому -g Fo 4- у • у F 0 + 5-74^0 =216 ^о==0.505Р0 (ошибка 1%). 7.7.5. .

ттг — тг / V \
7.7.6. т . При ттг = п + n, где ч n, In т = In (тг -)-* ✓) = In п In И 1 =

v \2 111
= In п 4- — — 2^2 4" . . . 7.7.7. а) Оба средних значения равны у; б) у—у и
I 1у 4- — . 7.7.8. Если Т — период функции у, то должно быть sin [со (і -|- Т) -|- а] == 

2it Т я
= sin (cot 4-а), откуда ыТ = 2л, Т = ~у-. Период же функции у2 равен у =— ; сле
довательно, надо найти среднее значение функции у — sin2 (wt 4- а) на промежутке 

л
от t = 0 до і = — . СО

«/ш
м

о

Получаем

■Kjw
со г г 1 1 1 І

j I tj — 2 cos 2 (ш£ -j— a) dt = _2_ 
о

sin2 (cot + a) dt
•п/ш

7.8.2. Выполнив указанную

)(1

*=G+4in НН) +і in

Разбивая дугу цепной линии на

е2 -|- е-2
находим S] 1,043, sa = —%-----

f ,---------- 4 Ь^2
б) j ^l + e2* dx; в) s = ~ а2 + "з _ xi dx.

о о
Vl+e1 

f z2
замену переменной, получим s= J И®

<2
(•/ 1/2 1/2 \ 1 г — 1

= г+ ](~1 ~-r+Vdz = z +т 1п7+1 (+С)- Поэтому

1 . ?1 + е2 — 1 1 /2—1
- 1 + 1 ~ 2 1п 

участки от х — 0 до а: = 0,9 и от
2 

ео,»_|_е-О’’ , 1 f 2
2 + 2 J ех — е~х dx-

0,9
Г 2dx Г 2exdx

тогда Je,-_e-.= J-j-ex)2_i

----- . 7.8.3.✓2-1-1
а: = 0,9 до х = 2,

В последнем ин-

Г 2dt г/ 1 
“ Я2— 1 =теграле можно положить ех = t,

1 \
—■ —j) dt. Окончательно получаем 2,624 и s = s, 4~ sz-^ 3,667. По точной фор
муле находим s = 3,627. Ошибка равна примерно 1%. 7.8.4. s% 1,146, 7.8.5. Длинд 

й/У2
рассматриваемой дуги окружности 5 = j Rdx

R2 — х2

ветственно этому получаем следующие оценки числа it: 1) it

3,117; 2) it

ab 2.Т3
7.9.1. a) к =. . - ~; б) к — —t=.=z_

✓(a2 sin2t 4- b2 cos2 t)s -|- Xі)3
2

7.10.2. V = 2те. 7.10.3. xr = — R.

7.11.1. а) у щах — при x :— 0, у min — 2 при х — 2; б)
нет; кривая пересекает ось х в точке х = 1 4-^14 3,4, а

І2ах2

максимумов и минимумов 
ось у — в точке у = —15;
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в) максимумов и минимумов нет; кривая пересекает ось х между точками х = 0 и 
x — — 1, а ось у — в точке у = 3. 7.11.2. а) Три корня; б) три корня; в) два корня;
г) один корень.

Часть вторая
Глава 8

8.1.1. Т(й 1600 лет. 8.1.2. 176,5 г. 8.1.3. 53,3 г. 8.1.4. Мы знаем, что N (4) = N^1, 
где No — количество вещества в начальный момент 4=0. Нас интересует момент вре- 

99
мени tlt к которому осталось (100 — 1)% = 99% вещества: N (41) = удо ^0. Поэтому

99 t 100 л 100= Л^е - откуда t1 = tnigg-. Для радия I = 2400 лет, поэтому 4 = 240011--дд= 

= 24 (года). Аналогично в трех других случаях находим 42(2250 лет; tast 5500 лет;
«=1100)0 лет. 8.1.5. Пусть [в начальный момент времени 4=0 количество атомов 

в 1012 атомов породы равно No; в момент ґ = 10 000 это количество равно 1. Поэтому 
10000

1 = Лгое , откуда No —я4д= 65. Аналогично находим, что 10е лет назад А0%я417%
я: Ю181. Получился явно нелепый результат: в 1012 атомов породы содержалось 10181 
атомов радия! Еще более нелепый результат получается, если подсчитывать содер
жание радия 5 • 10е лет [назад. Нелепость результата доказывает неправильность 
исходного предположения о том, что имеющееся в настоящее время количество радия 
можно рассматривать как остаток от распада радия, входящего в состав Земли в мо
мент ее образования (ср. с § 8.4).

Глава 9
t

9Л.1. А (4) =—' j А отрицaтяльно, так

4о

і
как j v2dt > 0 при 4>4°. 9.1.2. Дви-

2лжение тела периодическое с периодом Т = — ; требуется определить работу за пол
периода. В течение первой четверти периода скорость положительна, а потому F = —h; 
во второй четверти периода скорость отрицательна и F — h. В каждом из этих про
межутков времени сила постоянна, а работа равна произведению силы на путь, прой
денный телом; для 1-й и 2-й четвертей периода Aj = — hB и 

т 
работа за полпериода А = Ау-|- А2 = —‘Bib. 9Л.З. А = —— j 

о

А2 — h (—В) = —hB-t

sin шо*  cos ш-Jdt. Этот

о)° — а>1

1интеграл легко взять, воспользовавшись тем, что sin ш^ cos <^4 = — [sin (о0+"ч)г +
Т

• тт B/qCOj f Bfo^l+ sin (ш0 — о>1) 4]. Поэтому А ——2—J [sin (o0-l-coi) 4ф sin (ш0 — w) t[ dt = ——X 
0

1 , 1 cos (u)0 -4- °^i) T cos (too — о,) Г '[ В
XI M і ,, -------- -- 't .------ —------- ;-------------- • в случае o)i = o)0 пользо-L M + "1 ' mo — Ші ш0 "г 0Ji % — 0)1 J 2 0

ваться последней формулой нельзя. Однако в этом случае srn ш04 ms шр = --1^^2004, 
т

В/оШ г . В% _откуда А — —2—J sin 2wotdt = - (1 — cos орТ). 9.1.4. Работа силы сопротивления
о

а В pg3 mg2
воздуха А1(4) = — —*—44. Работа силы тяжести 42(t) = —%—42. Для шарика: 

А2 (1 ) = -0,00965, Aj (10) = — 96,5, А, (100) = -965 • 103; а2(1) = 0,177, 4г (10) = 1,77,
. А 2 (100) = 177. Для пули: А2 (1) = —1,18 ■ 10"*, Ах (10) = —11,8, Ах (100) = — г 18 . до» 
А (1) = 0,435, 42 (10) = 43,5, А2(1000)=4350 (значения А везде в Дж). 9.1.5. 4 = 

аВр (е — i^)26 „
=----------2-----------  Мощност- W . опіедделямм , шижзуяс- формулой W = Fv, W =

оВр (vo — г)2 V тт „ ..
■ • Найдем, при какой скорости v (при данном г0) мощность будет2
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dIT „
максимальной, т. е. когда -^- = 0; находим і>х = г0 и p = i>o/3. Ясно, что значение 
и = ив нас не интересует, так как оно обращает мощность в нуль. Интересующее 
нас значение есть v — ао/3 (читатель может произвести полное исследование, осно
ванное на учете знака d2W/d>2). При »о = 30 -м/с, г==10 м/с, Wmia — 25,75 • 10е Вт. 

В/ш .
9.1.6. Работа силы за пприод А = Bnf sin а; мощность W = ——sina.

9.3.1. Пряммю, зн кктoтрT pacтoтoжeны зарряы, зпиммм за зос а; зпссь зарря зг 
совпадает с началом координат, а заряд ег расположен в точке х = 2а. Равновесие 

da „ „ ехв іе-е
-j?=о. но f=-/-—{2а_-ху • еслизаряда в точке х возможно, лишь если F

е/е
0<ж<-2а, т. е. если заряд в расположен между зарядами ег и е2; F = — —

4єіМ схг 4гіМ— ~2а_ар ’ если ®<0,— и F = -2~ --— 2;;_ а^’иВ . Bпоpзтлчлy чаеусло-
вие F = 0 дает їх = 2а/3, ж2 = —2а (второй корень х2 отбрасываем, так как должно 
быть х>0); в случаях же г<-0 и х>2а уравнение F = 0 вообще не имеет решения. 
Следовательно, имеется одно положение равновесия хх = 2а/3. Далее подсчитываем 
d2u d2a
■“2 в точке х = х! = 2а/3; мы убедимся, что если е>0, то —— > 0, т. е. равнове
сие ’ устойчиво; если же е<[0, то равновесие неустойчиво. 9.3.2. Имеется 
одно положение равновесия ах вне зарядов. Если система координат выбрана так же, 
как в решении упр. 1, то ах = —2а. Если ее!^>0, то 
если ев!<0, то равновесие неустойчивое.

dv ,
9.4.1. Уравнение движения т-^-==Е; пользуясь

равновесие устойчивое,

тем,

F dx F F
v = —t. Поэтому -77 = —t, dx =— tdt, откудаТГЬ (Il m ПІ

X
J dx =
о

что е = 0 при t = 0, находим 
t

F г— I tdt, так как х — 0 т J
о

F
при 4=0. Окончательно х = — и 2т ■t2. 9.4.2. р) х = vot -f- -g^- t2;

F
б) x = xo f vot -|- t2.

dv gt2
9.4.3. 2,5 m. 9.4.4. Уравнение движения есть m—/- = mg; отсюда находим х = -?—,

И ft = у —— it 4,5 с при х = 100 м. 9.4.5. р) t = 3,6 с. б) t = 5,6 с. Далее, в случае а) 

v = gt — ^0- Пусть гп — скорость в момент приземления; тогда гп =gtu + vo, где 4р — 
g42

время приземления. Из уравнения v=gt ]-vo находим х — vot — -g- . Пусть шарик 
падает с высоты И;

—Уо a >у% -\-2gH
тогда х = Н при 4 = 4р; поэтому 2Н = 2у)4п + gt2, откуда 4р =

и va=gtu--vQ = y/v% + 2gH. В случае б) v =gt — ио, остальное 
аналогично; конечная скорость получается такая же, как и в случае а). 9.4.6. х = 

к п , / 2_/ /
її ~ t з 4- L’M- 9.4.7. а) х —— — — COSw£ - J?- —з J х та— з 2 > — max — . б) х sssот ' ' ти со ' шал ты ’ ти — '

g

= —4——j- sin ш4. 9.4.8. Пусть искомая скорость есть ио. Тогда закон движения 
F

тела х = хо + v0 (4 — tg) + 2тЗ (4 — 40)2- Так как ж = гг.^ при 4 = 4г, то я'х = а^а

+ М4х — 40)-Ь2а’(гх — 4°)2. откуда v0 = -1_:=-fo —
9-8,1- К = 2т Г = F (х — хо)‘ 9,8,2‘ £ = 2тш2 iin2 ш4; Хшах = 2т.ш2 ‘ 9<8,3‘ К =
шЛ'2ша ---------------- тА'ш2 _ _ „

= —£---- sin2 (4 + а — =----д----- — 9.8.5. а’ Лг&4-107ДЖ’ И'гь2,2-105 Вт; б)— А it

st 7 • 10' Дж, IT st 38 • 104 Вт. 9.8.6. Определим работу каждой из сил в отдельности. 
dv

Для этого предварительно определим скорость тела. Из уравнения m^^-~ot-\-
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е
а0 (• I «0 \

4 а (0 — t) = ад нахорим v = v0 + ^— t. Работа силы Fr есть Ay = j at ( va -- — tjdt = 
0

apo02 , c20*  apo02
— —£—4~ "3~ • Аналогично нахорим работу Л2 -силы г 2: А2 = —g—

9
импульса на средеюю скорость: Л = j atdt = 

о

02*  
+' 6т . Со

ставим pротзввсвнuе
а2 
~2~ >

S
о а

V =---------- 0---------- = 1о + 2т0а’ с, значит -
аб2

хотя jv 7= Aj,

е
г а62

= I а (0 — t) dt = -у ,
о 

а ав2 / а —
+ 2п04), /«₽ = -TV» + 2тв7* Видно ат0 </, + /2 г? = + А2.

l^v Ф Аг (ср. с. 284). 9.8.7. В начале опыта масса т имела скорость и0 (она рви- 
х .z mvOгалась вместе с поезром) и кинетическую энергию Ку = —g— .

т (г0 4- г,)2После рєйствся человека скорость массы стала cc -- щ, л2 = --------%--------,
Ft г , rz rz rz ("ОЙ • j mvoгре Изменение кинетической энергии Дл=Л2 — K=m------ %------—•

Это есть работа, ppоизввсeннaя нар массой поездом и человеком вместе. Для того - 
чтобы определить работу, протзвєрєнную нар массой т человеком, заметим, что ско
рость массы по отношению к человеку, ерущему в том же поезре, была равна нулю

mVy про опыта и стала равной Pj после опыта. Поэтому работа человека А1 = -5— — 0 =

mvl FV
= ~2^ = . Теперь легко опрєрєлсть работу Д2 рвигателя, толкающего поезр:

А2 — &К — Ау = mvavy — vaFt. ^Последний результат легко получить и из других со-

t
оиpa.жентft. Дейлевuеельно, работа деигателя A2=^vFdt; так как скорость v = v0, 

о

постоянна, то Л2 = р0 I Fdt = vaFt. I 9.8.8. До начала опыта скорость массы т и ско- 
о /

рость человека равны нулю. После опыта масса т приобрела скорость .j, человек 
dvy ,dv2приобрел скорость г2. Опререлим эти скорости из уравнений m--^—F и М = —F,

поскольку если человек действует на массу т силой F, то масса т действует на 
' Ft ,

р2 = — .
Ft _ .
— р2 = - — . Работа, 

нар человеком, есть Л = А1--Д^ гре Кх = 
F2t2

энергии массы т, К2-————=~2М-----изме-
__F2t2 (М + т)

Отсюра А---------2Мт----- - Изменение
mvl F

кинетической энергии массы т равно ДАот = тго^-}—<>—, гре щ = — t; изменение 
„ , Mvi F F2t2 (М 4 т)

кинетической энергии человека ЬКМ = -j- + Mpot?2, рде 12, = — -у t, А =----- 2Мт----- -
9.8.10. а) Если tl = ti~\-b и i2 = h + b, то т' = t2 — t( = t2 — tj = т. б) Если zj = ар + 
4- vty + a и x'2 = x 4- vt2 -f- а, гре tj = t2, to d' — x2 — x[ = xt — x:y = d.

9.9.1. Для <p=30° имеем ж2=565 м, ушах = 81,5 м; рля р = 45° получаем
= 650 м, Уши = 163 м; рля р = 60° получаем х2 — 565 м, !/m)^=2-- м. 9.9.2. Уравне- 

g
ние траектории таково: jt = xtgp — х2 2% cos2 _• При заранном х = 500 и ищем <, при.

человека силой —F (третий закон Ньютона!). Нахорим vt 
проивведанная силой F нар массой т и

тй F2t2
= ~2т-----изменение кинетической

нение кинетической энергии человека.
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dy _ vn 1
котором у = ушах, т. е. решаем уравнение —j— = 0. Оно дает tg? = — , т. е. ;^2^ =

У+«2Х2- г0 x2g
= —---2—• Пользуясь этим, из уравнения траектории находим ушах = -о— — п->.
Полагая гв = 80 м'с, х = 500 м, находим Ушах—1 335 м.

9.10.1. г АҐ30000 км.

результат можно

с точкой— сты-

d2y
9.11.1. Найдите вторую производную —— функции у =F(?) (ср., впрочем, со ска

занным на с. 294 и 187—188; заметьте, что F(z)-»0 при z->0 и при z->co).
9.12.1. Совместив начало координат с центром тяжести стержня, получим /0 — 

-/2 1/2
— j x2adx = a j x2dx = о jr-; так как m = аЦ то последний j

— -/2 —-1/2
I2

записать так: 10 — 9.12.2. Совместим начало координат
ковки кусков различной плотности, так что для первого 
равна at при х < 0, а для второго она равна аа при

1 o2Zl — oJi
- / g2 — 9.12.3. Выбрав систему координат согласно указанию, получаем 

L
г а£4

L\ момент инерции относительно начала I — J х2а (х) dx = — . Так как т = 
о

куска плотность
х > 0. Тогда

хе — -2

2

aZ? 2т mL2 2
то а = -j ; поэтому / = —— . Но в силу (13) /0 = / — mLJ где — = -у£;
, mL^

18 —•отсюда
9.13.1. а) Ср. с указанием к упр. 12.3. Ответ. Центр тяжести принадлежит ме

диане треугольника и удален от его вершины на расстояние, равное 2/3 медианы 
(совпадает с точкой пересечения медиан), б) Пусть основания трапеции равны а и Ь, 
где а>Ь; центр тяжести расположен на прямой, соединяющей середины оснований, 

1 а Ч-2Ь
на расстоянии — h д ь~ от нижнего основания, где h — высота трапеции, в) Центр

4
тяжести расположен на оси симметрии полукруга на расстоянии —— R от ограничи
вающего полукруг диаметра, где R—радиус полукруга.

dt 1
: 0ткуда- учитывая

dv
vj — v2 •

Io==

9.14.1. Запишем уравнение так:

1 сусловие г(О)==го, находим ( = у J ) -Для того чтобы ВЫПОЛНИТЬ

начальное

интегриро-

а
v- — v +,а —вание, достаточно записать подынтегральную функцию в виде v v‘.

b
-|- — 'Ср — и определить числа а и Ь методом неопределенных коэффициентов; см.

)Г1 + г Щ + VoТаким путем получаем In — — — — = ш A -j— 2(—, — где А = v  - ,

Р1 I v Ае2.'( — 1
или J_ — = А^е2.”., т— е. р == ri ~23е1/ • При очень больших t величина ^»1,

■поэтому для таких t будет Пбрепишем решение уравнения в виде v~
А _ e-2.t

= г-------- 9й77 • или v — Vi = —2vt—------ 45ВІ—7 • При весьма больших 1 в знаменателе1 А + в~2.'’ А + е_2”іг г
пренебречь величиной e~2Vlt, малой по сравнению с А; поэтому в этом случае 

е~2^Є- 2vi (v0   Pj) _23— ,
v — vL Дї —2vj —a— , или v — а, st---- p _p — е — ’ 1 — сравнивая это с (24), на-

2-1 (v0 — г>х)
C =--------г------- 914-2. Для случая сопротивления — пропорционального ско-

fl “Г Ро

можно

■имеем

'ХОДИМ
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dv кА
рости, уравнение движения примет вид 2t==^~’mv'~'nT’ гДв ~~ выталкивающая 

g А
сила. В этом случае происходит установление скорости vi = — — По закону
Архимеда A = Vp'g, где V— объем тела, р = рж — плотность 

mgr/ g I
m = Vf (р = рт — плотность тела), то А=—-— и щ=—^1— 

всплывает (щ</0), а при р'<р — погружается (щ>0).

жидкости. Так как

■ « При р' > р тело

Глава 10

10.1.2. а) Точка остановки а?0==1/4. б) Точка остановки zo~0,9. в) Точек оста
новки нет. 10.1.3. Положение максимума и (х) таково: ишахя=9,5 при х0 = 8/3. За
мечая, что левая ветвь графика уходит вверх, а правая — вниз, можем построить 
очень грубый набросок графика и(х), которого, однако, вполне достаточно для реше
ния упражнения, а) Из постоянства суммы кинетической и потенциальной энергий 
тела следует, что две точки остановки (в них кинетическая энергия равна нулю) — 
значения наименьших корней уравнения —х3 —- 4а:2 — 6. Это уравнение можно решить 
либо графически, либо при помощи какого-либо численного метода. Получим хг % 
я—1,09, г2 ~ 1,57. Тело совершает колебания между точками xj и б) Одна точка 
остановки - — —2,04. Однако эта точка остановки расположена левее точки, из кото
рой выходит тело в начальный момент времени. Так как начальная скорость направ
лена вправо, то тело уйдет вправо, не побывав в точке остановки, в) Одна точка 
остановки х %—2,04. В этом случае тело пройдет влево до точки остановки, а затем 
уйдет вправо. 10.1.4. а) Точек остановки нет. Тело уйдет вправо, б) Две точки оста
новки хг — -|- V9/11, #2 = —V9/11. Движение тела — колебание между точками — и х2.

X

В случае a) t = t0 -|-
1 + х*

4 -J- Зт2
0 0,5

dx. В случае б) t = t0 -ф-
20 4- 20х2
9— Их3 dx при х < од

20 + 20а:2
9 — 11а:2 dx при х^ < х где - - —время достижения хх. (Следует

заметить, что интегралы остаются конечными, хотя в точках остановки подьп^'гі^л-^р^.'іь- 
ная функция обращается в бесконечность.)

10.2.1. а) х = 2 sin Z, б) х = cos t, в) x = cos t -j- 2 sin t. Это решение можно записать
в виде х = С cos (£ -|- а), где С = V5, а = arc tg (—2) % —1,11, т. е. х = ГЬ cos (t — 1,11). 
Во всех трех случаях Т = 2т:.

10.3.1. а) Пусть L — длина маятника. Мы знаем, mglчто а> = |/ -у— , причем в нашем

и

2 mL2 і — ag т - - gg 2—
случае I = -д- L, I = —g— (см. упр. 9.12.3). Поэтому 7j£"= |/ -щ- , Т = “==

1/ЗГ с - л ГТ „
= 2-у -^-%5,43|/ —. Значение I, которому соответствует максимальная частота,

определяется по формуле Zmax
1/^0 m г mL2

= у ■— . Так как в нашем случае /0 = -уд- — , то Zmax =

L l/^lS - ' 2к L
= -?=-; поэтому шдаВ=^Г ■— Гт • Зная штах, находим Тт;П=-—. б) Здесь Z=--q-, V 1о штах °

mL2 mF1 mL2 і/ 2g
I = 70 + ml3 = -jg- -(- == —g— , w = I/ ^— . Минимальный период здесь совпадает
с полученным в случае а), но точка подвеса иная (однако Zmax — то же, что и раньше).

10.4.1. Пусть колебания задаются формулой х = С cos (wZ 4- а), тогда и = 
‘ dC

= —Сш sin -j- а). Воспользуемся соотношением кС^^ = Ftv, где
Fiv = —hv2 | v | = —hC3rns | sin3 (o>Z — a) |, и поэтому закон изменения 

„ dC _____________
можно записать так: кС^С = ~hC3w3A. где А = | sin3 (a>z -|- a) |.

= —hv j v |. 

амплитуды С

Заметим, что
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а те — а
sin (coZ X а) сохраняет знак при изменении і от _і =■= — — до t2 = ——— , причем 

*2
С sin3 (mt 4- a) dt
С______________ = 21

Z2 — _і те
Т

іг — П = ~2~ • Поэтому А

тс—а
ш
У sin3 (wZ + а) dt. Заменяя в по- 

а
ш

—і
If 4следнем интеграле переменную cos (W S a) = x, получим A = — — 1 (1 — x2} dx = -3^-,

1
dC hC2a3.4 'ЛЛ dC

откуда yy =— —3^—• Обозначим = b; тогда ~y — —ЬС2 и, следовательно,
dt I i C — Co Co

dC= — bet* Решением этого уравнения является t = ~у^——,откуда С = ——— ;
здесь Co — значение амплитуды в начальный момент времени t=0, которое опреде
ляется из начальных условий. (Отметим, что такой же закон мы получили для ско
рости прямолинейного движения в случае сопротивления, пропорционального ква
драту скорости (см. (9.14.15)).) 10.4.2. В этом случае работа за четверть периода 

4 
равна —/С; поэтому средняя мощность есть

dC 2fCu dC 2/о
kC d = ~откуда s = --fcT и-

2со
—fC = —fC ss. Получаем уравнение

„ 2/означит, С = Со — —— t.

Cq/cT
т. е. когда = -2д7-

Колебания пре-

кратятся в момент t,, когда станет С = 0,
что Н^>Т).

10.5.1. Из первого уравнения системы получаем Со cos <? — ха — а.
- г • 1 ш го хо — аиз второго уравнения нетрудно наити Со sin s = 6 — — — — 7 —-—.

/ ш получим Cg = — —

(преднолагается,

Пользуясь этим,

Возведя послед

. , vo xo — a\2ние два равенства в квадрат и складывая их, получим Cg = — — — — 7—-—) -|-
-|- (а:0 — а)2; извлекая из обеих частей равенства [квадратный корень, находим Со;

& (О Vq xq — а
Ш° s OJj CO

далее tg? =-----------^—"д----------- •
10.7.2. Биения (ср. с равенством (5)).

. „ . . „ sin х (1 — cos 2х) sin х
ччо sin3 а: = sin s sin2 ax =--------%----------- = —2— —

sin За: — sin x 3 1
—--------- 4--------- = s sin — — — sis 31s (предстввлених f (x)

3 Iіу (x, t) — -j- cos t sin x — k- cos 3t sin 3a:. 10.8.2. Здесь при-
усвовия 0 = 0 в (10), так что вместо (14) получаем у (х, t) —

2 кпх кстЛ ктх I krnt
Ък sin —— cos —— -J d^shi —у sin1——. 10.8.3. Условия (26) дают: s (x) +

k ‘

10.8.1. Воспользуйтесь тем, 
sin х cos 2а: sin х

2

в виде (15)). Ответ.
ходится отказаться от

кпх

1
-|_ (p (x) = f (x); <' (x) — <' (x) = 0, откуда у (x, t) = -y \f (x —- ct) -j-/ (x — ct)J, где еще 
надо доопределить функцию / (х) вне интервала (0, Z), объявив ее нечетной и перио
дической с периодом 2Z.

те2 , I COS 2а: cos За:
10.9.3. а) у = 2 — 4 ^cos х ?? -f- 32

_ 2^-С^ 2 cos[(22* —)ъЦ} + (<?1 + 2 (_1)я+1 ?*( мхЦ)

Й=1 К=1

+ ...); «>(-(^) л —

2к — 1 п
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Глава И
11.3.1. р = 1,13р0; р — 1,_8р0; о = 3,67о0, где р0 — давление воздуха на поверхности 

Земли. 11.3.2. Зависимость давления от высоты имеет ввд р = Рор—?*' — где Ъ = 
„ RT 8,3 • 103 • 233

— 103 -дз . Для температуры —_0° С имеем Т = 273 — _0 = Х33К, Ъ =-------

Ь6,6 ■ X0_ смХ/сХ; в этом случае Н = — =6,6 км. Для температуры _0° С имеем Т = 

. dT= -X- К, 6 = 8,8- 10_ смХ,сХ, Н = 8,8 км. X1.-.-. Из уравнения = —аТ0 следует,
что Т =—aTgh -|~ С, где постоянная С определяется из условия: Т = То прв й = 0, 
•откуда С = Т0; поэтому Т = То (X — ah). Основное, уравнение для определения плот- 

dp RT
ности таково: 33 =—gp. Воспользуемся уравнением Клапейрона: р = 1030 -3—; под-

RT0 (X — «й) „ RT0
ставляя сюда выражение для Т, находим о=103о-----------------• м о х0жиз = 0jy- = bo;

р
тогда р = р&о (X — ah), откуда р — - ц --д. Дифференцнольноеуравн едие рляр при

нимает ввд -- уу-- ' или Т' = &0(1—^А)' > внтег0вРУя. Щ^утаом

In р = —• In (X — ah) Ц- С, откуда р = А (1 — ah)111 *• “, где А = ес. Так как р — р0 при 

й = 0, то А = р0; поэтому р = 00(—ah)Vlt‘l>. 11.3._. р — раО — 0,037 • 10~•й)3--'
О—1,13о0; 0=1__00; 0 = Х,97р0.

Глава X3
13.2.1. Ток в схеме убывает по закону j —■ ](>е~*1 яс

9 9 _-IRC 9
времени t, имеем поэтому yq ]0 — joe • , откуда yg =

9 К • 9руя, находим lnQ = — дуу > откуда -х = —ЛС In — -: 0.105ЛС.
формулы H «s X с для R = 107 Ом; -х о 10,5 с для R = X08 Ом;
= 10® Ом. Момент t;, когда ток упадет вдвое, определяем аналогично: 0,5/0 = 7ов‘ -" » 

• откуда -2=-O,693KC. Здесь _ — 6,93 с при R = X07 Ом; 7;%69,3с при R = 108 Ом> 
-x=s 693 c при R = XOp Ом. 13.Х.Х. Воспользовавшись формулой (1.11), получим уС1 + 
+ 7>д += 0, откуда <0я= — + ?с;)- Ток в цепв всюду одинаков; поэтому / =

dfc , „ d-c, rn fc , + 'FC- „ dyg - X ,
= С ЗГ = СХ3Г = З- = - І— ■ Получаем уравнения -dT = -Rcr fa. + *?.),
•d->c2 1 d ---, _ tPc) 1 <ec- + <>c,
-d" = -дл; + + сложив их, шшдом ---------------- = - -RC —df— ■ гда п0л0-

„ C1C2
С = СуСу

ненных конденсаторов

. В интересующий нас момент 
е-зрвс. Логарифми-

В силу последней
<х % X05 с для R =

,-<х/КС,

(величина С есть суммарная емкость двух последовательно соедв- 
с емкостями Сх и С;). Так

■поледнего уравнения 

iT -СХз2) = 0-
начальным условием:

находим <іе- + = ае PRC.

как - - + <р<7а = а при t = 0, то из
Я С --1 С --- 0 
Ясн0- Сг - - С2 - = 0. илв

где А — постоянная. ПользуясьПоэтому Сус- — C^fc, =
=Є' ?с2 = 0 при Х = 0, находим А = Са. Итак, -|- ус, ~

’^і^і — ^'Рс2 = Отсюда находим уС( = а e~ilR<:'), =

Q
= ае f r~(—X +* —(/R')- 13-Х.3. Величины, относящиеся к контуру до увеличения С1 Т и9
всех линейных размеров, отметим индексом 1, после увеличения размеров — индек- 

р52 £пХ5\ Z- nlr
■ом Х. Тогда Ti = R-fi1 Т2 = RiC2 С2 = -уц = Ыс^п — пС1'‘ Rt = р — = р —• = 

R R
= —3-. Поэтому Т2 = і пС, = RrC, = Т,. Постоянная времени не изменилась.

= ae-‘lR(:.
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13.8.1. Пусть разность потенциалов на пластинах конденсатора равна <р. Для схемы 
dj dy

рис. З + <Pl + ?c = 0, или L-^ +<р = Я, (ибо уЕ — — Ea). Так как j — С —, то
d2<^ d2y d2z

LC~& + t = Ea, T- e- LC "dt2 = ~~ & ~ Ee), или LC-jp =~z, где z = у>-—Ео. Реше-

ние последнего уравнения имеет вид z — В cos (ші ) «), где ш — iftLC', поэтому ср = 
— В cos (ші -|- a) -j Ео. Но ср = 0, / = 0 при t — 0; пользуясь этим, находим В — —Ео, 
а = 0. Окончательно имеем у = Ео( — eosat). Значение ушах = 2Е0 отвечает равенству 
cos c^;t — —1, т. е. t = л/ш = T/2; оно достигается через половину периода колебаний.
13.8.2. Энергия емкости W — Су212 — 4СЕЦ2 —2СЕ%-— энергия - отданная источником 
напряжения, Р — qE0 — СуЕа — 2СЕ§.

1
«2 = -j-T — л2. Для заданных трех слу-

ср0 л13.9.1. j (t) == — —— e~u sin wt, где A. — 2£ »
чаев получим: і (t) — —1.0025e °’ott sin t; / (t) = — 1,031е~0,25/ sin 0,97t; 7 (t) = 

= —l,15e~°'5Z sin 0,87/. 13.9.2. 7 (t) = j0 (cos at— — sin at] e формулы для А и co см.

в упр. 1. Для заданных случаев f (t) = (—cos t 4- 0,05 sin t); 7 (t) = e-0,26/ x
X(—cos 0,99/4-0,26 sin 0,97t); / (t) = е_0>5і; (—cos 0,86/-- 0,58 sin 0,86/). 13.9.3. Если В
велико, то ток через сопротивление мал, т. е. в основном ток идет через индуктив
ность. Поэтому, чем больше R, тем ближе эта схема к схеме рис. 13.8.1, где о = 
= <р0 cos (co-|-а). Если В велико, то можно считать, что в схеме рис. 13.9.2 -р имеет 
такой же вид, но <р0 есть медленно меняющаяся со временем величина. При этом 
dP г ?= —Z; но h — Rjf, где /j — ток, текущий через сопротивление R, ц — -ц ; поэтому

h — £.
— R

$ COS2 (cot -1а) r у%
R и h—2R' Итак,

dP 
dt

?б
2R • Замечая, что

dP „ d'P° ¥0 ~ dyoнаходим = Cy0 w = - 2# • Отсюда
і

2RC ;1
?о- Поэтому ^0 = Ле

1
1^1>2ВС ■

13.10.1. у — = + +-te-E cp(t) = —О.ОЗе--аз—+ i,03e-o>,u; - ? (t) = —0,01с-'.»<
+ 1,01в-0-и. 13.10.2. <p(=c-<4-2tc-<; у (t) = —0,37e-3.73/_L і.З’є"^’-.

Часть третья

Глава 14

п !
число сочетании из п элементов

14.1.1. а) и — х3 — Зху2 — 3x4-1, v = Зх2у - у3 ~ Зу; б) и — —Х+ХГ—гх+уХГХ > 

V— + Х 2 —у2) 2 + 4 х2у2 ■ в) и — хП — СхП~2У2 — СпхП~*У 4 + ■■■, v — С\хп^1у —

— С3хп~3у3 -j- С%хп~3у3 где CJ— кцп_к)і
по к. 14.1.2. (6а) и (66) проверяются исходя из равенств z~lz — 1 и (z'^3)3 = z; общая 
формула (6) вытекает из справедливости ее для любого рационального п— p/q — 
= (l/g)p, где отдельно надо
14.1.3. Воспользуйтесь тем,

рассмотреть случаи положительного и отрицательного у. 
что если с — г (cos а ) і sin а), ТО уС = р (cos Р ) і sin р),

п  2кт. а
где р = уг, и В = р0 -j— —— , где р0 = — , к — 0, 1, 2, .... га — 1. 14.1.4. В соответ

ствии с результатами упр.З } — 1 = cos 3 4- і -in j3, где ;3=л/4, Зг./4; 5л/4 (= — Зл/4^ 
7л/4 (=—г^с-4); заметьте еще, что во всех случаях величины cos (3 и sin р = + VT/2.

14.3.1. Если )пх = ю, —о и = ею и ии — е*п\ ввcII0ллзyйтeе- —тим. —4.32. Ясно, —то 
е‘ % (2,7)2.’ > 1 > ІІ; числа же — - (= cos 1 -|- і sin 1, где углы измеряются в радианах) 
и i‘ (=е’ 1“ * = е('’4/22)) несравнимы (по величине можно сравнивать лишь вещественные 
числа, но не произвольные комплексные числа).
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14.4.3. а) Окружность; б) гипербола. Соответственно рля а) т рля б) t = tg ті т t=

ф
th ( ’ если те же лтнтт основремвнно зараны т «cтaнсартными» параметрическими

уравнениями: а) х = cos <>, у = sin ср; б) а: = chp, у = shp.

Глава 15

15.1.1. Все рассматриваемые произво^ые имеют вир Р -(J е-1,2 гре Р (z) — мно
гочлен (от переменной г); при z = 0 они равны нулю в силу большой скорости убыва
ния функции у=е~11х при ж->0 (ср. § 6.5). Так, например, / (х) =2 2)л3в-з,а:^; Но 4, 
гре t = — 1/х2, убывает при і->—со гораздо быстрее, чем растет при (-»—<» функ
ция 2 1113/l(=| 2/z3|).

15.2.1. Если uv=lnz, то u=ln ( х2 -ф- у2 и v = arctg--,

du U - у
ду дх х- + у2‘

ди ди х
'д^ = 1^ = у2 »

15.2.2. Воспользуйтесь ди
тем, что И1=-^,

ди

ряр, сохраняя в нем только
(жо) + «' (®о) (х — ха) = ( (as0) (я — х0). Таким образом, обоз- 

1 1
КГВ ( У( = |?'(К)| 8

Глава 16
16.2.1. Вблизи точки х = ха разлагаем функцию <р (х) в 

первые рва члена: <р (ж)

начив'р' (х0) = с, х — х0 = у, мы получим 8 {у (х)) = 8 {су)

В более общем случае функция 8 (ф (х)) прерставляет собой сумму подобных выра
жений, распространенных по всем нулям функции ф. 16.2.2. Функция <р {х) = sin х 
обращается в нуль при ха = kit, к = 0, +1, + 2, ..., | «' (х0) | — | cos х0 | = | cos An: | = 1;

Т-оз
Н-со | +(»

поэтому 8 (sin х) = 2 8 (х — кп) т I ф (х) 6 (sin х) dx == 2 ф (Ал).
к=—со _с0 к=—со

а) у' (х) — 1 — 8 {х« 1). И) Так как у(--0) = 1, у{—0) == 0, то скачок &у пере
ев

при ж = 0 таков: Ду = 1. Далее, при х ( 0 имеем у' 1х)= —
х‘2 (1 -ф- еХ )

.Их
х2 (1 ( eHX)2-

X X
16.4.1. Умножьте правую часть (8) на sin ( т воспользуйтесь тем, что cos кх sin -j =

= [\in (к ,— х — sin (к — (( •

16.3.1.

менной у

поэтому окончательно у'(я) = 8 (я)
е.

Глава 17

17.3.1. а) Если Г — линия тока, то в силу аpреселения функции ф касательный 
/ дЪ дф \

вектор t=^— к линтт Г (т. е. к лтнти ф = const) савpасает с вектором v
скорости потока, откура уже т ллвсувт, что вроль лтнит рвтжения жиркостс, имею
щей в каждой точке направление v = v(x, у), приращение гіф функции тока равно 
нулю, И) Пусть Г — малая руга с концами Р = Р(х, у), Q = (Ох -у- dx, у 2 dy), а Л = 
= R lx 4- dx, у)', рассмотрите поток жиркости через ломаную PQR, принимая вектор 
скорости жирности равным v {х, у), т докажите, что (с точностью ро бесконечно 
малых 1-го поря^а) этот поток равен г!ф = ф (х -ф- dx, у -ф- dy) — ф {х, у). 17.3.2. Вос
пользуйтесь тем, что векторы касательных к линиям у = const т ф = cons'! в точке

/ д<? ду\ / гіф сіф \
М{х, у) таковы: V? = н Уф = (-^-, т. е. V? = (v т уф =
= {vx, v -), ралее воспользуйтесь условием pерpвнр^^кулярнолти рвух векторов. З7•3•-. 
а) Прт а вещественном линти тока суть прямые, параллельные оси Ох-, эквипотен
циальные лтнтт параллельны ост Оу, случай чисто мнимого а рает сопряженное
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описанному движение жидкости, б) При а вещественном линии тока—гиперболы 
ху = const; эквипотенциальные линии — гиперболы г2 — у2 = const; величина скорости 
в точке М пропорциональна расстоянию ОМ. в) При а вещественном линии тока — 
окружности, касающиеся в точке О оси Ох; эквипотенциальные линии — окружности, 
касающиеся в точке О оси Оу. г) Для it = In z линии тока — исходящие из О прямые; 
эквипотенциальные линии — окружности с центром О.

17.4.1. Приравнивая нулю (равновесие!) сумму проекций сил на направление оси
у, получим для случая малых отклонений (у<^1): 1 — к — к - .. ■ = 0.

/( к к \ (I — хЛуг Ы = 1К— + Т^) = х'~к1 >

(
х \1/ к к \ х (I — хі)

У fl — х \ lf к к \ х\ (I — х)
\1 — хг )|\+ l — xj = kl ■ х'< х < 11

Эта функция у (х, ад) и называется функцией Грина задачи о струне. При 
вольно , распределенной силе / (ж) отклонение струны дается формулой

і
= xi)dx1. Отметим. что с помощью функции Грина мы нашли решение

о
для функции у (х), даже не зная, какому уравнению она подчиняется (это уравнение 

d2y f (ж)
имеет вид . у(0)==0 , <//)=)). 17.4.2 . Общее решение уравнения

Отсюда

произ-
У (4 =

без вынуждающей силы есть х (t) — С\ sin wt С2 cos ші, w = -/кіт, C.L и С. — произ
вольные константы. Так как 6-функция отлична от нуля только при t=T, то реше
ние уравнения с о-образной силой и состоянием покоя при t=—со имеет вид

0 при —со < Z < т,
■ ( чЛС\ sin wt 4- С2 cos a^t при т < t < -|-со; v

б-образная сила сообщает телу единичный импульс, поэтому покоящееся тело после 
Др 1

действия 8-силы приобретает начальную скорость г = -^— = начальное поло
жение остается равным нулю. Решение уравнения колебаний с такими начальными 
условиями в момент t — т имеет вид

0 при —со <( t <f т,
1 sin ш (t — т) при т <( t , Ц- 00 .

COS ШТ sin ШТ
Иначе говоря, в формуле (*)  Cj =---------- С- =—--------- .

Решение задачи с произвольной силой / (t) дается формулой 
4-со і

= \ /(rn)r(t, т)й= ( f (т) — srn [ш ( — т)] йт.

—СО —со
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Течения сопряженные 458
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— смещения 403
— эмиссии катода 350
Топология 468
Тор 238
Точка вихревая 457
— выпуклости 185
— критическая 75
— перегиба 78, 231
— существенно особая 430
— угловая 196
Траектория навесная 287
— настильная 287
— точки 48
Турбулентность 309

Убывание функции 72
Угол 20, 21, 51
— бросания 286
— гиперболический 420
Удлинение удельное 59
Уравнение алгебраическое 411
— Ван-дер-Ваальса 191
— дифференциальное 101
— — в частных производных 403
— — с разделяющимися переменными 171
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— Клапейрона 191
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— математической физики 184
— прямой 23
Ускорение 57, 76, 98
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уравнения 331
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Флюента 129
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— Муавра 411
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— Планка 363
— Симпсона 219
— Стирлинга 213
— Циолковского 293
— Эйлера 414, 416
— эмпирическая 18
Формулы Коши—Римана 428
Фотон 359
Функционал 189
Функция 16
— алгебраическая 123
— аналитическая 426
— — комплексной переменной 429
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— гармоническая 274, 428
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— Грина 447, 461
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— линейная 22
— логарифмическая 129, 417
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— тока 457
— тригонометрическая 131, 416, 418
— убывающая 73
— четная 45
— экспоненциальная 128
— элементарная 145
— эмпирическая 18

Характеристика двухполюсника 404

Центр кривизны 230
— симметрии 33
— тяжести 237, 300
Центроид многоугольника 203
Цепная линия 225
Цепь электрическая 370 
Циклоида 50

Частота 45
— колебаний 45, 314
— круговая 314
— собственная 322, 395
Числа вещественные 408
— дробные (рациональные) 408
— иррациональные 408
— комплексные 409
— отрицательные 408
— чисто мнимые 409
Число Авогадро 344
— е 126
— Маха 307
— л 228
— распадов 245
— Рейнольдса 303 .
— сопряженное к данному 409

Ширина резонанса 401
— эффективная 208

Эвольвента 232
— окружности 234
Эволюта 232
— параболы 232
— циклоиды 233
Экстраполяция 18
Эллипс 42
Энергия активации 350
— излучения 362
— индуктивности 386
— кинетическая 100 , 279
— полная 310
— потенциальная 268
Эпициклоида 50
Эфир 465



 

 

ОГЛАВЛЕНИЕ

Предисловие ..................................................................................................................... 3
К читателю......................................................................................................................... 5
Предисловие для препоодвателей..................................................................................... —

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ
ЭЛЕМЕНТЫ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ

Глава 1. ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ ......................................................................... 16
§ 1. Функционаалная —ависимость ........................................................................ 16
§ 2. Координаты. —Расстоянии! и углы, выраженные в коордтіа'гах ................ 19
§ 3. Графиччское изображение —функций. Уравнение прямой ............................ 22
§ 4. Ої^р^^в^^^єі пропорциональность и гипербола. Парабола ............................ 25
§ 5. Параболы и гиперболы высших порядков. Полукубичеесая параолла .. . 33
§ 6. Oбаае,лая —функция. Графики- взаимно-оба>атных функций ........................ 37
§ 7. ПpаеOаавoовния графиков —функций ................................................................ 40
§ 8. Параметрическое —адание линий ........................................................................ 48
§ 9*. Некоторые дополнительные сведения из аналитической геометрии ... 51

Глава 2. ЧТО ТАКОЕ ПРОИЗВООНАЯ................................................................ 55
§ 1. Движение, путь и скорость ................................................................................. 55
§ 2*. Теплоемкость тела. Расширение тел при нагрреании................................ 58
§ 3. Производная. Простейшие примеры вычисления производных ................ 60
§ 4. Первые свойства производной. Приближенное вычисление значений 

функции с помощью оpoиззаодoн..................................................................... 63
§ 5. Касательная к кривой ......................................................................................... 68
§ 6. Рост и убывание функции. Максимумы и минимумы ................................ 72
§ 7. Вторая производная функции. Выпуклость и вогнутость кривой. Точки 

перрегба..................................................................................................................... 76

Глава 3. ЧТО ТАКОЕ ИНТЕГРАЛ ........................................................................ 79
§ 1. Определение пути по скорости движения и определение площади, ограни

ченной кривой ......................................................................................................... 79
§ 2. СОпределиный иин^теар......................................................................................... 83
§ 3. Связь, междд —шнтеррлом — пороббoаоoн......................................................... 87
§ 4. Неоппредлееный иб'reгpаа..................................................................................... 90
§ 5. CввПcтлв —tннгеpапoо ............................................................................................. 95
§ 6. Поимеоы и поабoжeден.........................................................................' . . . . 98

Глава 4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ ......................................................... 111
§ 1. Дифференциал ........................................................................................................ 111
§ 2. Поoпбввпднп —уммы — поoпбвводенб ффунции ........................................... 117
§ 3. Cвйжднп —функци. Поoпбввпднп иевулн-а двух функций — . '............... 118
§ 4. Oбаaелнп фуукция. Поpaмееpиччекo- —ваднии ффукции ............................. 120
§ 5. ОСтепенна —фуукции ........................................................................................... 122
§ 6. Поoпбвяпдыс гпйаOаaибчеУI^б —-lуунций ....................................................... 123
§ 7. Попцвaагейннп фз^ни^я ................................................................................ 124
§ 8. Чиссл —     126
§ 9. Логарифмы .......................................................................................................... 129
§ 10. Тригономелрячеуцяе функции ........................................................................ 131
§ 11. Обратные триaонометричеуцяо (функин......................................................... 135

•Я 12. Производная функции, заданной мезвн........................................................ 136



 

 

 

 

508 Оглавление

Глава 5. ТЕХНИКА ИНТЕГРИРООАНИЯ............................................................. 139
§ 1. Постановка задачи ................................................................................................. 139
§ 2. Простейшие интегралы ......................................................................................... 139
§ 3. Общие свойства инттгралсл................................................................................. 141
§ 4. Интегрирование по частям ................................................................................. 143
§ 5. Метод подстановки ................................................................................................. 144
§ 6. Замена переменной в определенном иинтегале................................................ 147

Глава 6. РЯДЫ. ПРОСТЕЙШИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 150 
§ 1. Представление функций в виде рядов ............................................................. 150
§ 2. Вычисление значений функций при помощи рядов ......................................... 156
§ 3. Случаи неприменимости рядов. Геометрическая прогрессия ..................... 160
§ 4. Бином Ньютона для целых и дробных показателей ..................................... 164
§ 5. Порядок возрастания и убывания функций. Правило Бернулли—Лопи- 

таля ......................................................................................................................... 166
§ 6. Дифференциальные уравнения первого порядка. Случай разделяющихся 

переменных ............................................................................................................. 170
§ 7*. Д хДференциальноеуравнениееытекания явды............................................. 174

Глава 7. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ. НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ ИЗ ГЕО
МЕТРИИ ..................................................................................................................... 185

§ 1. ГхГдкдемх ксимумыи минимумы ..................................................................... 185
§ 2. Негладкие максимумы и минимумы. Изломы и разрывы. Левая и правая 

производные функции ......................................................................................... 193
§ 3*. Выпуклые функции и алгебраические нераввестст.................................... 200
§ 4. Вычисление площадей ......................................................................................... 206
§ 5*. Оценки некоторых сумм и піиоинведіий......................................................... 210
§ 6*. Еще о натуральном воггI)аУеe......................................................................... 214
§ 7. Средние значения ................................................................................................. 217
§ 8. Длина кривой ......................................................................................................... 224
§ 9. Кривизна и соприкасающаяся окружность ................................................. 228
§ 10. Стереометрические приложения интегрального исчислення........................ 235
§ 11. Как строить к^«иые............................................................................................. 238

ЧАСТЬ ВТОРАЯ
ПРИЛОЖЕНИЯ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ 

К НЕКОТОРЫМ ВОПРОСАМ ФИЗИКИ И ТЕХНИКИ
Глава 8. РАДИОАКТИВНЫЙ РАСПАД И ДЕЛЕНИЕ ЯДЕР .................... 243
§ 1. Основные характеристики радиоактивного распада ..................................... 243
§ 2. Измерение среднего времени жизни радиоактивных атомов .................... 245
§ 3. Последовательный распад (радиоактивное семейство) ................................ 250
§ 4. Исследование решения для радиоактивного семейства ............................ 252
§ 5. Цепная реакция деления урана ......................................................................... 255
§ 6. Размножение нейтронов в большой массе ......................................................... 256
§ 7. Вылет нейтронов ..................................................................................................... 257
§ 8. Критическая масса ................................................................................................. 259
§ 9. Подaритичгcкaя и надкритическая массы при непрерывном источнике 

нейтронов ................................................,............................................................. 260'
§ 10. Значение аритичглаой маассс............................................................................. 261

Глава 9. МЕХАНИКА..................................................................................................... 263
§ 1. Сиил, работа, монщость ..................................................................................... 263
§ 2. Эмерия ................................................................................................................. 268
§ 3. Равновесие и устойчивость ............................................................................. 271
§ 4. Второй закон Ньютона ..................................................................................... 275
§ 5. Импульс силы ..................................................................................................... 276
§ 6. Kинeтту^eгкaя нюриия ..................................................................................... 279



 

 

Оглавление 50й

§ 7. Инерциальные и неинерциальные системы отсчета ..................................... 279
§ 8*. Преобразования Галилея. Энергия в движущейся системе отсчета . . . 282
§ 9*. Траектория снаряда. Парабола безопасности ............................................ 286
§ 10. Движение тел в космическом пространстве ................................................ 289
§ 11. Реактивное движение и формула К. Э. Циолковского . — ’.................... 291
§ 12. Масса, центр тяжести и момент инерции с^тржжі........................................ 295
§ 13*. Центр тяжести нити и пласттиіни..................................................................... 300
§ 14. Движение тела в среде, противодействующей движению, под действием

силы, зависящей только от скооооти............................................................ 303
§ 15*. Движение тел в жидкостях и гаааа................................................................. 307

Глава 10. КОЛЕБАНИЯ ............................................................................................. 310
§ 1. Движение под действием упругой сиил............................................................. 310
§ 2. Случай силы, пропорциональной отклонению. Гармонические колебания 313 
§ 3. Маятник ..................................................................................................................... 316
§ 4. Энергия колебаний. Затухающие колееания..................................................... 319
§ 5. Вынужденные колебания и реезнннс................................................................. 322
§ 6. О точных и приближенных решениях физических зааач............................. 323
§ 7. Сложение колебаний. Биеета............................................................................. 327
§ 8. Задача о колеблющейся струнн............................................................................. 330
§ 9. Гармонический анализ функций. Ряды Фурье ............................................. 335

Глава 11. ТЕПЛОВОЕ ДВИЖЕНИЕ МОЛЕКУЛ. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТ
НОСТИ ВОЗДУХА В АТМСЮФЕРЕ......................................................................... 342
§ 1. Условие равновесия в атмоосере......................................................................... 342
§ 2. Свіязь между плотностью и давлленим................................................................. 343
§ 3. Распределение плотности ..................................................................................... 344
§ 4. Молекулярно-кинетическая теория распределения плоотнстс.................... 345
§ 5. Броуновское движение и распределение молекул по кинетической энергии 348 
§ 6. Скорости химических реакций ......................................................................... 349
§ 7. Испарение. Ток эмиссии каат/щ......................................................................... 350

Глава 12. ПОГЛОЩЕНИЕ И ИЗЛУЧЕНИЕ СВЕТА. ЛАЗЗРЫ.................... 353
§ 1. Поглощение света (постановка задачи и грубая оценка) ............................. 353
§ 2. Уравнение поглощения и его решение ............................................................. 354
§ 3. Соотношение между точным и грубым расчетами поглощения ................ 354
§ 4. Эффективное сечении................................................................................................. 356
§ 5. Ослабление потока заряженных частиц а- и ^лучей ................................ 357
§ 6*. Поглощение и испускание света горячим гааоо............................................. 359
§ 7*. Термодинамическое равновесие излучения ................................................ 360
§ 8*. Вероятность излучения и условия термодинамического равновесия . . . 363
§ 9*. Лазеры .....................................................................■........................................... 367

Глава 13. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ И КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ ЯВЛЕНИЯ
В НИХ................................................................................................................................. 370
§ 1. Основные понятия и единицы измерения ...................................................... 370
§ 2. Разряд емкости через сопротивление ............................................................. 375
§ 3. Колебания в цепи емкости с искровым промежутком .................................. 377
§ — 4. Энерпм: коонеенатото............................................................................................. 379
§ 5. Цепь с инддниииндcнитo........................................................................................ 382:
§ 6. Размыкание цепи с —шддкгтвноноью................................................................. 384
§ 7. Эннргия индуктивности ......................................................................................... 386'
§ 8. Колебательный коннту............................................................................................. 380
§ 9. Затухающие колебания ......................................................................................... 391
§ 10*. Случай большого coнpонивлееля ................................................................. 393
§ 11. Переменный тто..................................................................................................... 394
§ 12. Средние величины. Мощность и сдвиг фазы ................................................. 397
§ 13. Колебательный контур в цепи переменного тока. Резонанс напряжений 399



 

 

 

510 Оглавление

§ 14. Параллельное включение индуктивности и Гемкости. Резонанс токов 401 
§ 15. Общие свойства резонанса, линейной системы ............................................. 402
§ 16*. Ток смещения и электромагнитная теория сввта..................................... 400
§ 17*. Нелинейное сопротивление и туннельный диод......................................... 404

ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ТЕМЫ ИЗ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ

Глава 14. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА ..................................................................... 408
§ 1. Основные свойства комплексных чисел ......................................................... 408
§ 2. Возведение в мнимую степень и число е ......................................................... 410
§ 0. Тригонометрические функции и логарифмы ................................................. 415
§ **.  Тригонометрические функции мнимого аргумента. Гиперболические функ

ции ............................................................................................................................. 418

Глава 15. КАКИЕ ФУНКЦИИ НУЖНЫ ФИЗИКУ? ..................................... 424
§ 1. Аналитические функции вещественной перриеннои......................................... 424
§ 2. Производные функций комплексной переменной ......................................... 427

Глава 16. ЗАМЕЧАТЕЛЬНАЯ ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ ДИРАКА .................... 405
§ 1. Различные способы определения функции ..................................................... 405
§ 2. Дирак и егоофуукция............................................................................................. 4Э6
§ 0. Разрывные функции и их nрoиоваодвe............................................................. 4Э8
§ 4. Представление дельта-функции ф^і^мм^і^л^и..................................................... 441

Глава 17. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ И ДЕЛЬТА-ФУНКЦИИ ............................................................. 444
§ 1. Комплексные числа и механические коллезаня................................................. 444
§ 2. Интегралы в комплексной обллсти................................................................................................................... 448
§ 0. Аналитические функции комплексной переменной и течение жидкости 455 
§ 4. Применения дeльтa-фунвции................................................................................. 459

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. ЧТО ЖЕ ДАЛЬШЕ? ..................................................................... 460

ЛИТЕРАТУРА ................................................................................................................. 476

ПРИЛОЖЕНИЯ............................................................................................................. 477
I. Таблица проі^г^і^с^одих............................................................................................. 477

II. Интегралы от некоторых функций................................................................................................................... 477
III. Некоторые разложения функций в рядд......................................................... 479
IV. Некоторые числовые таблицы ............................................................................. 479
V. Международная система физических единиц СИ ............................................. 480

VI. Лааиински и гррееески аалм^ави........................................................................ 481

ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ ..................................................................... 482

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЕЛ..................................   502



 

 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

Яков Борисович 
ЗЕЛЬДОВИЧ,

Исаак Моисеевич 
ЯГЛОМ

ВЫСШАЯ МАТЕМАТИКА
ДЛЯ НАЧИНАЮЩИХ 

ФИЗИКОВ И ТЕХНИКОВ

Утверждено к печати 
Институтом теоретической физики 

им. Л. Д. Ландау АН СССР

Редактор Л. И. Головина
Редактор издательства Л. Е. Кононенко 

Художник В. Н. Типунов 
Художественный редактор Т. П. Поленова 

Технические редакторы
Т. Д. Панасюк, Л. Н. Золотухина 

Корректоры
Н. Б. Габасова, Г. Н. Лащ, Л. В. Лукичева

ИБ № 21107

Сдано в набор 28.12.81
Подписано к печати 06.07.82. Т-08882

Формат 70Х1081/,,
Бумага книжно-журнальная 

Гарнитура обыкновенная 
Печать высокая

Усл. печ. л. 44,8. Усл. кр. отт. 44,8. Уч.-изд. л. 47,0 
Тираж 30000 экз. Тип. зак. 1065

Цена 3 р. 20 к.

Издательство «Наука»
117864 ГСП-7, Москва, В-485, Профсоюзная ул., 90

Ордена Трудового Красного Знамени
Первая типография издательства «Наука»

199034, Ленинград, В-34, 9 линия, 12



 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

ИЗДАТЕЛЬСТВО ТАУЛА»

Готовятся к печати:

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ, ГРУППЫ ЛИ И МЕХАНИКА. 
12 л. 1 р. 80 к.
В сборнике прерставлены как статьи, в которых метода, развитые 
в связи с физическими приложениями, используются в чтсто математи
ческих вопросах, так т работы, в которых математические срерства 
применяются рля исследования проблем теоретической фтзткт.
Сборник прерставляет интерес рля научных работников, интересую
щихся современными проблемами математической т теоретической фи
зике.

ИСТОРИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ, вып. 26. 20 л. 
2 р. 50 к.

Сборник лосер.жит статье о математических рукописях К. Маркса, 
а также работы по различным вопросам истории анализа, главным обра
зом XIX в., о развитее теории чисел в трурах Диофанта т Ферма, о 
формировании основных понятий векторного исчисления т генезиса 
тензорно-геометрической концепции гравитации. Публикуются отзывы 
акаремеков В. Я. Вуняковского, И. И. Сомова, П. Л. Чебышева 
т В. А. Стеклова о трурах ряра немецких математиков XIX—XX вв. 
Сборник рассчитан на математиков и естореков науке.

Адреса магазинов «Академкнига»:
480091 Алма-Ата, ул. Фурманова, 91/97; 370005 Баку, ул. Джапаридзе, 13; 320093 
Днепропетровск, проспект Гагарина, 24; 734001 Душанбе, проспект Ленина, 95; 
375002 Ереван, ул. Туманяна, 31; 664033 Иркутск, ул. Лермонтова, 289; 252030 
Киев, ул. Ленина, 42; 277012 Кишинев, проспект Ленина, 148; 443002 Куйбы
шев, проспект Ленина, 2; 191104 Ленинград, Литейный проспект, 57; 199164 
Ленинград, Таможенный пер., 2; 199004 Ленинград, 9 линия 16; 103009 Москва, 
ул. Горького, 19а; 117312 Москва, ул. Вавилова, 55/7; 630076 Новосибирск, Крас
ный проспект, 51; 630090 Новосибирск, Академгородок, Морской проспект, 22; 
700029 Ташкент, ул. Ленина, 73; 700100 Ташкент, ул. Шота Руставели, 43; 634050 
Томск, наб. реки Ушайки, 18; 450025 Уфа, Коммунистическая ул., 49; 450059 Уфа, 
ул. Р. Зорге, 10; 720001 Фрунзе, бульвар Дзержинского, 42; 310078 Харьков, 
ул. Чернышевского, 87.


