
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ГИДРОДИНАМИКА
П.РОУЧ

Книга посвящена численному решению уравнений гидрогазодинамики. В ней рассматриваются
различные формы уравнений и варианты граничных условий, описываются разнообразные типы
конечно-разностных схем, обсуждаются их точность, устойчивость и сходимость. Даются
рекомендации по программированию и обработке получаемой информации.
Книга представляет интерес для научных работников и инженеров, ведущих исследования как по

механике жидкости и газа, так и по вычислительной математике. Благодаря широкому охвату
материала, доступности изложения и наличию упражнений она может служить учебным пособием для
аспирантов и студентов названных специальностей.
ОГЛАВЛЕНИЕ
Предисловие редактора перевода
Предисловие
Рекомендации по учебному курсу,
основанному на настоящей книге
Глава 1. Введение 13
1.1. Область вычислительной
гидродинамики

13

1.2. Исторический обзор 16
1.3. Существование и единственность
решений

24

1.4. Предварительные замечания об
аппроксимации, сходимости и
устойчивости решений

26

Глава 2. Уравнения движения
несжимаемой жидкости в декартовой
системе координат

29

2.1. Уравнения движения для физических
переменных

29

2.2. Уравнение переноса вихря и
уравнение для функции тока в случае
плоских течений

30

2.3. Консервативная форма уравнений 32
2.4. Уравнения в безразмерных
переменных

32

2.5. Одномерные модельные уравнения
переноса

34

Глава 3. Основные численные методы
расчета движений несжимаемой жидкости

36

3.1. Методы решения уравнения переноса
вихря

38

3.1.1. Некоторые основные конечно-
разностные формулы

39

3.1.1.а. Разложение в ряды Тейлора 39
3.1.1.б. Основные конечно-разностные
формулы; полиномиальная аппроксимация

43

3.1.1.в. Основные конечно-разностные
формулы; интегральный метод

45

3.1.2. Метод контрольного объема 48
3.1.3. Свойство консервативности 51
3.1.4. Описание неустойчивости 58
3.1.5. Исследование устойчивости 62
3.1.5.а. Исследование устойчивости
методом дискретных возмущений

62

3.1.5.б. Анализ устойчивости по фон
Нейману

68

3.1.5.в. Анализ устойчивости по Хёрту 73
3.1.5.г. Краткий обзор и оценка различных
критериев устойчивости

77

3.1.5.д. Метод фон Неймана для
многомерных задач

83

3.1.6. Одношаговые явные схемы; схема
“чехарда со средней точкой”

85

3.1.7. Схема “чехарда” Дюфорта—
Франкела

95

3.1.8. Первая схема с разностями против
потока. Ошибки, обусловленные схемной
искусственной вязкостью

101

3.1.9. Свойство транспортивности 106
3.1.10. Транспортивные и консервативные
разностные схемы

110

3.1.11. Вторая схема с разностями против
потока

113

3.1.12. Схемы Адамса — Бэшфорта и
Крокко

115

3.1.13. Схема Лейта; фазовые ошибки,
ошибки, обусловленные неразличимостью,
расщепление по времени

117

3.1.14. Неявные схемы 128
3.1.15. Многошаговые явные схемы 134
3.1.16. Неявные схемы метода
чередующихся направлений

139

3.1.17. Явные схемы метода чередующихся
направлений

146

3.1.18. Схема “классики” 151
3.1.19. Схемы четвертого порядка
точности Робертса—Вейса и Кроули

154

3.1.20. Схема Фромма с нулевой средней
фазовой ошибкой

158

3.1.21. Схема Аракавы 160
3.1.22. Замечания о схемах для расчета
стационарных течений

161

3.1.23. Замечания к оценке методов;
ошибки, связанные со свойствами схемы;
компактные разностные схемы

168

3.2. Методы решения уравнений для
функции тока

175

3.2.1. Прямые методы 175



3.2.2. Метод Ричардсона и метод Либмана 177
3.2.3. Метод релаксации невязки
Саусвелла

181

3.2.4. Метод последовательной верхней
релаксации

182

3.2.5. Тактика и стратегия 187
3.2.6. Неявные схемы метода
чередующихся направлений

188

3.2.7. Другие итерационные методы 191
3.2.8. Метод расчета распространения
вектора ошибки (метод EVP)

194

3.2.9. Методы, использующие ряды Фурье 204
3.2.10. Аппроксимации высших порядков 207
3.2.11. Об оценке рассмотренных методов 211
3.3. Граничные условия для уравнения
переноса вихря и уравнения для функции
тока

213

3.3.1. О первостепенной важности
численных граничных условий

214

3.3.2. Стенка в расчетной сетке первого
типа

216

3.3.3. Стенка в других расчетных сетках 224
3.3.4. Линия симметрии 228
3.3.5. Верхняя граница 229
3.3.6. Условия на входной границе потока 233
3.3.7. Условия на выходной границе
потока

236

3.3.8. Пилообразные осцилляции в
конечно-разностном решении

247

3.3.9. Парадокс, связанный с влиянием
условий на выходной границе потока

253

3.3.10. Соотношение вычислительных и
аналитических граничных условий

255

3.3.11. Условия “на бесконечности” 256
3.3.12. Угловые точки 258
3.3.12.а. Граничные условия в вершине
выпуклого угла

258

3.3.12.б. Сходимость и точность в вершине
выпуклого угла

263

3.4. Критерии сходимости и начальные
условия

264

3.5. Расчет давления 275
3.5.1. Численное интегрирование для
определения давления

275

3.5.2. Уравнение Пуассона для давления 276
3.5.3. Граничные условия второго рода для
давления

278

3.5.4. Итерационные методы решения 279
3.5.5. Характерная величина для отсчета
давления

281

3.6. Расчет температуры и концентрации 284
3.6.1. Основные уравнения 284
3.6.2. Учет диссипации 286
3.6.3. Конечно-разностное представление
диссипативной функции

287

3.6.4. Граничные условия для температуры
и концентрации

288

3.6.5. Источниковые члены и жесткие
уравнения

292

3.7. Методы решения уравнений для
простейших физических переменных

294

3.7.1. Общие замечания 294
3.7.2. Основные уравнения 295
3.7.3. Граничные условия для простейших
физических переменных

297

3.7.4. Метод маркеров и ячеек 298
3.7.5. Другие методы решения уравнений
для простейших физических переменных

304

3.7.6. Сравнительные достоинства систем
уравнений для переменных (y,z) и для
переменных (u, V, P)

306

3.8. Трехмерные течения 309
Глава 4. Уравнения движения сжимаемой
жидкости в декартовой системе координат

315

4.1. Основные трудности 315
4.2. Традиционная форма уравнений 316
4.3. Консервативная форма уравнений 317
4.4. Дополнительные соотношения 321
4.5. Безразмерный вид консервативных
уравнений

324

4.6. Сокращенная запись уравнений 329
4.7. Физические и математические
особенности, связанные с наличием
ударных волн

330

Глава 5. Основные схемы расчета
движений сжимаемой жидкости

333

5.1. Предварительные соображения 333
5.1.1. Методы расчета течений без
ударных волн и методы с выделением
ударных волн

333

5.1.2. Исследование устойчивости 338
5.1.3. Использование неявных схем 341
5.2. Методы численного расчета ударных
волн

342

5.3. Размазывание скачков при помощи
искусственной диссипации

344

5.4. Схемы с явной искусственной
вязкостью

345

5.4.1. Схема фон Неймана—Рихтмайера 345
5.4.2. Схемы Ландсхофа и Лонгли 349
5.4.3. Схема Русанова 350
5.4.4. Ошибки, возникающие при введении
искусственной вязкости

352

5.5. Схемы с неявной искусственной
вязкостью

353

5.5.1. Схемы с разностями против потока 353
5.5.2. Область влияния и ошибки
аппроксимации

356

5.5.3. Метод частиц в ячейках и метод
жидкости в ячейках

359



5.5.4. Схема Лакса 362
5.5.5. Схема Лакса — Вендроффа 365
5.5.6. Двухшаговая схема Лакса —
Вендроффа

373

5.5.7. Схема Абарбанеля и Цваса 379
5.5.8. Другие схемы; алгоритм Бориса
переноса с коррекцией потоков

380

5.6. Члены с вязкостью в уравнениях
течения сжимаемой жидкости

382

5.6.1. Аппроксимации производных по
пространственным переменным

382

5.6.2. Общие соображения 383
5.6.3. Схемы для аппроксимации членов с
вязкостью

385

5.7. Граничные условия для течений
сжимаемой жидкости

390

5.7.1. Стенка с условием скольжения 390
5.7.1.а. Стенка со скольжением в
расчетной сетке первого типа

391

5.7.1.б. Стенка со скольжением в
расчетной сетке второго типа

395

5.7.2. Стенка с прилипанием 397
5.7.2.а. Стенка с прилипанием в расчетной
сетке первого типа

398

5.7.2.б. Стенка с прилипанием в расчетной
сетке второго типа

402

5.7.2.в. Расчет плотности на гибридной
сетке

405

5.7.3. Угловые точки 409
5.7.4. Линии симметрии 412
5.7.5. Входная граница 412
5.7.6. Выходная граница 413
5.7.7. Верхняя граница 417

5.8. Критерии сходимости и начальные
условия

420

5.9. Замечания о расчете дозвуковых и
сверхзвуковых течений

421

5.10. Схемы высокого порядка
аппроксимации

423

Глава 6. Другие расчетные сетки, системы
координат и системы уравнений

424

6.1. Специальные расчетные сетки 424
6.2. Преобразования координат 432
6.3. Другие ортогональные системы
координат

443

6.4. Другие системы уравнений 446
6.5. Направления будущих исследований 464
Глава 7. Рекомендации по
программированию, контролю и обработке
информации

470

7.1. Составление программы для ЭВМ 470
7.2. Отладка и контроль 479
7.3. Обработка информации 489
7.3.1. Числовые данные 490
7.3.2. Графики и кинофильмы картин
течений

493

7.3.3. Диагностические функционалы 506
7.4. Заключение 508
Приложение А. Метод прогонки 509
Приложение Б. Об искусственной схемной
вязкости

515

Задачи 529
Список литературы 537
Дополнительный список литературы 597
Предметный указатель

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ
Абарбанеля— Цваса схема 379—380, 526
Автомодельные решения 13, 290, 291, 412, 413,

487, 488
Адамса—Бэшфорта схема 115—117, 119, 522,

526, 532
Адвекция и конвекция 31
Адиабатическая стенка 282, 288—291, 390, 404
Адиабатическое течение 535
Акустические волны 455, 456
ALE алгоритм 458
Анализ экономической эффективности методов
расчета 17, 174—175,211— 212

Аналогия между стационарными итеративными
и нестационарными методами 161—164, 167,
178, 188

Аппроксимации ошибки см. Ошибки
аппроксимации

Аппроксимация   дифференциального
уравнения разностным аналогом 27, 79, 81,
393, 395, 401, 402

— Паде 452
— полиномиальная 43—45, 56, 166, 404, 426
Аракавы схема 57, 160—161, 296, 310, 526
А-устойчивости критерий 78
Бесконечная скорость распространения
возмущения 131, 132, 140, 141, 151, 356

“b-плоскости” приближение 160, 455—457
Бигармоническое уравнение 166, 191, 192, 454
Блазиуса решение 217, 235, 442, 451, 459, 531
Блок-схемы 474
Блочно-трехдиагональная    матрица 133, 175,
198, 204, 220

Блочные методы 176
Больцмана уравнение 464
Бориса алгоритм переноса с коррекцией потоков

(алгоритм  FGT) 380—382
Боры 330
Браиловской схема 135—138, 382,386, 387, 436,

437, 521, 523, 532, 536
Буземана интегральное соотношение 412



Бунемана метод 176—177, 204
Буссинеска приближение 25, 101, 454, 507
Быстрое преобразование Фурье 176, 204
Бюргерса уравнение 29, 35, 56, 138, 251, 331,

332, 335, 358, 359, 381, 482, 485
Векторное поле соленоидальное 311
Векторный потенциал 311
Верхней  релаксации  оптимальный метод 183
— — — параметр 183, 187, 281, 533
“Ветровое напряжение” 233, 535
Взаимодействие ударной волны с пограничным
слоем 351, 401, 433, 438

Взвешенных невязок метод 172
Взрыва в ячейках метод (EIC) 23, 361
Висячие скачки 296, 377
Вихрь модифицированный 443
Вихря естественная конвекция 26
Вихря переноса уравнение 21, 29—32, 34, 35, 38,

529
— — — методы решения 38—175
Внутренняя энергия 316, 317, 320, 325, 327
— — торможения 317
— — удельная 320, 321
Возвратно-циркуляционного  течения зона 274
Возмущения шумовые 45
Волновое число 69, 83
— — в двумерном случае 83
Волны длина 69, 83
— — в двумерном случае 83
Времени масштаб диффузионный 33
— — конвективный 32, 34
— масштабы иные 34
Время переноса частицы через расчетную
область 273

— прохождения программы 479—480
Второй закон термодинамики 76, 98
Вудса условие для вихря на стенке 217—218
Выпуклого угла обтекание жидкостью
несжимаемой 258—264, 273, 279, 297

— — — — сжимаемой 409—412, 447
Вычисления вручную 19, 182, 215
“Вычислительные молекулы” 342, 361
Вычислительный цикл 36—38
Вычислительных схем и программ контроль

470, 479—489, 508. См .также Отладка.
Вязкоупругости задачи 443
Вязкость физическая 15, 25, 29, 31, 316, 317,

319—322
— эффективная 76. См. также Искусственная
вязкость

Газ с постоянным показателем адиабаты 322,
327

— совершенный 322, 325
Газовая постоянная 321, 322, 327
Галилея преобразование 528

— принцип инвариантности 104, 169, 361
Гаусса метод исключения 176, 193, 198, 199,

207, 220
Гаусса—Зейделя метод 164, 180. См. также
Либмана метод

Гексагональные сетки 432
Геофизические и метеорологические расчеты 20,

57, 101, 121, 122, 127, 216, 233, 247, 455—457,
460, 462, 486, 506

Гибридная сетка 224, 225, 266, 397, 405—409,
536

— — прямоугольно-полярная  430—432
Гидравлический прыжок 330
Гидродинамика аналитическая 13, 14, 16
— вычислительная 13—16
— экспериментальная 13, 14, 16
Гидродинамическая устойчивость 165, 188, 228,

468
Гидростатического давления тензор 320
Гидростатическое давление как независимая
переменная 455

Гистерезис при срыве потока 25
Годограф множителя перехода 71
Годунова схема 381, 434, 437
Градиентные граничные условия см Неймана
граничные условия

Градиентов   напряжений   тензор 319
Граница верхняя течения жидкости
несжимаемой 229—233

— — — — сжимаемой 417—420
— входная см. Условия на границе входной
— выходная см. Условия на границе выходной
— раздела двух сред 353
— с постоянным давлением 447
Границы криволинейные 216
— нерегулярные в  прямоугольной сетке 428—

430
— регулярные 36
Граничные условия 20, 21, 28, 36, 83, 106, 121,
134, 142, 143, 145, 148, 150, 151, 154, 156, 157,
164, 166, 171, 173, 213—265, 269, 274, 275,
280, 281, 288—291, 297, 298, 306, 307, 374,
376, 377, 390—420, 436, 438, 439, 454, 509—
514, 528

— — в гибридных сетках 224, 225, 375
— — важность численной постановки 21, 214—

216
— — вычислительные и аналитические 255,

256, 439
— — для  метода  прогонки  281, 509—514
— — — простейших     физических переменных

297—298, 301, 307
— — — схем неявных 150, 151, 269, 274
— — — — с расщеплением по времени 127,
159, 377



— — — температуры 288—291
— — — течения жидкости несжимаемой 106,
121, 134, 142, 143, 145, 148, 164, 166, 171, 173,
213—265, 288—291

— — — — — — на стенке в сетке
гибридной 224, 225
— — — — — — — — — — нерегулярной 13
— — — — — — — — — — первого типа 216—

224, 227, 278, 279, 533—535
— — — — — — — —   фиктивных точках
внутри стенки 226, 533

Граничные условия для течения жидкости
несжимаемой на стенке движущейся 224, 230,
232, 438, 458

— — — — — — — — для   вихря трехмерного
312

— — — — — — — — — давления 278—281
— — — — — — — — — простейших
физических переменных 297, 298, 301

— — — — — — — — — уравнения
бигармонического 454, 534
— — — — — — — — — — теплопроводности
154, 290, 291

— — — — — — — — линейная форма 217
— — — — — — — — на выпуклых углах 258—

263
— — — — — — — — — промежуточном шаге
127

— — — — — — — — наклонной 221, 222
— — — — — — — — переопределенность 223
— — — — — — — — прилипания 105, 217,

223, 225, 227, 230, 278, 297, 312
— — — — — — — — проницаемой 216, 224
— — — — — — — — скольжения 105, 142,

222, 229, 232, 291, 297, 301
— — — — — — — — согласованность с
формулой для скорости 219, 220

— — — — — сжимаемой 390—420, 436
— — — — — — на стенке 344, 374, 376,  377,

390—420,  417,  429, 536
— — — — — — — — адиабатической 390, 404,

413
— — — — — — — — в сетке второго типа

395—397
— — — — — — — — — — гибридной 397
— — — — — — — — — — нерегулярной 429
— — — — — — — — — — первого типа 391—

395, 409—411
— — — — — — — — для градиента давления

393, 394, 396, 401,404, 407—409, 411
— — — — — — — — — плотности 398
— — — — — — — — — схем  с расщеплением
по времени 377

Граничные условия для течения жидкости
сжимаемой на стенке, отражения способ

391—393, 395—398, 402, 404, 405, 410, 412,
536

— — — — — — — — прилипания 397—412,
417, 429, 536

— — — — — — — — скольжения 390—398
— — и устойчивость 82, 83, 213, 214
— — на бесконечности 13, 231, 237, 255—258,

439, 441
— — периодические 204, 238, 239
— — — на входной и выходной границах 236—

239, 241
— — симметричные 188
— — смешанного типа  154, 203, 213—214, 511,

512, 514
Грасгофа число 143, 219
Грубая сетка для проверки сходимости и
отладки программы 269, 479—483

Грунтов динамика 457, 461, 462, 468
Давление безразмерное 275
Давления коэффициент 281, 422, 423, 500
— расчет для несжимаемой жидкости 275—284,

295, 296, 305—307
— характерная (для отсчета) величина 281—284
Движение жидкости несжимаемой,
расчета методы 36—314, 333
— — — уравнения 29—33, 356
— — сжимаемой 31, 36, 53, 57, 98, 101, 127, 135,
136, 138, 151, 153, 166, 247, 243—255, 264,
275, 315— 423, 455

— — — расчета методы 333—423
— — — — трудности основные 315— 316
— — — уравнения 315—332
Двойные обходы узлов сетки 133, 194
Двухслойной схемы определение 85
Диагностика ошибок 479
Диагностические функционалы 506— 508
Дивергентная форма уравнений 32, 55, 442. См.
также Консервативная форма

Дивергенция скорости для жидкости
несжимаемой 295, 306, 309

— — — - сжимаемой 316, 317, 410
Динамический напор 34
Динамического    программирования подход 176
Динамической релаксации метод 193
Дирихле граничные условия 166, 175, 177, 178,
183, 184, 190, 194, 196, 198, 207, 213, 227, 278,
306, 510, 511, 513

Дискретного инвариантного вложения метод
176

Дискретных возмущений метод исследования
устойчивости 62—68, 75, 77, 82, 243, 530

— — — — — и свойство транспортнвности
106—110

Диссипативная функция 284—288, 291, 500
Диссипации механизм 125, 344



Диффузии коэффициент переменный 58, 530
— уравнение 62, 63, 65, 66, 83, 84, 129—132,
134, 144—148, 151, 172, 176

— — двумерное 84
— — трехмерное 84, 144 Диффузионное время
безразмерное 33

— число, определение 62
— — в многомерном случае 84, 85
Диффузия 31, 49, 530, 531
Диффузорный срыв 26, 414
Длина пути перемешивания 346
Длинные морские волны 456
До- и сверхзвуковые смешанные течения 423
— — — — — условия на выходе 414, 415
Дробные шаги по времени 126, 134, 159, 376,

377. См. также Расщепления по времени
схема

— ячейки 303—304
Дэвиса метод для уравнений Навье—Стокса
166, 167

Дюфорта—Франкела схема “чехарда” 21, 95-
101, 116, 117, 138, 154, 160, 238, 536

Единичного заряда метод 206
Единственность решения 11, 18, 24—26, 414
E-оператор 154
Жесткие уравнения 11, 272, 292—294, 378, 460,

465, 535
Жидкости в ячейках метод (FLIC) 48, 102, 106,

355, 359—362, 385
Жидкости неныотоновские 15, 457, 461—463
Зависимость вязкости от температуры 328, 383,

476
Зависимых переменных преобразования 438,

445, 455
Задача о взаимодействии ударной волны с
пограничным слоем 372, 398, 401

— — горении 449
— — движении транспорта на автостраде 31
— — следе 228, 362, 452
— — течении внутри замкнутой области с
одной подвижной границей 12, 56, 105, 114,
271, 275, 282, 534, 536

— об обтекании затупленного тела с отошедшей
ударной волной 268, 336, 423, 449

— — — обратного уступа, обозначения для
границ 215

— с условиями граничными 31, 175
— — — начальными 31, 175
Задачи с поверхностями раздела 308, 361
— — свободной поверхностью 302, 304, 306,

308, 361, 447, 458
— теории упругости 349
— тестовые 483—488
Затухание искусственное (схемное) 88, 89, 102,
120, 125, 353, 398, 459, 516

Звука скорость 286, 325, 350
— — местная 326, 339, 350
Звуковые волны 340, 422
— — уравнение распространения 75
Излучение 376, 459, 460, 473, 487
Изменение размера ячеек и изменение
расстояния между узлами сетки 425—426

— — — однократное и непрерывное 427
Израэли способ определения вихря на стенке

223
Интегральный метод построения разностных
формул 45—48, 155

Интегральные формы уравнений движения 318
Интегральных соотношений  метод 436
Интегро-интерполяционный метод 57
Интерполяционный многочлен Лагранжа 220
Интерполяция 118, 119, 302, 303, 534
— линейная по двум переменным 302
— на более мелкую сетку 534
Информации выдача 474
— — в виде графиков, построенных ЭВМ 493-

506
— обработка 12, 469, 470, 489—508
— — в отдельной программе 507— 508
— скорость распространения вычислительная

339
ICE метод (неявный эйлеров метод) 203—204,

423
Искусственная вязкость в случае
нестационарном 129, 137, 139, 515— 528, 531,
532

— — — — стационарном 137, 139, 370, 437,
515—528, 536

— — неявная 23, 83, 103—105, 114, 116, 120,
121, 344, 353—382, 437, 485, 505, 515—528.
См. также Схемная вязкость

— — явная 22, 23, 344—353, 370, 379, 381, 410,
443, 446, 515, 536

— — — в тензорной форме 443
— диффузия 103, 398, 429
— — коэффициент 350
— — — эффективный 363
— — массы 350, 352, 364, 399
— сжимаемость 305
— скорость конвекции 518, 519
— теплопроводность 350, 364
Искусственное давление 346
— затухание см. Затухание искусственное
Искусственный источник 112
— сток 112
Испарение и конденсация 455, 458
Использование нестационарных уравнений для
решения стационарных задач 31, 161—168

Источник массы 487
— энергии 487



“Источниковый” член 38, 134, 176, 178, 184,
292—294, 500

Итерации стационарные линейные 192
Итераций этапами неполными метод 180
— — полными метод 179
Итерационная сходимость 162, 264— 270, 281
Итерационный коэффициент диффузии 162
Кенсена формула для вихря на стенке 219
Йи метод 176
Квазилинеаризация 306
Квазиодномерное приближение 454
— течение в канале 253—255
Квазиодиомерные задачи 372
— уравнения 388, 413, 414
Квазиоднородные сетки 432
“Классики” схема (hopscotch) 151—154, 193,

378, 381, 385, 466
Классификация ошибок по свойствам 169, 170
— уравнений в частных производных 13, 32
Количества движения уравнения для жидкости
несжимаемой 29—30, 294, 295

— — — — — сжимаемой 309, 315, 316, 319
“Комбинированное итерирование” 164, 167, 268,

482
Компактная разностная схема 172—174
Конвективный нелинейный член 60
— поток 49
Конвекция и адвекция 31
— естественная 34, 143, 219, 304 312, 454
— — в замкнутом сосуде 55—56
— — устойчивость 34
— свободная см. Конвекция естественная
Конечно-разностные формулы основные 39—48,

529—530, 533, 534
Конечных элементов методы 172, 430, 465, 466
Конвервативная форма уравнений 23, 32—35,

55—58, 105, 294, 295, 315, 317—321, 324—
328, 332, 347, 362, 394, 414, 436, 437, 443—
445 448 529, 530, 536

Консервативности свойство 36, 48, 51—58, 98,
109—111, 169, 170, 224, 273, 317—320, 355,
370, 400—402, 428, 437, 438, 443, 445, 448
485, 529, 530, 536

— — различный смысл 441, 536
— — и ошибки на границах 224, 273, 290, 402
— — — точность схемы 56, 530
Контактный разрыв 330, 344, 381
Контрольного объема метод 48—51, 112, 113,
157, 318, 395, 396, 399, 406, 445, 536

Концентрации расчет 284, 291
Координат растяжение экспоненциальное 433—

434, 438, 441, 536
Координаты параболические 262, 263, 442—445
— сферические 308, 348, 352, 365, 443—446, 454
— тороидальные 436, 444

— цилиндрические 145, 163, 207, 229, 297, 304,
308, 335, 349, 352, 361, 365, 374, 443—446,
454, 484, 536

— эллиптические 257, 432, 433, 443—445
Коротковолновый предел 123, 124. См. также
Найквиста частота

Корректная постановка задачи 100
Кортевега — де Вриза уравнение 500
Кранка — Николсона схема 129—131, 134, 171,

452, 526, 535
— — — неустойчивость   при  градиентных
начальных условиях 134

Критический размер шага по времени 61, 65
— — — — — вычисление на ЭВМ 479
Крокко интеграл 279
— преобразование 442
— схема 115—117, 382, 388, 522, 526, 532, 536
Кроули схема четвертого порядка точности 154,
157, 159, 526

“Кубатура” 276
Куранта — Изаксона — Риса   метод 23, 102,

353
Куранта — Фридрихса — Леви  условие см.
КФЛ условие

Куранта число для жидкости несжимаемой 22,
66—68, 71, 72, 77, 84, 102, 104, 119, 121—124,
126, 155, 156, 162, 244, 531, 532

— — — — — аналоги двумерные 84
— — — — — итерационное 162
— — — — — как параметр интерполяции 119
— — — — — ограничение      при устойчивости

68, 72, 119, 162, 244
— — — — — определение 66, 126
— — — — сжимаемой 339, 340, 350, 364, 376,

386, 535
— — — — — двумерное 350, 364
— — — — — ограничение      при устойчивости

339, 340, 347, 371, 376, 386, 535
— — — — — трехмерное 364
Курихары схема 139, 532
КФЛ условие 22, 316, 339—341, 357, 448
Лагранжево описание движения 117, 118, 236,

349, 458, 487
Лагранжевы методы 22,110,334,464
— переменные 302, 330, 344, 345, 372, 380, 487
LAD метод 167
Лакса — Вендроффа схемы двухшаговые 23, 27,
127, 318. 343, 348, 365— 380, 385, 387, 388,
413, 421, 427, 432, 435, 437, 467, 478, 482,
521— 523 527 536

Лакса схема 23, 252, 350, 362—365, 371, 373,
375, 376, 378, 407, 421, 436, 460, 480, 482, 521,
522, 535

— теорема эквивалентности 27, 79—80
Ламе кривые 444



Ландсхофа схема 349—350, 353
Лапласа оператор 154, 272
— — разложение по собственным функциям 180
— уравнение 42, 176, 179, 264
Лейта схема 117—127, 134, 154, 158, 159, 246,

352, 366, 370, 379, 435, 521—524, 526, 527,
532, 533

Лелевье схема 101, 354
Лимбана метод итерационный 17— 19, 164, 165,
167, 180—183, 187, 192

— — экстраполированный 18, 182, 533. См.
также Последовательной верхней
релаксации метод

Линеаризация членов с градиентом давления
338

Линеаризованные уравнения движения
сжимаемой жидкости 454

Линии отмеченных частиц 302, 308, 496, 504,
506

Линия симметрии 228, 229, 255,391— 393, 412,
447

Локализация ошибок 480
“Локально одномерные схемы” 145
Лонгли схема 102, 349—350, 379
Мак-Кормака схема 376—378, 436, 521, 522
— — модифицированная 343, 379
Маркеров и ячеек метод (МАС) 295,
296, 298—304, 359, 360, 458, 498—
304, 504, 506
— — — — варианты (MACRL, SMAC,

SUMMAC) 304
Маха конус 356
— линии 11. См. также характеристики
— число 15, 253, 254, 286, 305, 325
— — местное 326
Маховский скачок 374
Машинного времени выигрыш 269— 270
— — затраты 65, 174, 175, 189, 212, 273
— слова длина 168, 176, 269, 476
Машинной памяти объем 174, 181, 270
Мацуно схема 135—138, 521, 523, 532
Мгновенно начинающиеся движения 483, 484
Мелкой воды теория 146, 456
Минимизация ошибок на границах методом
наименьших квадратов 211, 416

Миякоды схема для определения давления 280,
289

— — — уравнения переноса вихря 117
Многокомпонентные среды 361
Многомерные аспекты искусственной вязкости

520, 527
- — метода расчета распространения вектора
ошибки 203

— — методов неявных 134

— — устойчивости 65, 83, 97, 126, 340, 341, 350,
354

— задачи 83—85, 203, 252
Многослойные схемы 274
Многошаговые явные схемы 134—139, 341, 492
Модельные уравнения 29, 34, 35, 338, 366, 485—

488, 530—532
— — с переменными коэффициентами 485—

487, 531
Модульное программирование 471, 473
Молчания зона 74
Монте-Карло методы 192, 194, 463, 464
Моретти метод 57, 335, 336, 435—437, 521,

522, 524, 525
Мотца метод 264
Навье — Стокса уравнения 24, 25, 29, 35, 214,

252, 262, 294—296, 316— 330, 424, 444, 446,
474, 488

— — — упрощения 446—457
— — — усложнения 446, 458—464
Нагеля схема 388—390
Найквиста частота 251
Напряжений вязких тензор 320, 322, 323
— полных тензор 316—321
Напряжения вязкие 317, 319
Натяжение поверхностное 304, 458
Начальные условия 12, 36, 37, 100, 106, 130, 139,
164, 180, 191, 212, 263—275, 282, 420—421,
449, 450, 456, 482, 483

Неавтомодельное решение 233
Невязка 181, 182, 201, 202, 269
— определение 181
Неединственность стационарных решений 25,

26
Неймана граничные условия 95 98 134, 154, 175,
184, 186, 192, 195, 196, 202, 203, 205, 207, 212,
213, 227, 233, 252, 278—281, 288, 290, 291,
298, 306, 307, 310, 312, 313, 429, 443, 511—
514, 530

фон Неймана анализ устойчивости 68—73
Неконсервативная форма уравнений движения
жидкости несжимаемой 54, 58, 316—321, 345

— — — — — сжимаемой .360, 371, 390, 394,
401, 414

Неразрывности уравнение 29, 32, 53 55, 112,
166, 218, 294—296, 304, 310, 313—315, 318,
319, 329, 367, 399, 403, 404, 406—409, 529,
536

Несовместность условий на входной границе и
на стенке 413

Неустойчивость 42—43, 58—61, 125, 126, 213,
482

— в смысле Адамара 79
— динамическая 59, 61, 535
— и неразличимость частот 125



— монотонная 76
— связанная с нелинейностью 28, 57, 81, 143,
160, 161, 164, 274, 295— 297. 304, 371, 420,
421, 457, 482

— статическая 16, 59, 61, 242, 243, 535
— фазовая 94
— численная 28, 125, 151
Нечетно-четного исключения метод
176, 177, 204
Неявные схемы см. Схемы неявные
Нижней релаксации параметр 164
— — схема 19, 68, 162, 163, 167, 182
Норма ошибки 192, 193
NOS метод 167
Нуссельта число 288—290, 398, 403
Ньютона— Рафсона метод 192
Области непрямоугольные 141, 190— 191
— нерегулярной формы 201, 202, 205—207
Область влияния 74, 75, 356—359
Обмен энергией между фурье-компонентами
125

Обозначения для конечно-разностных аналогов
производных 40, 41

Обратные методы 336—337
Обращение скорости невозмущенного потока
104, 169, 361, 469

Общая процедура решения полной задачи
гидродинамики 36—38

Обыкновенные    дифференциальные уравнения
169, 237, 240—242, 465, 467

Объемная вязкость 316, 325, 329,345, 346, 379,
410

Ограниченность решения 77, 98
Огуры метод 204
Однонаправленный поток информации 106, 108
Однослойная схема 85
Одношаговая схема, определение 85
Озеена решение для дальнего следа 237
Оптимальная последовательность в неявной
схеме метода чередующихся направлений
189—191

Опытная и рабочая программы 470, 475—479,
490

Орра — Зоммерфельда теория 459
Осесимметричное течение 56, 218,219, 229, 231,

372, 377, 388, 447
Осцилляции, вызванные чрезмерно большим
шагом по времени 63, 64, 68, 82, 98, 129—
131, 169, 171, 188

Осцилляции за скачком 247, 342, 346—348, 374,
376, 524, 536

Отказ от сохранения энергии 315
Отладка программы 175, 470, 479— 489, 508
Отношение размеров шагов сетки 42, 180, 199,

351

Отображение бесконечной области на конечную
439—441, 452

Отражение ударной волны от места изменения
шага сетки 353, 427

Отражения способ см. Граничные условия для
течения жидкости сжимаемой на стенке

— — как прием программирования 402
Отрыв и повторное присоединение потока 15,
16, 223, 224, 226, 233, 237, 261, 264, 398—402,
404, 450, 498

Отщепление уравнения энергии от уравнений
движения 285

Оценка эффективности методов 168— 175,
191—192, 211—212, 306—309, 312—314, 423

Ошибка аппроксимации 27, 40, 41, 44, 79, 100,
147, 153, 157, 168—170, 173, 215, 216, 231,
264—275, 279, 281, 305, 341, 356—359, 364,
396, 403, 423, 426—429, 438, 487, 515, 526,
527, 533

— — величина и порядок 98—99, 527
— дисперсионная 73, 83, 89, 123, 124, 370
— за счет эффективного смещения стенки 227
— обусловленная затуханием 88, 121, 122, 169,
170, 370, 438

— — искусственной вязкостью в расчетах
скачка 352—353

— — нарушением ограниченности решения 169,
226, 290, 405, 534

— — — принципа   инвариантности Галилея
169

— — — свойства   консервативности 95, 111,
112, 169, 179, 273, 428, 448, 535

— — — — транспортивности 169
— — неразличимостью 117, 124, 125, 160, 169,
171, 251, 422, 438

— округления 27, 34, 55, 58, 133, 151, 166—170,
176, 194, 199, 267, 272, 336, 482, 483, 487, 509,
510

Ошибки, связанные со свойствами схемы 168,
169, 188, 251

Ошибки фазовые 93, 117, 121—124, 131, 154—
161, 169—171, 438, 459, 486

— — запаздывающие и опережающие 131, 158,
159

— — проверка при помощи точного решения
модельного уравнения 486

Парадокс влияния условий на выходной границе
253—255, 414

Пекле число 285, 286
Переменных (попеременных) направлений
метод см. Чередующихся направлений метод

Переопределенность граничных условий 227,
229, 392, 393

Перестройка ячеек сетки 344, 349, 428
Перехода матрица 102



— множитель 70—72, 116, 121—123
— — комплексный 71
— — определение 70
Пилообразные осцилляции в решении 247—252,

535
Плазменные процессы 460
Поверхностного трения коэффициент 529
Пограничного слоя приближение и
— уравнения 11, 12, 20, 58, 104, 114, 163, 166,

235, 237, 238, 279, 290, 291, 305, 401, 412, 413,
441, 442, 450—454, 458—461, 463, 474, 487,
488, 500, 531

— — профили скорости 235, 506
— — толщина 15, 222, 295
— — — вытеснения 236
Пограничный слой 398, 441, 450, 451, 506
— — неавтомодельный 451
— переходный 461
— турбулентный 461
Полиэдральные сетки 432
Полуаналитические (полудискретные) методы

464, 465, 467, 498
Полярная сетка 427, 430, 431
Последовательной верхней релаксации метод

(SOR) 19, 162—164, 167, 168, 182—187,
189—194, 198, 202, 220—221, 275, 279—281,
535

— — — — двухлинейной   блочной 192
— — — — как линейная экстраполяция метода
Либмана 533

— — — — нелинейной и поточечной 186
Потока визуализация 503, 506
Прандтля — Майера течение 417
Прандтля число 15, 285, 325, 413
Преобразование координат 230, 256, 335, 421,

424, 427, 432—442, 452, 465, 536
— — меняющееся в процессе построения
решения 435

— — неортогональные 335, 435—438, 440
— ударного слоя 436, 437
Проверка точности решения глобальная 489
— — — сравнением с решениями надежными
приближенными 488

— — — — — — “точными”   483—488
— — — — — экспериментальными данными

489
Прогонки метод 173, 176, 186, 241 247, 281,

509—514
— — матричной 509
— — потоковой 509
— — циклической 509
Программы для ЭВМ составление 470—479, 508
Продолженный подход к пределу 271
Пространственная сетка с переменным шагом
145, 252, 349, 353, 372, 424—428

Прямых метод 453, 465
Пуассона уравнение 22, 31, 33, 34, 38, 134, 151,
163—166, 168, .170, 175—213, 239—242, 265,
267, 269, 270, 274—280, 283, 294, 295, 304—
307, 313, 355, 430, 480, 500, 509, 512, 533—
535

— — векторное 311, 313
— — для давления 275—280, 283, 294, 295, 305,

500, 535
— — методы решения итерационные 178—194,

200, 279—281, 306
— — — — прямые 134, 176, 177, 194—217, 210,

212, 267, 296, 307, 308, 310, 313
— — — — — в   непрямоугольных областях

205—207
— — трехмерное 309, 312, 313
Разности вперед 40, 100
— назад 101, 158
— односторонние 101, 110, 111, 396, 398, 399,

404, 407, 411
— — вблизи точки отрыва 399, 404
— — представления для первой производной

39—40
— по потоку (подветренные)  101, 109, 244
— против потока (наветренные) 101, 109, 211,

244, 245
— центральные 40—43
Разрежения волны 26, 56, 318, 345, 347, 371, 378,

379, 487
Разреженного газа течение 51, 464
Разрешающая  способность графиков,
построенных на ЭВМ 493, 498

Разрешающей способности сетки увеличение
427, 429, 432, 433, 438

Распечатка значений в узлах сетки 491
Расчета  распространения   вектора ошибки
метод (EVP)  176, 177, 194—204,  207,  212,
221,  286, 307

— — — — — влияния коэффициенты 194
—————— матрица 197, 198, 207
Расчетная сетка 11, 36—38, 224— 228 269, 290,

291, 344, 378, 381, 424—432, 437, 438, 479
— — автоматическое построение 429
— — грубая 11, 269, 479—483
— — криволинейная 429
— — подвижная 344, 381, 435, 437, 438
— — прямоугольная 36, 39
— — разнесенная в пространстве см. Гибридная
сетка

— — — во времени 155, 157
— — с переменным шагом по
пространственным переменным 230

— — — трапециевидными ячейками 378, 432
— — треугольная 430, 457



Расчленение решения по временным шагам 94,
106, 117, 151

Расщепление по времени 117
Расщепления по времени схема 126, 127, 134,
159, 340, 376, 377

Рейнольдса аналогия 330
— число 15, 19, 24, 28, 33, 290, 325, 475, 531
— — изменение с температурой 282
— — определение 33, 325
— — сеточное 21, 68, 72, 77, 84, 104, 106, 162,

215, 218, 245, 248, 249, 251, 252, 355, 385, 519
— — — по разным направлениям 104
— — эффективное 519, 528
Рекомендации по программированию, контролю
и обработке информации 470—508

Релятивистские эффекты 348, 459, 468
Решение “сильное” 26
— “слабое” 26, 331
— типа уединенной волны 500
Решений единственность 11, 18, 24— 26, 414
—существование 11, 18, 24—26, 165, 168
Римана задача о распаде разрыва 381
Рихтмайера схема двухшаговая 23, 343, 373,

421, 522
Ричардсона метод для уравнения
параболического 18, 96, 100

— — — — эллиптического   16—17, 161, 162,
164, 178—181, 188, 193, 198

— экстраполяции 271—273, 452
Роббина граничные условия см. Граничные
условия смешанного типа

Робертса—Вейса схема с разностями по
диагонали 149—151, 155,526

— — — четвертого порядка точности 154—157,
159, 211, 212, 224

Роша координаты 444
Рунге — Кутта схема 172
— — Гилла схема 172
Русанова схема 350—352, 355, 365, 371, 378,

399, 415, 416, 446, 522
— — третьего порядка 423
Рэнкина — Гюгонио соотношения 317, 318, 334,

346—348, 435, 448
Сазерленда формула для вязкости 328, 383, 476
Саульева схемы 99, 146, 147, 150, 151, 180, 390,

522, 533
Саусвелла метод релаксации невязки 18, 19, 181-
182

Сверхзвуковые течения 22, 414, 415, 417, 422—
423

“Свинарника схема” 109
Свободного полета условия 230—232, 417
Сдвиговые слои свободные 447, 452
Сен-Венана уравнения 455
Сеточная частота 90—92

Симметроморфные фигуры 442
Симпсона формула 235
Системы N алгебраических уравнений решение
132, 176

Скачка выделения методы 24, 316, 333-338, 344,
371, 377, 419, 436, 437, 465, 466, 505, 524

— размазывания методы 22—24, 316, 337, 344—
382, 436, 457, 515, 524, 536

— улавливание 337. См. также Скачка
размазывания методы

Сквозного счета методы 337. См. также Скачка
размазывания методы

Сложные схемы и программы 175, 191, 192, 211,
473, 478, 481

Смешанные лагранжево-эйлеровы методы 464,
465

Смещений однородных метод 179
“Смещения” определение 182
Собственные значения матрицы 87, 192
— — — перехода 73, 87
Сопротивления коэффициент 276, 527
— — для сферы 256—258, 269, 529
Сопряженных градиентов метод 192
Спектральный радиус матрицы 87
Сплайн-функции 45, 172, 174
Сравнение различных методов вывода конечно-
разностных аналогов 50—51

Сравнительные достоинства систем для (y,z) и
для (u, v, P) 306—309, 312—314

Сращиваемых асимптотических разложений
метод 467

Стенка без трения 230
— проницаемая 216, 234, 291,390,395
Сток массы 487
— энергии 487
Стокса гипотеза 320, 322
— задачи 483, 484
— решение 209, 237
Стрельбы метод 451
Стренга схема 378, 526
Стыковка систем координат 430—432, 440
Суммарного представления метод 176
Схема ВВЦП (FTCS) 43, 53, 58— 60, 62—76,

83—85, 96—100, 120, 121, 128—131, 138, 144,
148, 152, 158, 162, 178, 243, 293, 298, 350, 365,
384, 385, 477, 520—522, 524, 530—532, 534—
536

— — определение 43
— — эквивалентность     итерациям Якоби
161—162

— с донорными ячейками 102, 113, 360, 361,
381, 522

— — “перекидыванием” 378
— — разностями вперед по времени и с
центральными разностями по



пространственным переменным см. Схема
ВВЦП

— — разностями против потока 68, 73, 77, 84,
101—105, 119, 127, 137, 141, 143, 148, 153,
157, 159, 160, 163, 212, 242—245, 251—253,
255, 259, 305, 306, 349, 353—358, 361, 385,
406, 416, 417, 427, 445, 515— 517, 519—524,
526, 530—532, 536

— — — — — второго порядка 106, 114
— — — — — для простейших физических
переменных 305

— — — — — — сжимаемой   жидкости 349,
353—358, 361, 385, 406, 416, 417

— — — — — — членов с градиентом давления
354, 357—358

— — — — — на выходной границе 242—245,
416

— — — — — неявная 532
— — — — — первого   и  второго типа 101—
114, 141, 355, 522

Схема слабо неустойчивая 135
— со свойствами транспортивности и
конвективности 110—113

Схемы для стационарных уравнений 161—168
— — — — устойчивость  163,  167, 168
— — — — эквивалентность некоторым схемам
для нестационарных уравнений 162, 164, 167

— неявные 85, 128—134, 151—153, 293—294,
297, 304, 305, 311—314, 333, 340—342, 423,
455, 466, 522, 523, 526, 535

— — для жестких членов 293, 294
— — — решения уравнений в физических
переменных 297, 304,305

— — — сжимаемой жидкости 333, 340—342,
423

— — — трехмерного вихря и векторного
потенциала 310—313

— — полностью 128, 129, 138, 140, 176, 522,
523, 526, 535

— — определение 85, 152—153
— — частично 131, 132
— порядка точности второго 41, 114, 141, 150,
159

— — — высокого 171—172,  207— 211, 272,
289, 423, 455

— — — первого 40, 104
— — — четвертого   154—157,   159, 171, 172,
174, 203, 209

— явные, определение 85, 128
Схемная вязкость 23, 103, 104, 129, 136, 137,
139, 169, 252, 305, 306

Сходимости решения время 268, 273—274
— — — зависимость от размерности задачи

480—481

— критерии 12, 27, 198, 201, 264— 275, 420—
421

— — объективные 420
— — субъективные 266, 270
— проверка 479—483
Сходимость аппроксимационная 265, 270—274
— итерационная (итерационной схемы) 27, 28,

36—38, 79, 80, 143, 162, 164, 166, 180, 183—
185, 188, 212, 264—275, 281—310, 420, 422,
429, 438, 479—483

Тайлера форма искусственной вязкости 379
Тейлора — Маккола решение 337, 450
Тейлора ряды 39—44, 103, 109, 120, 129, 136,
150, 169, 358

Тензорного произведения методы 176
Температуры расчет для несжимаемой жидкости

284—294
Теплопроводности уравнение 37, 148, 151, 154
Течение двух жидкостей 304
— потенциальное 163, 213, 229, 233, 237, 311,

432, 442, 446—447, 453— 454, 488
— трансзвуковое 372, 446, 450
Течений без ударных волн методы расчета

333—338
Течения с химическими реакциями 109, 361,

376—378, 436, 449, 460
— трехмерные несжимаемой жидкости 309—

314
Тома условие для вихря на стенке 217
Точность схемы 42, 43, 56, 209, 214, 225, 263—

264, 436, 438, 489
— — локальная и глобальная 209, 264
Транспортивности свойство 83, 98, 106—110,
117, 169, 355, 358, 364, 532

Трехдиагональная матрица 133, 140, 153, 188,
509

Трехдиагональный алгоритм 133,147. См.
также Прогонки метод

Трехслойная схема 115
Турбулентность 15, 35, 125, 331, 351, 451, 455—

457, 461, 462, 507, 508
— вычислительные теории 461, 462, 468
— расчет на ЭВМ 508
— статистическая теория 508
Ударная труба 536
Ударной волны распространение одномерное

535, 536
— — — с изменениями фазовыми 460
— — толщина 330, 332, 342, 344, 347, 348, 421
Ударные волны 11, 22, 23, 35, 51, 56, 315—318,

330—333, 342—344, 346, 347, 420, 421, 437—
438, 448, 450, 460, 487

— — в методе характеристик 448
— — графическое построение при помощи
ЭВМ 503, 505—506



— — продолжение решения  через них 334—
335

Уорминга — Хьетта метод 82
Уравнение, включающее конвективный и
диффузионные члены 29, 33— 34, 71, 137,
140, 151, 153, 247,515— 528

— для температуры 166, 167, 284— 285
— — функции тока 30—34, 160, 175— 213
— — — — как единственной переменной 165,

223. См. также Бигармоническое уравнение
— — химических компонент 166
— состояния 15, 282, 315—317, 321, 322, 326—

328,  367,  462,  468, 477
Уравнения в безразмерных переменных 11, 29,

32—34, 69, 284, 285, 315, 324, 328
— для возмущений 459
— — простейших переменных 12, 20, 29—30,

60, 294—309, 312—314
Условия на границе входной 228, 233—236,

290—291, 297, 530
— — — — влияние на решение 237, 417
— — — — дискретизированные способы
задания 235—236

— — — — для жидкости несжимаемой 233—
236, 439

— — — — — — сжимаемой    408, 412-413
— — — — — простейших   физических
переменных 297

— — — — — температуры 290—291
— — — выходной для жидкости несжимаемой

95, 121, 139, 228, 236— 247, 252, 297, 298,
439, 528, 530, 535

— — — — — — сжимаемой 413—417, 528
— — — — простейших   физических
переменных 298

— — — — достаточность 240—241, 535
Установления по времени метод 20, 188, 273,

337, 338
Устойчивости исследование для жидкости
несжимаемой 62—85, 127, 179, 429, 531

— — — — — влияние неоднородного члена 178
— — — — сжимаемой 333, 338—341, 383—386
— — — уравнений с непостоянными
коэффициентами 80—82

— — метод дискретных возмущений см.
Дискретных возмущений метод

Устойчивости  исследование,  метод
фон Неймана см. фон Неймана анализ
устойчивости

— — — Хёрта см.  Хёрта  анализ устойчивости
— — методы матричные 339, 340
— — ограничения на шаги пространственной
сетки 340, 341, 429

— критерии 27, 77—83, 292. См. также
Куранта число

— определение 27, 28
— понятие 77—79
Устойчивость абсолютная (безусловная) 98, 99,
128, 129, 136, 140, 144, 145, 147, 153

— динамическая 63, 68
— “поточечная” 78
— “пошаговая” 78
— статическая 63, 66, 67
Фика закон 49, 286, 374
Фильтрации задачи 457
фридрихса критерии 77, 78
Фромма схема с нулевой средней фазовой
ошибкой 158—160, 522, 526, 533

Функции-операторы 472, 473, 476
Функция тока, определение 30
Фурье закон теплопроводности 322, 323
— методы прямые 21
— ряды с конечным числом членов 69, 83—84
— — использующие их методы 176, 177, 204—

207
Фурье-компоненты решения 69, 122, 123
— — стационарные 93, 95, 106, 124, 139, 532
Хаотической релаксации методы 193
Характеристик метод 12, 13, 22, 58, 331, 334—

335, 341, 356, 359, 394, 417—419, 436, 446—
450, 460, 463

— — в трехмерном случае 448, 449, 452
— — начальные данные 449—450
Характеристики 74, 102, 356, 359, 417—419, 448,

449. См. также Характеристик метод
“Характеристические линии” для разностных
уравнений 74, 75

Хёрта анализ устойчивости 73—78, 82, 83, 102,
116, 120, 129, 136, 363, 516, 518, 532

Химическая неравновесность 413, 460
Химические реакции 292, 452, 453, 459, 460,

481, 487
Хойна схема 134, 526, 536
Хокни метод 21—22, 204
Хоуарта линейно замедленное течение 233
“Цветовое уравнение” 35
Циклического  исключения  методы 176
ZIP-аппроксимация 529
Частиц в ячейках метод (PIC) 23, 48, 349, 355,

359—362, 385, 406, 458, 463, 504, 506
Частицы-маркеры 295, 296, 301—303, 359
Чебышева полуаналитический

(полуитерационный) метод 162, 193
Чена—Аллена схема 138, 211, 212, 386—388,

521, 522, 536
Чередующихся направлений метода схема Мак-
Ки и Митчелла 384

— — — схемы высшего порядка 172
— — — — для нелинейных членов 141



— — — — — непрямоугольных областей 141,
144, 190

— — — — — сжимаемой жидкости 342, 388,
390, 536

— — — — — уравнений параболических 20,
126, 244, 384, 427, 443

— — — — — — эллиптических 202, 242, 247,
443

— — — — неявные (ADI) 134, 139— 145, 148,
153, 172, 188—191, 219, 220, 275, 281, 312,
456, 522, 526

— — — — трехмерные 142, 144— 145, 312
— - — — явные (ADE) 146—151, 156, 164, 390,

533, 536
Четырехслойная схема 117
“Чехарда со средней точкой” схема 28, 85—96,
106, 116, 117, 124, 129, 130, 138, 139, 148, 150,
155—157, 161, 238, 243, 244, 259, 293, 296,
364, 365, 373, 378, 381, 384, 421, 526, 530, 531

— схема Дюфорта — Франкела см. Дюфорта
— Франкела схема

Численное моделирование 13, 14, 19, 21, 25, 48,
110, 359, 465

Численные эксперименты 12, 15—16, 213—215
Чорина метод 304
Чудова метод 385
Шаблон девятиточечный  154, 160, 203, 208,

209, 258, 264, 409, 432
— пятиточечный 42, 154, 173, 175, 203, 207—

210, 222, 258, 262, 264, 272, 536

Шапиро и 0'Брайена способ определения вихря
на выходной границе 246—247, 252

Шелдона метод 193, 355
Шмидта число 286
Шортли — Уэллера метод 18, 178, 181
Эдди метод 77 Эйлера схема 110
— — модифицированная  129, 130, 134
Эйлерово описание движения 30, 118, 156
Эйлеровы переменные 344, 345, 380
— сетки 248
Эккерта число 285
Экмана слои 435
Эксперименты в аэродинамической трубе 15,

213, 230, 237
Экстраполяция значений на стенке 216, 289, 402
— — условий на границе верхней 232, 419—420
— — — — выходной 239—242, 245, 246, 414—

417, 530
Энергетические методы 77
Энстрофия 58
Энтальпия 321, 388
Энтропия 315, 327, 394, 500
— безразмерная 327
— переноса уравнение 315
— рост при переходе через скачок 345
— сохранение 315
Якоби итерационная схема 161
— метод 179

ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА
Автор предлагаемой книги дал ей название “Вычислительная гидродинамика”, тем самым

намереваясь подчеркнуть, что эта дисциплина занимает самостоятельное место, подобно аналитической
или экспериментальной гидродинамике. Действительно, возникнув два десятилетия тому назад на стыке
вычислительной математики и теоретической гидромеханики, вычислительная гидродинамика прошла
большой и плодотворный путь и к настоящему времени оформилась как обособленный раздел науки,
предметом которого является численное моделирование различных течений жидкости и газа и решение
возникающих при этом задач при помощи методов, основанных на использовании электронных
вычислительных машин. Этот раздел науки, имеющий большое прикладное значение, продолжает свое
интенсивное развитие.
Современная вычислительная гидродинамика занимается разработкой таких актуальных

направлений, как расчет движений вязкой жидкости, численное исследование течений газа с физико-
химическими превращениями, изучение распространения ударных волн в различных средах, решение
газодинамических задач при наличии излучения и т. д. Данная книга ограничена обсуждением лишь
одной из этих проблем — численным расчетом течений вязкой жидкости, описываемых уравнениями
Навье—Стокса. Эти уравнения необходимо рассматривать в целом ряде практически интересных
случаев (отрыв потока, кормовой след, взаимодействие вязкого газа с ударной волной), которые не
охватываются концепцией пограничного слоя.
Значительная часть книги посвящена численному интегрированию уравнений движения несжимаемой
вязкой жидкости в нестационарном случае. В силу того что эти уравнения имеют высокий порядок и в
силу сложности граничных условий применяется итерационный алгоритм, основанный на
последовательном интегрировании двух связанных подсистем уравнений второго порядка—для
переноса вихря и для функции тока. Разные типы этих подсистем уравнений (соответственно



параболический и эллиптический) позволяют изложить разнообразные численные схемы, которые
широко используются при решении и других задач вычислительной гидродинамики.
Для течений сжимаемой жидкости различные численные схемы демонстрируются в основном при

отсутствии вязкости, а разностные представления вязких членов рассматриваются отдельно. Здесь
обсуждается расчет течений с ударными волнами при их размазывании из-за явной или неявной
(схемной) искусственной диссипации.
В книге освещаются вопросы устойчивости и сходимости решения конечно-разностных уравнений.

Представляет интерес анализ различного типа ошибок, обусловленных разностными схемами. Автор
уделяет очень большое внимание численному представлению граничных условий, которые имеют
первостепенное значение, влияя как на точность, так и на устойчивость численного решения задачи.
Обсуждение этого вопроса проводится столь детально, что в этом отношении книга не имеет себе
аналогов.
В смысле методологии и используемого подхода данная книга не относится к чисто математическим

работам. В ней большую роль играют эвристические обоснования и результаты вычислительного
эксперимента и обобщается огромный опыт практических расчетов, накопленный автором и другими
исследователями. Это обстоятельство придает книге особую ценность, поскольку обычно читателя
редко знакомят с технической стороной численного решения задач. Автор, напротив, написал даже
специальную главу, в которой даются рекомендации по программированию, по проверке численных
схем и по обработке получаемой информации.
Книга содержит весьма обширный список литературы по вычислительной гидродинамике. К

сожалению, эта библиография ограничена 1972 г. и содержит недостаточное количество работ
советских ученых. Например, в книге не упоминается оригинальный эффективный метод
интегрирования уравнений Навье— Стокса, предложенный А. А. Дородницыным и основанный на
введении малого параметра в граничное условие прилипания на стенке. Имея в виду эти обстоятельства,
мы сочли нужным добавить список ряда советских публикаций, а в отдельных случаях давали
подстрочные примечания с дополнительными ссылками.
При переводе книги на русский язык встретились трудности, связанные с тем, что кое-где материал

преподносится в несколько сыром виде; многочисленные неточности и опечатки, замеченные в этих
местах, исправлены без специальных оговорок. Работа по переводу распределялась так: В. А. Гущин
перевел главы 2, 3 и приложение А, В. Я. Митницкий—предисловие, главы 1, 4—7 и приложение Б.
Я. И. Чушкин

Ко времени написания настоящей книги стало очевидным, что как общая область численного
моделирования физических процессов, так и частный ее раздел — вычислительная гидродинамика —
быстро развиваются. Достаточно бросить беглый взгляд на список заглавий в каком-либо научном
реферативном журнале, чтобы увидеть непропорционально большое число диссертаций по
вычислительной гидродинамике. Каждый имеющий доступ к вычислительной машине что-нибудь
вычисляет.
К сожалению, прогресс исследований в этом направлении тормозится сильной разбросанностью

литературных источников. Едва ли проходит месяц без того, чтобы кто-нибудь не “открыл” бы заново
способ составления конечных разностей против потока или не растолковывал бы с настойчивостью
новообращенного все прелести асимптотического нестационарного подхода для решения задач о
стационарных течениях. А ведь эти идеи известны очень давно. Надеемся, что данная книга будет
полезна начинающим как отправной пункт для дальнейших исследований.
В настоящее время существует несколько прекрасных учебных руководств по численному решению

уравнений в частных производных; особо следует отметить книги Вазова и Форсайта [1960],
Рихтмайера [1957], Рихтмайера и Мортона [1967], Эймса [1965, 1969] и Митчелла [1969] 1). Настоящая
книга отличается от них как отбором материала, так и способом его изложения.
Что касается охваченного материала, то необходимо предупредить читателя, что это не математическая
книга; см. по этому поводу работу Форсайта “Подводные камни в вычислениях или о чем не пишут в
математических книгах” (Форсайт [1970]). Здесь в прямой и, как мы надеемся, вполне доступной форме
приводятся основные конечно-разностные схемы для расчета внутренних точек области течения.
Обсуждается также важность численного представления граничных условий. Последнему вопросу до
настоящего времени вообще не уделялось внимания в учебных руководствах и уделялось очень мало
внимания в научных статьях, однако сейчас начинают понимать всю его значимость. В книге



обсуждаются и другие столь же важные и обычно не упоминаемые темы, а именно частные виды
конечно-разностных сеток, специфические формы рассматриваемых дифференциальных уравнений,
задачи с начальными условиями, критерии сходимости, способы машинного построения графиков и
другие методы обработки получаемой информации и даже некоторые специфические рекомендации по
практическому программированию. Короче говоря, в этом учебном руководстве читатель найдет не
изящные математические построения и лишь упоминание задач, в которых они применимы, а всю
совокупность вопросов, связанных с практическим получением численных решений
гидродинамических задач.
Что касается применяемого подхода, то снова предупреждаем читателя, что это не математическая

книга. Даже в математических книгах признается необходимость физической интуиции, эвристических
обоснований и численного экспериментирования, хотя интуитивный, эвристический и
экспериментальный подходы в них используются не слишком часто. Конечно, некоторые чисто
математические исследования имеют большую ценность, однако наши интересы — это в первую
очередь интересы инженеров, физиков, химиков, т. е. мы интересуемся в первую очередь самим
физическим явлением, математика же при этом играет лишь роль инструмента исследования. Это
различие в подходах не просто имеет субъективное значение, а часто приводит к совершенно другим
формулировкам задач, в особенности в отношении граничных условий. Вообще говоря, подход,
основанный на моделировании физических процессов, дает лучшие результаты.
В этой связи любопытно отметить, что большинство работающих в области вычислительной

гидродинамики в прошлом были теоретиками (и все еще продолжают считать себя таковыми). Автор
этой книги прежде занимался в основном экспериментом. Хочется надеяться, что мои научные
склонности в сочетании с научными склонностями авторов предшествующих книг позволят создать
нечто новое, поскольку я убежден в том, что вычислительная гидродинамика является самостоятельной
дисциплиной, отличной от экспериментальной и теоретической гидродинамики и имеющей свои
собственные методы, трудности и области применения.
БЛАГОДАРНОСТИ
Когда над книгой работаешь с некоторыми перерывами около четырех лет, то неизбежно обрастаешь
своего рода долгами и практически оказывается невозможно выразить признательность всем тем, кто
так или иначе способствовал твоему труду. Однако некоторых мне хочется поблагодарить особо.
Наиболее творческая (и приятная) часть работы была проделана в университете Кентукки. В 1968 г.

мой добрый друг д-р Чарлз Кнапп предложил мне работать над этой книгой и в 1970 году
способствовал моей командировке в этот университет. Он и Энн позаботились об устройстве моей
семьи и на протяжении всего пребывания в Кентукки мы пользовались их дружбой и моральной
поддержкой. Завершением настоящей работы я более всего обязан, если не считать мою жену, д-ру
Кнаппу.
Мое пребывание в Кентукки стало возможным благодаря декану инженерно-механического

факультета д-ру Роджеру Эйххорну. Мне хочется искренне поблагодарить его, студентов, слушавших
мой курс, а также многих других, оказавших мне дружеский прием, в частности д-ра Клиффа Кремерса,
д-ра Джона Ленхарда, д-ра Шива Сингха, д-ра Фрэнка Саггендорфа и Делорес Блэк. Мое пребывание в
Кентукки стало возможным также благодаря руководству лабораторий Сандиа, которое
санкционировало мое длительное отсутствие и терпеливо оказывало поддержку в моей работе; в этой
связи я благодарю д-ра Фреда Блоттнера, д-ра Кена Торьяна и Алана Поупа.
В 1967 г., когда тематика книги еще только зарождалась, мне посчастливилось прослушать курс,

прочитанный д-ром Стивом Пиачеком в университете Нотр-Дам. Доктор Пиачек не только ознакомил
меня с предметом, но и вдохновил на дальнейшую работу в этой области. Кроме того, я не смог бы
заняться этой захватывающей наукой, если бы моим руководителем не был д-р Т. Дж. Мюллер.
Профессор Уильям Оберкампф из Техасского университета в Остине на основе первых трех глав

рукописи читал односеместровый курс. Он обнаружил в рукописи большое число ошибок и дал много
ценных предложений по улучшению изложения материала. Мне только остается сожалеть, что
остальная часть книги не была подвергнута столь полезному внимательному разбору профессором и его
студентами. Кроме того, д-р С. У. Хёрт любезно согласился просмотреть часть материала, связанного с
его работами и другими работами, выполненными в Лос-Ала-мосской лаборатории.
Большую часть этой трудной рукописи в черновом и окончательном вариантах отпечатала Ева Мария
Франке. Бетти Холлингсуорт также помогала при печатании рукописи. Редактировала рукопись
Розмари Тисдейл, Рут Барт готовила к печати иллюстративный материал. Многие из тех, кто



великодушно предоставил в наше пользование иллюстрации, упоминаются в подписях к рисункам,
однако в этой связи хочется особо отметить д-ра Фрэнсиса Харлоу, д-ра С. У. Хёрта и д-ра Дэвида
Томана.
В этом новом издании книги (март 1976 г.) учтены предположения и исправления, подсказанные мне

моими друзьями (и критиками). Мне хочется искренне поблагодарить их всех, и в особенности проф. У.
Л. Оберкампфа, проф. А. Дж. Чорина, д-ра Э. Д. Мартина, д-ра Р. С. Хёрша, д-ра Л. Бертрама, проф. Р.
А. Дальримпла, д-ра У. Шумана, проф. Дж. Ф. Томпсона, проф. У. Гхиа, проф. К. Гхиа и д-ра Р. Ф.
Уорминга.
Моя жена Кэтрин и наши дети живо интересовались моей работой. Нечего и говорить, что без их

поддержки она не могла быть выполнена.
Я глубоко благодарен моим друзьям, коллегам и знакомым, поддерживавшим мое начинание. Их

поддержка значила для меня очень много.
Наконец, искренне благодарю Томми Поттера, который подготовил материал для шестой главы.

П. Дж. Роуч
Эта книга посвящается Мери и ее университету Нотр-Дам дю Лак.

1)  Список литературы, составленный по алфавиту (по фамилии первого автора) и годам выхода,
помещен в конце книги; список дополнительной литературы с краткими аннотациями можно найти в
обзоре Прайса [1966],

РЕКОМЕНДАЦИИ ПО УЧЕБНОМУ КУРСУ, ОСНОВАННОМУ НА НАСТОЯЩЕЙ КНИГЕ
Ниже мы изложим некоторые собственные наблюдения, основанные на чтении двух курсов по

вычислительной гидродинамике, одного для повышения квалификации работников промышленности и
другого—для выпускников университета.
1. Излагаемый материал не слишком труден сам по себе, однако из-за его новизны возникает много

неясностей и неожиданностей.
2. Полагаем, что материал книги доступен студентам старших курсов.
3. Из настоящего курса студенты (а в моем случае и сам лектор) могут почерпнуть различные

сведения из области гидродинамики. Поэтому его следует не рассматривать в отрыве от общего
учебного плана, а, наоборот, использовать для введения (или по крайней мере закрепления) таких идей
и понятий, как зарождение и перенос вихрей, уравнения в безразмерных переменных, контрольные
объемы, конвективные и диффузионные процессы, достаточность граничных условий, диссипация,
жесткие уравнения, эллиптичность уравнений, описывающих течения несжимаемой жидкости, ударные
волны, линии Маха, область влияния гиперболических уравнений, математические аспекты уравнений
Эйлера и уравнений пограничного слоя, существование и единственность решений, особые точки.

4. Без особых затрат можно получить качественно разумные решения двумерных задач о течениях
несжимаемой жидкости на грубой сетке. Например, один из моих студентов получил несо мненно
сходящееся численное решение задачи о течении жидкости в замкнутой прямоугольной области с одной
подвижной границей на сетке 5Х5 за 20 с машинного времени IBM 360/65. Столь же экономично можно
численно решать и нестационарные задачи об одномерном распространении ударной волны.
5. Я считаю важным приобщать студентов к работе на ЭВМ как можно раньше. Соответственно в
процессе преподавания я не придерживаюсь строго последовательности изложения материала в
настоящем учебном пособии. В книге последовательно описываются схемы для решения уравнения
переноса вихря, затем схемы решения эллиптического уравнения для функциитока, затем методы
постановки граничных условий и, наконец, вопросы, связанные с начальными условиями и критериями
сходимости; вопросы, связанные с обработкой полученной информации, обсуждаются в последней
главе. Однако в учебном курсе я даю задачу о течении жидкости в замкнутой прямоугольной области с
одной подвижной границей сразу же после изложения нескольких основных схем и
непродолжительного численного экспериментирования с одномерным модельным уравнением
конвекции и диффузии вихря и лекции, в которой излагаются простейшие схемы решения
эллиптического уравнения для функции тока и граничные условия на стенках с прилипанием. Студенты
в течение нескольких недель работают над этой двумерной задачей, в то время как я продолжаю чтение
лекций уже в соответствии с изложением материала в настоящей книге.

6. Курс принимается студентами с энтузиазмом, в особенности если он подкреплен практикой на
ЭВМ.



7. При двухсеместровом курсе я заканчивал бы первый семестр на главе 3, возможно, после
изложения методов решения уравнения для температуры. Второй семестр мог бы начинаться с
обсуждения решения уравнений течения несжимаемой жидкости в простейших физических
переменных.

8. Существует много задач, которые можно предложить студентам в качестве практической работы
по настоящему курсу. Некоторые из них являются еще неисследованными научными проблемами, что
может служить превосходным стимулом для их выполнения. Примерами публикаций, возникших из
студенческих работ по задаче о течении жидкости в замкнутой области с одной подвижной границей,
являются работы Торранса с соавторами [1972] и Numerical studies of incompressible viscous flow in a
driven cavity. - NASA SP-378, 1975.
9. При желании материал настоящей книги можно дополнить изложением метода характеристик и схем
решения уравнений пограничного слоя.
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