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ПРЕДИСЛОВИЕ

Проекты учебных программ и планов для средней школы, состав
ленные в 1968 г. с участием ведущих ученых нашей страны, широко 
обсуждались работниками народного просвещения и науки. В них 
предусмотрено дальнейшее серьезное повышение научно-теоретичес
кого уровня среднего образования.

В частности, повышение теоретического уровня курса математики, 
как указано в объяснительной записке к проекту новой программы, 
достигается преодолением разрыва между арифметикой и алгебр ой , 
осуществлением строго научного подхода к изучению материала, уси
лением внимания к понятиям и методам, имеющим основное значение 
для естествознания и техники (метод координат, векторы, производная 
и интеграл).

Проект учебного плана предусматривает также сокращение на
грузки учащихся обязательными учебными занятиями, расширение 
самостоятельной работы учащихся, факультативных занятий и занятий 
по выбору. Не оставлены без внимания вопросы подготовки учащихся 
к дальнейшему самообразованию и образованию без отрыва от произ
водства по окончании школы. Следовательно, возникает необходимость 
в расширении учебной и справочной литературы, которая наиболее 
полно соответствовала бы новым требованиям программы.

Часто о том или другом человеке говорят: «Он знает математику» 
или «он плохо знает математику» и рассматривается это как нечто уста
новленное, застывшее. Возникает вопрос: что такое «знать математику»?

В математике, как и в другой точной науке, уровень знаний опре
деляется двумя факторами.

Первый фактор — достаточно большое количество усвоенного 
и твердо запомнившегося материала: определений, формулировок 
теорем и свойств, формул и т. д. Усвоение фактического материала 
происходит в процессе упражнений, однако следует как можно быстрее 
добиваться его твердого запоминания, обеспечивая для памяти воз
можность дальнейшего постоянного обогащения. Не может быть и речи
о каких-либо серьезных знаниях, если учащийся не запомнит той или 
иной формулы, а попытается «выводить» даже мелкие факты (напри
мер, выражение диагонали квадрата через его сторону, вычисление 
высоты и площади равностороннего треугольника по его стороне 
и т. д.).

Второй фактор, который тесно связан с первым и отнюдь не явля
ется достоянием только лишь талантливых от природы,— это доста
точно глубокое развитие аналитических способностей и навыков, не
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обходимых при выполнении сложных преобразований, четких простран
ственных представлений и «геометрического» мышления, опыта и интуи
ции, необходимых при отыскании путей к решению нешаблонных 
«творческих» задач. Только насыщенная фактами, аналогичными ситу
ациями и различными, даже отдаленными, связями память способна 
вовремя подать необходимый «инструмент» для глубоких размышле
ний иад той или иной проблемой для ее всестороннего анализа.

Таким образом, процесс повышения уровня математических зна
ний представляет собой постоянное совершенствование в двух нераз
рывно связанных направлениях, отмеченных выше. Этому и призваны 
способствовать справочники, являющиеся по существу «малогабарит
ными конденсаторами» большого количества фактического материала, 
наводящих рекомендаций и сведений по различным методам решения 
задач и т. д.

Предлагаемый вниманию читателей справочник содержит опреде
ления и описания понятий, формулировки правил, теорем, законов, 
свойств, важнейшие формулы, некоторые методические замечания. 
В нем есть также много упражнений и задач различной степени труд
ности. Особенно большое внимание уделено здесь задачам на доказа
тельство и построения. Помещены также исторические справки. Боль
шинство из них подготовлено члеиом-корреспондентом АН УССР 
А. Н. Боголюбовым.

Читателям следует иметь в виду, что в иовых школьных учебни
ках математики существенно изменена терминология. Например, вместо 
«абсолютная величина числа», начиная с V класса, говорят «модуль 
числа», вместо «выражение с одной буквой» — «выражение с одной 
переменной», вместо «геометрическое место точек» — «множество точек». 
В справочнике говорится об этом. Однако авторы не считают целесо
образным уже в данном издании полностью отказаться от традицион
ной терминологии, так как читателям, которые учились и еще лет 5 
будут учиться по старым учебникам, такие изменения усложнили бы 
пользование справочником.

Все критические замечания и предложения по данному справоч
нику, которые составителями будут приняты с благодарностью, просьба 
направлять по адресу: Киев-4, ул. Репина, 3, Издательство «Наукова 
думка».



1. А Р И Ф М Е Т И К А
------------  -  -  - - —

ПРЕДМЕТ АРИФМЕТИКИ

Арифметика — наука о числах. Название «арифметика» произошло 
от греческого слова ар^т/ихт], состоящего из двух частей: аріѲ^оС — 
число и те*ѵ'»] — искусство. Арифметика, как и многие другие науки, 
возникла из потребностей практической деятельности людей. Еще 
эадолго до нашей эры возникла необходимость подсчитывать количе
ство добычи, вести сЧет времени и т. п. Несомненно, что сначала люди 
оперировали только конкретными именованными числами, и только 
позже начали употреблять абстрактные.

Сначала были известны только натуральные числа, но позже 
жизнь заставила расширить это понятие, рассматривать и дробные 
числа. Когда впервые появилось понятие дроби, не известно. Но иссле
дования показывают, что древние египтяне, китайцы, хорезмийцы за 
много веков до нашей эры были знакомы с дробными чиСлймй й умели 
выполнять простейшие арифметические действия над иими.

В арифметике как науке рассматриваются все виды чисел от нату
ральных до комплексных. Однако в школьной арифметике изучают 
только положительные рациональные числа, а остальные виды чисел 
рассматриваются в алгебре, Авторы данного справочника придержи
ваются школьных традиций. Отрицательные, иррациональные и мни
мые числа изложены в главе «Алгебра» а $ главе «Арифметика» рас
сматриваются только натуральные и дробные.

Первые книги, содержащие учение о счете и вычислениях, появи
лись еще за несколько веко& до нашей эры. Миого арифметических, 
сведений есть в «Началах» Евклида (III в. до и. 9.), в «Арифметике» 
Диофанта (III в. н. э.) и других книгах древнегреческих математиков.

Известный хорезмский математик Мухаммед иби Муса (око^о 
780—850 гг.), использовав известные ему работы греческих и индий
ских математиков, написал книгу по арифметике, которая в латинском 
переводе попала в Европу в XII в. и содействовала распространению 
десятичной позиционной нумерации.

В Киевской Руси были широко распространены влемеитарные све
дения из области арифметики, включая действия с обыкновенными 
дробями, что доказывается наличием косвенных источников. От XVII в. 
сохранились рукописи математического содержания, из анализа кото
рых явствует, что позиания в арифметике иа Руси того времени соот
ветствовали уровню, достигнутому в Западной Европе. В иачаЛе 
XVIII в. появляются и печатные учебники по арифметике. Так, в 1703 г.
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была издана «Арифметика» Л. Ф. Магницкого, самая популярная книга 
на протяжении первой половины XVIII в., которую М. В. Ломоносов 
называл «вратами своей учености». Этот учебник энциклопедического 
содержания, кроме арифметики, включал элементы геометрии и тех
нических наук. В 1740 г. было напечатано «Руководство к арифметике» 
Л. Эйлера. 6 о второй половине XVIII в. вышли из печати учебники 
арифметики, написанные академиками С. К. Котельниковым, С. Я- Ру- 
мовским и другими авторами. Широко распространены были в то время 
«Универсальная арифметика» Н. Г. Курганова, а также «Теоретиче
ская и практическая арифметика» профессора Московского универ
ситета Д. С. Аничкова.

В 1866 были изданы «Руководство арифметики» и «Собрание 
арифметических задач» А, Ф. Малинина и К- П. Буренина, по которым 
учились в русских Средних школах на протяжении полустолетия. 
Во второй половине XIX в, вы ш ли  в свет учебники по арифметике 
Ф. И. Симашко, В. А. Латышева, В. А. Евтушевского и других авто
ров. 3  1884 г. издана «Арифметика» А. П. Киселева, на которой вос
питалось несколько поколений русских, а затем и советских специа
листов и которую только недавно заменил учебник «Арифметика» 
И. Н. Шевченко.

Целые неотрицательные числа

§ 1. Нумерация

Натуральный ряд чисел. Когда пересчитывают какие-нибудь пред
меты, называют в строго определенном порядке числа: один, два, три, 
четыре, пять^ шесть и т. д. Изображают их символами

Эти числа называют натуральными. Множество натуральных 
чисел, упорядоченных в строго определенной указанной выше последо
вательности, называют натуральным рядом чисел, или короче нату
ральным рядом.

То из двух натуральных чисел, которое в натуральном ряде ближе 
стоит к 1, т. е. которое при счете появляется раньше, называеѴся 
меньшим, второе число — большим*. Следовательно, в натуральном 
ряде каждое число, кроме 1, больше предыдущего. 1 — наименьшее 
натуральное число, ио наибольшего натурального числа нет. Как бы 
велико ни было натуральное число, существует еще большее число, 
следующее за иим. Натуральный ряд бесконечен. Это показал еще 
в III в. до и. э. древнегреческий математик Архимед.

Устная нумерация. При помощи слов «один», «два», «три», «четыре», 
«пять», «шесть», «семь»» «восемь», «девять», «десять», «сорок», «сто», 
«тысяча», «миллион», «миллиард», определенным способом комбини
руя их, можно назвать очень большие числа, встречающиеся в прак
тике.

Устная нумерация у большинства народов появилась очеиь давно.

• Приведенные выше описания нельзя считать строгими определениями. 
Строгие определения этих понятий очень сложны (см. «Энциклопедия элементар
ной математики*, I, Гостехиздат, М., 1951, стр. 130, 142 и др.).



Письменная нумерация. Для записи натуральных чисел исполь
зуют символы 0, 1 ,2 , 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Их называют цифрами. С по
мощью этих десяти цифр можно записать любое натуральное число.

П р и м е р .  327 — триста двадцать семь, 1002 — тысяча два.
Такая экономная запись чисел достигается благодаря применению 

принципа поместного значения цифр. В зависимости от занимаемого* 
цифрой места она может обозначать то одно, то другое число. Так, 
в приведенном выше примере цифра 2 в первом случае обозначает два
дцать, а во втором — два.

Первая, вторая, третья и т. д. цифры числа, если считать справа 
налево, называются соответственно цифрами единиц, десятков, сотен 
и т. д. Их называют еще единицами первого, второго, третьего и т. д. 
разрядов. Например, в числе 7194 имеется 4 единицы первого, 9 единиц 
второго, 1 единица третьего и 7 единиц четвертого разрядов. Цифрой 
«0» — нуль обозначают отсутствие единиц того или иного разряда. 
Десять единиц какого-нибудь разряда составляют одну единицу следу
ющего высшего разряда. Поэтому говорят, что мы пользуемся десятич
ной системой счисления.

Десятичная система счисления возникла в глубокой древности. 
Люди стали пользоваться сю потому, что привыкли считать десятками, 
имея на руках десять пальцев. Однако некоторые народы в свое время 
создали и недесятичные системы счисления (см. стр. 30).

Принцип поместного значения цифр и их начертания (правда, 
несколько отличные от современных) возникли в Индии только в на
чале н. э. В Европе они стали известны благодаря книге «Арифметика 
Ипдорум», которую написал хорезмский математик Мухаммед ибн 
Муса. Она была написана на арабском языке и поэтому стали назы
вать эти цифры арабскими. Позже, узнав, что Мухаммед в основу имею
щейся в книге нумерации положил практику вычислителей Индии, 
стали называть эти цифры индийскими.

В России с индийской нумерацией познакомились только в XIII в. 
До этого числа обозначали старославянскими буквами, только сверху 
писали специальные значки г* (титло):

т* V* г* «л т* т* И
А Б Г А 6 5 3 И ф
і 2 3 4 5 6 7 в 9
тг* т* т* г* г1
1 К Д м N а 0 N ч
10 20 30 40 50 60 70 во 90
I4,с т*с

и
Т

'Г*-
У $ т*

X Ф «5Ц)
т*ч

100 200 300 40 0 900 600 700 800 900

Тысячи обозначали теми же буквами, но впереди ставили значок #  
Например, числа 7205, 1963 записывали соответственно такі

В некоторых случаях и сейчас пользуются римскими цифрами. 
Римская система нумерации состоит из семи знаков:

1 V X Ь С О М
1 5 Ю 50 ЮО 500 1000.
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При этом, еслн меньший знак пишется после большего, то его при
бавляют к большему числу; если же перед большим — вычитафт, 
иапример: 8 — VIII, 24 — XXIV, 26 — XXVI, 46 — ХЬѴІ, 176— 
СЬХХѴІ, 1963 — МСМЬХІІІ.

Целые числа. О нуле мы уже упоминали, #о рассматривали ?г° 
только как цифру (знак), а нб чис}іо. Однако в математике принйТо 
рассматривать нуль не только йак цифру, ио и как число.

О — число ие натуральное. Нуль меньше 1 и любого натурального 
числа. Если разместить нуль и все натуральные числа в порядке воз
растания, получим:

О, 1,2, 3, 4, 5, 6, ... .

Эту последовательность чисел называют расширенным натуральным 
рядом.

Все натуральные числа и нуль называются вместе целыми неотри- 
цательными числами. Целыми числами называют все натуральные числа, 
нуль и все целые отрицательные числа: —1, —2 и т. д.

Названия больших чисел. Для удобства чтения и запоминания 
больших чисел их цифры разбивают на классы: справа отделяют три 
цифры — первый класс, следующие три — второй класс и т. д. По
следний класс может иметь три, две или одну цифру. Между классами 
обычно оставляют небольшие промежутки. Например, в числе
2 365 423 первый класс дает число единиц, второй — число тысяч 
и третий — число миллионов. Сообразно с этим записанное число 
читают так: два миллиона триста шестьдесят пять тысяч четыреста 
двадцать три.

Единицы четвертого, пятого, шестого и т. д. классов называют 
соответственно

миллиард или биллион — 1 ООО ООО ООО,
триллион — 1 ООО ООО ООО ООО,
квадриллион — 1 ООО ООО ООО ООО ООО,
квинтиллион — 1 ООО ООО ООО ООО ООО ООО,
секстиллион — 1 ООО ООО ООО ООО ООО ООО ООО,
септиллион — 1 ООО ООО ООО ООО ООО ООО ООО ООО.

Эти названия возникли сравнительно недавно. Существующее сей
час в большинстве европейских языков выражение «миллион» — 10е 
возникло в Италии в XIII в.* Термины «биллион», «миллиард» н т. п. 
возникли в XVI—XVII вв., но до сих пор имеют различное (в разных 
языках) значение. Миллиард обычно означает 10®, но то же значение 
имеет в США и во Франции биллион, тогда как в Германии биллиои 
означает 1012. Триллион в США и во Франции означает 1012, а в Аиглин 
и Германии — 10*8. В русских математических рукописях встречаются 
наименования больших чисел, возникших, по-видимому, не раньше 
XII в.: тьма — 10е, легион — 1012, леодр — 1024, ворон — 1048, коло
да — 1049.

* 10* — I 000 000. Вообще 10л обозначает число, записанное единицей с п 
последующими нулями.
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§ 2. Арифметические действия

Если по двум данным числам определяют третье число, удовлетво
ряющее некоторым условиям, то этот процесс в математике вообще 
называют действием.

В арифметике рассматривают следующие действия: сложение* 
вычитание, умножение и деление. Их называют арифметическими дей
ствиями.

Сложение. Сложением натуральных чисел называют арифметиче
ское действие, при помощи которого узнают число, содержащее столько 
единиц, сколько их есть в данных числах вместе.

Числа, которые нужно сложить, называют слагаемыми, а резуль
тат сложения называют суммой.

Н а п р и м е р :  11 +  9 =  20. Здесь 11 и 9 — слагаемые, 2 0 -  
сумма. Знак сложения +  (плюс) ставится между слагаемыми.

Однозначные* числа складывают, пользуясь таблицей сложенияі
1 +  1 - 2,
2 +  I == 3 и т. д.

Эту таблицу дети запоминают еще в первом классе.
Сложение многозначных чисел удобней выполнять «в столбик», 

записывая слагаемые так: единицы против единиц, десятки против 
десятков и т. д., например

, 29327 
+  4398186

4427513.
Вычитание. Вычитанием называется действие, посредством кото• 

рого по данной сумме двух слагаемых и одному из них отыскивается 
другое слагаемое. Таким образом, число, которое при сложении является 
искомым, при вычитании оказывается данным, и наоборот. Поэтому 
вычитание называют действием, обратным сложению.

Число, из которого вычитают, называется уменьшаемым. Число, 
которое вычитают,— вычитаемым. Число, которое получается в ре- 
зультате вычитания, называется разностью.

П р и м е р .  30 — 12 я= 18. Здесь 30 — уменьшаемое, 12 — вычи
таемое, а 18 — разность. Знак вычитания минус (—) ставится между 
уменьшаемым и вычитаемым.

Вычитание в множестве натуральных чисел выполнимо лишь при 
условии, когда уменьшаемое больше вычитаемого. При этом разность 
выражается всегда определенным единственным натуральным числом.

П р и м е ч а н и е :  а) вычитание нуля из числа не изменяет этого 
числа, например, 8 — 0 = 8;

б) если уменьшаемое равио вычитаемому, то разность равна нулю. 
Например, 9 — 9 = 0 .

Умножение. Умножением натуральных чисел называется действие 
нахождения суммы одинаковых слагаемых. Например, если число 5 
нужно повторить слагаемым 7 раз, то пишут 5 X 7 =  35 и говорят, 
что нужно 5 умножить иа 7:

5 + 5  +  5 +  5 +  5 +  5 +  5 =  5 Х  7.

* Однозначными, двузначными и т. д. называют числа, записанные одной, 
двумя и т. д. цифрами. Число записанное несколькими цифрами, называют также 
многозначным.
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Можно сказать иначе: умножить одно натуральное число на дру
гое — значит взять первое число слагаемым столько раз, сколько еди
ниц во втором числе. При этом то число, которое повторяется как сла
гаемое, называется множимым; число, показывающее, сколько берется 
таких одинаковых слагаемых,— множителем; число, полученное 
в результате умножения,— произведением. Так, в нашем примере,
5 — множимое, 7 — множитель, 35 — произведение. Множимое и 
множитель называются также сомножителями.

Знак умножения (х )  ставится между множимым и множителем. 
В качестве знака умножения часто употребляется точка ( • ), напри
мер 3 * 5 = 1 5 .  (Перед буквенными сомножителями, знак умножения 
не ставят.)

П р н м е ч а іі и е: а) если одни из двух сомножителей равен еди
нице, то произведение равно второму сомножителю, например

1 5 = 5 ;  10 1 =  10;

б) если хоть один сомножитель равен нулю, то и произведение 
равно пулю:

0 * 342 =  0; 37 • 0 =  0; 0 0 =  0.

Деление. Делением называется действие, посредством которого 
по данному произведению двух сомножителей и одному из этих сомно
жителей отыскивается другой сомножитель.

Число, которое делят, называется делимым; число на которое 
делят,— делителем; число, получаемое в результате деления, назы
вается частным, или отношением.

Деление записывается так: 40 : 8 =  5. Здесь 40 — делимое, 8 — 
делитель, а 5 — частное. Зн:._; деления : (двоеточие) ставится между 
делимым и делителем.

Число, являющееся при умножении искомым, при делении оказы
вается данным, и наоборот. Поэтому деление называется действием, 
обратным умножению.

П р и м е ч а н и е :  а) если делимое равно делителю, то частное 
равно единице, например 14: 1 4 =  1;

б) если делитель равен единице, то частное — делимому, например 
14 : 1 =  14;

в) частное от деления нуля на какое-лнбо отличное от нуля число 
равно нулю, например 0 : 12 =  0;

г) деление на нуль невозможно.
Деление натуральных чисел не всегда выполнимо. Например, 

нельзя разделить 30 на 7, ибо нет такого натурального числа, которое 
при умножении на 7 давало бы 30.

Деление с остатком. Как видим, разделить 30 на 7 в указанном 
выше смысле невозможно. Но в жизни встречаются ситуации, которые 
требуют распространить деление натуральных чисел и иа такие случаи, 
например, разделить 30 тетрадей между 7 учениками поровну.

Поэтому рассматривают также деление с остатком.
П р и м е ч а н и е .  Чтобы не смешивать деление с остатком и рас

смотренное выше арифметическое действие деления, последнее назы
вают еще делением без остатка или делением нацело.

Деление с остатком есть отыскание наибольшего целого числа, 
которое в произведении с делителем дает число, не превышающее дели
мого. Искомое число называется неполным частным. Разность между
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делимым н произведением делителя на неполное частное называется 
остатком; он всегда меньше делителя.

П р и м е р .  19 не делится нацело на 5. Числа 1 ,2 , 3 при умно
жении на 5 дают 5, 10, 15, не превосходящие делимого 19, но уже
4 дает в произведении с 5 число 20, большее 19. Поэтому неполным 
частным является 3, а остатком — 4 (разность между 19 и произведем 
нием 3 * 5 =  15); 19 =  5 * 3 +  4.

Для натуральных чисел точному делению (делению без остатка) 
и делению с остатком можно дать следующее общее определение: раз
делить число а (делимое) на число Ь (делитель) — значит найти такие 
два числа ц (частное) и г (остаток), которые удовлетворяли бы соотно
шениям

а =  Ьц +  г, 0 <  г <  Ь.

Если делитель Ь не равен нулю, то деление всегда в о зм о ж ею  и дает 
единственный результат.

Остатком при делении на число Ь может быть любое нз чисел 0, 1, 
2, Ъ — 1.

П р и м е ч а н и е .  Название действия, общепринятое в западно
европейских языках и применявшееся в России вплоть до первой поло
вины XVIII в., «дивизио» заимствовано из латинского языка. Знак 
деления (:) был принят в XVII в.

Возведение в степень. Частный случай умножения, а именно умно
жение одинаковых чисел, называют возведением в степень. Если, напри
мер, надо перемножить 5 одинаковых чисел, каждое из которых равно
2, говорят: надо число возвести в пятую степень. И вместо 2 • 2 • 2 X 
X 2 • 2 пишут 2б.

Возвести число во вторую, третью, четвертую и т. д. степень зна
чит взять его сомножителем соответственно два, три, четыре и т. д. 
раза*. Число, повторяющееся сомножителем, называется основанием 
степени; число, указывающее сколько раз берется одинаковый мно
житель, называется показателем степени, а результат — степенью.

Запись: 53 =  5 • 5 * 5 =  125; здесь 5 — основание степени, 3 — 
показатель степени, 125 — степень.

Вторая степень называется иначе квадратом, третья степень — 
кубом. Первой степенью числа называют само это число, например
71 =  7.

§ 3. Свойства арифметических действий

Законы сложения: 1. П е р е м е с т и т е л ь н ы й :  сумма не 
изменяется от перемены мест слагаемых. Переместительный закон 
в общем виде записывается равенством

а +  Ь =з Ь +  а»
2. С о ч е т а т е л ь н ы й :  сумма не изменится, если какую-нибудь 

группу рядом стоящих слагаемых заменить их суммой. В общем виде 
это свойство для трех слагаемых записывается как

а +  Ь +  с =  а +  (Ь +  с).
Переместительный и сочетательный законы называют также соот

ветственно коммутативным и ассоциативным законами.

• О возведении в отрицательную, нулевую и дробную степени см. стр. 116.
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П р а в и л о  п р и б а в л е н и я  с у м м ы  к ч и с л у  и 
ч и с л а  к с у м м е .  Чтобы прибавить к какому-нибудь числу сумму 
нескольких чисел (или наоборот), достаточно прибавить к этому числу 
одно слагаемое, к полученной сумме прибавить второе слагаемое и т. д.

Правила вычитания: 1. В ы ч и т а н и е  с у м м ы  и з  ч и с л а .  
Чтобы вычесть сумму из числа, можно вычесть из этого числа одио 
слагаемое, из полученной разности — второе слагаемое и т. д.

Обозначим уменьшаемое буквой а, отдельные слагаемые вычитае
мой суммы буквами Ь и с, тогда свойство можно записать так:

а — (Ь +  с) =  а — Ь — с.
П р и м е р .  25 — (13 +  5) =  25 — 5 — 13 =  20 — 13 =  7,
2. В ы ч и т а н и е  ч и с л а  и з  с у м м ы :  Чтобы вычесть число 

из суммы, можно вычесть это число из какого-нибудь одного слагае
мого (предполагается, что слагаемое больше вычитаемого) и получен
ную разность прибавить к сумме остальных слагаемых, т. е.

(а +  Ь) — с =г (а — с) +  Ь =  а +  (Ь — с).
П р и м е р ы :  (36 +  27) — 16 =  (36 — 16) +  27 *= 47,

(36 +  27) — 17 =  36 Ч- (27 — 17) =  46.

3. П р и б а в л е н и е  р а з н о с т и .  Чтобы прибавить разность 
к числу, достаточно прибавить к нему уменьшаемое и из полученной 
суммы вычесть вычитаемое, т. е.

а +  (Ь — с) =  а +  Ь — с.

^  П р и м е р .  50 +  (36 — 16) =  50 +  20 =  70, или 50 +  36 =  86, 
86 — 16 =  70.

4. В ы ч и т а н и е  р а з н о с т и .  Чтобы вычесть разность из 
числа, достаточно вычесть из него уменьшаемое (если это возможно) 
и к полученной разности прибавить вычитаемое.

Это свойство в общем виде записывается так:
а — ф — с) =  а — Ь +  с.

П р и м е р .  65 — (35 — 18) =  (65 — 35) +  18 =  48.
Законы умножения: 1. П е р е м е с т и т е л ь н ы й :  произведение 

не изменяется от перемены мест сомножителей.
Если обозначим первый сомножитель буквой а , а второй — бук

вой Ь, то переместительный закон можно записать в виде равенства
аЬ =  Ьа.

2. С о ч е т а т е л ь н ы й :  произведение не изменится, если какую- 
нибудь группу рядом стоящих сомножителей заменить их произведем 
т ем .

В общем виде этот закон можно записать так:
аЬс =  а(Ьс).

3. Р а с п р е д е л и т е л ь н ы й  (относительно суммы): произве
дение суммы нескольких чисел на какое-нибудь число равно сумме произ• 
ведений каждого слагаемого на это число. В общем виде для случая 
трех слагаемых эТот закон можно записать так:

(а +  Ь +  с)<1 =  а і  +  Ь<1 +  ей.
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Переместительный, сочетательный н распределительный законы 
называют также соответственно коммутативным, ассоциативным и 
дистрибутивным.

Правила умножения: І. У м н о ж е н и е  п р о и з в е д е н и я  
н а  ч и с л о  и ч и с л а  н а  п р о и з в е д е н и е .  Чтобы умножить 
произведение нескольких чисел на какое-нибудь число (или наоборот), 
достаточно один из сомножителей произведения умножить на это число, 
оставив другие сомножители без изменения.

П р и м е р ы .  (35 • 12) • 4 =  (35 * 4) • 12 =  140 • 12 =  1680,
20 • (7 • 18 • 5) =  (20 • 5) • 7 • 18 =  100 • 7 • 18 «= 12600.

2. У м н о ж е н и е  р а з н о с т и  н а  ч и с л о .  Чтобы умно
жить разность на число, достаточно умножить на это число отдельно 
уменьшаемое и вычитаемое, а затем из первого произведения вычесть 
второе, т. е.

(а — Ь)с =  ас — Ьс.

П р и м е р .  (35 — 15) • 4 =  35 • 4 — 1 5 - 4  =  140 — 60 =  80.
Правила деления: 1. Д е л е н и е  с у м м ы  н а  ч и с л о .  Чтобы 

разделить сумму на какое-нибудь число, достаточно разделить на это 
число каждое из слагаемых и полученные частные сложить, т. е.

(а +  Ь) : с =  а : с +  Ь : с.
П р и м е р .  (8 +  12) : 4 =з 8 : 4 +  12 : 4 =  2 +  3 *= 5.
2. Д е л е н и е  р а з н о с т и  н а  ч и с л о .  Чтобы разделить 

разность на какое-нибудь число, достаточно разделить на это число 
отдельно уменьшаемое и вычитаемое, а потом из первого частного вы
честь второе, т. е.

(а — Ь) : с =  а : с — Ь : с.
П р и м е р .  (18 — 6) : 3 =  18 : 3 — 6 : 3 = 6  — 2 = 4 .
Однако в примере (17 — 7) : 5 надо сперва найти разность 17 — 7.
3. Д е л е н и е  ч и с л а  на  п р о и з в е д е н и е .  Чтобы разде

лить число на произведение, достаточно разделить это число на о̂ цин 
сомножитель, полученное частное разделить на второй сомножитель, 
вновь полученное частное разделить на третий сомножитель и т. д.

П р и м е р .  960 разделить на произведение 4 * 6 * 8  можно так: 
960 : 4 =  240; 240 : 6 =  40; 40 : 8 =  5.

4. Д е л е н и е  п р о и з в е д е н и я  н а  ч и с л о .  Частиое от 
деления произведения двух сомножителей на -число равно произведе
нию одного из сомножителей на частное от деления другого сомножи
теля на это число (если такое деление выполнимо).

В общем виде
(об) : с =  (а : с)Ь.

Это свойство остается справедливым и в случае произведения не
скольких сомножителей, т. е.

(іаЬс) : сі =  (а : фЬс.

П р и м е р .  Разделить произведение 24 - 18 * 10 (равное 4320) 
на 8 можно так:

24 : 8 =  3; 3 * (18 • 10) =  3 • 180 »  540.

Однако в примере (6 * 8) :  16 надо сперва вычислить произведение 
6 8.
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Зависимость между данными числами и результатами действий 
над ними. С л о ж е н и е .  Если известна сумма двух слагаемых, а одно 
слагаемое неизвестно, то, чтобы найти его, достаточно из суммы вы- 
честь известное слагаемое, т. е., если

о + 6  =  с, то а =  с — Ь и Ь =  с — а.
П р и м е р. х +  30 =  42; х =  42 — 30; х =  12.
В ы ч и т а н и е .  Чтобы найти неизвестное уменьшаемое, доста- 

точно л вычитаемому прибавить разность, т. е., если а — =  с, то 
а =  Ь +  с.

П р и м е р ,  х — 8 = 5 ;  х =  8 +  5; х =  13.
Чтобы найти неизвестное вычитаемое, достаточно из уменьшав- 

жого вычесть разность, т. е.,
если а — Ь =  с, то Ь =  а — с.

П р и м е р .  45 — х =  15; х =  45 — 15; х =  30.
У м н о ж е и и е. Чтобы найти неизвестный сомножитель, доста

точно разделить произведение па известный сомножитель (или на 
произведение известных сомножителей):

если аЬ =  с, то а =  с : Ь, Ь =  с : а.
П р и м е р ы :  1. 25х =  200; х =  200 : 25; х =  8.

2. 3 • 5х • 2 =  210; х *= 210 : (3 * 5 * 2); х =  7.
Д е л е н и е .  Чтобы найти неизвестное, делимое, достаточно 

делитель умножить на частное, т. е.
если а : Ь =  с, то а =  Ьс.

П р и м е р ,  х \ 25 =  3; х =  25 • 3; х =  75.
Чтобы найти неизвестный делитель, достаточно делимое разде

лить на частное, т. е.
если а : Ь =  с, то Ъ =  а : с.

П р и м е р :  400 : х =  16; х *= 400 : 16; х =  25.
Чтобы найти делимое при делении с остатком, достаточно дели- 

тгль умножить на частное и прибавить остаток.
В общем виде, если при делении а на Ь получили частное ц и оста

ток г, то
а =  Ьц +  г.

П р и м е р :  Пели 30 : 4 =  7 (ост. 2), то 30 =  4 • 7 +  2;
х : 5 =  4 (ост. 3), то х =  5 • 4 +  3 =  23.

Чтобы найти делитель при делении с остатком, достаточно из 
делимого вычесть остаток и разность разделить на частное, т. е.

Ъ =  (а — г) : <7.
П р и м е р .  40 : х =  6 (ост. 4), х =  (40 — 4) : 6 =  6.

§ 4. Изменение результатов дсйстпий 
и зависимости от изменения данных

Изменение суммы и разности. Если одно из слагаемых увеличить 
(уменьшить) на какое-нибудь число, то на это же число увеличится 
(уменьшится) и сумма, т. е.

если а +  Ь =  с, то (а +  т) +  Ъ =  с +  т и (а — т) +  Ъ =  с — т .
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П р и м е р ы .  5 + 8  =  13, тогда (5 +  2) +  8=  13 +  2; 18 +  12= 
=  30, тогда (18 — 5) +  12 =  30 — 5.

Если уменьшаемое увеличится (уменьшится) на какое-нибудь 
число, то и разность увеличится (уменьшится) на то же число, т. е.

если а — Ь =  с, то (а +  т )  — Ь =  с +  пг
и (а — т) — Ь =  с — т.

П р и м е р ы .  18— 1 2 = 6 ,  тогда (18 +  5) — 1 2 = 6 +  5; 30 —
— 12 =  18, тогда (30 — 10) — 12 =  18 — 10.

Если вычитаемое увеличить (уменьшить) на какое-нибудь числог 
то разность уменьшится (увеличится) на то же число, т. е.

если а — Ь =  с, то а — (Ь +  т) =  с — т
и

а — (Ъ — т) =  с +  т.
П р и м е р ы .  45— 12 =  33, тогда 45 — (12 +  3) =  33 — 3; 52-—

— 30 =  22, тогда 52 — (30 — 10) =  22 +  10.
Если сдно слагаемое увеличить, а другое уменьшить на сдно и то 

же число, то сумма не изменится, т. е.
если а +  Ь =  с, то (а +  т) +  (Ь — т) =  с.

Если уменьшаемое и вычитаемое увеличить (или уменьшить) 
на одно и то же число, то разность не изменится, т. е.

если а — Ь =  с, то (а +  т) — (Ь +  т) =  с 
и (а — т) — (Ь — т) ~  с.

Изменение произведения и частного. Если один сомножитель 
увеличить (уменьшить) в несколько раз, то и произведение увеличится 
(уменьшится) во столько же раз.

В общем виде,
если аЬ =  с, то (ат)Ь =  ст

и (а : т)Ь — с : т .

П р и м е р ы .  5 • 6 =  30, тогда (5 • 4) • 6 =  30 • 4; 4 • 8 =  32, 
тогда (4 :2 )  * 8 =  32 : 2.

Если один сомножитель произведения увеличить (уменьшить) 
в несколько раз, а другой уменьшить (увеличить) во столько же раз, 
то произведение не изменится, т. е.

если аЪ =  с, то (а : т) (Ьт) =  с.
П р и м е р :  25 < 10 =  250, тогда (25 : 5) • (10 * 5) =  250.
Если делимое увеличится (уменьшится) в несколько раз, то и част

ное увеличится (уменьшится) во столько же раз, т. е.,
если а : Ь =  с, то (та) : Ь — тс 

и (а : т) : Ь =  с : т.

П р и м е р ы .  40 : 5 =  8, тогда (40 • 6) : 5 =  6 • 8; 440 ; 11 =  
=  40, тогда (440 : 4) : 11 =» 40 : 4.

Если делитель увеличить (уменьшить) в несколько раз, то частное 
уменьшится (увеличится) во столько же раз, т. е.,

если а : Ь =  с, то а : (Ьт) =  с : т 
и а : (6 : т) =  ст.
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П р и м е р ы :  6 4 :8  =  8, тогда 64 : (8 • 2) =  8 : 2; 81 : 9 9, 
тогда 81 : (9 : 3) =  9 * 3,

Если делимое и делитель увеличить или уменьшить в одно и то же 
кисло раз, то частное не изменится, т. е.

если а : Ь *= с, то (сип) : (Ьт) =  с 
и (а: т) : (Ъ : т) — с.

Это свойство называют основным свойством частного.
П р и м е р .  32 : 16 =  (32 • 2) : (16 • 2) *= 2 н 32 ! 16 =  (32: 4) і 

: (16 : 4) =  2.
И зменение остатка. Если делимое и делитель увеличить или умень

шить в одно и то же число раз, то частное не изменится, но остаток 
увеличится (или уменьшится) в то же число раз.

С помощью букв это записывается так: пусть а делимое, Ь — 
делитель, <7 — частное, г — остаток; тогда

а =  +  г(г ■< Ь)> ат =  (Ьт)д +  гт,
а : /п =  (Ь : т)д +  (г : т ) .

Об этом нельзя забывать при делении чисел, оканчивающихся 
нулями. Например, деление 84100 : 400 иногда выполняют так:

_841йЦ4§
84 210-

1
В действительности же для чисел 84100 и 400 остаток будет не 1, 

а І00, так как мы делили 841 сотню на 4 сотни и получили 210 и в ос
татке 1 сотню.

§ 5. Порядок действий, скобки

Порядок действий. При выполнении нескольких действий резуль
тат зависит от данных чисел и от порядка их выполнения. Так, напри
мер, 4 — 2 +  1 =  3, если производить действия в порядке их записи; 
если же сначала сложить 2 и 1 и вычесть полученную сумму нз 4, то 
получим 1. Для предупреждения недоразумений вводятся соглаше
ния,”в каком порядке следует выполнять действия в выражении, запи
санном без скобок.

Сложение и вычитание называют действиями первой ступени, 
умножение и деление — действиями второй ступени, а возведение 
в степень — действием третьей ступени.

Если в выражении (без скобок) встречаются действия только пер
вой или только второй ступени, то их выполняют в том порядке, в ка« 
ком они написаны, слева направо.

П р и м е р ы ,  а) 10 — 3 + 4 + 2 = 7 + 4 + 2 = 1 1 +  2 =  13;
б) 40 • 2 : 4 < б =  80 : 4 • 5 =  20 г б «  100.

П р и м е ч а н и е .  Такой порядок действий второй ступени не 
соответствует принятому в алгебре, где под выражением а : Ьс всегда

а /понимают ^  (а деленное на произведение Ьс)*
Поэтому в некоторых новых руководствах по арифметике рекомен

дуется иной порядок действий, отвечающий принятому в алгебре: 
если в выражении встречаются действия только второй ступени, то сна
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чала выполняется умножение, а затем деление. Следуя этому правилу, 
последний пример надо было бы решить так*:

40 ♦ 2 і 4 • 5 =  80 ! 20 =  4.
Однако пока в школе придерживаются традиционного правила.

Если в выражении встречаются действия разных ступеней, то 
сначала выполняют действия высших, а затем низших ступеней.

П р и м е р .  2 ♦ 52 — 3 • 3; 58 =  25; 2 • 25 =  50; 3 - 3 = 9 ;  
5 0 — 9 = 4 1 .

Скобки. При решении примеров, содержащих скобки, /действия 
нужно проводить в таком порядке: сначала выполнить действия, за- 
КАюченныев скобки, потом остальные согласно принятым выше правилам. 

П р и м е р .  9 + 1 6 : 4  — 2(16 — 2 . 7 +  4) +  6(2 +  5).
Сначала выполняем действия в скобках:

16 — 2 .  7 + 4  =  16 — 1 4 + 4  = 6; 2 +  5 =  7.

Затем выполняем остальные действия:
9 +  16 : 4 — 2 - 6 + 6 * 7 =  9 +  4 — 12 +  42 =  43,

Часто для указания порядка действий необходимо заключить 
в скобки такие выражения, которые уже сами содержат скобки. Тогда 
кроме обычных круглых скобок ( ) применяют скобки квадратные [ ]. 
Если в скобки нужно заключить выражение, содержащее уже круглые 
и квадратные скобки, пользуются фигурными скобками { }. Вычис
ление подобных выражений проводится в следующем порядке: снача
ла — вычисление внутри всех круглых скобок в указанной выше 
последовательности; затем вычисление внутри всех квадратных скобок 
по тем же правилам; далее — вычисление внутри фигурных скобок; 
наконец, выполняются остальные действия.

П р и м е р .  5 +  2 • [14 — 3 • (8 — 6)1 +  32 : (10 — 2 * 3). 
Выполняем действия в круглых скобках:

8 — 6 =  2; 10 — 2 . 3 «  10 — 6 = 4 ;

действия в квадратных скобках дают 14 3 : 2  =  8; выполняя осталь
ные действия, находим

5 + 2 .  8 +  32:  4 = 5  +  1 6 + 8  =  29.

§ 6. Проверка арифметических действий

Проверка действий на основании зависимости между данными 
и результатами действий. Когда выполняют много вычислений, прибе
гают к контролю правильности выполнения арифметических действий. 
Для этого чаще всего используют основные законы арифметических 
действий и зависимости между данными и результатами действий. 
Например, правильность выполнения сложения 243596 +  32483 =  
=  276079 можно проверить сложением (переставив слагаемые) илн 
вычитанием: 276079 — 243596 =  32483.

Аналогично проверяют правильность выполнения и других ариф
метических действий: вычитания, умножения и деления. Но иногда

• И. К. А н д р о н о в .  Арифметика. Учпедгиз, 1962, стр. 108.
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целесообразно пользоваться специальными приемами проверки вычис
лений, например «правилом девятки».

Правило девятки. Для проверки правильности выполнения сложе
ния находят остатки от деления на 9 сумм цифр каждого слагаемого, 
складывают их и результат снова делят на 9. Полученный остаток срав
нивают с остатком от деления на 9 суммы цифр найденной суммы. Если 
сложение выполнено верно, остатки равны.

П р и м е р .
2378 2 

. 3819 3 
+  955 I

200369 2
‘ДД5521 7

В данном примере остатки от деления на 9 сумм цифр слагаемых 
равны 2, 3, 1, 2; их сумма равна 8. А остаток от деления на 9 суммы 
цифр результата 206521 равен 7. Значит, сложение выполнено неверно. 
(Верным будет значение 207521.)

Аналогично можно проверять и правильность выполнения умно
жения. Только полученные остатки от деления на 9 сумм цифр сомно
жителей надо не складывать, а перемножать:

П р и м е р .
1362 3 
103 4

4086
1362

140286 3
Здесь остатки от деления на 9 сумм цифр сомножителей равны

3 и 4. Их произведение 12. Разделив 12 на 9, получим остаток 3. Такой же 
остаток пап у чается, если разделить на 9 сумму цифр числа 140286. 
Следовательно, умножение выполнено верно.

П р и м е ч а н и е .  Правило девятки не всегда дает возможность 
обнаружить ошибку в вычислениях. Например, если бы вместо верного 
ответа 140286 получили 140376 или 142086, правило девятки не обнару
жило бы ошибки, ведь остатки от деления на 9 суммы цифр каждого 
из этих чисел равны 3. Следовательно, этот способ проверки не явля
ется достаточным.

Так как вычитание и деление есть действия, обратные сложению 
и умножению, и правильность вычисления разности и частного прове
ряется соответственно сложением и умножением, то правило девятки 
можно применять также для контроля вычитания и деления.

§ 7. Способы быстрых вычислений

Умение быстро и безошибочно производить устные н письменные 
вычисления позволяет экономить труд и время, а также быстро обна
руживать ошибки в расчетах. Приведем несколько способов, наиболее 
часто используемых в вычислительной практике.

Способы быстрого сложения и вычитания. П р и е м  о к р у г л е 
н и я .  Этот прием основаи иа изменении суммы или разности в зависи
мости от изменения компонентов и применяется в том случае, когда 
хотя бы один из компонентов представляет собой число, близкое к 
круглым десяткам, сотням, Тысячам и т. д.
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1. Если одно из слагаемых, округляя, увеличим на несколько еди
ниц то из полученной суммы надо вычесть столько же единиц.

П р и м е р .  264 +  391 =  264 +  (391 +  9) — 9 =  264 +  400 —
-  9 =  655.

2. Если одно слагаемое увеличим на несколько единиц, а второе 
уменьшим на столько же единиц, сумма не изменится. На основании 
этого выполняется округление одного слагаемого за счет другого.

П р и м е р .  998 +  936 =  1000 +  934 =  1934.
3. Если вычитаемое при округлении увеличим на несколько единиц, 

то, чтобы разность не изменилась, надо и уменьшаемое увеличить на 
столько же единиц.

П р и м е р .  2342 — 996 =  2346 — 1000 =  1346.
4- Если уменьшаемое при округлении уменьшим на несколько 

единиц, то к полученной разности надо прибавить столько же единиц.
П р и м е р .  10012 — 8645 =  10000 — 8645+ 1 2 =  1355+ 12=1367,
И с п о л ь з о в а н и е  с в о й с т в  с л о ж е н и я  и в ы ч и *  

Т Э II И я ♦
П р и м е р ы .  279 +  583 +  721 =  (279 +  721) +  583 =  1583;

352 +  109 — 52 =  (352 — 52) +  109 =  409;
573 — 432 — 68 =  573 — (432 +  68) »  73.

Способы быстрого умножения и деления. У м н о ж е н и е  м е т  о* 
д о м  Ф е р р о  л я. Для получения единиц произведения перемно
жают единицы сомножителей, дли получения десятков умножаются 
десятки одного на единицы другого сомножителя и наоборот и резуль* 
таты складываются, для получения сотен перемножаются десятки*#

Этот способ можно изобразить схематически так.
Пример. ^  32 2 * 6 =  12, 2 пишем, 1 помним;

х _ 4 6  3 . 6  = 1 8 , 2 . 4  =  8 ,18-1-8  +  1 = 2 7 ,
1472 7 пишем, 2 помним;

3 • 4 =  12 и 2 — пишем 14.
У м н о ж е н и е  н а  ч и с л о ,  б л и з к о е  к е д и н и ц е

к а к о г о - н и б у д ь  р а з р я д а .
П р и м е р ы .  405 ( 97 =  405 • (100 — 3) =  405 « 100 — 405 X

ѵ а _ 4ГК00_ 191е»_ .409
8012 • 1006 == 8012(1000 +  6) =  8012000 +  8012 < 6 =  8012000 +  

+  48072 =  8060072.
У м н о ж е н и е  н а  9, 99 и 999. Чтобы умножить на число, 

написанное девятками, надо к множимому приписать справа столько 
нулей, сколько девяток во множителе, и из результата вычесть 
множимое.

П р и м е р ы ,  387 * 9 =  3870 — 387 =  3483;
24 < 99 =  2400 — 24 =  2376; 18 і 999 =  18000 — 18 =* 17982.

У м н о ж е н и е  д в у з н а ч н о г о  ч и с л а  н а  11, Чтобы 
умножить двузначное число, сумма цифр которого меньше 10, на 11% 
надо между цифрами числа написать сумму его цифр.

П р и м е р .  72 і 11 =  792.
Чтобы умножить на 11 двузначное число, сумма цифр которого 

больше или равна 10, надо между цифрой десятков, увеличенной на 1, 
и цифрой единиц написать избыток суммы цифр числа на 10.

П р и м е р .  68 « 11 *= 748.

* Этот способ умножения следует из тождества
(Юа +  Ь) (Юс +  й) = 100ас +  10 (ай + Ьс) +  Ьіѣ
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У м н о ж е н и е  на 5, 25, 125. Чтобы умножить число на 5, 25, 
125» достаточно разделить его соответственно на 2, 4, 8 и результат 
умножить на 10, 100, 1000.

П р и м е р ы .  2486 • 5 =  12430, так как 2486 : 2 »  1243;
8084 • 25 =г 202100, так как 8084 : 4 *= 2021.

Д е л е н и е  на 5, 25, 125. Чтобы разделить число на 5, 25, 125, 
достаточно умножить его соответственно на 2, 4У 8 и разделить на
10, 700, 7000.

П р и м е р ы .  235 : 5 =  47, так как 235 • 2 =  470;
1175 : 25 =  47, так как 1175 • 4 =  4700.

И с п о л ь з о в а н и е  с в о й с т в  у м н о ж е н и я  и д е л е 
н и я .

П р и м е р ы .  9 3 - 8  - 125 =  93 • (8 • 125) =  93000;
36 • 18 : 9 =  36 • (18 : 9) =  36 2 =  72;
26 • 235 : 13 =  (26 : 13) • 235 =  470.

В о з в е д е н и е  в к в а д р а т  ч и с е л ,  и м е ю щ и х  ц и ф р у  5. 
Чтобы возвести в квадрат двузначное число, оканчивающееся цифрой 5, 
достаточно число его десятков умножить на число, увеличенное на 
единицу, и к произведению справа дописать 25.

П р и м е р .  Вычислить 352.
Р е ш е н и е  (выполняется устно). 3 * 4 =  12, дописав 25, полу

чим результат: 352 =  1225.
Чтобы возвести в квадрат двузначное число, имеющее 5 десятков, 

достаточно к 25 прибавить цифру единиц и к результату приписать 
справа квадрат числа единиц так, чтобы в результате получилось четы
рехзначное число. Эти правила следуют из тождеств

(10а +  5)2=  100а (а +  1) +  25,
(50 +  Ь)2 »  100 (25 +  Ь) +  Ь2.

П р и м е р .  Вычислить 542, 522.
Р е ш е н и е  (выполняется устно). К 25 прибавляем 4, получаем 

29. Приписываем 16. Получаем: 542 =  2916.
522=  2704.

§ 8. Делимость чисел

Делимость суммы. Если каждое из слагаемых делится на какое- 
нибудь число, то и сумма их обязательно разделится на это же число.

Если каждое слагаемое, кроме одного, делится на какое-нибудь 
число, а одно не делится, то сумма не разделится на ѣто число.

Если же два или больше слагаемых не делятся на какое-нибудь 
число, то о делимости суммы нельзя сказать ничего определенного: 
в одних случаях она делится, а в других не делится на данное число.

П р и м е р .  13 и 7 ие делятся ни иа 5, ни на 6; сумма 13 +  7 де
лится на 5, но не делится на 6.

Делимость разности. Если уменьшаемое и вычитаемое делится 
на какое-нибудь число, то и разность разделится на это же число.

Если только одно из чисел — уменьшаемое или вычитаемое — 
делится на какое-нибудь число, а другое не делится, то и разность не 
делится на это число.

Если ни уменьшаемое, ни вычитаемое ие делятся на данное число, 
то разность их может делиться, а может и не делиться на это же число.

П р и м е р .  100 и 30 не делятся ни на 7 ни на 13. Их разность
100 — 30 делится на 7, но на 13 не делится.
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Делимость произведения на число и числа на произведение.
Если хоть один из сомножителей делится на какое-нибудь число, 

то и произведение их также разделится на это число.
Если же ни один из сомножителей не делится на данное число, 

то из этого еще не следует, что на данное число не разделится и их 
произведение.

П р и м е р. Ни 16, ни 10 не делится на 6, а их произведение 1ВХ 
X 10 на 6 делится.

Если данное число делится на произведение, то оно делится также 
на каждый из сомножителей этого произведения.

Обратное утрержденне ошибочно. Если какое-нибудь число делится 
в отдельности н& несколько данных чисел, То на их произведение оно 
может и не разделиться.

П р и м е р .  180 делится и на б, и иа 9, и на б, но на произведение
б • 9 > 6 оно не делится.

П р и м е ч а н и е .  Если же данное число делится на несколько 
попарно взаимно простых чисел (см. стр. 26), то оно делится и на их 
произведение.

П р и м е р .  180 делится на 5, 3 и 4; эти числа попарно взаимно 
простые, поэтому 180 делится и на произведение 5 - 3 * 4 .

§ 9. Признаки делимости

Деление без остатка не всегда может быть выполнено. Чтобы, не 
выполняя деления, установить, делится или не делится одно число на 
другое, пользуются признаками делимости.

Признак делимости на 10. На 10 делятся все те и только те числа, 
которые оканчиваются нулями.

. П р и м е р .  Число 2350 делится на 10.
Признак делимости на 2 и на 5. На 2 или на 5 делятся те и только 

те числа, у  которых последняя цифра выражает число, делящееся со- 
ответственно на 2 или на 5.

П р и м е р ы .  Чйсло 140 делится и на 2, и на 5, так как оно окан
чивается нулем (а нуль делится на любое число). Число 1306 делится 
на 2, так как последняя его цифра 6 выражает число, делящееся на 2, 
но на 5 это число не делится, так как 6 не делится на 5. Число 2035 
делится на 5, так как 5 делится на 5, но на 2 это число не делится, 
так как 5 ие делится на 2.

Признак делимости иа 3 и на 9. На 3 или на 9 делятся те и только 
те числа, у которых сумма цифр делится соответственно на 3 или 
на 9. (Выражение «сумма цифр» употребляется с целью упрощения 
формулировки вместо слов ссумма однозначных чисел, выраженных 
цифрами», ведь цифры — только значки, и действия выполняются над 
числами, а не над цифрами.)

П р и м е р .  Число 31521 делится на 3, так как сумма его цифр
3 +  1 +  5 +  2 +  1 =  12 делится на 3. На 9 это число не делится, 
так как 12 не делится на 9. Число 5193 делится на 9, так как сумма 
его цифр 5 +  1 +  9 +  3 =  18 делится иа 9. Это число делится также 
и на 3 (если число делится на 9, то, естественно, оно делится и иа 3).

Признаки делимости на 4 и на 25. На 4 или на 25 делятся те и только 
те числа, которые оканчиваются двумя нулями или у  которых две пос
ледние цифры выражают число, делящееся соответственно на 4 или 
на 25.
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П р и м е р .  Число 4600 делится и на 4, и на 25, так как оно окан
чивается двумя нулями (следовательно, делится на 100=  4-25). Число 
1264 делится на 4, так как 64 делится на 4, но это число не делится 
иа 25, так как 64 не делится на 26. Число 1275 делится на 25, так как 
75 делится на 25, но не делится на 4, так как 75 не делится на 4.

Признак делимости на 8 и на 125. На 8 или на 125 делятся те 
и т олько те числа, которые оканчиваются тремя нулями, а также 
у которых три последние цифры выражают число, делящееся соответ- 
ственно на 8 или на 125.

П р и м е р .  Число 3279000 делится и на 8, и на 125, так как оно 
делится на 1000= 8 • 125. Число 5248 делится на 8, ноне делится на 
125, так как 248 делится на 8, но не делится на 125.

Признак делимости на 7, И и 13. На 7, 11 или 13 делятся те и 
только те числа, у которых разность между числом, выраженным 
тремя последними цифрами, и числом, выраженным остальными циф
рами (или наоборот), делится соответственно на 7, на И  или на 13.

П р и м е р .  Число 253253 делится и на 7, и на 11, и на 13, так как 
разность 253 — 253 =  0, а нуль делится иа любое число (не равное 
нулю). Число 253264 делится на 11, но не делится ни на 7, ни на 13, 
так как разность 264 — 253 =  11 делится на 11, но не делится ни на 7, 
ни на 13. Число 1208965 не делится ни на 7, ни на 11, ни на 13, так 
как разность 1208—965 =  243 не делится ни на одно из этих чисел.

Признаки делимости на 6, 12, 18, 24 и т. д. На 6 делятся те и только 
те числа, которые делятся на 2 и на 3.

П р и м е р .  Число 31242 делится на 6, так как оно делится на 2 
и на 3 (а числа 2 и 3 не имеют общих множителей, больших 1).

На 12 делятся те и только те числа, которые делятся на 3 и на 4 
(но не на 2 и на 6, так как 2 и 6 имеют общий множитель, поэтому, 
например, 18 делится и на 2, и на 6, но не делится на 12).

П р и м е р .  216 делится на 12, так как оно делится на 3 и на 4.
На 18 делятся те и только те числа, которые делятся на 2 и на 9.
П р и м е р .  9396 делится на 18, так как оно делится на 2 и иа 9.
Существуют признаки делимости и на другие числа, но они слож

ные, поэтому в таких случаях иногда пользуются общим признаком 
делимости чисел.

Общий признак делимости чисел. Для того чтобы число N делилось 
на й, необходимо и достаточно, чтобы сумма произведений цифр этого 
числа на остатки, получаемые от деления на <1 соответствующих степе
ней десяти, делилась на <1.

Если N =  ап - 10* +  ап_ г • ДО"” 1 +  • • • +  а2 • Ю2 +  а* 10 +  а0 
И Ю" =  4 ■ Я п+  10я-1  =  л  ■ ?„_! +  /•„_!; . . . ;  10* =  й ■ +  гг;
10 =  а?! +  п ,  то, N  делится на (1 в том и только в том случае, когда 
на й  делится сумма:

М =  апгп -{- ап_ —г +  •.. +  а2г2 +  а ^ і  +  а0*

Из общего признака легко вывести рассмотренные выше частные 
признаки делимости и некоторые другие. Пусть, например, 4 =  11, 
Тогда

10 = 11*1 — 1 
Ю2 =  11 • 9 +  1 
103 =  11 * 91—1 
104 =  11 * 909+1

Г2 ---- И
/э =  — 1
г4 =  + 1  и т. Д.
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Следовательно, при & =  11 М =  а0— аг— а8+  С4— ... Имеем 
такой признак: на 11 делятся все те и только те числа, у которых раз
ность между суммой цифр, стоящих на четных местах, и сі/лшои 
остальных цифр делится на 11.

П р и м е р .  Делится ли на И число 47 214 051 819?
9 +  8 + 5 +  4 +  2 +  4 =  32, 1 + 1  +  0 + 1  +  7 = 1 0 ,

32 — 10 =  22.
22 делится на 11, следовательно, и данное число делится на 11.

§ 10. Простые и составные числа

Простые и составные числа. Всякое число (здесь имеются в виду 
только натуральные) делится на единицу и само на себя. Существуют 
числа, которые делятся не только на единицу и сами на себя, но имеют 
еще и другие делители. Например, число 12, кроме 1 и 12, имеет еще 
делители: 2, 3, 4, 6.

Всякое число, кроме единицы, которое делится только на единицу 
и само на себя, называется простым. Число, которое делится не только 
на единицу и само на себя, но еще и на другие числа, называется состав
ным. Число 1 не причисляется ни к простым, ни к составным числам, 
оно занимает особое положение.

Таблица простых чисел. Для решения многих теоретических во
просов и практических задач большую помощь оказывают таблицы 
простых чисел. Поэтому еще в древности математики составляли эти 
таблицы. Очень простой способ составления таких таблиц нашел древне
греческий математик Эратосфен (III в. до н. е.). Способ Эратосфена 
состоит в том, что из ряда натуральных чисел последовательно вычер
киваются все составные. Пусть, например, надо найти все простые 
числа в натуральном ряду от 1 до 30. Для этого выпишем все натураль
ные числа от 1 до 30 в порядке возрастания. Первое из них, I,— не 
простое, вычеркиваем его. Следующее за ним число 2 (простое) остав
ляем, а каждое второе после 2, т. е. 4, 6, 8, ... вычеркиваем. Следующее 
простое число 3 оставляем, а каждое третье, начиная после 3, вычерки
ваем. Следующее простое число 5 оставляем, а каждое пятое, начиная 
после 5, вычеркиваем (при этом считаем и уже вычеркнутые числа). 
В результате получаем

2, 3, 5, 7, Л, 11, 13, Ѵ4, 17, 19, ЭД,
й ,  23, 5Й, №. 29,
Оставшиеся невычеркнутые числа
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 — простые, меньшие 30,
Такой способ составления таблиц простых чисел называют 

ъреиіетом Эратосфена».
П р и м е ч а н и е .  Если требуется составить таблицу простых 

чисел, не превышающих N , то указанным выше способом вычеркивают 
все составные числа, делящиеся на 2, 3, 5 и т. д. до наибольшего прос
того числа р, не превышающего N. Например, если надо составить 
таблицу простых чисел, не превышающих 1000, надо вычеркнуть все 
составные, делящиеся на каждое простое число до 31 включительно.

В настоящее время имеются напечатанные таблицы простых чисел 
до двенадцати миллионов, а в библиотеке Венской Академии наук 
хранится рукописная таблица простых чисел до ста миллионов.

Однако уже известно много отдельных простых чисел, далеко 
выходящих за пределы даже самых больших таблиц.
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Свойства простых чисел. Хотя изучением простых чисел занима
лись многие математики от древнейших времен до наших дней, простые 
числа и законы их размещения среди натуральных чисел таят в себе 
много нерешенных проблем.

Известно, что последовательность простых чисел бесконечна (тео
рема Евклида). Среди простых чисел есть много та$их, разность кото
рых равна 2, например 3 и 5, б и 7, 11 и 13, 17 и 19, ..., 179 и 181, ...» 
100116957 и 100116959. Такие пары чисел называют простыми числами- 
близнецами. Есть предположение, что чисел-близнецов существует 
бесконечно много. Однако это не удается никому ни доказать, ни опро
вергнуть. Многие проблемы простых чисел можно было бы решить, 
если бы мы умели определять, сколько есть простых чисел, меньших 
любого натурального N. Однако этого мы сейчас еще не умеем делать. 
Известны только методы, дающие возможность приближенно находить 
количество простых чисел, меньших данного числа. В решении этой 
проблемы большое значение имеют работы великого русского ученого 
П. Л. Чебышева (1821—1894). В наше время ряд вопросов теории 
простых чисел разрешен известным советским математиком И. М. Вино
градовым (род. 1891).

Разложение чисел на простые множители. Разложить число на 
простые множители — значит представить его в виде произведения 
простых чисел.

Составное число разлагается на простые множители единственным 
образом (с точностью до порядка сомножителей). Это значит, что если, 
например, число 20 разложилось на две двойки и пятерку, то оно 
и всегда будет так разлагаться независимо от того, начнем ли мы раз
ложение с множителей 2 или с 5:

20 *= 2 . 2 < б =  2 - 5 • 2 =  б 2 • 2.

П р. и м е р 1. Пусть требуется разложить на простые множители 
число 315. На основании признаков делимости 2 не будет делителем 
числа 315, а 3 будет делителем 315. Тогда пишем число 315, проводим 
справа от него вертикальную черту и справа от черты пишем найденный 
делитель 3, а под числом 316 — частное от деления 315 на 3, т. е. 105.

Далее с числом 105 поступаем так же и устанавливаем, что 105 
тоже имеет 3 своим делителем. Пишем число 3 справа от 105 за чертой,

о а под числом 105 записываем число 35, являющееся частным 
% от деления 105 на 3. Число 35 на 3 не делится, поэтому испы- 
с тываем следующее по величине простое число б. Выполнив с 
у 35 те же операции, справа от 35 пишем 5, а под ним число 7. 

Так как 7 простое число, то делим его самого иа себя, под 
ним пишем 1.

Таким образом, этот процесс испытаний продолжаем до тех пор, 
пока не получим в частном 1. Числа, записанные справа от вертикаль
ной черты, и составят все простые множители числа 316, т. е. 315 =  
в  3 • 3 • 5 • 7.

Этот общий способ в некоторых случаях можно упрощать.
П р и м е р 2. Разложить на простые множители 6600.
Замечаем, что 5600 =  56 • 100. Число 56 равно произведению

7 * 8, следовательно, равно произведению трех двоек и одной семерки 
Число 100 равно произведению двух двоек и двух пятерок.

Поэтому
5600 =  2 - 2 - 2 - 2 * 2 - 5 * 5 - 7.

315
105
35

7
1
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Как видим, среди сомножителей разложения могут быть и равные 
числа. В таких случаях упрощают записи, используя понятие степени. 
Например, приведенное выше разложение записывают так:

5600 «  25- 5а - 7.
Такая запись числа в виде произведения степеней разных простых, 
чисел называется каноническим разложением данного числа.

Разложение на множители больших чисел. Если данное число не
большое, или если оио делится на небольшое простое число, то его без 
особого труда м<Якно разложить иа множители. Но в общем случае 
разложение чисел на множители очень трудоемко. Например, не так 
легко разложить на множители сравнительно небольшое число 12091. 
Испытывая числа 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 и т. д., мы долгое время 
не можем обнаружить его делители, хотя данное число не простое!

§ 11. Обіцие делители и кратные

Делители числа. Делителем данного числа называется число, на 
которое данное делится без остатка. Всякое простое число, например, 
13, имеет только два делителя: единицу и самого себя. Всякое состав
ное число имеет более двух делителей, например число 6 имеет 4 дели
теля: 1, 2, 3 и 6. Чтобы найти делители данного составного числа, пред
варительно раскладывают его на простые множители; каждый из этих 
множителей будет простым делителем данного числа. Перемножением же 
простых множителей по два, по три, по четыре и т. д. получают состав
ные делители данного числа.

П р и м е р .  Найти все делители числа 50.
50 =  2 • 52, следовательно, 50 делится на 1 ,2 , 5,

2 5, 52> 2 * 52. Других делителей число 50 не имеет.
О т в е т .  1, 2, 5, 10, 25, 50.
Известно правило, по которому можно легко определять количе

ство всех делителей данного числа. Для этого надо увеличить на еди
ницу показатель степени каждого сомножителя канонического разло
жения данного числа и полученные числа перемножить.

П р и м е р .  Сколько делителей имеет число 5600?
5600 =  2* • 5 4  7; (5 +  1) • (2 +  1) • (1 +  1) — 36.
О т в е т .  Число 5600 имеет 36 делителей.
Общий делитель нескольких чисел. Общим делителем нескольких 

чисел называется число, на которое все данные числа делятся без остатка. 
Например, числа 25 и 35 имеют общие делители: 1 и 5; числа 42 и 105 
имеют общие делители: 1, 3, 7 и 21. Среди всех общих делителей всегда 
имеется наибольший. Это число называется наибольшим общим дели
телем (НОД). В наших примерах в первом случае НОД равен 3, во 
втором — 21.

Пишут: НОД (25, 35) =  5; НОД (42, 105) =  21.
Для нахождения наибольшего общего делителя нескольких чисел 

пользуются чаще всего двумя способами.
П е р в ы й  с п о с о б  — разложение на простые множители. 

Чтобы иайти НОД нескольких чисел, раскладывают каждое из этих 
чисел на простые множители и выписывают все общие множители, 
причем каждый из них берут с наименьшим показателем, встречаю
щимся в этих разложениях.

П р и м е р .  Найти НОД чисел: 210, 1260 и 245.
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Разложим эти числа на простые множители:
210 = 2 3 5 - 7 ;  1260 =  2*- З2- 5 -7 ; 245 =  5 • 72. Тогда НОД
будет 5 • 7 =  35.

В т о р о й  с п о с о б  — последовательное деление. Он называется 
еще алгоритмом Евклида. Чтобы найти НОД двух чисел, делят боль- 
шве число на меньшее, и если получается остаток, то делят меньшее 
число на остаток; если снова получается остаток, то делят первый 
остаток на второй. Так продолжают делить до тех пор, пока в остатке 
не получится нуль. Последний делитель и есть НОД данных чисел.

П р и м е р .  Найти НОД чисел 391 и 299.
Разделив число 391 на 299, получим в остатке 92. Разделив 299 

на 92, получим в остатке 23. Разделив 92 на 23, получим в остатке 0. 
Следовательно, 23 есть НОД чисел 391 и 299.

Запись удобно расположить так:

391 I299 
”  299 і 
299 I 92 
276 з 

921 23 
-“ 92!"4

0

Чтобы найти таким способом НОД трех и более чисел, находят 
сначала наибольший общий делитель каких-нибудь двух из них, затем — 
наибольший общий делитель найденного делителя и какого-нибудь 
третьего данного числа и т. д.

Взаимно простые числа. Два или несколько чисел, наибольший 
общий делитель которых равен единице, называются взаимно простыми.

П р и м е р ы .  Числа 15 и 22 взаимно просты; числа 7, 19, 32 и 
84 взаимно просты; числа 18 и 15 не взаимно просты, так как НОД (18, 
15) =  3.

Если данных чисел больше двух и каждые два из них взаимно 
просты, то такие числа называют попарно взаимно простыми.

П р и м е р ы .  6, 9 и 4 — числа взаимно просты, но не попарно 
взаимно просты; числа 8, 9, 7 и 55 — попарно взаимно просты.

Общее кратное чисел. Общим кратным данных чисел называется 
натуральное число, которое делится на каждое из данных чисел 
(без остатка).

Например, числа 12, 24 и 36 являются общими кратными чисел
3 и 4.

Наименьшее общее кратное (НОК). Из всех общих кратных особый 
интерес представляет наименьшее общее кратное.

Наименьшим общим кратным нескольких чисел называется самое 
меньшее натуральное число, которое делится на каждое из данных 
чисел. Например, для чисел 6, 15 и 20 наименьшее общее кратное есть 
60, так как никакое натуральное число, меньшее 60, не делится на 6, 
на 15 и на 20, а 60 делится на эти числа.

Пишут: НОК (6, 15, 20) =  60.
Укажем два способа нахождения наименьшего общего кратного 

нескольких чисел.
П е р в ы й  с п о с о б  — разложение на простые множители. 

Чтобы найти НОК нескольких чисел^ надо разложить эти числа на
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простые множители, затем, взяв разложение одного из них, умножить 
его на недостающие простые множители из разложений других чисел.

П р и м е р. Найти НО К чисел 72 и 108.
Разложим данные числа на множители?

72 =  23 • З2.
108 я  22- З3.

Выпишем все множители числа 108 (это удобнее, так как число 108 
больше 72) и, добавив множитель 2, который еще дополнительно имеется
б числе 72, получим

НОК (72, 108) =  23 ' 33=  216.
Если большее из данных чисел делится на все остальные, то оно 

и будет наименьшим общим кратным этих чисел. Например, НОК 
(60, 120, 40) 120.

Если никакая пара данных чисел не имеет общих множителей 
отличных от единицы, то для нахождения наименьшего общего крат
ного данных чисел их нужно перемножить. Например, наименьшее 
общее кратное чисел 7, 8 и 11 равно их произведению, т. е. НОК (7, 
8, 11) =  7 • 8 • И =  616.

В т о р о й  с п о с о б .  Известно, что НОК (а% Ь) =  т^гггг— п і г 4 ' НОД(а , Ь)
т. е.: наименьшее общее кратное двух чисел равно произведению этих
чисел, деленному на их наибольший общий делитель*.

Используя эту зависимость, можно определить НОК«
П р и м е р .  Найти НОК чисел 360 и 70. Так как НОД (360, 70) =  

=  10, то НОК (360, 70) =  360 • 70 : 10 =  2520.
Чтобы найти этим способом наименьшее общее кратное трех и 

более чисел, сначала находят наименьшее общее кратное каких-нибудь 
двух из них, потом — наименьшее общее кратное этого наименьшего 
кратного и какого-нибудь третьего данного числа и т. д.

§ 12. Недесятичные системы счисления

Систематические числа. Общепринятая сейчас система счисления 
называется десятичной, потому что по этой системе 10 единиц одного 
разряда составляют единицу следующего высшего разряда. В десятич
ной системе все числа записываются с помощью десяти цифр: 0 , 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Если мы пишем, например, число 3827, то понимаем, 
что оно состоит из 3 тысяч, 8 сотен, 2 десятков и 7 единиц

3827 =  3000 +  800 +  20 +  7,
или

3827 =  3 • 103 +  8 • 102 +  2 • 10 +  7.

Говорят: основанием десятичной системы счисления есть число 10.
Однако возможны и недесятичные системы счисления. Можно 

считать не десятками, а, например, пятерками. Тогда 5 единиц первого 
разряда будут составлять одну единицу второго, а 5 единиц второго — 
одну единицу третьего разряда и т. д. В этом случае будем иметь систему 
счисления с основанием 5. Ее называют пятеричной системой счисле-

• В. М. Б р а д и с .  Теоретическая арифметика, Учпедгиз, 1954, стр. 08.
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ния. Для записи чисел в пятеричной системе достаточно иметь пять 
цифр: 0, 1, 2, 3, 4.

Возможны также двоичная, троичная, двенадцатиричная и другие 
системы счисления.

Чтобы не смешивать числа, записанные в различных системах, 
принято правее и несколько ниже последней цифры в скобках писать 
основание системы (иногда пишут без скобок). Например, числа 214(6ь 
1011 (2)* 299(і2> записаны соответственно в пятеричной, двоичной и дбе- 
надцатеричной системах. Это значит, что

214(б) *  2 • 52+  1 -5  +  4,
1011(2) =  1 • 28+  0 • 22+  1 . 2 +  1,
299(12) *= 2 * 122<+ 9 12 +  9.

Очевидно, в качестве основания системы счисления можно взять 
любое натуральное число, большее 1. Если за основание взять число 
тогда для записи любого числа достаточно иметь §  цифр: 0, 1, 2, 3,
• 8 — !• Числа, записанные в системе счисления при основании § 
в виде#пап +  §п '~ 1ап _ 1 +  ... +  #аА+  Ор, гдеор,аІ9..., ап — цифры, 
называются вообще систематическими.

П р и м е ч а н и е .  Для изображения чисел по системе счисления, 
у которой основание превосходит 10, недостаточно наших цифр: 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0. Например, для двенадцатеричной системы при
шлось бы ввести особые знаки для 10 и 11, потому что наши обфзначе- 
ния этих чисел выражали бы тогда другие числа, а именно: 10 озна
чало бы 1 единицу 2-го разряда, т. е. дюжину, а 11 означало бы
1 единицу 2-го разряда и 1 единицу 1-го разряда, т. е. 13.

Переход от одной системы счисления к другой. Для перехода от 
одной системы к другой достаточно уметь:

а) переходить от любой системы счисления к десятичной;
б) переходить от десятичной системы к другой системе.
Переход от любой системы к десятичной выполняется путем пря

мого вычисления.
П р и м е р  1. Дано число 3021(4). записать его в десятичной си

стеме 3021(4) =? 3 • 4^+ 2 * 4 +  1 =  192 +  8 +  1 == 201. Рассмотрим 
переход от десятичной системы к другой.

П р и м е р  2. Число 856 записать при основании 4.
Устанавливаем, сколько четверок содержится в числе 856: 856 :

: 4 =  214. Значит, число состоит из 214 единиц 2-го разряда (214 чет
верок). Сосчитаем единицы 2-го разряда четверками; делим 214 на 4; 
получаем 53 единицы 3-го разряда и 2 единицы 2-го разряда. Ведем 
теперь счет единиц 3-го разряда четверками; делим 53 на 4 и получаем 
13 единиц 4-го разряда и одну единиЦу 3-го разряда. Делим теперь 
13 на 4. Результат счета единиц 4-го разряда; 3 единицы 5-го разряда 
и одна единица 4-го разряда.

Письменно этот процесс оформляют так:

856
856

4
214 53 13

I р. О ~  212 52 12 " Й'Ѵ"рГ
II р. 2 III р. 1 IV р. 1

Значит, данное число содержит 3 единицы 5-го разряда, 1 единицу 
4-го разряда, 1 единицу З-го разряда, 2 единицы 2-го разряда и Оеди-
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ниц Ьго разряда. Это число запишется: 31120(4). Таким образом, 
856(10) =  ЗП20(4).

Арифметические действия над систематическими числами. С л о 
ж е н и е .  Отыскание суммы сводится к сложению единиц одного 
и того же разряда, начиная с единиц 1-го разряда, и к преобразованию 
суммы единиц низшего разряда в высший, если эта сумма — число 
двузначное. Поэтому сложение можно производить непосредственно, 
как и в десятичной системе, используя таблицу сложения однозначных 
чисел.

Например, в системе счисления с основанием 4 таблица сложения 
имеет вид

0 +  0 — 0 1 +  1 =  2 2 +  2 = 1 0
0 +  1 =  1 1 + 2  =  3 2 +  3 =  11
0 +  2 =  2
0 +  3 =  3 1 + 3  =  10 3 +  3 =  12

П р и м е р .  Сложить числа 2103(4> и 1312(4)

+
2103(4)
1312(4)

10021(4)*

Еще проще таблица сложения в двоичной системе счисления:

0 +  0 =  0, 0 + 1  =  1, 1 +  1 =  10.

П р и м е р .

+
110101(2)

1100011(2)
Ш01 ІОІЮ(а) ’

В ы ч и т а н и е .  Вычитание выполняем так же, как и в десятичной 
системе: подписываем вычитаемое под уменьшаемым и производим 
вычитание чисел, являющихся цифрами единиц соответствующих раз
рядов, начиная с 1-го; если вычитание единиц невозможно, производим 
в уменьшаемом раздробление единицы следующего высшего разряда 
и т. д.

П р и м е р .  Вычислить разность 2301 (4>— 1223(4).
От одной единицы 1-го разряда нельзя отнять 3, аеди- 

2301/) ниц 2-го разряда в уменьшаемом нет, тогда берем одну
— 1223(!) единицу 3-го разряда, она содержит четыре единицы 2-го 
— — разряда, из них три оставляем на месте единиц 2-го разря- 

и1Ч4) да> а 0дНу раздробим в единицы 1-го разряда, получим четы
ре единицы 1-го разряда, плюс одна единица 1-го разряда, 

которая у нас есть, всего имеем пять единиц, которые при основании 
^ = 4  запишутся как 11. Дальше вычитаем поразрядно: разность еди
ниц 1-го разряда: П — 3 =  2; разность единиц 2-го разряда: 3. — 2 =  
=  1; 3-го разряда: 2 — 2 =  0; 4-го разряда: 2 — 1 =  1. Результат 
1012(4).

У м н о ж е н и е .  Умножение выполняется так же, как и в деся
тичной системе: подписываем множитель под множимым и производим 
умножение, используя таблицу умножения.
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Так, прн § =  7 таблица примет вид
0 0 =  0 1 1 =  1 2 2 =  4 3 • 3 = 12 4 4 =  22 5 •5  =  34
0 1 =  0 1 2 =  2 2 3 = 6 3 • 4 = 15 4 5 =  26 5 •6 =  42
0 2 =  0 1 3 =  3 2 ♦4 =  11 3 • 5 = 21 4 •6  =  33 6 . 6 =  51
0 3 =  0 1 4 =  4 2 - 5 = 1 3 3 6 = 2\
0 4 =  0 1 5 =  5 2 6 = 1 5
0 5 = 0 1 6 =  6
0 0 =  0

П р и м е р .  Вычислим 2034(7) . 5(7).

у  2034(7)
Х 5(7)

1323б(:)

Вычисляем 4 • 5 *= 26; б цифра единиц; 2 прибавляем к произве
дению 3 • 5; 3 • 5 + 2 = 2 1  +  2 =  23; цифра единиц 2-го разряда 3; 
2 прибавляем к произведению 0 -5 ; 0 * 5 + 2  =  2; 2 — цифра единиц 
3-го разряда; 2 • 5 =* 13; 3 — цифра единиц 4-го разряда и 1 — цифра 
единиц 5-го разряда. Результат: 13236(7).

В двоичной Системе таблица умножения следующая:
0 - 0  =  0, 0 - 1  =  0, 1 . 1 = 1.

П р и м е р .
Ю 1(2)
Н0<2)X

101
101
11110(2)

Д е л е н и е .  Деление систематических чисел основано на тех же 
приемах, что и в случае § =  10.

П р и м е р .  Вычислить частное 23604(7) : 5І(7>.
2ЧГП4 I Делитель — число двузначное, отделяем в дели-

— 9 1 о ^  1 ^  - мом слева направо две цифры. Они выражают число
__332(7) всех единиц 4-го разряда, но 23(7) <  51(7), поэтому
_230 берем в делимом трехзначное число 236(?> и делим

213 на 51(?); в частном получаем 3 единицы 3-го разря-
144 да; умножаем 5 1 - 3  и полученное произведение
132 213 вычитаем из 236, остаток 23 раздробим в еди-
12ТТ ницы 2-го разряда и продолжаем деление, пока не

получим остаток, меньший делителя.
Краткие исторические сведения о системах счисления. Человечество 

не сразу пришло к десятичной системе счисления. Одной из древней
ших была пятеричная система счисления.

К 111—II тысячелетиям до н. э. относится шумеро-вавилонская 
система счисления, основанием которой являлось число 60. Эта система 
имела значительные достоинства, так как число 60 делится на 1, 2, 3,
4, 5, б, 10, 12, 15, 20, 30, 60, тогда как основание нашей системы 10 
имеет только 4 делителя: 1, 2, 5 и 10. Остатки шестидесятеричной сис
темы сохранились до сих пор (деление круга на 360°, деление градуса 
на 60 мин и на 3600 сек, деление часа на 60 мин и на 3600 сек). У наро
дов, населявших в древности Европу, применялась система счисления
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с основанием двадцать, следы которой сохранились во французском 
и английском языках.

В различных языках остались также следы двенадцатиричной сис
темы счисления (русское «дюжина»— 12, немецкое «гросс» равно І22). 
Некоторые ученые в XVIII в. предлагали даже заменить ею как 
более удобной десятичную систему.

Едва ли не самой древней была двоичная система счисления. В послед
нее время эта система нашла практическое применение в электронных 
счетных машинах: здесь важно то преимущество, что в пей поль
зуются только двумя цифрами: 0 и 1, а их легко передавать двумя 
состояниями: есть импульс — 1, нет импульса — 0.

Таким образом, одно из древнейших достижений человеческой куль
туры возродилось на новой технической основе.

Дробные числа

§ 13. Обыкновенные дроби

Доли единицы. Когда мы говорим, что от дома до школы полчаса 
ходьбы, то выражаем время не в целых часах, а в частях часа. Если 
одно яблоко нужно разделить поровну между тремя мальчиками, то 
каждый из них может получить только треть яблока, или третью его 
часть. В этих случаях мы имеем дело не с целыми единицами, а с их 
частями, или долями единицы. Доли могут быть самые разнообразные; 
например, сантиметр есть сотая доля метра, грамм есть тысячная доля 
килограмма, минута есть шестидесятая доля часа и т. д.

Дробные числа. Число, составленное из одной или нескольких равных 
долей единицы, называется дробью (обыкновенной дробью). Например,
1 десятая, 3 пятых, 12 седьмых — дроби.

Числа, в состав которых входит целое число и дробь, называются 
смешанными числами. Например, если 5 яблок разделить между двумя 
мальчиками, то число яблок у каждого мальчика выразится целым 
числом (два) и некоторой дробью (половина), т. е. смешанным числом.

Дроби и смешанные числа вместе называют дробными числами. 
Получаются дробные числа в результате измерений и деления.

Изображение дроби. Дробь изображают с помощью двух натураль
ных чисел и дробной черты. Под чертой пишут число, показывающее, 
на сколько долей разделена единица. Оно называется знаменателем 
дроби. Над чертой пишут число, показывающее сколько таких долей 
содержится в дроби. Оно называется числителем дроби. Числитель

5
и знаменатель называются членами дроби. Например, у дроби у  числи
тель равен 5, а знаменатель 7. Читают дроби так: сначала называют 
числитель, потом — знаменатель. Например:

2
у  — «две седьмых».

120и -р- читаются одинаково: «сто двад-5
цать пятых». В подобных случаях надо между произношением числи
теля и знаменателя делать паузу.

П р и м е ч а н и е .  Дроби
100
25
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Смешанные числа изображают так: сначала пишут целое число, 
а потом рядом с ним справа приписывают дробь. Например, смешанное

4
число «два и четыре пятых» записывают 2- -̂

Правильные и неправильные дроби. Различают дроби правильные 
и неправильные. Дробь называют правильной, если ее числитель меньше 
знаменателя. Если же числитель больше знаменателя или равен ему, 
такая дробь называется неправильной. Например, дроби

1 10 3
Т  * ТУ* Т25 — пРавШ1Ьиые»

3 37 100
Т  ’ 37 ’ ~7-----неправильные.

Правильная дробь меньше единицы, а неправильная — больше 
или равна единице.

Обращение неправильной дроби в смешанное число и обратное пре- 
образование. Чтобы обратить неправильную дробь в смешанное число, 
нужно числитель дроби разделить на знаменатель и найти остаток; 
частное покажет число целых единиц,- а остаток — число долей еди
ницы.

20 2
П р и м е р .  ~  ~  6 , так как 20 : 3 *= 6 (остаток 2),

Чтобы обратить смешанное число в неправильную дробь, нужно 
знаменатель умножить на целое число, к полученному произведению 
прибавить числитель и сделать эту сумму числителем искомой дроби, 
8 знаменатель оставить прежний.

~ 2 9 * 7 2 65 П р и м е р .  7 — = -----=  - д.

Сравнение дробей.
Из двух дробей с одинаковыми знаменателями та дробь больше,

5 3у которой больший числитель. Например, -у >  - у , так как 5 >  3.

Из двух дробей с одинаковыми числителями та больше, у кото-
6 брой знаменатель меньше. Например — >  у у , поскольку 7 <  11.

В общем случае дроби сравниваются так. Умножают числитель 
первой дроби на знаменатель второй, а знаменатель первой на числи
тель второй. Если первое из этих произведений больше (равно или 
меньше) второго, значит и первая дробь соответственно больше (равна 
или меньше) второй.

5 7П р и м е р ы ,  , так как 5 • 9 >  6 • 7;

-і- равно , так как 5 • 16 =  8 - 10;
о ІО

10 9
-=- <  -у* * так как 10 • 6 <  7 • 9.7 о

В некоторых случаях соотношение между дробями легче устано
вить путем сравнения их с единицей или половиной.
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П р и м е р  1. Сравнить дроби ~  и Ц .
I / оО

1 5 ^ ,  36 ^  , 15 36
17 <  ’ а §5 ^  ’ следовательно, ^ < 3 5

16 27
П р и м е р  2. Сравнить дроби г т и ^ ,

о1 оо

16 1 1 16
31 2 ' ТаК КЗК 2 ~  32 '
27 _ 1 1 27
56 2 * ТЗК КЗК 2 "" 54 '

Следовательно, | у >  •

§ 14. Изменение дроби с изменением
ее членов

Кратное изменение числителя и знаменателя. Поскольку дробь 
Можно рассматривать как частное от деления двух чисел, то при изме
нении членов дроби ее значение изменяетси так же, как изменяется 
частное при изменении делимого и делителя (см. стр. 15).

Если числитель дроби увеличить или уменьшить в несколько раз< 
не изменяя знаменателя, то дробь соответственно увеличится или 
уменьшится во столько же раз.

2
П р и м е р .  Возьмем дробь и увеличим ее числитель в 2 раза.

О
4Получим дробь в 2 раза большую первоначальной.

Если знаменатель дроби увеличить или уменьшить в несколько 
раз, то дробь соответственно уменьшится или увеличится во столько оке
раз. Если, например, знаменатель дроби ~  увеличить в 2 раза, то
дробь уменьшится в 2 раза.

Значение дроби не изменится, если числитель и внаменатель ее 
умножить на одно и то же число (или, что то же самое, увеличить в оди
наковое -число раз). Это утверждение называют основным свойством 
дроби.

В общем виде это свойство дроби можно записать так:

а __ат
Т ~ ~ Ы п '

Отсюда следует, что значение дроби не изменится, если числитель 
и знаменатель ее разделить на одно и то же число (или, что то же самое, 
уменьшить в одинаковое число раз).

п  1 2  4 8П р и м е р .  Т = Т  =  Т  =  І 5 .

2 2-309 83



С увеличением числителя и знаменателя на одно и то же число 
дробь увеличивается, если она правильная, и уменьшается, если она 
неправильная и не равна единице.

3 3 + 1 4  7 7 + 1 8  
П р и м е р ы .  5 < 5 _{_| — 6 І 6 > 6  +  1 7 ’

§ 15. Преобразование дробей

Сокращение дроби. Сокращением дроби называется замена ее дру
гой, равной ей дробью с меньшими членами, путем деления числителя 
и знаменателя на их общий делитель.

Есть несколько способов сокращения дробей.
П е р в ы й  с п о с о б .  Последовательное сокращение на общие 

делители числителя и знаменателя.
п  72 36 9 3
П р и м е р .  96 ~  48 •" 12 ~  4 •
В т о р о й  с п о с о б .  Полное сокращение на наибольший общий 

делитель числителя и знаменателя.

П р и м е р .  Сократить дробь .

Р е ш е н и е .  НОД (840, 3600) =  120. Поэтому можно сразу со
кратить на 120:

840 7 
3600 “  30 *

Т р е т и й  с п о с о б .  Рассмотренными способами сокращают 
дроби в тех случаях, когда числитель и знаменатель легко разложить 
на множители. Если это не удается сделать быстро, пользуются алго• 
ритмом Евклида (см. стр. 26).

п  г» ^ ^ 091П р и м е р .  Сократить дробь •

14017112091 
12091 1—

12091 I 1926 
11556 б ~

1926 і 535 
1605

535 I 321 
321 і

321 I 214 
214

214 1 107
214 2 

0

Как видим, НОД (14014, 12091) =  107. Поэтому
12091 113 
14017"" 131 '
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Если члены дроби не имеют общих делителей, то дробь называется 
несократимой. У такой дроби числитель и знаменатель взаимно про
стые числа. Две несократимые дроби равны только тогда, когда у них 
равны и числители, и знаменатели. Любая дробь равна одной и только 
одной несократимой дроби.

Раздробление дробей. Чтобы выразить дробь в меньших долях еди- 
иицы, не изменяя ее значения, надо увеличить числитель и знаменатель 
в одно и то же число раз. Выражение дроби в меньших долях еди
ницы называют раздроблением дробей.

4
П р и м е р .  Выразить дробь в пятнадцатых долях единицы,

О
Имеем:

4 4 • 3 12
5 5 • 3 15 ’

Приведение дробей к общему знаменателю. Привести дроби к об
щему знаменателю — значит выразить их в одинаковых частях еди
ницы без изменения значения дроби. Обычно приводят дроби к наи
меньшему общему знаменателю.

Чтобы привести дроби к наименьшему общему знаменателю, посту
пают так: сокращают дроби, если это возможно; находят НОК всех 
знаменателей; вычисляют для каждой дроби частные от деления най
денного НОК на ее знаменатель, т. е. дополнительные множители’, 
умножая оба члена каждой дроби на соответствующий ей дополнитель
ный множитель.

П р и м е р .  Привести к наименьшему общему знаменателю дроби
А  1 .
72 И 4 8 '

НОК (72, 48) =  144. Дополнительные множители: 144 : 72 =  2, 
144 : 48 =  3. Следовательно,

5 5 - 2  10 7 7 - 3  21 
72 ”  72 • 2 “  144 ' 48 ~~ 48 • 3 144 ‘

§ 16. Арифметические действия 
над обыкновенными дробями

Сложение. Суммой дробей с одним и тем же знаменателем называют 
дробь, имеющую тот же знаменатель, а числитель равный сумме числи
телей данных дробей, т. е.

а , Ь а +  Ь 
п п ~  п *

Это определение можно сформулировать также в виде следующего 
правила.

Чтобы сложить дроби с одинаковыми знаменателями, надо сложить 
их числители, сі знаменатель оставить тот же.

п  2 3 2 + 3  5
П р и м е р ,  у  + у  ~  —у— =  у  ♦
Чтобы сложить дроби с разными знаменателями, надо привести 

их к наименьшему общему знаменателю, а затем сложить полученные 
числители и под суммой подписать общий знаменатель.
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п 5 , 7  15 . 14 15 + 14 _  29 , 5
П р и м е р. 8 +  12 24 24 24 24 24 *
Короче записывают так:

5 7 _  15+ 14 29 5
8 12 24 ~ 2 4  24 ’

Чтобы Сѵпожить смешанные числа, нужно отдельно найти сумму 
целых и сумму дробных частей. Действие записывается так:

Вычитание. Вычитание дробей можно определить как действие, 
обратное сложению дробей. Вычесть из одного дробного числа второе — 
значит найти третье число, которое в сумме со вторым дает первое. 
Из этого определения следует правило:

Чтобы вычесть дроби с одинаковыми знаменателями, нужно вы
честь числитель вычитаемого из числителя уменьшаемого и оставить 
прежний знаменатель. Действие записывают так:

7 з 7 — 3 4 1
8 8 “  8 ~  8 “  2 ’

Чтобы вычесть дроби с разными знаменателями, нужно сначала 
привести их к наименьшему общему знаменателю, затем из числителя 
уменьшаемого вычесть числитель вычитаемого и под их разностью под
писать общий знаменатель. Действие записываю! так:

11 5 22— 15 7
12 8 24 24 *

Если нужно вычесть одно смешанное число из другого смешанного 
числа, то, если дожно, вычитают дробь из дроби, а целое из целого. 
Действие записывают так:

0 9 с 3 036-33 0 3
ТТ "4~ =  44 =  44 '

Если же дробь вычитаемого больше дроби уменьшаемого, то берут 
одну единицу из целого числа уменьшаемого, раздробляют ее в надле
жащие доли и прибавляют к дроби уменьшаемого, после чего посту
пают, как описано выше. Действие записывают так:

с 4 і П _ л 16 — 3 3 _ 0 52 — 33 _  0 19 
& 9 12 36 “ 36 36*

Аналогично поступают, когда надо вычесть из целого числа дробное.
гт о о З  Л 5 0 3 2П р и м е р .  3 — 2 -=- =  2 -=---- 2 .о о 5 5
Распространение свойств сложения и вычитания иа дробные числа*

Все законы и свойства сложения и вычитания натуральных чисел 
(см. стр. 11) справедливы и для дробных чисел. Их применение во мно
гих случаях значительно упрощает процесс вычисления.
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П р и м е р  1. 4 ~  - И — + 2 ^  +  5- ^ ^

+ 3 т ) + ( | т + 54 ) + ( 2 п + е ) = 8 + 7 + 3 “ 18'
Здесь использованы переместительный и сочетательный законы 

сложения.

П р и м е р  2. « ! _ ( , 5 ^ - 4 ) . ( <3 § - 1 5 ^ ) + 4 -

=  2 8 1 -И  1 = 3 3 .
Здесь использовано правило вычитания из числа разности. 
Умножение. Умножение дроби на целое число можно понимать 

так же, как и умножение целого числа на целое, т. е. как сложение 
одинаковых слагаемых. Например,

2 „ 2 2 2 2 2 
з"  5==Т  +  Т + У +  Т  +  1Г-

Но для умножения на дробь такое толкование не подходит. Напри-
3 2 3 2

мер, умножая на , нельзя сказать, что «-=■ надо взять раза/ о  7 о
слагаемым».

Произведением дробей называют такую дробь, числитель которой
равен произведению числителей данных дробей, а знаменатель —

а Ь а • Ь ^произведению их знаменателей, т. е. — —  “ ------ . Это определе-ті ш т • п
ние вытекает из необходимости сохранить за действием умножения ту 
роль, которую оно играло в теории и практике, пока мы рассматри- 
вали только целые числа, а также свойства умножения целых чисел 
(см. стр. 12). В частности, при таком определении задачи, решаемые 
в случае целых числовых данных умножением, в случае дробных чис
ловых данных также можно решать умножением.

Из приведенного определения вытекает правило умножения дробей: 
Чтобы умножить дробь на дробь, нужно умножить числитель 

на числитель, а знаменатель на знаменатель и первое произведение
л а с ас

сделать числителем, а второе — знаменателем: -г-* - т  =  тз«о а Ьа
При умножении следует делать (если возможно) сокращение.

„  12 19 2
П р и м е р .  | 9 - до ^  . зд 5 •

5
Если учесть, что целое число представляет собой дробь со знамена

телем 1, то умножение дроби на целое число и целого числа на дробь 
можно выполнить по этому же правилу.

п  2 - 2 7  14 . 1 . 5 6 5П р и м е р ы .  13 13* ] ]3 1 13. 6 • ]2 1 12_

=  2 —2 *
Умножение смешанных чисел. Чтобы перемножить смешанные 

числа, нужно предварительно обратить их в неправильные дроби 
а потом перемножать по правилу умножения дробей.

37



гт о 1 о 1 5 16 оП р и м е р .  2 у « 3 — =  — . у  =  8.

Если же перемножают смешанное число на целое, то проще мно
жить отдельно целую и дробную части.

П р и м е р .  2 - | - - 3  =  6 у  =  7 ~ .
Законы и правила умножения натуральных чисел (см. стр. 12) 

справедливы и для дробей. Их использование упрощает устные и пись
менные вычисления.

П р и м е р  1. 7-2, • 30 =  ^7 + уУ • 30 =  210 + 4  =214.

Пример 2. 9 ~ 8  =  9 8 + І - - 8  =  72 +  7 =  79.
о 8

п .  * 3' ІП 9 1 М  / 3 4 \  7 9 і ^ 9 7 9Пример 3. Т . ^75Г. 1т ] =  (т . - з - ] . 7 э т = 1 - 7 ^  =  7^.

гт >1 / іо  2 .О 5 /62 5 \  5 о ЛО 5
П р и м е р  4. ^12 5 17/  ' ЗТ ("5* ' ЗТ/ ‘ 43 — 2 . 43 уу =>

_ ЙЙІ0
17 ‘

Деление дробей. Для деления дробей сохраняется то же опреде
ление, что и для деления целых чисел: это — действие, посредством 
которого по данному произведению двух сомножителей и одному из 
этих сомножителей отыскивается второй сомножитель. Разделить одно 
число на второе — значит найти такое третье число, которое при умно
жении на второе дает первое. Выполняют деление дробей по следую
щему правилу.

Чтобы разделить дробь на дробь, нужно числитель первой дроби 
умножить на знаменатель второй, а знаменатель первой на числитель 
второй и первое произведение записать числителем, а второе — знаме
нателем:

а<*
Т : ~ а ~ ь с '

6 9 6*10  60 20
П р и м е р .  7 : )0 — 7 > 9  — 03 21 ’

По этому же правилу можно выполнять деление дроби на целое 
число и целого на дробь, если представить целое число в виде дроби со 
знаменателем 1.

п  5 15 5 15*7 21 !П р и м е р ы .  15 : — — -у : у  — =  — =  21;

8 .о  _  8 . 2 _  8 ‘ 1 4Т7Т • ^ — Т?Г • “13 13* 1 13 « 2 13 •

Однако в последнем примере проще числитель разделить на целое 
число:

В 0 8 : 2  4
ттт: 2 =13 13 13’
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Деление смешанных чисел. Чтобы выполнить деление смешанных 
чисел, их предварительно обращают в неправильную дробь и затем 
делят по правилу деления дробей.

, 3 , 1  63 21 63.  20
П р и м е р .  12 5 : 1 2 0 “  5 : 2 0 ~  5 • 21 — '
Однако при делении смешанного числа на целое иногда бывает 

удобней делить отдельно целую и дробную части смешанного числа.

П р и м е р .  3 0 у : 5 = 6 - і - .

Замена деления умножением. Если в какой-нибудь дроби поменять 
местами числитель и знаменатель, получится новая дробь, обратная

8 7данной. Например, для дроби -у обратная дробь будет ~  .

Очевидно, что произведение двух взаимно обратных дробей равно 1.

7 8

Учитывая это, можно деление выполнять по следующему правилу.
Чтобы разделить одно число на другое, нужно делимое умножить 

на число у обратное делителю.
„  2 5 2 7 14
П р и м е р .  Т : Т  =  Т . Т  =  І 5 .

§ 17. Основные типы задач на дроби

Нахождение дроби от числа. Существует много задач, в которых 
требуется найти часть или дробь данного числа. Такие задачи решают 
умножением.

2
З а д а ч а .  Хозяйка имела 20 руб.; их она израсходовала иа

О
покупки. Сколько стоят покупки?

2
Здесь требуется найти числа 20. Сделать это можно так:

О

20 • -=- =  8.
О

О т в е т .  Хозяйка израсходовала 8 руб.
2

В этой задаче: 20— данное число, — дробь, выражающая иско-
О

мую часть, 8 — искомая часть данного числа.
7 7

П р и м е р ы .  Найти Тр от 30. Р е ш е н и е .  30 • ^  =  14. г г іо 15
Найти ~  от 20 ~  . Р е ш е н и е .  20 =  34.3 5 5 3

В последнем примере найдена не часть от числа, так как 34 больше
2

20-=-. Поэтому в общем случае говорят: найдена дробь от числа.
О
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Чтобы найти дробь от данного числа, нужно данное число умно
жить на эту дробь.

Нахождение числа по известной его части. Иногда требуется по 
известной части числа и дробя, зыражающей эту часть, определять 
все число. Такие задачи решаются делением.

3
З а д а ч а .  В классе 12 комсомольцев, что состазляет частио

всех учащихся класса. Сколько всех учащихся в классе?

12 : 4- =20.5

О т в е т .  20 учащихся.
1-т 5П р і г м е р .  Найти число, которого составляет 34.

с; о
34 : 4  =  2 0 4 .

6 о

Чтобы найти число по известной его части, надо поделить эту 
часть на данную дробь.

Нахождение отношения двух чисел. Рассмотрим задачу.
З а д а ч а .  Рабочий изготовил за день 40 деталей. Какую часть 

месячного задания выполнил рабочий, если месячный план составляет 
400 деталей?

4 ° : 40° =  щ  =  ]^ •

О т в е т .  Рабочий выполнил часть месячного плана.

В данном случае часть (40 деталей) выражена в долях целого 
(400 деталей). Говорят также, что найдено отношение числа изготов
ленных за деиь деталей к месячному плану.

§ 18. Десятичные дроби

Десятичная дробь, ее запись и чтение. Частным случаем обыкно
венных дробей есть дроби, знаменателями которых являются чвсла, 
изображенные (в десятичной системе счисления) единицей с последую
щими нулями, например

3 17 241 1
10 ’ 100" 100’ 100000*

Такие дроби называют десятичными.
Десятичные дроби записывают без знаменателя* при этом исполь

зуется тот же принцип, что н для целых чисел, а именно: значение 
каждой цифры зависит от места, на котором она стоит. В десятичных 
дробях целую часть отделяют запятой, а справа от запятой записывают 
дробиую часть. Цифры дробной части называют десятичными внаками.
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Первый десятичный знак — это десятые части единицы, или просто 
десятые, второй — сотые, третий — тысячные и т. д.

П р и м е р ы .  щ  =  0,27; =  0,007; уддддд =  0,00578;

1000

При чтении десятичной дроби сначала читают целое число и опре
деляют разряд последнего справа десятичного знака. Затем читают всю 
дробную часть, называя наименование последнего разряда. Например, 
2,381 читают так: две целых, триста восемьдесят одна тысячная. 
0,90007 читается, как ноль целых, девяносто тысяч семь стотысячных;

Благодаря поместному принципу записи десятичные дроби имеют 
большое преимущество перед обыкновенными: при сравнении десятич
ных дробей и выполнении действий над ними нет необходимости приво
дить их к общему знаменателю. Поэтому на практике чаще пользуются 
десятичными дробями.

Превращение десятичной дроби в обыкновенную. Чтобы преобра
зовать десятичную дробь в обыкновенную, ее записывают со знамена
телем и, если возможно, сокращают.

45 Р \9Ъ \
П р и м е р ы .  0,45 =  уоо =  2 0 ’ 1,0125 =  1 ІОООО =  1 80 '
Превращение обыкновенной дроби в десятичную. Существует не

сколько способов превращения обыкновенной дроби в десятичную.
П е р в ы й  с п о с о б .  Чтобы обратить обыкновенную дробь 

в десятичную, нужно числитель разделить на знаменатель.
П р и м е р ы .  ~  =  7 : 25 =  0,28; ^  =  3 : 40 =  0,075.

В т о р о й  с п о с о б .  Чтобы превратить обыкновенную дробь 
в десятичную, нужно помножить числитель и знаменатель данной 
дроби на такое число, чтобы в знаменателе получилась единица с нулями 
(если это возможно).

п  7 7 • 25 175 Л
П р и м е р .  4 0 “  4 0 . 2 5 -  1000 ’
Однако следует иметь в виду, что не всякую обыкновенную дробь 

можио обратить в десятичную (конечную). В виде конечной десятичной 
дроби можно представить все те и только те обыкновенные дроби * 
которые после сокращения в знаменателе не содержат никаких простых 
множителей, кроме 2 и 5. Если знаменатель несократимой обыкновен
ной дроби содержит хотя бы один простой множитель, отличиый от 2 
и 5, то при обращении ее в десятичную получается бесконечная деся
тичная дробь (см* стр. 43).

Основное свойство десятичной дроби. Значение десятичной дроби 
не изменится, если к ней справа дописать несколько нулей. Например, 
0,3 =  0,30 =  0,300 и т. д. Это свойство является следствием основ
ного свойства обыкновенных дробей: 0,3 =  ~  =  ^  и т. д.

На основании этого свойства выполняется раздробление и сокра
щение десятичных дробей. Чтобы выразить десятичную дробь в мень

ших десятичных частях, т. е. выполнить раздробление, достаточно 
написать соответствующее число нулей после последнего ее разряда.

П р и м е р .  2,31 =  2,310 »  2,3100 =  2,31000 и т. д.
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В других случаях приходится решать обратную задачу: десятич
ную дробь, имеющую в конце хотя бы один нуль, выражать в более 
крупных десятичных частях (сокращение). Для этого достаточно за
черкнуть (отбросить) эти нули*.

П р и м е р ы .  5,750 =  5,75; 12,700 =  12,7; 23,3000 =  23,3.
Сравнение десятичных дробей по величине. Чтобы выяснить, какая 

нз двух десятичных дробей больше, надо сравнить их целые части, 
десятые, сотые и т. д. При равенстве целых частей больше та дробь, 
у которой десятых частей больше; при равенстве целых и десятичных — 
та больше, у которой больше сотых, и т. д.

П р и м е р. Из трех дробей 2,432; 2,41 и 2,4098 наибольшая первая, 
так как в ней сотых больше, а целые и десятые во всех дробях одина
ковы.

§ 19. Действия над десятичными дробями

Умножение и деление десятичной дроби на № .  В десятичной 
дроби так же, как и в целом числе, значение цифры увеличивается 
в 10 раз при переходе на одно место справа налево и, наоборот, 
уменьшается в 10 раз при переходе на одно место слева направо. На 
основании этого можно быстро выполнить умножение и деление на 
10, 100 и т. д.

Чтобы умножить десятичную дробь на 10, 100, 1000 и т. д. надо 
перенести запятую соответственно на один, два, три и т . д. ѳнака 
вправо. Если при этом нехзатает знаков у числа, то приписывают нули.

П р и м е р .  15,45 • 10 =  154,5; 32,3 • 100 =  3230.
Чтобы разделить десятичную дробь на 10, 100, 1000 и т. д., надо 

перенести запятую соответственно на один, два, три и т . д. внака 
влево. Если для перенесения запятой не хватает знаков, их число допол
няют соответствующим числом нулей слева.

П р и м е р ы .  184,35 : 100 =  1,8435; 3,5 : 100 =  0,035.
Сложение и вычитание десятичных дробей. Десятичные дроби 

„ складывают и вычитают почти так же, как складывают и вычитают 
натуральные числа.

П р и м е р ы .  , 5,065 16,29
+  7,83 “  4,75

12,895 11,54
Умножение десятичных дробей. Чтобы перемножить две десятич

ные дроби, достаточно, не обращая внимания на запятые, перемножить 
их как целые числа и в произведении отделить запятой справа столько 
десятичных знаков, сколько их было во множимом и множителе вместе.

П р и м е р  1. 2,064 • 0,05.
Перемножаем целые числа: 2064 • 5 =  10320. В первом сомножителе 

было три знака после запятой, во втором — два. В произведении число 
десятичных знаков должно быть пять. Отделим их справа и получим 
0,10320. Нуль, стоящий в конце, можно отбросить: 2,064* 0,05 
=  0,1032.

П р и м е р  2. 1,125 0,08. Перемножаем 1125 н 8: 1125-8 =  9000.

* В случае приближенных чисел нули в последних разрядах справа в деся
тичной дроби отбрасывать нельзя, так как они характеризуют, с какой точ
ностью задана десятичная дробь (см. стр. 48).
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Число знаков после запятой должно быть 3 + 2  =  5. Приписы
ваем к 9000 нули слева (009000) и отделяем справа пять знаков. Полу
чаем 1,125 0,08 0,09000 =  0,09.

Деление десятичных дробей. Рассматривается два случая деления 
десятичных дробей без остатка: 1) деление десятичной дроби на целее* 
число; 2) деление числа (целого или дробного) на десятичную дробь.

Деление десятичной дроби на целое число выполняется так же, 
как и деление целых чисел; получаемые остатки раздробляют последо
вательно в меньшие десятичные части и продолжают деление до полу
чения в остатке нуля.

П р и м е р ы .
2,368 | 4 66,0242 ( 22
2° 0,592 66___  3,0011
36 24

~ 3 6  22_
8 "22

—  8_ —  22
0 0

Деление числа (целого или дробного) на десятичную дробь во всех 
случаях приводят к делению на целое число. Для этого увеличивают 
делитель в 10, 100, 1000 и т. д. раз, а чтобы частное не изменилось* 
в то же число раз увеличивают и делимое, после чего делят на целое 
число (как в первом случае).

Во всех рассмотренных выше примерах деление доводилось до 
конца, т. е. получалось точное частное. Однако в большинстве случаев 
точное частное в виде десятичной дроби не может быть получено, как 
бы далеко ни продолжалось деление.

П р и м е р .  0,5 16
48 0.08333...

20
18
20

“ ] 8 _
20 и т. д.

Здесь все время повторяется один и тот же остаток 2, следовательно, 
процесс деления можно продолжать без конца. Частное в данном слу
чае можно представить в виде бесконечной периодической десятичной 
дроби 0,08333....

§ 20. Периодические десятичные дроби
Определение периодической десятичной дроби. Бесконечные деся

тичные дроби, в которых одна или несколько цифр неизменно повто
ряются в одной и той же последовательности, называются периодиче* 
сними десятичными дробями. Совокупность повторяющихся цифр назы
вается периодом зтой дроби.

Периодические дроби бывают чистые и смешанные. Чистой перио- 
дической дробью называется такая, у которой период начинается сразу 
после запятой, например 2,363636...; смешанной — такая, у которой

* Имеются в виду целые неотрицательные числа (см. стр. 8).
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между запятой и первым периодом есть одна или несколько цифр не 
повторяющихся, например 0,5232232... Периодические дроби сокра
щенно пишут так: вместо 2,3636... пишут 2,(36); вместо 0,08333... пишут 
0,08(3); вместо 0,5232232... пишут 0,5(232), т. е. заключают в скобки 
период.

Если обыкновенная несократимая дробь обращается в бесконечную 
десятичную дробь, то последняя обязательно периодическая, причем, 
если у знаменателя дроби отсутствуют множители 2 и 5, она чистая 
периодическая, если же знаменатель содержит множителем 2 или 5, 
дробь смешанная.

5
П р и м е р ы .  Дробь превращается в чистую периодическую

7
десятичную, так как 27 не делится ни на 2, ни на 5. Дробь превра
щается в смешанную периодическую, так как 12 делится на 2. Действи
тельно,

5 127 7 112
50 0,185185... =  0,(185) 70 0,5833... =  0,58(3).
27 ““ 60
230 100

“ 216 ■“  96
140 40
135 ” 36

50 40
Известно правило, позволяющее определить, сколько будет цифр 

в периоде и сколько до периода, если превращать обыкновенную несо
кратимую дробь в бесконечную десятичную.

Если Ь =  2а - 5  ̂ • с, и с взаимно простое с 10, то несократимая
дробь ~  превращается в такую бесконечную десятичную, в которой
число цифр от запятой до первого периода равно большему из показа
телей а  и Р, а число цифр в периоде равно числу цифр в наименьшем 
из чисел 9,99, 999, 9999 и т. д., делящемся на с.

П р и м е р .  Сколько цифр до периода и сколько в периоде имеет
бесконечная десятичная дробь, равная

440 =  2? • 5 . 11.
Больший показатель степени здесь равен 3. Следовательно, до 

периода должно быть 3 цифры. Число 99 делится ца 11 (а 9 не делится), 
значит, в периоде должно быть 2 цифры.

Обращение периодической дроби в обыкновенную. Чтобы обратить 
чистую периодическую дробь в обыкновенную, достаточно записать 
числителем ее период, а знаменателем. — число, выраженное столь
кими девятками, сколько цифр в периоде.

П р и м е р ы .  0 , ( 7 ) = ^ - ;  2,(05) =  2 ^ ;  0,(063) =  ^  =  ^ .

Чтобы обратить смешанную периодическую дробь в обыкновенную, 
достаточно из числа, стоящего до второго периода, вычесть число, стоя- 
щее до первого периода, и полученную разность взять числителем, 
а знаменателем написать число, выраженное столькими девятками,
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сколько цифр в периоде и со столькими нулями в конце, сколько цифр 
между запятой и периодом.

і л 352 — 3 349
Пример 1. °*3(52) = —99о“  = 990!

П р и м е р  2. 5,7(8) = 5 ^ р  = 5 ^ .
Историческая справка о десятичных дробях. Десятичные дроби 

были введены значительно позже, чем обыкновенные. Впервые теорию 
десятичных дробей разработал среднеазиатский математик и астроном 
ал-Каши в начале XV в. В Европе десятичные дроби были вторично 
открыты голландским математиком Симоном Стевином в 1585 г. Совре
менное обозначение десятичных дробей — введение запятой для отде
ления целой части числа от дробной — было предложено немецким 
астрономом И. Кеплером (1571—1630). В Англии и США вместо запя
той до сих пор употребляется точка — знак, предложенный изобрета
телем логарифмов Джоном Непером в 1616 г. В России десятичные 
дроби впервые были изложены в «Арифметике» Магницкого.

§ 21. Проценты

Понятие о проценте. Процентом какого-либо числа называется 
сотая часть этого числа. Например, вместо того, чтобы сказать «54 со
тых всех жителей нашей страны составляют женщины», можно сказать 
«54 процента всех жителей нашей страны составляют женщины». Вместо 
слова «процент» пишут также значок %.
к Слово «процент» происходит от латинских слов рго сепіиш, что 
означают «с сотни». Раньше процентами называли деньги, которые 
должник платил дополнительно за каждую занятую сотню рублей. 

Так как процент есть сотая часть, то отсюда следует, что процент
49есть дробь со знаменателем 100. Поэтому дробь 0,49, или , можно

прочитать как 49 процентов и записать без знаменателя в виде 49%. 
Вообще, определив, сколько в данной десятичной дроби сотых частей, 
ее легко записать в процентах. Для этого пользуются ,правилом: чтобы 
записать десятичную дробь в процентах, надо перенести в этой дроби 
запятую иа два знака вправо.

П р и м е р ы .  0,33 =  33%; 1,25 =  125%;
0,002 =  0,2%; 21 =  2100%.

И наоборот;
7% =  0,07; 24,5% =  0,245;

0,1% =  0,001; ^  200% =  2.
Иногда употребляют понятие промйлле. Промилле числа называют 

его тысячную долю. Слово «промилле» происходит от латинского рго 
шіііе — с тысячи; обозначается знаком °/00.

П р и м е р .  0,002 =  0,2% =  2%о*
В тысячных долях выражают концентрации растворов, отношения 

веса чистого золота, серебра, платины к общему весу сплава и др. 
Однако в последнем случае вместо промилле употребляют слово проба. 
Пробой называют число граммов драгоценного металла в 1000 г сплава. 
Например, золотом 958-й пробы называют сплав, в 1000 г которого 
содержится 958 г чистого золота.

45



П р и м е ч а н и е .  Следует, однако, иметь в виду,' что понятие 
«проба» не во всех странах одинаково. Например, в дореволюционной 
Госсии под пробой понимали количество золотников чистого металла, 
содержащихся в одном фунте сплава, или, другими словами, количе
ство ресовых частей чистого металла, содержащихся в 96 весовых 
частях сплава. Сплав, который мы называем золотом 750-й пробы, 
раньше называли золотом 72-й пробы. В Англии, Швейцарии и других 
странах, где узаконена так называемая каратная система проб, этот 
сплав называют золотом І8*й пробы.

§ 22. Основные типы задач па проценты

Нахождение процентов данного числа.
З а д а ч а .  Бригада трактористов по плану должна1 израсходовать

9 т горючего. Трактористы взяли соцобязательство сэкономить 20% 
горючего. Определить экономию горючего в тоннах.

Если в этой задаче вместо 20% написать равное ему число 0,2, 
получим задачу на нахождение дроби числа. А такие задачи решают 
умножением (см. стр. 39). Отсюда вытекает способ решения:

20% =  0,2; 9 * 0,2 =  1,8 (т).

Вычисления можно записать и так:

9 * 20 _  1 о / ч 
100 — 1>8 (/,г)-

Вообще, р% числа а равны -ущ  .

Чтобы найти несколько процентов данного числа, достаточно 
данное число разделить на 100 и умножить результат на число про
центов.

З а д а ч а .  Рабочий в 1968 г. получал в месяц 90 руб., а в 1969 г. 
стал получать на 30% больше. Сколько он стал получать в 1969 г.?

П е р в ы й  с п о с о б .
1) На сколько рублей больше стал получать рабочий?

90 . 30 07 , . ,
- Т о Г  “  27

2) Какова была месячная зарплата рабочего в 1969 г.?
90 +  27 =  117 (руб.).

В т о р о й  с п о с о б .
1) Сколько процентов прежнего заработка стал получать рабочий 

в 1969 г.?
100% +  30% =  130%.

2) Какова была месячная зарплата рабочего в 1969 г.?
90 . 130

100
=  117 (руб.).
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Нахождение числа по его процентам.
З а д а ч а .  В колхозе посеяли кукурузу на площади 280 га, что 

составляет 14% всей посевной площадн. Определить посевную площадь 
колхоза.

Если в этой задаче вместо 14% написать 0,14 ^или то полу

чим задачу на нахождение числа по известной его части (см. стр. 40).
А такие задачи решают делением.

14%_ =  0,14; 280 : 0,14 =  2000 (га).
Можно это решение оформить и так:

280: т = = 2000 <га)-
Вообще, если р% какого-то числа составляет а, то все число

а • 100 равно — - —  .
Чтобы найти число по его процентам, достаточно известную часть 

числа разделить на число процентов и результат умножить на 100.
З а д а ч а .  В марте завод выплавил 125,4 т металла, перевыпол

нив план на 4,5%. Сколько тонн металла завод должен был выплавить 
в марте по плану?

1) На сколько процентов завод выполнил план в марте?
100% +  4,5% =  104,5%.

2) Сколько тонн металла завод должен был выплавить?
125,4 • 100 1ПП , ч

104,5 — *
Нахождение процентного отношения двух чисел.
З а д а ч а .  Нужно вспахать 300 га земли. В первый день вспахали 

120 га. Сколько процентов заданного участка вспахали в первый день?
П е р в ы й  с п о с о б .  300 га составляет 100%, значит иа 1% при

ходится 3 га. Определив, сколько раз 3 га, составляющие 1%, содер
жатся в 120 га, мы ответим на вопрос задачи.

120 : 3 =  40 (%).
В т о р о й  с п о с о б .  Определив, какую часть земли вспахали 

в первый день, выразим эту дробь в процентах:

Чтобы вычислить процентное отношение числа а к числу Ь, нужно 
найти отношение а к Ь и умножить его на 100.

З а д а ч а .  Автомобиль на каждые 100 км пути летом расходует
8 л бензина, а зимой 8,8 л . На сколько процентов зимняя норма больше 
летней?

Зимой на каждые 100 км автомобиль расходует на 8,8 — 8 =  
=  0,8 (л) больше, чем летом. Эти 0,8 л по отношению к 8 л составляют 
0,8 : 8 = 0,1 = 10%.

О т в е т .  На 10%.
П р и м е ч а н и е .  Иногда учащиеся считают, что в данном случае 

летняя норма расхода беизина меньше зимней также на 10%. Это не
верно. В первом случае, когда мы сравниваем расход бензина с летней 
нормой, мы принимаем за 100% 8 л, если же сравнивать с зимней нор-
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Мой, нужно за 100% принимать 8,8 л , и ту же разность 0,8 л делить 
уже не на 8 л, а на 8,8 л, т. е.

0,8 : 8,8 =  0,091 =  9,1% •
Как видим, летняя норма меньше зимней не на 10%, а на 9 , 1%.

§ 23. Приближенные вычисления

Числа точные и приближенные. Числа, встречающиеся на прак
тике, бывают двух родов. Одни дают истинное значение величины, дру
гие — только приблизительное. Первые называют точными, вторые — 
приближенными. Чаще всего удобно пользоваться приближенным 
числом вместо точного, тем более, что во многих случаях точное число 
вообще иайти невозможно.

Так, если говорят, что в классе есть 29 учеников, то число 29 — 
точное. Если же говорят, что расстояние от Москвы до Киева равно 
960 км, то здесь число 960 — приближенное, так как, с одной стороны, 
наши измерительные инструменты не абсолютно точны, с другой сто
роны, сами города имеют некоторую протяженность.

Результат действий с приближенными числами есть тоже прибли
женное число. Выполняя некоторые действия над точными числами 
(деление, извлечение корня), можно также получить приближенные 
числа.

Теория приближенных вычислений позволяет: 1) зная степень 
точности данных, оценить степень точности результатов; 2) брать дан
ные с надлежащей степенью точности, достаточной для обеспечения 
требуемой точности результата; 3) рационализировать процесс вычисле
ния, освободив его от тех выкладок, которые не окажут влияния на 
точность результата.

Округление. Одним из источников получения приближенных чисел 
является округление. Округляют как приближенные, так и точные 
числа.

Округлением данного числа до некоторого разряда называют за
мену его новым числом, которое получается из данного путем отбрасы
вания всех его цифр, записанных правее цифры этого разряда, или 
путем замены их нулями. Эти нули обычно подчеркивают или пишут 
их меньшими. При округлении учитывают следующее:

1) если первая (слева) из отбрасываемых цифр менее 5, то послед
нюю оставленную цифру не изменяют (округление с недостатком),

2) если первая отбрасываемая цифра больше 5 или равна 5, то пос
леднюю оставленную цифру увеличивают на единицу (округление 
с избытком).

Покажем это иа примерах. Округлить:
а) до десятых 12,34; 12,34 ж 12,3;
б) до сотых 3,2465; 3,2465 ^  3,25;
в) до тысячных 3,4335; 3,4335 «  3,434.
г) до тысяч 12375; 12375 «  12000.
П р и м е ч а н и е .  Еще несколько лет назад в случае отбрасыва 

ния одной лишь цифры 5 пользовались правилом четной цифры: послед 
нюю цифру оставляли без изменения, если она четная, и увеличивал» 
на единицу, если нечетная. Теперь этого правила ие придерживаются: 
если отбрасывают одну цифру 5, то к последней оставленной цифре 
прибавляют единицу независимо от того, четиая она или нет.
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Абсолютная и относительная погрешности. Разность между точ
ным числом и его приближенным значением называется абсолютной 
погрешностью приближенного числа. Например, если точное число 
1,214 округлить до десятых, получим приближенное число 1,2. В дан
ном случае абсолютная погрешность приближенного числа 1,2 равна 
1,214—1,2, т. е. 0,014. Но в большинстве случаев известно только при
ближенное значение рассматриваемой величины. Тогда абсолютная 
погрешность неизвестна. В этих случаях указывают границу, которую 
она не превышает. Это число называют граничной абсолютной погреш
ностью. Говорят, что точное значение числа равно его приближенному 
значению с погрешностью меньшей, чем граничная. Например, число 
23,71 есть приближенное значение числа 23,7125 с точностью до 0,01, 
так как абсолютная погрешность приближения равна 0,0025 и меньше 
0,01. Здесь граничная абсолютная погрешность равна 0,01*.

Граничную абсолютную погрешность приближенного числа а обо
значают символом Да. Запись

х  «  а(і;Да)
следует понимать так: точное значение величины л: находится в проме
жутке между числами а — Дя и а +  Да, которые называют соответ
ственно нижней и верхней границами х  и обозначают НГх и ВГх.

Например, если х «  2,3(±0,1), то 2,2 <; дг<  2,4.
Наоборот, если 7,3 <  х  <; 7,4, то х  ж 7,35(±0,05).
Абсолютная или граничная абсолютная погрешность не характе

ризует качество выполненного измерения. Одна и та же абсолютная 
погрешность может считаться значительной и незначительной в зависи
мости от числа, которым выражается измеряемая величина. Например, 
если измеряем расстояние между двумя городами с точностью до одного 
километра, то такая точность вполне достаточна для этого измерения, 
в то же время при измерении расстояния между двумн домами одной 
улицы такая точность недопустима. Следовательно, точность прибли
женного значения величины зависит не только от величины абсолютной 
погрешности, но и от значения измеряемой величины. Поэтому мерой 
точности служит относительная погрешность.

Относительной погрешностью называется отношение абсолютной 
погрешности к величине приближенного числа. Отношение граничной
абсолютной погрешности к приближенному числу называют гранич
ной относительной погрешностью; обозначают ее так: —  , Относи-а
тельную и граничную относительную погрешности принято выражать 
в процентах. Например, если измерения показали, что расстоиние х  
между двумя пунктами больше 12,3 км, но меньше 12,7 км, то в качестве 
приближенного значения принимают среднее арифметическое этих двух 
чисел, т. е. их полусумму; тогда граничная абсолютная погрешность 
равна полуразностн этих чисел. В данном случае х  & 12,5(±0,2). 
здесь граничнаи абсолютная погрешность равна 0,2 км, а граничная 
относительная составляет

• ^  =  0 .016 = 1 ,6 % .

* Абсолютная погрешность бывает и положительной и отрицательной. На* 
пример, 1,68 1,7. Абсолютная погрешность 1,68— 1,7 * —0,02 (см. стр. 70). 
Граничная абсолютная погрешность всегда положительна.
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§ 24. Приближенные вычисления с помощью правил подсчета цпфр

Предварительные замечания. Различают приближенные вычисле
ния со строгим учетом погрешностей и без строгого учета. В менее 
ответственных вычислениях с приближенными числами пользуются 
вторым способом, основанным на так называемых правилах подсчета 
цифр. В этих правилах используются понятия десятичных знаков, 
значащих, точных н сомнительных цифр. Напомним, что десятичными 
знаками числа называют все его цифры, стоящие правее запятой (см. 
стр. 40). Например, числа 3,5 и 3,05 имеют соответственно один н два 
десятичных знака.

Значащими цифрами числа называются все его цифры, начиная 
с отличной от нуля первой слева, кроме нулей, стоящих в конце записи 
числа на месте отброшенных при округлении цифр (как уже отмеча
лось, эти нули обычно подчеркивают илн пишут меньшими).

П р и м е р ы. В числе 3,5 — две значащие цифры, в числе 0,0307— 
три значащие цифры. В числе 35000, полученном в результате округле
ния до тысяч, две значащие цифры.

Если граница абсолютной погрешности приближенного числа 
равна половине единицы разряда последней его цифры, то все цифры 
этого числа называют точными. Если же эта граница больие половины 
единицы разряда последней цифры числа, то последняя цифра такого 
числа называется сомнительной.

П р и м е р ы. В числе 2,06(і0,С05) цифры 2, 0 точные, а б — сом
нительная. В числе 2г06 (і0 ,0 І)  цифры 2 и 0 точные, а б—сомнительная. 
В числе 35000, полученном в результате округления до тысяч, цифры
3 и 5 точные, а все три нуля — сомнительные.

Правила подсчета цифр тесно связаны с принципом А. И. Крылсва 
(1863—1945): приближеннее число следует писать так, чтебы в нем 
все значащие цифрыу кроме последней, были верны и лишь последняя 
цифра была бы сомнительна и при том не более как на едну единицу. 
Например, если приближенное число записано таи: х «  3,52, то оно 
дано с точностью до сотых, т. е. х ^  3,52(+0,01). Если же известно, 
что х «  3,72(+0,02), то согласно принципу А. Н. Крылова, его нгдо 
писать так: х ?^3,7.

Вычисления с приближенными числами, записанными таким спо
собом, выполняют как и над точными числами, но, придерживаясь 
следующих правил.

Правила подсчета цифр. 1. При сложении н вычитании приближен
ных чисел в результате следует сохранять столько десятичных знаков, 
сколько их в приближенном данном с наименьшим числом десятичных 
знаков.

П р и м е р .  Найти сумму приближенных чисел 127,42; 67,3; 0,12 
и 3,03.

127,42
67,3
0,12
3,03

197,87 «  197,9.
П р и м е р .  Найти разность чисел: 418,7—39,832.

418,7 
~  39,83

378,87 «  378,9.
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2. При умножении и делении приближенных чисел в произведении 
адо сохранить столько значащих цифр, сколько их есть в данном числе 
наименьшим количеством значащих цифр.

П р и м е р .  Умножить приближенные чнсла 3,4 и 12,32.
ѵ 12,32 
х  3,4
, 4928

+  3696
41,888 «  42.

З а д а ч а .  Площадь прямоугольной грядки приближенно равна 
7,Г> кв. му ширина — 2,38 м. Чему равна ее длина?

Длина грядки равна частному от деления 7,6 на 2,38.
Действие деления выполняют так:

_  7,60 | 2,38
ТМ _  3,19 ж 3,2 (м).

460
~ 2 3 8

222
Последнюю цифру частного 9 можно было и не писать, а, получив 

в частном две значащие цнфры, н заметив, что остаток больший поло
вины делителя, округлить частное с избытком.

3. При возведении приближенных чисел в квадрат и куб в результате 
сохраняется столько значащих цифр, сколько их в основании.

П р и м е р ы .  2,32~  5,29 »  5,3;
0,83=  0,512 «  0,5.

4. В промежуточных результатах следует брать одной цифрой 
больше, чем рекомендуют предыдущие правила.

5. Если некоторые данные имеют больше десятичных знаков (при 
действиях первой ступени) нли больше значащих цифр (при действиях
II и III ступеней), чем другие, то их предварительно следует округлить, 
сохраняя лишь одну запасную цифру.

6. Если данные можно брать с произвольной точностью, то для 
получения результата с к цифрами данные следует брать с таким чис
лом цифр, которое дает согласно перечисленным правилам к +  Гцифру 
в результате.

Применение правил. Применение вычислений способом подсчета 
цифр рассмотрим на примере.

П р и м е р .  Найти значение х  =  ~ , если а и  9,31, Ь ^
а -у Ь

к  3,1, с к  2,33.
а — Ь =  9,31 — 3,1 «6,21;
(а — 6) с =  6,21 . 2 ,33«  14,5;
0 +  6 =  9,31 + 3 ,1  й  12,4; 
х  =  14,5 : 12,4 ^  1,2.

П р и м е ч а н и е .  Сформулированные выше правила подсчета 
цифр имеют вероятностный смысл: оин наиболее вероятны, хотя суще
ствуют примеры, не удовлетворяющие этим правилам. Поэтому вычис
ления способом подсчета цифр — самый грубый способ оценки погреш
ности результата действий. Однако он очень прост и удобен, а точность 
таких вычислений вполне достаточна для большинства технических
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расчетов. Поэтому этот способ широко распространен в вычислительной 
практике.

В более ответственных вычислениях пользуются способом границ 
илн способом граничных погрешностей.

§ 25. Приближенные вычисления по способу границ

Наилучшнм в смысле строгости из известных способов приближен
ных вычислений является способ границ. Пользуясь этнм способом, 
по известным нижним и верхним границам данных чисел находят от
дельно нижнюю и верхнюю границы результата.

Пусть, например, надо сложить числа
х  «  3,2(±0,05) и у ж 7,9(±0,05).

Имеем: 3 , 1 5 < * <  3,25; 7,85 <  у <  7,95, откуда 1 1 ,0 0 < х  +  
+  0 <  11,20.

Итак, х -\-  у  «  1І ,1( ± 0, 1).
Вообще, нижняя граница суммы приближенных чисел равна сумме 

йижних границ слагаемых, а верхняя — сумме верхних границ сла
гаемых. Символически это можно записать так:

НГ(х +  у) =  НГ* +  НГу; ВГ(х +  у) =  ВГ* +  ВГу.
Аналогичные правила справедливы для умножения:

Н Г(ху) г= НГ* • ИГу; В Г (ху) =  В Г* • ВГ^.
Для обратных действий — вычитания и деления — соответствую

щие правила имеют вид
НГ(* — у) =  ИГх — В Гу; В Г(х — у) «  ВГ* — НГ^.

вг(|)-т -
Из определения НГ и ВГ вытекают также следующие правила:

1) округлять НГ можно 
только по недостатку, а ВГ — по 
избытку;

2) чем меньше разность 
ВГл: — НГ*, тем точнее опреде
ляется *;

3) в качестве приближенного 
значения х рекомендуется брать 
среднее арифметическое чисел 
НГ* и ВГ* илн число, близкое 
к нему.

Применение способа границ 
прн вычислениях рассмотрим на 
примере.

П р и м е р .  Нантн значение х  =  ^  с 9 если а & 9,21 (±0,01);
3,05 (±0,02), б « 2 ,3 3  (±0,01).
Определяем НГ и ВГ каждого из чисел а, Ь, с и, выполнив над 

ними соответствующие действия, находим НГ и ВГ числа х .
Запись удобно оформить в виде таблицы 1.

Ъ2

Т а б л и ц а  1

Компоненты НГ ВГ

а 9,20 9,22
Ь 3,03 3,07
с 2,32 2,34

а—Ъ 6,13 6,19
(а — Ь) о 14,22 14,49

а 4* Ь 12,23 12,29
X 1,15 1,19



Величины и пропорции

§ 26. Измерение величины

Величины и их измерения. Дать строгое определение понятию 
«величина» нельзя. Это одно из основных неопределяемых понятий, 
смысл которого раскрывают при помощи различных описаний. В ста
рых книгах величинами называли все то, что способно увеличиваться 
или уменьшаться. Однако это нельзя считать строгим определением, 
так как говорят, например, об увеличении аппетита, прав, обязанностей 
и других понятий, которые не принято считать величинами.

Примеры величин: длина, площадь, объем, вес, скорость, время
и Ар.

Характерной особенностью величины является то, что наряду 
с другими свойствами она имеет и числовую характеристику. По
этому говорят о том или ином числовом значении величины. Величины 

^можно измерять.
Измерить какую-нибудь величину — значит сравнить ее значе

ние со значением другой величины такого же рода, принятой за еди
ницу.

В каждом государстве установлены определенные единицы для 
измерения основных величин. Единицы измерения, вошедшие в упо
требление, называются мерами. Так, сейчас у нас приняты за единицу 
длины метр, за единицу веса грамм, за единицу времени секунда и т. д. 
Для каждого рода величин выбирают несколько единиц: одни более 
крупные (кратные), другие более мелкие (дольные).

Однако не всегда у нас пользовались такими мерами, а в некоторых 
странах и теперь приняты другие меры.

Старые русские меры. Некоторые старые русские меры и соотно
шения между ними.

М е р ы  д л и н ы

Миля содержит 7 верст «  7,4676 км
Верста » 500 саженей ж 1,0668 км
Сажень » 3 аршина «  2,1336 м
Аршин » 16 вершков» 0,7112 м

Сажень » 7 футов 213,36 см
Фут » 12 дюймов л; 30,48 см

Дюйм » 10 линий »  2,54 см

Ме р ы  в е с а

Пуд содержит 40 фунтов (1 пуд »  16,4 кг) 
Фунт » 32 лота
Лот » 3 золотника
Золотник » 96 долей
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Английские меры

1 мил
1 ладонь 
1 пядь 
1 фут 
1 ярд 
1 пол 
1 фурлонг 
1 англ. миля 
1 лига

М е р ы  д л и н  ы 
содержит 0,001 дюйма

Л __ V.__4 дюйма
9 дюймов
12 дюймов
3 фута
5,5 ярдов 
220 ярдов
8 фурлонгов
3 мили

П р и м е ч а н и е .  Основной единиіісй длиі;ы в английской системе 
мер является ярд. Британский ярд равен 0,91439841 м. В США ярд 

3600равен
3937

Ме р а  в е с а

унция содержит 16 драхм 
фунт » 16 унций 
стоун » 14 фунтов 
британская четверть содержит 2 стоуна
четверть (в США) »
центнер »
тонна э
длинная тонна (британ
ская мера) »

1 короткая тонна (в США) »

25 фунтов 
4 четверти 
20 центнеров

2240 фунтов 
2000 фунтов

П р и м е ч а н и е .  Основной единицей веса в Англин и США явля
ется фунт. Он равен 0,453559243 килограмма. Перечень других англий
ских мер дан в книге «Англо-русский словарь математических терминов», 
М., 1962.

§ 27. Метрическая система мер

В СССР с 1918 г. введена Метрическая система мер. Производные 
меры получаются из основных посредством увеличения или уменьше
ния их в 10, 100, 1000 и т. д. раз. Некоторые важнейшие меры Метри
ческой системы:

М е р ы  д л и н ы  

Основная единица — метр (м)

Более мелкие единицы 
Дециметр (дм) — 0 ,1м  
Сантиметр (с.и) — 0,01 м 
Миллиметр (мм) — 0,001 м 
Микрон или микрометр (и) —

0,000001
Миллимикрон (Щь) — 0,000000001 м

Более крупные единицы 
Декаметр (дкм) — 10 м 
Гектометр (гм) — 100 м 
Километр (км) — 1000 м 
Мириаметр (мм) — 10 000 м 
Мегаметр — 1 000 000 м
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Ме р ы  п л о щ а д и  

Основная единица — квадратный метр (кв. м или м2)

Более мелкие единицы. 
Квадратный дециметр (кв, дм) =

=  0,01 кв. м 
Квадратный сантиметр (кв, см) =

=  0,0001 /се. м 
Квадратный миллиметр (кв. мм) =

=  0,000001 кв. м

Более крупные единицы 
Квадратный декаметр или ар

(а) — 1000 кв, м 
Квадратный гектометр или гек

тар (га) =  10000 кв. м 
Квадратный километр (/се. кл*)=

=* 1 000 000 кв. м

М е р ы  о б ъ е м а
а) Газообразных и твердых тел 

Основная единица — кубический метр, или стер (куб. м> нлн м8)

Более крупные единицы 
Кубический километр (куб. кл*)= 

=  1 000 000 000 куб . м

Более мелкие единицы 
Кубический дециметр (куб. дм) =

=  0,001 куб. м 
Кубический сантиметр (куб. см) =

=  0,000001 куб. м 
Кубический миллиметр (куб. лш )=

=  0,000000001 куб. м

б) Жидкостей и сыпучих тел

Основная единица — литр (л) — объем 1 куб. дм. Точнее 1 л 
=  1,000028 куб, дм.

Более мелкие единицы 
Децилитр (дл) =  0,1 л 
Сантилитр (сл) =  0,01 л 
Миллилитр (мл) =  0,001 л 
Микролнтр (мкл) =  0,000001 л

Более крупные единицы 
Декалитр (дкл) =  10 л 
Гектолитр (гл) =  100 л 
Килолитр (кл) =  1000 л

М е р ы  в е с а
Основная единица — грамм (г) — вес 1 куб. см чистой дистилли 

рованной воды при 4° С и атмосферном давлении 760 мм рт. ст.
Более мелкие единицы 

Дециграмм (дг) =  0,1 г 
Сантиграмм (сг) =  0,01 г 
Миллиграмм (мг) =  0,001 г 
Микрограмм =  0,000001 г 
Карат (/с) =  0,2 г

Более крупные единицы 
Декаграмм (дкг) =  10 г 
Гектограмм =  100 г 
Килограмм (кг) =  1000 г 
Центнер (ц) =  100 кг 
Тонна (т) =  1000 кг

§ 28. Система СИ

В октябре 1960 г. XI Генеральная конференция по мерам и весам, 
нэ которой присутствовали представители 32 стран (в том числе СССР, 
Чехословакии, Франции, Великобритании, США и др.), приняла 
Международную систему единиц 51 (СИ — система интернациональная) 
в качестве универсальной системы для всех отраслей науки и техники.
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В сентябре 1961 г. Комитет стандартов, мер и измерительных 
приборов при Совете Министров СССР утвердил новый государствен
ный стандарт «Международная система единиц» (ГОСТ 9867-61) для 
предпочтительного его применения с 1 января 1963 г. во всех областях 
науки, техники и народного хозяйства.

Международная система единиц состоит из шести основных единиц: 
метра (м) — для длины, килограмма (кг) — для массы, секунды (сек) — 
для времени, градуса Кельвина (°К) — для термодинамической темпе
ратуры, ампера (а) — для силы тока и свечи (се) — для силы света; 
двух дополнительных единиц: радиана (рад) — для плоского угла 
и стерадиана (стер) — для телесного угла и 27 важнейших производ
ных единиц: площади — квадратный метр (м2), объема — кубический 
метр (м3), линейной скорости — метр на секунду (м/сек), угловой ско
рости — радиан на секунду (рад/сек) и др.*

Большинство определений основных единиц в системе СИ являются 
новыми. Например: М е т р  — длина, равная 1650763,73 длин волн 
в вакууме излучения, соответствующего переходу между уровнями 
2Р10 и Ы ь атома криптона 86»; «Килограмм — единица мяссы — пред
ставлен массой международного прототипа килограмма»; «Секунда —

31556925 9747 чаСтЬ тРопнческого г°Да Для 1900 г. января 0 в 12 ча
сов эфемер и дного времени».

Необходимость новых определений вызвана тем, что старые опре
деления не обеспечивали надлежащей точности измерений при совре
менном состоянии техники. Новые определения основных единиц более 
стабильны, чем старые, и дают возможность повысить точность нх вос
произведения.

Более крупные (кратные) и более мелкие (дольные) единицы изме
рения по сравнению с приведенными в системе СИ (как и в метриче
ской системе) следует образовывать путем их умножения на степень 
числа 10, соответствующую приставке, присоединенной к наименованию 
основной единицы**:

дека — 10 (дк) деци — 10*-1 (д)
гекто— 102 (г) санти — 10 2 (с)
кило — 103 (к) милли — 10"“3 (м)
мега — 10е (М) микро — 10~в (мк)
гига — 109 (Г) нано — 10“ 9 (н)
тера— 1012 (74) пико — 10в 1 І (л)

§ 29. Исторические сведепия о метрологии

Почти все единицы мер, принятые древнейшими народами, связаны 
с размерами частей человеческого тела. Такое происхождение имеют 
в частности дюйм (ширина пальца), фут (длина ступени), локоть (длина 
руки от локтя до конца среднего пальца), сажень (расстояние между 
концами средних пальцев двух вытянутых в стороны рук). Тысяча

•М . Г. Б о г у с л а в с к и й  я др. Таблидя перевода единиц измерений, 
Ставдартгиз, М., 1963.

•* 10“ *?, 10“** .«. обозначают соответственно ••• (см. стр. 116).
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двойных шагов в древием Риме получила название мили (от тіііа —- 
тысяча).

Наиболее разработанной из древнейших метрологий была вавилон
ская, оказавшая значительное влияние на метрологию иных древних 
народов. До настоящего времени мы пользуемся единицами измерения 
времени» заимствованными из вавилонской метрологии (сутки имеют
24 часа; час имеет 60 минут; минута имеет 60 секунд).

Древнейшие метрологии заключали в себе измерение длин, площа
дей (земельных участков), объемов, веса, времени, а также монетные 
системы, связанные обычно с измерением веса.

До конца XIX в. большинство европейских стран имело свои осо
бые системы измерений; особенно много их было в средние века и в 
новое время, когда Европа была раздроблена на много мелких госу
дарств. Азиатские, американские и другие страны и народы также 
имели свои особые системы мер и весов,

В старых русских рукописях (в «Русской правде» и др.) сохрани
лись сведения о единицах измерения, используемых в IX—XIII  вв. 
в Киевской Руси. Подобно тому, как это было в Западной Европе, 
отдельные русские земли имели свои меры и весы. Регламентация мер 
была начата в Московской Руси и получила свое завершение при Петре I, 
Единица длины — сажень, была приравнена 7 английским футам. 
Тогда же были установлены меры сыпучих тел: гарнец и четверик, 
равный 8 гарнцам. До XVII в. была установлена мера десятины 
как единицы измерения площадей, равная 80X30 саженей, а также 
сложились меры веса: I пуд равен 40 фунтам и др.

С развитием общества росли требования к точности мер и измере
ний. Усилились торговые связи между отдельными странами и народа
ми. Однако развитие торговых отношений усложнялось тем, что в каж
дом государстве существовали разные исторически сложившиеся си
стемы мер и под одним и тем же названием в разных местностях зачастую 
подразумевались разные величины, например существовали 100 раз
личных футов (рабочий, землемерный, ткацкий, портняжный, инженер
ный, геометрический и др.), 120 различных фунтов (большой, малый, 
обыкновенный, казенный, торговый, городской, медицинский, горный 
и др.), 46 различных миль и т. д.

Бессистемность мер использовали купцы и крупные землевла
дельцы для еще большего закабаления бедного населения: меряя соб
ственным аршином и собственным фунтом, они извлекали для себя мак
симальные прибыли.

Реформа системы мер была вызвана не столько научными интере
сами, сколько материальными интересами народных масс, страдавших 
от путаницы всей системы мер, от отсутствия правительственного кон
троля за мерами, от права феодальных владельцев вводить собственные 
меры.

Метрическая система мер была разработана французской Акаде
мией наук в 90-х годах XVIII  в. во время Французской буржуазной 
революции и была введена во Франции 7 апреля 1795 г. В основу метри
ческой системы была положена единица длины — метр, равная длине 
одной сорокамнллионной части Парижского меридиана. Все осталь
ные единицы измерений находились в определенных соотношениях 
с метром, причем за основу была принята десятичная система счисле
ния, вследствие чего метрическая система экономически была самой 
выгодной. Несмотря на это, проведение новой системы в жизнь встре
тило большие препятствия. Проведение реформы мер было не в интере

57



сах крупной буржуазии, пришедшей к власти во Франции, а восста
новление королевской власти (1815 г.) содействовало забвению метри
ческой системы, наряду с другими достижениями революции.

Революционное происхождение метрической системы препятство
вало ее распространению и в других странах. Например, в 1823 г. 
петербургский академик Н, И. Фусс забраковал руководство геомет
рии Н. И. Лобачевского, мотивируя тем, что в нем за единицу длины 
принят метр, а за единицу измерения дуг — градус, а «сне разделение 
выдумано было во время Французской революции, когда бешенство 
нации уничтожить все прежде бывшее распространилось даже до ка
лендаря и деления круга».

В 1869 г. Петербургская Академия наук обратилась к научным 
учреждениям всего мира с призывом пересмотреть основание метриче
ской системы с тем, чтобы она могла стать международной.

Достижения науки требовали заменить определение метра как од
ной десятимиллнонной четверти меридиана, так как архивный метр не 
совпадал ни с одним из результатов последних измерений. По предло
жению Петербургской Академии наук за прототипы были приняты 
архивные эталоны метра и килограмма.

В 1877 г. в Париже на средства двадцати государств — участников 
«Конференции метра» было создано «Международное бюро мер и весов», 
которому вменено в обязанность хранить эталоны мер и изготовлять 
их образцы.

Новый эталон метра был изготовлен из устойчивого сплава платины 
и иридия и вместе с эталоном килограмма (масса 1,000028 куб. дм, воды 
при 4° С) помещен в подвалах бюро на хранение (Франция, Бретёйль- 
ский павильон).

В царской России большую работу по подготовке и внедрению 
в обиход метрической системы мер провели Б. С. Якоби и Д. И. Менде
леев, который с 1892 г. стоял во главе Главной палаты мер и весов, 
преобразованной впоследствии во Всесоюзный научно-исследователь
ский институт метрологии им. Д. И. Менделеева.

Новая реформа мер (введение системы СИ) является дальнейшим 
шагом по уточнению единиц измерения в международных интересах.

§ 30. Именованные числа

Числа отвлеченные и именованные. Численное значение величины, 
взятое вместе с указанием единиц измерения, называется именованным 
числом. Так, 5 кг, 35 см — именованные числа. Если же при числе 
не указано единиц измерения, то такое число называется отвлеченным 
(35 — отвлеченное число).

Именованное число называется простым, если численное значение 
величины выражено одной единицей измерения, например 8 см. Име
нованное число называется составным, если численное значение вели
чины выражено несколькими единицами измерения, например 5 м
25 см.

Превращение и раздробление именованных чисел. Преобразование 
именованного числа в единицы какого-нибудь низшего наименования 
называется раздроблением у а обратное преобразование в единицы выс
шего наименования называется превращением, или укрупнением. Так, 
преобразование числа 2 км 25 м в 2025 м есть раздробление, а обратное 
преобразование числа 2025 м в 2 км 25 м — превращение. Раздробление
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и превращение именованных чисел выполняются в большинстве слу
чаев устно и записывается так:

р а з д р о б л е н и е :  75 руб. 17 коп.= 7517 коп.; 7 кг 250 г =  
=  7250 г; 27 м 15 см 5 мм ~  27155 мм;

п р е в р а щ е н и е :  3574 коп.= 35 руб. 74 коп.; 6005м =* 6 км 5 м.
Действия с именованными числами. Арифметические действия 

с именованными числами выполняются так же, как и с отвлеченными 
числами, только здесь иногда одновременно с выполнением действия 
делают и некоторые преобразования. Поэтому различают действия 
с преобразованием и без преобразования.

Ниже на примерах показано, как принято записывать действия 
с именованными числами.

С л о ж е н и е  н в ы ч и т а н и е .
257 м 375 г _7 м 2 дм 5 см

‘ 149 м 26 кг 935 г 5 м 8 дм 6 см
406~лі 26 кг 1310 г 1 м 3 дл« 9 см

27 кг 310 г

У м н о ж е н и е  и д е л е н и е .
Запись прн письменном умножении составных именованных чисел 

можно вести по двум формулам.
П р и м е р .  35 км 252 м X 125.

А. ^  252 м 35 км Б. 35252 м
х  125 Х 125 х  125

1260 175 176260 м
+  504 +  70 70504

252 35 35252
31500 м =  31 км „ 4375 км 4406300 м

500 м "* +  31 км 500 м 4406 км 5(ХЪ*
4406 км 500 м

Д е л е н и е .
При делении именованных чисел различают два случая: 
деление именованного числа на абстрактное число, т. е. деление 

на равные части;
деление именованного числа на именованное число, т. е. деление 

по содержанию.
Письменное деление на равные части выполняется так:

Б е з  р а з д р о б л е н и я .  С р а з д р о б л е н и е м .

_312 кг 420 г | 12 5 кг 120 г I 16
24 26 кг 35 г 5120 г 320 г
72 ' 48

~ 7 2  __-32~
420 г 32

“ 36 Т
60

” 60
о
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Письменное деление по содержанию выполняется так:

65 ч 15 мин | 45 мин
3915 мин 87 

“ 360
315
315
0

33 кг 950 г : 2 кг 425 г
33950 г 2425 г 
2425

9700
9700

О

14

§ 31. Отношение чисел

Отношение чисел. Как уже отмечалось, частное от деления одного 
числа на другое называется также их отношением, Таким образом, 
частное и отношение обозначают одно и то же понятие. Однако,' когда 
говорят «частное», имеют в виду одно число, полученное в результате 
деления двух данных чисел. Когда же говорят «отношение», имеют 
в виду пару чисел, соединенных знаком деления. Например, если раз
делить 10 на 2, получим 10 : 2 =  5. В данном случае говорят, что част
ное от деления 10 на 2 равно 5, говорят также, что отношение 10 к 2 
равно 5. Но само отношение данных чисел записывают в виде 10 : 2,
или 75̂  . Понятно, что числа 10 : 2 и 5 равны. Поэтому и говорят, что

отношение — то же самое, что и частное.
Для обозначения отношения используют дробную черту или двое

точие — знак деления. г
В общем виде отношение записывают так: а : Ь.
Числа а и Ь называются членами отношения. Первый член а назы

вается предыдущим, второй Ь — последующим. Например, в отношении
4 : 5 число 4 есть предыдущий член, 5 — последующий.

Так как отношение двух чисел получают с помощью деления, то 
для него справедливы все свойства частного. Основное свойство отно- 
шения: значение отношения не изменится, если его члены умножить 
или разделить на одно и то же число.

Членами отношения могут быть любые числа, только последую
щий член не может быть равен нулю. Поэтому возможны и такие

2- 1
1 2  2 отношения: 2 — : 3-^-, илн —г* .А о * Л

3
Чтобы получить отношение двух именованных чисел, надо дать эти 

числа в одних единицах измерения.
П р и м е р. Найти отношения 73 см к 2,92 м.

73 см _  73 см _  л ок 
2$2 м ~  292 см ~  ’

Сокращение членов отношения и замена отношения дробных чисел 
отношением целых чисел. Используя основное свойство отношении, 
выполняем два преобразования: І) сокращение членов отношения и
2) замену отношения дробных чисел отношением целых чисел. Как это 
выполняется, видно из следующих примеров.
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П р и м е р  К Сократить члены отношения: 48 : 32.
Р е ш е н и е .  48 : 32 =  3 : 2.
П р и м е р  2. Заменить отношение дробных чисел отношением

і 1 2целых чисел: 1 - -̂ : ,

. 1 2 3 2 9 4 л лI __ • __  23 5 __  • __  ~ __ • ,__ г г  Ч ’ 4
2 * 3  2 * 3  6 * 6

Мы привели дроби к общему знаменателю, а затем умножили преды
дущий и последующий члеиы отношения иа их общий знаменатель 
(на 6 ).

П р и м е ч а н и е .  Раньше различали разностные отношения 
(вида а — Ь) и кратные отношения (вида а : Ь). Теперь понятие «раз
ностное отношение» не употребляется. В современной математике выра
жения вида а : Ь тоже очень редко называют отношениями. Термин 
«отношение» теперь большинство математиков употребляют для обозна
чения какой-либо связи между предметами или понятиями. Например, 
говорят об отношениях «больше», «меньше», «равно», «нз равно», «экви
валентно», «параллельно», «перпендикулярно» и т. п. Отношение р 
в некотором множестве называется рефлексивным, если для любого 
элемента к из этого множества хрх; симметричным, если из хру следует 
урх; транзитивным, если из хру и ург следует хрг. Отношение, являю
щееся одновременно рефлексивным, симметричным и транзитивным, 
называется отношением эквивалентности. Такими, в частности, есть 
отношения равенства во множестве чисел, эквивалентности во мно
жестве уравнений, подобия во множестве фигур и др. Нерефлексивное, 
антисимметричное и транзитивное отношение называется отношением 
порядка.

§ 32. Пропорции

Понятие о пропорции. Пропорцией называют равенство двух отно-
(X сшеннй. Общий вид пропорции: ~  , или а : Ь =  с :ё .

Примеры пропорций»

3 :4  =  9; 12,
і і - Л
3 ~  12’

10 • 2 — =  1 -І- • —
2 3 * 3 '

20 м : 4 м =  10 кг : 2 кг.

Пропорции читают так: «3 относится к 4, как 9 к 12», «10 отно
сится к 2 у ,  как 1 -у  к и т. д. Или: «отношение 3 к 4 равно отно

шению 9 к 12»; «10 во Столько раз больше 2 ~ ,  во сколько раз 1 - іЛ о
больше
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Члены отношений, составляющих пропорции, называются членами 
пропорции. Пропорция состоит нз четырех членов. Первый и последний 
члены, т, е. члены, стоящие по краям, называются крайними, а члены 
пропорции, находящиеся в середине, называются средними членами. 
Так, в первой пропорции числа 3 н 12 будут крайними членами, а числа
4 и 9 — средними членами пропорции.

Все члены пропорции могут быть абстрактными числами, но два 
члена одного отношения (илн обоих отношений) могут быть и одно
родными именованными числами:

*  1 *  1 .  53 — кг : 5 кг =  *  : у  м.

Основное свойство пропорции. Произведение крайних членов про
порции равно произведению средних ее членов.

В общем виде это свойство пропорции ■— =  записывают так: 
асі =  Ьс.

Основное свойство пропорции может быть использовано для про
верки правильности составленных пропорций.

П р и м е р .  Проверить правильность пропорции.

1 - і  =  2 0 * 1  2 * 48 * 6 *
1 5  1 л „20. Пропорция правильная, так как выполняется основ-

5 5ное свойство пропорции: -
Итак, из приведенных примеров видно, что если мы напншем такое 

равенство, у которого в левой части стоит произведение одних двух 
чисел, а в правой части произведение двух других чисел, то из этих 
четырех чисел можно составить пропорцию.

Вычисление неизвестных членов пропорции. Вычисление неиз
вестного члена пропорции называют решением пропорции. Для вычис
ления членов пропорции используются следствия из ее основного 
свойства.

1. Неизвестный крайний член пропорции равен произведению сред
них членов, деленному на известный крайний, т. е. если х : а — Ь : с%

аЬ
то X  =  — .с

2. Неизвестный средний член пропорции равен произведению край
них членов, деленному на известный средний, т. е. если а : х =  Ь : с,



Перестановка членов пропорции. В каждой пропорции можно
переставить: а) средине члены, б) крайние члены, в) средние и край
ние; г) крайние на место средних и средние на место крайних. Всего 
можно получить из данной пропорции 8 пропорций (включая данную). 
В буквенной записи они принимают такой вид:

а : Ь =  с : й с : й =  а : Ь
й : Ь =  с : а Ь : й =  а : с
а : с =  Ь : й с : а =  д. : Ь
й : с =  Ь \ а Ь : а =? сі : с

Для всех этих пропорций выполняется основное свойство: Ьс. 
П р и м е р .  Выполнить возможные перестановки членов в про

порции 5 : 3 =  20 : 12.

5 : 3 =  20 : 12 3 \ 5 =  12 : 20
5 : 20 =  3 ; 12 3 : 12 =  5 : 20
20 : 5 =  12 : 3  12 : 20 =  3 : 5

20; 12 =  5 : 3  121 3 =  20: 5

Упрощение пропорций. К числу преобразований, не нарушающих 
пропорцию, относится одновременное увеличение или уменьшение 
в одинаковое число раз:

а) обоих членов любого отношения;
б) обоих предыдущих илн обоих последующих членов;
в) всех членов пропорции.
Перечисленные преобразования дают возможность упрощать про

порции, в частности освобождать их от дробных членов.
П р и м е р ы .  Упростить пропорцию

1 . 1  =  2 0 -®.2 ' 48 6

1 1  5Умножив все члены пропорции ^  =  20 : — на 48, получим
24 : 1 =  960 : 40, или 24 : 1 =  96 5 4.

Производные пропорции. Если к обеим частям данной пропорции

а __ 0 
Т ~ Ч

прибавить по 1, то получим

- 4 - 1  - І Л - І

или
а +  Ь с +  д.а) Ь д.

Словами это можно выразить так. Сумма членов первого отношения 
данной пропорции относится к его последующему члену, как сумма чле
нов второго отношения к его последующему.
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Аналогично из данной пропорции можно получить следующее:
~ а — Ь с — й 
б) — = — • 

т. е. разность членов первого отношения относится к его последующему 
члену, как разность членов второго отношения к его последующему 
члеиуі

а Ь _с -(-* (Iв)  ■ =  — — »а с
т* е._сумма членов первого отношения относится к его предыдущему 
члену, как сумма членов второго отношения относится к его предыду
щему члену;

. я — Ь с — (1
г ) — =  — •

т. е. разность членов первого отношения относится к его предыдущему 
члену, как разность членов второго отношения относится к его преды
дущему члену;

ч а -{- Ь _с (1
Д) Т ^ Ъ  “  с= &  *

т. е. сумма членов первого отношения относится к их разности, как 
сумма членов второго отношения к их разности;

е) Т + й  ~  Ь -  Т •
т. е. сумма предыдущих членов пропорции относится к сумме после
дующих, как каждый предыдущий к своему последующему.

Все эти и многие другие пропорции, получаемые из данной, назы
ваются производными пропорциями.

Свойство равных отношений. Последний пример производной про
порции можио обобщить на случай нескольких равных отношений. 
Если

й2 __ __ йП
ьх - ^ 7  ьп •

то
йі -{- й% ~Ь * * * Ч~ Дд _ 

Ч~ ^2 “Ь • • • ьп
т. е. если несколько отношений равны друг другу, то сумма всех преды
дущих их членов так относится к сумме всех последующих, как каждый 
предыдущий член к своему последующему.

3 6 9 12 30 3
П р и м е р .  Е слит  =  15 =  ів  =  5 5 , т ° 5о =  Т .

}

§ 33. Арифметические задачи

Общие сведения. Различают арифметические задачи на вычисление 9 
доказательство и исследование.

Рассмотрим несколько арифметических задач.



1. У ученика было 12 тетрадей, 5 тетрадей он исписал. Сколько 
тетрадей у него осталось?

2. Доказать, что если к трехзначному числу приписать такое же 
число, то полученное шестизначное число будет обязательно делиться 
иа 7, И и 13.

3. Существуют ли числа, которые при делении на 9 дают в остатке 5, 
а при делении на 15 дают остаток 6?

Первая из этих задач — иа вычисление, вторая — и а, доказатель
ство, третья — на исследование.

В каждой арифметической задаче даны некоторые числа, соотно
шения и т. д. и сформулированы некоторые требования. То, что дано 
в задаче, называется ее условием, что требуется сделать — требова
нием или вопросом. Решить задачу — значит выполнить то, что требу
ется в ией. В результате решения ?адачи получают ответ или решение.

Обычно арифметические задачи содержат лишь такие данные, 
которые необходимы и достаточны для получения определенного един
ственного ответа. Такие задачи называют определенными. Но иногда 
встречаются задачи, имеющие несколько и даже бесконечное множе
ство решений; их называют неопределенными задачами. Бывают и такие 
задачи, которые не имеют ни одного решения; их называют противо
речивыми.

Арифметические задачи на вычисление. Арифметической задачей 
на вычисление называют требование определить численное значение 
какой-либо величины по известным численным значениям других вели
чин, находящихся в определенной зависимости между собой и с иско
мым. Необходимыми элементами арифметической задачи на вычисле
ния являются:

1) числовые данные;
2) словесные пояснения той зависимости, которая имеется между 

данными числами и между данными и искомыми;
3) тот вопрос задачи, ответ на который требуется найти.
Все арифметические задачи на вычисление принято делить на 

простые н составные. Простыми называются задачи, которые можно 
решить одним действием. Задачи, которые невозможно решить одним 
действием, называют составными.

'Рассмотрим важнейшие типы составных арифметических задач.
Задачи на тройное правило. Наиболее часто встречаются арифме

тические задачи на так называемое простое тройное правило. В этих 
задачах даны три числа и требуется определить четвертое, пропорцио
нальное к ним.

З а д а ч а .  10 болтов весят 4 кг. Сколько весят 25 таких болтов? 
Такие задачи можно решить несколькими способами.

Р е ш е н и е  I (способом приведения к единице).
1. Сколько весит один болт?

4 К8 : 10 =  0,4 кг.

2. Сколько весят 25 болтов?
0,4 кг * 25 =  10 кг.

Р е ш е н и е  II (способом пропорций). Так как вес болтов прямо 
пропорционален их количеству, то отношение весов равно отношению 
штук (болтов). Обозначив искомый вес буквой х , получим пропорцию

ЛГ: 4 =  25 : 10,
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4 ' 25 ІП / ч
х =  —ІТГ” =

Можно рассуждать и так: 25 болтов больше 10 болтов в 2,5 раза} 
следовательно, они тяжелее 4 кг тоже в 2,5 раза:

4 кг • 2,5 =  10 кг.
О т в е т .  25 болтов весят 10 кг.
Сложное тройное правило. Задачи, в которых по данному ряду 

соответствующих друг другу значений нескольких (более двух) про
порциональных величин требуется найти значение одной из них, соот
ветствующее другому ряду данных значений остальных величин, 
называют задачами на сложное тройное правило.

З а д а ч а .  5 насосов в течение 3 ч выкачали 1800 ведер воды. 
Сколько воды выкачают 4 таких насоса в течение 4 ч?

5 нас. 3 ч — 1800 вед.
4 нас. 4 ч — х вед.

1) Сколько ведер воды выкачал 1 насос в течение 3 ч?
1800 : 5 =  360 (ведер).

2) Сколько ведер воды выкачал 1 насос в течение 1 ч?
360 : 3 =  120 (ведер).

3) Сколько”воды выкачают 4 насоса за 1 ч?
120 • 4 =  480 (ведер).

4) Сколько воды выкачают 4 насоса за 4 ч?
480 • 4 =  1920 (ведер).

О т в е т .  1920 ведер.
Сокращенное решение по числовой формуле:

1800 . 4 . 4  ,
Х ”  — 5~ПІ—  =  (веДеР)«

Задачи на нахождение двух чисел по их сумме и разности.
З а д а ч а  1. Кусок полотна в 104 м надо разрезать на 2 такие 

части, чтобы в первой было на 16 ж больше, чем во второй. Сколько 
метров полотна будет в каждой части?

104

откуда

■' ' і 1 '

Рис. 1.

Если бы первая часть куска по длине была такая же, как вторая, 
т. е. на 16 м меньше, чем в действительности (рис. 1), то весь кусок 
имел бы

104 м — 16 м =  88  м.
Разделив его пополам, получим длину второй части:

88  м : 2 =  44 ж.

66



Тогда первая часть имеет:
44 мЦ- 16 м =  60 м.

О т в е т .  60 м и 44 ж.
П р и м е ч а н и е .  Вместо последнего действия можно было бы 

выполнить иное: 104 м — 44 м =  60 м.
Можно было бы предположить, что вторая часть такая же, как 

первая. Тогда имели бы:
104 м +  16 м =  120 м,

120 м : 2 =  60 му 
60 ж — 16 м =  44 м.

Можно эту задачу решить и таким способом. Искомые числа могут 
быть уравнены, если от большего отнять и прибавить к меньшему их 
полу разность. Следовательно,

104 м : 2 =  52 м.
16 м : 2 =  8 м,

52 м +  В м — 60 Му 
52 м — 8 м =  44 м.

Эту задачу, как и все последующие арифметические задачи, можно 
решать и с помощью уравнений. Но здесь мы приводим только арифме
тические решения задач.

Задачи на нахождение двух чисел по их сумме или разности и 
отношению.

З а д а ч а  1. Разность двух чисел равна 14. Частное от деления 
большего числа на меньшее равно 4—. Найти эти числа.

О
Так как частное от деления большего числа на меньшее равно 

то меньшее число составляет 1 часть, а большее — 4- -̂ такихо о
частей. Имеем: 4-^— 1 = 3 - ^  (части) составляет разность чисел 14;

14 : 3~- — 4-і- — меньшее число; 4— • 4-|- =  18“  — большее число. 
О т в е т .  18,2 и 4,2.
З а д а ч а  2. На одном складе в 3 раза больше муки, чем на дру

гом. Если из одного склада вывезти 850 кг, а из другого 60 кг, то на 
обоих складах останется муки поровну. Сколько муки было на каж
дом складе?

\б0 кг 800кг

і---------и --------- ^ ^Г— 1 1 ■«/ ■ ■ ' ■■ — *і 850кг
\

* ■ ■■■ Ы
150кг
Рис. 2.

2
Из рис. 2 ясно, что части имеющейся муки составляют

800 кг, значит, на втором складе было 400 кг часть^ , на пер
вом— 1200 кг (3 части).

О т в е т .  1200 кг у 400 кг.
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Задачи на пропорциональное деление.
З а д а ч а  1, Разделить число 100 на две части прямо пропорцио

нально числам 2 и 3.
Эту задачу следует понимать так: разделить 100 на две части, 

чтобы первая относилась ко второй, как 2 к 3. Если обозначить иско
мые, числа буквами хг и то эту задачу можно сформулировать и так. 
Найти хг и хг такне, чтоб

* !+  ЛГ2=г 100,
Хі : лгг=  2 : 3,

Такие задачи решают, пользуясь следующим правилом.
Чтобы разделить число на части прямо пропорционально нес коль- 

ким данным числам, достаточно разделить его на сумму этих чисел 
и частное умножить на каждое из этих чисел.

Решим приведенную выше.зада чу.

_  100 * 2 -  ЛП -  100 ‘ 3 -  АП
Хі 2 +  3 ’ *2 2 +  3

О т в е т. 40 и 60.
Аналогично делят числа на три и более частей, пропорционально 

данным числам.
3 а д а ч а 2. Разделить 780 на четыре части пропорционально чис

лам 1,5; 0,75; 0,4; 1,25.
Эту задачу следует понимать так: если обозначить искомые числа 

через хг, х2, х3 и х4, то:

1,5 0,75 0,4 1.25*

Умножив каждый из знаменателей на 100 и воспользовавшись 
свойством равных отношений (стр. 64), получим

*1 _  *2 *3 Хі *1 +  *2 +  *з +  Ч  __ 780 _  0 
150 75 ~  40 125 150 +  75 +  40 +  125 390 ‘

откуда
х±— 300, дг2=  150, * з=  80, 250.

П р и м е ч а н и е .  Иногда задачу решают так.
хг: х2: дг3: дг4=  1,5 : 0,75 : 0,4 : 1,25.

После замены отношения дробных чисел отношением целых чисел 
получим

*і : х2 : х3 : х4 =  30 : 15 : 8 : 25.

- ....... 780 - ю
3 0 +  1 5 + 8  +  25 '

хх =  10 . 30 =  300,
х2 =  10 - 15 =  150 и т. д.

Однако с научной точки зрения такое решение некорректно, т. к. 
в математике нет понятия «отношение нескольких (более двух) чисел». 
В частности, равенство

1,5 : 0,75 : 0,4 : 1,25 =: 30 : 15 : 8 : 25.
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неверно: выполнив деление в его левой н правой частях, получим 
соответственно 4 и 0,01; соединять неравные числа знаком нельзя.

Чтобы разделить число на части обратно пропорционально данным 
числам, надо разделить его прямо пропорционально числам, обратным 
данным.

З а д а ч а  3. Разделить число 52 на три части обратно пропорцио
нально числам 4, 6 и 8.

Числа, обратные данным: 4-» 4 ” и 4" • Следовательно,4 о о
*і __ *г х„ X, +  +  *■> 52 №

Л ч - І .  13 '
4 6 8 4 6 8 24

*і ~  • 96 =  24, =  - і  • 96 =  16, х, =  • 90 =  12.

О т в е т .  24, 16 и 12.
Задачи на смешение.
З а д а ч а  1. Сплавили 180 г золота 920-й пробы со 100 г 752-й 

пробы. Какой пробы получился сплав?
В первом слитке чистого золота было 0,92 от 180 г, т. е. 180 • 0,92 =  

*= 165,6 (г). Во втором слитке чистого золота было 0,752 от 100 г, т. е. 
100 ■ 0,752 =  75,2 (г). Следовательно, в полученном сплаве чистого 
эолота содержится 165,6 +  75,2 е= 240,8 (г). Общий вес сплава равен 
180 +  100 =  280 (г). Его проба равна

^ • 1 0 0 0  =  860.

О т в е т .  Получен сплав 860-Й пробы.
З а д а ч а  2. К 2 кг воды прибавили 8 кг 70-процентиого растворе 

серной кислоты. Определить процентную концентрацию полученного 
раствора.

1) Сколько в растворе чистой (безводной) кислоты?
8 кг ■ 0,7 =  5,6 кг.

2) Чему равен вес раствора?
2 кг +  8 кг «  10 кг.

3) Чему равна процентная концентрация раствора?
5,6 кг : 10 кг =  0,56 =  56%.

П р и м е ч а н и е .  Если количество кислоты выражено не в кило
граммах, а в литрах, то подобные задачи можно решать только с по
мощью таблиц удельных весов растворов серной кислоты. Рассмотрим, 
например, такую задачу. К 2 л воды прибавили 8 л 70-процентного 
раствора серной кислоты. Определить процентную концентрацию 
полученного раствора.

В таблице находим удельный вес 70-процентного раствора серной 
кислоты. Он равен 1,6. Следовательно, 8 л этого раствора" весят 1,6Х 
X 8 =  12,8 (кг). Безводной кислоты в нем содержится 12,8 • 0,7 =  
а= 8,96 (кг). Концентрации раствора равна 8,96 : 14,8 «  0,6 =*= 60%.

Рассмотренные задачи относятся к задачам на смешение первого 
рода. Они сравнительно не трудны. Более сложными являются задачи 
на смешение второго рода.
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З а д а ч а  3. В каком отношении нужно взять два сорта товара 
стоимостью по 7,5 руб. за 1 кг и по 7 руб. за 1 кг, чтобы получить смесь 
стоимостью по 7,2 руб. за 1 кг?

Обозначив неизвестные количества товара ценой 7,5 руб. и 7 руб. 
за 1 кг соответственно через х1н х2, составляем таблицу:

Хі — 7,5 руб. \  7 9 - на 0,3 руб. дороже 
Х2 —’ 7 руб. / * ру * на 0,2 руб. дешевле

Далее рассуждаем так. При стоимости 1 кг смеси по 7,2 руб. каж
дый килограмм товара первого сорта оценивался дешевле его стоимости 
на 0,3 руб., а каждый килограмм второго сорта, вошедший в смесь, 
оценивался дороже на 0,2 руб.

Для того чтобы уменьшение стоимости первого сорта могло быть 
покрыто повышением стоимости второго сорта (стоимость всей покупки 
ие изменилась), необходимо, чтобы каждый раз, когда берут 0,2 кг 
товара первого сорта, брали 0,3 кг второго сорта, т. е. ^  : *2=  0,2 ;
: 0,3 или хг: Х2=  2 : 3.

О т в е т .  В отношении 2 : 3.
З а д а ч а  4. Из двух сплавов с 60-процентным и 80‘процентным 

содержанием меди надо изготовить сплав весом 40 кг с 75-процеитным 
содержанием меди. Сколько килограммов каждого сплава надо взять 
для этого?

Выражаем содержание меди в граммах на 1 кг сплава:
меньше на 150 г 
больше на 50 г

*І _  50 . і . о
х2 150 ’ хі хі - 1 3 '

40 40хх =  — =  10 (кг); л:2 =  — • 3 =  30 (кг).

О т в е т .  10 кг и 30 кг*.
Задачи на движение. К арифметическим задачам на движение 

принадлежат такие, в которых на основании зависимости между вре
менем, скоростью и расстоянием при равномерном движении надо найти 
одну из этих величин. В зависимости от их содержания различают 
задачи на встречное движение и на движение в одном направлении.

В с т р е ч н о е  д в и ж е н и е .  З а д а ч а  1. Из города А в 11 ч 
выехала легковая машина и движется со средней скоростью 50 км/ч 
по направлению к городу В . Через 30 мин навстречу ей нз города В 
вышла грузовая машина со средней скоростью 35 км/ч. В котором 
часу произойдет их встреча, если расстояние между городами равно 
195 км (рис. 3)?

) ІДри/Ѵ 
А* '  і ■ ■!■■■

195 ш  
Рис. 3.

1) Какое расстояние пройдет легковая машина до выхода грузовой?
50 * 0,5 =  25 (км)

* Задачи 2 а 4 удобнее решать с помощью уравнений.
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2) Какое расстояние пройдут до встречи при совместном движении 
легковая и грузовая машины?

195 — 25 =  170 (км).
3) На сколько километров сближаются за один час легковая и гру

зовая машины?
50 +  35 =  85 (/си).

4) Через сколько часов после выхода грузовой машины они встре
тятся?

170 : 85 =  2 (ч).
5) В котором часу произойдет встреча машин?

11 ч “1~ 30 мин Ц- 2 ч =  13 ч 30 мин.
О т в е т .  В 13ч 30 мин.
З а д а ч а  2. Из двух пунктов, расстояние между которыми 37 км, 

вышли одновременно навстречу друг другу два туриста. Первый про
ходил за час на 0,5 км больше второго. С какой скоростью шел каждый 
турист, если через 2,5 ч после выхода расстояние между ними было 
18,25 км?

Оба туриста прошли за 2,5 ч расстояние: 37 — 18,25 =  18,75 (юн). 
За час оии прошли 18,75 : 2,5 =  7,5 (кж). Если бы скорость первого 
туриста была такая же, как и второго, они за час прошли бы 7,5 —
— 0,5 =  7 (км). Тогда второй турист за час проходил 7 : 2 =  3,5 (/си), 
а первый — 3,5 +  0,5 =  4 (км)*

О т в е т. 4 км и 3,5 км.
Д в и ж е н и е  в о д н о м  н а п р а в л е н и и .  З а д а ч а  3. 

Из пункта А выехал велосипедист и едет по направлению пункта В 
со средней скоростью 12 км/ч. Через 2 ч из этого же пункта отправился 
в том же направлении второй велосипедист со скоростью 18 км/ч. Через 
сколько часов и на каком расстоянии от А второй велосипедист догонит 
первого (рис. 4)?

< ”

А -----------
1 г _

1) Какое расстояние проходит первый велосипедист до выезда вто
рого?

12 • 2 =  24 (км).
2) На сколько километров больше проходит в час второй велоси

педист, чем первый?
18 — 12 =  6 (км).

3) Через сколько часов после своего выезда второй велосипедист 
догонит первого?

24 км : 6 км — 4 (ч).
4) На каком расстоянии от А второй велосипедист догонит пер

вого?
18 X 4 =  72 (км).

О т в е т .  4 ч, 72 км.

Ф - в

Рис. 4.
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II. А Л Г Е Б Р А  
И Э Л Е М Е Н Т А Р Н Ы Е  Ф У Н К Ц И И

ИСТОРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ О РАЗВИТИИ АЛГЕБРЫ

Первые алгебраические задачи были поставлены и решены еще 
математиками древнего Египта и Вавилона. Папирус Ахмеса, относя
щийся к XVIII в. до н. э., содержит решение одиннадцати задач, при
водящих к уравнениям с одним неизвестным. Значительно более глу
бокими знаниями обладали вавилоняне. До нашего времени сохрани
лись тексты с решением системы двух уравнений с двумя неизвестными* 
квадратных и кубических уравнений, систем квадратных уравнений 
с двумя и с тремя неизвестными.

В древней Греции алгеброй занимались очень мало. Однако заме
чательный труд Диофанта Александрийского, написанный около 
250 г. н. э., является доказательством того, что в древней Греции уже 
тогда существовала алгебра как наука, связанная, очевидно, с вави
лонской математикой. Этот труд, носивший название «Арифметика», 
содержал решения задач, приводимых к уравнениям первой и второй 
степени и к неопределенным уравнениям. Все рассуждения Диофанта — 
чисто аналитического типа, но при решении каждой задачи ои пользо
вался специальным способом: общих способов решений он ие знал. 
Диофант не знал также отрицательных чисел, а при решении квадрат
ного уравнения давал только положительный корень в качестве ответа 
В своих алгебраических рассуждениях он пользовался некоторой сим
воликой.

В истории математики, и в частности алгебры, различают три 
способа изложения — риторический, синкопированный и символиче
ский. Риторическим способом называется такой, когда все предложе
ния записываются словами, символика отсутствует полностью. Этим 
способом изложения пользовалось большинство математиков вплоть 
до нового времени.

Синкопированный способ также характеризуется словесной записью 
математических выражений, одиако для часто встречающихся дей
ствий и понятий применяется символика. Таким способом выполнен 
трактат Диофанта, которым вплоть до середины XVII в* пользовались 
западноевропейские алгебраисты.

Символический способ изложения, при котором математические 
выражения полностью записываются математическими символами, 
впервые в Европе был разработан французским математиком Виетом
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(1540—1603) и применяется со второй половины XVII в. Одиако за
долго до этого времени он уже применялся индийскими математиками.

Индийцы внесли в алгебру значительный вклад. Во II в. н. з. они 
пользовались иррациональными числами, В VII в. математик Брах
магупта уже полностью владеет теорией уравнений первой и второй 
степеней с одним неизвестным. Он пользуется также и понятием отри
цательного числа. К XII в. относятся два трактата математика Бхас
кары — «Лилавати» и «Биджаганита». В последнем Бхаскара зани
мается решением квадратных уравнений, причем рассматривает оба 
корня, считая, однако, второй корень ненужным.

Некоторыми познаниями в алгебре обладали также математики 
древнего и средневекового Китая. Последняя часть «Математики 
в девяти книгах», иаписаниой во II—III вв. н. э., посвящена применению 
алгебры к некоторым задачам геометрии. В XIII в. выдающийся китай
ский математик Цинь Цзю-11Іао написал трактат «Девять отделов ис
кусства счета», в котором он дает численные решения уравнений вплоть 
до четвертой степени. Это было наивысшим достижением китайцев 
в области алгебры; дальнейшее развитие математики в Китае последо
вало лишь в XIX в., после овладения европейскими методами исследо
вания.

Начиная с IX в. алгеброй начали заниматься ученые ряда стран, 
входивших тогда в состав Арабского халифата. Они пользовались 
поэтому для своих сочинений арабским языком. Сирийскими, египет
скими, иракскими и иранскими учеными были переведены на арабский 
язык, тщательно изучены и прокомментированы сочинения греческих 
математиков. Особенно значительный вклад принадлежит среднеази
атским ученым, которые, кроме греческой математики, изучили и ин
дийскую, чем облегчили свои дальнейшие исследования.

Великий хорезмский математик Мухаммед ибн Муса написал трак
тат под названием «Книга восстановления и противопоставления»,

«Восстановлением» Мухаммед называет перенос вычитаемого из 
одной части уравнения в другую, где оно становится слагаемым; 
«противопоставлением» — собирание неизвестных в одну сторону урав
нения, а известных — в другую сторону. «Восстановление» по-арабски 
называется «ал-джебр». Отсюда и произошло слово «алгебра». В этом 
трактате Мухаммед дает учение об уравнениях первой и второй степе
ней, рассматривает применение алгебры к геометрии, а также к ряду 
вопросов, связанных с наследованием и делением имущества па слож
ным законам мусульманского права.

Значение Мухаммеда в истории науки велико. В сущности, он. 
подытожил и свел воедино знания греков, индийцев и среднеазиатских 
народов по арифметике и алгебре.

Знаменитый таджикский поэт и ученый Омар Хайям (1040—1123) 
наг^исал около 1070 г. трактат по алгебре, содержащий решение урав
нений первой, второй и третьей степеней, а также некоторых специаль
ных видов уравнений методом геометрических построений.

Много алгебраических задач было решено среднеазиатскими и 
арабскими учеными в связи с развитием астрономии и геометрии. 
Так, астроном Улуг-Бек (1394—1449) разработал численное решение 
кубических уравнений типа

ах +  Ь =  0,
необходимое для составления тригонометрических таблиц. Его совре
менник ал-Каши разработал правило извлечения корней любой степени
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из целых чисел. Ал-Каши принадлежит также первое в истории науки 
применение правила возведения двучлена в любую степень («бином 
Ньютона»).

В Западной Европе алгебра начала развиваться начиная с Х Ш  в.
В 1202 г. Леонардо Фибоначчи (Леонардо Пизанский) написал «Книгу 
аб абаке», энциклопедическое сочинение, в котором свел знания своего 
времени в области арифметики и алгебры, в значительной степени 
заимствованные у восточных математиков. Как это сочинение, так 
и его прообразы — труды среднеазиатских и восточных ученых — на
писаны часто риторическим способом и совершенно не содержали сим
волики.

К самостоятельным достижениям Леонардо Фибоначчи относится 
приближенное алгебраическое решение кубического уравнения.

Трчное алгебраическое решение этого уравнения было уже резуль
татом трудов математиков эпохи Возрождения. В сущности, нахожде
ние этого решения явилось одним из тех шагов, которые продвигают 
науку сперед и дают ей импульс для дальнейшего развития. Поэтому 
нахождение решения уравнения третьей степени явилось одним из 
крупнейших достижений математиков XVI в. В 1541 г. итальянский 
ученый Н. Тарталья нашел общее решение кубического уравнения, 
но опубликовал его другой итальянский ученый Джеронимо Кардано 
(1501—1576) в своей книге «Великое искусство». Там же Кардано при
вел и решение уравнений четвертой степени, найденное его учеником 
Феррари.

В течение следующих трех веков математики безуспешно искали 
алгебраические решения уравнений выше четвертой степени и только 
знаменитый норвежский математик Нильс Генрик Абель (1802—1829) 
и Эварист Галуа доказали, что общее алгебраическое уравнение выше 
четвертой степени не разрешимо в радикалах.

В своем труде Кардано указал также, что уравнение третьей сте
пени имеет три корня. Правда, он не дал общего теоретического вывода 
этого положения, а привел его лишь в нескольких частных случаях. 
Он впервые решает задачу с комплексными числами: делит 10 на две 
части, произведение которых равно 40» и в результате получает 5 +
+  ] / —15; 5 — ] / —>5. Перемножив эти числа, он получает 25+15=40.

Наибольшего развития алгебра как наука достигла в XVI в. во 
Франции. Труд Франсуа Виета «Введение в аналитическое искусство», 
опубликованный в 1591 г., был первой из работ в области алгебры, 
написанной полностью в символической форме. Виета усовершенствовал 
мегоды алгебры и тригонометрии и весьма подробно н систематически 
изложил применение алгебры к геометрии.

При решении уравнений третьей и четвертой степеней он пользовался 
методом приведения. Однако все корни, кроме положительных,отвергал.

В 1629 г. Жирар (1590—1633) опубликовал труд под названием 
«Новые изобретения в алгебре», где оценил пользу отрицательных 
корней и установил, что каждое уравнение имеет столько корней, 
сколько единиц содержится в его показателе степени.

Значительные исследования в области алгебры принадлежали ве
ликому французскому ученому Пьеру Ферма (1601—1665), который 
разработал прием исключения одного неизвестного из двух уравнений 
одинаковой степени.

В 1707 г. была опубликована «Универсальная арифметика» 
И. Ньютона (1642—1727), в которой содержался ряд полученных им
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результатов из области алгебры. Частично эти результаты были опуб
ликованы несколько раньше, в 1685 г.* в «Алгебре» Валлиса (1616— 
1703). Ньютон усовершенствовал метод исключения Ферма, открыл 
теорему о биноме, хотя и не дал ее доказательства.

«Алгебра» Джона Валлиса долгое время служила наиболее полным 
руководством по этому предмету. Кроме глав из области теории и прак
тики алгебры и арифметики, книга содержала также раздел по истории 
алгебры.

Над доказательством биномиальной теоремы в течение XVIII в. 
работало много выдающихся математиков, Якоб Бернулли (1654—1705) 
доказал ее, пользуясь теорией сочетаний, для случая целых положи
тельных показателей. Теорема для случая отрицательных и дробных 
показателей была доказана Леонардом Эйлером (1707—1783). Строгое 
доказательство было дано лишь в XIX в. Абелем.

Л. Эйлер иаписал «Полное введение в алгебру», которое было 
переведено иа русский язык и издано в 1769 г. под названием «Универ
сальная арифметика». Книга представляла для своего времени наиболее 
полное и научнЪ изложенное руководство по алгебре. Особенно хорошо 
была изложена теория логарифмов, совершенно переработанная Эйле
ром. Книга была дважды переиздана, а также неоднократно издавалась 
на немецком и французском языках.

Молодой французский математик Эварист Галуа (1811 —1832), 
погибший в возрасте 21 года, положил основу новому учению в алгебре — 
теории групп, которое развилось уже в наше время. Однако этот раздел 
выходит за пределы элементарной алгебры.

В русской школе отдельные сведения из области алгебры излага
лись в течение всего XVIII в. Сюда относилось учение об уравнениях 
первой и второй степеней, действия с буквенными выражениями, лога
рифмы, применение алгебры к решению геометрических задач. С конца 
XVIII в. под влиянием Эйлера и его учеников в русских учебных заве
дениях начинает читаться систематический курс алгебры.

Особенно много сделал для постановки преподавания алгебры 
академик С. Е. Гурьев (1764—1813).

В 1826—1839 гг, издал «Ручную математическую энциклопедию» 
профессор Московского университета Д. М. Перевощиков (1788— 
1880); третий том энциклопедии представлял собой учебник алгебры. 
Он дважды переиздан; третье издание вышло в 1854 г. Учебники 
Д. М. Перевощикова явились значительным вкладом в дело математи
ческого образования в России.

Следует отметить, что вопросами преподавания элементарной 
математики в средней школе занимались в середине XIX в. такие выда
ющиеся математики, как Н. И. Лобачевский (1792—1856), М. В. Остро
градский (1801—1861), В. Я. Буняковский (І804—1889), О. И. Сомов 
(1815—1876), П. Л. Чебышев (1821—1894) и другие, Лобачевским 
и Сомовым, в частности, были составлены учебники по элементарной 
алгебре для средней школы.



Рациональные числа 
и алгебраические выражения

§ 1. Рациональные числа

Положительные и отрицательные числа. По мере развития мате
матики происходило обобщение понятия числа. Обнаружилось, что 
чисел, которые использует арифметика, недостаточно для решения 
многих теоретических и практических задач. Были введены новые — 
отрицательные числа. Для их обозначения используют знак минус, 
например: —2, —19, —0,7 и т. д.

Отрицательные числа бывают целые и дробные. Например, числа
2

—4, —306 — целые отрицательные, а числа —0,7, —4,18, — у »  

—5^ .  — дробные отрицательные. Чтобы не смешивать с отрицательными
*

числами те натуральные м дробные числа, которые рассматривались 
в арифметике, условились называть их положительными. Перед по
ложительными числами иногда пишут знак плюс, но можно его и ие 
писать. Например, числа + 7  и 7 — одно и то же.

Число нуль не принадлежит ни к положительным, ни к отрица
тельным числам. Перед ним можно ставить и плюс, и минус; числа 
+ 1), —0 и 0 — обозначают одно и то же.

Целые положительные (т. е. натуральные), целые отрицательные 
числа и нуль все вместе называют целыми числами. Все целые и дробные 
числа (положительные и отрицательные) называют рациональными 
числами.

Числовая ось. Рациональные числа удобно изображать на прямой 
линии. Для этого достаточно взять на прямой какую-нибудь точку О 
(ее называют начальной, или нулевой), в обе стороны от нее отложить 
равные отрезки и их концы обозначить числами, как показано на рис. 5. 
Тогда каждому рациональному числу на прямой будет соответствовать 
определенная точка. Например, число 2 изображает точка А , число 
—2,3 — точка В .

і -м  1 ■ і ^ ■ ■ і 1 ^
-3 г* -1 О I 2 3 4

Рис. 5.

Прямая, точки которой изображают числа, называется числовой 
прямой или числовой осью.

Каждому рациональному числу иа числовой оси соответствует 
единственная точка.

П р  и м е ч а н и е .  Однако не каждой точке числовой оси соот
ветствует рациональное число (см. стр. 100).

Двум рациональным числам, которые отличаются только знаками, 
на числовой оси "Соответствуют точки, расположенные по обе стороны 
от нулевой точки и на одинаковых расстояниях от нее. Такие пары 
чисел называют противоположными числами. Например, число 9 про
тивоположно числу —9, и наоборот.

Противоположными называют также знаки +  и —•
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Абсолютная величина числа. Два противоположных числа, напри
мер + 7  и —7, отличаются знаками, но записываются одинаковыми циф
рами. Говорят, что они имеют одинаковые абсолютные величины. Абсо
лютная величина каждого из них равна 7.

Абсолютной величиной положительного числа называется само это 
число, абсолютной величиной отрицательного числа называется про
тивоположное ему число, абсолютной величиной числа 0 называется 
само число 0.

Обозначают абсолютную величину числа а знаком | а |.
Таким образом, | а | =  а, еслн а >  0; | а | =  —й , если а <  0;

Например, | —13 | =  13; | 4 | =  4; | 0 | =  0.
Вместо термина абсолютная величина числа теперь часто употреб

ляют — модуль числа.
Сравнение рациональных чисел. Отрицательные числа сравнивают 

как между собой, так и с положительными числами. Из двух рациональ
ных чисел больше то, которому на числовой оси соответствует точка, 
расположенная правее.

Отсюда вытекают следующие положения:
а) всякое положительное число больше нуля и больше отрицатель

ного числа;
б) всякое отрицательное число меньше нуля;
в) из двух отрицательных чисел больше то, у которого абсолютная 

величина меньше.
Например,

Равными считаются только такие числа, у которых и знаки, и

Сложение. Чтобы сложить рациональные числа с одинаковыми 
знаками у складывают их абсолютные величины и перед суммой ставят 
их общий знак.

П р и м е р ы .  ( + 8) +  (+11) =  19; ( - 7 )  +  ( - 3 )  =  — 10.
Чтобы сложить два рациональных числа с разными знаками, не- 

обходимо из большей абсолютной величины вычесть меныиую абсолют
ную величину и поставить знак числа с большей абсолютной величиной.

П р и м е р ы .  (+19) +  (—7) =  12; ( -2 ,4 )  +  15,8 =  13,4.
Сумма двух противоположных чисел равна нулю.

Если одно из двух слагаемых равно нулю, то сумма равна другому 
слагаемому: а + 0 = 0 + с = й .

Законы сложения положительных чисел справедливы для всех 
рациональных чисел.

Сложение нескольких чисел с разными знаками можно выполнить 
последовательно: сначала найти сумму первых двух слагаемых, к этой 
сумме прибавить третье и т. д. Однако удобней сложение выполнять

3 >  0 ; 1 >  —5; — 0; - 3  >  —1 0 ; - 4 <  — 1.

абсолютные величины равны, например —0,5 =  — ^  .
4Ш

§ 2. Действия с рациональными числами

П р и м е р ы .
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по такому правилу: чтобы сложить несколько рациональных чисел 
с разными знаками, надо сложить отдельно все положительные и все 
отрицательные числа и полученные два числа сложить по правилу ело- 
жения чисел с разными знаками.

П р и м е р .  (+15) +  ( - 4 )  +  (—8) +  (+ 9 ) +  ( - 1) =  (+24) +
+  (—13) =  + 11 .

Вычитание. Чтобы вычесть одно число из другого, достаточно 
к уменьшаемому прибавить число, противоположное вычитаемому.

П р и м е р ы .  ( - 3 )  — ( + 8) =  (—3) +  (—8) =  —И ; —7 —
-  ( -4 )  =  —7 +  (+4) =  —3.

Вычитание рациональных чисел заменяется сложением. Поэтому 
вычитание рациональных чисел всегда возможно.

Алгебраическая сумма. Так как вычитание рациональных чисел 
можно заменять сложением, то каждое выражение, состоящее из не
скольких сложений и вычитаний, можно подать в виде суммы чисел 
с теми же абсолютными величинами. Поэтому на такие выражения 
можно смотреть как на суммы. Их называют алгебраическими суммами.

Примеры алгебраических сумм:
3 + 7 - 4 ,  (—2) +  (—7) +  ( + 8) — (—4), а + Ь - с + с І .

Умножение. Чтобы перемножить два рациональных числа, надо 
перемножить их абсолютные величины и перед результатом поставить 
знак плюс, если оба сомножителя имеют одинаковые знаки, или минус, 
если сомножители имеют разные знаки.

П р и м е р ы .  (—2) • (—3) =  + 6; (—0,5) • ( + 2) =  —1;
( + 2) • (+3) =  + 6* (+0,5) • (—4) «  —2.

Если хоть один сомножитель равен нулю, то и произведение равно 
нулю, например 0 • (—5) =  0; (+2,5) « 0 = 0 .

Чтобы умножить несколько сомножителей с разными знаками, 
надо перемножить абсолютные величины чисел и определить знак 
произведения: если число отрицательных сомножителей четное, то про
изведение будет положительным, если число отрицательных сомножи
телей нечетное, то произведение будет отрицательным.

П р и м е р ы .  (—5) • (+4) • (—2) • (—3) • (+10) =  —1200 (число 
отрицательных сомножителей нечетное — три).

(+2,5) • ( -7 ,3 )  ■ (+ 4 ) • ( - 2 )  • ( - 1 )  ■ ( + 1 )  • (—6) =  +292 (число
отрицательных сомножителей четное — четыре).

Законы умножения положительных чисел справедливы для всех 
рациональных чисел.

Возведение в степень. Степень любого рационального числа с нату
ральным показателем определяется так же, как и степень положитель
ного числа, т. е. представляет собой произведение нескольких равных 
сомножителей.

Четная степень отрицательного числа положительная, нечетная 
степень — отрицательная.

П р и м е р ы .  ( + 2 ,1)2=  +4,41; ; (—0,03)2=  0,0009.
Деление. Частное от деления двух рациональных чисел с одинако

выми знаками равно частному их абсолютных величин, взятому со зна
ком плюс.

П р и м е р ы .  (—16) : (—4) =  + 4 ;  (+28) : (+ 4 ) =  + 7 .
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Частное от деления двух рациональных чисел с противоположными 
знаками равно частному их абсолютных величин, взятому со знаком 
минус.

П р и м е р ы .  (-4 8 ) : (+12) =  —4; (+16,8) : ( - 8) =  —2,1.
Исторические сведения о развитии понятия отрицательного числа.

Впервые отрицательные числа появились у китайских математиков 
незадолго до начала нашего летоисчисления. В IV—V вв. индийские 
математики развилн учение об отрицательных числах, а в VII в. Брах
магупта дал н истолкование действиям над отрицательными числами, 
называя положительные числа имуществом, а отрицательные — дол
гом: «Сумма двух имуществ есть имущество, двух долгов — долг, 
сумма имущества и долга — их разность, или, если они равны,— нуль. 
Сумма нуля и долга есть долг, имущества н нуля — имущество, двух 
нулей — нуль. Меньшее вычитается из большего, имущество из иму
щества, долг из долга, но если вычитается большее из меньшего, зна
чение избытка меняется. Долг, будучи вычтен из нуля, делается имуще
ством, имущество превращается в долг».

Однако, несмотря на логичность и увязку с практикой, учение 
индийских ученых не было воспринято на Западе. Лука Пачиоли 
(1445—1514) пользуется отрицательными числами, но лишь в составе 
многочленов. Он пользуется правилом «минус на минус дает плюс» 
в применении к выражениям типа (а — Ь) X (а — Ь).

В большей степени пользуется отрицательными числами Кардано. 
М. Штифель исходя из положения, что отрицательные числа «меньше, 
чем ничто», назвал их «нелепыми числами». Большинство европейских 
ученых придерживалось такого же взгляда и оперировало исключи
тельно с положительными числами.

Декарт тоже называл отрицательные числа «ложными», однако 
он представлял их в виде отрезков, имеющих направление, противо
положное отрезкам, соответствующим положительным числам.

Дальнейшее развитие теории отрицательных чисел в конце XVII 
и начале XVIII вв. связано было с открытием Ньютоном и Лейбницем 
дифференциального и интегрального исчислений. Развитие новых 
областей высшей математики потребовало нового освещения отрица
тельных величин и выяснения их роли. Это было сделано в трудах Нью
тона и Эйлера. Однако и во второй половине XVIII в. многие матема
тики, даже такие крупные ученые, как Даламбер и Карно, не призна
вали отрицательных чисел, считали их «ложными», недействительными. 
Они считали, что в математику не следует вводить отрицательных 
чисел, так как последние суть нечто иное, как вычитаемые положитель
ные числа, а следовательно, и все действия должны сводиться исключи
тельно к действиям с положительными числами.

Только в XIX в. отрицательные числа получили окончательное 
признание.

§ 3. Алгебраические выражения

Употребление букв. В алгебре для обозначения чисел, кроме 
цифр, пользуются буквами, чаще всего латинского алфавита.

Буквы употребляют:
1) для обозначения неизвестных чисел, например в упражнении 

«Определить #, если # +  0,9 =  2,7»;
2) для обозначения произвольных чисел; например, когда хотят 

сказать, что переместительный закон сложения имеет место для любых
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рациональных чисел, пишут: какие бы ни были рациональные числа
а н Ь, а-\- Ь =  Ь а.

Обычно неизвестные числа обозначают последними буквами латин
ского алфавита (х , у , г), а известные — первыми (о, Ь, с, й и т. д.)* 
Целые числа чаще всего обозначают буквами т ,  п, к, I и др. Однако 
этих соглашений не всегда придерживаются: могут быть неизвестными 
и числа, обозначенные буквами а, Ь, я, и известными считаться х, у , 
г и  т. д.

Алгебраические выражения. Так как под буквами в алгебре подра
зумевают числа, то с ними оперируют, как с числами, обозначенными 
цифрами. Например, если требуется сложить а и Ь, пишут а +  Ь. Эту 
запись и называют суммой чисел а и Ь.

П р  и м е ч а н и е, Перед множителями, выраженными буквами, 
знак умножения не ставят, а только подразумевают. Например, вместо 
а • Ь • с, 4 х пишут аЬс> 4х. Однако перед множителями, обозначен
ными цифрами, знак умножения пишут обязательно. Например, вместо

9 • 3, 3 • ~  писать 93, 3~- нельзя.
Совокупность чисел, обозначенных буквами или цифрами и соеди

ненных знаками действий, называют алгебраическим выражением.
Примеры алгебраических выражений:

З т 2я; 9 (/>* +  ?*); а; (13 +  18)7; 3,7.

Алгебраическое выражение может состоять из одной буквы, может 
совсем не содержать чисел, обозначенных буквами. В последнем случае 
(см. два последних примера) их называют также арифметическими 
выражениями.

Числовое значение алгебраического выражения. Числовым значе
нием алгебраического выражения при данном значении входящих 
в него букв* называется число, полученное в результате подстановки 
вместо букв соответствующих чисел и выполнения указанных действий.

П р и м е р .  Определить числовое значение выражения За +  5 
при а =• 5,7.

Если а =  5,7, то За +  5 =  3- 5,7 +  5 =  22,1.
О т в е т .  При а =г 5,7 числовое значение данного выражений 

равно 22,1.
Можно записать и так: За +  5|Л=5 7 =  3 • 5,7 +  5 =  22,1.

П р и м е р .  Определить числовое значение выражения °
прн с = 1  и я =  —2,5.

2 п +  5а

а
2 п +  Ъа

1 1
а=а! * 2 • ( -2 ,5 )  + 5  -1 О

2,5

Однако на 0 делить нельзя, следовательно, при данных значениях букв 
данное алгебраическое выражение не имеет числового значения. Гово
рят также, что при а =  1 и л =  —2,5 это выражение лишено смысла 
или что эти значения недопустимы дли данного выражения.

• В новых учебниках вместо «букв» пишут «переменные»: многочлен с одной 
переменной и т. п.
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Числовые значения, которые могут принимать буквы в данном 
алгебраическом выражении, не лишая его смысла, называются допус
тимыми значениями для этих букв.

Одночлен и многочлен. Алгебраические выражения, составленные 
из цифр и букв с помощью действий сложения, вычитания, умножения, 
деления и возведения в степень с натуральным показателем, называются 
рациональными алгебраическими выражениями.

у т 2 _1_ 2
П р и м е р ы ,  а — Ь; аѢ; — ;
Рациональное алгебраическое выражение называется если

оно не содержит деления на буквенное выражение.

П р и м е  р ы. Заа + у  6; х — у; аа6 .
Из целых выражений наиболее простыми являются одночлены. 

Алгебраическое выражение, которое содержит только действия умна• 
жения и возведения в степень, называется одночленом.

П р и м е р ы .  7 аЬ2; — |- 6; —0,23; с.

Эти одночлены записаны в простейшем (каноническом) виде.
Алгебраическая сумма нескольких одночленов называется много• 

членом, или полиномом.
2

П р и м е р ы .  2д +  76 — г; а3 — 63 — с2; х2 +  х — 5.
Каждый одночлен, входящий в состав многочлена, называется его 

членом. Многочлен, состоящий из двух членов, называется также дву- 
членом у или биномом (например, 2 а — 6); многочлен, состоящий из 
трех членов, называется трехчленом (например, 3а — 2 6 + 8 )  и т. д.

Одночлен принято также считать многочленом.
Расположенные многочлены. Пусть дан многочлен, содержащий 

только одну букву в различных степенях. Пользуясь переместительным 
законом сложения, мы можем переставить его члены так, чтобы они 
были расположены или по возрастающим, или по убывающим степеням 
этой буквы.

П р и м е р .  Многочлен —15х8+  7х4— 8а: +  3 — 5л3 расположить:
а) по возрастающим степеням х ; б) по убывающим степеням х.
Р е ш е н и е ,  а) 3 — 8х — 15х2— 5л^+ 7х* (по возрастающим 

степеням); б) 7х4— 5*3— 15#а— 8* +  3 (по убывающим степеням).
Если многочлен содержит две или несколько букв, то выбирают 

одну из них, которую называют главной, и располагают многочлен 
по степеням этой главной буквы. Например, выражение -8*3— 2ал?+ 
+  а*х — 5аа является многочленом, расположенным по убывающим 
степеням буквы х. Первый член расположенного многочлена, содер
жащий главную букву в наивысшей степени, называется старшим, 
а последний — низшим членом этого многочлена. Степень старшего 
члена называется степенью и самого многочлена. Так, в нашем случае 
8л8 — старший член, —5о2 — низший член, 3 — будет степенью стар
шего члена и степенью самого многочлена.

Коэффициент. Числовой множитель, стоящий впереди буквенных 
множителей, называется коэффициентом.

Если выражение содержит только буквенные множители, то его 
коэффициент равен единице, например, вместо 1с пишут просто с, вме
сто 1 аЬ пишут аЬ. Коэффициент может быть целым числом, например
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в выражений 5ей, а также дробным, например в выражении аЬ.
Сели коэффициент — натуральное число, то он показывает, сколько 
раз стоящее за ним выражение берется слагаемым, например 5ей =  
=  ей +  ей +  ей +  ей +  ей. Если же коэффициент — дробное положи
тельное число, то он показывает, какую дробь надо взять от значения

5
стоящего за ним выражения. Например, в выражении — аЬ коэффициент

означает, что при любых значениях а и Ь надо взять от их произве

дения.
С помощью коэффициентов можно короче записать многие выра

жения, содержащие одинаковые буквы, соединенные знаками +  и —, 
например:

с +  с +  с +  с +  с =  5с;
х +  х ~  г/ — у  —  у =  ?.х — Зу; 

г  , , 2 . г _  4г
+  Т  +

П р и м е ч а н и е .  В дальнейшем понятие коэффициента обобща
ется, даже буквенные множители можно рассматривать как коэффи
циенты. Например, в выражении 2аЬх коэффициентом при х  есть 2 аЬ.

Порядок действий. В алгебре сохраняются правила о порядке 
выполнения действий, которые приняты в арифметике (если не учиты
вать одного исключения, рассмотренного на стр. 16). В выражениях 
без скобок, содержащих действия разных ступеней, сначала надо вы
полнять возведение в степень, затем умножение, деление и, наконец, 
сложение и вычитание. Если в выражении есть скобки, то действия 
над числами, заключенными в скобки, выполняются первыми.

гг н  ** , Ь(Ь — 2л ) . П р и м е р .  Наити числовое значение выражения а -\— -—------ :
:аЬ2 при а =  — 1, 6 =  0,5.

Если а = —1, 6 =  0,5, то

в +  Ь+ Ь-20) ; ^  =  +  0 * Ы І  =  2 - & ) ±  0,5* =

=  —1 +  - ,5  +  2 ) : (—1) • 0.25 =  —1 +  0'5-^2 ,5 :(-0 ,2 5 )  =

=  —1 — 1,25: (—0,25) =  —1 + 5  =  4.

5 ,

§ 4. Тождественные преобразования целых выражений

Тождественные выражения и преобразования. Два выражения 
называются тождественными, если они имеют одинаковые числовые 
значения при всех допустимых значениях входящих в них букв.

П р и м е р .  Выражение 3 (а — 2) +  6 и За тождественны: при 
а =  1 и 3(а — 2) +  6 =  3, и За =  3; при а =  2 и 3(а — 2) +  6 = 6, 
и За =  6 и т. д.

Два тождественных выражения, соединенные знаком равенства, 
составляют тождество. Можно сказать и так: равенство, верное при
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всех допустимых значениях входящих в него букв, называется тожде
ством.

П р и м е р ы .  3(а — 2) +  6 = За;
х +  2х +  5* =  8х — тождества.

Тождествами являются также все равенства, выражающие законы 
сложения и умножения:

а +  Ь =  Ь +  а, 
а +  Ь +  с =  а +  (Ь +  с), 

аЬ =  Ьа> 
аЬс =  а(Ьс),
(а +  Ь)с =  ас +  Ьс.

Замена одного выражения другим, тождественным ему, называется 
тождественным преобразованием этого выражения.

Дальше будут приведены примеры простейших тождественных 
преобразований целых алгебраических выражений.

Приведение подобных членов. Два одночлена равны, если у них 
равны коэффициенты и они составлены из одинаковых букв с соответ
ственно равными показателями. Одночлены называются подобными, 
если они равны или отличаются только коэффициентами.

бП р и  ме р ы.  Одночлены 2а2ЬР и а9Ь3 равны; одночлены 2 а3,

—За3 и - і д 3 подобны.

Замена алгебраической суммы подобных членов одним членом, 
тождественным этой сумме, называется приведением подобных членов. 
Чтобы привести подобные члены, надо сложить их коэффициенты 
и полученную сумму записать коэффициентом того же буквенного 
выражения.

П р и м е р ы .  3 аѢ — аѢ +  7,4 аѢ =  (3 — 1 +  7А)аѢ =  9,4 аѢ\ 
\4т2п — 27 т 3я2+  0,7 т2п +  2 т?п2— 0,Бт3п2— 6 т2п =  8,7 т2п —
— 25,5/л3«8.

Раскрытие скобок и заключение в скобки. Раскрыть в алгебраиче
ском выражении скобки—значит заменить его тождественным ему выра
жением, не содержащим скобок. Правила раскрытия скобок следуют 
из свойств сложения и вычитания:

а +  (Ь +  с) =  а +  Ь +  с, 
а — (Ь — с) =  а — Ь +  с.

Формулируют эти правила так:
а) чтобы раскрыть скобки, перед которыми стоит знак плюс, 

надо записать без скобок все члены, стоящие в скобках, с их знаками;
б) чтобы раскрыть скобки, перед которыми стоит знак минус, 

надо записать без скобок все члены, стоящие в скобках, с противополож
ными знаками.

П р и м е р .  9а2+  [7а2— 2а — (а2— За)| = 9а2+  (7а2— 2а —
— а2+  За) =  9а2+  7а2— 2а — а2+ За — 15а2-Ь а.

При заключении в скобки пользуются такими правилами:
а) чтобы заключить в скобки многочлен со знаком плюс перед скоб

ками, надо записать в скобках все члены многочлена с их знаками;
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б) чтобы заключить в скобки многочлен со знаком минус перед скоб• 
коми, надо записать в скобках все члены многочлена с противополож
ными знаками.

П р и м е р  1. В выражении 2^ +  Ъх2у — 4ху2— у3 заключить 
в скобки крайние члены со знаком плюс перед скобками, а средние 
члены — со знаком минус.

2х3+  5 х2у — 4ху2— у3— (2Х3— у3) — (4 ху2— 5 х2у).

П р и м е р  2. В выражении х2— у2— (у — *) изменить перед 
скобками знак на противоположный.

*2— У2— (У — х) =  х2— у2+  (х — у).

§ 5. Действия над целыми алгебраическими
выражениями

Сложение одночленов и многочленов. Чтобы сложить одночлены, 
достаточно записать их один за другим с их знаками и привести по
добные члены, если они есть.

П р и м е р .  (—0,2 ху) +  (3,7*2) +  (—3,Ьху) +  (—6,8*а) =
=  —0,2 ху +  3,7 х2— 3,5 ху — 6,8л:2=  —3,7ху — 3,1х3.

Чтобы сложить многочлены, надо записать последовательно все 
их члены с их знаками и привести подобные члены, если они есть.

П р и м е р .  (12а +  76 — с) +  (с — 7Ь +  8а) =  12а +  7Ь — с +  
+  с — 7Ь +  8а =  20а.

Сложение расположенных многочленов выполняют так: подписы
вают многочлены так, чтобы подобные члены находились один под 
другим; после этого сразу приводят подобные члены и записывают 
окончательный результат.

П р и м е р .  Сложить многочлены:

З#4 +  7х3у — х2у2 — Ъху3\
—7** — Ъх3у +  8х2у2 +  10 ху3; 4л:4 +  10 х3у — 2 х2у2 — 7хф.

З*4 +  7х3у — х2у 2 — Ъху3
Н----- 7лг* — 5 х3у +  8х 2у2 +  10ху3

4х4 1 Од?у — 2х2у2 — 7хф
12 х?у +  5 х2у2 — 2дсу3*

Вычитание одночленов и многочленов. Чтобы вычесть одночлен, 
достаточно прибавить его к уменьшаемому с противоположным знаком 
и привести подобные члены, если они есть.

П р и м е р ы .  10а3— (+ 7 а 3) =  10а3— 7 аа=  За3;
—0,2т2л — (+ 7 ,3тя) =  —0,2т2л — 7,3 тл .

Чтобы вычесть многочлен, надо записать после уменьшаемого все 
его члены с противоположными знаками и привести подобные члены, 
если они есть.

П р и м е р .  (5*2 — Здсу +  у2) — (6*2 — 8ху +  у3) =  Ъхг — 3ху +  
+  0а— 6л:2+  8 ху —- у3=  —х2+  Ьху +  у2— і/3.

Вычитание расположенных многочленов можно выполнять так: 
у вычитаемого многочлена заменить знаки всех членов на противо
положные, подписать его под уменьшаемым так же, как и при сложении, 
и привести подобные члены.
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П р и м е р. Выполнить вычитание в столбик: (8** — Зх9 +  7*2 +  
+  х  — 18) — (5*4 — 6** +  Зх* +  4* — 7).

Р е ш е н и е .
, в*4 — З*3 +  7х2 4* 18 

^  —5л:4 +  6*3 — З*2 — 4х +  7
З*4 +  З*3 +  4х2 — Зх — 11.

Умножение одночленов и многочленов. Чтобы перемножить одно
члены, надо перемножить их коэффициенты и к произведению припи
сать множителем каждую букву из перемножаемых одночленов с пока
зателем, равным сумме показателей этой буквы в сомножителях. Если 
буква входит только в один из сомножителей, то ее записывают в произ
ведение с тем же показателем.

П р и м е р ы .  ^— —х3у2г|  • 21 ху =  —6*4у3г;

(—8хп+х) • (—О.б*3#) =  4дсл+4*/.
Чтобы умножить многочлен на одночлен, надо умножить на этот 

одночлен каждый член многочлена и полученные произведения сложить.

П р и м е р ы .  (5 т 2 — 10тп — 4п2) •
+  5/п*л* +  2тл 3;

1 Т а Ь '  [ т а Ѣ  ~  т а Ь г  ~  ІГ **) “ 0 3 ь *  ~  2 а Ѣ *  ~  а Ь > '

Чтобы умножить многочлен на многочлен, надо каждый член одного 
многочлена умножить на каждый член другого и полученные произве
дения сложить.

П р и м е р ы .  (4г2 — 1) • (г2 +  5) — 4г4 +  20г2 — г2 — 5 =  4г4 +
+  19г2 — 5;

(х2 +  3* +  2) • (х — 5) =  X3 — 5*2 +  З*2 — 15* +  2* — 10 =
=  л:3 — 2х2 — ІЗх — 10.

Умножение расположенных многочленов покажем на следующем 
примере:

ѵ З*8 — 2ах +  5 а2 
*  — х2 +  3 ах +  4а2

—З*4 -|- 2а*3 — 5а2*2 
+  9а*3 — 6а2*2 +  15а3*

12а2*2 — 8а3* +  20а4
—З*4 +  11а*3 +  а2*2 -Ь 7а3* +  20а4.

При умножении многочленов их располагают по убывающим сте
пеням одной из букв. Умножение выполняют в следующем порядке. 
Все члены множимого умножают на первый член множителя и резуль
тат записывают в строку под чертой. Затем все члены множимого умно
жают на второй член множителя и результат записывают во второй 
строке так, чтобы подобные члены оказались друг под другом. Так же
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записывают произведения всех членов множимого на третий член мно
жителя и так далее до конца. Подобные члены приводят и окончатель
ный результат записывают внизу под чертой.

Возведение в степень одночленов. Чтобы возвести одну степень 
в другую, надо основание возвести в степень, равную произведению пока- 
зателей степеней.

Чтобы возвести в степень одночлен, надо возвести в эту степень 
каждый сомножитель и полученные результаты перемножить.

П р и м е р ы .  (2х2у3г)4 =  16х*у12г*; (— (—а)2)3 — [—а2]5 =  —а9.
Деление одночленов. При делении степеней одного и того же 

основания из показателя делимого вычитается показатель делителя, 
а основание остается прежним.

П р и м е р ы ,  х6 : х2 =  х4; ат : ап =  (при т ]> л).
П р и м е ч а н и е .  Нели т [равно й, то в этом случае делитель 

и делимое равны, значит, частное равно единице: ат : ат =  1.
Чтобы разделить одночлен на одночлен, надо разделить коэффициент 

делимого на коэффициент делителя и к полученному частному припи- 
сать множителями каждую букву делимого с показателем, равным раз
ности показателей этой буквы в делимом и делителе.

П р и м е р ы .  (—1 Ъах2) : 7,5* =  —2ах; 30т4х і : (—18т4*2) =

Деление одночленов нацело невыполнимо, если показатель какой- 
либо буквы в делителе больше показателя тон же буквы в делимом 
или если делитель содержит букву, которой нет в делимом.

Деление многочлена на одночлен. Чтобы разделить многочлен 
на одночлен, надо разделить на этот одночлен каждый член многочлена 
и полученные частные сложить.

Деление многочлена на многочлен. Рассмотрим деление многочле
нов на примере, когда оба многочлена зависят от одной буквы.

Пусть надо разделить многочлен бх4— 11*Ц- 5 ^ +  9х — 5 на 
многочлен 3^-(- 4х — 5. Для этого располагают многочлены по убы
вающим степеням буквы х. Затем выполняют деление в следующем по
рядке:

а) делят первый член делимого на первый член делителя и полу
чают первый член частного;

б) умножают делитель на первый член частного и произведение 
вычитают из делимого. Получают первый остаток;

в) делят первый (старший) член остатка на первый член делителя, 
получают второй член частного я так делят до тех пор, пока деление 
не окончится или пока не получится остаток, старший член которого 
не делится на старший член делителя.

П р и м е р ы .  (а3)а =  (х2)4 =  *8; (ат)п — атп

П р и м е р ы . а*х3 - И

+  2а2х — 1- -̂ х2;

[5 (а +  Ь)4 — 10 (а +  Ь)3 — 15 (а +  Ь)2\ : 5 (а +  6)2 =■
=  (а +  &)2 — 2 ( 4 + ^ ) — 3.
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Записывают это так:

_6х4 +  5*3 — 1 1х2 +  9дг — 5 | 3** +  Ах — 5
бх4 +  8х* Юх2________  2x2 — х +  і

—Зх3 — х2 -\-9х
—Зх3 — 4х2 - - 5х

Зх2 +  4х — 5 
Зх2 +  4* — 5

О

Если многочлены зависят от двух или нескольких букв, выбирают 
какую-нибудь букву главной и располагают многочлены по убывающим 
степеням этой буквы. Тогда остальные буквы рассматривают как коэф
фициенты, и деление таких многочленов выполняют так же, как н в 
первом случае.

П р и м е р .  _а *  4- 2а3х 4- * 2 I д3 +  х

а6 4- Д3* а3 4* *
срх +  х2 
а3х +  х2

б
Деление многочленов ие всегда выполняется нацело. В большин

стве случаев при делении многочлена на многочлен получается ос
таток.

П р и м е р .  с® — 2аь. — Ф 4- 2аэ — а 4-1 I я3 — 2в* +  За — 1
Ф — 2аь. 4- За4 — а3 дЗ _  _  5

—4а4 4 - За3 — й 
—4а4 4 - Во3 — 12а2 +  4а

—5а3 4- 12а2 — 5а +1
—5а3 4- Юа2 — 15а 4 $

2а2 +  10а — 4
Здесь многочлен 2а8 4" Юа — 4 уже не делится на а3 — 2а2 4* 

4- З а — 1, следовательно, в результате деления получено частное 
а3 — 4а — 5 и остаток 2а2 +  10а — 4.

Между делимым А , делителем В» частным С и остатком Я суще
ствует следующая зависимость:

А =  В (3 4-

В рассмотренном примере имеем
— 2а* — й*+  2а3 — а 4  1 =  (а3 — 2а2 4- За — 1)(а3 — 4а — 5)4-

4* 2а2 +  10а — 4.

П р и м е ч а н и е .  В случае деления многочленов от нескольких 
букв частное и остаток определяются не однозначно в зависимости от 
выбора главной буквы. Например,

й2 Н- аЬ 4- Ь*
а2 Н- аЬ Ьг 4 * Ьа

Ь2 а2
Здесь делимое и делитель в обоих случаях одинаковы, но частные 

и остатки — разные.
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§ 6. Формулы сокращенного умпожения

Произведение суммы двух чисел на их разность. Произведение 
суммы двух чисел на их разность равно разиости квадратов этих чисел:

(а +  Ь)(а — Ь) =  а2— Ь*.
П р и  м е р ы .

(7х +  2уь) (7х — 2у*) =  49*2 — 4ув;

( 2 . 7 \ ( 7 2 V 4 9  2 4  2

1 з * + 8 У/ ( , 8 У 3 * / 64у 9 * '
Квадрат суммы. Квадрат суммы двух чисел равен квадрату первого 

числа, плюс удвоенное произведение первого числа на второе, плюс ква
драт второго числа:

(іа +  6)2=  о2+  2аЬ +  6а.
П р и м е р .

( ^ х у  +  10**) =  +  2 • %-ку • 10** *  (Юл:2)* =

=  +  &*?У +  ЮОдг4.

Геометрически формулу квадрата суммы двух чисел можио изо
бразить, как показано на рис. 6.

Квадрат суммы нескольких слагаемых можно определить по фор
муле

(Оі +  а2 +  • • • +  ап)2 =  аі +  а* +  * • • +  а% +  2 ахаг +  • • • +  2ап_ ів л.

хг уг 2*

ху У* уг

ху хг

аЬ Ь*

а2 ад

а Ь х у г
Рис. 6. Рис. 7.

Квадрат многочлена равен сумме квадратов всех его членов, сло
женной с суммой всевозможных удвоенных произведений его членов, 
взятых по два.

П р и м е р. (х +  у +  г)2=  х2+  у2+  г2+  2ху +  2уг +  2хг (рис, 7).
Квадрат разности. Квадрат разности двух чисел равен квадрату 

первого числа, минус удвоенное произведение первого числа на второе, 
плюс квадрат второго числа:

(а — Ь)2=  а1— 2 аЬ +  Ъ2.
П р и м е р ы .

(л2— Зс)2=* (х2)2— 2(х*)(3а) +  (3а)2=  х4— 6х*а +  9а2,
(1 — 0,5с)1 =  1 — с +  0,25с2.
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Куб суммы и разности. Куб суммы двух чисел равен кубу первого 
числа, плюс утроенное произведение квадрата первого на второе, плюс 
утроенное произведение первого на квадрат второго, плюс куб второго 
числа:

(а +  6)3=г л3+  3аѢ +  3а6*+  6*.
/Суб разности двух чисел равен кубу первого числа, л  ««ус утроен• 

ное произведение квадрата первого на второе, плюс утроенное произвел 
дение первого на квадрат второго, минус куб второго числа:

(а — 6)3=: а3— За26 +  Заб2— Л
П р и м е р ы .

(а2+  463)3=  (а*)«+ 3(а2)2 • 4 ^ +  За2 (4^)2+  (463)3=  а*+ 12а Ѵ +
+  48о2̂ +  646®; (2а — 56)3=  (2а)3— 3(2а)2- 56 +  3 • 2а(56)2— (56)3=

=  8а3— 60а2 6 +  150а62— 12563.
Сумма и разность кубов. Сумма кубов двух чисел равна произве

дению суммы этих чисел на неполный квадрат их разности:
а3+  63=  (а +  Ь) (а2— аб +  б8).

П р и м е ч а н и е .  Неполным квадратом разности чисел а и Ь 
называют выражение а2— аЬ +  Ь2. От полного квадрата разности 
а2— 2аЬ +  Ь2 оно отличается только средним коэффициентом. Выраже
ние а2+  аЬ +  Ь2 называют неполным квадратом суммы.

Если приведенную выше формулу прочесть справа налево, получим: 
произведение суммы двух чисел на неполный квадрат их разности 
равно сумме кубов этих чисел.

Разность кубов двух чисел равна произведению разности этих 
чисел на неполный квадрат их суммы:

а3— 63=  (а — 6)(а2+  аЬ +  62).
Эта формула читается и справа налево: произведение разности двух 
чисел на неполный квадрат их суммы равно разности кубов этих чисел.

П ри м е ры.

й - + т «• -  ( 1 ‘ ) ' + ( И  -  ( 4 - + - И  х

х (а * ’ -  А *» *+ п » " ) ;
(0,8а* — 5Ь) (0,64а4 +  4а*6 +  256*) =  (0,8а8)8 — ^56)3 =

=  0,512а® — 12563.
П р и м е ч а н и е ,  Все приведенные выше формулы сокращен

ного умножения для двух чисел — это частные случаи (при п =  2 
и 3» х =  Ь и —Ь) двух более общих формул (см. стр. 199).

Применение формул сокращенного умножения. При помощи фор
мул сокращенного умножения можно сравнительно быстро выполнять 
тождественные преобразования многих алгебраических выражений.

П р и м е р .  Упростить (х — 1) (х +  1) (**+ 1) — (д®+ I)3.
Р е ш е н и е (по частям).

( * ~ 1)(*  +  1) =  *2 - 1;
(** — 1) ( * * + * * +  !) =  **— 1;
{х* +  I)3 =  хв +  Зг4 +  3*»'+ 1;
*в _  і _  (*е +  +  з*а +  !) ~  а*2 _  2.
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Однако удобней преобразования выполнять цепочкой:
(* — 1) {х +  1) (х*+ х2+  1) -  (*2+  І)8=  (*2— 1) (х*+ х2+  1) -
— (*2Ч- 1)3=  (Xе— 1) — (х«+ 3 ^ +  Зх2+  1) =  —Зх*— Здг2— 2.

Можно использовать формулы сокращенного умножения и при 
делении многочленов.

П р и м е р ы .  (49*« — бАу2) : (7л;2 — 8^) =  [ (7*2)2 — (8</)2] : (7х2 —
— 8у) =  7х2 Ч- 8у;

(16а2 — 256е) : (563 Ч- 4а) =  \(Аа)2 — (563)2] : (563 +  Аа) =  4а — 563; 
(а3 — 863) : (а — 26) =  [а3 — (26)3) : (а — 26) =  а2 Ч- 2а6 Ч- 462; 

(27л:3 Ч- &У9) : (Зх Ч~ 2*/3) =  [(Зх)3 Ч- (2</3)3] : (Зх +  2у3) =
=  9л2 — бху3 4 “ 4*Д

Формулы сокращенного умножения используют также при устных 
вычислениях. Пусть, например, надо вычислить 50,52— 49,52. В дан
ном случае возводить в квадраты было бы нерационально, лучше вос
пользоваться формулой разности квадратов:

50,52— 49,52=  (50,5 Ч- 49,5) • (50,5 — 49,5) =  100 - 1 =  100.

Еще пример: 31 * 29 =  (30 +  1) • (30 — 1) =  900 — 1 =  899. 
Такие вычисления можно выполнять устно.

§ 7. Разложение многочленов па множители

Разложить многочлен на множители — значит представить его 
в инде произведения многочленов, тождественного данному многочлену.

Ниже укажем простейшие способы разложения многочленов на 
множители.

Вынесение за скобки общего множителя. Чтобы разложить много
член на множители вынесением общего множителя за скобки, надо:
а) определить этот общий множитель; б) разделить на него все члены 
многочлена; в) записать произведение общего множителя на получен
ное частное, взяв это частное в скобки.

П р и м е р ы .

2а*3— 4а2х2=  2ал:2(л: — 2а);
40т2п — 25/яп2Ч- 30тп =  Ътп(Вт — Ъп Ч- б); 

х(р — а) — у(р — а) — г(р — а) =  (р — а) (х — у — г); 
а2(х — 1) — 6(1 — х) =  а2(х — 1) +  Ь(х — I) =  (х — 1) (а2Ч~ Ь).

Способ группировки. Этот способ изложим на примере.
П р и м е р .  Разложить на множители За — 36 +  ах — Ьх. Общего 

множителя все члены данного многочлена не имеют, но если сгруппи
руем члены по два в том порядке, как они написаны, то выражение 
примет вид

(За — 36) 4“ (ох — бдг).

Если вынесем в первой группе общий множитель 3, а во второй 
общий множитель х , получим

3(а — 6) Ч- х(а — 6).
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В этом выражении общим множителем является а — Ь. Следовательно
За — 36 +  ах — Ьх — (а — Ь) (3 +  х).

П р и м е ч а н и е .  Данный пример можно решить также другим 
способом: За — 36 +  ах — Ьх — (За +  ах) — (3Ь -Н Ьх) =  а(3 +  *)— 

6(3 +  *) =  (3 +  х) (а — Ь).
В некоторых случаях, прежде чем группировать члены, нужно 

отдельные члены многочлена представить в виде суммы или разности.
П р и м е р ы ,  х2 +  Ьх +  12 =  х2 +  6х +  2х +  12 =  х (х +  6) +

+  2 (х +  6) =  (х +  6) (л: +  2).
х2 — 2х — 8 =  х2 — 4дг +  2л: — Ъ ~  х (х  — 4) +  2 (лг — 4) =

=  (* — 4) (дг +  2).
6х2 — х — 1 — 6х2 — Зх 2х — 1 — Зх (2х — 1) +  (2х — 1) =

=  (2л: — 1) (Зх -}- 1).

Разложение на множители по формулам сокращенного умножения.
Способ разложения на множители заключается в использовании формул 
сокращенного умножения, которые надо читать не только слева направо, 
но и справа налево, т. е. надо пользоваться следующими формулами:

а2— Ь2=  (а +  Ь) (а — Ь); 
а24~ 2аЬ +  62=  (а +  Ь)2; 
а2— 2аЬ 4- 62=  (а — Ь)2; 

а3+  ЗаѢ +  За62+  Ь*= (а +  6)3; 
а3— За26 +  Заб2— 63== (а — 6)3;. 
а3-Ь (а +  Ь) (а2— аЬ +  62); 
а3— (а — Ь) (а2+  аЬ +  Ь2).

П р и м е р ы .
(х +  у)2 — (х — у)2 =  (х +  у +  х — у) (дг +  у  — х +  у) =

— 2х * 2у =  4 ху\
—6а — а2 — 9 =  — (а2 -|- ба +  9) =  —(а +  З)2; 

т 2 +  п2 — 2тп =  (т — я)2;
125т3 — 75т2п +  15тп2 — п3 =  (5т — п)3; 

д-з §у* = ( х +  2у)  (х 2 — 2х у  +  4у 2);

125а* -  ±Ь* =  (ба - ± 6*) (25в* +  1 \аЬ *  +  1&<) .

Применение различных способов разложения на множители. При
разложении многочленов на множители часто используются несколько 
приемов.

В каждом отдельном случае надо предварительно изучить состав 
данного многочлена и затем определить, какне приемы разложения 
на множители здесь следует использовать. В большинстве случаев 
приходится применять все указанные выше приемы разложения на мно
жители в различной последовательности. Иногда при этом используют 
искусственные приемы.

П р и м е р ы .
а) тр — пр +  т2 — 2тп +  п2 =  (тр — пр) +  (т* — 2тп +  п*) —

=  р (т — п) +  ( т  — п)ъ =  ( т  — п) (р +  т — п);
б) 1 --  Ра --  2/7  ̂--  ^2 = 1  — _  2рд _  ді) =  1 _  (р +  д)2 _

=  (1 + Р  +  <?)(! — р — я)\
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в) *»+5*а +  3* — 9 =  (я3 — 1)+(5** — 5) +  (Злг — 3) *
=  ( * - 1)(*а +  * + 1 )4  5 ( ^  — 1) +  3(дг — I) — (дг— 1)(х* +дг -Н 
+  0 + 5 ( * - 1 ) ( * + 1 )  +  3 ( * - І )  =  ( * - 1 ) [ * *  +  * + 1 + 5 ( *  +
+  I) +  3] == (дг — ! ) (* ■ + *  +  1 + 5 * +  5 +  3) = = • ( * - 1)(* « + 6* +

-Ь 9) — (лг — 1) (ж +  З)а.

§ 8. Алгебраические дроби

Дробные выражения и алгебраические дроби. Алгебраическое выра
жение называется дробным, если среди указанных в нем действий есть 
деление на буквенное выражение.

Примеры дробных выражений:

Зах п 1 а Ь 12а —
а +  х '  ~  а» • 1 ’ . 1о ------ а +а ’ Ь +  с

Простейшими среди дробных выражений считаются выражения
вида -д  , где А и В — многочлены. Они называются алгебраическими
дробями. Многочлены А и В называются соответственно числителем 
н знаменателем алгебраической дроби. Числитель и знаменатель назы
ваются также членами дроби.

Примеры алгебраических дробей:
3 ах +  с 2а л* +  Ь — а 0,7 

X — 0,5с2 * а — 1 ’ 2 ’ 4дГ *

П р  и м е ч а н н е .  Напомним, что одночлен считается частным 
видом многочлена (стр. 81). В частности, число 1 также можно рас
сматривать как многочлен. Поэтому каждое целое алгебраическое выра
жение можно считать алгебраической дробью со знаменателем равным 1. 
Каждую обыкновенную дробь также можно рассматривать как алгебра
ическую дробь.

Основное свойство алгебраической дроби. Если числитель и знаме
натель алгебраической дроби умножить на один и тот же многочлен, 
то получится алгебраическая дробь, тождественная данной. С помощью 
букв это свойство можно записать так:

_  ат 
Ь Ът ‘

Здесь а и Ь — члены алгебраической дроби, а т — произвольный много
член. В частности, т может быть и любым числом не равным 0.

Из этого свойства вытекают следующие положения.
Значение дроби не изменится, если у числителя и знаменателя 

одновременно изменить знаки на противоположные. Например:
—Зх —Здс(—1) 3*



Значение дроби не изменится, если изменить знак у одного из 
ленов дроби и перед самой дробью. Например:

а — Ь а — Ь _ а — 6 
—с ^ —с (—1) с 

а — 1 _  (а — 1) (—1) 1 — а
6 — 2 ~~ 6 — 2 ~  6 — 2 ’

Сокращение дробей. Сократить дробь — значит разделить ее 
ислитель и знаменатель на их общий делитель. Если числитель и зна- 
іенатель дроби одночлены, то общие делители находят устно и затем 
окращают.

24а*Ьгс Зас 
Р и м е р. 40а36а 5" ’

Если числитель и знаменатель дроби многочлены, то их надо пред
варительно разложить на множители (если это возможно) и после 
•того произвести сокращение.

П р и м е р ы.
ас — Ьс +  ай — Ьсі __ (ас — 6с) +  {ай — Ьсі) _  
ас +  Ьс +  ай +  Ьй (ас +  6с) +  (ай +  Ьй)

— с (а — Ь) +  й(а — Ь) _  (а — 6) (с +  ё) _  о — 6 в 
с {а +  6) +  й (а +  6) (а +  6) (с +  <і) а +  6 ’

о4 +  аѢ2 +  64 _  (а2 +  62)2 — а262
о3 +  2оа6 +  2а6* +  63 "  (а3 +  63) +  2о6 (а +  6)
_  (а2 +  62 — аЬ) (а2 +  62 4- оЬ) __ а2 — аЬ +  62 в 

(а +  6) (о2 — аЬ +  6® +  2а6) а +  Ь *
.у4 +  у2 +  1 _  х* +  ?*2 +  1 — у8 (х2 +  О2 — х% _

— дс2 + х 2 +дс +  1 дг2 (лс3 — 1 ) + ' ( * * + *  +  1)
_(дг2 +  1 — дг) (х2 +  1 +  х) _ х *  —  х +  \

(х* +  х -1- І ) ( ^  — х* +  1) “  + Г

Приведение дробей к общему знаменателю. Приведение алгебраи
ческих дробей к общему знаменателю выполняется так же, как и в 
арифметике.

Простейшим общим знаменателем дробей с одночленными знаме
нателями есть наименьшее общее кратное коэффициентов знаменателей 
(если они — натуральные числа), умноженное на все различные буквы, 
входящие в знаменатели, причем каждую букву берут с наибольшем 
показателем, с каким она входит в знаменатели.

Так, например, простейший общий знаменатель дробей
5* 2 у 1
аЬ ' За*Ь " ~  2аѢ*

равен 6аа6*.
Дополнительные множители следующие:

6а*6а : аЬ =  баб,
6я262 : Зл26 =  26,
Ы Ѣ * : 2а26* «  3.
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Поэтому имеем

5дг_5̂ с • баЬ _  30хаЬ 2у 2у  - 26 4/уб в
аЬ аЬ • баб Са268 * За2/; За26 ♦ 26 6а262 *

1 1 - 3  3
2а262 “  2а*68 -3  ба^б2 •

Для вычисления простейшего общего знаменателя дробей с много
членными знаменателями сначала надо нх разложить на множители.

П р н м е р. Привести к общему знаменателю алгебраические дроби 
т +  п в. го8 +  п2

2т  — 2л " /п2 — п2 '
2т — 2п =  2 ( т  — п), т2 — п2 =  (т — п) (т +  п).

Следовательно,

т +  п _  (т +  гг) ( т  +  п) _  яг2 +  2 т я  +  я 2 ,
2т  — 2л (2т — 2 п) (т +  п) 2т2 — 2л2 *

/л2 +  л2 _  (т2 п2) • 2 _  2/п2 +  2л2 
т2 — п2 (т2 — п2) • 2 2т 2 — 2п2 *

Л т2 +  2тп +  п2 2т 2 +  2я2
т В е т' 2/п2 — 2лг ’ 2/пг — 2/гг *

П р и м е ч а н и е .  Если не требуется, чтобы общий знаменатель 
был простейшим, можно, не тратя времени на разложение многочле
нов, просто взять за общий знаменатель произведение знаменателей 
данных дробей.

§ 9. Действия с алгебраическими дробями

Сложение и вычитание. Чтобы сложить (вычесть) алгебраические 
дроби с одинаковыми знаменателями, надо сложить (вычесть) их числи- 
те л и и результат разделить на их общий знаменатель.

г, ^  о 1 а —-5П р и м е р .  Сложить —2 , —2 и .

а . 1 , а — 5 _ я - ) - 1 + я  — 5 _  2а — 4 _  а — 2 
2х 2 "1 2л:2 2л:2 2х2 2х^~ ~  ~  х 2 '

Чтобы сложить (вычесть) дроби с разными знаменателями, надо 
привести их к общему знаменателю, сложить (вычесть) числители 
и результат разделить на их общий знаменатель.

П р и м е р .  Упростить выражение

а — 1 а +  1 1
а2 +  2а +  1 ~~а2 — 2 а +  1 “ а2 — 1 ’

Разложим знаменатели на множители 

а* +  2а +  1 = ( а + 1)2, а2 — 2а + 1 = ( а — I)2, а2— 1 =
=  (а — 1) (а +  1).
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Общий знаменатель равен ( а + 1)2( а — I)2. Следовательно,

а — 1 а +  1 1 (а — 1) (а — I)3
а 2 +  2а +  1 а- — 2а +  1 о - — 1 (а +  I)2 (а — I)2

( а + 1 ) ( а + 1 ) 2 (а +  1) (а — 1) __
( а + 1 ) 2( а — I)2 (а -!-I)2( а — I)2 
_ (  а — I)3 — (а +  I)3 — (а2 —1) _

(а2 — I)2
(а3 — За2 +  За — 1) — (а3 +  За2 +  За +  1) — (а2 — О =

(а'г — I)2
_  а3 — За2 +  За — 1 — а3 — За2 — За — 1 — а 2 +  1 _  —7а2 — 1 
“  ( а - — I)2 — (а2— I)2

Так как каждое целое алгебраическое выражение можно рассма
тривать как алгебраическую дробь со знаменателем 1, пользуясь изло
женными выше правилами, можно складывать и вычитать также алге
браические дроби и целые выражения.

П р и м е р .
. , 68 а — Ь . Ьг а8 — Ь2 +  6а а2 

а — Ь + — г т = — л----- Ьа -\- Ь 1 а -\-Ь а +  6 а +  Ь *
Умножение и деление дробей. Чтобы перемножить дроби, надо 

перемножить отдельно их числители и знаменатели и первое произве
дение записать числителем, а второе знаменателем.

Чтобы разделить дробь на дробь7 надо делимое умножить на дробь, 
обратную делителю.

П р и м е р ы .
3р2пщ 3аЬс __ Зр2т ?  • 3аЬс __ 9ртс 
2а2Ь2 ' "8~рц ~  2аѢ2 . 8рд “  ТбаЬ *

8Ь2сй Ш  8ЪЧй 12а3 8ЬЧй . 12а3 32Ь2 
9а& : 12а3 “  9а5 * 7ей ”  9а6. .  Ш  “ 21а2 *

При умножении н делении дробей с многочленными числителями 
и знаменателями их числители и знаменатели разлагают на множи
тели и сокращают, если это возможно.

П р и м е р ы .
х2 — 4/у2  ̂ х — у _  (х — 2у)(х +  2у)  ̂ х — у __ 
х 2 — ху х2 +  2ху х (х  — у) х (х  — 2 у)

=  Iх +  (* — У) _  х — 2у в
х (х — у) х (х +  2у) х 2 9

а2 — а2 . 4а — \ъ _  (а — Ь) (а +  Ь) а 4 (а — Ь) _
(а +  Ь)2 * За +  3Ь "" (а +  6)2 : 3(а  +  Ь) “

_  (а +  Ь) (а — 6) . 3 (а +  6) = _3 
(а +  Ь)2 • 4 (а — 6) 4

Пользуясь правилом умножения алгебраических дробей, можно 
также умножать алгебраическую дробь на целое выражение, и наоборот 
(целое выражение можно рассматривать как алгебраическую дробь 
со знаменателем 1).
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П р и м е р ы .

а л а 2х а * 2х 2ах2х =
X — С X — с 1 (дг — с)*1  X — с 9

I ,..4 14 1 X4— 1 X4 — 1 ,
Г '  (X  1 )  „ в  і 1 „ я  і  —  X  “К 1 .X2 —  1 1 Xя —  1

Возведение в степень. Чтобы возвести алгебраическую дробь в ка
кую-нибудь степень, надо возвести в эту степень отдельно числитель 
и знаменатель и первый результат разделить на второй.

_  / а \ 4 а4 а4 (а — 1\3 ( а — I)3
П р и м е р ы .  -  (3^2) ? - - в1х.»> ~  (а +  с)3 "
Упражнения на все действия. Если надо выполнить несколько 

действий над данными алгебраическими дробями или упростить гро
моздкое выражение с алгебраическими дробями, можно выполнять 
преобразования двумя способами: по частям и цепочкой.

П р и м е р .  Упростить выражение

/  а2 +  аЬ_______ Ь \  д / 1_________________ 2аЬ______ ^
\а 3 +  а2Ь +  аЬ2 ~\~Ь3- а2 +  Ь2) ' \ а  — Ь а3 — а2Ь +  аЬ2 — 63/  *

Р е ш е н и е  п е р в ы м  с п о с о б о м :
1) а* + аЬ  =  а (а +  6);
2) о3 +  а*Ь +  аЬ2 +  Ь3 =  а2 (а +  Ь) +  Ь2 (а +  Ь) — {а +  Ь) (а8 + 62);

а (а +  Ь) а .
; (а +  Ь) {а* +  Ь2) а2 +  Ь2 ’

< ) = г 4 - г . +  6 0 +  6а * +  6* г о2 + 62 аа + & 8 *
5) а3 — а2Ь +  аЬ2 — 63 =  а2 (а — 6) +  Ь2 (а — Ь) =  (а — 6) (ая + 62);

1 2о& л2 +  Ь2 — 2 аЬ а — Ь
Ь)

7)

а — Ь {а — Ь) (а2 +  Ь2) (а — Ь) (а2 +  Ь2) о2 +  Ь2' 
а — Ь а -{-Ь

а* +  Ь2 ' а2 +  Ь2 а — Ь ‘ 

Р е ш е н и е  в т о р ы м  с п о с о б о м :

/ _____ Да +  об_______. Ь \  /__1_____________ 2аЬ______ \
\а 3 +  а2Ь +  аЬ2 +  Ь3 а2 +  Ь2) \я  — Ь а3 — а2Ь 4- аЬ2 — Ъ*)

=  [ а(а +  Ь) Ь 1 Г 1
[ а2 (а +  Ь) +  Ь2 (а +  Ь) а2 +  Ь2\ ' [а — Ь

______________________2аЬ 1 _  /  а 6 \  /  1
о8(а — 6) +  б2 (а — 6) і \а2 +  & +  а2 +  Ь2) 9 \а  —



Иррациональные числа 
и алгебраические выражения

§ 10. Квадратные корни

Квадратным корнем из числа а называется число, квадрат кото
рого равен а. Например, квадратный корень нз 9 равен 3, так как 
3*= 9. Однако —3 также есть квадратный корень нз 9, так как (—3)2= 9 . 
Квадратный корень из 9 имеет два значения: 3 и —3.

Положительной значение квадратного корня называется также 
арифметическим Значением. Арифметическое значение квадратного
корня и$ числа а обозначают символом ] /а .  Знак У  называют знаком 
квадратного корня нли радикалом. Число или ♦ выражение а, которое 
стоит под радикалом, называется подкоренным числом или выражением.

Подкоренное число может быть ие только целым, но и дробным.

Например, — у  , ]/б,25 =  2,5.

Квадратный корень из 0 имеет только одно значение: 0,
Квадратного корня из отрицательного числа не существует: нет 

рационального числа, квадрат которого был бы отрицательным.
Извлечение квадратных корней. Вычисление квадратных корней 

называют также извлечением квадратных корней. Действие извлечения 
квадратного корня обратно действию возведения в квадрат: если из 
положительного числа а извлечь квадратный корень и результат воз
вести в квадрат, получим то же число а, т. е.

(Ѵ 'а?  =  а■
Из небольших чисел, являющихся точными квадратами натураль

ных чисел, например 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64/81, 100 и т .д ., квадрат
ные корни можно извлекать устно.

Чтобы извлечь квадратный корень из многоцифрового целого 
числа, разбивают его справа налево на грани7 содержащие по две цифры 
(в крайней левой грани может оказаться и одна цифра). Записывают 
так:

/2 7 '9 8 '4 1  =  529 
" 2 5
102І298 

2 [204
1049 9441

9 9441
0

Чтобы получить первую цифру корня (5), извлекают квадратный 
корень из наибольшего точного квадрата, содержащегося в первой 
слева грани (27). Потом вычитают из первой грани квадрат первой 
цифры корня (25) и к разности приписывают (сносят) следующую 
грань (98). Слева от полученного числа (298) пишут удвоенную первую 
цифру корня (10), делят на нее число всех десятков ранее полученного 
числа (29 : 10 «  2), испытывают частное (102 • 2 =  204 должно быть 
не больше чем 298) и записывают его (2) после первой цифры корня 
и т. д.
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Аналогично извлекают квадратные корни из десятичных дробей. 
Только подкоренное число надо разбивать на грани так, чтобы запятая 
была между гранями.

П р и м е р .
/0 /0 0 '9 5 '6 4 '8 4 ' =  0,0978 

— 81
187 1464

7 1309
1948 15584

8 15584
0

П р и м е ч а н и е .  Если десятичная дробь имеет нечетное число 
десятичных знаков, из нее точно квадрат) ый корень не извлекается.

Приближенные значения квадратных корней. Если подкоренное 
число приближенное, то квадратный корень из него также будет при
ближенным числом. Квадратные корин из приближенных чисел можно 
извлекать точно так же, как из точных, но с учетом следующего пра
вила подсчета цифр.

При извлечении квадратного корня из приближенных чисел в резуль
тате сохраняют столько значащих цифр, сколько их содержит под
коренное число. Чтобы правильно определить последнюю значащую 
цифру, ищут в результате на одну значащую цифру больше, чем в под
коренном числе, а затем результат округляют по правилу округления, 
отбрасывая эту запасную цифру.

Однако приближенные значения квадратных корней получают не 
только в результате извлечения квадратных корней из приближенных 
чисел, но также из точных. Пусть, например, требуется извлечь ква
дратный корень из точного числа 2. Имеем

1/2 =  1,414...
“  1

24
4

100
96

281
1

400
281

2824
4

11900 
і 1296

Этот процесс можно продолжать без конца. Поэтому у 2 в виде
десятичной дроби можно дать только приближенно с любой точностью.

§ 11. Иррациональные числа

Понятие иррационального числа. Если продолжать извлекать квад
ратный корень из 2, получим бесконечную непериодическую десятичную 
дробь*.
___________  / 2  =  1,4142...

* Можно доказать, что не существует рационального числа, квадрат кото
рого равеи 2. Из этого следует, что V  2 не равен ни конечной десятичной дроби, 
ни бесконечной периодической десятичной дроби.
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Это — не рациональное число, так как каждое рациональное число 
равно или конечной, или бесконечной периодической десятичной дроби. 
Рассмотренный пример приводит к следующему заключению: или мы
не должны считать У  2 числом, или должны расширить уже известное 
множество рациональных чисел, прибавив к ним новые, не рациональ
ные числа, представляющие собой бесконечные непериодические деся
тичные дроби. Но если не считать ] /2  числом, тогда мы не смогли бы, 
например, выражать числами длины многих отрезков. Получилось бы, 
что диагональ квадрата со стороной \см не имеет длины. В самом деле, 
если сторона квадрата АВСй (рис. 8) равна 1 сму 
то его площадь равна 1 кв. см, а площадь квадрата 
АСКЬ равна 2 кв. см (сравните, сколько равных 
треугольников содержится в каждом квадрате).
Значит, длина стороны АС должна выражаться і 
числом, квадрат которого равен 2. А среди рацио
нальных чисел такого числа нет. Вот почему усло
вились считать числами и У  2 , и все бесконечные 
непериодические десятичные дроби. Но они — не 
рациональные числа, их называют иррациональными Рис. 8.
числами.

Иррациональным называют каждое число, которое можно выра
зить бесконечной непериодической десятичной дробью.

Иррациональные числа бывают и положительные, и отрицательные.
Примеры иррациональных чисел: У 2 =  1,4142..., |^10 =  3,162..., 

—0,5050050005..., * =  3,14159..., 1^2 =  0,3010..., соз 10° =  0,9848... 
и Др.

Рациональные и иррациональные числа вместе называются дей
ствительными, или вещественными числами.

Несмотря на то что существование отрезков, длины которых нельзя 
выразить рациональным числом, обнаружили еще в древней Греции 
(Пифагор, Евклид), древние греки не ввели иррациональных чисел. 
Считалось, что длина таких отрезков не может быть выражена числом, 
так как рассматривались только рациональные числа.

Впервые к понятию иррационального числа пришли ученые ближ
него и среднего Востока.

В начале XIII в. иррациональные числа появляются и у западно
европейских ученых, прежде всего у Леонардо Пизанского, однако 
рассматриваются они лишь с геометрической точки зрения как неравно
правные числа. Это мнение разделяло большинство математиков до 
XVII в. Однако развитие математики в XVII в. и ознакомление с но
выми фактами заставило задуматься над самим понятием иррациональ
ного числа. К началу XVIII в. большинство математиков придержива
лось мнения, что иррациональное число является корнем некоторой 
степени из целого или дробного числа, который не может быть выражен 
точно. Несколько иначе рассматривал иррациональные числа Ньютон, 
исходивший из отношения некоторого числа к числу, принятому за 
единицу; при несоизмеримости обоих чисел первое из них и получило 
название иррационального.

Сравнение действительных чисел. Из двух положительных действи
тельных Чисел больше то, у которого целая часть больше. Если целые 
части равны, большим считается то число, у которого первый из нерав
ных десятичных знаков больше, а все предшествующие одинаковы. 
Из двух отрицательных действительных чисел большим считается то,
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у которого абсолютная величина меньше. Каждое отрицательное число 
меньше нуля и любого положительного числа.

П р и м е р ы .  1,4142... >  1,4139 ...
—1,4152... <  —1,4139...
—0,0674... <  0,00176...
9,8691... <  9,87

Равными считаются такие действительные числа, которые изобра
жаются одной и той же десятичной дробью.

Геометрическое изображение действительных чисел. Действитель* 
ные числа, как и рациональные, можно изображать аа числовой оси 
точками. Пусть дана числовая ось (рис. 9) с начальной (нулевой) точ

кой О и единичным отрезком О А. Изобразим на этой оси точку, отве
чающую иррациональному числу \^ 2 .  Для этого строим на отрезке
О А квадрат, его диагональ ОС =  \^ 2 .  Если раствором циркуля ОС, 
как показано на рисунке, сделать засечку на оси, то полученная точка
К пересечения дуги с осью и будет соответствовать числу 1^2 .

Каждому действительному числу на числовой оси соответствует 
единственная точка. Наоборот, каждой точке на числовой оси соот
ветствует единственное действительное число. Говорят, что между всеми 
точками числовой оси и всеми действительными числами существует 
взаимно однозначное соответствие.

П р и м е ч а н и е .  Между точками числовой оси и всеми рацио
нальными числами ие существует взаимно однозначного соответствия, 
так как не каждой точке оси соответствует рациональное число.

Приближение иррациональных чисел рациональными. Пусть 
иррациональное число а выражается такой бесконечной непериодиче
ской десятичной дробью:

а =  пп ~  Ві— и . . .  +  -2". .
МО ^  100 ^  ^  10я ^

Тогда конечные дроби

Ро + Р ІЛ . І2 .+  ... 4.Іп . „ Ра+ Е іЛ .Ѣ .Л . . . .Но ^  10 +  100 ^  +  ю« Ро МО +  100 ^  ^  І0« *
между которыми заключено число а, называются его десятичными 
приближенными значениями по недостатку и по избытку с точностью

до Ш  •
Для получения десятичного приближенного значения по недос

татку данного действительного числа с точностью до ^  следует в деся
тичной Дроби, изображающей это число, сохранить п первых десятич
ных знаков и отбросить все последующие. Увеличив на 1 последний
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десятичный знак приближенного значения по недостатку, мы получим

приближенное значение по избытку с точностью до
П р и м е р .  Рассмотрим число 3,5781... . Его приближенные зна

чения приведены в таблице 2.
Т а б л и ц а  2

По недостатку По избытку С точностью 
до

3 4 1
3,5 3,6 ч3,57 3,58 0,01
3,578 3,579 0,001

§ 12. Действия пад действительными числами

• • •

Обозначения. Если а данное действительное число, то его деся
тичные приближенные значения по недостатку с точностью до 1, 0 , 1,
0,01 и т. д. будем обозначать соответственно символами

«о. <*і» а*, . . .  , аЛ, . .  - ,  а приближенные значения по избытку — 
+  +  +  4-

символами о0, аѵ а2, . . .  , ал, . . . .  Пусть, например, а — 3,1471... •
Тогда

^  3; ах =  3,1; ос̂ == 3,14; яд —— 3,147 •
4“ Ч"

о0 =  4; о1 =  3,2; а2 =  3,15; а8 =  3,148;.
Сложение. Суммой двух положительных действительных чисел 

называется действительное число, большее суммы любых приближен
ных значений слагаемых по недостатку, но меньшее суммы любых при
ближенных значений слагаемых по избытку.

П р и м е р .  Положим а — 3,3121... и р =  2 , 5 4 8 3 . складываем 
приближенные значения по недостатку:

«о =  3 Р о -  2
а* =  3,3 Рі 2,5
а2 =  3,31 р2 =  2.54
о8 =  3,312 рз =  2,548
а4 =  3,3121 р4 =2,5483

«о +  Ро =  5
“і + | і  =  5,8 

”  5,85
«з + 1 з  =  5,860 
а4 "Ь Р4 =  5,8604

Складываем приближенные значения по избытку:

;«0 =  4 

ох =  3,4 

о2 =  3,32 
+
«з =  3,313 
4*
а4 =  3,3122

+
ро =  3

Рі =  2,6
\  =  2,55 

Ч8 =  2,549 

р4 =  2,5484

+  +
а +  Ро — 7

+  “Ь
а1 =  Рі =  6,0

а2 ”  Р2 ^  5,87 
4* +
®з =  Рз =  5,862 
а4 =  % =  5,8606
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Так последовательно определяют десятичные знаки суммы

а  +  Р =  5,860... ,

П р и м е ч а и и е. Если какое-нибудь слагаемое рациональное 
и выражается конечной десятичной дробью или даже является целым 
числом, его тоже можно записать в виде бесконечной десятичном дроби, 
приписав в качестве десятичных знаков бесконечное число нулей, 
например:

2,3 =  2,3000...; 7 =  7,000... .

Тогда сумму рационального и иррационального чисел можно также 
определять изложенным выше способом.

Аналогично можно определить и сумму двух отрицательных дей
ствительных чисел, и отрицательного с положительным.

Вообще, сложение двух действительных чисел всегда возможно 
и однозначно.

Умножение. ГІроизеедением двух положительных действительных 
чисел а и $ называется действительное числоТ большее произведения 
любых приближенных значений сомножителей по недостатку г но мень
шее произведения любых приближенных значений сомножителей по 
избытку.

П р и м е р .  Положим а =  1,7320... ; р =  1,4142... , тогда получим

«0 =  * Ро =  1 о̂Ро — 1
Од =  1,7 І і  =  М ?! =  2,38
а2 =  1,73 Р» =  1,41 «2 р2 =  2,4393
а3 =  1,732 Эз =  1,414 аз рз =  2,449048
а4 =  1,7320 Р4 =  1,4142 «4 р4 =  2,44939440

+ +  +
а0 = 2 50 =  2 «0 Ро =  4
+ +  +

« н ОО »х =  1,5 а іР і =  2.70
н—н

=  1,74 І2 =  1,42 а2 & =  2,4708
+ +  +
а3 =  1,733 Эз =  1,415 а3 рі3 =  2,452195
+ 4* Н—Н
а4 =  1,7321 =  1,4143 а4 р4 =  2,44970903

Так последовательно определяют десятичные знаки произведения

ар  =  2,449...

Умножение отрицательных действительных чисел выполняют со
гласно с правилами, данными для рациональных чисел: произведение 
двух отрицательных чисел считается положительным, а отрицатель
ного и положительного — отрицательным.

Действия вычитание, деление и возведение в степень действитель
ных чисел определяются так же, как и для рациональных чисел.

Законы арифметических действий для множества всех действитель
ных чисел остаются справедливыми, как и для множества рациональ
ных чисел.
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§ 13. Иррациональные выражения
Корень т ~й степени. Раньше (см. стр. 97) было введено поиятие 

квадратного корня., или, как его еще называют, корня второй степени. 
Но в математике рассматриваются корни не только второй, нон третьей, 
четвертой, пятой и вообще т-и степени.

Пусть т — произвольное натуральное число больше 1, я а — 
любое вещественное число. Корнем /л-й степени из а называется такое 
число, Ш‘я степень которого равна д.

П р и м е р ы .  Корень 3-й степени из 64 равен 4, так как 43 =  64; 
корень 5’й степени из —32 равен —2, так как (—2)5=  —32; корень 
4-й степени из 61 имеет (в множестве действительных чисел) два зна
чения: 3 и —3, так как 34=  81 и (—3)4=  81.

Корень т-.й степени из числа а обозначают символом а. Однако 
в случае корня четной степени, например 2-й, 4-й и т. д., этим сим
волом обозначают только неотрицательное значение корня, например

81 = 3, | / 0 , 000001 =  0, 1. Их называют арифметическими значениями 
корней или короче арифметическими корнями,

Следовательно, ^ й  только при отрицательном а и нечетном т 
имеет отрицательное значение. При положительном а число П\Га всегда

772 г ~положительное. Если же а <  0, а т четное, то у  а (в множестве 
действительных чисел) не существует.

П р и м е ч а н и е .  Знак радикала впервые ввели немецкие алге
браисты в XV в. В 1525 г. математик Христоф Рудольф фон Яуэр издал 
первое сочинение по алгебре на немецком языке. Знак корня он при
менял в форме у . Горизонтальную черту над подрадикальным выра
жением ввел французский геометр Рене Декарт (1637 г.), а показатель 
корня над радикалом — голландский математик Альбер Жирар (1629 г.).

Иррациональные выражения. Раньше мы рассматривали рацио
нальные алгебраические выражения, содержащие только действия 
сложение, вычитание, умножение, деление и возведение в степень с на
туральным показателем. Дальше будут рассматриваться и такие выра
жения, которые, кроме этих пяти действий, содержат также и действие 
извлечения корня т-й степени. Такие алгебраические выражения назы
ваются иррациональными.

Примеры иррациональных выражений:

Ѵ%Ъа, сЧ у/ т — п, Л - + / 3 .
Ѵ с

Иррациональные выражения вида а ^ Ь  называют также радика- 
лами.

Тождественные преобразования иррациональных выражений.
Определение тождественных иррациональных выражений и тож

дественного преобразования остаются такими же, как и для рацио
нальных выражений (см. стр. 82).

Дальше рассмотрим важнейшие тождественные преобразования 
иррациональных выражений.

Основное свойство радикала. Значение радикала не изменится, 
если показатель корня и показатель подкоренного выражения умножим 
на одно и то же число, т. е.



Из этого свойства получаем следствия:
1. Радикалы разных степеней можно привести к одинаковым пока

зателям.
Выполняют это так: находят общее кратное (лучше всего наимень

шее) показателей всех радикалов и умножают показатель каждого 
из них на соответствующий дополнительный множитель, возвышая 
вместе с тем каждое подкоренное выражение в надлежащую степень.

П р и м е р ы .  Привести к общему показателю радикалы:

А. V  ах, |Га2\

Р е ш е н и е .  А. Наименьшее общее кратное показателей радика
лов 6; дополнительные множители будут: для первого радикала 3, 
для второго 2. Тогда

Ѵ а х  =  У ( а х ) *  =  9/ а Ѵ ;  У < ? =  $/‘(а5}5 =  у /1 * .

Б. Наименьшее кратное показателей радикалов 4я; дополнитель
ные множители соответственно будут п, 2 и 4. Тогда

4 / *  — і * і/ (х ~  ‘У* — У / ( х ~  іѵ*у у и + і /  У с т г
ѵ ш - Ѵ Ш = ѵ т - -

ѵ і -

2. Если подкоренное выражение есть степень, показатель которой 
имеет общий множитель с показателем радикала, то на этот множи
тель можно разделить оба показателя, т. е.

Т г * = V * .

П р  и м е ч а н и е .  Эта теорема требует дополнительного условия:
УаР должен существовать, так как без этого теорема может быть
неверной. Например, вместо у  (—2)8 нельзя писать у ( —2)3, так как 
последний корень в области действительных чисел не существует. 
Всегда верно следующее равенство:

Т к " 7 і =
В частности,

Ѵ \ а тр\ =  \аР\;
т /л »  =  | а  I -  /  а > если а >  °*V а -  | а | -  |  если а <  0
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П р и м е р ы .  ? Ѵ  =  ѴѴ; V 0-04 =  * (О-2)* =  / 0,2;

г=4/ ( 1/ 2 - I ) 3.

3. Если подкоренное выражение есть произведение нескольких 
степеней, показатели которых имеют один и тот же общий мно
житель с показателем радикала, то на этот множитель можно 
разделить все показатели.

П р и м е р  1. Сократить показатели корней и подкоренных выра
жений.

П р и м е р а .  Сократить показатель корня и показатель степени 
подкоренного выражения при заданных условиях:

Основные теоремы о радикалах. Корень из произведения несколь» 
ких чисел равен произведению корней той же степени из каждого 
числа, если корень из каждого числа существует, т. 6.

Чтобы извлечь корень из дроби, надо извлечь его из числителя и зна
менателя, если эти корни существуют, и первый результат разделить 
на второй, т. е.

П р и м е ч а н и я .  Оговорки о существовании корней в предыдущих 
теоремах необходимы, так как при четных п н отрицательных а и Ь

Р е ш е н и я ,  а) =  \ гЬ2с*;

б) 8х3у3 =  У  23х3у3 — У 2ху.

у/ (х — I)2 при х <  1; }/'(3 — л;)4 при х >  3. 

Воспользуемся формулой

Тогда получим

У { Г - Г у  =  \ ' \ X -  1 1* =  Ѵ \ х -  1 1 =  Ѵ - ( Х - I) =
=  У —Х +  1 С* <  1);

^ ( 3  — * ) « = ^ | 3  — х | 4 = К | 3  — х \ = Ѵ —  (3 — х) =
=  У — 3 +  х (х >  3).

у л - у ъ * у ъ .

корни аЬ и 1 /  существуют, а а и у^Ь не существуют. В этих
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случаях приведенные выше равенства неверны. Однако всегда верны 
равенства

V \ а\
V

а
Т Ѵ Г ь

Чтобы извлечь корень из степени, показатель которой делится 
на показатель корня, нужно разделить показатель степени на по
казатель корня, т. е.

У ^ т = а т.

П р и м е ч а н и е .  При а отрицательном, п четном и т нечетном 
приведенное выше равенство неверно. Однако всегда справедливо ра* 
венство

V  | й"1” і ~  I я”11.

Пользуясь этими теоремами, можно извлекать корни из различных 
алгебраических выражений.

П р и м е р ы .  Извлечь корни *: 

а) V 32ТТ0Ь; б ) | / ^ Л ® ;  в) .

Р е ш е н и я .

а) 6/ 3 2  • 106- = Ѵ 2 \ -  10? =  6/ 2 І -  =  2 . 10 =  20;
в л .§ Г 125 8/—ь З/—о 5 а „

б) У *б Т  =  У “6 4 " * 1 * ѵ* т  ;

і / "  ] /  9д462 _  3а2Ь
В) К {а — ~Ь)* _  ь)* "  (л — &)а *

Вынесение множителей за знак радикала. Если подкоренное выраже
ние разлагается на такие множители, что /лэ некоторых можно извлечь 
точный корень, то  такие множители, по извлечении из них корня, 
могут быть написаны перед знаком корня (т. е. могут быть вынесены 
за знак корня).

Это выполняется по формуле == а ( а > 0).

П р и м е р ы ,  а) У  авс =■ о2 і 7;  б) 1^300 =  V 100 • 3 =  Ю |/"3;
в) іУ о2«сЛ+1" =  у&п".~сп : с =  а2с ^

П р и м е ч а н и е .  При отрицательном а и четном п равенство 
^ апЬ — а\ГЬ  неверно, но при любых значениях я, Ь и п

Ѵ\~ап Ь\ = | а |  - Ѵ \Г \ .

* Здесь и в следующих примерах на преобразования радикалов с четными 
показателями, где не даются дополнительные условия, следует под буквами 
понимать положительные числа.
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П р и м е  р ы. Вынести множители за знак радикала, учиіивая до
пустимые значения букв или ограничения на них:

а) / а* (Ь — 3)г при а >  О, Ь >  3;
б) / а З ( 3  — а)г при О <С а <  3;

. і / ~ 3 (хг —  '2ху +  у г)
V 4 (я2 +  2ху -}• у 2)

Р е ш е н и е .

а) / а ?  (6 — З)2 = а г (Ь — 3) / а ;
б) о3 (3 — о)2 ■= а (3 — а) а;

-. / •  3 ( х « - 2 * / /  +  (/3) = -| Л  3 (х -  у)» =  | лс — у | _ V I  
Г 4 (*'■* +  2ху +  ! / )  V  4 ( х - \ - 1/)2 I х  +  у  I ' 2 '

Внесение множителей под знак корня. Для подведения под знак 
корня множителей, стоящих перед ним, достаточно возвысить такие 
множители в‘ степень, показатель, которой равен показателю корня, 
а затем написать эти степени под знаком корня.

Это выполняется по формуле

а п/ Ь  =  у 'а Ѣ  (а >  0).

П р и м е р  1. 2ху } /~ Щ  =  ' \ / Г 4* Ѵ  ■■= | / "  ~  Ѵ Щ І -

П р , „ е р 2. ^ У ^  =  ‘/ $ - і = Ѵ Ш = Ѵ § -

П р и м е р  3. (о — Ь) у  а і^_ ьі =  у  (а — Ь) а2 — Ь*

-V 2 (а — Ь)
а +  Ь

В примерах 1—3 все множители перед радикалами считаются поло
жительными.

П р и м е р  4. Внести множители под знак радикала при заданных 
значениях букв:

(2 —  о) у  ПРИ а > 2-

<*■-■> V Ѣі = - 21 Ѵт̂г — V 2)1' А  “
=  — V  2а (а — 2).

П р и м е р  5. Не извлекая корни, определить, которое из чисел 
больше:

2 / 3  или 3 ] / 2.
2 ] / з  — У 22 ■ 3 =  ] /  Г2; 3 / 2  =  / з ^ 2  =  і / І 8, так как

/ І 8 > / І 2, то 2 / 3 < 3 / 2.
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Освобождение подкоренного выражения от дроби. Используя два 
предыдущих преобразования радикалов, можно освобождать подкорен
ные выражения от дроби.

П р и м е  р ы. Освободить подкоренные выражения от дроби:

^ Ѵ т -  б ) Ѵ т : в ) Ѵ і -
Р е ш е н и е :  а) чтобы в первом радикале из знаменателя можно 

было извлечь квадратный корень, умножим оба члена дроби на 7:

б) чтобы во втором радикале из знаменателя можно было извлечь 
кубический корень, умножим оба члена дроби иа З2:

в) чтобы в третьем радикале из знаменателя можно было извлечь 
корень четвертой степени, умножим оба числа на 2 (так как 8 =  23):

Ѵ т -  К Я - Ѵ ѵ :-  Т V '6

Если подкоренное выражение — алгебраическая дробь, подобиые 
примеры решают аналогично.

П р и м е р ы .

Ѵ Л 5 . .  і / “  _  Л

Ѵ Ъ

=  (•* — У)* • ~І У х у  (х — у)* =  | *  — у IУ  ху (х — у)г.

П р и м е ч а н и е .  Последний пример можно решать и другим спо
собом:

=  \х — у\ Ѵ (х  — У)* ху.

Приведение радикалов к простейшему виду. Для того чтобы при
вести радикал к простейшему» или нормальному виду, надо выполнить 
последовательно такие операции:

1) упростить подкоренное выражение (если это возможно);
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2) сократить показатели корня и подкоренного выражения (если 
они имеют общий множитель);

3) вынести из-под радикала рациональные множители;
4) освободить подкоренное выражение от дроби.
П р и м е р ы .  Привести к простейшему виду следующие радикалы:

Р е ш е н и е :

•» Ч -  Ѵ Ь Ч

2аЬ2 ® Г ~ Ь а ~  _  2аЬг » /  5а • 2Ѣ __ 2аЬ2
' с У  16ЬѴ с У  246аса • 2Ѣ с

X * | /  20й6 =  уг20аЬ;
2 Ѣс 2с2

в) -1 У.а» — аѢ2 =  — у/ а6 (а2 — Ьг) =  і -  • а2 ^  а* — 62 =  
а а л

=  а 3/  а8 — ЬК

Подобие радикалов. Два или несколько радикалов называются 
подобными, если они одинаковой степени и имеют одинаковые под
коренные выражения. Например, а }/~х*с и 4х х2с — подобные радика
лы, так как они оба третьей степени и имеют одинаковые подкорен
ные выражении х2с. Иногда данные радикалы оказываются подобными 
только после некоторых преобразований.

П р и м е р  1. Подобны ли радикалы У 18, 128, |^32?

/ І 8  = / 2Т 9 =  3 / 2 ;  / І 2 8  = / 2 Л Й  == 8 / 2 ;  / 3 2  = / 2 ~ І 6  =  
=  4 / 2 .

О т в е т .  Подобны.
3 /Т Г  * Г §

П р и м е р  2. Подобны ли радикалы у  ^  и 1 /  — ?

V Іг-2 VI -2 V1? - т ѵь
О т в е т .  Не подобны.

§ 14. Действия с радикалами

Сложение и вычитание. Чтобы сложить (или вычесть) радикалы, 
их соединяют знаками плюс (или минус) и приводят подобные члены, 
если они окажутся.
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П р и м е р ы .  Выполнить указанные действия:

I. ( 2 / 2 0 - / 4 5  +  3 / 1 8 )  +  ( / 7 2  — /в б ) .

Р е ш е н и е .

(2 у  20 -  / 4 5  +  3 / І 8 )  +  ( / 7 2  — / 8 0 )  =  2 / 2 0  -  / 4 5  +
+  3 / І 8  + / 7 2  — / 8 0  ==4 / 5  — 3 / 5  +  9 /  2 +  6 / 2  — 4 / 5  =

=  1 5 / 2  — 3 / 5 .

2. ( /9 І -  -  \  Т у )  -  (?- Щ  -  / Ш ) .

Р е ш е н и е .

( / 9 *  — у ѣу) — (»/27р — / І 6 *  ) =  / 9 *  — У $у —

— У И у  +  / Ш  =  3 / х - 2 ^ у - 3 | ' 5 + 4 / х  =  7 / х -

-  5 Ѵу-
Умножение. Чтобы перемножить несколько радикалов одинаковой 

степени у надо перемножить подкоренные выражения и из произведения 
извлечь корень той же степени.

Если перемножаются радикалы с различными показателями, то их 
надо предварительно привести к одному показателю. Если перед ради
калами имеются коэффициенты, то их перемножают.

П р  и м е р 1. Выполнить умножение:

А. 5 \  2а • 2 у 8а3.

Р е ш е н и е .  5 \ '2 а  • 2 * 8а3 =  10^ 16а4 =  10 • 2а =  20а.

Б. (4х у х2 — 5у \  ху +  ху \  у 2) • 2ху У ху .
«

Р е ш е н и е .  (4.г 'Іг х2 — 5у ® ху +  х у \  У') ■ 2ху у ху —

=  Ъхгу  ? х:>у — 1 Оху2 у х2уг 4- 2х2у2 *</* =  8х3у * у  —

— Юху* р" х}у- +  2х2у3 У  х.

В. ( 7 / 5 - 4 )  ( 2 / 5 — 1).

Р е ш е н и е .  ( 7 / 5  — 4) ( 2 / 5 — 0 =  1 4 /2 5  — 8 / 5  — 7 / 5  +
+  4 =  70 +  4 — 15 / 5  =  74 -  15 / 5 .

П р и м е р  2. Перемножить радикалы с различными показателями:

А. У 2 • У 2.

Р е ш е н и е .  У 2 • у^2 =  ^ 4  • ® 2 =  V® =  2.

Б. (а У  а +  у^а) • — а V ^3)-
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Р е ше н и е ,  (а У  а +  у' а) • а2 — л ^ я 3) =  (я х\Га6 *+■

+  !^ )  • Сѵ -  й 1У а 9) =  л -  л8 +  1* 'с™ -

-  а У ? 1 =  а21Ѵ а 2 -  а3 У  о3 + 1* ^  -  о. г\  аГ1 =  а2 у 'а  -

— а3 ^ а  +  ^ а 5. — а 1У'а11.

Деление. Чтобы разделить радикалы с одинаковыми показателями, 
надо разделить их подкоренные выражения и из частного извлечь корень 
той же степени.

Чтобы разделить радикалы с различными показателями, ы* ладо 
привести предварительно к одинаковым показателям. Если есть коэф
фициенты, то их делят.

П р и м е р  1. Выполнить деление:

Р е ш е н и е .  (Ѵ̂ &х2у — 2 у У  х — х У 7 ) : (У  2 у — У х)  =  (2х У  2 у —
—  2у У х  —  х у~х) : ( Ѵ  2у — V  х) =  [(хѴЪ) — х У  х) - \ - {хѴіу  —
— -У Ух)1 : {У2у— Ух)  =  [х {УЩ/ — Ух)  — У 2ху ( У 2 у —  У х ) | : 

:{У2у — Ух)  = ( У 2 у  — Ух) (х  — УТху ) : (У2у  —  Ух)  =  х — У  2ху.
П р и м е р  2. Выполнить деление с помощью формул сокращен

ного умножения:

(У25а* — У Ш * )  : ( |^ 5 в  — | Л й )  =  [ ( | / 5 а )2 -  ( |Л Ь ) 2] : ( ^ 5 а  — 

_  у Г ь )  =  (3/ 5 а  — 3/ 4 Ь )  (у'Бл +  3/ 4 Б ) : ( У  5а -  3/ Щ  =

Возведение в степень. Чтобы возвести радикал в степень, надо 
возвести в эту степень подкоренное выражение, оставив тот же пока
затель корня:

А. I 6я4 : У  2а.

В. ( / 8дА/ — 2 у У  х — х У  1с) : 2у — У х).



П р и м е р ы .  (у^2ахгУ =  ^/*4агх* =  х у ^ 4а2х;

(7(*+У >*)*= \ / ( х  +  у Г  =  (х +  у)* 7  г + і ;

( |/" (л г 2 +  < /* )« ) '" ’ =  > /  ( х г +  У‘ )тпР =  ( * г +  0*)т Р .

Алгебраические суммы радикалов можно возводить в степень, 
пользуясь формулами сркращенного умножения.

П р и м е р ы .  ( / З  — / 2)2 =  3  — 2 / б + 2  =  5  — 2 / б ;

( / 3 - 2 Т 2 ) 3 =  / 3 3 - 3 .  3-  2 ^ 2  +  3 / 3  • 4 ^ 4  —

=  З У З —  1 8 3/ 2  +  1 2 / з  - У ?  —  1 6  =  3 / 3  —  1 8 7 2  +

+  12 7 4 3 2 — 16.
Извлечение корня. Чтобы извлечь корень из корня, надо перемно* 

жить показатели корней:

У ц І = «§п.

П р и м е р ы .  | /  =  7 й* =  7 ®’ 7 ®* =  а1° “

=  -  7 2 Ѵ
Квадратный корень из двучлена вида При преобразова

нии выражений, содержащих квадратные радикалы, иногда пользуются 
формулой

Ѵ Л Ѵ з  - 1 /  і ± Ѵ » = °  ±  і / Л — / Л 8 — в

где Л >  О, В >  0 и А2 >  В, а знаки в правой и левой части одновре
менно берутся либо верхние, либо нижние (соответственно). Эта фор
мула называется формулой сложного радикала.

П р и м е р ы .

=  ^ ( / 3  +  і );

7 3 / 5 - 2 / 6  =  1/  Э / 3 + 7 ( 23 / 5 ) а - 2 4  

| / " 3  / 3  -  7 ( 3  / з ) 8 — 2 4  з / з  +  7 з _ ^

3/ І - / 3  =  / р -3 =  7 12 - 7 3 .

Уничтожение иррациональности в знаменателе или числителе дроби. 
Замена дроби, у которой знаменатель (числитель) — иррациональ-
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ное выражение, тождественной ей дробью с рациональным знаме
нателем (числителем) называется уничтожением иррациональности 
в знаменателе (числителе) дроби.

Ниже рассмотрены основные приемы уничтожения иррациональ
ностей в знаменателях. Уничтожение иррациональностей в числителях 
дробей выполняется аналогично.

І. Д р о б ь  в и д а  — — , п > к .  В этом случае умножают числи-
У *

тель и знаменатель на такой множитель, чтобы в знаменателе корень

извлекался бы нацело, т. е. на

п  5' 5 8  • |/"5 5 ^ /5  П р и м е р ы .  ----------- ----------- --------------- ---  —=— =  і / 5;
У і  25 у &  - у ъ  5

а -У ~ х  ауГ х

V * ? - '  х
л

2. Д р о б ь  в и д а  -у=----- уг= . Числитель и знаменатель умножа-
Ѵ а ± Ѵ Ь

ют на сопряженное * выражение У  а 4- УЪ.
В частном случае, когда дробь вида — ------, то ее члены

р Ѵ а ± Я
умножают на р у  а д.

6 __ 6 (У~5 +  / 8)
П р и м е р ы .  у Ъ _ у і  ( / В - / 8 ) ( / 5  +  / 8)

_  б ( / §  +  / 8) _ б ( / 5  +  / 8) _  . / д .  .
-  (7 1 )*  _  ( у  в ? --------- 5 =  8------------

У  а +  Ь — У  а — Ь •_  (Ѵ а  +  Ь — У а —~Ъ) ( У а +  6 — У  а — Ь) _  
У а + Ъ  -Ь V  а — Ь ( У  а +  Ь +  У  а — Ь) (У'сГ+Ь  — У  сГ— Ь)

— ( У а +  Ь — У а  — Ь)2 а +  Ь — 2 У а~+Ь  У  а — Ь а — Ь __
~  ( /а ~ + Ь )2- - ( У а ^ Ъ ) 2 ^  а +  Ь — (а — Ь) ~

__ 2а — 2 У  а* — 6а _  а — У  а* — 6а
26 5 *

4
3. Д р о б ь  в и д а  — --------- В этом случае числитель и знаме-

}/^а і  ] /" 6

натель дроби умножают на неполный квадрат разности или суммы:
У  а* гр  У~аЬ +  |Л Г * .

* Солрлжеккыл множителем относительно иррационального выражения М на
зывается всякое выражение В , неравное тождественно нулю, такое, что произве
дение МВ  не содержит радикалов.
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6 б ( 3/ 7 *  +  * / 7 . 4 + | Л * )
П р и м е р ы . ;  - ~  г

у ? - У *  [ \ п - У а) (*/Г* +  у — 4 + у г> )

_  6 с / « о + • / » + • /  І г і = 2  ,  ,

С / 7  ) • - ( • / < ) '  '

1 ' ’ ( '  — V® У  ) * — У  5 +  У  25

1 +  У 5 (1 + ^ 5 )  (1 -  3/ 5  +  ^ ) 1 + 5

=  -і. (1 — у Ъ  -|- У 25).

4. Если в знаменателе встречаются радикалы с разными показате
лями, то можно уничтожить сначала один радикал, а затем второй.

1 1 • ( | / 3  +  у щ  _  у з  +  у  2  _

у Ъ - у г  ( у з - У 2 ) ( У з  +  У 2 ) з — у  4

{уз + у2)(9 + 33у 4 - \ . у щ  
(з -  у і )  (9 + ‘з у*  +  уПб)

_  (у з  + У 2) (9 + 3*у4 + 2 3У 2)
23

5. Если в знаменателе имеются трн и более радикалов,* то иногда 
полезно предварительно сгруппировать члены и свести данный случай 
к уже разобранным.

П р и м е р .

і_______  (/2  +  / з )  — V I  / 2  +  / з  — / 5  _
Ѵ2 + Ѵз + Ѵь~  (/2  +  / з ) 2—( / б ) 2 “  2 + 2 / 6 + 3 - 5

_  / 2  +  / 3 - / 5  ( / 2  +  / 3  — / 5 ) / 6  
2 / 0  12 *

Примеры более сложных преобразований.

1. Доказать, что при х =  (& > 0, а >  0)о ^  1

ѴГГх + Ѵ ~ х  } ^ при 6>  Ь
/ о + 1 — Ѵ а ^ х  \~ь при 0 <  Ь <  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

У  а +  дс +  Ѵ  а — х _  ( V  а 4- х У  а — х)2 __ 2а +  2 Ѵ̂ л2 — *а _
— ] / й —-х (К  о +  *)2 — {V  а — х)2 2х
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0(6а +  1) +  / о 2 (62 -  I)2
2 аЬ

Если 0 <  6 <  1 и й > 0 ,  то

У  а2 (62 — I)2 =  — а (62 — 1).

Следовательно, данное выражение равно
+  і) --  д (^2 — і)

2аЬ ~~ Ь

Если Ъ > 1, то данное выражение равно
о(Ь2 +  1) +  а ( 62- 1) _ ь 

2аЬ

Ѵт-(1 — ах) У 1 +  Ьх V Ь 1
2. Упростить выражение -------------->— - - при  >

( 1 + а х ) \ / \ —  Ьх а
если а <  Ь <  2а. ______

Из условия х  — ~  — 1 следует агх г — 1 или & 53
2я ; поэтому

(1 - а х ) ] / " і +  2о*

( і + « ) / і - л *  ( , + а х ) у

_ (1 — ах) Ѵ {\ -\-ах)2 __ 1 
(1 + а х )  / ( 1  —  ах)2

Так как при а <  Ь <  2а ~^/Г^  — 1 <  1, следовательно, 1 — а х >  0 и

1 -|- ах >  0.

§ 15. Степени е отрицательными, нулевыми 
и дробными показателями

Раньше мы рассматривали степени только с натуральными пока
зателями. Возведение в я-ю степень понимали как повторение некото
рого числа сомножителем п раз. С этой точки зрения выражения 10~2,
з0,3,. (і — У"3)° представляются бессмысленными, ведь нельзя число 
взять сомножителем минус два раза, 0,3 раза, 0 раз. Однако в мате
матике рассматривают и такие выражения, т. е. степени с любыми
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рациональными и даже иррациональными показателями. Какой же 
смысл вкладывают в эти понятия?

Степени с отрицательным и нулевым показателями. Под степенью 
какого-либо отличного от нуля числа с отрицательным показателем 
понимают дробь, числитель которой равен единице, а знаменатель — 
степени того же числа с положительным показателем, противополож
ным данному отрицательному, т. е. если а Ф 0, то

а - п =  \  ап

П р и м е р ы .  10~ 8 =  0,001; *“ і =  — ; (3 — / 2 ) ' а =  1
х ' ( 3 - / 2 ) 2 '

Действия над степенями с отрицательными показателями можно 
выполнять по тем же правилам, что и действия над степенями с поло
жительными показателями. Равенства

д т  . дп =  дт+л; (ат)п — атп\ ат : ап =- ат~ п

верны не только при положительных т и я, но и при отрицательных. 
Последнее из этих равенств теперь уже верно не только при т > п 
(см. стр. 86), но и при т <С п . Чтобы это равенство было справедливо 
при любых т и пу а также при т =  я, вводят понятие о степени 
с нулевым показателем.

Под степенью любого отличного от нуля числа с нулевым показа
телем понимают единицу, т. е. если а Ф 0, то а0 =  I

П р и м е р ы .  3° =  1, 0,2° =  1, ( / 3 - 1 ) °  = 1, (3 +  х*)° =  1. 
П р и м е ч а н и е .  Выражение 0° неопределенно.
Степени с дробными показателями. Под степенью какого-либо

числа а с дробным показателем — понимают корень у/~ат , т. е.

т ___

а~  =  Ѵ~сГ-
±  ±  з  4  ____________

П р и м е р ы. а 2 =  V а \  8 3 =  у^82 =  4; (9 +  х*) 4 =  1^9 +  х2.
т ___

П р и м е ч а н и е . Ф о р м у л у  ап =  і / а™ в элементарной математике 
обычно рассматривают только при а >  0, так как при отрицательных

___ т
значениях а выражение ] /Ѵ ” , а следовательно, и ап может не иметь 
значения (в множестве действительных чисел).

Дробные показатели могут быть не только положительные, но и 
отрицательные, т. е. любыми рациональными числами.

Действия над степенями с любыми рациональными показателями 
выполняют по тем же правилам, что и действия над степенями с нату
ральными показателями. Для любых рациональных и и у и действи
тельного а >  0 верны равенства

аи • аѵ =  аи+ѵ, аи :аѵ =  аи~ 0, (аи)ѵ =  аиѵ.

Преобразования выражений, содержащих степени с рациональ
ными показателями. Ниже показаны некоторые наиболее часто ветре-
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чающиеся вицы преобразований алгебраических выражений, содержа 
щих степени с различными рациональными показателями.

П р и м е р  1. Вычислить значения следующих выражений:

[ 3 _ / 1 Г Т ‘ г ~ ‘ ~ ( т )  • ( — ? )

ІТ 1 ' ' » -  +  ( - ж ) ’ '

[МЭТ‘=(МѴЧ4 - 1)"Ч-тГ=
1 4

_ _ 3 _ ~  з '

^_____ л_
~ 4 /  1 V  2“ / 3 \ 4 * 4 64

"8 34 "8 ”  81» — (тП-гУ ш
/ 1 \° 1 , , -  , 1 , 1 

10—1 +  ( ---- 8") 10+  10 10
431 • 10 2155

81 • 8 • И 3564 ‘

П р и м е р  2 . Преобразовать следующие выражения так, чтобы 
они не содержали отрицательных показателей степеней:

Ъ'~1ху'~г 5а (а — 6 )" 4
2 - а д г - 4 ’ ( х  ~  у ) * * ш

5~1д«/~а х • 2364 8Ь*х Ъа(а — Ь)~ 4 5аЬ* (х — */)а 
2~ 3а&~4 а • 5у* 5ау2 ' Ь~* (х — у)~ 8 (а — 6)4

П р и м е р  3. Выполнить действия

V----- & Г )  ' (х~ 2 +  а’ 3)

1 1 9 Ь2*
м п /  /  5ав+ ,Ѵ 25а2п+ 2 25а2п+2 ’

ЪЬп )  9Ь2п 

(х~* -|- й“ 3) (х~ 8 — а - 8 ) =  (х~ 2)2 — (д~8)г =  х~* — а ~ в =
1 1 а6 — х*

~~х* а6 ~  авх4

П р им ер  4. Заменить выражениями с дробными показателями 
следующие радикалы:

У  а3 , У ( а  +  ь г \  У  (х — у )~ 2.
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у х* =  х3 , | / а 3 =  а4 , ] /{а  +  Ь ) -1 = (а  +  Ь) 2 ,

\ /  (х — У) 2 =  (х — у)

П р и м ер  5. Заменить выражения с дробными показателями 
ди калами:

і  _  
т 1,5| (х2 +  г/2)4 , (р +  д) п .
_  Л- з_

— 15 2 1 . - . л. л 4т =  т =-
к

= ;  (*2 +  У2) 4 =  V (Л'2"+ У2)3;
«Г

(р +  ?) п = " / ( / > - и г " .

П р и м е р  6 . Упростить выражения (при а > » 1, л: >  1):

. о° +  о(а — 2) і  /  1
А. (а -1 ) -1

“ 3 — (1 — а) -1

а

Б.

(1 — х)

5
3

1

( а + ! ) - ’ •

: [(1— х ) г •(! — 2Л + * 2) - 1] .

Р е ш е н и е  А. [ (-а-= ^ - -  -  (1 -  а ) " 1] • ^ а (а х
—  — а +  1

X
л  Г  1 ( а 3 1 \  1 +  аа — 2а . . ..
V  (а-4-1) " 2 (а  — 1 1 — а ) ’ о2 - а + 1  • (а +  1)( а + 1)

а3 +  1 ( о — I)2

Б. Х(1 — X) 3 +

X (а +  1) =  (а +  1) (а2 — 1).

і_
: [(1 — я)3 (1 — 2х - М 2)- 1 ]

(1 —  х)

X X'

.(1 — х)л (1 — а:)'3 ]

. (1 — *)
•(1 - к ) -

. (• — X)
2_ (1— а:)2 

(1 — дг) <1 — д:)3

=  х.
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Уравнеиия и неравенства

§ 16. Общие сведения об уравнениях

Два числа или какие-нибудь выражения, соединенные знаком 
равенства (= ), образуют равенство. В математике равенства употребля
ются в двух случаях: когда утверждают, что данные числа или выра
жения при таких-то значениях букв равны, и когда ставят вопрос, при 
каких значениях букв, входящих в выражения, эти выражения равны. 
В первом случае равенства называют тождествами, а во втором — урав
нениями. Например, когда утверждают «при любом а действительном 
а +  I — 1 +  о», здесь равенство есть тождество; когда же ставят 
вопрос «при каком значении х х  +  3 =  10?», здесь имеем уравнение.

Уравнением называют равенство, содержащее неизвестные числа, 
обозначенные буквами. Эти буквы, обозначающие неизвестные числа 
в уравнении, называются неизвестными. Неизвестных в уравнении 
может быть несколько. Например, в уравнении 2х +  у  =  7х — 3 два 
неизвестных: х  и у.

Выражения, стоящие в уравнении слева и справа от знака равен
ства, называют соответственно левой и правой частями уравнения. 
Так, в приведенном выше уравнении 2х +  у  — левая часть, а 1х — 3 — 
правая.

Виды уравнений. Различают уравнения с одним, двумя, тремя 
и т. д. неизвестными в зависимости от того, сколько неизвестных оно 
содержит*. Например,

Ъх— 5 — 10— уравнение с одним неизвестным х\ 

хг = 1̂ у  — 2 — уравнение с тремя неизвестными х, у  и г.

В уравнении могут быть буквы, не являющиеся неизвестный 
(параметры). Например, уравнение ах +  3 =  с имеет одно неизвестное 
дг, а параметры о и с можно считать произвольными известными числами. 
Такие уравнеиия называют буквенными. Уравнения, которые, кроме 
неизвестных, не содержат никаких букв, называются числовыми. Число
выми являются, например, следующие уравнения:

2х +  3 =  7, х у — ух .

По характеру операций, выполняемых над неизвестными, уравне
ния делятся на алгебраические, дробные, иррациональные и транс
цендентные.

Обозначим левую и. правую части уравнеиия буквами Л и В. Тогда 
уравнение А =  В называется:

алгебраическим у если А а В — многочлены;
дробным (рациональным), есіи А и В — рациональные выраже

ния, причем хотя бы одно из них дробное;
иррациональным, если Л и В — алгебраические выражения, при

чем хотя бы одно из них иррациональное; -

* В новых учебниках вместо «неизвестного» употребляют термин «леремен- 
иая»; различаются уравнения с одной, двумя и т. д. переменными.
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трансцендентным, если хотя бы одно из выражений А и В содер
жит трансцендентные* операции над неизвестными.

Уравнения
2хг +  3 •= 7х и ах +  Ьу =  с — алгебраические;

з . 1 3 а і 2 х  — I <
** +  Т  =  " Г=ГТ +  Х ----- дР°б"ые:

У'З — х — 5 и V  а х -\~ У  х 2 — 1 = 0  — иррациональные; 
ху --- 1о%ух  и 5Іп х — =  0 — трансцендентные.

Алгебраические уравнения бывают первой, второй, третьей и т. д. 
степени в зависимости от степеней многочленов А и В. Например,

Зх =  2 (х — 5) +  1 — уравнение первой степени;
0,5х2 — 3 ,2* =  0 — уравнение второй степени;
7ху  +  * — у  =  5 — тоже уравнение пторой степени,

так как сумма показателей при неизвестных в первом члене Іху  равна 2.
Алгебраическое уравнение вида ах +  Ьу +  сг =  4 называют 

также линейным уравнением, а уравнения второй и выше степеней 
называют нелинейными.

Решения уравнений. Если в уравнение с одним неизвестным вместо 
неизвестных подставить какое-нибудь число, выраженное цифрами или 
буквами, и в результате получится, что левая часть тождественно равна 
правой, то говорят, что данное число (значение неизвестного) удовле
творяет уравнению. В противном случае говорят, что оно не удовлетво
ряет уравнению. Значение неизвестного, удовлетворяющее уравне
нию, называется решением, или корнем, уравнения.

Например, если в уравнение З х +  7 =  13 вместо неизвестного х 
подставить число 2, получим тождество 3 * 2 + 7 = 1 3 .  Следова
тельно, значение х  =  2 удовлетворяет данному уравнению, число 2 
есть решение, или корень, этого уравнения. А значение х = 3  не удов
летворяет этому уравнению, так как 3 • 3 +  7 Ф 13.

Уравнение 2 * +  с — 3 с неизвестным х  имеет решение х=  0,5(3 — с), 
так как 0,5(3 — с) • 2 +  с =  3 — тождество.

Решением уравнения с несколькими неизвестными называют сис
тему значений всех неизвестных, удовлетворяющих данному урав
нению. Пусть, например, имеем уравнение с двумя неизвестными.

л*+ 2у =  7.
Пара значений х  =  1, # =  3 удовлетворяет этому уравнению, так как 
1г+  2 • 3 =  7. Эта пара чисел считается одним решением данного урав
нения (в таких случаях слово «корень» не употребляют). Существуют 
и другие решения этого уравнения, например х  — —1, у  =  3; х  =  3, 
у =^2—1 и т. д.

Уравнение может не иметь совсем решений, может иметь един
ственное решение, несколько решений и бесконечное множество 
решений.

П р и м е р ы .  Уравнение я +  8 =  я +  5 не имеет решений* так 
как при любых действительных значениях х  левая часть больше правой;

• Трансцендентными называют неалгебраические операции, напрнмер возведение 
в степень с иррациональным показателем, логарифмирование, вычисление значений 
Тригонометрических функций и т. п.
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уравнение 3* +  2 11 имеет единственный корень х  +  3; уравне-

уравнение 5(* — 3) +  2 =  3(* — 4) -|- 2х — 1 удовлетворяется 
при любом значении *, т. е. является тождеством. Приведенное выше 
уравнение **+ 2у =  7 также имеет бесконечное множество решений, 
ио не является тождеством.

Равносильные уравнения. Два уравнения называются равносиль
ными (или эквивалентными), если все решения первого уравнения 
являются решениями второго и, наоборот, все решения второго урав
нения являются решениями первого. К равносильным уравнениям 
относятся также уравнения, не имеющие решений.

П р и м е р ы .  Уравнения 2х — 5 =  II и 7х +  б =  62 равносиль
ны, так как они имеют один и тот же корень х  =  8 ;

уравнения *2+  у  +  1 =  8 — у  и **+ ?у =  7 равносильны, так 
как каждое решение первого удовлетворяет второе и любое решение 
второго удовлетворяет первое уравнение;

уравнения * +  2 =  * +  5 и 2 * +  7 = 2 *  рагжгипьны, потому 
что оба не имеют решений;

уравнения * +  2 =  2(х +  1) — х  и 3* =* 3(* — 1) 3 равно
сильны, поскольку любое значение * удовлетворяет и первое и второе 
уравнения.

П р и м е ч а н и е .  Согласно приведенному выше определению, 
уравнения

равносильны, так как каждый корень одного уравнения удовлетворяет 
также другое уравнение, и наоборот. Однако многие авторы считают 
их неравносильными, так как они имеют разное число корней: считают, 
что уравнение второй степени *2— 14* +  49 =  О имеет два одинаковых 
корня: * !=  7; *2=  7, а уравнение первой степени * — 7 = 0  имеет 
только один корень: *х=  7.

Понятие об эквивалентности уравнений является относительным: 
два уравнения, рассматриваемые в одной области чисел, могут быть 
эквивалентными, в другой же области — неэквивалентными. На
пример, (* — 2) (*2+ 1 )  =  0, (* — 2) (**-)- 4) =  0.

В области действительных чисел данные уравнения эквивалентны, 
в области комплексных чисел — неэквивалентны.

Два уравнения, равносильные третьему, равносильны между собой.
Теоремы о равносильных уравнениях.
Т е о р е м а  1. К обеим частям уравнения можно прибавить 

любое выражение, имеющее смысл при всех допустимых значениях не
известного; полученное уравнение будет равносильно данному.

В частности, если к обеим частям уравнения прибавить одно и то же 
число или многочлен, то новое уравнение будет равносильно данному.

Так, уравнение 2* — 1 =  7 имеет корень * =  4; прибавив к обеим 
частям по 5, получим уравнение 2 * +  4 .=  12, которое имеет тот же 
корень * =  4.

С л е д с т в и я  и з  п е р в о й  т е о р е м ы :
1. Если в обеих частях уравнения имеются одинаковые члены, то 

нх можно опустить.

ние * +  ~  =  7 имеет два корня: 3 и 4 +

*2— 14* +  49 =  0 и * — 7 =  0
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Так, уравнение 9л” +  5л: =  1 8 + 5 *  имеет одни корень х  =  2; 
опустив в обеих частях 5х, получим уравнение 9* =  18, которое имеет
тот же корень х — 2.

2. Любой член уравнения можно перенести из одной части урав
нения в другую, переменив его знак на противоположный.

Так, уравнение 7х — 11 =  3 имеет один корень х =  2. Если пере
нести 11 в правую часть с противоположным знаком, получим урав
нение 7х =  3 +  И, которое имеет то же решение х ~  2.

Т е о р е м а  2. Обе части уравнения меж но умножить на любое 
выражение, имеющее смысл и отличнее от нуля при всех допустимых 
значениях неизвестного, полученное уравнение будет равносильно дан
ному.

В частности, если обе части уравнения умножить на одно и то ж? 
число, не равное нулю, то получим уравнение, равносильное данному.

П р и м е р .  Уравнение 2х — 15 =  10 — Зд: имеет корень х =  5. 
У мл ожив обе части на 3, получим уравнение

(2х — 15) - 3 =  (10 — 3*) • 3, или 6* — 45 =  30 — 9*,

которое имеет тот же корень х — 5.
Деление на какое-либо число, отличное от нуля, можно рассма

тривать как умножение на число, ему обратное. Поэтому обе части 
уравнения можно также и разделить на одно и то же число, отличное 
от нуля.

П р и м е р .  Уравнение 12л;2— 3 =  6* +  33 имеет два корня:
2 и х2=  —1,5.
Разделив все его члены на 3, получим уравнение 4*2— 1 2х +  11, 

равносильное данному, так как оно имеет те же два корня: дгІ=  2 и 
Х2— —1,5.

С л е д с т в и я  и з  в т о р о й  т е о р е м ы :  1. Знаки всех чле
нов уравнения можно изменить на противоположные (это равносильно 
умножению обеих частей уравнения иа —1).

п Р и м е р. Уравнение —3* +  7 := —8 после умножения обеих 
частей на — 1 примет вид Зл:— 7 = 8 .  Первое и второе уравнения 
имеют единственный корень х  =  5.

2. Уравнение, в котором коэффициенты всех или некоторых членов 
дробные числа, можно заменить равносильным ему уравнением с це
лыми коэффициентами (для этого обе части уравнения надо умножить 
иа наименьшее общее кратное знаменателей дробных коэффициентов).

5 * __ 4  16а: +  1
П р и м е р .  Уравнение — ^ п о с л е  умножения обеих

его частей на 14 принимает вид:

5 * — 4 , .  16л: +  1 , . Л
— ^ ^ ---- • 14; (5л: — 4) . 7 =  (16л: +  1) • 2;

35л: — 28 =  32л: +  2.

Легко убедиться в том, что первое и последнее уравнения удовлет
воряются только при х  =  10.

3. Уравнение можно сократить (разделить все его члены на одно 
и то же число).

П р и м е р .  Уравнение 75х2— 200* =  900 +  60*2— 50л: можно 
сократить на 5. Тогда получим уравнение 15*2— 40л: =  180 +  12л2—
— іОл:, равносильное данному.
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П р и м е ч а н и е .  Иногда приходится умножать обе части урав
нения на какое-нибудь выражение, содержащее неизвестное. В ре
зультате этого может получиться уравнение, не равносильное данному.

П р и м е р .  Пусть дано уравнение 2х — 1 = 5 ,  имеющее один корень 
х  =  3. Еслн умножить обе части этого уравнения на х — 2, получим 
новое уравнение (2х — 1) (х — 2) =  5 (х — 2), не равносильное данному, 
так как, кроме корня х =  3, оно имеет еще один х  =  2, не удовлетво

ряющий данному уравнению. Если бы умножили на — то полу-х  ~~~ о
« „ 2* — 1 5чили бы уравнение-------5- = ------ -  , которое вообще не имеет корнейх — о х “  о

и, следовательно, тоже не равносильное данному*
Рассмотренные теоремы (их называют также свойствами уравне

ний) и следствия из них дают возможность сравнительно легко решать 
многие уравнения. Преобразуя уравнение согласно упомянутым свой
ствам и следствиям, мы каждый раз получаем новое, более простое 
уравнение, равносильное данному. Таким способом можно прийти 
к очень простому уравнению, корни которого определить нетрудно. 
А так как полученное уравнение равносильно данному, то и корни его 
есть не что иное как корни данного уравнения.

§ 17. Уравнения перпоіі степепп

Уравнение с одним неизвестным, которое после раскрытия скобок 
и приведения подобных членов принимает вид 0* +  Ь =  0, где а Ф О 
и Ь — произвольные чиста, а х  — неизвестное, называется уравнением 
первой степени с одним неизвестным.

Уравнение вида о* +  Ь =  0 при а Ф 0 называется нормальным 
видом уравнения первой степени с одним неизвестным.

Уравнение с одним неизвестным, которое после раскрытия скобок 
и приведения подобных членов принимает вид ах +  Ь =  0, где а и Ь — 
произвольные числа, называется линейным уравнением с одним неиз
вестным.

Каждое уравнение первой степени — линейное, но не каждое 
линейное уравнение есть уравнение первой степени. Например, все 
уравнения

2х +  3 =  7 — 0,5х, 0,3у =  О, ~  +  3 =  - і  (х —  2)

линейные, но только два первых являются уравнениями первой сте
пени. Уравнение первой степени с одним неизвестным всегда имеет одио 
решение; линейное уравнение может не иметь решений (Оя =  5) или 
иметь их бесконечное множество (0* =  0).

Общая схема решения уравнений первой степени. Пусть надо 
решить уравнение

х — 4 2 (х +  1) _  5 (а : — 3) , ^ 11* +  43
~ 3 ~  + -----4---------1 ----------2-----+ 2 х ---------- 6 ~ -

1. Умножим все члены на наименьшее общее кратное знаменателей, 
равное 12. После сокращения получим

Цх  — 4) +  Цх  +  1) — 12 =  30(я -  3) +  24* — 2(1 \х  +  43).
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2. Чтобы отделить члены, содержащие неизвестное и свободные 
члены, раскроем скобки:

4* — 16 +  6* +  6 — 12 =  30* — 90 +  24* — 22* — 86.
3. Сгруппируем в одной части члены, содержащие неизвестные, 

а в другой — свободные члены:
4х +  6х —  ЗОх — 24* +  22* =  —90 — 86 +  16 — 6 +  12.

4. Приведем подобные члены: —22* =  —154.
5. Разделим обе части на —22. Получим * =  7.
Как видим, корень полученного уравнения, а значит и данного, 

равен * =  7.
Вообще такие уравнения можно решать по следующей схеме:
а) привести уравнение к целому виду;
б) раскрыть скобки;
в) сгруппировать члены, содержащие неизвестное, в одной части 

уравнения, а свободные члены — в другой;
г) привести подобные члены;
д) решить уравнение вида ах =  Ь% которое получили после приве

дения подобных членов.
Однако эта схема не обязательна для всякого уравнения. Во-пер- 

вых, при решении многих более простых уравнений приходится начи
нать не с первого, а со второго, третьего и даже сразу с пятого этапа. 
Во-вторых, некоторые промежуточные этапы могут оказаться ненуж
ными. В третьих, иногда бывает выгоднее для простоты решения нару
шить порядок, указываемый схемой.

Аналогично можно решать уравнения первой степени с одним 
неизвестным с буквенными коэффициентами.

П р и м е р  1. сх — Ь (с — *) =  а (Ь — *) — Ь(а — *);
сх — Ьс +  Ьх =  аЬ — ах — аЬ +  Ьх\ 

сх — Ьс =  —ах; 
сх 4* ах =  Ьс; х (а +  с) =  Ьс\

х  =  — (если а Ф  — с). 
а +  с '

_  Л а — * . 3* За2 — аЬ — 4Ь2
П р и м е р  2. г-------- ------г т  — ------5-----го----- ;к ѵ 6 — а ‘ а +  6 о2 — 62

а+ Ь с—Ь 1
а — * 3* За2 — аЬ — 462 в 
а — Ь +  а +  Ь ~  о2 — б* ;

— (а — *) (а +  Ь) +  3* (я — 6) — За2 —  аЬ —  4Ь*;
—а2 — аЬ +  ах +  Ьх +  3 ах — 3 Ьх =  За2 — аЬ — 4 Ь2\

4ах — 2Ьх =  4а2 — 4 2х (2а — Ь) =  4 (а2 — Ь2)\

х  =  2 (2а -  Г : * =  ^ а - Р  (если 2й *  6 и а +  ±Ъ).

Уравнения, содержащие неизвестное в знаменателе. К уравнениям 
первой степени приводятся многие дробные уравнения с одним неиз
вестным. Чтобы решить такое уравнение, часто приходится умножать 
обе части на выражение, содержащее неизвестное, а это, как показано 
на стр. 123, может привести к нарушению эквивалентности уравнений.
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Поэтому при решении этих уравнений надо все полученные корни 
проверять подстановкой в начальное уравнение. Корни, не удовлетво
ряющие начальному уравнению, надо отбросить как посторонние.

і г, 2 , 5П р и м е р  1. Решить уравнение ^ _  2
Разлагая х2 +  х — 2 на множители, получаем х 2 +  х  — 2 =  

=  (х — 1) (х +  2). Следовательно, х* +  х  — 2 — общий знаменатель дро
бей. Тогда дополнительными множителями будут соответственно х  2, 

— 1, 1.
х+2  х -1  1

2 . 5  _  13
х  — 1 х +  2 х 2 х  — 2 '

2{х  4- 2) . 5 (х — 1) 13
"Г( х — 1)(х +  2) ( х — 1)(* +  2) ( х — 1)(л: +  2)

Для упрощения уравнения надо обе части его умножить на (х — 1)Х 
X ( * +  2); получим

2 (х +  2 )4 - 5(х — 1) =  13;
2х 4- 4 4" 5* — 5 =  13;

7х =  13 — 4 + 5 ;
7х =  14; х =  2.

2 , 5  13 0 . 5 13. 13 13
Р о в е р к а .  2 _ і + 2 _ | _ 2  4 4 - 2  — 2 ; ^ 4 4* 4 4 '  

х  =  2 удовлетворяет данному уравнению.
О т в е т ,  х =  2.
П р и м е р  2. Решить уравнение

2 : . т , 6 ■ ■ о • (1)х — 1 х-\~2 х 2 +  х  — 2 ‘

Общин знаменатель: х 2 +  х  — 2; дополнительные множители: х  +  2, 
х — 1, 1.

дг+2 х—1 1
-  ... • (2)
х  — 1 дс +  2 х2 4  х — 2*

2 (х +  2) 5 ( х — 1) _  б
(х — 1) (х +  2) +  (х-1) (х+2) ~  (х — \ )(х +  2) '

Умножаем обе части уравнения на (х — 1) (х +  2), получаем
2(х +  2) +  5(* — 1) =  6 ;

2х 4- 4 4 “ 5* — 5 п= 6 ; (3)
7х =  7;

х  г= 1.
Уравнение (3) имеет корень дг =  1. Но он является посторонним 

для данного уравнения, так как 1 не может быть допустимым значе
нием для х: при х  =  1 знаменатель первой и третьей дроби уравнения 
(1) обращается в нуль. Эквивалентность нарушилась при переходе от 
уравнения (2) к уравнению (3).

О т в е т .  Данное уравнение не имеет решений.
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§ 18. Решение задач е помощью уравпепий 
первой степени с одним неизвестным

Чтобы решить задачу с помощью уравнения, необходимо:
I) выбрать неизвестное и обозначить его буквой; 2) выразить осталь

ные неизвестные в задаче значения величин при помощи этой буквы; 
3) составить уравнение; 4) решить уравнение; 5) проверить полечен
ное решение и ответ по условию задачи. Дальше в качестве иллюстра
ции приведены решения нескольких задач с помощью составления 
уравнений первой степени.

З а д а ч а  1. На первом складе было 185 т угля, а на втором 
237 т. Первый склад начал отпускать ежедневно по 15 т угля, а вто
рой — по 18 т .  Через сколько дней на втором складе будет угля в пол
тора раза больше, чем на первом?

Предположим, что через * дней на втором складе будет угля в пол
тора раза больше, чем на первом. Первый склад отпускал ежедневно 
по 15 т угля, поэтому за * дней с первого склада было выдано угля 
15* (т). Значит, на первом складе осталось угля 185 — 15* (т). Вто
рой склад отпускал ежедневно по 18 т ,  поэтому за * дней со второго 
склада было выдано угля 18* (т). На втором складе осталось угЛя 
237 — 18* (т). По условию задачи, остаток угля на втором складе 
в полтора раза больше, чем иа первом.

3
Составляем уравнение 237 — 18* =  (185 — 15*), 2 (237 — 18*) =  

=  3 (185 — 15*), откуда 

474 — 36* =  555 — 45*; —36* +  45* =  555 — 474; 9* =  81; * =  9.

П р о в е р к а .  1 ) 3 а 9  дней было выдано угля: с первого склада 
15 • 9 =  135 (т)\ со второго склада 18 • 9 =  162 (т); 2) осталось угля 
на первом складе 185 — 135 =  50 (т)\ на втором складе 237 — 162 =  
=  75 (т)\ остаток угля на втором складе в полтора раза больше, чем 
на первом. Задача решена верно.

О т в е т .  9 дней.
З а д а ч а  2. Сумма цифр двузначного числа равна 11. Если 

к этому числу прибавить 63, то получится число, обозначенное теми же 
цифрами, но написанное в обратном порядке. Найти это число.

Обозначим число единиц в искомом числе *, тогда число десятков 
будет II — *; искомое число примет вид (11 — *)10 +  х. Число, запи
санное теми же цифрами в обратном порядке, будет 10* +  (11 — *).

Составим уравнение (11 — *)І0 +  * +  63 = 10* +  11 — *, реше
ние которого * =  9 даст единицы искомого числа. Число десятков 
составит 11 — * =  2. Искомое число: 29.

О т в е т .  29.
З а д а ч а  3. За 7 ч работы токарь должен. был по норме 

обточить, некоторое количество деталей. Применив новый резец, 
токарь стал в каждый час обтачивать на 4 детали больше, чем полага
лось в 1 ч по норме, а потому за 6 ч работы выполнил 1,2 дневной нормы. 
Сколько деталей в час обтачивает токарь, применяя новый резец?

Обозначим количество деталей, обрабатываемых токарем в 1 ч, 
буквой *. Тогда его дневная норма при семичасовом рабочем дне будет 
7*. С применением нового резца он обрабатывает за 1 ч х  +  4 деталей, 
за 6 ч работы он обрабатывает 6(* +  4).
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Составим уравнение: 6(д;+ 4) =  1,2 1х\ х  =  10; дг+ 4 =  14.
О т в е т .  14 деталей.
З а д а ч а  4. Одной автомашиной можно перевезти некоторый 

груз за 18 ч, а второй — за 24 ч. Перевозку груза начали двумя маши
нами одновременно. Через несколько часов вторую машину перевели 
на другую работу, а остаток груза перевозили только первой 
автомашиной в течение 4 ч. Сколько часов работала первая автома
шина?

Обозначим буквой х  время, в течение которого работала вторая 
автомашина; х  есть также время, в течение которого работали обе

машины одновременно. За I ч первой машиной можно перевезти

везла оставшийся груз за 4 ч, следовательно, за это время она пере

учитывая, что весь груз составляет условную единицу, получим 
уравнение

Решение уравнения х  =  8(ч) дает время совместной работы обеих 
машин. Тогда первая машииа работала 8 +  4 =  12 (ч).

О т в е т .  12 ч.
З а д а ч а  5. Ежедневно в 12 ч дня от пристани А к пристани В от

правляется по реке пассажирский катер. Весь путь от Л до В катер 
проходит без остановки со скоростью 12 км/ч. Затратив на стоянку 
у пристани В 2,5 ч, катер отправляется обратно и, пройдя весь путь без 
остановки со скоростью 15 км/ч, прибывает к пристани А в 19 ч того же 
дня. Найти расстояние от А до В.

Пусть расстояние от Л до В равно х  километров. Тогда время
X Xдвижения катера от Л к В будет часов, а от В к Л ^  часов. Ка

тер возвратился в пункт Л через 19— 12 =  7 ч, из них 2,5 ч — стоянка, 
поэтому он был в пути 7 — 2,5 =  4,5 ч. Отсюда получаем уравнение

решение которого х  =  30 (км) дает искомое расстояние.
О т в е т .  Расстояние между Л и В 30 км.
З а д а ч а  6. Кусок железа и кусок меди весят вместе 1280 г, 

причем объем куска меди вдвое больше объема куска железа. Найти 
объем каждого куска, если удельный вес железа 7,8 г/см3, а удельный 
вес меди 8,9 г/см*.

Обозначим объем (в кубических сантиметрах) куска железа через х , 
тогда объем куска меди равен 2х. Вес железа х  • 7,8, а меди 2х • 8,9.

I

везла 4 =  части груза.
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Составим уравнение: 7 ,8 * +  17 ,8*=  1280. Его решение * =  50 
дает объем куска железа. Тогда объем куска меди равеи 100 куб. см. 

О т в е т .  50 куб. см и 100 куб. см.
З а д а ч а  7. Имеются два сплава золота и серебра; в одном коли

чество этих металлов находится в отношении 2 : 3, в другом — в отно
шении 3 : 7 .  Сколько нужно взять каждого сплава, чтобы получить 
8 кг нового сплава, в котором золото и серебро были бы в отношении 
5 : 1 1 ?

Обозначим буквой * вес первого сплава в килограммах, тогда вес 

второго будет (8 — *). Золота в первом сплаве содержится - ^ х  и се*
3

ребра -е** килограмма. В (8 — *) килограммах второго сплава содер-
О
3 7жится (8 — л:) золота и у д (8 — *) серебра.

Составив уравнение по условию задачи, получим

[ Іх +  Ж (8“■х)] '■ [ 4 * +  Та'( 8-■х)]= 5 :111'
Его решение * =  1 (кг) дает вес первого сплава. Вес второго сплава
8 — * в  7 (кг).

О т в е т .  1 кг и 7 кг.

§ 19. Системы двух уравнений первой степени
с двумя неизвестными

Уравнение с двумя неизвестными, которое после раскрытия ско
бок и приведения подобных членов принимает вид ах +  Ьу =  г, где 
а и Ь отличные от нуля числа, называется уравнением первой степени 
с двумя неизвестными.

Примеры таких уравнений:

5* — 2* +  3 =  2* +  у  — I;

2
8* — 1,3^ = 1 5 ;  * +  0 ,7 /у =  3,4; у =  4х — 9.

Любая пара допустимых значений * и у, удовлетворяющих урав
нению, называется решением этого уравнения. Так, например, значе
ния * =  1, у  =  14 или * =  2, у =  13 будут решениями уравнения
* +  у  =- 15.

Одно уравнение с двумя неизвестными первой степени имеет беско
нечное множество решений. Так, в уравнении * +  у — 15 неизвестное
* может принимать любые значения, и для каждого из них имеется 
соответствующее значение у> например:

*1== 1, у 1== 14; *2=  2, у2— 13; *3=  100, */3=  —85 и т. д.
Уравнение с двумя неизвестными, которое после раскрытия ско

бок и приведения подобных членов принимает вид ах +  Ьу =  с, где 
а и Ь — произвольные числа (не обязательно отличные от нуля), назы
вается линейным уравнением с двумя неизвестными. Такое уравнение 
может не иметь решений (0* +  0у =  5).
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Для уравнения первой степени с двумя неизвестными имеют место 
те же свойства, что и для уравнения с одним неизвестным (стр. 121). 
Используя их, каждое такое уравнение можно привести к нормаль
ному виду (т. е. к виду ах +  Ьу =  с).

п  Л Т * х - Ъ у  I? У + ЬП р и м е р .  7 Н ------^ =  2* — 3 ’ ;

84 +  3 (х — 3у ) ~  24х — 4 (у +  5);
84 +  3* — 9у — 24х — 4 у — 20;

Ъх — 9 у  — 24* +  \ у  =  — 20 — 84;
—21* — Ъу =  —104 нлн 21дг +  Ьу =  104.

Если иаходят общие решения двух илн несколькнх уравнений, 
то говорят, что эти уравнения образуют систему. В системе уравнений 
каждое неизвестное означает одно и то же число во всех уравнениях.

Чтобы показать, что данные уравнения образуют систему, их 
обычно записывают одно под другим и объединяют фигурной скобкой, 
например

і * +  у  =  20,
I х  — у  — 10.

Каждая пара значений неизвестных, которая одновременно удов
летворяет обоим уравнениям системы, называется решением системы. 
Например, приведенную выше систему уравнений удовлетворяет пара 
чисел * =  15, у =  5. Это и есть решение данной системы. Других 
решений она не имеетч Существуют системы уравнений, имеющие бес
конечное множество решений, а также системы, вовсе не имеющие 
решений. Система, не имеющая решений, называется несовместимой.

П р и м е ч а н и е .  Называть решение системы корнями нельзя.
Решить систему — это значит найти все решения этой системы 

или показать, что она не имеет их.
Две системы уравнений называются равносильными (эквивалент• 

ными), если всё решения одной нз них являются решениями другой и 
наоборот, все решения другой системы являются решениями первой. 
Например, решением системы

Г 2х +  у =  11,
I 3* — у =  9

является пара чисел: х  =  4 и у =  3. Эти же числа являются также 
единственным решением системы

і Ъх — З^ =  11,
1 х +  8у =  28.

Следовательно, рассматриваемые системы уравнений равносильны.
Две несовместимые системы уравнений также считаются равно

сильными. Две равносильные системы уравнений могут состоять из 
одинакового н разного количества уравнений. В частности, система 
уравнений может быть равносильна одному уравнению. Понятие равно
сильности систем уравнений является относительным: две системы 
уравнений равносильны в одном числовом множестве и не равносиль* 
мы — в другом.

Наиболее важным приемом решения систем уравнений является 
переход от данной системы к другой, равносильной данной, но более
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простой. Поэтому важно знать приемы получения новых систем урав
нений, равносильных данной. В основе этих приемов лежат следующие 
теоремы.

Теоремы о равносильности систем уравнений первой степени.
Т е о р е м а  1. Любое из уравнений системы можно заменить 

равносильным ему уравнением; полученная в результате этого система 
равносильна данной.

Напрнмер, если в системе
( 2дг — Зу =  4,
I Зх 2(/ = 1 9

заменить второе уравнение равносильным ему уравнением 9х +  6у =
— 57, получим новую систему

I 2х — Зу =* 4,
\ 9х +  6у =  57,

равносильную данной.
Т е о р е м а  2. Любое из уравнений системы можно заменить 

уравнением, полученным в результате алгебраического сложения обоих 
уравнений системы. Новая система равносильна данной.

Например, еслн первое уравнение в приведенной выше системе 
заменить таким образом, получим новую систему

і Ъх — у  =  23,
I Зх -(- 2у =  19,

равносильную данной.
Т е о р е м а  3. Можно из одного уравнения системы выразить 

какое-нибудь неизвестное через другое и подставить это выражение 
во второе уравнение. Новое уравнение вместе с первым образует систему, 
равносильную данной.

Пусть, например, дана система
/  2х +  Зу =  33,
\ * - 2у =  1.

Выразим неизвестное х  через у  из второго уравнения: х  =  2у +  1; 
подставив это выражение в первое уравнение, получим

2(2 у  +  1) +  Зу =  33.
Если к этому уравнению с одним неизвестным присоединить второе 
уравнение системы, получим новую систему

Г2(2 у +  1) +  З^ =  33,
\ х  — 2 у = 1 ,

равносильную данной.
На приведенных выше теоремах основаны различные способы реше

ний систем уравнений.
Решение систем уравнений способом алгебраического сложения. 

Еслн коэффициенты при каком-нибудь неизвестном в обоих уравнениях 
равны по абсолютной величине, то, складывая оба уравнения (или вычи
тая одно из другого), можно получить уравнение с одним неизвестным. 
Решая это уравнение, определяют одно неизвестное, а подставляя 
его в одно из уравнений системы, находят второе неизвестное.

{ 2^ 1 11 
Зх у  ~  9 9
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Здесь коэффициенты при у  по абсолютному значению равны между 
собой , но противоположны по знаку. Для получения уравнения с од
ним неизвестным уравнения системы почленно складываем:

(2* +  у  =  И 
3* — у — 9
5лг =  20; х  =  4.

Полученное значение х  =  4 подставляем в какое-нибудь уравне
ние системы (например, в первое) и находим значение у:

2 - 4 +  М ,у  =  11 — 8, ^ =  3.

Следовательно, система имеет решение: х —4, у = 3.
Если коэффициенты при неизвестных в уравнениях системы разные 

по абсолютной величине, то в этом случае уравнивают абсолютные 
величины коэффициентов при одном из неизвестных, а затем поступают 
так же, как и в первом случае.

!4х 4- Зи = _4
б* - -  5у  —_7*

Уравняем коэффициенты при х. Для этого умножим первое урав
нение на 3, а второе на —2 и сложнм полученные уравнения. Решение 
можно записать так:

3{4лг +  3у =  —4 
6х +  Ъу =  —7 —2

12х +  9^ =  —12 
І2х — \Ьу — 14

- У  =  2 
У =  -  2

4дг +  3 • (—2) =  —4, 4х =  2, х  =  .

О т в е т ,  х — , у =■ —2.

Аналогично можно решать и системы уравнений с буквенными 
коэффициентами.

П р и м е р .  Решить систему уравнений

(
і ах — Ьу ~  а2 +  Ь2,

* +  У ~  2а (а +  Ь Ф 0).
ах — Ьу =  а2 +  62 
х +  ^ =  2а

ах — Ьу — а2 +  Ь3 
=  2а6

х (а +  Ь) =  (а +  Ь)2 
х  =  а +  Ь*

а +  Ь +  у  =  2а;
У ~  а — б-

О т в е т .  х =  а +  6, у ~  а — 6.
Решение систем способом подстановки. Еслн из одного уравнения 

системы какое-либо из неизвестных выразить через второе и подста-

Если бы в условии не было отмечено, что а+ЬфО, тогда следовало бы этот 
случай рассматривать отдельно. При а+Ь= 0 полученное уравнение удовлетворя
ет любому значению х. В этом случае система имела бы бесконечное множество ре
шений: х— любое число, у —Ча—х>
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вить это выражение во второе уравнение, то получим уравнение с од
ним неизвестным. Из этого уравнения можно найти значение одного 
неизвестного, а из полученного выражения — второго.

І З ѵ_2и — 11
4* _  5^ =  з. ’

Из первого уравнения находим

11 + 2^

Подставив это значение во второе уравнение, получим уравнение с од
ним неизвестным

4 ■ И + 1у - 5 у  =  3,4(11 +  2 у ) 1 5 у  =  9, 44 +  %  — \Ъу =  9;
О

—7у =  — 35; у — Ъ.
Подставив ^ =  5 в выражение для дг, получим

1 1 + 2 - 5  х  — ------------ ; х  =  7.

Система имеет решение: * = 7 , у = 5.
Некоторым видоизменением этого способа является с п о с о б  

с р а в н и в а н и я  н е и з в е с т н ы х .  Чтобы решить систему этим 
способом, надо в каждом уравнении одно н то же неизвестное выразить 
через второе. Полученные таким образом разные выражения для неиз
вестного сравнивают и получают уравнение с одним неизвестным. Ре
шив это уравнение, находят значение одного неизвестного, затем вто
рого.

П р и м е р .  Решить систему уравнений |  ^
Из двух уравнений выражаем х  через у:

_  13 — 6*/ _ —1 — 18 у  
х ^ ; * 7 ~ '

Сравнивая эти выражения, получаем уравнение с одним неизве 
стным у

13 — _  — 1 — \8у 
5 ~  7 ’

Решаем это уравнение:
7(13 — б^) ** —5(1 +  18^); 91 — 42у  =  —5 — 90^; АЪу =  - 9 6 ;

у  =  —2.
Неизвестное дг найдем, подставив значение у  в одно из выражений 
для дг:

13 — (—2) • 6 сх ----------- =  5.
5

Таким образом, система имеет решение: х  =  5 , у  =  —2.
Способ замены. К системам двух линейных уравнений с двумя 

неизвестными можно приводить некоторые нелинейные системы. Эго 
можно осуществлять способом замены.
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Пусть, например, надо решить систему

I “ - І - 9; 

4 I
±  +  Л  =  35. х  у

Заменим неизвестные, положив - і  =  ы, -і- =  р; получим линей-
х  у

15 и — 1ѵ — 9;
ную систему

{ 4и +  9у =  35, 

которая имеет решение: и =  2, о =  3. Из соотношений

• =  3 находим * =  ~  - и =

Решение системы при помощи определителей. Решения системы вида

Г ахх  +  Ьгу  =  сѵ  
( 02Х +  Ьгу  =  сг

можно находить по формулам

х ___ & 2 С 1 ---

ахЬг -  аф г ’ у

Формулы легко запомнить, если ввести следующие обозначения.
РЧ I . Это выражениеУсловимся выражение р$ — гд обозначать так:

называют определителем, или детерминантом, второго порядка. 
Итак,

Р П ^ р $ - г Ч

П р и м е р .
2 1
3 2 =  2 . 2 — I - 3 = 1 .

С помощью определителей решение системы і  ? 5 І  и
I «2* і~ °2У

можно представить в удобном для запоминания виде:
сг

х  =
С1
сг Іі —“ і
ах Ьг » у — аг Ьг
&2 2̂ а%

Знаменатель здесь общий. Его называют определителем системы и обо
значают

Д = 1^1А1I 2̂
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Если определитель системы не равен нулю, то система имеет един
ственное решение: значение неизвестного равно дроби, знаменатель 
которой является определителем системы, а числитель — определите
лем, получающимся из определителя системы заменой коэффициентов 
при этом неизвестном свободными членами (правило Крамера). 

П р и м е р .  Решить систему
X — у  1,
я +  2і/ =  3.(

Составляем определитель системы;
I - 1А = і

Применяем правило Крамера (так как Л Ф 0):

х  =

1 —1 1 1
3 2 _ 2  +  3 _  5 . _ 1 3

<м|II

ТсоII
- 
— 
1

Исследование системы уравнений. Исследуем, 
может иметь система уравнений

|  ахх  +  Ьху  =  сі9 
\  агх  +  Ьгу  =  с2.

3 *

сколько решений

Введем следующие обозначения:
«і Ьх
а2 Ьг

Сі Ьх
г2 Ь% — Ді

а 2
— Аг»

Возможны следующие случаи:
1. А Ф 0. Система в этом случае имеет едииственное решение.
2. А г= 0 и по крайней мере один из определителей Ах и Аг отличен 

от нуля. Система не имеет решений.
3. А =8 А1== Д2=  0 и по крайней мере одни из коэффициентов при 

неизвестных отличен от нуля. Система в этом случае имеет бесконечное 
множество решений.

Примеры последних двух случаев дают системы уравнений
|  2х +  З^ =  4, ( х  +  у  =  1,
\ Ах +  =  5; \ 2х +  2у =  2.

4. Все коэффициенты при неизвестных равны нулю. Если хотя бы 
один из свободных членов сг и с2 отличен*от нуля, то система не имеет 
решеиий. Если сх=  с2=  0, то системе удовлетворяют тождественно 
произвольные значения х и у.

§ 20. Системы линейных уравнепий 
с тремя неизвестными

Уравнение первой степени с тремя неизвестными. Уравнение пер
вой степени с тремя неизвестными х, у, г в нормальном виде записывают 
так:

ах +  Ьу +  сг =  с(.
П р и м е р ы .  10* +  10у +  &г =  164; 2х — Ъу +  г =  7.
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Одно уравнение первой степени с тремя неизвестными имеет бес
конечное множество решений. Действительно, взяв для * и у  какие- 
либо произвольные числа, например х  =  2, # = 5 ,  и подставив эти 
значения в уравнение 15* +  \0у +  8г =  164, получим 15 • 2 +  10 X

X 5 +  8г =  164, или 80 +  8г =  164. Отсюда г =? ю 4 - . Взяв другие

произвольные значения * и у, получим другое значение для г и т. д.
Система двух уравнений с тремя неизвестными. Систему двух 

уравнений первой степени с тремя неизвестными в общем виде записы
вают так;

{ ві* +  к #  +  сгг =  е?19 
#2* +  Ь%У =  ^2*

В большинстве случаев система двух уравнений с тремя неизвест
ными имеет бесчисленное множество решений.

Однако можно привести пример системы, не имеющей ни одного 
решения, например

х  — */ +  2г =  5, 
х  —• у  +* 2з 7.{

Какие бы значения ни имели *, у , г, выражение * — у  +  2г не мо
жет одновременно быть равным 5 и 7.

Система трех уравнений с тремя неизвестными. Система трех урав
нений с тремя неизвестными имеет вид

ахх  +  Ьху  +  схг =  аг, 
а2х  +  Ь2у  +  с2г =  
о3х  +  Ь3у  +  с3г =

Здесь *, у у г — неизвестные, а а 3, Ьѵ  6г, 6з, сг, ог, с3, <ІІ9 гіг,
(Із — данные числа.

Все свойства уравнений с одним и двумя неизвестными справед
ливы и для системы уравнений с тремя неизвестными. Поэтому для 
решения данной системы применимы те же способы, что и для системы 
двух уравнений с двумя неизвестными.

П р и м е р  1. Решить систему
1 5 * +  10(/ +  8г =  164, 

х +  У +  2 =  16,
г =  2 у.

Исключаем * из первого и второго уравнений данной системы. 
(Эту систему нетрудно также решить, подставив в два первых урав
нения вместо г равное ему выражение 2у.) Для этого умножим обе 
части второго уравнения на 15:

{15* +  15^ +  15г =  240, 
15* +  10у +  8г =  164.

Коэффициенты при * равны. Вычтя из первого уравнения второе, 
получим 5у +  7г =  76. Вместе с третьим уравнением оно дает систему 
уравнений с двумя неизвестными:

5у +  72 — 76,
2 =  2 у,

решив которую, найдем: у  =  4, г =  8.
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Подставляя эти значения в уравнения первое или второе, полу
чаем х  =  4. Следовательно, данная система трех уравнений с тремя 
неизвестными имеет единственное решение; * =  4, у «  4, 2 = 8. 

П р и м е р  2. Решить систему
( 7х -{- 6у  *4" 7г 100,
{ * — 2у +  г =  0,
I Здг +  у  — 2* =  0.

Умножим второе уравнение на 3 и прибавим его к первому:
, 7х +  6е/ +  7г =  100 

~г __ +  з г =  о
10* +  Юг =  100 или х  +  г =  10.

Умножим третье уравнение на 2 и прибавим ко второму:
х — 2 у +  г =  0 

блр +  2у — 4г =  0
7л: — Зг =  0. 

Полученные два уравнения дают систему
х г =  10,

7х — Зг =  0,

решив которую, найдем: х  =  3, г =  7.
Подставляя значения лт и г в третье уравнение системы, получаем

9 +  у — 14 =  0, у  =  5.
О т в е т .  Система имеет единственное решение: х =  3, у — 5, 
7.
В ряде частных случаев, учитывая специфические свойства дан

ной системы, можно применять приемы, упрощающие процесс решения. 
П р и м е р  3. Решить систему

х  +  у  ^  а, 
х  “{- г — Ь, 
у  +  г =  с.1

Складывая почленно все три уравнения и деля на 2, получаем
, , о Ь с 

х  +  у  +  2 = ------^------•

Вычитая из него последовательно третье, второе и первое урав
нения, находим

а +  Ь +  с а А - Ь - с  
X =  —  - -------с =

П р и м е р  4, Решить систему

(
х  +  ау +  аРг +  а3»  0,
х +  ^  +  ь н  +  о,
х  +  су Нт А  +  с3»  0,

где а, Ь, с — попарно различные числа. 

136



Вычитая второе уравнение из первого, получаем
(а — Ь)у +  (а2— Ь*)г +  (а8— Ь*) =  0.

Сократим на а — Ь (так как а Ф Ь):
У +  (а +  Ь )г+  (іа2+  аЬ — Ь3) »  0.

Аналогично, вычитая из первого уравнения третье, находим
у +  (а +  с)г +  (а2+  ас +  с2) =  0;

вычитая почленно полученные уравнения, исключаем у :
(6 — с)г +  (а& — ас +  62+  с2) =  0,

откуда г =  — (а +  Ь +  с). Тогда из уравнения # +  (а +  Ь)г +  
+  (а2+  аЬ +  №) =  0 получим у  =  аЬ +  Ьс +  ас и, наконец, вос
пользовавшись первым уравнением системы, найдем х =  — аЬс.

Решение систем трех линейных уравнений с помощью определите
лей. Определителем третьего порядка, составленным из таблицы 
девяти чисел

сі»
^2» ^2» ^2» 

сз»
называется число

Л =
ах Ь1 сх
о2 Ь2 г2 
а3 Ь3 Сд

Вычисление определителей третьего порядка можно проводить по 
схеме треугольников (рис. 10). На левом рисунке соединены места 
таблицы, для которых произведения элементов следует взять со своим 
знаком. На правом рисунке соединены те места таблицы, для которых 
произведения элементов следует брать с противоположным знаком.

+
Рис. 10.

П р и м е р .  Вычислить определитель
1 2  3 

Л =  2 2  1
3 1 2

Д =  1 . 2 . 2  +  2 * 1 * 3  +  3 . 2 . 1 — 3 . 2 - 3 — Ь Ы  — 2-2-2 =  — П. 
Теперь рассмотрим систему трех уравнений с тремя неизвестными

{й\Х +  Ьху  + ^ 2  =  й1%
О2Х "" У " “ ^2̂  =

а3х + Ь 3у  +  саг — <*,.
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Если система имеет решение, то это решение представляется 
в удобном для запоминания виде:

х  =

Ьх сх
2̂

С3 Л 4 Ш я

а1 сх
й<1 ^2 2̂
Дд с3 ( • «у — |

аі Ьх йх
#2 ^2

а1 Ьх сх 1 У — Ьг сг > 2  — аѵ сг
Й2 Ь<і С% ^2 Ь% С2 а2 &2 2̂

Ь,3 Сз а3 З̂ С3 а3 Ь3

Обозначая определители, стоящие в числителе, соответственно через 
Л,, Д>, Дз и определитель, стоящий в знаменателе, через А (опреде
литель системы уравнений), решение системы уравнений запишем так:

,  _  и — ^1  г =* --  л » У — А * -- А *Л Д А
Эти равенства выражают правило Крамера для системы трех линейных 
уравнений с тремя неизвестными.

П р и м е р .  Решить систему
’х +  у +  г*=3, 
х  — у  +  Зг =  7,
2х "I” Зу — 2 ==: О*

- 4 ;
1 1 1 3 1 1

А = 1 --1 3 = 4 ^ 0 ;  Д і = 7 - -1 3
2 3-- 1 0 3 - 1

1 3 1 1 1 3
Аг 1 7 3 ~  0; Дз — 1 — 1 7

2 0 --1 2 3 0
=  8.

По правилу Крамера находим единственное решение системы:

4 1 0 Л 8 о
* =  т  =  у =  т  ; г = т  •

§ 21. Решение задач с помощью системы
уравнений

3 а д а ч а. Па корм 8 лошадям и 15 коровам отпускали ежедневно
162 кг сена. Сколько сена ежедневно выдавали каждой лошади и каж
дой корове, если 5 лошадей съедали ежедневно сена на 3 кг больше,
чем 7 коров?

Пусть для лошади отпускали ежедневно *, а для коровы у  кило
граммов сена.

Тогда из первой части условия следует 8* +  1 5 # =  162, а из вто
рой — уравнение 5* — 1у =  3.

Решим систему этих уравнений:

(8* +  \Ь у =  162 
5* — Ту =  3

5
—8

4 0 * +  75^ =  810 
40* +  56// =  — 24

5* — 42 =  3, \3 \у  =  786
* =  9. у  =  6.

138



О т в е т .  9/сг и 6 /сг сена.
З а д а ч а .  Латунь состоит из сплава меди и цинка. Кусок латуни 

весом 124 г при погружении в воду «потерял» 15 г. Сколько в нем 
содержится меди и цинка отдельно, если известно, что 89 г меди «те
ряют» в воде 10 г, а 1 г цинка — I г?

Пусть в латуни было х граммов меди и у  граммов цинка. Тогда

* +  У =  124. Так как медь «теряет» ^  своего веса, а цинк — , то х
оУ (

10 1 -  граммов меди потеряет щ х ,  а у  граммов цинка— — у. Следова

тельно, + 4 “ У “  15. Решив систему уравнений, получим х  =  89, 
оУ /

у  =  35.
О т в е т .  89 г меди и 35 г цинка.
З а д а ч а .  Два трактора различной мощности при совместной ра

боте вспахали за 15 ч всего поля. Если бы первый трактор рабо

тал І2 ч, а второй трактор — 20 ч, то они вспахали бы 20% всего 
поля. За сколько времени может вспахать все поле каждый трактор 
отдельно?

Площадь поля принимаем за единицу. Пусть первый трактор 
вспашет все поле за х  часов, а второй — за у  часов. Тогда произво

дительность первого будет равна — , а второго — . По условию за

1 . М  1 12 , 20 1 /  оп0/  М;-ачи имеем 1о ----------1 “  ■г*» -----------“  ~е~ 1так как 20% =  -=-1 .\ х  1 у I 6 * х 1 у 5 \  5 /
Решив систему уравнений, получим х  — 360, у  = 1 2 0 .

О т в е т .  360 ч и 120 ч.
З а д а ч а .  По окружности движутся два тела; первое пробегает 

окружность иа 5 сек скорее второго. Когда оии движутся по одному 
направлению, то встречаются через каждые 100 сек. Какую часть 
окружности (в градусах) пробегает каждое тело в I сек?

Пусть в 1 сек первое тело пробегает дугу в х  (градусов), а вто-
360 360

рое у  (градусов). Из первого условия находим ------------- =  5. Каж-
У %

дую секунду расстояние между телами по дуге увеличивается на х  — у  
(градусов). За время, протекающее от одной встречи к другой, т. е. 
за 100 сек, расстояние должно увеличиться на 360°. Поэтому 100 (х—у )— 
=  360. Полученная система имеет два решения: =  18, у х =  14,4; 
х2 — — 14,4, у2 = — 18. Оба они пригодны; физический смысл их один 
и тот же (меняются только номера тел и направление движения).

О т в е т. Первое тело за 1 сек пробегает 18°, второе 14°24\ 
З а д а ч а .  Велосипедист прибыл из пункта А в пункт В в на

значенное время, двигаясь с определенной скоростью. Если бы он уве
личил эту скорость на 3 км/ч, то прибыл бы иа место на час раньше 
срока, а если бы он проезжал в час иа 2 км меньше, чем в действитель
ности, то он опоздал бы на час. Определить расстояние между пунк
тами А и 5, скорость велосипедиста и время его движения.

Неизвестное расстояние обозначим через 5 , скорость велосипеди
ста ѵ и время его движения /.

Используем табличную запись решения (таблица 3).
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Т а б л и ц а  3

Этапы Путь (км) Скорость
(км/ч) Время («)

Первый 5 V і
Второй 5 ѵ -{- 3 і — 1
Третий 5 ѵ — 2 * + І

Имеем систему трех уравнений (нелинейных) с тремя неизвестными
ѵі =  5 ,

. >  +  3 ) .  ( * - ! ) « =  5,
1(»-2).(* +  1) =  5.

Эту систему можно привести к системе линейных уравнений: из 
Ы *= (ѵ +  3) • (I — 1) и ѵІ(ѵ — 2) • (і +  1) следует

( +  з* =  3,
I ѵ — 21 =  2.

Решив эту систему уравнений, получим і =  5, ѵ =  12. Тогда 5 '** 12Х 
X 5 =  60 (км).

О т в е т* 60 км, 12 км/ч, 5 ч.

§ 22. Квадратные уравнения

Общие понятия. Уравнение вида а х ? + Ь х + с = і  0, где х — не
известное, а коэффициенты а, Ь и с — данные числа, называется ква
дратным уравнением. В квадратном уравнении а Ф 0, так как в про
тивном случае оно было бы уравнением линейным: Ьх +  с =  0. 
В то же время а может быть и положительным и отрицательным. 
Если а <  0, то, умножив обе части уравнения на —1, получим урав
нение с положительным коэффициентом при х \  Коэффициент с назы
вается свободным членом, а*2— старшим членом, Ьх — членом, содер
жащим первую степень неизвестного.

Если 6 ^  0 и с ^  0, то уравнение Ьх +  с =  0 называется 
полным квадратным уравнением общего вида. Разделив все члены его 
на а(а Ф 0), получим

х  +  =  0. а а

г, Ь с л ,Полагая — =  р, имеем 'уравнение х2 +  рх +  ц =  0, которое

называется полным квадратным уравнением приведенного вида или 
приведенным квадратным уравнением. Если хотя бы одни из коэффи
циентов 6 или с равен нулю, то квадратное уравнение называется не
полным. Неполные квадратные уравнения бывают трех видов:

1) если 6 =  0, с Ф 0, то ах% +  с =  0;
2) » Ь Ф 0, с =  0, то ах% +  Ьх =  0;
3) > Ь =  0, с =  0, то ах* =  0.
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Решение неполных квадратных уравнений. У р а в н е н и я  в и д а

ахг -|- с =  0 и ах* =  0.

Чтобы решить уравнение вида ах2 +  с *= 0, переносим свободный 
член в правую часть и находим значение х8 и

Если коэффициенты а и с одного знака, то уравнение ах2 +  с =  0 
в области действительных чисел не имее* решений, так как квадрат 
действительного числа не может быть равным отрицательному числу

С г,
—— . Если же а и с противоположных знаков, то уравнение ах2+  с =

=  0 всегда имеет два корня, которые являются противоположными 
числами.

П р и м е р .  Решить уравнение 2х3— 32 =  0.
2л:8 =  32, 
х 2 =  16,

* =  ±  / Т б  =  ± 4 .

О т в е т .  * ! =  4, х2=  —4.
П р и м е р .  Решить уравнение 2л^+ 8 =  0

О лх2=  —4.

В области действительных чисел уравнение не имеет решения. 
Если а и с противоположных знаков, то уравнение с *= 0

можно решить и путем разложения на множители.
П р и м е р .

4л:2— 9 =  0, (2х — 3) (2* +  3) =  0;
3

2х — 3 =  0,
з

2х +  3 =  0, х2=  — —.

Уравнение ах2=  0 имеет равные корни: х ,=  0, х2=  0. 
У р а в н е н и е  в и д а  0^ +  Ьх =  0. Чтобы решить уравнение 

а*2-}- Ьх =» 0, надо его левую часть разложить иа множители: х(ах +

+  Ь) =  0, Тогда или х  =  0, или ах +  А в  0, откуда * =  — ~ .

Итак, уравнение ах2+  О имеет два корня:

*і =  0, .

П р и м е р  1. Решить уравиеине х2— 12* =* 0.
*(* — 12) =  0, *1== О, 

х  — 12 0, *2=  12.
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П р и м е р  2. Решить уравнение 

5х* +  9 4*» — 9 _ „
------------------- §--------3.

5*2 +  9 4** — 9 _  30 
6 5 

25*2+  45 — 24лг+  54 =  90; х2+  99 =  90; х2+  9 = 0 .

О т в е т .  Уравнение не имеет решений (в области действительных 
чисел).

П р и м е р  3. Решить уравнение 10(х — 2) +  19 =  (дх — 1)Х 
X (I +  Бх).

Ю(х — 2) +  19 =  (5л: — 1) (1 +  5л:), \0х  — 20 +  19 =  25*2— 1,
\0х -  25*2=  0;

2
5л:(2 — Ьх) =  0; хх=  0, 2 — 5х =  0, хг «  -г-.о

2
О т в е т .  * і=  0 ; х* -=-.

о
Приведенное квадратное уравнение. Р е ш е н и е  к в а д р а т н о г о  

у р а в н е н и я  п у т е м  в ы д е л е н и я  п о л н о г о  к в а д р а т а  
д в у ч л е н а .  Пусть надо решить уравнение л^+ Их +  24 =  0.

Разложим левую часть на множители, выделив из выражения 
х^+ 14* +  24 полный квадрат двучлена. Первый член есть квадрат 
числа х  (первого числа), второй член (14х) можно рассматривать как 
удвоенное произведение первого числа х  на второе число, равное 7, 
так как 14* =  2 • х • 7. Чтобы получить полный квадрат двучлена, 
прибавим квадрат второго числа 7 4 9 ,  а чтобы численное значение 
не изменилось, вычтем это же число 49. Получим

(х*+ 14* +  49) — 49 +  24 =  0, или (х +  7)8— 25 =  0.

Разложив левую часть на множители, получим
(х +  7 +  5) (х +  7 — 5) =  0, или (х +  12) (х +  2) =  0.

Итак, уравнение х2+  1 4 * + 2 4  =  0 равносильно (х +  12)Х 
X (х +  2) =  0, 
откуда следует

(х +  2) =  0 ; Л'1=  —2 ; х +  12 =  0 ; х2~  —12.

П р и м е р .  Решить уравнения путем выделения полного ква
драта х2— И х  +  30 =  0.

+  (*  -  6 | К  -  Г,) -  0 .

О т в е т .  * ! =  6 ; х2=  5.
Ф о р м у л а  к о р н е й  п р и в е д е н н о г о  к в а д р а т 

н о г о  у р а в н е н и я .  С помощью выделения полного квадрата
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двучлена в уравнении х2+  р х +  <7 =  0 при любых р и ^ получают 
общую формулу для корней приведенного квадратного уравнения

(О

выражающую зависимость корней от коэффициентов.
Формула читается так: корень приведенного квадратного уравнения 

ровен половине коэффициента при неизвестном в первой степени, взятом 
с противоположным знаком, плюс — минус квадратный корень из ква
драта половины этого коэффициента без свободного члена.

По этой формуле можно определить действительные корни при

веденного уравнения только в случае, когда выражение 1- ^ /  — <7а -
(оно называется дискриминантом приведенного квадратного уравнения)

неотрицательно, т. е. когда Если — <7> 0, то

данное уравнение х2 +  рх  +  <7 =  0 имеет два разных корня.

Если ^ |  — ц <  О, то данное уравнение не имеет действитель

ных корней.

Если — <7 =  0, то оба корня равны; хх =  х2 =  —
П р и м е р  1. Решить уравнение х2 — Ах — 60 =  0.
Здесь р =  —4, <7 =  —60. По формуле имеем

х - = 2 ±  / 4  — (—60) =  2 ±  / 6 4  =  2 ±  8;
Хі — 2 -{" 8 =  10;

х% ~  2 —  8 —  — 6.

П р и м е р  2. Решить уравнение х2 2тх — 2 (тп +  0,5п2) =  0 .

Здесь р =  2гп, <7 =  —2 і^гпп +  п21 . По формуле имеем

х =  —т +  ^ /~ т г +  2 {^пп +  ~  =  —т +  Ут *  +  2тп +  я 2 =

=  —т +  У (т  +  п)2 =  — т ±  | т +  л |; =  —т  +  ( т  +  л) =  п\
хг =  — т — (т п) =  —2т — п.

П р и м е ч а н и е .  Формулы і  | т +  п | и ±  (т 4- п) дают одина
ковые пары чисел, поэтому в данном случае вместо — т і  | т п \ 
можно писать — т і  (т +  я).

Полное квадратное уравнение общего вида. Квадратное уравнение 
вида ах2-\- Ь х +  с =* 0 можно решать по формуле корней приведенного 
уравнения, если данное уравнение предварительно разделить на 
а (а Ф 0). Однако можно пользоваться и специальной формулой

—Ь +• Ѵ̂ Ь2 — 4 ас
--------------------------. (2)

Эта формула читается так: корень полного квадратного уравнения 
общего вида равен дроби$ числителем которой есть коэффициент при
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*1 =

неизвестном в первой степени, взятый с противоположным знаком» 
плюс или минус корень квадратный из квадрата этого коэффициента 
без учетверенного произведения коэффициента при неизвестном второй 
степени на свободный член, а знаменателем есть удвоенный коэффи
циент при неизвестном второй степени.

Выражение 4ас, входящее в этой формуле под радикал, назы
вают дискриминантом квадратного уравнения общего в'ида.

Если 68— 4ас >  0, уравнение имеет два разных действительных 
корня.

Если 62— 4ас =  0, уравнение имеет два одинаковых корня:
Ь

*і

Если Ьг— 4ас •< 0, уравнение не имеет корней (действительных).
На следующих примерах покажем, как можно применять общую 

формулу корней для решения квадратных уравнений.
П р и м е р  1. Решить уравнение Зя2 +  1 Іх  +  6 =  0.
Здесь а =  3, 6 = 1 1 ,  с =  6 . По формуле имеем

_  —11 ± 1 ^ 1 2 1 — 4 • 3 - 6 —11 +  /1 2 1  — 72 И ±  / 4 9  
Х ~  2 - 3  “ 6 6 “

_ - И ± 7 .
“  6
—1 1 + 7  2

6 “  3 :
—11— 7 ,

*2 —- ^ — ■ 3.

П р и м е р  2. Решить 'уравнение

а .  . (* -  З)8 _  (* +  а)2 . ( * + 1) ( * - 1)О Х Т  4 — 8 -1 з .

Приведем данное уравнение к стандартному виду, а затем вос
пользуемся формулой (2):

72* +  6 (** — 6* +  9) =  3 (х2 +  6* +  9) +  8 (** — 1);
72* +  6** — 3 6 * +  54 =  3** +  18* +  27 +  8** — 8;

—5*г +  18* +  35 =  0, 5** — 18* — 35 — 0;
„ _  1 8 ±  V 324 +  700 _  18 ±  / І 0 2 І  18 ±  32

10 ~  10 10 *

*і =  5; *2 =  —1,4.
П р и м е р  3. Не решая уравнений, определить, сколько действи- 

тельных корней имеет каждое из иих:

а) 4 ^ +  6* +  9 »  0; б) г*2— 3* +  1 «  0.

Р е ш е н и е ,  а) 62— 4ас =  62— 4 • 4 * 9 «  36 — 144 <  0. Урав
нение ие имеет действительных корней;

б) (—3)*— 4 - 2 * 1 =* 9 — 8 >  0. Уравнение имеет два дейстаи* 
тельных различных корня.
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П р и м е р  4. При каком значении к уравнение +  12* — 3 =  0

П р и м е р  5. При каком значении а уравнение ал^+ 4х +  1 =  0 
имеет два равных корня?

Уравнение имеет два равных кория при условии, что его дискри
минант равен нулю. В нашем случае 42— 4 • 1 < а =  0» откуда а =  4.

Зависимость между коэффициентами и корнями квадратного урав
нения. Между коэффициентами и корнями приведенного квадратного 
уравнения хЦ - рх +  Я =  0 существуют такие зависимости:

1. Сумма корней приведенного квадратного уравнения равна коэф
фициенту при неизвестном в первой степени, взятом с противополож
ным знаком, т. е.

2. Произведение корней этого уравнения равно свободному члену, 
т. е.

Эти зависимости известны под названием формулы Вое та.
П р и м е  р ы, 1. Уравнение х2+  2х — 80 =  0 имеет корни х1== 8, 

х2— —10, так как х ^  х$= 8 — 10 == —2, х1 • х2=  8(— 10) =  —80.
2. Уравнение х2+  9х +  1 4 = 0  имеет корни хх=  —2, хг=  —7, 

поскольку хх+  —2 +  (—7) =  —9; хгх2— (—2) (—7) =  14.
Справедливо и обратное утверждение: если сумма двух чисел хх 

и х2 равна — р, а их произведение равно то эти числа являются 
корнями квадратного уравнения

Для случая полного квадратного уравнения неприведенного вида 
существуют зависимости

Эти утверждения дают возможность составлять квадратные урав
нения, которые имели бы наперед заданные корни, а также решать 
много других задач на составление и исследование квадратных урав
нений.

имеет корень, равный

$ +  60 — 75 =  0, к =  15.

Хг+  *2=  —р. (3)

• х% =  Я. (4)

х2+  рх  +  ц =  0.

Ь с
(5)

Например, уравнение 4х2 +  25х— 21 = 0  имеет кории
3

, -  , 3 25 / тч 3 21
*і +  *2 =  —1 +  , Ч Ч  “  (~ 7 ) • ^  .



П р и м е р  1. Составить квадратное уравнение, имеющее кории
5 и —6.

Здесь х х +  х2 =  5 +  (—0) — —1, ххх2 — 5(—б) =  —30; следова
тельно, /?=1, д =  —30. Получаем уравнение

я2-}- х  — 30 =  0.

П р и м е р  2. Составить квадратное уравнение, корни которого 
были бы обратными корням уравнения ах*+ Ьх +  с =  0.

Ь с
Перепишем уравнение ах2 Ь х с  =  0 так: я2 +  - ^ * + “ =г0 

и пусть его корнями будут хг и хг. Тогда
, 6  с

х і +  хг — — ~  и *і*2 5=3 ~  •

По условию, корнями искомого уравнения будут — и Чтобы
•*1 х2

получить его коэффициенты, вычислим
Ь

^  хх +  х2 _ а _  Ь_ 1 1 1 _  _1_ __
Х 1 х 2 Х 1Х2 с_ С ’  Х і  *  х2 Х1 Х 2 ^  с

а а
Уравнение будет иметь вид

Ъ /у
х г -----х -\------=  0 или сх2 +  Ьх +  а =  0.с с

§ 23. Задачи ва составление квадратных
уравиепий

З а д а ч а  1. Огородный участок, имеющий форму прямоуголь
ника, одна сторона которого на 10 м больше другой, требуется обнести 
изгородью. Определить длииу изгороди, если известно, что площадь 
участка равна 1200 кв. м.

Пусть одна сторона прямоугольника х у тогда другая будет * +  10* 
По условию имеем х (х +  10) =  1200; *2+  Юх — 1200 =  0.

Решая уравнение, получаем хг=  30, х2 =  —40.
Второе решение уравнения не принимаем во внимание, так как 

длина стороны прямоугольника не может выражаться отрицательным 
числом. Поэтому длина изгороди

2х +  2 (х +  10) =  2 • 30 +  2 (30 +  10) =* 140 (м).
О т в е т .  140 м.
З а д а ч а  2. Бригада лесорубов должна была по плану загото

вить в несколько дней 216 куб. м дров. Первые три дня бригада выпол
няла ежедневно установленную планом норму, а затем каждый день 
заготовляла 8 куб. м сверх плана. Поэтому уже за день до срока было 
заготовлено 232 куб. м дров. Сколько дров в день должна была заго
товить бригада по плану?

Количество дров, которое должна заготовить бригада за 1 деиь 
по плану, принимаем за х. В первые три дня бригада заготовила
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Зх {куб. л). Остальные дни оиа заготовляла по х  +  8. По плану бри-
210

гада должна работать —  (дней); с производительностью х  +  8 (куб. м)X
232_Зх

ь день она работала----- (дней). Согласно условию задачи имеем
X +  о

232 — Здг 216 232 — Зх , „ 216
Т + 8 -  +  3 + 1 =  —  , „л„ — ^ + 4 =  — .

После преобразования получаем уравнение *2+  4 8 * — 1728 =  0. 
Его корни: хх=  24, х2 =  —72. Следовательно, бригада в день дол

жна была заготовлять по плану 24 куб. м.
О т в е т .  24 куб. м.
З а д а ч а  3. Два автомобиля выходят из одного города в дру

гой. Скорость первого на 10 км/ч больше скорости другого, и поэтому 
первый автомобиль приходит на место на 1 ч раньше второго. Опреде
лить скорость обоих автомобилей, если известно, что расстояние между 
городами 560 км*

Принимаем скорость второго автомобиля за х (км/ч). Тогда ско
рость первого будет х  +  10 (км/ч). Значит, время движения первого

^ ^ 560 560
автомобиля будет —  ; время движения второго — ^ ^  ^ .

По условию задачи первое из этих чисел на 1 больше второго. 
Следовательно,

Гі60 , _  560 
“  х 4- 10*

После преобразований имеем ж2 — 1 0 * +  5600 =  0. Корни этого 
уравнения: * і=  70, х2=  —80. Отбрасывая второй корень, так как ско
рость ие может быть отрицательной, получаем скорость первого авто
мобиля 70 км/ч. Тогда скорость второго равна 80 км/ч.

О т в е т .  70 км/й, и 80 км/ч.
З а д а ч а  4. Теплоход прошел по течению реки 48 км и столько 

же против течения и потратил на весь путь 5 ч. Определить скорость 
теплохода в стоячей воде, если считать скорость течения реки 4 км/ч.

Скорость теплохода в стоячей воде принимаем за х (км/ч). Тогда 
его скорость по течению реки будет х  +  4 (км/ч), а скорость против 
течения х  — 4 (км/ч). Значит, он пройдет по течению 48 км за

48 48------г ч и против течения з а ------ - ч. По условию задачи имеем
х }- 4 х — 4

48 , 48
4  — г - 1 =  5.х — 4 х  +  4

После преобразования получаем уравнение 5х2 — 96*— 80 =  0.
4

Его корни: хг =  20, х2 =  Значит, скорость теплохода в стоячей

воде была 20 км/ч.
О т в е т .  20 км/ч.
З а д а ч а  6. Два велосипедиста выезжают одновременно на

встречу друг другу из пунктов А и В, расстояние между которыми 
28 км, и через час встречаются. Не останавливаясь, они продолжают 
путь с той же скоростью. Первый велосипедист прибывает в пункт В
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на 35 мин раньше, чем второй в пункт А. Определить скорость каждого 
велосипедиста.

Расстояние между пунктами А и В представим отрезком А В и
предположим, что велосипедисты встретились в точке С (рис. 11).

Обозначим расстояние АС через х  километров. Тогда расстояние
СВ будет 28 — х . Из условия задачи следует, что скорость первого
велосипедиста х км/ч, а второго (28 — х) км/ч. Первый прошел рас-

28 28 стояние 28 км за — ѵ, а второй за ^ ----- ч.
X  X

А С  0

X Ж х

Рис. 11.

Принимая во внимание, что первый велосипедист прибывает

в пункт В на 35 мин раньше, чем второй в пункт А , получаем

уравнение
28 7 28 

28 — х  12 х '

После преобразований уравнение примет вид ха +  68* — 1344 =  0. 
Его кории: *1== 16, Отрицательный корень не подходит
по смыслу задачи. Получаем, соответственно, скорости велосипедис
тов 16 н 12 км/ч.

О т в е т .  16 км/ч и 12 км/ч*
З а д а ч а  8. За 4 дня совместной работы двух тракторов различ

ной мощности было вспахано 2/3 колхозного поля. За сколько дней 
можно было бы вспахать все поле каждым трактором отдельно, если 
первым трактором можно вспахать все поле н$ 5 дией скорее, чем вто
рым трактором?

Работу принимаем за единицу. Предполагаем, что вторым трак
тором можно вспахать все -поле за * дней, тогда первым трактором 
можно вспахать все поле за х  — 5 дней. Значит, за 4 дня второй

1 Л  4  Л  1 >1 4трактор вспашет — • 4 =  — части поля, первый----- = • 4 = ------г часть.
X X  X  О X  —  и

4
Так как это составит 2/з всего поля, то получаем уравнение-----Ь

X
4 2--------_ =  , После преобразования это уравнение примет вид

X  ~ •  І) и
хг — 17х +  30 =  0. Его корни: х х 15, х2 =  2. Второй корень не от- 
вечает условию задачи, так как 2 — 5 =  —3.

Значит, второй трактор может вспахать все поле за 15 дией, а пер* 
вый — за 10 дней.

О т в е т .  10 дней и 15 дией.
З а д а ч а  9. Колхоз купил для заправки тракторов на а рублей 

лигроина и иа такую же сумму керосина, всего п килограммов. Сколько 
куплено Лигроина и сколько керосина, если килограмм первого на 
Ь рублей дороже килограмма второго?
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Пусть куплено х  килограммов лигроина. Тогда керосина было
акуплено п — х. Цена килограмма лигроина составит — , а керосина

а рублей. Так как килограмм лигроина иа Ь рублей дороже
п — х
килограмма керосина, то получаем уравнение

а а
х п — х

После преобразования уравнение примет вид

Ьх2 — +  Ьп) х  +  ап =  0.
Тогда

г __ 2а +  Ьп ±  /  4 а2 +  Ь2п2
2Ь *

Из условия задачи следует, что а, Ь, п — числа положительные. 
Тогда по теореме Виета получаем, что оба значения неизвестного х 
также положительные. Однако большее из этих значений ие подходит 
к решению задачи, потому что в этом случае х  был бы больше п, так как

2а +  Ьп Ьп _  п У  4а2 +  Ь2п8 ^  V  Ь2п% ^  Ьп _  п 
2Ъ 2 Ь ~  2 и 2Ь ІЬ > 2 Ь ~  2 '

Итак, имеем лигроина

2а +  Ьп — /  4 о8 +  Ь%пг
2 Ь

а керосина

2а +  Ьп — /  4а2 +  Ь2п2 Ьп — 2а +  У 4а2 +  №п2 , п -------- ---------- ^ 1------- = ------------------------- -------- (килограммов).

Здесь а, 6, п — любые положительные числа.

§ 24. Иррациональные уравнения

Иррациональным называется каждое уравнение, левая и правая 
части которого есть алгебраические выражения, причем хотя бы одно 
из иих иррационально.

Примеры иррациональных уравнений:

/ 7 = 3  =  7. у т + Ъ  -  ^ 7 = 5  -  10. у т + х  =  71.

В элементарной алгебре рассматриваются лишь такие иррацио
нальные уравнения, в которых имеющиеся радикалы четной степени 
предполагают арифметическими (а нечетной степени — положитель
ными или отрицательными, в зависимости от знака подкоренного выра
жения).

Общий метод решения иррационального уравнения заключаете^ 
ь том, что сначала изолируется один радякал, затем обе части урав-
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нения возводят в степень, потом сиова изолируется радикал и т. д. 
Всякое иррациональное уравнение после конечного числа таких пре
образований может быть приведено к рациональному уравнению. 
Получающееся в результате уравнение, вообще говоря, не эквивалентно 
заданному. Поэтому, найдя решения этого уравнения, надо про
верить их путем подстановки в данное уравнение и отбросить как 
посторонние, те из них, которые не удовлетворяют решению. Однако 
если обе части иррационального уравнения возводились в нечетную 
степень, то проверять решение ие обязательно, так как в этом случае 
придем к уравнению, эквивалентному данному.

Если уравнение содержит радикалы с неизвестным в знаменателе, 
то его надо освободить от знаменателя, выполнив необходимые пре
образования.

Прежде чем приступить к решению иррационального уравнения, 
целесообразно определить область допустимых значений для неиз
вестного, так как в некоторых случаях после этого отпадает необходи
мость в решении.

П р и м е р .  Решить уравнение ] / х  — 3 + ] / 2  — * =  3.
Для первого радикала х >» 3, для второго х ^  2. В области дей

ствительных чисел уравнение не имеет решений, так как нет общих 
значений *, для которых оба радикала имеют действительное значение.

О т в е т .  Данное уравнение не имеет решений.
Решение простейших иррациональных уравнений.
П р и м е р  1. Решить уравнение 3 + / — 2 =  4.

і/дг — 2 =  4 — 3, ] /х  — 2 =  1, « — 2 = 1 ,  х =  3.

П р о в е р к а .  3 +  / З  — 2 =  3 + 1  = 4 .  Как видим, х =  3 удов- 
летворяет данному уравнению.

О т в е т ,  х =  3. _____
П р и м е р  2. Решить уравнение V * — 7 =  х  — 13.
Возведем в квадрат обе части;

х — 7 =  ж2 — 2 6 * +  169;
** — 27* +  176 =  О,

*х =  16, Х% — 11.
Проверкой легко убедиться, что * =  16 удовлетворяет уравнению, 

*2 =  11 уравнению не удовлетворяет (левая часть уравнения неотрица
тельное число; тогда и правая часть должна быть неотрицательным 
числом, а это возможно при условии, что *>» 13).

О т в е т .  * =  16.
П р и м е р .  Решить уравнение Ѵ/Г* +  5 +  ѴЛ2* +  8 — 7.

/ 2* +  8 =  7 _ / 7 + 5 ;  2,ѵ +  8 =  49 — 14 / х + ”5 +  х +  5;
* _  46 =  - 1 4  / 7 + 5 ;  (х -  46)а =  196 (х +  5); 

хг — 288х +  ПЗв =  0, Хі =  4, х  ̂ =  284.
Проверкой убеждаемся, что решением уравнения является значение
* =  4.

О т в е т .  * =  4.
п  л п  V х —  2 V х —  бП р и м е р  4. Решить уравнение -ут=:-----=  4 = ------ .

У х  — 4 у х  — 7
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Область допустимых значений х  !> О, х Ф 16 и х Ф 49.

( / 7 -  2) (1 /7 -  7) =  ( / 7 -  бН/7-_4);
х — 2 / х  — 7 / х +  14 =  х — 6 / *  — 4 / х  +  24;
- 9 / 7 +  1 4 = —1 0 / 7 + 2 4 ;  / 7 =  10, * -= 100.

У Ш  — 2 У Ш  — 6 8 4
П р о в е р к а .  -у~— -----  =  -г= ----- , с" =  Ѵ

/ 1 0 0  — 4 / 1 0 0  — 7 б 3
О т в е т ,  х =  100.
П р и м е р  5. Решить уравнение

і_ і_ 2̂
(Зх +  1) 2 + (4 *  — 3)а =  (5дс +  4) 2 •

Возведем обе части уравнения в квадрат:

[(3* +  1)» +  ( 4 * - 3 ) ^ 1  =  [(5* +  4)*] ;
.1 _і

Зх +  1 +  2 ( 3 х +  I) 2 (4дс — 3) 2 +  4х — 3 =  5дг 4- 4;

[(Здг +  1)’*’ (4х — 3)"^] =  (3 — х)а;
(Зх +  1) (4х — 3) =  9 — 6ж +  х2.

После преобразований имеем П х2 - \ - х — 12 == 0. Тогда

і 12 Хі =  1,  Х2 = —  у у .

Значение х  =  1 является корнем данного уравнения, а х  =  —

ие удовлетворяет уравнению.
О т в е т ,  х  =  1.

_____  5д2
П р и м е р  7. Решить уравнение х -\-) / п2 -}- *2 =  -■ ■ -  - .

У  а2 4- х2

х / а2 -(- х2 а2 -|- х 2 =  5а2; х /  а2 +  х 2 — 4а2 — дс2.

После возведения в квадрат обеих частей уравнения и некоторых 
преобразований получаем

9а2ха =  10а4; х2 =  ^  =  у , х2 — — у .

Пусть д > 0. Тогда хх удовлетворяет данному уравнению, 
а дг2 — нет. Если а < 0 ,  то х2 удовлетворяет, а хх — нет.

О т в е т .  дс =  1 а |.
Решение иррациональных уравнений способом замены. Этот спо

соб состоит в том, что выражение, находящееся под знаком радикала, 
обозначают новым неизвестным в некоторой степени (так, чтобы корень 
извлекался).

П р и м е р  1. Решить уравнение х 2 — /д с а — 4 =  16.
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Область допустимых значений х2 — 4 !> 0 ,  т. е. х <  — 2 и ^ > 2.
Положим / х 2 — 4 =  у  у тогда х2 — 4 =  1/*; *= ^2 +  4 и данное 

уравнение принимает вид у2 — у —  12 =  0, откуда і/! =  4, у* =  —3. 
Уа отбрасываем, так как ( / > 0. Найдем значение х: х2 « ^  +  4 =
=  16 +  4 =  20, 2 =  ±  / 20.

Оба значения 2 =  І  / 2 0  принадлежат области допустимых
значений и удовлетворяют уравнению, в чем можно убедиться путем 
проверки.

Ответ. X) 2 — І 2
П р и м е р  2. Решить уравнение ^ 9 7  — х +  >Лс =  5.

. _____  _  ( ы +  а =  5,
Пусть / 9 7  — х =  и, /  х  =  ѵ. Тогда {

I и4 +  у4 «  97;

и? -\-ѵ2 =  25 — 2«у, и4 +  у4 =  625 — ЮОна +  4и Ѵ  — 2и2ѵ\
97 =  625 — ІООыи +  2и2ѵ%, («с»)2 — 50 (иу) +  264 =  0, 

иѵ =  25 і  19, (и^х) — 44, (иу)2 =  б, 
г и +  ѵ =  5, |  и +  *> =  5,
\  иѵ =  44, \  «у =  6.

Первая система в области действительных чисел ие имеет реше
ний. Вторую систему решаем устио: иг =  3, ѵх =  2; «2 =  2, ѵг =  3. 
Отсюда ^  =  16, х2 =  81.

Оба корня удовлетворяют данному- уравнению.
О т в е т .  хх =  16, х2 = 8 1 .
Умножение обеих частей уравнения на выражение* сопряженное 

выражению в левой части. ____  _____
П р и м е р .  Решить уравнение / х  +  4 +  / 2 0  +  х =  8.
Область допустимых значений: х  +  4 ;>  0 , х  !>  —4; 20 +  х !>  0* 

х ^ > —20. Следовательно, х  >> —4.
Положим У х  +  4 — /  20 +  дг =  у . Перемножим эти равенства 

почленно: (дг +  4) — (20 +  х) =  8і/, откуда у  =  —2. Тогда

{
/ х  +  4 +  / 2 0  +  х =  8,

/ 7 + 1  — / 2 0  +  х =  —2-
Складывая эти уравнения, получаем 2 / х  +  4 =  6, откуда х +  

+  4 =  9, х =  5. Это значение принадлежит области допустимых зна
чений и удовлетворяет уравнению.

О т в е т ,  х =  о.
Применение формул сокращенного умножения.

А. і .
П р и м е р .  Решить уравнение (8х +  4) 8 — (8х — 4)? = 2.

1. ±1* А
(8х +  4) $ — (8х — 4) 3 ] = 8; 8х +  4 — (8х — 4) — 3(8х +  4)* X

X (8* — 4)^  [(8х +  4)? _  (8х — 4 ] =  8*.
♦ Так как (а — Ь /  =* а а — 6» — 3аЬ (а — Ь).
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Учитывая что по условию выражение в квадратных скобках должно 

быть равно 2, получим 8х +  4 — 8х +  4 — б (64ха — 16) 3 =  8, откуда

64ха — 16 =  0, хх =  у  , х2 =  — ~ .

П р о в е р к а .

і  А Д. і
(4 +  4)3 — (4 — 4) 3 = 2 ,  (—4 +  4)3 __ (__4 __ 4) з ^  2.

п  1 1О т в е т .  * і = = у ,  х2 =  — у .

§ 25. Системы уравнений второй степени 
с двумя неизвестными

Уравнение второй степени с двумя неизвестными. Нормальный 
вид уравнения второй степени с двумя неизвестными такой:

ах2 +  Ьху +  су% +  йх  +  еу +  /  =  0.
Здесь а, Ь, с, й, е, /  — любые числа, только а, 6, с не могут одно

временно равняться нулю.
П р и м е р ы .  ха+  Ъху +  0,50я— Ъу =  0; ху +  7 «  0.
Однако уравнение х* +  5х?0 +  3у  — 2 «  0 ие является уравне

нием второй степени, так как его член Бх2у не второй, а третьей степеигі 
(степенью одночлена называют сумму показателей всех его букв).

Уравнение второй степени с двумя неизвестными может иметь 
бесконечное множество решений, но может иметь только несколько 
или вообще не иметь решений. Например:

х* +  4у2 +  7 =  0 не имеет решений (действительных);
х2 +  9у* =  0 имеет одно решение: х =  0, у =  0;
х * +  2ху =  0 имеет бесконечное множество решений: Хі= 0,

уг =  0; х2 «  1, у% =  — у ;  х3 =г 2, У з=  —1 и т. д.
Системы двух уравнений, из которых одно первой степени, а дру

гое— второй. В общем виде эта система уравнений записывается так:

( ахх 2 +  Ьхху +  Сіу* +  йхх  +  е^у +  /* “  0;
I сі2х  +  е%у +  / 2 — 0 .

Удобнее всего решать ее способом подстановки. Для этого доста
точно из второго (линейного) уравнения выразить одно неизвестное 
через другое и найденное выражение подставить в первое уравнение. 
В результате полупим квадратное уравнение, решив которое, найдем 
значения одного из неизвестных. Затем, подставив эти значения неиз
вестного в какое-нибудь из данных уравнений (лучше в линейное), 
получим соответствующие значения второй неизвестного.

П р и м е р  1. Решить систему
( 2х* +  15x0 +  40* +  43х +  24а +  7 =  0;
1 х — 2у +  5 ~  0 .

Из второго уравнения находим х »  2у  — 5. Подставляем в первое:
2(2у — 5)2 +  1 5 ( 2 0 - 6 ) 0  +  4у*+  43(20 - 5 )  +  240 +  7 «  0.
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42у2 — Ъу — 158 =  0, откуда у г =  2, у2 = — — ш

о с - і 184 01бИз равенства х  =  2у — 5 найдем х х =  —1, х2 =  — =  —о^- •

Однако многие системы такого вида можно решать также искус
ственными способами.

Решение системы вида
' х ± у  =  а, 
к ху  =  Ь.

П р и м е р  1.

х  4" У == 5, 
ху =  4.

Значения дс и і/ можно рассматривать как корни квадратного урав
нения

г2— 5г +  4 =  0.
Имеем 1, 2г— 4. Оба уравнения системы симметричны относи
тельно х  и у у поэтому получаем две пары решений: если одно решение
хі =  1» У\ — 4, то второе, наоборот: х2 — 4, у2 =  1.

П р и м е р  2.
х — у =  7, 
ху =  18.

Систему записываем в виде

* +  (—і/) =  7,
* ( —* / ) = —18.

Тогда дг и — у  будут корнями квадратного уравнения г2 — 7г — 18 =  0. 
Получаем гх = 9 ,  г2 =  —2. Тогда

= '9 ,  —Ух =  —2 или хг =  9, //х =  2 и дс2 =  —2,
—у2 =  9 или дс2 =  —2, //2 =  —9-

Решение системы вида
* +  у =  д,
*2 +  */а =

Возведем первое уравнение в квадрат и вычтем из него второе;
о 2 а2 — Ьполучим 2ху =  а2 —- Ь, откуда следует ху  =  — ^—  .

Теперь вопрос сводится к решению системы

Раскрыв скобки и приведя подобные члены, получим
79

{

{

{

рассмотренной выше. 
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Решение системы вида

(
х2 — у 2 =  а,

х І  У = ь.
Эта система решается почленным делением первого уравнеиия 

на второе. В результате данная система заменяется равносильной ей 
следующей:

_  а 
х 4- У ^ >

х±У *= Ь »

т. е. приводится к решению линейной системы с двумя неизвестными.
Система двух уравнений, из которых каждое второй степени. 

Система двух уравнений второй степени с двумя неизвестными имеет 
вид

г йххг +  Ьуху +  сху 2 +  йхх +  еху  +  {х =  О,
, а2х2 +  Ь2ху  +  с2у2 +  <і2х  +  егу  +  / 2 =  0.

Такая система в общем виде не решается элементарно, так как 
она приводится к полному уравнению четвертой степени.

Рассмотрим некоторые частные внды систем, решаемых элемен
тарно.

П р и м е р  1.
ху +  х +  у== 29, 

к ху — 2 (х +  у) =  2.

{
ху +  X +  у  =  29 
ху  — 2х — 2у =  2

2
1

2 ху +  2х +  2у — 58
ху — 2х — 2у =  2

Злсу =  60 или ху =  20.

Подставив в первое (или во второе) уравнение ху =  20, получим
* + у = 9 > ( ху =  20,

Тогда из системы уравнении
 ̂ х +  У — 9 

хг =  5, і/і — 4 и х2 =  4, //2 =  5.

О т в е т .  Данная система имеет два решения:

х х = 4 ,  у % =  5; дс2 =  5, і/2 =  4.
П р и м е р  2.

2х2 — Ъху +  2 у 9 =  14,
*2 +  ху  — //а =  5.

находим

{
{

2де2 — 3 ху +  2у2 =  14 
хг +- ху — у2 =  5

2*2 — Здсі/ +  2#2 — 14
2х2 +  2дсг/ — 2^2 =  10 
4*2 — ху = 2 4 .

Отсюда следует
4х2 — 24
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Подставляя значение у  во второе уравнение системы, получаем

1 и 4 — ІбЗдс* +  576 =  0; 4  =  9, х\ =

8 3
Находим четыре значения х : 3, —3, подставив их

в уравнение 4ха — ху ~  24, получим соответствующие значения у .
Иногда системы решаются способом разложения левой части 

одного из • уравнений на множители, если его правая часть равна 
нулю.

П р и м е р  3.
2х2 — Эху +  5 у — 5 =  0,
ху +  2 — 2 у  — х =  0 .

Ч- 2 — 2у — дс =  (ху — дс) +  (2 — 2у) =  х (у  — 1) — 2 {у — 1) =»
=  ( і / - 1) < * - 2).

Тогда
(х — 2) (у — 1) =  0 или х  — 2 =  0 или у  — 1 = 0.

Значит, система приводится к решению совокупности- двух систем 
уравнений

у —  1 = 0, ( х — 2 =  0,Г У — 1 = 0, (
\  2х2 — Здсу +  5у  — 5 =  0 И \ 2х2 — Здсу +  5у — 5 =  0.

Во многих случаях способ введения новых переменных значительно 
упрощает решение системы уравнений.

П р и м е р  4. Рершть систему

х у _ _  34 
У +  х ”  15’ 
х2 + у 2 = 3 4 .

п  х у  1Пусть — =  2, тогда — = — .У х г
Имеем

г + Т  =  Т 5’ 15г2 — 34» +  15 =  0- гі = - § - ’ г2 =  ' | -

Составляем две системы уравнений:

х  — А  ( Л  — А
У 5 и I У 3 
*2 +  У2 =  34 I х 2 +  у 2 =  34,

откуда находим четыре решения:
хх = 3 ,  =  5; дс8 = 5 ,  і/8 =  3;

#2 =  —3, і/2 =  —5; хі =  —5, Уі =  —3.
П р и м е р  5. Решить систему

х2 +  у2 =  10,

х+ху  + у — 7.
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Умножим обе части второго уравнения иа 2 и прибавим к первому:
*Чг 0* +  2ху +  2(х + ( / ) « =  24.

Положим дс +  у  =  г, тогда г®+ 2г — 24 =  0 , откуда г1== —6, 
г2 =  4. Получаются две системы:

х +  у — “ 6 , Г х +  і/ =  4,Г х +  У ^ —Ь, Г х +  у = 
1 ху  =  13 \  ху — 3,

имеющие два действительных решения:
# | = 1 ,  в  3  И ^ 2  »  3 ,  1 •

П р и м е р  6 . Решить систему
х 2 — ху +  у 2 =  2 \, 
у % — 2ху = —15.

Уравняем модули свободных членов:

{

{
х2 — ху  +  у2 =  21 
у 2 — 2ху « — 15

5
7

5дса — Ъху +  5 у2 =  105 
Ту* — Н ху  =  — 105

и сложим полученные уравнения:
5*3— 19*у+  12у2=  0.

Так как у  Ф 0, то разделим обе части этого уравнения на у2:

'{тУ-Чт)*'2’ 0-
х

Полагая — =  и, получим уравнение 5ы8 —*19а 12 =  0, откуда
У 4 4

=  3, и% =  . Следовательно, х  =* Зу и х у.

Подставив значение х  =  Зу в одно из данных уравнений, напри
мер во второе» получим у 2 =  3, у  =  ±  Ѵ^З, откуда дс =  ± 3  К 3.

4
Если взять х =  у , то получим х =я ± 4 ,  ^ =  +5 .

О т в е т .  хх =  3 Ѵ^З, (/і == Ѵ^З,

х2 =  - з / з ,  ^2 =  - / з ;
*з “  Ув ~

53 — і/4 ^  ““ 5.

$ 26. Задачи на составление систем уравнений

З а д а ч а  1. Расстояние между двумя городами, равное 480 км, 
пассажирский поезд проходит на 4 ч скорее товарного. Если скорость 
пассажирского поезда увеличить на 8 км/ч, а скорость товарного на
2 км/ч, то пассажирский поезд пройдет все расстояние на б ч скорее 
товарного. Найти скорость каждого поезда.
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Обозначим скорость товарного поезда через х (км/ч)у а пассажир
ского — через и (км/ч). Тогда в первом случае товарный поезд пройдет

480 „ 480480 км за —  ч, а пассажирским — за —  ч.

Так как время движения пассажирского поезда меньше времени 
движения товарного на 4 ч, то получим уравнение

480 ^  4 8 0 ^ 4  
У ~  *

Во втором случае скорость товарного поезда будет дг +  2 (кміч),
а скорость пассажирского у  +  8 (кміч). Значит, товарный поезд

лог\ 480 „ 480 _пройдет 480 км за — ч, а пассажирскин — за — —  ч. Тогда,X А |/ у о
согласно условию задачи, составим уравнение

480 480
5.У +  8 х  +  2

Таким образом, получили систему уравнений

480 480 ,

480 480 — о
У + 8 х + 2

или
120 120

— 1,У х
96 96

0 + 8  х + 2

Решив эту систему, получим х — 30 км/ч, у =  40 км/ч.
О т в е т .  30 км/ч и 40 км/ч.
З а д а ч а  2. Студенты взяли на лодочной станции напрокат 

лодку. Сначала они спустились на 20 км вниз по течению реки, затем 
повернули обратно и вернулись на лодочную станцию, затратив на всю 
прогулку 7 ч. На обратном пути на расстоянии 12 км от лодочной 
станции они встретили плот, проплывавший мимо лодочной станции 
как раз в тот момент, когда они отправлялись на прогулку. Определить, 
с какой скоростью двигалась лодка вниз по течению реки и какова 
скорость течения реки.

Если обозначить скорость лодки в стоячей воде через х (км/ч), 
скорость течения реки, а следовательно, и скорость плота через 
у (км/ч), то скорость лодки по течению будет х +  у, против течения

20х — у; время движения лодки по течению ч, против течения
20 20 , 8------- ч, до встречи с плотом — :------ ----------и, наконец, время дви-х — у  г х + у  х — у

12жения плота — .
У
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Так как, согласно условию, прогулка длилась 7 ч, получим 
уравнение

20
+

20 =? 7.
х +  У х — у

Поскольку время движения лодки и плота до их встречи было 
одно и то же, получим уравнение

20 8 _ 1 2
х +  у х — у~~ у  ’

Решая систему
20

+
20

х +  у ' х — у  
20 8

+

=  7,

_ | 2
~  Ух + у  1 у

находим х  =  7, у  =  3. Итак, скорость лодки по течению равна 10 км/ч, 
а скорость течения реки 3 км/ч.

О т в е т .  10 км/ч и 3 км/ч.
З а д а ч а  3. На двух прямоугольных участках земли посажено 

рядами 350 плодовых деревьев, причем оказалось, что на каждом участке 
число рядов на 1 больше числа деревьев в ряду. Какое количество 
деревьев было посажено в каждом ряду на том недругом участках, если 
на первом из них было на 130 деревьев больше, чем иа втором?

Обозначим число деревьев в ряду на первом участке через х, на 
втором через у . Тогда число рядов на первом участке х +  1, на вто
ром 0 + 1; деревьев на первом участке х (х  +  1), на втором у (у  +  1). 
Согласно условию задачи получаем систему уравнений

{
х (х +  1) — у (у +  1) — 130; 
х  (* +  1) +  У (у +  1) — 350.

Решив ее, находим хх =  15, х2 ~  16, уг =  10, уг ~  —II. Значит, 
число деревьев в ряду на первом участке равно 15» на втором 10. 

О т в е т .  15; 10.
З а д а ч а  4. Деревянная балка весит 90 кг, а железная балка, 

длина которой на 2 м больше деревянной, весит 160 кг, причем вес 
1 пое. м железной балки на 5 кг больше веса 1 пог. м деревянной балки. 
Найти вес 1 пог. м и длину каждой балки.

Приведем сокращенную запись:
Длина деревянной балки — х (м)

# железной » — х +  2 (м)
Вес деревянной балки — 90 кг
Вес 1 пог. м деревянной балкн — у (кг)
» 1 пог. м железной » — 0 +  5 (кг)

Вес железной балки — 160 кг 
Получаем систему уравнений

Г ху =  90,
1 (х 4- 2)(0 + 5) =  160.

Решив ее, найдем х1Л =  б, у  =  15.
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О т в е т .  Вес 1 пог. м деревянной балки 16 кг, длина деревянной 
балки 6 Му вес І пог. м железной балки 20 кг, длина железной 
балки 8 м.

З а д а ч а  5. По двум сторонам прямого угла по направлению 
к его вершине движутся равномерно два тела. В известный момент 
те по А отстояло на 60 м от вершины угла, а тело В — на 80 м от нее. 
Через 3 сек расстояние между А и В стало равно 70 м, а через следую
щие 2 сек расстояние между телами уменьшилось еще на 20 м. Найти 
скорость каждого тела.

Обозначим скорость тела А через х (м/сек), скорость В через у 
(м/сек). Тогда расстояние от А до вершины угла через 3 сек — 60 — 
—3 х; расстояние от В до вершины угла через 30 сек — 80 — З^; квадрат 
расстояния между этими телами через 3 сек будет составлять (60 — 3*)^+ 
+  (80 — 3у)2. Так как по условию задачи расстояние равно 70 м, 
получаем уравнение

(60 — 3*)2+  (80 — 30)а=  70а.
Расстояние тела А от вершины угла через 3 гас+2 сек = 5  сек будет

— 60—5*; расстояние от тела В до вершины угла через 5 сек—80 равно
— 5у; тогда квадрат расстояния между этими телами через 5 сек будет 
(60 — 5*)2+  (80 — 5у)2> Так кзк по условию расстояние равно (70—
— 20) =  50 (.и), то получаем уравнение

(60 — 5*)2+  (80 — Ьу)2=  50®.
Решив систему

Г (60 — 3*)* +  (80 — 3у)* =* 70*,
1 (60 — 5*)а +  (80 — б у)* =  50*,

найдем ух,2=  8, * ,,г=  6. Следовательно, скорость тела А равна 6 м/сек, 
скорость тела В — 8 м/сек.

О т в е т .  6 м/сек; 8 м/сек.
З а д а ч а  6. По круговой дорожке длиной 2 км движутся в одном 

направлении два конькобежца, которые сходятся через каждые 20 мин. 
Найти, с какой скоростью движется каждый конькобежец, если пер
вый пробегает окружность на 1 мин скорее второго.

Обозначим скорость первого конькобежца через * (км/мин), ско
рость второго — через у (км/мин). Тогда первый пройдет всю дорожку

2 2 
за — мин, второй за — мин; так как первый из них пробегает до

рожку на 1 мин быстрее второго, получаем уравнение

У *
Каждую минуту расстояние между конькобежцами увеличивается 

на х  — у. За время, прошедшее от одной встречи до следующей (т е. 
за 20 мин), расстояние должно увеличиться на 2 км, поэтому

20 (дг — у) =  2. Полученная система уравнений имеет решение хх =  —
2 2 1 

Уі =  ; х2 =  — ; у2 =  — 2 ■ Значит, скорость первого конько-
1 2 

бежца у  км/мин =  30 км/ч, а скорссть второго — ^  кмІмин =  24 км/ч.

О т в е т .  30 км/ч, 24 км/ч.
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З а д а ч а  7. При совместной работе двух тракторов различной 
мощности колхозное поле было вспахано за 8 дней. Если бы половину 
поля вспахать сначала одним трактором, то при дальнейшей работе 
двух тракторов вся работа была бы закончена за 10 дней. За сколько 
дней можно было бы вспахать все поле каждым из тракторов?

Пусть первым трактором можно вспахать все поле за х  дней, вто
рым — за у  дней. Первое условие дает

і + і = і  
х  +  у  8 •

Первый трактор может вспахать половину поля за ~ х  дней. По ус

ловию другая полови!іа может быть испахана двумя тракторами за
10 — — х  дней. Отсюда получаем второе уравнение

_1_

1 + 1=  ^
Х У 1/4 1Ю ~ т х

Решив систему уравнений, находим: х  =  12, у  =  24. Следовательно, 
первым трактором можно вспахать поле за 12 дней, вторым — за 
24 дня.

О т в е т .  12 дней, 24 дня.

§ 27. Неравенства

Понятие неравенства. Два числа или выражения, соединенные 
знаком «больше» (> ) или знаком «меньше» (< ) ,  образуют неравенство.
I Іапример:

3 < 8 ;  5 > —2; ^ ± | < З а - 2 ;  ш +  п > 7 .

Выражение, стоящее слева от знака неравенства, называется 
левой частью, а выражение, стоящее справа от знака неравенства,— 
правой частью.

Знаки >  и <; противоположны друг другу. Если два неравенства 
имеют противоположные знаки, то они называются неравенствами 
противоположного смысла. Так, —4 >  —5 и 2 5 являются неравен
ствами противоположного смысла.

Иногда между двумя числами или выражениями ставят зиаки 
(не меньше) и <  (не больше), например

Такие записи называют нестрогими неравенствами.
П р и м е ч а н и я .  1. Зиаки >  (больше) и (меньше) предложил 

английский алгебраист Т. Гарриот (1560—1621) в сочинении по алгебре, 
опубликованном посмертно в 1631 г.
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2. Неравенствахи называют также два числа или выражения, 
соединенных знаком Ф (не равно). Однако дальше речь Гудет итти 
не о таких неравенствах.

Неравенства бывают числовые й буквенные. Числовыми называют 
такие неравенства, обе части которых есть числа, записанные цифрами. 
Если хотя бы одна часть неравенства есть буквенное выражение, такое 
неравенство называется буквенным.

Всякое верное числовое неравенство, а также всякое буквенное 
неравенство, справедливое при всех допустимых значениях входящих 
в него букв, называется тождественным неравенством. Например:

/ 2  +  / 5 > / Т 0 ,  х * + х +  1> 0.

Свойства тождественных неравенств. 1. Если первое число больше 
второго, а второе больше третьего, то первое также больше третьего. 
С помощью букв это свойство (его называют свойством транзитивности) 
можно записать так;

если а >  Ь и Ь >  с, то а >  с.

2. Неравенство не нарушится, если к каждой части его прибавить 
одно и то же число, т. е.

если а >  Ьу то а +  с >  Ь +  с.

П р и м е р ы .  А. К обеим частям неравенства 9 >  5 прибавим 
по 7, получим 16 >  12.

Б. Из обеих частей неравенства — 12 <  1 вычтем по 5, т. е. при
бавим по —5, получим —7 <  —4.

3. Любой член неравенства можно перенести из одной части в дру
гую, переменив его знак на противоположный, т. е. из а~\~ Ь >  с следует, 
что а >  с — Ьу а +  6 — с >  0.

4. Если обе части неравенства имеют одинаковые члены, их можно 
опустить, т. е. из неравенства а +  с >  Ь +  с следует неравенство 
а >  Ь.

5. Два неравенства одинакового смысла можно почленно склады
вать; при этом получим неравенство такого же смысла, как и данные.

П р и м е р ы .
, 3 < 9  , а > Ь

—^ ^   ̂ г > ^
I <  10 а +  с^> Ь +  б/.

6. Из одного неравенства можно почленно вычесть другое неравен
ство противоположного смысла, оставляя знак того неравенства, из 
которого вычиталось другое.

П р и м е р ы .
— 1 0 < 0  

—8 >> — 13 с < й
—2 < 1 3  а — с >  6 — д..

7. Неравенство остается верным, если обе части его умножить 
на одно и то же положительное число. Неравенство переходит в равен
ство 0 = 0 ,  если обе части его умножить иа нуль. Неравенство меняет
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смысл и а противоположный, если обе части его умножить на одно и 
то же отрицательное число. Это свойство кратко записывается так.

если а >  Ь, то при с >  0, ас >  Ьс;
при с =  0, ас =  Ьс; 
при с <  0, ас <  Ьс.

П р и м е р ы .
Данное неравенство Множитель Новое неравенство

7 >  4 2 1 4 > 8
—9 <  —I 4 —36 < —4

13 > 9  —2 -—26 <  —18
3 >  — 10 —5 — 15 < 5 0

—3,2 >  —7,5 0 0 =  0
П р и м е ч а н и е .  Так как деление на число, отличное от нуля, 

можно рассматривать как умножение на обратное ему число, то это 
свойство распространяется и на деление обеих частей неравенства 
иа положительное и отрицательно^ число:

, а Ь 
если а > 0, то — > • — при с >*0с с

и
а Ь

—  < —  при с < 0.

8. Если почленно перемножить два неравенства одинакового смысла 
с положительными членами, то получится неравенство того же смы
сла, т.е.

если а , Ь, с, 6. — положительные и а >  Ь, с >  сІ> то ас >  ЫІ.
9. Неравенство с положительными членами не нарушается, если 

каждую его часть возвести в степень с одним и тем же натуральным 
показателем, т. е. если а, Ь — положительные, п — натуральное и 
а > Ь ,  то ап >  Ьп.

10. Если а, Ь— положительные, п — натуральное и а^>Ь, то
1 а > Ѵ ь .

П р и м е ч а н и е .  Все эти свойства, сформулированные для стро
гих неравенств, остаются в силе и для нестрогих: везде вместо знака
>  можно поставить

Доказательства неравенств. Убеждаются в тождественности не
равенств с помощью доказательств.

П р и м е р  1. Доказать неравенство (при а >  0, Ь >  0)

ѴаЬ.2 *

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При любых положительных а и ь ( У  а -  

~ Ѵ ь )2 ;>  0, откуда а — 2 У  а -  У 'ь  +  Ь >  0, а +  Ь :>  2 V  аЬ, > .

>  ѴаЬ, что и требовалось доказать.
П р и м е ч а н и е .  Равенство имеет место лишь в том случае, 

когда а — Ь.
П р и м е р  2. Доказать, что при любом значении х

х2 + * + 1 >  0.
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х * + х + \  = х *  +  2 - х - 1  +  1 + 1 - ( х  +  1 )  + - | .

В полученном выражении первое слагаемое л̂с 4  не может

быть отрицательным |оно равно нулю при — - і - , а при всех

остальных значениях х оно положительное^. Если же к нему при-
3

бавить число , получим всегда положительное число. Отсюда и сле

дует, что выражение х2 +  * +  1 положительное при всех значениях х. 
П р и м е р  3. Доказать, что при положительных а, Ь и с

аЬс > (а +  Ь — г) (а — Ь +  с) (Ь +  с — а).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  При положительных а, Ь и с только 

один из трехчленов а 4  Ь — с, а — Ь +  с и Ь +  с — а может быть 
отрицательным. Действительно, если предположим, что какие-нибудь 
два из них отрицательные, например

а +  Ь — с ■< О и а — 6 +  с <  О,
то, сложив их почленно, получим 2а <  0 или а <  0, что противоречит 
условию. Следовательно, если один из трехчленов отрицательный, то 
два других — положительные. В этом случае левая часть неравен
ства положительна, а правая — отрицательна и, значит, неравенство 
верно.

Если хоть одно из выражений а +  Ь — с, а — Ъ с, Ь +  с — а 
равно нулю, то правая часть рассматриваемого неравенства равна 
нулю, а левая — больше нуля и, следовательно, в этом случае нера
венство справедливо.

Остается доказать это неравенство для случая, когда все три трех
члена в правой части неравенства положительны. В этом случае верны 
неравенства

а8 > а* — (іЬ — с)2, Ь* > Ьг — (а — с)2, с2 > с* — (а — Ь)*
или

а2 >  (а — Ъ +  с) (а +  Ь — с),
Ь2 >  (6 — а +  с) (Ь +  а — с), 
с2 >  (с — а +  Ь) (с +  я — &),

причем их правые и левые части положительны. Значит, их можио 
почленно перемножить. В результате получим

аѢЧ* > (а — Ъ +  с) (а +  Ъ — с) (Ь — а +  с)(Ь +  а — с) х
X (с — а +  Ь) (с +  а — Ь)

или
аѢ*с* > (а +  & — с)2 {а — Ь +  с)2 (Ь +  с — а )\

откуда
аЬс >  (а +  Ь —- с) (а — Ь +  с) (Ь +  с — а), 

что и требовалось доказать.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
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П р и м е р  4. Доказать, что при любом натуральном п

1  +  1 + 1 + . . .  + ± < і  
2* 3* 4* +  п4

Д о к а з а т е л ь с т в о .

22 Т- 32 т  4 9 -Г  -Г  п 2 ^

І)П \ 2 / \2  3 /  ' \  3

+  . . .  + ( — Ц - —) =  1---- - < 1.1 1 \я  — 1 п ) п

Следовательно,

2?  + з ?  + 4 ? +  *'• +  Л * < Ь

П р и м е р  5. Доказать неравенство

\  6 +Г 6  + ]/б Ѵ б  + ]/6  <{- 6 - { - 6  3

при условии, что левая часть его содержит любое конечное число ра
дикалов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заменим под знаком последнего внутрен
него радикала число 6 на 9. В полученном выражении

все корни последовательно извлекаются, оно оказывается равным 3. 
Но левая часть данного неравенства меньше полученного выражения, 
следовательно, данное неравенство справедливо.

Замечательные неравенства. Приведем без доказательств* неко
торые неравенства, часто встречающиеся в математических работах.

т. е. модуль суммы любых чисел не больше суммы их модулей.
2. Если <*!, й2, . . .  , ап — числа положительные, то

т. е. среднее геометрическое нескольких положительных чисел не больше 
их среднего арифметического.

Равенство имеет место лишь в том случае, когда все числа
#2* »• • » равны.

* Доказательства их см. в кн.: П. П. К о р о в к и н .  Неравенства. ГИТТЛ, 
М.—Л.» 1951; С. Й; Н о в о с е л о в ,  Специальный курс элементарной алгебры, 
«Высшая школа», М., 1965.

1. | ах +  а2 +  • • • +  йп | <  | ах | +  | а2 1 +  • • • +  | йп |,

^1 + ^ 2 +  * ' ‘ ~Ь ап
П
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3 Если аХУ а2» . • . > — числа положительные, то

<і\

т. е. среднее арифметическое нескольких положительных чисел не 
больше их среднего квадратического.

Равенство имеет место лишь в том случае, когда все числа а1У 
••• * ап равны.
4. Если ах, а2, . . .  , ап — числа положительные, то

п П—— — г----------------- — у • • • • * ап)
___ 1------- и . . .  -I-----
йх а2 ап

т. е. среднее гармоническое нескольких положительных чисел не больше 
их среднего геометрического.

Равенство имеет место лишь в том случае, когда все числа аѵ 
Дг» • . • > равны.

5. й\Ь1 +  а2Ь2 4* вп^п ^  V "Ь а2 +  • "  +  ап X

х Ѵь\ +  ь\ +  ... + ь і

какие бы ни были числа о,, а2, . . .  , ап, Ьѵ Ь2, . . .  Ьп . Знак ра 
венства здесь имеет место лишь в случае

ах : Ъѵ — а2 : Ь2 =  • *. — ап : Ьп.

6 . Если 0 <  ах <  а2 <  * • • <  ап и 0 <  Ьх <  Ь2 <  • • •< & „ , то

01 +  Л2 +  ■ • * +  ап +  ^2 +  • * * +  Ьп ^. • ---------------------—----  ^п п
-  +  • • * +  о.пРп

п

Если же 0 <  йі <  а2 <  • • • ап, но Ьх :>  Ь2 Ьп >  0, го

+  2̂ 4" * * * Л~ &П +  &2 "Ь * * * "Ь ^

>

п п
агЬх +  а2Ь2 +  • •. 4* впРп

п

В обоих случаях равенство имеет место, когда

аг =  аг =  • • • =  ап и =  62 — ••• =  Ьп.

7. При любых действительных ах, а2, • • ••

]/*Оі +  +  • • • 4- ^  <  | а , ! +  | а2 і -)- • • • +  | ап |. 

Равенство имеет место только при а1 — а2 =  • • * =  ап =  О,
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8 . При любых действительных а1% а2............ап, Ъ2> . . .  , Ьп

| я* -)- с?2 +  • • • ап — ь\ -|- Ьг » +  Ь\
< | а і  — &і| +  \а 2 — Ьг \ +  ••• + \ а п —  Ьп \.

Равенство имеет место в случае, когда каждое из чисаі ах> . . .  
. . .  » йПу Ьх, Ь2> . . .  , Ъп равно нулю.

9. При всех действительных аѵ а2, . . . ,  ап7 Ьѵ Ъг, . .  . , Ьп

У \ау -  ЬгУ +  (аг -  62)г +  •. ■ +  (а . -  Ьп)« <

< Ѵ 4  +  аг +  ••• Л-аІ +  Ѵ  Ь\ +  Ь \+  . . .  + Ь га.

Равенство имеет место, если

ах : Ьх =  а2 : &2 =  • • * =  ап :

10. При любых действительных я2, . . .  , ат Ьѵ Ь2% . . .  , Ьп 

(а1Ь1 +  афг +  • • • +  апЬп)г <  (а? -|- а\ +  • • • +  а*) X

X (&; +  * ! +  ••• +ЬІ) .

Равенство имеет место при условии

ах : Ьх =  а2 : Ь2 =  • •.  =  ал : Ьп.

11. При положительных а и любом рациональном 1

(1 -|- а)Г >  1 +  га .

§ 28. Неравенства первой степени

Неравенства с неизвестными. Неравенство, содержащее буквы, 
обозначающие неизвестные числа, называется неравенством с неиз
вестными. Например, в неравенстве 2 * +  3 ]> 12 буквой х  обозначенэ 
неизвестное число. Эіо неравенство с одним неизвестным *. Неравен
ство 2л:*+ Зу >  5 — с двумя неизвестными х  и у.

Если в неравенство с одним неизвестным вместо неизвестного под
ставить какое-нибудь число и в результате получится верное числовое 
неравенство, то говорят» что это число удовлетворяет данному нера
венству. Каждое число, удовлетворяющее неравенству, называют 
решением этого неравенства. Решить неравенство — значит найти 
все его решения. Для решения неравенств, так же как и уравнений, 
их надо преобразовать в равносильные исходным более простые нера
венства.

Два неравенства называются равносильными (или эквивалентными) % 
если каждое нз них имеет те и только те решения, что и другое. Нера
венства, не имеющие решений, также принято называть равносиль
ными.

Преобразования неравенств в равносильные основаны на следующих 
теоремах.

Теорема I. Если к обеим частям неравенства прибавить одно 
и то же выражение, имеющее смысл при всех допустимых значениях 
неизвестных, то новое неравенство будет равносильно данному.
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Теорема 2. Если обе части неравенства умножить на одно и то же 
положительное число, то новое неравенство будет равносильно данному.

Теорема 3. Если обе части неравенства умножить на одно и то же 
отрицательное число и переменить знак неравенства на противоположи 
ный, то новое неравенство будет равносильно данному,

С л е д с т в и я.
1. Члены неравенства можно переносить из одной части в другую, 

изменяя их знаки на противоположные.
2. Если в обеих частях неравенства имеются одинаковые члены, 

то их можно отбросить.
В результате таких преобразований полученные неравенства будут 

равносильны данным.
Неравенства первой степени с одним неизвестным. Неравенство 

с одним неизвестным, которое после раскрытия скобок и приведения 
подобных членов принимает вид ах ^  Ь, где а ф  0, а ^  один из знаков 
> ,  <Г» Ж  <  называется неравенством первой степени с одним неиз
вестным.

 ̂ 02_3
Например, Зле <  5, у  г — 7 <  — ^— , ах < : Ь (при а Ф  0) — не

равенства первой степени с одним неизвестным. Но неравенство
3 (дг — 5 ) Злг — 7 не есть неравенство первой степени.

Пусть имеем неравенство первой степени а х > Ь .  Разделив обе его 
части на а, получим

Так записывают множество всех решений данного неравенства. 
Приведем примеры решения неравенств первой степени с одним 

неизвестным.
П р и м е р  1. Решить неравенство б* +  20 >  Зх +  35.

— Зл: >  35 — 20, 3* >  15, дг >  5.
О т в е т ,  х  >  5. Этот ответ можно изобразить на числовой оси 

(рис. 12).

лс>.— , если а > 0, а

х  <  — , если а <  0. 
а

0 ! 2 3 4 э о /

Рис. 12.

П р и м е р  2. Решить неравенство

х +  3 — 24 >  2х — 1 +  3, х  — 24 >  2х — 1,
х  — 2х >  —1 +  24,

—х  >  23, 
дс <  —23.

Ответ,  х <  —23.
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П р и м е р  3. Решить неравенство

г — 1 1 '  —1Юг 
---- ------ 2 ( 1 - 4 г ) > | г ---------—

7 —52г

4 (г — 1) — 24(1 _ 4 г ) > 3 г  — 2(7 — 52г), 
4г — 4 — 24 +  9 6 г > З г — 14 +  104г,

4г +  96г — З г — 1 0 4 г > —14 +  4 +  24, 
—7 г >  14, г < —2.

О т в е т ,  г -< —2.
Система неравенств первой степени с одним неизвестным. Чтобы 

решить систему двух или нескольких неравенств с одним неизвестным, 
надо решить каждое из данных неравенств отдельно н взять общую 
часть множеств всех их решений.

П р и м е р .  Решить систему неравенств

Как видно из рис. 13, обонм неравенствам удовлетворяют числа 
больше —2, но меньше 3.

О т в е т .  —2 •< х  «< 3.
П р и м е р .  Решить систему неравенств

/ Зх +  5 <  17 
I 4х >• х  — 6.

Решаем каждое из неравенств:

Зх +  5 <  17 —

Зх +  5 <  17 — х , 4х >• х  — 6,
3* +  * < 1 7  — 5, 4 х — х > —6,

4х <  12, З х > —6 , 
х<*3. —2.

Итак, данная система равносильна

Рис. 13.

7х >  2х +  20, 
- 3 << 6 — 2х.

7 х > 2 х +  20, 
7х — 2х >  20,

х  — 3 <  6 — 2х, 
х  -(- 2х <  6 +  3, 

З х <  9, 
х < 3 .

5х >  20, 
х >  4.
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Первому неравенству удовлетворяют числа, большие 4, а вто
рому — меньшие 3. Но нет такого числа, которое было бы одновре
менно больше 4 и меньше 3 (рис. 14).

Рис. 14.

О т в е т .  Данная система неравенств решении ие имеет. 
П р и м е р .  Решить систему неравенств

8* +  12 >  2х, 
8х — 2* >  — 12, 

6х >  —12, 
* >  —2.

8х +  12 >  2х, 
2(х +  2) +  3 > 7 ,

0,5 и  +  1 ) >  2.
2 {х 2) -|- 3 7, 
4х + 4  +  3 > 7 ,  
4 * > 0 ,  
х^> 0.

0,5 (х +  І ) > 2,
0,5* +  0,5 >  2, 
0,5* !> 1,5,
* !>  3.

Всем данным неравенствам удовлетворяют числа 3 (рис. 15).

- 1 0  1 2

Рис. 15.

О т в е т .  х^> 3.
Неравенства, в которых некоторые члены входят под знаком абсо

лютной величины. Неравенство | * | <; а равносильно такому двойному 
неравенству: — а х < ^ а  или такой системе:

і х < а ,
І х >  —а .

П р и м е р .  Решить неравенство
| 3 * +  2| <  5.

Данное неравенство равносильно такой системе:

(3* -}- 2 <  5,
3* 2 —5.

Решим ее.

3* 4" 2 <  5, 
3 * <  3,

* <  I.

Зх -Ь 2 >  —5, 
Зх >  —7,

7
X > ---- гг3 *

О т в е т .  — *•

Неравенству | х |  >  а при а >  0 удовлетворяют все решения ге- 
равенства * >  а и все решения неравенства х <  —а. При а <С 0 каждое 
действительное число х есть решением неравенства |х (  >  а.
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П р и м е р .  Решить неравенство

2х — 1 > 5, 
2х >  6, 

х >  3.

| 2* — 1 | >  5.
2х — I <  —5, 

2х <  —4, 
х <  —2.

О т в е т .  Данному неравенству удовлетворяют все числа х  >  3 
и все числа х <  —2 (рис. і^).

П р и м е ч а н и е .  Данное неравенство распалось на два изоли
рованных неравенства, но не на их систему. Система двух полученных 
неравенств не имеет решений, а неравенство рассматриваемого вида 
всегда имеет решения.

Неравенства второй степени. Неравенство второй степени с одним 
неизвестным в общем случае записывается так:

Коэффициент а можно считать положительным (если бы он был 
отрицательным, можно было бы обе части неравенства умножить на
— 1, изменив знак неравенства иа противоположный).

Чтобы решить неравенство ах2-\- Ьх +  с >  0, надо сначала вы
числить дискриминант Ь2— 4ас. Если он окажется положительным, 
т. е. если трехчлен в левой части неравенства будет иметь разные дей
ствительные корни, то данному неравенству удовлетворяют все числа, 
которые больше большего корня и меньше меньшего корня. Если дис
криминант отрицателен, то данному неравенству удовлетворяют все 
действительные числа. Если, наконец, дискриминант будет равен 
нулю, то данному неравенству будут удовлетворять все денствитель-

Неравенству оде2-}- Ьх +  с <; 0 при положительном дискрими
нанте удовлетворяют все те значения неизвестного, которые больше 
меньшего корня трехчлена в левой части, но меньше большего корня. 
Если же дискриминант равен нулю или отрицательный, то данное 
неравенство не имеет решений (см. стр. 217).

П р и м е р  1. Решить неравенство 2х2+  3*— 2 >  0.
Здесь Ь2— Аас — 9 +  16 =  25 >  0. Найдем корни трехчлена 

в левой части. Для этого решим уравнение 2лгЦ- 3* — 2 =  0;

"3 -? -/ о ! г ? и 
Рис. 16.

§ 29. Неравенства второй степени 
и высших степеней

°і*2+  Ьгх  +  сл >  агх2+  Ьгх +  сь 
Его всегда можно записать в виде

а х 2-\- Ьх +  с >  0 или ах2-\- Ьх +  с < ; 0.

Ь

—3 +  / 2 5  
* І ,2 = ----- =|  >

О т в е т ,  х  < ; —2 и х  >  0,5.
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П р и м е р  2. Решить неравенство — Зх2+  Ъх — 4 >  0.
Так как коэффициент при х2 здесь отрицательный, умножим обе 

части неравенства на — I:
Зх2— Ъх +  4 «< 0; Ь2— 4ас =  25 — 48 =  —23 ■< 0.

О т в е т .  Данное неравенство не имеет решений.
П р и м е р  3. Решить неравенство х2— 5 х +  6 «< 0.

О т в е т .  Данному неравенству удовлетворяет каждое действи
тельное число.

П р и м е р  5. Решить неравенство х2— 6х +  9 >  0.

О т в е т .  Данному неравенству удовлетворяют все числа, кроме 3» 
Неравенства высших степеней. Пусть дано неравенство, левая 

часть которого какой-нибудь многочлен, содержащий одну букву — 
неизвестное, а правая — нуль. В общем случае такие неравенства 
решать трудно. Однако, если известно разложение многочлена на мно
жители, такие неравенства можно решать элементарными способами. 

П р и м е р .  Решить неравенство х4— Зле3— х +  3 < ; 0.
Разлагая на множители левую часть, перепишем неравенство 

в виде

Трехчлен * +  1 имеет отрицательный дискриминант и его 
значения при всех действительных Значениях х  положительны, следо
вательно, ие влняют на знак. Поэтому достаточно решить квадратное 
неравенство (х — \) (х — 3) -< 0, или х2 — 4х +  3 < ; 0, из которого 
находим 1 <  3.

П р и м е р .  Решить неравенство

Многочлен в левой части этого неравенства имеет следующие 
корни; —6, —1, 0 и 1. Его корнн делят числовую ось на 5 интервалов. 
В этих интервалах каждый из сомножителей знакопостоянный. Знак 
многочлена в каждом интервале определяется по числу отрицательных 
сомножителей.

Как видно из таблицы 4, выражение, стоящее в левой части нера
венства, отрицательно при —6 < х < —1 и 0 < ; х < 1.

О т в е т .  —6 < * < —1 и 0 <  х <  I.
П р и м е ч а н и е .  Еще проще такие неравенства можно решать 

с помощью геометрическом иллюстрации. Так как многочлен ( х +  6)Х 
X ( х — 1) (х-\- 1)х не имеет кратных корней, то кривая — его гра
фик — нигде не касается оси ох, а только пересекает ее в точках, соот-

Ь2 — 4ас =  25 — 24 =  1 >  0.

О т в е т .  2 -< * << 3.
П р и м е р  4. Решить неравенство 2х2— Бх +  6 >  0.

4ас =  25 — 48 =  —23 <  0.

Ь 4ас =  36 — 36 =  0.

(х — 1) (х — 3) (х*-\- х  +  1) < ; 0.

( х +  6) (х — 1) ( х +  1) * < 0.

172



Т а б л и ц а  4

Множи
Интервал

тель
(— °°; —6) ( - 6 ;  - I ) М ;  0) (0; 1) «1; «>

ЛГ+6 
X— 1
ж+1

X

+ + + +

— — + і
+
+

Р{Х) + +

ветствующих корням многочлена. Поэтому достаточно определить 
знак данного многочлена в каком-нибудь одном интервале, на которые 
делят числовую ось корни многочлена, чтобы узнать, в каких интерва
лах график данного многочлена расположен ниже оси ох, а в каких 
выше, т. е. при каких значениях х  данный многочлен отрицателен, 
а при каких положителен.

Если же многочлен в левой части неравенства имеет кратные корни, 
тогда в двух смежных интервалах многочлен может иметь одинаковые 
знаки. Однако в этом случае легко перейти к новому неравенству* 
левая часть которого не будет иметь кратных корней.

П р и м е р .  Решить неравенство (х — 2)6(;г— 5* +  4)2<; 0.
Р е ш е н и е .  При всех значениях х  числа (х — 2)6 и х  — 2 имеют 

одинаковые знаки, следовательно, показатель степени 5 в данном 
неравенстве можно не писать. Выражение (х?— 5* +  4)2 положительно 
при всех значениях х % кроме его корней 1 и 4. Поэтому на множестве 
всех действительных чисел, кроме 1 и 4, данное неравенство равно
сильно неравенству х  — 2 *< 0, которому удовлетворяют все действи
тельные значения х  -< 2. Исключив из этого множества числа 1 и 4, 
не удовлетворяющие данному неравенству, получим окончательный 
ответ:

х  <  1 и 1 х  *< 2.
А

Дробные неравенства. Так как частное -д- и произведение А В —
д

числа одного и того же знака, то неравенство >  0, где А и В —
какие-нибудь многочлены, равносильно неравенству А • В >  0. По
этому строгое дробное неравенство всегда можно заменить равносиль
ным ему целым алгебраическим неравенством.

Т а б л и ц а  5

Множи
тель

Интервал

(_ о°; —3) ( - 3 ,  2) (2. б) (5, «.)

х+З 
х— 2 
х—5 
Р (х)

+
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Пример .  Решить неравенство
х — 2------ ----- і___ <  и

Данное неравенство равносильно (х +  3) (* — 2) (х — 5) <С 0. 
Корни многочлена ( х +  3) (х — 2) (х — 5) равны —3, 2 и 5. 
Составляем таблицу 5.
Как видим, данный многочлен принимает отрицательные значения 

при —оо х —3 я 2 5 (рис. 17).

■*— і— *■
О I 2 3 4 5 6 7  
Рис. 17.

О т в е т ,  х  <  —3 и 2 «< х <  5.
Иррациональные неравенства. Общий метод решения этих нера

венств состоит в постепенном уединении радикалов и в возведении в сте
пень, равную показателю корня. Так можно освободиться от иррацио
нальности. Необходимо помнить, что при возведении в степень может 
получиться, что область значений неизвестного исходного неравенства 
будет только частью области значений неизвестного полученного нера
венства. Поэтому в таких случаях необходимо всегда проводить про
верку решения.

Можно решать иррациональные неравенства и другим способом.
Известно, например, что неравенство вида У  А <  В равносильно 
системе неравенств Л >  0, В >  0 , А << В2. Поэтому решение такого 
иррационального неравенства можно свести к решению системы рацио
нальных неравенств. При этом проверка решений не является обяза
тельной. _____________

П р и м е р  1. Решить неравенство У (х  2) (х — 5) «< 8 — х.
Данное неравенство равносильно системе

( х + 2 )  (* — 5 ) > 0  
8 — д: > 0

( * + 2 )  (х — 5) < ( 8  — х)2

9
13 ’

х <  —2 и 
х < 8

х  < 5

х  ;>  5 

13

О т в е т ,  х  <  —2; 5 <  х  <  5 

П р и м е р  2. Решить неравенство

] / X +  У X  — У  X — У х  >

Чтобы определить область допустимых значений для х , рассмотрим
второй радикал. Должно быть х — У х  >  0, откуда х  !> 1. Остальные 
радикалы при этих значениях х существуют. Следовательно, область 
допустимых значений для неизвестного: х 1.

При всех допустимых значениях х выражение х  -}- У х  положи
тельное, следовательно, на него можно умножить обе части неравен
ства. Получим

+  У  х — У  х2 — х ^ > У X  ИЛИ X > ѵ X.
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Обе части этого неравенства положительны при всех допустимых 
значениях х. Значит, его можно возвести в квадрат: х2>  х2— х ; отсюда 
следует

х >  0.

Обоим неравенствам х  >  0 и х 1 удовлетворяют только значе
ния 1.

О т в е т ,  х  ^  1.

Комплексные числа 
и уравнения высших степеней

§ 30. Комплексные числа

Определения. В множестве действительных чисел не всякое урав
нение степени выше первой имеет решение. Так, например, уравнение 
х2-\- 1 =  0 не имеет действительных корней, поскольку не существует 
действительного числа, квадрат которого равен числу — 1. Это привело 
к расширению множества действительных чисел путем введения чисел 
новой природы. Эти новые числа называют мнимыми.

Число, удовлетворяющее равенству х2— — 1, обозначают буквой /, 
оно называется мнимой единицей'*• Таким образом, і2=  — 1.

Число 2 = 0 + /? / ,  где а и Ь — любые действительные числа; 
/ — мнимая единица, называется комплексным числом. Числа а и Ы 
называются соответственно действительной и мнимой частями ком
плексного числа ?.

При а =  0 комплексное число а +  Ы обращается в чисто мнимое 
число Ы\ при Ь — 0 получим число а +  0/, т. о. действительное число а.

Таким образом, множество комплексных чисел включает в себя 
и все действительные числа. Каждое известное нам число, например

2 —
2, 0, уд , 0,06, Ѵ̂ 5 , 3 +  /, /, можно назвать комплексным. На схеме

(стр. 176) показана связь между различными видами чисел.
Комплексные числа вида а +  Ьі и а — Ьі называются сопряжен- 

ными. Комплексные числа вида а +  Ьі и —а — ЬІ называются противо- 
по Ложными,

Два комплексных числа а +  Ьі и а ' +  Ь'і считаются равными 
в том н только в том случае, если а =  а \  Ь =  Ь' .

Из этого определения вытекает, что комплексное число а +  ЬІ 
равно нулю тогда и только тогда, когда а =  0 и Ь =  0.

П р и м е ч а н и е .  Относительно комплексных чисел не принято 
никакого соглашения, какое из них считать больше другого.

Действия над комплексными числами. Над комплексными числами 
производятся такие же действия, как и над вещественными. Чтобы 
произвести какое-нибудь действие над комплексными числами вида 
а +  Ьі> надо произвести действия над двучленами такого вида по тем 
правилам, которые известны для двучлена с вещественными членами,

* Существуют два различных мнимых числа, удовлетворяющих равенству 
= — 1, Мнимой единицей называют только одно нз них. Его обозначают симво

лом /. Второе число, удовлетворяющее этому же равенству, обозначают символом 
—/ и называют числом, сопряженным к мнимой единице.
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и, наконец, в результате заменить везде і2 иа —1. Исходя из этого, 
действия над комплексными числами определяются так.

С л о ж е н и е .  Суммой комплексных чисел а +  Ьі и а ' +  Ь'і 
называется комплексное число (а +  а') +  (Ь +  Ь')і.

Отсюда следует, что сумма сопряженных комплексных чисел 
а +  Ы и а — Ы равна действительному числу* 2а, комплексное число 
а +  Ы можно рассматривать как сумму вещественного числа а и чисто 
мнимого числа Ьі.

П р и м е р ы .  (4 +  20 +  (—3 +  0 1 +  Зі; (0 +  2і) +
+  (0 +  50 =  0 +  7і, т. е. 2і +  5і =  7і ( - 5  +  80 +  (—3 — 80 =  
=  —8 .

Для сложения комплексных чисел справедливы те же основные 
законы, что и для вещественных чисел:

(а +  Ы) +  (с +  с/0 =  (с +  с/0 +  (а +  60,
[(о +  Ы) +  (с +  сіі)} +  (т +  пі) =  (а +  Ы) +  ((с +  йі) +  (т +  «01 •

В ы ч и т а н и е .  Исходя из определения вычитания как действия, 
обратного сложению, разность комплексных чисел а +  Ы и а ' +  6 ' /  
находят так:

(а +  Ы) — (а' +  6'0  =  (а — а') +  (6 — Ь’)і.

Разностью двух комплексных чисел может быть комплексное, 
действительное и чисто ми и мое число.

П р и м е р ы. (1 — 0 — (2 — 30 =  —1 +  2і; (4 +  50 —
— (2 +  50 =  2 +  0/ =  2 ; (9 — 80 — (9 +  80 =  — 16*.

У м н о ж е н и е .  Произведением комплексных чисел а +  Ьі 
и а '  +  Ь'і называется комплексное число

(аа2 — ЬУ) +  (аЬ* +  Ьа')и
Отсюда следует, что для умножения комплексных чисел доста

точно перемножить их как алгебраические двучлены и в полученном 
результате заменить е2=  —1.

Произведение сопряженных чисел** а - г  Ьі и а — Ьі есть веществен
ное число, равное а2+  Ьг.

П р и м е р .  (2 +  0 (2 — 0 =  4 — 5.
Умножение комплексных чисел подчиняется тем же основным 

законам, что и умножение действительных чисел.
Д е л е н и е .  Деление комплексных чисел можно определить как 

действие, обратное умножению. Отсюда следует, что частное от деления 
комплексного числа а +  Ьі на число а ' +  Ь'і равно

аа' +  ЬЬ' а!Ь — аЬ'  .
в 'а +  Ь а +  Ь'2 *'

Практически удобнее всего деление комплексных чисел проводить 
следующим образом: сначала умножить делимое и делитель на число, 
сопряженное делителю, после чего делитель станет действительным 
положительным числом, а затем провести деление действительной 
и мннмой частей отдельно.

* Сумма двух несопряженных комплексных чисел тоже может быть действи
тельным числом, например (7 +  30 +  (2 — 3/) =  9.

** Произведение двух несопряженных комплексных чисел тоже может быть 
действительным числом; например (2 +  3/) (4 — 6/) =  26. Если же н сумма, и про
изведение двух комплексных чисел являются действительными числами, то эти 
комплексные числа непременно сопряженные.
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П р и м е р .

2 | 5/ ( _ 2 +  5 / Н - 3 +  40 — 14 — 23/
25

=  —0,56 — 0,02/.

В о з в е д е н и е  в с т е п е н ь .  Предварительно найдем резуль
таты от возведения в степень мнимой единицы /, зная, что / 2 =  —1«

і 1 =  /; /3 _  — /5 ^  /; /7 — —/;
1* =  — 1; !«== 1; / в =  — 1; /8 =  1.

Мы получили, таким образом, четыре чередующихся значения:

/ 4* =  + 1; і4к+1 =  /; /4*+2 =  —1; /4А+3 =  —/,

где

так:

к =  0 , НИ, + 2  и т. д.

Следует иметь в виду, что /° принимается равным 1.
Возведение комплексного числа в целую степень производится

(а -Н Ьі)п — (а +  Ы) (а +  Ьі) • • • (а +  Ы);
п раз 

1
(а +  Ьі)п '

Здесь п — натуральное число. Умножение можно проводить по
следовательно. Кроме того, принимается (а +  Ьі) 0 =  1.

Извлечение квадратного корня. Извлечение корня из комплекс
ного числа есть действие, обратное возведению в степень, посредством 
которого по данной степени (подкоренное число) и данному показателю 
степени (показатель корня) находят основание (корень). В множестве 
комплексных чисел действие извлечения корня всегда выполнимо, и в 
результате получается столько значений, каков показатель корня. 
В частности, квадратный корень имеет два значения, которые находят 
по формуле

Ѵа +  Ьі — ± { л / V  а2 +  Ь2 + +  Ь2 — а

где знак «+» в скобках берется при Ь >  0, а знак « — » — при 6 <  0. 
П р и м е р .

• - ± ( ѵ ь
25 +  144 +  5 1/25 +  1 4 4 - 5

+ , у -

= ± ( У - ^ Г  + ‘-'1/ Л-?) = ±(Ѵ<)'+<ѴТ) =  ± ( 3  + 2<).

Геометрическое изображение комплексных чисел. Известно, что 
действительные числа можно изображать на прямой. Комплексные 
числа г =  а +  Ьі взаимно однозначно сопоставляются с парами дей-
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ствительных чисел (а, Ь). Поэтому комплексное число г =  а +  Ы 
условились геометрически изображать точкой УИ, у которой в прямо» 
угольной системе координат абсцисса равна а, а ордината Ь (рис. !8).

Комплексное число можно также изображать направленным отрез
ком (вектором) ОМ , т. е. отрезком прямой, у которого указано, какая 
из ограничивающих его точек является началом и какая конном. 
В нашем случае О есть начало, а М — ко
нец. Значит, комплексное число г =  а +  Ьі 
изображают вектором, начало которого 
совпадает с началом координат, а конец —
с точкой М. Сам вектор обозначают ОМ\ 
направление вектора указывает стрелка на 
его конце.

Длина вектора, изображающего комп
лексное число, называется модулем этого
комплексного числа. Модуль всякого комплексного числа, не равного 
нулю, есть положительное число. Модуль комплексного числа а +  Ьі 
обозначают | а +  Ьі | , а также буквой г. Из чертежа (рис. 18) видно, 
что

г =  | а -|- Ы | ~  У  а2 +  і>2.

Модуль действительного числа совпадает с его абсолютным значе
нием. Сопряженные комплексные числа а +  Ы и а — Ьі имеют одни 
и тот же модуль.

П р и м е р ы .
| 3  +  5 / |  =  ѴгЗ* +  5* = / 3 4 ;  | — 7 1 =  | —7 +  0 • * | =

=  V  (—7)2 +  О2 =  7; | 4 / ; = | 0  +  4/ |  = / О 2 +  42~= 4.

Угол ф между положительным направлением оси абсцисс и векто
ром ОМ у изображающим комплексное число а +  Ьі, называется аргу
ментом комплексного числа Ьи Каждое комплексное-число, не 
равное нулю, имеет бесконечное множество аргументов, отличающихся 
друг от друга на целое число оборотов, т. е. на 360° 6 , где к — любое 
целое число (для комплексного числа г =  0 аргумент теряет смысл).

Аргумент ер комплексного числа а-\-Ы  связан 
с а и Ь следующими формулами:

а
, 51Л 9  =

у Ѵ  +  62 ' / д *  +  ь* ‘
Однако ни одна из них в отдельности не позво

ляет найти аргумент по абсциссе и ординате. Пока
жем это на примерах.

П р и м е р .  Нанти аргумент комплексного 
числа —3 —3/.

________ 3

Р е ш е н и е .  Первый способ. =  ** Этому условию
удовлетворяют как угол 45°, так и угол 225°. Но угол 45° не является 
аргументом числа —3 —3/ (рис. 19). Правильный ответ будет ф =  225° 
(или —135°, или 585° и т. д.). Этот результат получится, если учесть, 
что абсцисса и ордината данного комплексного числа отрицательны. 
Значит, точка М  лежит в третьей четверти.
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Второй способ, соз ф =  - г -  . Формула для $іп ф показывает,
У 2

что он тоже отрицателен. Значит, угол ф принадлежит третьей четверти, 
так что 9 =  225° +  360° • к.

Наименьшее по абсолютной величине значение аргумента назы
вается главным. Так, для комплексного числа —3 —3і главное значе
ние аргумента равно —135°.

Аргумент действительного положительного числа имеет главное 
значение 0°; для отрицательных чисел главным значением аргумента 
принято считать 180° (а не — 180°).

У сопряженных комплексных чисел главные значения аргумента 
имеют одни и те же абсолютные значения, но противоположные знаки. 
Так, главные значения аргумента чисел —3 +  3і и —3 —3і равны 
соответственно 135° и — 135°.

Для обозначения аргумента г =  а +  Ьі приняты обозначения 
ф =  Аг§ г  или ф =  аг§ г. Первое употребляется для всевозможных 
значений аргумента; второе — для главного значения аргумента, выде
ляемого неравенством — -  <  ф <  л.

§ 31. Тригонометрическая форма комплексного
числа

Общая форма записи комплексного числа, т. е. форма Ьі назы
вается алгебраической• Абсцисса а и ордината Ь комплексного числа 
а +  Ы выражаются через модуль г и аргумент ф (рис. 19) формулами 
а — г соз ф, Ь =  г $іп ф; тогда получим а +  Ьі =  г(соз ф +  і зіп ф).

Последнее выражение называется тригонометрической формой 
комплексного числа с модулем г и аргументом ф. Любое число г Ф 0 
может быть представлено в тригонометрической форме.

П р и м е р .  1. Представить в тригонометрической форме число 
—3 +  2 і.

г =  У Ѵ З )2 +  2* =  / І З ;  *е ? =  — §- =  — 0,в66...

Тангенс отрицателен, следовательно, значение ф надо искать во вто
рой и четвертой четвертях. Обращаясь к формулам для $іп ф и соз ф, 
замечаем, что при а =  —3 и Ь =  2 синус положителен, а косинус отри
цателен, что имеет место во второй четверти. (Удобнее четверть опреде
лять по знакам при а и Ь. В данном случае а =  —3, Ь =  + 2 .  Точку 
с такими координатами находят во второй четверти). По таблицам на
ходим ф =  146°18І , значит —3 +  2і =  ^ ІЗ (соз  146° 18' +  і $іп 146° 18')-

П р и м е р  2. Представить в тригонометрической форме число 
1—  /.

Имеем г =  У \ 2 +  (— I)2 =  У  2; і%<р=—  1. Здесь а =  1, а 6 =  
=  — 1. Следовательно, 9 находится в четвертой четверти. Отсюда на- 
ходим 9 = 3 1 5 °  и можем написать

1 — / =  у Т ( с о 5 315° +  /  зіп 315°).
П р и м е ч а н и е .  Так как 315° =  360° — 45° и соз 315° =  соз 45°; 

5Іп 315 =  5іп(—45°) =  —зіп 45°, то это число можно записать и так:

1 -  / 2  (соз 45° — і 5іп 45°).

180



П р и м е р  3. Выразить в алгебраической форме число
4(соз 30° +  і 5іп 30°).

Так как

С05 30° =  , зіп 30° =  у  >

то имеем

4(соб 30° +  і 5Іп 30°) =  2 / 3  +  2і.
Далее рассмотрим, как выполнять действия над комплексными 

числами, заданными в тригонометрической форме.
Сложение и вычитание комплексных чисел проще и удобнее прово

дить, когда оии даны в алгебраической форме. Для остальных алге
браических действий более удобна тригонометрическая форма.

Умножение. Пусть даиы два комплексных числа 2Х и 22. Записав 
их в тригонометрической форме

гх=  гх(сов фх+ і 5іп фі); г2=  г2(соз фг+ і зіп фг)
и перемножив, получим

гхг2=  гхг2[со$(фі+  фг) +  і 5іп(ф1+  фг)1.
Следовательно, модуль произведения двух комплексных чисел равен про
изведению модулей сомножителей, а аргумент равен сумме аргументов 
сомножителе & Это правило верно и для любого числа сомножителей.

П р и м е р .  Перемножить:
А. гх=  3(со5 20°+ І зіп 20°); 22=  2(соз 35°+ * 2Іп 35°).
Б. г (со$ ф +  і зіп ф); г[соз(—ф) +  І зіп(—ф)].
Р е ш е н и е .  А. гггг =  6(соз 55°+ і зіп 55°).
Б. г (сов ф +  і зіп ф) г\сой(—ф) +  і 5іп(—ф)]= г2(соз 0° +  / зіп 0°) =  г2;
следовательно, произведение двух сопряженных комплексных чисел 
есть действительное число, равное квадрату их общего модуля.

Деление. Пусть требуется число гх=  гх (соз фх+  і зіп фх) разде
лить на число 22=  гг(соз фг+ і $іп фг).

_ _  (С05 +  * 5*п 
г2 г2 (соз <р2 +  і зіп <р2)

Умножив числитель и знаменатель на соз фг— і зіп фг после преобра
зований, получим

Ц -  — -7 -  Ісоз (<р, — <?2) +  і $іп («Р! — <р2)].
г2 '2

Следовательно, модуль частного двух комплексных чисел равен частному 
модулей, а аргумент — разности аргументов делимого и делителя. 

П р и м е р .  Пусть

21== / 3  (соз 200° +  і зіп 200°),
22=  2[соз(—160°) +  і зіп(—160°)].

Тогда

-?і- =  (соз 360° +  і 5ІП 360°) =  -Х Д - • г2 2 '  7 2
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Возведение в степень. Умножая число г г (соз <р +  / н'п ф)
само на себя п раз, по правилу умножения комплексных чисел, полу
чаем

2п =  [Г (С05 ср -|-  /  5ІП 9 ]п — г п (С05 Лер +  /  5ІП щ ) .

Значит, модуль степени комплексного числа равен той же степени мо
дуля основания, а аргумент равен аргументу основания, умноженному 
на показатель степени.

В частном случае, если г =  1, то предыдущее равенство принимает
вид

(С05 ф  +  І 5ІП ф)л =  С05 П ф  +  / 5ІП Яф.

Эта формула носит название формулы Муавра по имени англий
ского математика Муавра (1667—1754).

П р и м е р  1. Возвести в куб число г =  2(еоз 20° +  / зіп 20е).

г3 =  $(соз 60° +  і зіп 60°) =  4 +  4
так как

С05 60° =  “  , 5ІП 60° =  У 2 •

і і / Т
П р и м е р  2. Возвести в 20-ю степень число г — ^— *•

Записав его в тригонометрической форме г =  1 (соз 60° +  і $іп 60°), 
найдем

г20 іао (С05 1200° +  / зіп 1200°)’=  соз 120° +

+  /$іп 120° =  - - і.

П р и м е р  3. Найти выражение косинуса и синуса угла Зф через 
косинус и синус угла ф.

СО$ 3 Ф +  І 5ІП 3 Ф =  (соз ф +  І 5ІП ф)3=  С053 ф +  3/ С052 ф 5ІП ф +  
+  3/2 СОЗ Ф 5ІП2 Ф +  I8 5ІП3 Ф =  С053 ф —  3 СОЗ ф 5ІП2 ф +

+  І (3  С052 ф З ІП ф — 5ІП3 ф ).

Приравнивая действительные и мнимые части, получаем 
соз Зф =  со$* ф — 3 зіп2 ф соз ф; зіп 3 ф =  3 соз2 ф зіп ф — $іп3 ф.

П р и м е ч а н и е .  Можно так же иайтн соз 4ф, $іп 4ф и общие 
формулы для зіп шр, соз яф.

Извлечение корня. Корень п-Рі степени из комплексного числа 
извлекается с помощью формулы

Л/—, ---- :—:—:----\ П/--- /  ? . . .  9 26тг \
У  Г (С05 ср I ЗіП ср) =  у  Г I С05 Т -------  +  I 51П —------------ 1 •

Здесь п/ г  арифметический, а к =  0 , 1, 2 , п — 1. Корень 
степени п в множестве комплексных чисел имеет п различных значе
нии. Исключение гредставляет г =  0. В этом случае все значения 
корня равны между собой и равны нулю.
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Модуль корня я-й степени из комплексного числа равен корню 
той же степени из модуля подкоренного числа, а аргумент для каж
дого значения корня определяется по формуле

Ср +  2 кк л 1 о 1
1 =  — -------» где к =  0 , 1, 2, ... , п — 1.

П р и м е р  1. Найти корень кубический из числа

г =  г (со5 <р +  I БІП ср).
9/-~І----------і—:—:----г 3 — ( ср +  2кк . . 9 +  2кк \
У  Г  (С05 <р+1 51П =  у Г 1 С05 — ---- ^ ---------- I 5ІП —-------- - ------- I в

=  у /7  |соз ^  +  120°^ +  і 5Іп ^  +  120° к

При к =  0 пх =  у Г Г I С05 Т  +  ' з іп і ) -

При к =  1 п2 =  У 7  [соз ( +  120°) +  і зіп ( - |  +  120°)]  •

При к =  2 п3 =  у /г  [соз +  240° ̂  +  і $іп +  240°|| •

Нетрудно убедиться, что при к =  3, 4, 5, 6, ... получим л4 =  
=  п ІУ пь =  п2 и т. д., т. е . новых значений корня мы уже не 
получим.

П р и м е р  2. Найти кубический корень из единицы.

1 =  1 (соз 360° к +  і зіп 360° к), У ~ =  1 (соз 120° к +  і зіп 120° к).

При к =  0 , 1, 2 получим соответственно

Пі =  1 (соз 0° +  і зіп 0°) =  1;

«2 =  1 (со$ 120° +  і зіп 120°) -  1 (— +  і )  =  -~  - + 2‘ ^  * :

«з =  1 (соз 240° +  і 5Іп 240°) =  1 ( — — і ^

§ 32. Исторические сведения о комплексных
числах

Числа, впоследствии получившие наименование комплексных, 
впервые появились в одной из задач Д. Кардано. Назвал он их «софи
стическими» числами, желая этим подчеркнуть их парадоксальность: 
считалось, что ко*^нь квадратный из отрицательного числа не имеет 
смысла, и в то же время произведение двух таких корней оказалось 
вполне реальным числом.

Начало применению комплексных чисел в математике положили 
Г. Лейбниц и И. Бернулли. Лейбниц утверждал, что логарифмы отри
цательных чисел существуют и являются комплексными числами.
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И. Бернулли и Ж- ДаламСер пытались доказать, что они действительны. 
Этот спорный вопрос удалось решить Л. Эйлеру. Он показал, что лога
рифмы отрицательных и мнимых чисел — числа мнимые.

В нескольких заметках, вышедших в первой четверти XVIII в., 
А. Муавр указал на связь, существующую между комплексными чис
лами и тригонометрическими функциями, и вывел, правда, не в таком 
виде, как принято в настоящее время, свою знаменитую формулу. 
В современном виде:

(С05 ф  +  1 51П ф )я=5 С05 Лф +  5ІП Пф;

эта формула была выведена Л. Эйлером в 1748 г. Несколько раньше, 
в 1740—1743 гг., Л. Эйлер установил основное соотношение, связываю
щее показательную и тригонометрические функции:

=  соз х +  і $іп х .

Со второй половины XVIII в. началась уже интенсивная разра
ботка вопросов, связанных с понятием комплексного числа. Начало 
систематического использования комплексных чисел связано с рабо
тами Эйлера и Даламбера, которые выяснили ряд свойств комплексных, 
чисел и их связь с некоторыми задачами геодезии, картографии, гидро
динамики.

Однако, несмотря на все достижения теории, математики отказы
вались считать комплексные числа реально существующими. Основ
ным противоречием была невыясненность самого понятия мнимой еди
ницы: с одной стороны, было известно, что не существует числа, ква
драт которого был бы равен —1, и в то же время действия с такого 
рода «миимыми» числами приводили к правильным результатам. Таким 
образом, надо было или признать, что комплексные числа являются 
своего рода условностью, или же найти их истолкование, связанное 
с объективной реальностью. Подобное геометрическое истолкование 
и было найдено в самом конце XVIII в.

Впервые геометрическое изображение комплексных чисел было 
предложено Г. Кюном, учителем гимназии в Данциге в 1750—1751 гг. 
Однако только в 1799 г. норвежский математик Гаспар Вессель (1745— 
1818) дал общее геометрическое истолкование комплексных чисел как 
точек на плоскости. Существенным было то, что Вессель показал, 
что все известные до того времени числа являются лишь частными 
случаями комплексных.

В начале XIX в. над вопросами дальнейшего обоснования.теории 
комплексных чисел работали К. Ф. Гаусс и О. Коши. К. Ф. Гаусс ввел 
и сам термин «комплексные числа».

§ 33. Уравнения высших степеней

Теорема Безу и ее следствия. Для изучения уравнений высших 
степеней первостепенное значение имеет следующая теорема.

Остаток от деления многочлена относительно х на двучлен х  —• а 
равен значению этого многочлена при х , равном а.

Можно сформулировать эту теорему короче: остаток от деления 
многочлена [(х) на х  — а равен [(а).

П р и м е р  1. Найти остаток от деления многочлена

4х3— Зх2+  х — 5 на х — 2.
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Здесь а  =  2. Подставив в данный многочлен вместо х число 2, 
получим ответ:

4 • 23— 3 • 22+  2 — 5 =  17,
П р о в е р к а .

4*3 — Зх2 +  х — 5 | * — 2
— 4*2 +  5 * + И

4Х3 — 8х2
5х2 +  х

5х2 — 10х 
11х — 5

И х — 2 
17

П р и м е р  2. Найти остаток от деления многочлена
хг$ +  3 на х +  1.

х +  1 =  х — (—1), следовательно, в данном случае а — — 1. Под
ставив вместо х число — 1 в данный многочлен, получим: (—1)!? +  3 = 2 .  

Из теоремы Безу вытекают с л е д с т в и я :
1. Для того чтобы многочлен /(х) делился иа х — а , необходимо 

и достаточно, чтобы /(а) =  0 .
2. Для того чтобы многочлен /(а) делился на х +  а, необходимо 

и достаточно, чтобы ((—а) =  0.
В частности, многочлен

х п — а п делится на х — а при всех натуральных л,
хп — ап делится на х  +  а при четных л,
хп _|_ ап делится на х +  а при нечетных л ,
хп — ап ие делится на х +  а при нечетных п ,
х п ап не делится на х  +  а при четных л,
хп +  ап не делится на х  — а при всех натуральных л.

П р и м е ч а н и е .  Однако неверно было бы говорить, что сумма 
одинаковых степеней двух чисел не делится на разность этих чисел, 
так как, например, 9* +  Зп делится на 9 — 3 при всех натуральных л. 
Следует различать делимость многочленов и делимость чисел — число
вых значений этих многочленов.

П р и м е р  1. При каких значениях а многочлен 4Х2— 6х +  а 
делится без остатка иа х +  3?

Чтобы деление выполнялось без остатка, необходимо и достаточно, 
чтобы при х =  —3 значение данного многочлена равнялось нулю, 
т. е.
4 • (—З)2— б * (—3) +  а =  0 или 1 8 +  а =  0, откуда следует а =  — 1&

П р и м е р  2. При каких значениях т и п  многочлен т х 3+  лх2—
— 73х +  102 делится на х2— 5* +  6? х2— 5х +  6 =  (х — 2) (х — 3). 
Чтобы данный многочлен делился и на х  — 2 и на х — 3, его значения
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при х  =  2 и при х  =  3 должны равняться нулю. В результате полу
чаем систему

Г 8/л +  4л — 146 +  102 =  0,
' 27/и -і- 9я — 219 +  102 =  О,

к

имеющую единственное решение: т =  2, я =  7.
О т в е т .  При т =  2 и я =  7.
Уравнения высших степеней и их свойства. Уравнением высшей 

степени называют каждое алгебраическое уравнение степени выше 
второй, т. е. уравнение вида

во*'1 +  О!*'1-*  + ------1- ап_ хх  +  ап =  0 .
Перечислим важнейшие свойства этих уравнений.
1. Всякое алгебраическое уравнение л-й степени в множестве ком

плексных чисел имеет п корней, среди которых могут быть и равные 
друг другу.

2. Если многочлен ( (х) =  й0хя +  . .  . -|- ап__іХ ап имеет 
корень А'!, то он делится на х  — хІ7 т. с. /  (х) =  ( х — хі)(?(х). Это 
следствие из теоремы Безу.

3. Всякий многочлен п-п степени в множестве комплексных чисел 
может быть представлен, и притом единственным способом, в виде про
изведения двучленов первой степени:

І(х )  =  А (х —  х , Г  (х —  Х.2)Р ■ ■ (х — хпу  ,

где х1% хг, Хп — корни данного уравнения, а т +  р  +  ... +  г =  п.
4. Если уравнение с действительными коэффициентами (а только 

такие и рассматриваются в элементарной алгебре) имеет комплексный 
корень а +  Ьі, то оно имеет и сопряженный с ним корень а — Ьі. Если 

же это уравнение нечетной степени, то оно должно иметь хотя бы один 
действительный корень.

5. Всякое уравнение с действительными коэффициентами имеет 
четное число мнимых корней попарно сопряженных.

6. Как уже отмечалось (стр. 257), для квадратного уравнения 
ох2-]- Ьх +  с =  0 справедливы формулы Виетп:

,  Ь
Х1 +  *2 “ ---- ~  ’

а
с

Х1 * , а *
где х х и х2 — корни уравнения.

Вообще для уравнения п -й степени

а0хп +  Охдс-1-1 +  а2хп~- - Ь • • • +  ап_ г х - \ -а п -  0

имеем

+  * * + • • • - ! '  *п =  — ,а о
а

хі х2 ■ • • хп =  (— \)п .
“о

186



7. Для того чтобы несократимая дробь — была корнем уравнения
Я

с целыми коэффициентами
а$хп +  сіххп 1 -}- * • * Ч" і * ап ~  О»

необходимо, чтобы р было делителем свободного члена ап, а <7 — дели
телем коэффициента аІГ

8. Если уравнение имеет целые коэффициенты и коэффициент при 
хп равен 1, то рациональными корнями могут быть только целые числа.

9. Целые корни уравнения с целыми коэффициентами являются 
делителями свободного члена.

В некоторых случаях, используя изложенные выше свойства, 
можно легко решать уравнения высших степеней с целыми коэффи
циентами.

П р и м е р  1. Решить уравнение х3— 6х2+  Их — 6 = 0 .
Так как уравнение имеет целые коэффициенты и коэффициент 

при х3 равен единице, то целыми корнями могут быть только делители 
свободного члена, т. е.

1; 2; 3; - I ;  - 2 ; - 3 .
Проверим, не является ли 1 корнем данного уравнения:

/ ( ! )  =  I3— 6 • 12+  И * 1 — 6 = 0 .
Тогда на основании теоремы Безу полином в левой части имеет дели
телем х — 1,

Можно или непосредственно разделить левую часть на х — 1 или 
элементарным приемом представить её в виде произведения:
х3— х2— 5х2+  5х +  6х — 6 — х2(х — I) — 5х(х — 1) +  6(х — 1) =

=  (х — 1) (х2— 5 х .+ 6).
Квадратный трехчлен легко разлагается на множители, следова

тельно,
/(*) « ( * — ! ) .  (х — 2) . (х — 3) =  0.

Отсюда получаем, что корни данного уравнения будут 1; 2; 3. 
Некоторые алгебраические уравнения высших степеней можно 

решить, спедя нх к квадратному.
Уравнения, левая часть которых разлагается на множители, а пра

вая есть нуль. Бывает, что левую часть уравнения можно расложить на 
множители, из которых каждый — многочлен не выше второй степени. 
Тогда приравниваем нулю каждый многочлен в отдельности и решаем 
полученные уравнения. Найденные корни будут корнями исходного 
уравнения.

П р и м е р .  Решить уравнение х3+  Зх2— 10х =  0.
Левая часть легко разлагается на множители х и х*-\- Зх — 10

и, следовательно, распадается иа два уравнения
х =  0 и х2-Ь Зх — 10 =  0 ,

из которых находим трн решения:
х1== 0 , х2=  2 , х3=  —5.

Эффективность решения уравнения этим способом зависит от 
умения разложить левую часть уравнения на множители. Проил
люстрируем это на примерах.
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П р и м е р ы .  Решить уравнения:
0 *ІХѣ

Б* *3+  (Ь2— а2)х +  аЬ2=  0. В. х*+  2*3— 13*2— 14* +  24 =* 0. 
Р е ш е н и е .
А. х3*— 7х +  6 0 ;  л?—  х — 6х +  6 =  0; (х3— х) — (6х — 6) =  0; 

х (х2— !) _  — і) = о; (х —  1) (х2+  х  — 6) =  0 .
Тогда

х  — 1 =  0 и х2+  х — 6 = 0 .
Значит,

х1== 1, х2=  2, х3=  —3.
Б. л?+  Ь2х — а2х +  <й2=  0; (*3— Л )  +  (&2* +  аЬ2) =  0; 

х(х2— а2) +  Ь2(х +  а) =  0; х(х — а) (х +  а) +  62(х +  а) =  0;
(* +  а) [*(* — а) +  Ь2] =  0; (х +  а) (а2—  ах +  Ь2) =  0.

Тогда
х +  а =  0 и л;2— ал; +  62=  0.

Значит,

=  —в, *2. з =  ±  | / " — ь2.

В. (х* +  х3 — 12л:2) +  (*3 +  л2 — 12л:) +  (—2л2 — 2х +  24) =  0; 
х*(х* +  х —  12) +  л: (ж2 +  лг — 12) —2 (л:2 +  * — 12) =  0;

(х2 +  х — 12) (х2 х  — 2) — 0 .
Тогда

х2 х — 12 =  0 и х2 +  х — 2 =  0.

Значит,
хг = 3 , х2 =  —4, х3 =  1, х4 =  —2.

4. Двучленные уравнения. Двучленным уравнением называется 
уравнение вида ахт + 6 = 0 , (а Ф 0). Разделив обе части такого 
уравнения на а , получим приведенное двучленное уравнение х т ±  <7 =  0.

Чтобы решить такие уравнения, полагают, что х =  ^< 7  • г; тогда эти 
уравнения приводятся к более простым:

— 1 = о, гт + 1 = 0.
Решение таких уравнений элементарными способами может быть 

выполнимо при некоторых частных значениях т .  Общий прием состоит 
в разложении левой части уравнения на множители, после чего урав
нение приводится к виду, рассмотренному нами раньше*. 

П р и м е р ы .  Решить уравнения:
А. х3— 1 =  0.
Б. 16*М- 81 =  0.
Р е ш е н и е .
А. х?— \ =  (х — 1) (х2+  х  +  1).

>44 И
• Когда уравнение имеет вид ах Ьх =  О, где т > п,  то его можно 

представить такі хп (ахт ~ п -}- Ь) =  0 и, следовательно, оно распадается на два
ѵпяшіркияі с= О И п ^ 4- Ь *= П«уравнения} х  *= 0 и ах Ь
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Значит, уравнение х9— 1 =  0 имеет своими корнями корни уравнений 
х — 1 =  0 и *2+  х +  1 =  0.

Решив их, найдем, что уравнение я3— 1 =  0 имеет следующие три 
корня:

X -  \ г -  ~ 1  ± іѴ '*  хх — 1 * *2 . 3 ------------ 2------- *
Б. Разделив обе части данного уравнения на 16, получим

4  , 8 1  Л  

* + і б - ° -
4 /~8Г

Пусть х  =  у  • г =  1,5г, тогда г* +  1 =  0.

Это уравнение можно решать несколькими способами.
П е р в ы й  с п о с о б  (см. формулы на стр, 178):

г* — — 1, г2 =  ±  /,

В т о р о й  с п о с о б :
г4 +  1 = 0 ,  г* +  2г3 +  1 — 2гг =  0, (гг +  1)г — 2га =  0, 

г* +  1 _  У  2 г =  0 и г» +  1 +  / 2  г =  0,
откуда

/ г  , ; / 2

г3, 4 —

± }/ 4-1 Г'С ±'>-

^ г - ±  і А у - 1 =  -  О ±  о.
Биквадратное уравнение. Уравнение четвертой степени, в которое 

входят только четные степени неизвестного, называется биквадратным. 
Его записывают так:

Ьх?-\г с — 0.
Эіо уравнение приводится к квадратному ирн помощи замены **= г; 
имеем аг2+  Ьг +  с =  0. Формула решений биквадратного уравнения 
следующая:

=  +  У  — Ь ±  Ѵ ь 2 -  4 ас
Г 9/12д

Она дает четыре корня биквадратного уравнения, а именно:

_  і /  —іЬ +  / б 8 — 4ас
----------2 7 ------------ * ------- У ------------ Та------------- ’

/ —Ь — ѴЬ* — 4 ас і / _ ь _ / б а _ 4 а с
------------- 2о ’ *4 ------ У ------------2а
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П р и м е р .  Решить уравнение л4— 13ас2+  36 =  0. 
х2=  г. Получаем уравнение г2— ІЗг +  36 =  0. Тогда 9, г2— 4. 

Из равенства л:2— г, подставляя вместо г найденные числа 9 н 4, полу
чаем следующие четыре решения данного уравнения: хх=  3, х2=  —3,

2 , хі =  —2 .
Трехчленное уравнение. Трехчленными называются уравнения

вида
ах2п -|- Ьхп -|- с — 0

(частный случай такого уравнения при п =  2 есть биквадратное урав
нение). Трехчленное уравнение с помощью замены хп =  г приводится 
к квадратному уравнению

аг2-\- Ьг +  с =  0,
откуда

— Ь — V Ь 2 — 4ас — Ь ± Ѵ Ь2 — 4ас
г 1 ----------------------- » г 2 —

П о д с т э е и в  в равенство хп — г вместо г его значения гх и г 2, 
получим два двучленных уравнения п -й степени:

—Ь — ] / Ьг — Аас —Ь +  У  Ь2 — Аас хп =  --------------- - , хп =
2 а ’ 2 а

Решив, если возможно, эти двучленные уравнения, мы получим 
все решения данного трехчленного уравнения.

П р и м е р .  Решить уравнение л:6— 9г*+ 8 = 0 .
*з=  гу г2 — 9г +  8 =  0. Тогда гх— 8 и г2=  1; следовательно, 

х3=  8 и х3=  1.
Решив эти двучленные уравнения третьей степени, получим шесть 

значений для х:

ЛГІ =  2, х2= —1- м У з ,  Х3 = - 1—/ / з ,

^4 — > ^4 “  2 * 2 *

Симметричные уравнения. Уравнения вида

ахп +  Ьхп~ г +  • +  сх2 V Ьх -\- а =  0,

у которого коэффициенты членов, равноудаленных от начала и конца, 
равны, называются симметричными, или возвратными.

Например, х7+  2л^— 5дс5— ІЗдс4— ІЗг1— 5лс2+  2х +  1 =  0. 
Симметричное уравнение имеет следующее свойство: если число

хх есть решение, то обратное число — также будет его решением, (Ни
хі

один из корней симметричного уравнения не может быть равным нулю).
Симметричное уравнение может быть как четной, так и нечетной 

степени.
Способ решения этого уравнения четной степени покажем на при

мере уравнения четвертой степени
ядг4+  Ьх*-]- сх*-\- Ьх +  а =  0.
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Разделив обе части уравнения на дг2 (так как х Ф 0), получим
Н п

ах2 Ьх +  с -1-------1— - — 0.
х х 2

Сгруппируем члены с одинаковыми коэффициентами:

а (*8+іН+&(л:+̂ )+с=а
Заменяя х +  — новой буквой у, получим

Хг +  -^ г  =  У* — 2 .

Следовательно, симметричное уравнение четвертой степени приво
дится к квадратному уравнению.

Симметричное уравнение четной степени можно привести с помощью
. 1подстанопки у  =  х -----к уравнению в два раза меньшей степени,X

чем исходного. Для этого делят все члены данного уравнения на х^ 
(если степень данного была 2п) н группируют члены, равноотстоящие 
от конца н начала. После этого делают замену по формулам

у =  х  +  у  , х* +  =  у г — 2 , х» +  =  у3 — Зу

и т. д.
Симметричное уравнение нечетной степени имеет корень х =  —1. 

Если это уравнение поделить на л* +  1, то получится симметричное 
уравнение четной степени, на единицу меньше степени исходного урав
нения.

Таким образом, всякое симметричное уравнение нечетной степени 
приводится к двум уравнениям: л: +  1 =  0 и симметричному уравне
нию четной степени, нг единицу меньше степени исходного уравнения.

Рассмотренные выше уравнения называют симметричными урав
нениями первого рода.

Уравнения вида
а х +  Ьх2̂ **1 +  сдс2*“ 2 +  • • • +  (Іх^+Х +  Іхк — <1хк- х 

+ ------|- (—I ) * - 1 Ьх +  (—1)* а -  0

называются симметричными уравнениями второго рода. Решаются 
эти уравнения тем же методом, но новое неизвестное у  связывается 
с х соотношением

1
У =  х ------ .X

П р и м е р .  Решить уравнение
2*®+ 5дг*— 13*3— 13л:2 +  5* +  2 =  0.

Это симметричное уравнение нечетной степени, следовательно, оно 
имеет корень х =  — 1. Разделим многочлен, имеющийся в левой части 
данного уравнения, на дс +  1. Получим

З*3— 16х2+  За: +  2.
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Следовательно, для определения остальных корней данного урав
нения надо решить уравнение 2х4 +  Зх3 — 16л;2 -р Зх 4- 2 =  0 , или

2 («■ +  ^ г )  +  з ( «  +  ^ ) - І 6 - 0 .

Полагая у  =  х +  - і - , получим 2 {у2 — 2) +  Зу — 16 =  0, откуда

Уі ~  —4, у<і — 2,5.
Следовательно, х 2 +  Ах +  1 =  0 и 2х2 — 5* +  2 =  0.

О т в е т .  Хі ^ — 1, х2, з = —2 ± / з ,  хА = 2, хб == у  .

Соединения и бином Ньютона

§ 34. Соединения

Множества. Теория соединений, или, как ее еще называют, комби
наторика,— это раздел элементарной алгебры, где изучаются неко
торые операции над конечными множесгвамн н решаются задачи, свя
занные с этими операциями.

Понятия множества — одно из неопределяемых основных поня
тий в математике. С этим понятием встречаемся во всех ее разделах. 
Так, в арифметике рассматривают множество натуральных чисел, мно
жество простых чисел; в алгебре — множество многочленов, корней 
данного уравнения и т. п. Объекты, составляющие множество, назы
ваются элементами этого множества. Если элемент а принадлежит 
множеству М, записывают а $ М. Множество, состоящее из конеч
ного числа элементов, называется конечным. Такими множествами 
являются множество всех двузначных чисел, множество вершии данного 
многоугольника, множество его диагоналей и т. д. Множество, содержа
щее неограниченное количество элементов, называется бесконечным. 
Бесконечным множеством, например, является множество всех нату
ральных чисел, всех простых чисел и т. д.

Множество, не содержащее элементов, называется пустым, его 
обозначают символом 0 .

Если всякий элемент множества А есть элементом множества В, 
то множество А называют подмножеством множества В и записывают 
А а  В. Подмножеством множества В считают также пустое миожество 
и само множество В; их называют несобственными подмножествами; 
остальные подмножества называют собственными.

Множество М =  {а, 6 , с, <1> ...} называется упорядоченным, если 
между его элементами установлено некоторое соотношение а< ^Ь  
(читают: т  предшествует 6»), имеющее следующие свойства:

1) для каких-либо двух элементов а и Ь действительно одно и только 
одно из соотношений а =  Ь, а <  6 , Ь >  я;

2) для всяких трех элементов а, Ь и с из соотношений а >  Ь и 
Ь >  с следует соотношение а >  с.

Перестановки. Пусть мы имеем множество М, состоящее из п эле
ментов: ах, а2, я3, а«. Если переставлять эти элементы всевоз-
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можнымн способами, оставляя неизменным их общее число, получим 
несколько последовательностей:

. . .  ап}
а2аіа3 . • •
апаза2 * • • аі и т. д *

Каждую из этих последовательностей называют перестановкой 
из данных п элементов.

П р и м е р .  Ниже приведены 6 всевозможных перестановок из 
букв а, Ь и с:

аЬс, асЬ, Ьас, Ьса, саЬ, сЬа.

Итак, перестановкой из я элементов называется всякая конечная 
последовательность, которая получается в результате упорядочен
ности некоторого конечного множества, состоящего из п элементов.

Если множество имеет некоторое число элементов, то его можно 
упорядочить несколькими способами. Число всех перестановок кз 
п элементов обозначается Рп. Это число равно произведению всех це
лых чисел от 1 до л включительно:

Рп =  1 • 2 • 3 • 4 ... (п — 1)л.

Произведение п первых натуральных чисел принято обозначать 
символом п \ :

1 • 2 * 3 ■ 4 • 5 ... п =  п\.

Символ п\ читают «эн факториал». Это слово происходит от латин
ского / асіог, что значит множитель.

П р и м е ч а н и е .  При п =  1 в выражении 1 - 2 - 3  ... л оста
ется одно число I. Поэтому принимается (в качестве определения), 
что 1! =  1. При /і =  0 выражение 1 - 2  ... п вовсе лишается смысла. 
Однако принимается (в качестве определения), что 0 ! =  1.

Итак, Рп — я!-
Вериа также следующая формула: Рп =  п Рп — 1.
П р и м е р .  Каким числом способов можно рассадить 8 зрителей 

в ряду из 8 мест?
Я8 = 1 * 2 - 3 * 4 * 5 * 6 - 7 * 8 = п  40320.

Сочетания (комбинации). Пусть имеем множество М , состоящее 
из п различных элементов.

Всякое подмножество множества М, содержащее к элементов 
{к — 0, 1, 2 , ..., п)у называется сочетанием или комбинацией из данных 
п элементов по к элементов.

Из определения следует, что два различных сочетания из данных 
п элементов по к элементов отличаются по крайней мере одним эле
ментом.

П р и м е р. Из множества цифр 1, 2 , 3, 4 можио образовать такие 
сочетания по два элемента: 1, 2; 1 ,3 ; 1, 4; 2, 3; 2, 4; 3, 4.

• Записывая перестановки, обычно между их членами не ставят запятых. 
Однако на приведенные выше записи ии в коем случае нельзя смотреть как на 
произведения.
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Число различных сочетаний из л элементов по & обозначается сим
волом Скп (сотЫпаІіо от сотЬіпаге (лат.) — соединять). Но иногда

вместо С* пишут (*).
Число всех сочетаний из л элементов по к элементов, где 1 <: к <! 

л , равно произведению к последовательных натуральных чисел, из 
которых наибольшее есть л, деленному на произведение последователь
ных натуральных чисел от 1 до к :

А  _  п ( л ~  1) (я  — 2) . . . ( л —- Л + 1)
1 . 2 . . .к

Формулу для С* можно записать в ином виде. Умножив числи
тель и знаменатель дроби в правой части ее на произведение 1 • 2 х  
К 3 ... (л — /г), получим

=  * ! ( „ _ * , !  ИЛИ с а =  ~ р ^ Ц "  •

П р и м е ч а н и е .  Из п элементов можно составить только одно 
сочетание, содержащее все п элементов, поэтому =  1. Формула
для Скп дает это значение только в том случае, если принять 01 за 1.

В качестве определения принимается, что С® =  1.
Принято также считать* что С° =  1.
П р и м е р .  Найти число диагоналей'выпуклого десятиугольника. 
Вершины десятиугольника образуют множество 10 точек плос

кости, из которых любые три не лежат на одной прямой. ■Соединяя 
всякую пару этих точек отрезком прямой, получаем

2 _ _ 1 0 _ 9  
10 ~

отрезков, 10 из которых являются сторонами многоугольника, а дру
гие 35 — его диагоналями.

Свойства сочетаний. I. Число сочетаний из л элементов по к эле
ментов равно числу сочетаний из л элементов по л — к элементов, 
т. е.

Скп =  СГ *  (« >  *>•

Это соотношение позволяет упростить нахождение числа сочета
ний из л элементов по к , когда к превосходит -^а .

П р и м е р .  С%0 =  С и̂0 - І0° ~  398- =  161 700.

2. Число сочетаний из л элементов по к элементов равно числу 
сочетаний из л — 1 элементов по к элементов, прибавленному к числу 
сочетаний из л — 1 элементов по к — 1 элементов, т. е.

г гЬ—I
1 ~Г •
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Приведем еще несколько соотношений между выражениями для 
чисел различного вида сочетаний (такие соотношения называют также 
комбинаторными тождествами):

Ск +  С*+І +  • • • +  ^ 4 /п—1 =  :
Сп +  С' п + - - + С * + - + С пп =  2п-,

(С”)1 +  (С*)* +  • ■ • +  ( С У  =  С 'п ;

С°СР с 1г р~ 1 4 - ___ ц СРС° =  Ср ,п т *  пСгп ' \ гг'т  т + я  *

Размещения. Возьмем какое-либо множество М, состоящее из п 
элементов.

Всякое упорядоченное подмножество, содержащее к элементов 
данного множества п элементов, называется размещением из п элемен
тов по к (элементов).

Таким образом, два разных размещения нз данных п элементов 
го к отличаются друг от друга или составом элементов, входящих в них, 
или порядком их размещения.

П р и м е р .  Из трех цифр 1, 2, 3 можно образовать такие разме
щения по два:

І, 2 ; 2 , 1; 1, 3 ; 3 , 1; 2, 3; 3, 2.

Число размещений из п элементов по к обозначается символом
у

А п (от франц. Аггап^етепі — размещения).
Число всевозможных размещений из п элементов по к равно про

изведению к последовательных целых чисел, из которых наибольшее 
есть п, т. е.

Акп =  п (п — 1) (п — 2) . . .  (п — к +  1),

или

лк _  Рп
п ( Я _ Л)! р п _ к •

П р и м е р .  В классе 10 учебных предметов и 5 разных уроков 
в день. Сколькими способами могут быть распределены уроки вдень?

Всевозможные распределения уроков в день представляют собой, 
очевидно, всевозможные размещения из 10 элементов по 5 ; поэтому 
всех способов распределения должно быть:

А ъ10 =  10 • 9 • 8  • 7 • 6  =  30240.

В перестановках, сочетаниях и размещениях, которые мы выше 
рассмотрели, элементы, входящие в них, не повторяются, и поэтому 
их называют соответственно перестановками, комбинациями, разме
щениями без повторений.

В математике рассматривают также перестановки, сочетания и 
размещения с повторениями. Этот материал с достаточной полнотой 
изложен в кн.: С. И. Н о в о с е л о в. Специальный курс элементарной 
алгебры. «Высшая школа», М., 1965, стр. 527—531.



§ 35. Решение примеров и задач 
иа соедипеиия

Рв ѵ -̂ і
П р и м е р  К Упростить выражение — _ |-------

А2х— і^ гх -п

^ 2х+і _-|- 1)1 (2х п)\ ______ Пѵ /0м | м
Ап=ГЪ (2х — 1)! (2л: — п)\ К ^

2х—\ г  Ъх—п '

лЛ+2 р
ѵ~и2 %_лП р и м е р  2. Решить уравнение ------- - ------------  110.

* X
(« +  2)11, -

( * — л)! х!
Следовательно,

( х 1) (* +  2) =  110 или х2 + 3дг— 108 — 0 ,
— —12, х2 =  9.

Отрицательное значение х опускаем.
О т в е т ,  х =  9.
З а д а ч а  1. Число перестановок из п букв относится к числу 

перестановок из п +  2 букв, как 0,1 к 3. Найти п.
По условию

Рп 0,1 1 2 * 3  . . . л  1
-------  п ------------------н л н  ------------------------------------------------------------------------------------------------------ “ -----------

Ял+2 3 ’ 1 • 2 - 3 . . .  л (л  +  1)(л  +  2) 30 •

откуда следует
(п +  1 ) ( л +  2)=* 30

Корни этого уравнения 4, —7.
Второй корень не годится.
О т в е т ,  / г »  4.
З а д а ч а  2. Число сочетаний из л элементов по 3 в 5 раз меньше 

числа сочетаний из п +  2 элементов по 4. Найти л.
По условию

с г З _ г 4 ......5/1 (п — 1) (п — 2) _ (п +  2) (п +  1) п (п — 1)
5  ч п + 2  * 1 - 2 - 3  ~  1 - 2 3 4

откуда

5 < » _  2, _ < «  +  » ! ! ! + ! ) .

О т в е т .  п{=  14, п2=  3.
З а д а ч а  3. Сколькими возможными способами можно избрать 

из 15 человек делегацию в составе 3 человек?
Так как делегации а, Ь, с и Ь, а, с одинаковы, то искомое число 

является числом сочетаний из 15 по 3, т. е. оно равно
15 14 13

С“ =  ~Т ' 2"~3~ =  1365-
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З а д а ч а  4. Сколькими разными способами собрание, состоящее 
из 40 человек, может избрать из своего числа председателя собрания, 
его заместителя и секретаря?

Избрать определенные три человека из 40 человек можно так:
а — председатель, а — секретарь,
Ь — секретарь, Ь — председатель,
с — зам. председателя; с — зам. председателя

н т. д.
Следовательно, количество разных способов

А$0 =  40 • 39 • 38 =  59280.

З а д а ч а  5. На плоскости расположено 10 точек так, что из них 
никакие три, за исключением одной тройки точек, не лежат на одной 
прямой. Сколько разных прямых можно провести через эти точки? 

Если бы три точки не лежали на одной прямой, то всего можно
было бы провести С|0 прямых. Если при этом одна точка перемещается
так, что будет на одной прямой с двумя другими точками, то из трех 
разных прямых получим одну. Итак, всего прямых можно провести
С210 — 2 =  43.

З а д а ч а  6. Сколько возможных способов для образования до
зора нз трех солдат и одного офицера, если есть 80 солдат и 3 офицера?

При одном офицере и 80 солдатах можно образовать дозор С^0
способами. При трех офицерах число способов будет в три раза
больше, т. е. ЗС^0 =  246480.

З а д а ч а  7. Сколько возможных способов распределения 6 раз
ных предметов между тремя лицами, так чтобы каждое из них полу
чило 2 предмета?

Одно лицо может получить два предмета из шести С{? способами.
Пусть лица А у В, С получили при одном способе распределения 

по два предмета так:
А — аЬ, В — Ы> С — е/.

Поменяв местами владельцев, нолучим Рг способов распределения, 
что соответствует одной комбинации нз 6 элементов по 2. Итак, всего
способов распределения будет Я3 • =  90.

З а д а ч а  8. В шахматном турнире двое из участников выбыли, 
сыграв по три партии каждый, и потому на турнире было сыграно всего 
84 партии. Сколько было участников первоначально?

Пусть искомое число участников турнира было х. Полностью сыг
рали друг с другом но партии лишь х  — 2 участников (двое выбыли)

г 2 (х — 2) (х — 3) 
и число этих партии, очевидно, равно числу Сх^ 2 — ------- ------------ •
Это число партий вместе с шестью сыгранными двумя выбывшими 
участниками составило 84 партии. Отсюда получаем уравнение
Iх — ?ИХ_— 3) 4 - 6  =  84. Решаем его: х2 — 5х — 150 =  0 , х =  15

(отрицательный корень опускаем).
О т в е т .  15.
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П р и м е ч а н и е .  В решении предполагается, что выбьіЕігке 
игроки друг с другом не играли. Это действительно так, потому что
уравнение С2 +  5 =  85 не имеет решений.X ^  м

§ 36. Бином Ньютона

Произведение биномов, отличающихся только вторыми членами.
Выражение х +  а, как и вообще всякий двучлен, называется биномом. 
Обыкновенным умножением находим

(х +  а) (х +  Ь) =  х2 +  (а +  Ь) х  +  аЬ,
(х +  а) (х +  Ь) (х +  с) =  х 3 +  (а +  Ь +  с) х2 +  (аЬ +  ас +  Ьс) х +  аЬсу 
(х +  а) (х +  &) (* +  с) (* +  Ф +  (а +  ^ с +  <0 х3 +  (а& +  ас +  

+  а4 +  &с +  +  ссі) х2 +  (аЬс +  аЬй +  ас<і +  ЬссІ) х  +  аЬсй.
Эти произведения представляют собой многочлены, расположенные 

по убывающим степеням х . Все они составлены по одному и тому же 
закону; показатель первого члена равен числу перемножаемых бино
мов, показатели при х следующих членах убывают на 1; последний 
член не содержит х  (т. е. содержит его в нулевой степени).

Коэффициент первого члена есть 1; коэффициент второго члена 
есть сумма всех вторых членов перемножаемых биномов; коэффициент 
третьего члена есть сумма всех произведений вторых членов, взятых 
по два; коэффициент четвертого члена есть сумма всех произведений 
вторых членов, взятых по три, и т. д. Последний член есть про
изведение всех вторых членов.

Эта закономерность применима к произведению какого угодно 
числа биномов, т. е. верна формула
(х +  а) (х +  Ь) (х +  с) •. • (х +  6) =  * "  +  З.хт - 1 +  52хт ~ 2+  • • • + З т , 
где

=  а +  6 +  с +  +  * +  »̂
5 2 =  аЬ +  ас +  * - • +  ік,

5 а =  аЬс +  аЬй +  • * • +  дік

З т =* аЬс • • • ік.
П р и м е р .  Найтн произведение биномов (х — 1) (* +  2) (х — 3) X 

X (х +  4).
Здесь а =  — 1, 6 =  2, с =  — 3, 6. — 4 . Тогда

51 =  ( - 1 )  +  2 + ( - 3 )  +  4 =  2;
5 2 =  (— 1) .  2 +  (— 1) . (—3) +  (— 1) . 4 + 2  (—3) + 2 . 4  +

+  (—3) • 4 =  —13;
5 3 = ( — 1) - 2 . (—3) + ( —1) - 2 • 4 +  (—1) - (—3) -4  +

+  2 . (—3) • 4 =  — 14;
$4 =  (—1) • 2 • (—3) * 4 =  24.

Итак,
(х — 1) (х +  2) (х — 3) (х +  4 ) =  х4 +  2х» _  із*2 _  14л: +  24.
Формула бинома Ньютона. Если в приведенной выше формуле 

все вторые члены биномов одинаковы, т. е. а =  Ь =  с =  • * • =  /?,
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тогда левая часть будет степенью бинома ( * + я ) т , а 5 Ь • 5 ^  со-
яг (т— 1) 9 т{т — \)(т — 2)ответственно равны та, — ^ =—- а2, —— -— ■-----'а* , , ат.

1 • 1 1 ' Л • о
Таким образом, получим

(к а)т =  хт +  тахт - 1 +  ■ -!” а8*™ -8 +1 • 2
о т ( і я - 1 ) ( т - 2 )  з т ( т  — 1) • • • [ т  — (п — 1)1

^ 1 - 2 - 3  а л  + • • • +  1 . 2 - 3 . . . я Х
X аГІхт~ п +  . . .  + « т .

Эта формула называется формулой бинома Ньютона. Ее можно 
записать и так:

(х +  а)т =  х т 4~ С^ах™*1 -]-С*па2хт~~2 +  С%а3х т" 9 +  • •« 4~

4 -С ^а"*"» '"  4----- + а т.

П р и м е ч а н и е .  Формулы квадрата суммы и куба суммы 
(стр. 8В) есть частные случаи этой общей формулы.

П р и м е р .  (х 4- я)6 =  Л'5 4“ СІах4 -і- С\а2х 3 4~ С\а3х 2 4~ СІа*х +
4~ оь =  х ъ 4" 5я*4 4“ 10сг*лг3 4- 10а3х2 4 - 5а4а: 4~ ^5*

Биномиальные коэффициенты и их свойства. Коэффициентом пер-
юго члена разложения бинома есть 1 (или второго — С1т > треть-

2 щего — Ст и т. д. Коэффициент последнего, (т4-1)-го члена равен Ст  =
=  I. Эти коэффициенты называются биномиальными. Общий член раз
ложения имеет вид

л _____  т ( т — 1} • \т — ( п — I)]
1 • 2 * 3 • • • я

гг* ~ VП і  ------------ 1 / ‘ \ т  ------------ V и  ------------- I I I  „Тл+1 =  Стапх т п =  — ------ -̂-------------- --------- - апх т п.

Из этой формулы можно получить все члены (кроме первого), 
подставляя вместо п числа 1, 2 , 3, • • • , т.

Биномиальные коэффициенты имеют следующие свойства:
1. Коэффициенты членов, одинаково удаленных от концов разло

жения, равны между собой, т. е.
г п __ рШ—П
С щ —

2. Для получения коэффициента следующего члена достаточно 
умножить коэффициент предыдущего члена на показатель буквы х 
в этом члене и разделить на число членов, предшествующих опреде
ляемому, т. е.

„ п С71- 1 (т — п 4~ 1)ст
п

3. Сумма всех биномиальных коэффициентов равна 2т , т. е.

1 +  См 4" Ст 4 - • • • 4“ Сщ  ~г • • • 4“ Ст 4~ 1 “  2т .

4. Сумма биномиальных коэффициентов, стоящих на нечетных 
местах, равна сумме биномиальных коэффициентов, стоящих на чет
ных местах, т. е.

1 + с* + с4 +... = с1 + с3 + са + ...1 т  т т т  ' т
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Примеры и задачи на бином Ньютона. З а д а ч а  1. В разложении 
\  коэффициент пятого члена относится к коэффициенту

/  * 7
третьего члена, как 7 :2  Найти тот член этого разложения, который 
содержит х в первой степени.

Биномиальный коэффициент пятого члена равен С4, коэффициент 
третьего члена равен С^. Тогда, по условию,

\  7 п (п — І)(п — 2) (я — 3) 1 - 2  7 
С2 — 2 ’ 1 • 2 . 3 • 4 • я (я — 1) 2 •

Л

отсюда п =  9.
Пусть теперь номер члена, содержащего * в первой степени, 

равен к +  1, Тогда

тк+1 =  <  ( /7 )9 -*  =  с > -  7 іГТ =  си ^  ■
V X

По условию, показатель степени х должен быть равен 1. Значит,
2 7 - 7  к х , -— - —  =  I, отсюда к =  3.

Итак, член, содержащий х в первой степени, есть четвертый
3 
0член разложения и равен Г4 =  Сх.

З а д а ч а  2. Дан многочлен

х (2 — Зх)6 +  х3 (I +  2х2)7 — х* (3 2*3)0.

Найти коэффициент члена, содержащего после выполнения ука
занных действий х6.

В разложении х ( 2 — Зх)6 член, содержащий х6, равен хГ4+1> где
пятый член разложения бинома (2 — Зх)?

Г 4+ ,= ( -1 )< С ^ (3 * ) ‘ . 2  =  810**.

В разложении х*(1 +  2х2)7 член, содержащий х6, равен х;<Г| 
где второй член разложения бинома (1 +  2х2)7

Г 1+І =  С\ (2х2) =  14Л 

Разложение х4 (1 +  2Х3)9 ие содержит х5.
Итак, коэффициент члена -(данного многочлена), содержащего Xе, 

равен 824.
З а д а ч а  3. Многочлен х4 — Зх3 +  х2 +  1 разложить но убыва

ющим степеням х +  1.
Заменив х на (х +  1)— 1, получим

х* — Зх3 +  х2 +  1 =  [(х +  1) — I]4 — 3 [(х +  1) — [р +
+ [(*+1)-1]*+Л.
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Если теперь раскрыть по формуле бинома Ньютона выражение 
[(* _і]6, где к =  2, 3, 4, рассматривая х і как одйн член,
то после приведения подобных членов получим

( * +  I )4 — 7 ( х +  1)3 +  1 6 ( * + 1 ) 8 - 1 5 ( * + 1 )  +  6.

З а д а ч а  4. Сколько рациональных членов содержится в разло
жении.

( / 2 + 1 / 3 Г * ?
100—п п

Имеем Тп+1 =  ( у Т ) 100- "  ( ^ З  >" =  С * , 2~  З3_.

_  100— п п
Так как показатели — ^—  и "з" рационального члена должны быть

целыми числами, то число п должно быть кратно 3 и 2 , т. е. кратно 6. 
Но 0 <  /і-< 100 и числа и, кратные шести, будут 0 , 6 , 12, ..., 96. Под
считаем число пг их, получим 96 =  0 +  6( т  — 1), 6( т  — 1) =  96, 
т  — 1 =  16, т  =  17.

Историческая справка о биноме Ньютона. Разложение выражения 
(а +  Ь)п в ряд для целых значений п было известно грекам лишь для 
случая п =  2. Обобщение для натуральных п было сделано средне
азиатскими математиками Омаром Хайямом и ал-Каши. Ал-Каши 
пользовался биномом для приближенного вычисления корня любой 
степени из целого числа; с этой целью он составил таблицу биномиаль
ных коэффициентов.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
5 10 10 5

6 15 20 15 6
1 7 21 35 35 21 7 1 

1 8 28 56 70 56 28 8 1 
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Эта таблица носит название треугольника Паскаля. В Западной 
Европе она впервые была опубликована в руководствах по арифметике 
Апиануса в 1527 г. и Штифеля в 1544 г. В 1556 г. Тарталья также 
опубликовал таблицу биномиальных коэффициентов, причем объявил 
ее своим изобретением. В 1631 г. исследованием таблицы занимался 
Аутред» изобретатель логарифмической линейки; несколько позже, 
в 1654 г., была опубликована работа Паскаля.

В 1676 г. формулу бинома распространил на отрицательные и дроб
ные показатели И. Ньютон, хотя не дал ее доказательства. Последнее 
было дано Маклореном для рациональных значений п , Эйлером 
в 1774 г.— для дробных показателей. Наконец в 1825 г. велккий нор
вежский математик Нильс Генрик Абель (1802—1829) доказал теорему 
бинома для любого комплексного числа п.
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Элементарные функции и их свойства

§ 37. Функциональная зависимость величин

Постоянные и переменные величины. Наблюдая какой-либо про
цесс, можно заметить, что одни величины, встречающиеся в нем, изме
няют свое значение, другие — не изменяют. Величины, которые в дли - 
ном процессе все время сохраняют одно и то же значение, называют 
постоянными. Величины, значения которых в данном процессе изме
няются, называют переменными.

П р и м е р .  Во время взлета самолета расстояние его от поверх
ности земли увеличивается, количество бензина в баках уменьшается, 
а число пассажиров, длина самолета остаются постоянными.

Одна и та же величина в одном процессе может быть постоянной, 
а в другом — переменной. Однако есть и такие величины, которое 
остаются постоянными все время, например отношение длины окруж
ности к ее радиусу, сумма углов треугольника, температура кипения 
воды и т. д. Такие величины называют константами.

Обычно постоянные величины обозначают первыми буквами ла
тинского алфавита а, Ь, с, сі* а переменные — последними: х , у , г.

Изменяясь, переменная величина не всегда может принимать про* 
извольиые значения, а только такие значения, которые находятся 
в некоторых допустимых для нее пределах. Все те значения, которые 
величина может принимать в конкретыых условиях рассматриваемого 
процесса, называются допустимыми значениями для данной перемен
ной величины.

Функциональная зависимость. Часто бывает так, что одна пере
менная величина зависит от другой: каждому значению одной вели
чины соответствует значение другой. Если две переменные величины 
связаны между собой так, что каждому значению одной из них соот
ветствует определенное значение другой, то говорят, что между этими 
переменными существует функциональная зависимость.

Примеры функциональной зависимости: радиус окружности и 
ее длина, вес покупки и ее стоимость, вес тела н его расстояние от 
центра Земли и др.

Аргумент и функции. Если две переменные величины находятся 
в функциональной зависимости, то та из них, которая может прини
мать произвольные допустимые значения, называется независимой 
переменной, или аргументом. Другая величина, значения которой 
зависят от значений аргумента, называется зависимой переменной, 
или функцией. Например, известно, что чем выше температура, тем 
больше становится длина стального рельса, т. е. длина рельса зависит 
от температуры. В данном случае температура — аргумент, а длина 
рельса — функция.

Площадь квадрата есть функция длины его стороны, путь, прой
денный поездом,— функция времени, урожайность — функция коли
чества удобрений, значения трехчлена Ьх +  б — функция зна
чений х .

Если величина у  есть функция величины х % пишут у  =  {(х) и чи
тают: «у  равно эф от х». Для обозначения функциональной зависимо
сти употребляют и другие буквы. Например, если ѵ есть функция /, 
можно записать и так: ѵ =  (((/) (<ф равно фи от /»).
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Заметим, что в современной математике дается более широкое 
понимание функции. Рассматриваются и такие функции, в которых 
аргумент не обязательно величина*; аргументом функции может быть 
множество произвольных элементов — точек, отрезков и др. Значения 
функции тоже не обязательно числа. Самое широкое современное опре
деление функции можно сформулировать так: функцией, определенной 
на множестве М, называется правило /, при котором каждому эле
менту х множества М ставится в соответствие единственный элемент 
І(х)  некоторого множества N.  Некоторые математики множества М 
и N  называют областями отправления и прибытия н дают следующее 
определение: функция — это соответствие, при котором каждому эле
менту области отправления соответствует единственный* элемент об
ласти прибытия.

Таким образом, сейчас в математике словом «функция» называют 
и закон (правило) соответствия /, и величину і(х).

Новое (современное) понятие функции ие противоречит старому 
(классическому), оно только более общее. Функции, заданные на чис
ловом множестве н значения которых тоже числа, теперь называют 
числовыми функциями. В этой главе мы будем рассматривать только 
числовые функции н называть их для краткости просто функциями.

Способы задания функции. Функцию можно задать формулой, 
показывающей, как по данному значению аргумента можно вычислить 
соответствующее значение функции. Такой способ задания функции 
называют аналитическим.

П р и м е р .  Зависимость объема куба ѵ от длины его ребра а 
можно выразить формулой ѵ =  а3. Эта формула показывает, как для 
каждого значения а можно вычислить соответствующее значение ѵ. 
Например, если а =  4, то ѵ =  64 и т. д.

В зависимости от того, какой формулой выражается д а  нли иная 
функция, рассматривают различные виды функций. В элементарной 
математике рассматриваются действия сложение, вычитание, умноже
ние, деление, возведение в степень, извлечение корня, логарифмирова
ние, вычисление синусов, косинусов, тангенсов, котангенсов, секансов, 
косекансов, арксинусов, арккосинусов, арктангенсов, арккотангенсов, 
арксекансов и •арккосекансов. Эти действия называют эле
ментарными действиями. Действия сложение, вычитание, умножение, 
деление, возведение в степень с рациональным показателем, извлече
ние корня называют также алгебраическими действиями. Остальные 
элементарные действия называют элементарными трансцендентными. 
Если функцию можно задать формулой, содержащей только алгебраи
ческие действия, ее называют алгебраической функцией. Если функцию 
можно задать формулой, содержащей элементарные действия, в состав 
которых входят н элементарные трансцендентные действия, то ее назы
вают элементарной трансцендентной функцией.

Функцию можно задать также табличным способом, т. е. указать 
значение аргумента н для каждого из них дать соответствующие зна
чения функции. Например, таблицы квадратов, кубов, квадратных 
корней и другие есть не что иное как Табличные задания функций.

* В некоторых старых учебниках рассматриваются и многозначные функции. 
Однако в элементарной математике вводить понятие многозначных функций нет 
необходимости. Известный советский математик А. Я. Хинчин писал, что понятие 
многозначной функции «вредно как в средней, так и в высшей школе» 
(Л. Я. X н н ч н н. Педагогические статьи, М., 1963, сгр. 81—84).
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Очень распространен также графический способ задания функций. 
Обычно для этого используют прямоугольную систему координат.

Существуют и другие способы задания функций; описательный, 
с помощью функциональной шкалы н т. п.

Координаты. Совокупность двух взаимно перпендикулярных 
числовых осей с общей начальной точкой 0  называют прямоугольной 
системой координат (рис. 20). Одну из этих осей, обычно горизонталь
ную, называют осью абсцисс, или осью иксов, или осью ОХ, вторую, 
вертикальную, называют осью ординат, или осью игреков, или осью 
ОУ. Плоскость, в которой задана система координат, называют коорди
натной плоскостью, а точку 0  пересечения осей — началом координат.

На координатной плоскости положение любой точки можно опре
делить с помощью двух чисел. Пусть, например, надо определить поло
жение точки М  (рис. 21). Для этого опускаем из нее перпендикуляры 
на оси ОХ и ОУ. Если основаниям этих перпендикуляров соответствуют 
числа 3 и 2 , то эта пара чисел и определяет положение точки М .

Числа, определяющие положение точки на координатной плос
кости, называются координатами. Координату, которую берут по оси 
абсцисс, называют абсциссой, которую берут по дси ординат — орди
натой. Если точка N  имеет абсциссу а и ординату 6, пишут Ы(а% Ь), 
т. е. первой всегда пишут абсциссу.

Обозначенные на рис. 21 точки имеют следующие координаты:

А (2, 3); В ( - 1 ,  4); С ( - 2 ,  - 2 ) ;  К  ( - 3 ,  0); Ь (о, 2 - і |  •

Графическое изображение функции. Пусть имеем какую-нибудь 
функцию у =  /(дг). Отметим значение ее аргумента иа оси абсцисс, 
а соответствующее ему значение функции — длиной перпендикуляра, 
проведенного к оси абсцисс из этой точки. Тогда при всевозможных 
изменениях аргумента концы перпендикуляров образуют некоторое 
множество точек, которое называется графиком дайной функции. Чаще 
всего графиком функции является некоторая линия. Однако он может 
состоять из отдельных точек, отрезков, дуг и т. д.

Если функция задана графиком, то можно легко определить для 
каждого (допустимого) значения аргумента соответствующее значение 
функции. Для этого достаточно восстановить в соответствующей точке 
оси абсцисс перпендикуляр к ней и продолжить его до пересечения 
с графиком. Ордината точки пересечения н дает соответствующее зна
чение функции.
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2 І  ■*

Простейший способ построения графика функции — «по точкам». 
Рассмотрим его на примере. Пусть надо построить график функции 
У =  х2 — 2. Для этого вычисляем значения функции для нескольких 
значений аргумента, например для —3, —2, — 1, 0, 1, 2, 3. Результаты 
удобно записывать в форме

х —3 —2 —1 0 1 2  3 
у  7 2 —1 —2 — 1 2  7

Каждую пару полученных значений х  и у принимаем за коорди
наты и строим по ним на координатной плоскости точки. Затем через 
эти точки (от руки или при помощи лекала) про
водим плавную линию. Это и будет график дан- 
ной функции у  =  х2— 2 (рис. 22)*. А

Для построения графиков удобно пользо
ваться миллиметровой бумагой.

§ 38. Сюйстиа функций

Область определения и область изменения 
функции. Пусть дана функция у =  /(*). Вели- 
чины х и у здесь могут принимать непроизволь
ные значения.

Совокупность всех тех значений, которые 
может принимать аргумент х  функции, называ
ется областью определения этой функции. Сово
купность всех тех значений, которые может при
нимать сама функция у у называется областью изменения этой функции.

П р и м е р  1. Найти область определения и область нзмеиения 
функции

У = у г +V
Поскольку х  входит под знак квадратного корня, то должно быть
0. При всех таких значениях х  знаменатель не равен нулю, сле

довательно, у  имеет значения. Итак, область 
определения данной функции х  ]> 0.

При каждом допустимом значении х 
знаменатель \Гх +  1 есть положительное 
число, которое больше или равно 1. Следо
вательно, у  — положительное число, которое 
меньше или равно 1, т. е, 0<* у 1. Это н 
есть область изменения данной функции, 

г  Если функция задана графически, то 
для нахождения области определения ее гра
фик надо спроектировать на ось ОХ. Если же 
график функции спроектировать на ось ОУ, 
получим область изменения функции (рис. 23).

Обычно область определения и область изменения функции обра
зуют некоторые чиЛювые промежутки. Промежутки бывают замкну-

Уі

№. опреде- 
пения

Рис. 23.

* Однако в большинстве случаев удобнее строить графики функций, исполь
зуя их свойства (см. стр. 209).
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тыл а открытые. Замкнутым промежутком, или сегментом, называют 
множество действительных чисел, содержащее наибольшее и наимень
шее из этих чисел, т. е. множество действительных значений х , удов
летворяющих условию а <  х  <  Ь. Такой сегмент обозначают: (а, Ь).

Открытым промежутком, или интервалом, называют множество 
действительных значений х> удовлетворяющих условию а <С х <С 
Такой интервал обозначают (я, 6). Концы интервалааиб не принадле
жат ему; интервал не имеет ни наименьшего, ни наибольшего числа.

Иногда рассматривают промежутки, замкнутые с одной стороны, 
но открытые с другой:

полуинтервал а < х  обозначают (а, 6]: 
полусегмент а ^  х < Ь  обозначают [а, Ь).
Возрастание и убывание функций. Функция называется возрастаю

щей иа данном промежутке, если для двух произвольных значений 
аргумента из этого промежутка большему значению аргумента соот
ветствует и большее значение функции. Иначе: если при Ху <  х2> гДе 
х х и х2 — произвольные значения аргумента из данного промежутка, 
I (хг) <  /С**), то говорят, что функция { (х) возрастает на этом проме
жутке. Если же при <Г дг2, где дгѵ и х 2— произвольные значения 
аргумента из данного промежутка, [ (д )̂ >  { (*2), то говорят, что на 
этом промежутке функция } (х) убывает.

Функции» которые в каком-нибудь промежутке только возрастают 
или только убывают, называются монотонными в этом промежутке.

Если функция возрастает в каком-нибудь промежутке, то ее гра
фик с увеличением х на этом промежутке поднимается все выше, а если 
убывает, то ее график опускается все ниже. Например: функция 
у  — х2 возрастает при х  0 , так как если хх и хг положительные и
*і х 2, то х\ <Т х2г  На множестве х <  0 эта функция убывает

(см. рис. 35).
Функция у  — х* 4 - 2 возрастает на всей 

области определения, т. е. при всех действитель
ных значениях х.

Иногда говорят и о невозрастающих н 
неубывающих функциях. Если при хх < х 2, где 
хх и х2 — произвольные значения аргумента из 
данного промежутка, [ (хх) [ (х^), то функцию 
I (дг) называют неубывающей на этом промежутке. 

рис 24 Аналогично определяется и невозрастающая
функция. Каждая возрастающая функция есть 

и неубывающая, но не каждая неубывающая есть возрастающая.
Рассмотрим для примера функцию у =  [х]> где символом [дг] обо

значена целая часть* числа дг, точнее, наибольшее целое число, не пре
вышающее х , например,

[2,4] =  2; [0,25] — 0; [7] =  7; [—3,2] =  —4.

График функции у =  [*] дан на рис. 24. Рассмотрим эту функцию 
на промежутке 2 <  х <С 3. Как бы не изменялось значение х на этом 
промежутке, значение функции у  остается неизменным, равным 2 . 
Следовательно, данную функцию на этом промежутке можно назвать

У
3

2

/

-і— і
- 2  - /  0 ) 2  3  4  X

Ч

— о ■ г

' Иногда вместо «целая часть чнела х » говорят «антье х * (от франц, епііег 
целый). В некоторых книгах вместо [х ] пишут также В  (х ).
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неубывающей (и невозрастающей), но назвать ее возрастающей или 
убывающей на этом промежутке нельзя.

Экстремальные значения функции. Различают наибольшее (на
именьшее) значение функции на некотором промежутке и ее макси
мум (минимум). Например* функция, представленная графически на 
рис. 25, на сегменте [—1; 5] имеет наибольшее значение в точке 
х  ~  2 и наименьшее — в точке х =  5. Наименьшее значение данной 
функции не является ее минимумом (локальным). Данная функция 
имеет минимум в точке х =  3, а максимум — в точках х  =  2 
и х — 4.

Функция I (х ) в тоѵке х ~  с имеет максимум (минимум), 
если в области определения ее можно 
указать такой интервал, для которого с 
является внутренней точкой и для всех 
отличных от с точек х этого интервала 
/ (*) ! (О [/ (х) >  I (с)]. Из этого опре
деления следует, что значение функции 
в крайних точках области ее определе
ния может быть наибольшим или наимень
шим, но не может быть ни максимумом, 
ни минимумом.

Термины «максимум» и «минимум» 
часто объединяют в один термин «экстремум». Точки экстремума — 
это те точки, в которых функция достигает максимума или минимума.

Общий способ определения точек экстремума, а следовательно, 
и экстремальных значений функций, рассматривают в высшей мате
матике. Методами элементарной математики удается определять эти 
значения только в некоторых частных случаях.

П р и м е р  1. Определить точки экстремума функции у =
1

~ Ѵ х + і '
Знаменатель У  х-\- 1 наименьший при х — 0. В этом случае зна

чение функции у  будет наибольшим.
Однако это наибольшее значение функции не является ее мак

симумом (локальным), так как * =  0 есть крайняя точка области 
определения данной функции. Минимума функция тоже не имеет.

П р и м е р  2. Исследовать на экстремум функцию у =лг* +  2х +  
+  5, заданную на интервале [—2, 2].

у  =  х2+  2 * +  5 =  ( * +  1)2+  4.

Выражение ( х +  I)2 всегда положительно и только при х =  — 1 
равно нулю. Следовательно, в точке х =  —1 данная функжия имеет 
минимум. Максимума функция ие имеет.

Ограниченные и неограниченные функции. Функция называется 
ограниченной, если абсолютное значение ее при любых значениях аргу
мента не превосходит положительного числа Л. Иначе: функция 
у =  !(х) называется ограниченной, если существует такое положи
тельное А , что при всех х

І / МІ  < 4 -

У

'  І\1 \1 \  / Д
1 V /1 Г  1

\ 1 1 м-1— 1 1 1 1 1 .
~2 Ч € 1 г  3 4 \ |5  X

Рис. 25.
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График ограниченной функции лежит целиком в полосе между 
прямыми, параллельными оси ОХ, проведенными на расстояниях А 
от нее.

П р и м е р .  Функция у  =  2 . ограниченная, так как 0 <  у I
X 'у'  I

при всех х .
Если не существует такого положительного числа А , что при всех 

значениях х | / (* ) |  <! А, то функция /(дг) называется неограниченной.
П р и м е р .  Функция у  =  х3 неограниченная.
ЧетнЫе и нечетные функции. Функция называется четной, если 

любым противоположным значениям аргумента соответствуют равные 
значения функции. Иначе: если для любых х  из области определения 
!(—х) =  /(дг), то функция /  (х) называется четной.

П р и м е р .  Функция у  =  х2 — четная, так как при любых х
(—х)*= х2.

Г рафик четной функции симметричен относительно сси ординат.
Если любым противоположным значениям аргумента соответствуют 

противоположные значения функции, то такая функция называется 
нечетной. Иначе: функция /(дг) называется нечетной, если при любых 
значениях х из области определения / ( —дг) =  —[(х).

График нечетной функции симметричен относительно начала 
координат.

П р и м е р .  Функция у =  х3 — нечетная, так как (—х)3=  —х3.
Существуют функции, не являющиеся ни четными, ии нечетными. 

Такими, например, есть функции

х  — 1
у =  х3 +  х \  у =  и др-

Периодические и непериодические функции. Функция у =  /(дг) 
называется периодической, если существует не, равное нулю число
і такое, что при всех значениях х из области ее определения /  ( х +  і) =

=  /(*). Число / в этом случае называется 
периодом данной функции.

Для примера рассмотрим функцию у  =
\ » р » р *  =  х — гДе М  — целая часть числа х 
/ / /  /  (см. стр. 206)*. Если к произвольному значе-

1 г з 4 X нию аргумента этой функции прибавить 1,
то значение функции от этого не изменится:

рис, 26. / ( * +  1) =  ( * +  I) — [ * +  1] — х +
+  1 — [-̂ ] — 1 =  X — [ ѵ] =  /(дг).

Следовательно, при любом значении х  /(* +  1) =  /(х). Л это зна
чит, что рассматриваемая функция периодическая, период ее равен 1. 
Любое целое число также является периодом данной функции, но 
обычно рассматривают только наименьший положительный период 
функции.

График этой функции дан на рис. 26. Он состоит из бесконечного 
множества повторяющихся равных отрезков. График каждой периоди-

• Разность х  — [*] обычио называют дробной частью числа х  н обозначают 
ее символом {ж}- Например, {2,7} =  0,7; {о,23} =  0,23; {—2,4} =  0,6; (б ) = 0 .
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ческой функции состоит из повторяющихся равных линий, изолирован
ных друг от друга, как в рассматриваемом случае, или соединенных 
в одну общую линию (синусоида и др.).

Прямая и обратная функции. Пусть дана функция у — Зх — 2. 
Если выразить х  через у  и в  полученном равенстве вместо х написать у ,

х  +  2а вместо у  написать х, будем иметь у — - — . Это есть функция,

обратная данной. Данную функцию также можно назвать обратной 
по отношению к полученной. Эти функции взаимно обратны друг другу.

Графики двух взаимно обратных функ
ций симметричны друг другу относительно 
биссектрисы первого и третьего координат
ных углов, т. е. относительно чірямой у =
=  х  (рнс. 27).

Исследование функций. Под исследо
ванием функции понимают выяснение самых 
различных ее свойств, включая, например, 
такие: .при каких значениях аргумента функ
ция имеет значения большие I, при каких 
значениях аргумента значения функции 
простые числа и т.п. Если имеют в виду 
исследование таких частных свойств функции,
об этом четко указывают в задаче. Если же Рис. 27.
не перечисляют, какие именно свойства
функции требуется рассмотреть, а коротко указывают лишь «исследовать 
функцию», то в данном случае имеют в виду следующие требования:

1) установить области определения и изменения функции;
2) установить промежутки возрастания и убывания;
3) определить точки экстремума функции, если такие существуют, 

и вычислить экстремальные ее значения;
4) выяснить, четная или нечетная данная функция;
5) выяснить, ограниченная или неограниченная функция;
6) исследовать функцию на периодичность;
7) определить, если возможно, нули функции, т*е. те значения, 

аргумента, при которых значения функции равны нулю.
Установив все эти свойства функции, уже нетрудно построить ее 

график (не по точкам, как это рассматривалось на стр. 205, а на осно
вании свойств функции). Поэтому обычно заканчивают исследование 
функции построением ее графика.

П р и м е р  1. Исследовать функцию
2

^ х 2 +  1 ‘

1. При каждом действительном х  выражение х2+  1 имеет значение, 
не равное нулю. Значит, область определения функции — множество 
ізсех действительных чисел, т. е. — <х> <  х<^ оо.

2. При х  =  а и х =  —а , где а — любое действительное число, 
функция имеет равные значения. Следовательно, эта функция четиая.

3. Периодична ли эта функция? Предположим, что существует.
2 2число і Ф 0, удовлетворяющее тождеству -—  -- ■■ - =  - 2 ■ у ,

\ Х  - р  І у  - р  і  X  - р  I

откуда (х 4- О2 =  х 2- Но это равенство верно не при нсех х. Следо
вательно, такого і не существует. Данная функция иепериодична.
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4. Если х увеличивается от — оо да 0 , то х2 уменьшается, а зна
чение функции возрастает. Если х увеличивается от 0 до оо* х2 также 
увеличивается, а значение функции убывает. Оіедо^вательао, на мно
жестве отрицательных чисел данная функция возрастает, а на «мно
жестве положительных чисел — убывает.

5. Наименьшее значение выражения х2+  1 получим при х  =  О, 
оно равно 1. Следовательно, функция достигает максимума в точке

х — 0, этот максимум равен 2.
Минимума функция не имеет, так как 

знаменатель х2+  1 может увеличиваться 
неограниченно: какое бы малое значение 

_  функции не взять, найдется такое значение
7 аргумента х, при котйром функция имеет 

еще меньшее значение.
Рис. 28. 6. Значение функции не может быть

больше 2 и меньше (даже равным) 0. Значит, 
данная функция ограниченная.

7. Функция не имеет нулей: ни при каком значении х  значеігае у 
не может равняться нулю/

Используя результаты исследования, можно построить график 
данной функции (рис. 28).

§ 39. Простейшие функции и их графики

Прямая пропорциональность. Зависимость между величинами х 
и у , которую можно выразить формулой

у  =  ах,
где а — некоторое данное число, называется прямо пропорциональней 
зависимостью.

- Р = Г о \}

Рис. 30.

П р и м е ч а н и е .  Выше мы рассматривали только такие при
меры прямо пропорциональной зависимости, в которых а  (коэффициент 
пропорциональности), х н у  — числа положительные. В математике 
рассматривают и такие зависимости, в которых эти числа могут быть 
и отрицательными и равными нулю.

Графиком прямо пропорциональной зависимости есть прямая, 
проходящая через начало координат. График зависимости у =  ах 
проходит в первом н третьем координатных углах, если а >  0 (рис. 29) 
или во втором и четвертом координатных углах, если 0 (рис. 30).

Прямо пропорциональная зависимость — простейшая из функ
ций. Она определена на множестве всех действительных чисел, нечет-
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пая, непериодическая, неограниченная, возрастающая, Ьсли а >  О, 
и убывающая при а <  0 .

Линейная функция. Линейной функцией называют функцию, 
которую можно выразить формулой

у  =  ах +  6,

где к — аргумент, а а и Ь — заданные числа.
Линейная функция определена на множестве всех действительных 

чисел. При а  >  0 она возрастает, а при а <1 0 убывает. График линей
ной функции есть прямая линия, проходящая через точку М (0 , Ь) 
параллельно графику функции у  =  ах (рис. 31). Если а =  0 , график 
линейной функции есть прямая, параллельная оси абсцисс, которая 
проходит через точку Ь на оси ординат (рис. 32).

■* У=2

1
1 1 1 
V - / /  ’

-2

Рис. 32.

В этом случае (при а =  0) линейная функция четная, ограниченная, 
периодическая. Периодом ее можно считать любое положительное 
число, однако наименьшего периода не существует. При а Ф 0 линей
ная функция непериодична, неограничена; она не является ни четной, 
ни нечетной, если Ь Ф 0, а при Ъ =  0 она нечетная.

Прямо пропорциональная зависимость есть частный случай линей
ной функции (при Ь =  0).

Обратно пропорциональная зависимость. Зависимость между 
величинами х  и у, которую можно выразить формулой

где а — некоторое заданное число, называют обратно пропорциональ
ной зависимостью. Здесь о, дг, у могут быть не только положительными 
числами, но и отрицательными. Поэтому приведенное здесь определе
ние более общее» чем давалось на стр. 132.

График обратно пропорциональной зависимости есть кривая 
линия, состоящая из двух отдельных ветвей, расположенных в первом 
и третьем координатных углах при я >  0 (рис. 33), или во втором 
и четвертом — при а 0 (рис. 34). Эта линия называется равносто
ронней гиперболой. Она симметрична относительно начала координат

так как функция у  =  ^~ нечетная. Эта функция неограниченна. При
х >  0 и х  <  0 она убывает, если а >  0 , и возрастает, если а < і 0 ; 
при х  =  0 функция эта не определена. Она не периодична, не имеет 
нулей.
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Рис. 37. Рис. 38.



Квадратичная функция. Квадратичной (или квадратной) называют 
функцию, которую можно выразить формулой

у  =  ах2-\- Ьх +  с,

где х — аргумент; а ф  0 , 6 , с — данные числа.
Простейшей квадратичной функцией есть функция вида у  =  х2. 

Это — неограниченная четная функция, определенная для всех дей
ствительных значений аргумента х . При х  >  0 она возрастающая, 
а при * < ;  0 — убывающая. Ее график (рис. 35) есть кривая линия, 
называемая параболой. Она проходит через начало координат, симме
трична оси ординат, ее ветки направлены вверх.

Квадратичная функция вида у  =  ах2 также четная, неограничен
ная, определенная для всех действительных х . Ее график также пара
бола, проходящая через начало координат и симметричная оси ординат. 
Но при положительных а ветви ее направлены вверх, а при а <  0 — 
вниз. Чем меньше абсолютная величина а , тем дальше отходят ветви 
параболы от оси ординат, тем «шире» она (рис. 36).

График квадратичной функции у  =  ал^+ Ьх +  с — такая же пара
бола, как и график функции у =  ах2, ее ветви также направлены вверх 
при а >  0 или вниз при а <С 0 , ее ось симметрии параллельна оси 
ординат. Только вершина этой параболы (рис. 37) находится не в на
чале координат, а в точке

\  2я ’ 4 а ) ’

Если дискриминант квадратного трехчлена ах2-^ Ьх +  с отрица
тельный, т. е. Ь2— 4ас <  0, то график функции у =  д*24- Ьх +  с 
не пересекает ось абсцисс (рис 38). Если он равен нулю, график функ
ции касается оси абсцисс, причем точка касания есть корень уравнения 
ах2-{- Ьх-\- с =  0 (рис. 39). Если дискриминант положительный, пара
бола пересекает ось абсцисс в двух точках, являющихся корнями 
уравнения ах2-\- Ьх +  с — 0 (рис. 40).

Степенная функция. Степенной называют функцию, выражаемую 
формулой у =  хп> где х  — аргумент, а п — показатель степени.

При я, равном I, 2, — 1, имеем соответственно функции
л  1у =  X, У =  X2 и у =  ,Л

уже рассмотренные ранее (стр. 211 и 212).
Если п — число целое четное, то функция у  =  У* четная; при 

нечетных п она нечетная. При положительных п эта функция опреде
лена для всех действительных значений аргумента х , при отрицатель
ных п она определена для всех х , кроме х =  0. На рис. 41—44 даны 
графики степенной функции при показателях, соответственно равных
3, 4, —2, —3.

Если п =  — — несократимая дробь, то при четном знаменателе

л
функция у =  х я определена только для положительных значений х. 
При нечетном знаменателе д эта функция определена для всех зиаче-
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Рис. 39. Рис. 40.



пии х, ссли — >>0 ; если же — < 0 , то ома определена для всех х ,
Я Я

р

кроме х =  0. Если ? нечетное, то функция у =  х 4 четная при четном 
р и нечетная при нечетном р.

Рис. 45. Рис. 46.

На рис 45—47 даны графики степенных функций при показате-
1 1 2

лях соответственно , “  .
6  О О

При любом п Ф 0 степенная 
функция неограниченна, график 
каждой из этих функций проходит 
через точку ( 1; 1).

Если п — число иррациональ
ное, то функция у =  х*1 определена 
только для положительных значе
нии аргумента х (или для неотрица
тельных х, если п >  0).

§ 40. Графические способы решения уравнении
и неравенств

Системы урівнений с двумя неиззестными. С помощью графиков 
функций можно сравнительно легко находить (вообще говоря, прибли
женные) действительные решения систем двух уравнений с двумя 
неизвестными. Для этого каждое из уравнений рассматриваем как 
функциональную зависимость между его неизвестными, строим гра
фики этих двух зависимостей на одной координатной плоскости и нахо
дим точку их пересечения. Абсцисса и ордината точки пересечения 
графиков дают решение системы.

П р и м е р  1. Решить систему уравнений (графически)

х — у ~  0,5,
2х -}- 3// =  6.

Каждое из этих уравнений линейное, следовательно, их графики — 
прямые линии. Строим на одной координатной плоскости графики 
этих уравнений (рис. 48). Они пересекаются в одной точке с координа
тами 1,5 и 1.

О т в е т .  Данная система имеет одно решение: х =  1,5, у =  1.
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П р и м е р  2. Решить систему

ху =  2,
у — х=* 1.

Данные уравнения можно преобразовать так:

2 . 1  У =  *7 и у =  * +  1.

График первого уравнения есть гипербола, а второго — прямая (рис. 49). 
Они пересекаются в двух точках (I; 2) и (—2; —1).

О т в е т .  Система имеет дна решения: дг1== I; ух=  2 и х2=  —2; 
У2= — 1

Графическое решение уравнений с одним неизвестным.
П р и м е р  I. Решить графическим способом уравнение

х3— 2х — 4 «  0.
Представим данное уравнение в виде

2х +  4.
Обозначим каждую его часть буквой у и решим систему получен

ных двух уравнений с двумя неизвестными (рис. 50):

/У
у  =  2х +  4.

\

Как видим, графики пересекаются в одной точке с абсциссой 2. 
О т в е т .  Даниое уравнение имеет один действительный корень 

х =  2.
П р и м е р  2. Решить уравнение

л: +  2 *  0. 
дЛ= х  — 2. Рассмотрим систему

у  => х*.
у  =  х  — 2.
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Построив графики каждого из уравнений (рис. 51), видим, что 
они не имеют общих точек.

О т в е т .  Данное уравнение действительных корней не имеет. 
Графическое решение неравенств с одним неизвестным. 
П р и м е р  І. Решить неравенство

*2— я — 2 <  0.
Построив график функции у =  х2— * — 2 (рис. 52), видим, что 

у отрицательный только при

<  * <! 2.
— 1 <  х  <  2.

Рис. 50, Рис. 51. Рис. 52.

Показательная и логарифмическая функции

§ 41. Показательоал функция

Функция, которую можно выразить формулой у  =  а* , где х 
аргумент, в а — положительное число, называется показательной 
функцией.

Эта функция определена для любых действительных ж. 
П р и м е ч а н и е .  Число а зДёсь берется положительным потому,

что при отрицательных а числа а 2 * л 4 и многие другие не были бы 
действительными. Если а положительное, а х равен несократимой 
дроби с четным знаменателем, то а* имеет два действительных зна


чения, например 9 2 имеет два значения: 3 и —3. Одиако значения 
функции у  =  ах. берутся только положительные: каждому действи
тельному значению х  соответствует только одно положительное зна
чение показательной функции ах.

Показательная функция при любом основании а положительная. 
При д > 1  эта функция возрастающая, а при д < 1  — убывающая. 
График показательной функции — кривая, проходящая через точку 
(0 ; 1). Он неограниченно приближается к оси абсцисс, но не дости-
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гает ее . Графики функций у =  ах и у =  I симметричны/  1 \ х относи

тельно оси ординат.
На рис. 53 даны графики трех показателей функций:

У =  2х, у =  0,5* и у =  5*.

Рис. 53.

§ 42. Логарифмы

Логарифмом числа N по данному основанию а называется пока
затель степени х, в которую нужно возвести основание о, чтобы полу
чить число /V.

Обозначение: 1о*а ,Ѵ =  л;. Таким образом, по определению, если
х  =  1о§а А/, то ах =  Д/, или я =  УѴ. Основание а предполагается 
положительным и не равным единице.

П р и м е р ы ,  іо^і 8 = 3 ,  так как 2я— 8 ; 1о̂ > 0,25 =  —2, так как
2 ~ 2 =  — =  0,25. Знаком без указания основания обозначается

десятичный логарифм, т.е. логарифм при основании 10, знаком Іо^ 
без указания основания — логарифм по произвольному основанию 
(в пределах одной формулы это основание мыслится одним и тем же)*.

Логарифм — слово греческое, оно состоит из двух слов: Хо^оа—■ 
отношение, аріѲ^оа— число. Слово «логарифм», таким образом, в бук- 
нал ьном переводе обозначает число, измеряющее отношение.

Логарифмическая функция. Функция, которую можно выразить 
формулой у =  1одах, где х — аргумент, а а Ф 1 положительное число, 
называется логарифмической функцией.

* Для теоретических исследований наиболее пригодным основанием логариф
мов является трансцендентное число е = 2,7182818... В математике буквой е обо- 

( 1значают 11т I!  ^---- I логарифмы с основанием е называются натуральными
П~+ оо п

логарифмами. Их прнннто обозначать символом 1п. Например, Іп я  обозначает 
то же, что и
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Примеры логарифмических функций:

у  =  !о& X, у  — І08* X, у  — Іо&о X.

Логарифмическая функция у  =  1о^а х  обратная показательной 
функции у  =  а*. Поэтому их графики симметричны относительно бис* 
ссктрисы первого и третьего координатных углов (рис. 54).

На рис. 55 даны графики следующих логарифмических функций:

У =  Іо& х 9 у  =  \ои , * и у  =  Іо& х .
Т

Свойства логарифмов. 1. Всякое положительное число по любому* 
основанию имеет единственный логарифм.

2. При любом положительном основании отрицательные числа 
не имеют логарифмов.

3. При любом основании логарифм единицы равен нулю.
4. Логарифм самого основания равен единице.
5. При основании, большем единицы, большему числу соответ

ствует и больший логарифм, при этом логарифмы чисел, больших еди
ницы, положительны, а логарифмы чисел, меньших единицы, отрица
тельны.

При основании, меньшем единицы, большему числу соответствует 
меньший логарифм, при этом логарифмы чисел, меньших единицы, 
положительны, а логарифмы чисел, больших единицы, отрицательны.

6. Если основание логарифмов больше единицы, то при неограни
ченном возрастании числа неограниченно возрастает и его логарифм, 
а при стремлении числа (положительного) к нулю его логарифм, оста
ваясь отрицательным, неограниченно возрастает по абсолютной вели
чине.

7. Если основание логарифмов меньше единицы, то при неограничен
ном возрастании числа его логарифм, оставаясь отрицательным, не
ограниченно убывает, а при стремлении положительного числа к нулю, 
его логарифм неограниченно возрастает.

• Здесь и дальше мы имеем в виду любое положительное, не равное единице, 
основание логарифмов (см. определение логарифма, стр. 218). Логарифмы рассмат
риваем только действительные.
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Все эти свойства нетрудно «увидеть», рассматривая графики лога
рифмических функций при разных основаниях. Однако их можио до
казать и аналитически, не обращаясь к графикам.

Решение примеров с использованием свойств логарифмов. 
П р и м е р  1. Исходя из определения логарифма, найти:
A. Какое число имеет логарифм 2 при основании 7?
Б. Найти логарифм 125 по основанию 5.
B. При каком основании логарифм числа 16 равен 4? 
Р е ш е н и е .

П р и м е р  2. На основании тождества =* N  найти:

А. 36І08‘2, Б. 81 ° '5Іое*7 В. 2 |ой*5+ 1 
Р е ш е н и е .
A. 361о-«2 =  621°2*2 =  61о-« 21 =  22 =  4.

Г Н Іое*7 
Б. 810,5Іо^7 =  [(92)2 =  91°о #7 =  7.

B. 2і0Л5+і — 21о§г,5 2 =  5 - 2 =  10.
П р и м е р  3. Что больше: Іо^ 2  или Іо^З?
Если а > 1 ,  то большему числу соответствует и больший лога

рифм, т. е. 10^2 <  Іо^З. Если а <  1, то большему числу соответствует 
меньший логарифм, т. е. Іо^ 2  >  1о^аЗ. Здесь предполагается, что

П р и м е р  5. Определить х из уравнений:
А. 5 1о§2х — 6 = 2  1о&*; Б - (Іо&х)2 — 3 Іо§3х +  2 =  0, 
Р е ш е н и е .
А. 5 1о§2х — 6 = 2  \о%2х< 3 1о*2х =  6 , Іо&х =  2, 
х  =  22 ~  4;

A. 2 =  Іо§7 Ху х  =  72 =  49.
Б. х =  1о§5 125, 5* =  125, х =  3.
B. 4 =  ІО&16, х* =  16, х =  2 .

а > 0, а Ф 1. 
П р и м е р  4. Определить х, если:

Р е ш е н и е :
_  1 _ — х

А. (3 /3 )*  =  27 , ( /2 7 )*  =  2 7 - ‘, (27) = 2 7  ^ = —1,дс=—2 ;

Б. дг* =  0,125, I  ~  I , *» =  8, * =  2] / Т  ;

2 1 1 1

(ІО&3*)2 =  1» х2 =  З8 =  9 и х2 =  З1 =  3.
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Переход от одного осиования логарифмов к другому. Если надо 
перейти от логарифмов с основанием а к логарифмам с основанием Ь% 
пользуются следующим тождеством:

{0*ьМ = тб Ь  '

Множитель \ '0^ ь  называют модулем перехода,

Рассмотрим более подробно, как переходить от десятичных лога
рифмов к натуральным и наоборот.

Чтобы по известному десятичному логарифму числа N  найти его 
натуральный логарифм, нужно разделить десятичный логарифм числа N 
на десятичный логарифм числа е (последний равен 0,4343...).

Величина 1̂ =  0 ,4343... называется модулем десятичных лога
рифмов и обозначается буквой М, так что

І п  М  =  &  1 8  Ы -

Например, из таблиц десятичных логарифмов имеем

1^2 =  0,3010. Отсюда Іп 2 =  ^  • 0,3010 =  0,6932.

Чтобы по известному натуральному логарифму числа N  найти 
его десятичный логарифм, нужно умножить натуральный логарифм 
на модуль десятичных логарифмов М — \$*е:

І2 /V =  \$е • 1п =  0,4343 1п N.
Например, Іп 3 =  1,0986, а отсюда ]&3 == М • 1 ,0986= 0,4771.
Очеиь часто в логарифмических преобразованиях пользуются 

также следующими формулами:
п 1

ІО&аьап =  -  ; 1о*ьпап =  Іо^в; Ы акь =  ^

1о %дЬ =  1
1 оШ

П р и м е р  1. Что больше, Іо^З или 1о^Ів9?
Используя формулу 1о§6ллл =  1о%ъа> получаем

ІоёіеЭ =  1о§4,32 =  1о§43.

П р и м е р  2 . Вычислить Іо^/з"8 , зная, что 1о§23 =  а.

.0 8 ^ 3 -8 -1 0 ^ 4  -  ^  ^  ^  .  і .

б
Логарифмирование. Прологарифмировать алгебраическое выраже

ние — значит выразить логарифм его через логарифмы отдельных 
чисел, входящих в это выражение. Это можно сделать, используя тео
ремы о логарифме произведения, частного, степени и корня.

Логарифм произведения равен сумме логарифмов сомножителей:
І02(ай) =  Іо^а +  Іоб 6.
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Логарифм частного (дроби) равен разности логарифмов делимого 
и делителя:

1о§ I* =  Іое а — Іоб Ь.

Логарифм степени равен произведению показателя степени на 
логарифм ее основания:

1о§ ат &= т\о$а.

Логарифм корня равен частному от деления логарифма псдкорсн' 
ного числа на показатель корня:

.  т /~  І0Й«
1о в / «  =  — •

П р и м е ч а н и е .  При логарифмировании алгебраических выра
жений надо иметь в виду, что логарифм суммы не' равен сумме лога
рифмов, т. е. нельзя вместо Іо^ (і? +  Ь) писать 1о&а+ Іо^б. Нельзя 
также вместо 1о& (а — Ь) писать Іо^ а. — 1о§ Ъ. Все сформулированные 
выше теоремы справедливы только для положительных значений а и Ь.

Логарифмирование алгебраических выражений проиллюстрируем 
на примерах.

П р и м е р ы .  Прологарифмируем следующие выражения:
1) х =  3Ьс\ 1о§ х ~  Іо^ 3 +  1о& Ь +  1о§ с;

2) х =  ; 1о§ х  =  !о§ а — 1о§ (6с) — Іо§ а — 1о%Ь — Іо  ̂с\

3) х =  а3Ь2; Іо§ х  =  Іо^ я3 +  Іо^ Ь2 =  3 Іо& а +  2 1о& Ъ;

4) х =  ] / ЯРс : 1о§ х  =  I 108 Ш  =  I  (1°2 а3 ~  1о§ 2*2с) =

=  \  [3 Іо^ а — (1о§ 2 +  Іод 62 +  1о§ с)] =  (3 Іод а — Іо« 2 —

— 2 1о§ Ь —  1о§ с);
4 /~ш 1

5) х  =  15р2 у  2р2 (р —<?)3; 1о§ х  =  1о§ 15 -|- 2 1о§ р [Іод 2 +

+  2 Іо^ р +  3 Іо§ (р — <?)] =  Іо§ 15 +  2 1о§ р +  у  1о2 2 +  -  Іод р -(-

3 5 1 3
+  1о§ (р — <?) =  І0§ 15 +  ^  1о§ Р +  у  Іод 2 +  1о§ (р — 9);

„ V а Ѵ  а Ѵ  а , 1 . . 1 . . 1 .
6) * =  -■ .— -—  - ; )о§ * =  -  Іо§ а +  г  1о§ а +  д- 1о§ а —

л /  3 /--- ^ 4 0
У а у  а

1 . „ 1 . 31 .— Іога — д 1о§ а =  ^  Іощ а.

7. Потенцирование. Если по данному результату логарифмирова
ния находят выражение, от которого получен этот результат, то такую 
операцию называют потенцированием.
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П р и м е р ы.  Пропотенцировать следующие выражения:

А) 1о§ х  =  5 Іо§ с — ^  Іо^ гі;

Б) 1о* х  =  !о§ Ъ — — 1о§ (Ъ — с) +  т Іо^ (Ь +с).
/̂2

Р е ш е н и е .
3 * с® с®

А) 1о«* =  Іо^с* — І о ^ у ^  = 1 о § — Г ; X — ;
V у  й

Б) 1о§ х  =  1о§ 6 +  1о§ (6 — с) т +  )о§(6 +  с)« =  \о%[Ь(Ь—іс) т(Ь-\- 

+  с)т ]; х  =  !̂ Ь +  с)т. .
---------------------

у  Ь — с

§ 43. Десятичные логарифмы

Свойства десятичных логарифмов. 1. Логарифм целого числа, изо• 
б раженного единицей с последующими нулями, положитель
ное число, содержащее столько единиц, сколько нулей в данном числе.

П р и м е р ы .  1§ 100 =  2; І& 10000 =  4.
2. Логарифм десятичной дроби, изображаемой единицей с пред

шествующими нулями, есть отрицательное число содержащее 
столько отрицательных единиц, сколько нулей в изображении дроби, 
считая и 0 целых.

П р и м е р ы .  І§ 0,00001 =  —5; 1§ 0,001 =  —3.
3. Логарифм рационального числа, которое не является степенью 

10 с целым показателем (положительным, отрицательным или нуле
вым ) у  есть трансцендентное число у  выражаемое бесконечной десятич
ной дробью.

Логарифм иррационального числа может быть как рациональным, 

так и иррациональным числом. Например. 1/^100 у Ю 0  =  (ра

циональное число). 1& К з  = “-1&3 (трансцендентное число).

Целая часть логарифма называется его характеристикой у  з  дроб
ная — мантиссой.

4. Характеристика логарифма числа у  большего единицы, на еди
ницу меньше числа цифр его целой части.

П р и м е р ы .  1§ 3,15 =  0, ...; 1^375 =  2, ...; 1^2000 =  3, ...
5. Характеристика логарифма числа у  меныиего единицы ,  содер

жит столько отрицательных единиц, сколько нулей в этом числе пред
шествует первой значащей цифре, считая и нуль целых. При этом ман
тисса логарифма положительна. _

П р и м е р ы .  І^ 0 , 3 5 = 1 ,  І§ 0,0054 =  3, ...
6. О т  умножения числа на 10, 100, 1000, вообще на единицу 

с последующими нулями, мантисса логарифма не меняется, а характе
ристика увеличивается на столько единиц, сколько нулей в множителе.

От деления числа на единицу с нулями мантисса логарифма не 
изменяется, а характеристика уменьшается иа столько единиц, сколько 
нулей в делителе.

223



Поэтому перенесение запятой в десятичной дроби на несколько 
знаков вправо или влево не изменяет мантиссы логарифма этой дроби, 
а изменяет только характеристику.

Таким образом, логарифмы чисел 0,00423; 0,0423; 4,23; 423 отли
чаются только характеристиками, но не мантиссами (при условии, 
что все мантиссы положительны). Мантиссы логарифмов чисел, имею
щих одну и ту же значащую часть, одинаковы.

Преобразование отрицательного логарифма. Известно, что деся
тичные логарифмы чисел, меньших 1, отрицательны. Такие логарифмы 
всегда можно преобразовать так, что мантисса у них будет положи
тельная, а характеристика — отрицательная. Это выполняется по 
следующему правилу.

Чтобы преобразовать логарифм с отрицательной мантиссой 
в логарифм с положительной мантиссой, надо к характеристике приба
вить минус единицу, а к мантиссе прибавить плюс единицу.

Так, например, если мы имеем логарифм — 2,3781, то можно его 
преобразовать так:

—2,3781 == —2 — 0,3781 =  (—2 — 1) +  (1 — 0,3781) =  —3 +
+  0,6219 =  3,6219.

Кратко эти действия записывают следующим образом:
—1 +1 —

— 2,3781 =  — 2,3781 =  3,6219.
П р и м е р ы .

—і +1 —
— 1,3720 =  — 1,3720 =  2,6280

—1 +1 “
— 0,7421 =  — 0,7421 =  1,2579.

Действия над логарифмами с отрицательными характеристиками. 
Сложение. При сложении логарифмов с отрицательными характерис
тиками сначала складывают их мантиссы, а затем характеристики.

П р и м е р ы .
а)+ ЗЛ628 б) 178456

1,2291 2,5164
Г, 3919 2,3620

Вычитание. При вычитании логарифмов с отрицательными харак
теристиками вычитают сначала мантиссу, а затем характеристику.

П р и м е р ы .
а) 2,1582 б) _  0,3724 в) 3^3284 

~  і ,3791 3,5492 ~  2,3437
2,7791 4,8232 6,9847

Умножение. Чтобы умножить логарифм с отрицательной характе
ристикой на положительное число, надо отдельно умножить на это 
число характеристику и отдельно положительную мантиссу

П р и м е р ы .

1) ѵ Т7428 2) з;б735 
х  2 ______ 4

ГІ4856 10,6940
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Деление. При делении рассматривают два случая.
Если характеристика кратна делителю, то надо отдельно делить 

характеристику и отдельно мантиссу.
П р и м е р ы .  1) 4,0568 : 2 =  2,0284; 2) 2,1314 : 2 «=1,0657.
Если характеристика не кратна делителю, то для'характеристики 

прибавляют столько единиц, чтоб получить отрицательное число, 
кратное делителю, а к положительной мантиссе прибавляют столько же 
положительных единиц; после этого делят отрицательную характерис
тику и положительную мантиссу отдельно.

—  —  I
П р и м е р .  3,6428 : 2 =  (— 3 +  0,6428) : 2 =  (— 4 +  1,6428) : 2 =

=  — 2 +  0,8214 =  2,8214.
Логарифмические вычисления.
П р и м е р  1. Вычислить

8,367 • / І Щ 25
х ~  з / -------- ’

0,9658* • V  0,3*75 

1§ л =  1§ 8,367 +  ^ -1§ 0,6725 -  21  ̂0,9658 — 1§ 0,3575

1^8,367 =  0,9226
1 1 ~ _

к - 1§ 0,6725 =  ^  .1,8277 =  1,9139

— 2 1§ 0,9658 =  — 2 • 1,9849 =  —1,9698 =  0,0302
—2 +2

— 1^0,3575 =  — і- • 15533 =  -  1,8511 =0,1489
и  О

§ 44. Показательные и логарифмические уравпеппя
и неравенства

Показательные уравнения. Показательными уравнениями назы
вают такие уравнения, в которых неизвестное входит в показатель сте
пени. Общего метода решения показательных уравнений нет. Однако 
можно указать несколько групп уравнений, которые могут быть решены 
методами элементарной математики.

Решение показательных уравнений основано на следующих тео
ремах.

Т е о р е м а  1. Если основания двух степеней равны и степени 
равны, причем основания а > 0  й а ф  1, то показатели степеней 
также равны, т. е, если ат =  ап, то т ~  п.

Т е о р е м а  2. Если у равных степеней равны и отличны от 
нуля показатели степени, то равны и основания степеней, т. е. 
если ат =  Ьт, т Ф  0, то а ~  Ь (имеются в виду положительные 
а и Ь).

Теперь рассмотрим основные типы показательных уравнений.
П р о с т е й ш и е  п о к а з а т е л ь н ы е  у р а в н е н и я .  Простей- 

шим показательным уравнением называется уравнение вида ах =  Ь,
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где а — отличное от 1 положительное число. При ^ < 0  уравнение 
решений не имеет, так как при действительных значениях х  степень 
а* не может быть отрицательным числом или быть равным нулю. 
При Ь >  0 это уравнение имеет единственное решение.

П р и м е р .  Решить уравнение 25х -= ~
о

Р е ш е н  и е. Первый способ:

(5*)* =  5~‘, 52дг =  5 ' 1, 2* =  -  1, * =  -  і .

Второй способ:

х 25 — — 1& 5, 2х !§ 5 =  — 5, 2х =  — 1, * =  ,

П о к а з а т е л ь н ы е  у р а в н е н и я  в и д а  =  Ь, где а — 
отличное от 1 положительное число, а <р(дг) — элементарная алгебра
ическая функция.

Введением нового неизвестного и =  (дг) это уравнение приводит
ся к простейшему показательному уравнению а11= Ь .

П р и м е р .  Решить уравнение 2Л*~1бдг~ 2*5 =  16^/2 .
Р е ш е н и е  Первый способ:

!  2 . 
2 *̂*-бж—2,5 ~  24 * 2 2 — 2й

Отсюда
х 2 — 6х — 2,5 =  4,5, или х 2 — 6х — 7 =  0.

Т(.гда
х1 ~  7, хг — — 1.

Второй способ:

(л2 — 6* — 2,5) 1§ 2 =  І« 1 6 у Т ;  (*г — 6* — 2,5) 1^2 =  4,5 

Отсюда
хг — 6-г — 2,5 — 4,5, или х2 — Ъх — 7 =  0

и т. д.
П о к а з а т е л ь н ы е  у р а в н е н и я  в и д а  а ! ^  =  Ь ^х\  где а и 

Ъ — отличные от 1 положительные числа, а / (х) и ^ (х) — элементар
ные алгебраические функции.

Это уравнение приводится к равносильному уравнению

/■(дг) \о$са =  ?(*) Iо&Ь.

Если а и Ь — стегени какого-нибудь числа с, т. е. а =  ср, /? =  
=  с$, то уравнение можно записать так:

С Р І ( Х )  с 4<т<х)

и его решение приводится к решению равносильного ему уравнения:

РІ (X) =  яч {*)•
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х - \

П р и м е р  I. Решить уравнение 4 2 — 8** 1 
Запишем уравнение так:

Отсюда

2 (* — 1) 0 , * 1ѵ , . 2 --------------  3 (лг* — 1), х х =  1, хг =  — ^

П р и м е р  2. Решить уравнение

4х _  з *  2 = 3  2 _  22*—I.

Запишем уравнение так:

22х +  22а” 1 + 3 ^ * 2 .

О тсю да

______________і _  1

22х 1 (2 -{- 1) =  2 (3 +  1), 2^  -  1 . 3 =  3*  “2 . 4,

2?х - і  з* “  Т  „2лг _  3 2лг ~  3
4 3

Прологарифмировав, получим

(2-* — 3) 1§ 2 =  ~~2 ” ^  3.

Тогда

( 2 х - 3 ) ( і в 2 — і - І в з) =  0,

значит

2х —- 3 =  0 , х ~  ~  .

П о к а з а т е л ь н ы е  у р а в н е и и я  в и д а  Лф(*)1 =  
где ф(лг) — некоторая показательная функция, а Р — элементарная 
алгебраическая функция. Полагая ф(*) =  у, получаем уравнение 
Р(ц) =  0. Если 1& — действительные решения последнего,
то решение уравнения Л ф (*)1 =  0 приводится к решению уравнений

ф(я) =  іі (і =  1, 2 , ««», з).

П р и м е р .  Решить уравнение

3 * +  3 ___ ?_____1 — 0
6 3* +  2 ~~
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Так как 3х +  3 — З3 • 3* и 3х 2 =  З2 • 3 \  то уравнение запи
шем так:

Умножив обе части уравнения на З2 • 3*, получим

з5 • з2< — з2 • з* — 2 =  о.

Полагая 3* =  /, получим квадратное уравнение З*/2 — З2/ —
2 1

— 2 ^ 0 .  Отсюда /! =  — — , /2 =  - -  .

2 1 
Уравнение 3* =  — - -  решений не имеет; уравнение 3* =  имеет

^7 У
решение х = — 2 . Следовательно, данное уравнение имеет решение
х =  — 2. (Еще лучше было бы заменить: 3* 2 =  у).

Логарифмические уравнения. Логарифмическими уравнениями назы
вают такие уравнения, в которых неизвестное входит под знак лога
рифма.

При решении логарифмических уравнений часто приходится лога
рифмировать и потенцировать обе части уравнения. То же бывает и при 
решении показательных уравнений. Указанные операции могут при
вести к уравнениям, не равносильным данным.

Так, если А и В являются выражениями, содержащими неизвест
ные, то следующие уравнения не всегда равносильны:

А) А =  В и А =  1& В ;
Б) (А В) =  С и А +  1@ В =  1у С ;

В) н І8 А — 1§ й =  1*С;

Г) Л;І =  С н л ѵ4 =  С.
Для логарифмических уравнений, так же как и для показательных, 

общего метода решения нет. Однако среди логарифмических уравнений 
можно выделить несколько групп уравнений, решаемых элементарными 
методами. Приступая к решению уравнения, необходимо установить 
область допустимых значений для неизвестного.

Простейшими логарифмическими уравнениями называют урав
нения вида

То-!а X ~  Ь,

где а — отличное от 1 положительное число. При всяком деиствитель* 
ном Ь уравнение имеет единственное решение: х =  аь.

П р и м е р .  Решить уравнение х =  2 — \% 5.

* >  0, 18 * = 18 100- І 2 І5 = ! § і ^  =  1б 20; х  =  20.
О

Л о г а р и ф м  и ч е с к  о е  у р а в н е н и е  в и д а  Іо^ /(*) =  6, 
где а — отличное от 1 положительное число, а /(*) — элементарная 
алгебраическая функция.

Введением к ей з вест но го і =  [(х) уравнение приводится к простей
шему логарифмическому уравнению. 1о§а і =

. П р и м е р  1. Решить уравнение Іо&з(*2— 7х +  21) =  2.
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Область допустимых значений для х — вся числовая ось, так как 
х2— 7х Н- 21 >  0 при любом х (дискриминант И 0). По определению
логарифма

х2—• 7х +  21 =  З2, А',г= 3, 4.
П р и м е р  2. Решить уравнение І о ^ _! (х2— 5х +  2,25) =  2.
Область допустимых значении неизвестного определяется из усло

вий:
х — 1 >  0, х — 1 Ф 1; х2— 5х Н* 2,25 >  0. 

Следовательно, х >  4 ,5.
Решение данного уравнения приводится к решению уравнения 

х2 — 5х-|-2 ,25 =  (х — I)2, или —Зх-= —1,25, х =  А  ;

х =  ~  не входит в область допустимых значений.

Уравнение не имеет действительных корней. 
Л о г а р и ф м и ч е с к о е  у р а в н е н и е  в и д а  1о#а /(* )  =  

=  1о2а?(*)» где а — отличное от 1 положительное число, /(х) и 
9 (х) — элементарные алгебраические функции. Данное уравнение при
водится к решению уравнения /(х )=<р(х) .  Поэтому для решения 
уравнения Іо&а /  (х) =  \о$а (х) достаточно найти все решения урав
нения /  (*) =  <?(*) и среди иих выбрать те, которые относятся к об
ласти допустимых значений уравнения 1о&* /(х )  =  \о&а у (х). Если же 
уравнение /(х ) =  <р (х) решений не имеет, то нх не имеет и уравнение

!о8а /  (х) — Іо%а ? (*)<
XП р и м е р  1. Решить уравнение 5 1§ х =  3 1§ .

Область допустимых значений х > 0 ;

1§дг5 =  1§ ^ у  ) , тогда хъ. =  .
/ 3

Решая уравнение х* =  , получаем хх =  х2 =  х3 =  0, х4 =  —

Ѵ 2  1/ 2*-----—  , х5 =  — - . К области допустимых значений уравнения отно

сится только хь. Следовательно, данное уравнение имеет одно реше*
) /2НП.‘ х =  .

4
П р и м е р  2. Решить уравнение !& (2х) =  2 1§ (4х— 15).
Для !§ (2х) область допустимых значений неизвестного х>>0; для

15І^(4ѵ— 15) имеем 4 х — 15;> 0, или х ; > ~ - .  Следовательно, область
*і

3
допу стимых значений неизвестного уравнения будет х > 3 — . Преоб
разуем данное уравнение:

1ц (2х) =  1§ (4х — 15)2, 2х =  (4х — 15)2, 16х* — 122х +  225 =  0.
9 1Значит, » *2 =  3-^-. Так как х2 не принадлежит области до

пустимых значений уравнения, а хх удовлетворяет уравнению, то 
уравнение имеет единственный корень:
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+  ІОёа !г  (*) + ------ 1- |0§а Л  (•*) =  ІОби ? ,  (х) +  І08а '(г (*) •
+  ••■ !ода ?д?(х)* гДе а — отличное от 1 положительное число, а 
//(*) (/ =  1, 2........ 5), 9/ (ж) (/ =  I, 2, ..., т) — алгебраические функ
ция; при этом некоторые нз них могут быть постоянными числами. 

Уравнения такого вида приводятся к уравнению вида

/і(*)Ы *)... =  фіМ<М*)... Тт(х>-
П р и м е р  1. Решить уравнение 1§(3х — 11) +  — 27) =  3. 
Найдем сначала область допустимых значений для дг:

Зх — 11 >  0, х >  3 - | - ;

х — 27 >  0, х >  27.
Общая область допустимых значений х >  27.

Заменив 3 =  \% 1000, уравнение перепишем так: [(За: — И) (* —
— 27)] =  І8 1000, отсюда (Зх — 11) (х — 27) =  1000, или Здг̂  — 92* —

19 19
— 703 =  0» =  37, х2 = ---- ^ • Так как *2 ~  — 2" Н€ принадлежит
области допустимых значений, то уравнение имеет едшісівештый ко
рень х =  37.

П р и м е р  2. Решить уравнение
\% (2 х )+  \ % ( х +  3) =  І8 2 +  1 § ( 6 * - 2 ) .

Область допустимых значений для
(2х) : 2х >  0, х >  0;

С* “Ь 3) : х -г 3 >  0, х >  —3;

(6* — 2) : 6х — 2 >  0, х >  .
О

Общая область допустимых значений будет х >  .
о

Уравнение принимает вид х(х ~(- 3) =  6х — 2, или л2— Зх-\- 2 = 0 ,  
отсюда 2, *2=  1. Оба эти значения принадлежат области опреде
ления и оба они являются решениями данного уравнения.

Л о г а р и ф м и ч е с к и е  у р а в н е н и я  в и д а  /1й(*)1=0, 
где §{х) — логарифмическая функция, а Р — элементарная алгебраиче
ская. Для решения уравнения вводят переменную і =  (̂.ѵ). Тогда 
данное уравнение приводится к уравнению Р(і) =  0.

П р и м е р  1. Решить уравнение (1§ х — 5))§ г 1-)- 1 8 = 0 .
Область допустимых значений х >  0. Так как І§ хи=  3 х , то 

данное уравнение равносильно уравнению
(1е* — 5)3 ]& х+  18 =  0.

Полагая х =  (, получим
31(1 -  5) +  1 8 = 0 ,  I2-  Ы 6 = 0 , 2 , /а=  3.

Решив уравнения х =  2 и х =  3, получим решения данного 
уравнения 100 и *2=: 1000.

П р и м е р  2. Решить уравнение (1о&» д)2— Іо&г х — 2 = 0 .  
Область допустимых значении х >  0. Положим 1о§2* =  г, откуда 

г2— г — 2 =  0, 4-2, г*=г —1. Следовательно,

]о&? * =  2* ^ = 4 ;  1о 2̂ а: — — 1, .ѵ2= - і  .
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П р и м е р  3. Решить уравнение Іо&Іо^» Іо§з х =• 0 . 
Перепишем уравнение так:

і°25(іо§і х) =  0.

Тогда число, стоящее в скобках, по определению логарифма, равно 5°,

Записывая это уравнение так; Іо&і (Іо&з х)=1, получаем Іо§л* =  4, 
откуда х — 34=  81.

Системы показательных и логарифмических уравнений.
П р и м е р  1. Решить систему уравнений

П р и м е р  2. Решить систему уравнений (при а >  0, Ь >  0):

І02а* +  \ЩаУ =  2,
— =  4.

Очевидно, что неизвестные х и у положительны. Потенцируя, 
получаем

Но второе решение не годится, так как при положительных значениях 
а и Ьу значения х и у отрицательные. Следовательно, данная система 
имеет единственное решение

т. е. 1:
1о§і 1о§з* =  1.

Потенцируя первое уравнение, получаем систему

решив которую, получим

2 » Уі

Эта система имеет два решения:

х =  аіР, у  =  ~  . 

П р и м е р  3. Решить систему уравнений



Так как 2Ѵх +  Ѵу =  29, то получаем \ ^ х  + Ѵ у = 9 .  С другой
стороны, 10 +  І&2, Ы Ѵ х у =  1^20, т. е. і/дг«/=  20. Та
ким образом, приходим к системе уравнений

V  X +  Ѵ у = 9 ,

Ѵ Т - Ѵ у  =  20,

решив которую, получим
16, уѵ^= 23; Х2= 25, у-і=. 16.

П р и м е р  4. Решить систему уравнений
І0§Л ІО§2 І0§* у =  О,
ІОе_ѵ 9 = 1 .

Со второго уравнения находим у — 9. Тогда
іобд (1'ое,! Іоб., 9) =  0 и Іо& ІодЛ 9 = 1 .

Отсюда Іо^г 9 =  2, х 2 — 9, л ; = + 3 .  Отбрасывая х  = — 3, получаем 
х — 3.

О т в е т ,  х и =-- 9.
Показательные неравенства. Простейшими показательными нера

венствами называют нерявенстпз вида
ах >  Ь или ах <С Ь.

Первое из них при Ь <  0 не имеет решений, а при Ь >  0 имеет решение
х >  Ьёа Ь если а >  I, 

х <  !о§а Ь если 0 <  а -< 1.
В частности, если Ь =  а т , получим неравенство

ах >  ат,
которому удоааетворяю]г

х >  т при 1, 
х <  т при 0 <С а <  1.

Если в данном неравенстве знак >  поменять иа < ,  то и в ответах 
надо поменять знаки на противоположные.

П р и м е р  1. Решить неравенство 3* >• VI
Р е ш е н и е. Первый способ. Здесь основание степени 3 — Соль*

5 /Тше 1, следовательно, х >  1о^3 *|/ у  . Но

/ т  -  -
Второй способ. Поскольку 1 , =  3 5 , то данное неравен*

-  -  1 ство можно псреппс.іть как 3*;> 3 5 , откуда следует .
5

П р и м е р  2. Решить неравенство 0,5* <Г 10.
Здесь основание степени 0,5 меньше 1. Следовательно, х >

>  Іоб0.510-
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Пр и м е р  3. Решить неравенство здг +  ‘3-----д >  1.
3

Умножим обе части неравенства на З*'*'2. Это число при. всех х 
положительно, значит, знак неравенства должен остаться прежним:
32х +  5 — 2 >  3х +  2, 3 • З2 {х +  2) — 3* +  2 — 2 >  0.

Обозначив 3х 2 — г, получим новое неравенство Зг2 — г — 2 2>  0, 

которое имеет решения г < — — и г > 1 .  Следовательно, З*'*'2 ^
О

2
<С — , чего не может быть, или 3* ^  2 >  1, откуда х +  2 >  0 , х >
>  - 2.

О т в е т. х >  — 2.
П р и м е р  4. Решить неравенство

3* — 1 1 — 3 '  -  1

Рассмотрим три случая в зависимости от величины, знаменателей.
A. Если 3х — 1 >  0 и 1 — 3*“  1 > 0 ,  то соответственно л : > 0  и 

х < 1 ,  т, е. 0 < Г * < 1 .  В этом случае

3х — 1 <  1 — 3*- 1 , 

откуда 3х +  3* * " 1 — 2<С0, 3х ~~ 1 (3 4* 1) <  2,

3* “  1 <  у  , * — 1 <  1о§э у  , я <  1 — 1о& 2,

* <
Б. Если 3х —  1 > 0  и 1 — 3х ~  1 < 0 ,  то * > 0  и х >  1.

Обоим неравенствам удовлетворяет # > 1 .
B. Если 3х — 1 <С 0 и 1 — 3х 1 <  0, то х <Г 0 и х 1. Этого не 

может быть.
О т в е т .  Данному неравенству

3
удорлетворяют все числа 0 < * < І о § 3-^ 
и х >  1.

П р и м е р  5. Решить неравенство
2х -■ 2 <  3* -)- 5.

Разделив обе части его на 4, по-
3 5

лучим 2х *< х -р — . Обозначим

3 . 5
Уі У2 =  -4 Х +  ~4 и построим на р ис> 55.
одной координатной плоскости графики
этих двух функций (рис. 56). Как видим, уі меньше соответствующего 
значения у2 для х нз промежутка (— 1; 1).

О т в е т .  — 1 <Г а: <Г 1 •
Логарифмические неравенства. Простейшими логарифмическими 

'^равенствами называют неравенства вида |о§а * > 6 или 1о§а*<Гб. 
Пі-рпое из н> х имеет решение х >  аь при а^> 1; 0 «< х <  а*3 при 0<Са<1.
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П р и м е р  I . Решить неравенство Іоз0 5 х >  3.
Потенцируя, имеем а <  0,5:{, О <Г л: <  0,125. 
П р и м е р  2. Решить неравенство

В ы п о л н и в  сложение в левой м а с т и ,  получим

1
>8 Х( \ — 1§АГ) > 1,

откуда следует 0 <  1§ х (1 — Ід х) <; 1.
Как видим, решение х должно удовлетворять одновременно двум нера
венствам: \фх — 1& X +  1 >  0  И І§ X (1 —  І& А') >  0.

Первому удовлетворяет любое положительное значение а, так 
как дискриминант трехчлена в его левой части отрицателен. Второму 
удовлетворяют значения х, при которых 0 <  1, т.е. 1 <  х <; 10.

О т в е т .  1 <  х < Л 0 .
П р и м е р  3. Найти все значения х, для которых

, х 3 х -Ь 5
4 > ' ё — 2 -

Сначала установим область допустимых значении для х. Должны 
выполняться неравенства

Первое из них верно при # <  —4 и х >  —3, а второе при х <; —5 и 
х > —2. Область допустимых значении для х есть х <  —5 п х >  —2. 

Теперь преобразуем данное неравенство:

| » І ± І _ | а І ± 5 > 0 - 1В {Х +  3) (* +  2) >  О-
X +  4 а -р 2 (а +  4) (а +  5)

[у V X І  + 5)>  11 {х '!‘ 2) (лГ + 3) > {х + 4) {х 5); 3'5-
Однако, учитывая область допустимых значений для х , оконча

тельно получим х <■ ~ 5 .
П р и м е р  4. Решить неравенство 1 +  х 2> 2 Іо^г а при усло

вии, 0 <  а <  1.
Область допустимых значений: а > 0  и х ф  I.
Преобразуем данное неравенство так:

1 + 1о8а* >  ь Ъ ; ; І +  ІО8аХ- ь Ь >0;
І0§* * +  І08а X —  2 

1«ба х
Далее рассмотрим два возможных случая: первый — когда числи

тель и знаменатель положительны, второй — когда они отрицательны
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1) І08* * +  1овв* — 2 > 0  и 1°8о * > 0 .
Обозначив Іо^ х =  г, получим

г2 +  г — 2 > 0  и г >  0.
Первое из этих неравенств имеет решения г <  — 2 и г >  1. Обоим 

удовле творя ют только числа г >> I .
Итак, 1о^а х > 1 ,  откуда с учетом 0 < а < 1  получаем 0 < * < а ;
2) 1о§а х +  Іо^а х — 2 <  0 и \о%а х  <  0. Эту систему неравенств

удовлетворяют значения х, для которых — 2 < І о З д * < 0 .  С учетом
0 < а < 1  получаем 1 < л : < а ~ а.

О т в е т .  0 < х < д и  1 < х < а “ 2.

§45. Исторические сведения о логарифмах

Логарифмы были изобретены в первой четверти XVII в. Они яви
лись ответом на настоятельную потребность астрономов, которым при
ходилось иметь дело с большим количеством очень трудоемких вычис
лений. Поэтому изобретение это было сделано почти одновременно раз
ными лицами и усовершенствовано в течение очень короткого времени. 
По меткому выражению Лапласа, изобретение логарифмов, «сократив 
труд астронома, удвоило его жизнь».

Первым из изобретателей логарифмов был шотландский любитель- 
математик Джон Непер (1550— 1617), который ввел и самый термин 
«логарифмы». Вычисленные им таблицы вышли в свет в 1614 г. под 
и я знанием «Описание удивительных таблиц логарифмов»; они содер
жа.!», кроме логарифмов чисел от 1 до 1449, также логарифмы синусов, 
косинусов и тангенсов, вычисленные через каждую минуту дуги.

Однако' таблицы Непера были неудобны для вычислений, что, 
впрочем, заметил и сам их автор. Он не определил основания своей 
системы, не знал и самого понятия основания системы. То же число, 
которое соответствовало основанию его системы, было обратно основа
нию натуральных логарифмов. Логарифмы Непера убывали с возрас
танием числа, а числа типа Ю имели логарифмы с большим числом 
значащих цифр.

Первым из ученых, внесших в логарифм существенные усовершен
ствования, был Генри Бри гг (1556—1630), профессор геометрии в Лон
доне. В качестве основания системы логарифмов Бригг выбрал число 10.

В 1624 г. Бригг опубликовал «Логарифмическую арифметику», 
которая содержала 14-значные логарифмы чисел от 1 до 20 000 и от 
Г-0 000 до 100 000. Составление этих таблиц потребовало затраты огром
ного труда: для вычисления логарифма каждого опорного числа Бригг 
извлекал корень 54 раза с точностью до 32-го знака.

Одновременно с Бриггом над усовершенствованием изобретения 
Непера работал лондонский учитель математики Джон Спецдель, 
который в 1619 г. издал вычисленные им таблицы под названием «Ноные 
логарифмы». Таблицы Спейделя включали логарифмы синусов, танген
сов и секансов. Несколько позже, в 1622 г., Спейдель опубликовал 
также таблицу логарифмов чисел. В качестве основания своей системы 
Спейдель избрал число е\ от принятых в настоящее время натуральных 
логарифмов эта система отличалась лишь множителем 10б.

В 1628 г. голландский математик Адриан Влакк опубликовал 
десятизначные таблицы логарифмов от 1 до 100 000, а несколько позже—
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десятизначные таблицы тригонометрических функций. Влакк в своих 
таблицах применил бригговы логарифмы.

Одновременно с Бри ггом и Спейделем над у совершенствован к ем 
и облегчением вычислений работал в Праге велики А астроном Погани 
Кеплер (157! — 1630) и швейцарский часовщик Пост Бюргн (1552— 1632). 
Разработанная имн система была опубликована Бюргн в 1620 г. иод 
названием «Арифметические и геометрические таблицы прогрессий 
вместе с основательным поучением, как их нужно понимать и с пользой 
употреблять во всевозможных вычислениях». Таблицы содержали 
члены арифметической прогрессии с разностью 10 (логарифмы) и гео* 
метрической прогрессии со знаменателем 1,0001.

С пособы вычислений, которые применяли первые изобретатели 
логарифмов, основаны и а применении пропорций. С помощью послед
них, затрагивая громадный труд, они вычислили первые таблицы лога
рифмов. Впоследствии были найдены иные, более легкие, способы вы
числений при помощи бесконечных рядов.

На русском языке таблицы логарифмов были- изданы впервые 
в 1703 г. Составили их преподаватели Московской нави гайкой школы 
Андрей Фархварсон, Стефан Гвин и Леонтий Магницкий. В «Универ
сальную арифметику» Леонард Эйлер включил главы, посвященные 
теории логарифмов.

В 1783 г. вышли из печати семизначные таблицы логарифмов, 
вычисленные австрийским математиком Георгом Вегой. Таблицы эти 
благодаря тщательности своего выполнения стали незаменимым посо
бием при вычислениях и переиздавались на многих языках (в том числе 
и на русском) свыше полутораста лет, причем выдержали несколько 
сот изданий.

Почти одновременно с логарифмами была изобретена и счетная 
линейка. В 1620 г. Эдмунд Гюнтер сконструировал шкалу, расстояния 
которой были пропорциональны логарифмам чисел. С помощью цир
куля можно было еіѵіадывать и вычитать числа этой шкалы, производя 
таким образом операции умножения и деления.

В середине XIX в. усовершенствованием логарифмической ли
нейки занялся известный французский геометр и механик Амеде Манн- 
тейм (1831 — 1906). Предложенная им линейка находится в применении 
до настоящего времени. Изменения в конструкции ликейки после 
1850 г. касаются лишь незначительных частностей.

Тригонометрические функции

§ 46. Исторические сведения

Три гонометрия — слово греческое и в буквальном переводе о з н а 
чает измерение треугольников (тріусоѵоѵ — треугольник, а цетрес) — 
измеряю).

В данном случае измерение треугольников следует понимать как 
решение треугольников, т. е. определение сторон, углов и других эле
ментов. Большое количество практических задач, а также задач плани
метрии, стереометрии, астрономии и других наук пригодится к задаче 
решения треугольников.

Впервые способы решения треугольников, основанные на зависи
мостях между сторонами и углами, были найдены древнегреческими 
астрономами Гиппархом (2 в. до н. э.) и Клавдием Птолемеем (2 в. и. э.).
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Позднее зависимость между отношениями сторон треугольника и его 
углами начали называть тригонометрическими функциями.

Значительный вклад в развитие тригонометрии внесли арабские 
ученые аль-Батани (850—929) и Абу-ль-Вефл Мухамед-бен Мухамед 
(940—998), который составил таблицы синусов и тангенсов через 10' 
с точностью до 1/604. Теорему синусов уже знали индийский ученый 
БхаскЪра (р. 1114, год смерти неизвестен) и азербайджанский астро
ном и математик Насиреддин Туей Мухамед (1201— 1274). Кроме того, 
На си редди н Ту си в своей работе «Трактат о полном четырехстороннике» 
изложил плоскую и сферическую тригонометрию как самостоятельную 
дисциплину.

Теорему тангенсов доказал Региомонтан (латинизированное имя 
немецкого астронома и математика Иогаиа Мюллера (1436—1476). 
Региомонтан составил также подробные тригонометрические таблицы; 
благодаря его трудам плоская и сферическая тригонометрия стала 
самостоятельной дисциплиной и в Европе.

Дальнейшее развитие тригонометрия получила в трудах выдаю
щихся астрономов Николая Коперника (1473— 1543) — творца гелио
центрической системы мира, Тихо Браге (1546— 1601) и Иогаиа Кеплера 
(1571 —1630), а также в работах математика Франсуа Виета (1540— 
1603), который полностью решил задачу об определении всех элементов 
плоского или сферического треугольника по трем данным.

Долгое время тригонометрия носила чисто геометрический характер* 
Такою она была еще в средине века, хотя иногда в ней использовались 
и аналитические методы, особенно после появления логарифмов. По
степенно тригонометрия органически вошла в математический анализ, 
механику, физику и технические дисциплины.

Начиная с XVII в., тригонометрические функции начали приме
нять к решению уравнений, задач механики, оптики, электричества, 
радиотехники, для описания движения различных механизмов и т. д. 
Поэтому тригонометрические функции всесторонне и глубоко исследо
вались и приобрели важное значение для всей математики.

Аналитическая^ теория тригонометрических функций в основном 
была создана выдающимся математиком XVIII в. Леонардом Эйлером 
(1707— 1783), членом Петербургской академии наук.

Таким образом, тригонометрия, возникшая как наука о решении 
треугольников, со временем развилась и в науку о тригонометрических 
функциях. Позднее часть тригонометрии, изучающую свойства три
гонометрических функций и зависимости между ними, начали назы
вать гониометрией (в переводе — наука об измерении углов, от греч. 
у о т  а  — угол, р-гтрёсо — измеряю). Термин гониометрия в последнее 
время мало употребляется.

Изучение свойств тригонометрических функций и зависимостей 
между ними отнесено к школьному курсу алгебры, а решение треуголь
ников — к курсу геометрии.

§ 47. Обобщение іюиятня угла. Измерение дуг и углов

Общее определение угла. В геометрии угол определяется как фи
гура, образованная двумя лучами, исходящими из одной точки. Эти 
лучи называются сторонами угла, а их общая точка — вершиной угла. 
ІІрн этом стороны угла считаются равноправными.

Для тригонометрии такое понятие угла недостаточно и его обобщают 
следующим образом.
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В некоторой плоскости фиксируют положение луча ОА (рис. 57) 
и называют его начальной стороной угла , а шорой луч, исходящий нз 
той же точки, вращают в этой плоскости от положения О А до поло
жения О В и его называют подвижным лучом, а его конечное положе
ние О В — конечной стороной угла АО В, т. е. угол АО В рассматривают 
как результат вращения луча в плоскости от положения ОА до поло
жения ОВ.

Прн таком определении угла его величина является мерой враще
ния конечной его сгороиы относительно начальной.

Положительным направлением вращения в 
плоскости называют вращение против движения 
часовой стрелки, а отрицательным — по движе
нию часовой стрелки.

Измерение дуг и углов. Для непосредствен
ного измерения дуг и углов, как и отрезков, 
принимают некоторую определенную дугу (угол) 
за единицу измерения и при помощи этой единицы 

, измеряют остальные дуги и углы.
Существуют различные единицы измерения дуг и углов: градус, 

радиан, большое и малое деления, полный оборот, румб и т. д.

Дугу, длина которой равна части длины ее окружности, назы

вают дугой в один градус. А угол, равный центральному углу, опираю
щемуся на дугу в один градус, называют углом в един градус (1°).

Дугу, равную по длине радиусу ее окружности, называют дугой 
в один радиан. А угол, равный центральному углу, опирающемуся 
на дугу в один радиан, называют углом в один радиан.

Можно показать, что как градусная, так и радианная мера луг 
и углов не зависит от величины радиуса окружности, а зависит только 
от величины соответствующего центрального угла.

Полный оборот, которому соответствует длина окружности, со-
2 л/?

держит 360° или — -  =  2тг [рад], При радианном измерении дуг
А

п углов слово «радиан», как правило, не пишут; например, говорят,
тс

что прямой угол равен или угол равен 2,537, а подразумевают,
К

что су гол равен ^  радианам» или «2,537 рада. Однако это не озна

чает, что при радианном измерении дуг и углов их мерз выражается 
отпеченными числами. Никакого принципиального различия между 
градусным и раднанным измерением дуг и углов не существует. Раз
личие состоит лишь в выборе единицы измерения.

Таким образом, 360° соответствует 2 тс радианам. Отсюда полу
чаем формулу перехода от градусной меры дуг и углов к радиан ной 
и наоборот:

а0 а радианов .
180° я радианов '

В частности 
180°

1 рад  =  —  »  57° 1744",8 -  57°,29578 =  3437', 747 =  206204",8;я

г  =  '  ( «  0,01745329 рад
іок)
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(для вычисления углов с точностью до 0,1 сек значение числа я нужно 
брать с семью значащими цифрами, т, е. л ж 3,141593).

П р и м е р  1. Найти радианную меру угла а  =  18°15'.
По формуле (1), взяв п ж 3,1416, иаходим (18°15' =  18°25)

п 18°,25 Л 010С0 а 
« =  — і ^ о — =  0,31852 рад.

П р и м е р  2. Найги градусную меру угла а  =  3,68 рад.
По формуле (і) находим

а =  3’68 ’ 18°-  ж 57®,296 • 3,68 =  210°,849 =  210*51'.

270 • 360

-  йл 2

Приведем таблицу градусной и радианной меры часто встречаю 
щихся углов:

Углы в градусах 15 39 45 60 75 90 180
_  _  эх л я я 5іх тх
Углы в радианах |2  ’ё ' Т  "3 И Т *

—:>
Углы и дуги произвольной величины. Если вектор ОА (рис. 58, о) 

вращается в плоскости вокруг топки О в положительном направлении, 
то дуга, описанная концом вектора А , и соответствующий этому вра
щению угол называются положительными, а если вращение вектора
О А отрицательное (рис. 58, б), то соответствующую дугу и угол назы
вают отрицательными.

Рис. 58.

Дуга (угол) измеряется действительным числом, абсолютная вели
чина которого равна пели чине дуги (угла), взятой со знаком плюс, 
если дуга (угол) положительна, и со знаком минус, если дуга (угол) 
отрицательна.

Если горизонтальную полуось ОА зафиксировать (рис. 59) и счи-
—>

тать начальной стороной угла АОВ,  а подвижный вектор ОВ — конеч
ной стороной этого угла, то вектор О В, вращаясь в плоскости вокруг 
своего начала, будет образовывать углы любой величины, а его конец В
будет описывать дуги любой величины. Положение вектора О В не опре*

—>
деляет однозначно величину угла А О В . Так, если вектор ОВ вращался 
вокруг точки О в положительном направлении и не сделал полного
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оборота, то АОВ =  а ,  где О <Г а  <  360°, если же вектор ОВ сделал 
7 оборотов и поворот на угол а ,  то

ВОЛ =  а +  7 - 2 я  =  а  +  14*.

Если число оборотов не указано, то
/1  ВОЛ =  а  +  2тш,

где л может быть любым целым положительным и отрицательным чис* 
лом, .т.е.

/ г = 0 :  ± 1 ;  +2 ; 4;3; ...

Таким образом в общем случае угол в тригонометрии задается 
с точностью до произвольного числа целых оборотов.

Можно показать, ч,о отношения —
а

§ 48. Тригонометрические функции произвольного
угла *

Определение тригонометрических функций произвольного угла.
Пусть в прямоугольной системе координат хОу задан, радиус-вектор
Т“> —

образующий с положительным направлением оси Ох угол а 
(рис. 60). Будем считать, что ось Ох — начальная сторона, а вектор
ОА — конечная сторона угла з. Проекции вектора а на координатные 
оси соответственно обозначим ах и ау.

Й и (&х— , — , где а — длина век- 
а °У

тора а , зависят только от величины угла а и ие зависят от длины
вектора а . Поэтому эти отношения можно 
рассматривать как функции произвольного
угла а.

Синусом угла а, образованного осью Ох
-->

и произвольным ради усом-вектором О А (рис. 
60'-, называется отношение проекции этого 
вектора на ось Оу к его длине:

зіп я =  ^ . (2)
а

Косинусом угла а, образованного осью
Ох и произвольным ради усом* век тором ОА% 

называется отношение проекции этого вектора на ось Ох к его длине:

^  (3)С05 СИ —  —— .
а

Тангенсом угла а, образованного осью Ох и произвольным радиу
сом-вектором 0/4, называется отношение проекции этого вектора на 
ось Оу к его проекции на ось Ох:

а
а (4)
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Котангенсом угла я, образованного осью Ох и произвольным ра
диусом-вектором 0/4, называется отношение проекции этого вектора 
на ось Ох к его проекции на ось Оу:

сів в =  ^  (5)
ау

Секансом угла о, образованного осью Ох и произвольным радиу
сом-вектором ОА, называется отношение длины этого вектора к его 
проекции на ось Ох:

5СС а  =  (6 )

Косекансом угла а, образованного осью Ох и произвольным радиу-
__%

сом-вектором 0/4, называется отношение длины этого вектора к его 
проекции на ось Оу:

созес а =  — . (7)

З а м е ч а н и е .  Если не указано, сколько оборотов совершил
вектор ОА вокруг точки О в плоскости хОу (рис. 60), то положение 
вектора определяет угол с точностью до целого оборота, т. е. углу с на-

— >
чалъной стороной Ох и конечной стороной О А соответствует бесчислен
ное множество углов, которые выражаются формулой

360° • п +  а ,  где п =  0; НИ; + 2 ;  ± 3 ;  + 4 ; . . . .
Так как для всех этих углов величины ах , ау и а остаются неизмен

ными, то

5ІП (а +  360° * п) — зіп а;
СО$ (ос +  360° . п) =  С05 а ;  

іб ( з + 3 6 0 ° .  п) =  18 *;
СІ§ (я + '360° • п) =  СІ§ а; (8)
зес (а -]- 360° • п) =  зес а; 
созес (а +  360° • п) =  созсс а.

Знаки тригонометрических функций. Длина радиуса-вектора
| а | =  а всегда число положительное. Проекции его на координатные 
оси — величины алгебраические и в зависимости от координатных 
четвертей имеют следующие знаки:

в I четверти ах >  0 
во И четверти ах <  0 
в III четверти ах <  0 
в IV четверти ах 7>0

ау >  0 ;
ау >  0; 
ау<  0; 
ау <  0.

Соответственно тригонометрические функции имеют знаки, ука
занные на рис. 61.

Ось тангенсов и котангенсов. Значения тригонометрических функ-
ций не зависят от длины подвижного радиуса-вектора ОА =  а (рис. 60).
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Для удобства принимают длину радиуса-вектора равной единице, т. е. 
| а | =  1. В этом случае

5іп а =  ау; соз а =  ах\ іб а =  — ;
ах

4 °х  1 *сщ а =  — ; зес я — — ; созес а =  — . 
йу ах <2у

Окружность, описанную концом А радиуса-вектора о, называют еди-

Рис. 61.

Касательная к единичной окружности в точке ее пересечения 
с положительной частью оси абсцисс, направленная одинаково с осью 
ординат, называется осью тангенсов (рис. 62).

Теорема 1. ТаЛгенс угла а  равен алгебраической величине отрезка
оси тангенсов, отсекаемого от нее продолжением вектора а (рис. 62).

Касательная к единичной ок
ружности в точке ее пересечения 
с положительной частью оси орди
н а т , н а п р а в л е н н а я  одинаково с осью 
абсцисс, называется осью котанген
сов (рис. 63).

Рис. 63.

Теорема 2. Котангенс угла а  равен алгебраической величине отрезка
оси котангенсов, отсекаемого от нее продолжением вектора а (рис. 63).

Построение угла по данному значению его тригонометрической 
функции.

З а д а ч а .  Построить угол (дугу) а , синус которого равен пи 
Рассмотрим три случая.
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А. Пусть | т | <  I. В координатной плоскости хОу строим еди
ничную окружность. На оси ординат находим точку, соответствующую 
числу т .  Через эту точку проводим прямую, параллельную оси абс- 
иисс, и точки пересечения ее с единичной окружностью обозначаем 
через А и В (рис. 64,а). Соединив точки А и В с началом координат, 
получим углы А Ох и ВОх> синусы которых раины т. Эти углы опреде
ляются не однозначно. Обозначим наименьший положительный угол, 
определяемый конечной стороной АО , через АОх =  а 1( а наимень
ший положительный угол, определяемый конечной стороной О В , через 

ВОх =  а-2. Тогда искомый угол а  определится равенствами

а  =  а 1+  2 г.п  и а  =  а * +  2т .п ,

0 ; + 1; + 2; ...

У

/ т ]  Л
1 0 I х

а

1

г \
н

Л
V )V .

ч
в

Б. Если | //г | =  I , т. е. / л = ± 1 ,  тогда прямые, проведенные 
перпендикулярно оси ординат через точки (0; 1) и (0; — 1), будут 
касаться единичной окружности в точках, соответствующих наимень-

те Зл:
шим положительным углам и -у , а искомыи угол а определится 

формулами (рис. 64, б).

г д е  п  —  0 ;  + 1 ;  ± 2 ;  . . . .
В. Если | т \ >  1, тогда прямая, проведенная перпендикулярно 

сси ординат через точку (0 , т)у не пересекает единичной окружности 
(рис. 64,(5). В этом случае задача решений не имеет.

Таким образом, данному значению тригонометрической функции 
соответствует бесчисленное множество значений угла. Для того чтобы 
подобные задачи были однозначными, из всех этих значений выделяют 
так называемое главное значение угла.

Главным значением угла (дуги) з0, синус которого равен числу
ш ( | т | < 1), называюр угол (дугу), содержащийся в интервале от

до Іг ^ ИС‘ Т‘ С*

я Я
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Главное значение угла а 0, синус которого равен т (\т  \ <5 1), выра
жается символом

агсБіп /л,

который читают так: «угол (дуга), синус которого равен пѵ> или сокра
щенно «арксинус /л».

агсзіп т
агссо$т

Рис. 65. Рис. 66.

Все углы (дуги), синус которых равен т, обозначают символом
Агсзіп т.

ТІри этом все множество различных значений Агсзіп т выражается через 
соответствующие главные значения формулой

Агсзіп т =  (— 1)л а г с $ і п т +  т,п{ (93
где п =  0; і і ;  ± 2 ;  + 3 ; ...

Рис. 68.

Задача построения главного значения угла (дуги) по данному 
значению тригонометрической функции решается однозначно.

Главным значением угла (дуги) агссо? ш (\т \ <  І) иазывается 
угол (дуга), содержащийся в интервале от 0 до те (рис. 66), т. е.

0 агссоз т ^  к.
Тогда все углы (дуги), косинус которых равен т ,  выражаются формулой

Агссоз т =  ±  агссо^ т -Н 2тсл, (10)
где п =  0 ; і і ;  ± 2 ;  ± 3 ;  ... •
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Главным значением угла (дуги) агсІ§ т называется угол (дуга), 

содержащийся в промежутке от — до +  (рис. 67), т. е.

— у  <  агсі* т <  +  у  .

Все углы (дуги), тангенс которых равен т, выражаются формулой

Лгсіб /л =  агсі^ гп +  -я ,  (11)
где л 0; + 1 ;  + 2 ;  + 3 ;  ... .

Главным значением угла (дуги) агссіб т называется угол (дуга), 
содержащийся в промежутке от 0 до п (рис. 68), т.е.

0 ■< агссі* т <  г..
Все углы (дугн), котангенс которых равен т ,  выражаются формулой

Лгссі^ т =  агссі^ т +  ъп, (12)
где я =• 0; і і ;  + 2 ;  + 3 ; ... .

§ 49. Осповные трнгопометрические тождества

Тригонометрическим тождеством называется равенство, в которое 
входят тригонометрические функции и которое удовлетворяется произ
вольным допустимым значением угла — аргумента тригонометриче
ских функций, но не удовлетворяется, если каждую в отдельности 
тригонометрическую функцию заменить произвольной величиной.

П р и м е р .  Равенство (зіп а  +  соз а )2 — зіп2 а +  2 $іп а соз з +  
+  соз2а  по существу не является тригонометрическим тождеством, 
так как оно будет верным, если вместо зіп а  и соз а  подставить произ
вольные величины а и Ь. Тогда это равенство будет алгебраическим 
тождеством

(а -р Ь)'1~  сг +  2аЬ +  Ь2.
А равенство

($іп ос +  соз а )2=  1 +  2 5Іп а  соз а .
является тригонометрическим тождеством, так как при замене зіп а  
и соз а  на произвольные величины такое равенство места не имеет.

Между тригонометрическими функциями одного и того же произ
вольного угла существуют соотношения, называемые основными три
гонометрическими тождествами:

$ІІ12 а Н- СОЗ2 2 =г= 1; (13)
. ЗІП аа =  ------

СО$ а
а ф ^ (  2Л +  1) (14)

СО$ а
СІ^ а  =  —------ , (а  ф  п к  ; (15)

* $1П я 1 1 '  '

СОЗ а
а +  1)1; (16)

1С05ѲС Я =  ■, [а ф яй]. (17)

245



В квадратных скобках указаны значения аргумента а ,  при кото
рых соответствующие тождества имеют числовой смысл. Основные 
тригонометрические тождества позволяют по значению одной из три
гонометрических функций найти значения всех остальных.

Из пяти основных тождеств вытекают три вспомогательных (произ
водных) тождества:

а * СІб а =  1, (18)

1 +  (§2 а — $ес2 а, [а ф (2к +  1)]; (19)

I -)- СІ^2 а =  созес2 а, [а Ф  пк], (20)

где к =  0; + 1 ;  ± 2 ;  + 3 ;  ... . Эти тождества часто употребляются в пре
образованиях.

Рассмотрим несколько примеров использования основных тригоно
метрических тождеств.

П р и м е р  1. Определить значения тригонометрических функций

угла а, если а =  ~  и 180° <  а <  270®.

По формуле (18) находим

. 1 4 с12 а =  “Г Г ~  =  т  *а 3

По формулу (19) имеем
Ч 9е!

зес2 а =  1 +{%*а =  ] ^

. і 5 или | зес а [ =  — .

Учитывая, что зес а <  0 при ! 8 0 ° < а < 2 7 0 ° ,  получаем
5 5—зес а =  , откуда зес а =  — — в

Тогда по формуле (16)
4

СОЗ а — ----- —
5

Значение зіпа найдем из формулы (13):

* 2 . 2 - 16 9 , . , 3ЗІП^ а — \ —  СОЗ2 а =  1 —  - - - - -  или і з ш  а ! =  —. в
/О ЛкУ о

Учитывая, что зіп а <  0 при 180а <  а <  270°, находим

3
31П а — ------ р-

5

н, наконец, по формуле (17) определяем

5созсс а =  — тг .О
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П р и м е р  2. Доказать тождество
3 (зіп4 я +  С054 а) — 2 (зІП® а +  Соз6 а) =  1.

Преобразуем вначале левую часть равенства, а затем, используя 
формулу (13), находим

3 (зіп4 а 4" СОЗ4 а) — 2 (зІП 6 а СОЗ6 а) =
=  3 (ЗІП4 а +  соз4 а) — 2 (зіп2 а -}* СОЗ2 а) ($іп4 а  — $ІП2 <х СОЗ2 * -|- 
СОЗ4 а) — 3 ЗІП4 а +  3 СОЗ4 а — 2 ЗІП4 а + 2  ЗІП2 а СОЗ2 а — 2 СОЗ4 а =  

=  ЗІП4 а +  2 5ІП2 а СОЗ2 а +  со$4 а =  я +  СОЗ2 а)а =  1,
что и требовалось доказать.

П р и м е р  3. Доказать тождество
ЗІП3 а  (1 +  с і ^  а) - |-  СОЗ3 а (1 -{- 1§ а )  =  5ІП а  СО$ а .  

з і п 3 а  ( I  СІ§ а)  +  СОЗ3 а (I +  а )  =  з і п 3 а ^І +  “I"

+  СОЗ3 3 ^ 1  +  |  —  5ІИ2 3 ( з іп  а СОЗ а)  4*  СОЗ2 а  ( с о з  а з і п  а )  =»

=  (зіп а +  СОЗ а) (зІП 2а +  СОЗ2 <х) =  ЗІП а Соз а> 

что и требовалось доказать.

§ 50. Формулы сложения и вычитания аргументов
тригонометрических функции

5ІП (а -|- 3) =  зіп з  СОЗ 3 +  ЗІП 3 СОЗ а; (21)
ЗІП (а — Р) =  зіп а СОЗ 3 — зіп Э соз а; (22)
СОЗ (а 3) =  соз а соз 3 —  ЗІП а ЗІП 3; (23)
СОЗ (а —  {*) =  С05 а СОЗ 3 -{- зіп а зіп 3; (24)

1§ (а +  ?) = : *• % а 7  (1 +  2/'); (*г,)
*§ (а — р) =  ; 2( ^  а — 3 ^  ( I 2/г); (26;

СІсГ а с і^  3 —  I
с(§ (з +  ■?) =  -с^ а : ’ • 31 ^  <27>

СІ  ̂а Ч _!_ I
с1ё (а -  Р) =  " с ^ У - с І в а — Э А*. (28)

где 6 = 0 ;  ± 1 ;  ± 2 ;  ± 3 ;  . . .
Формулы (21)—(28) позволяют определить по известным тригоно

метрическим функциям аргументов а и р  значения этих функций дли 
сумм или разностей заданных аргументов.

П р и м е р  I. Вычислить зіп 15°.
1 /2  1 

Известно, что зіп 45° — соз 4оэ =  —  , зіп 30* — — и соз 30° =

1 /3
, тогда по формуле (22) получаем 

зіп 15° =  зіп (45° — 30°) =  зіп 45° соз 30° — зіа 30° соз 45°
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или

=0,258819045

П р  и м е р 2. Доказать тождество

18 (а +  5) — І8 а — Іё ^ а <§ ,3 (а +  ?)•

Рассмотрим левую часть тождества и вынесем в ней за скобки 
(® +  $)* тогда, воспользовавшись формулой (25), имеем

Формулы, при помощи которых тригонометрические функции 
произвольного угла можно привести к функциям острого угла, назы
вают формулами приведения. Поэтому таблица значений тригонометри
ческих функций составляется только для углов а ,  лежащих в первом 
квадранте, т.е. для

Пользуясь формулами сложения и вычитания аргументов тригономе-
71

трических функций и полагая в них последовательно р =  , р =  я,

3
|з =  -у , и =  2тт. легко получить следующие формулы приведения:

*6 (а -1- Гі) — 1§ “ — Р =  <8 (« +  і*) 1 —

что и требовалось доказать.

§ 51. Формулы приведепия

/

(31)

(32)
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Если учесть, что прибавление целого числа оборотов 360° или 2 лп, 
где п целое число, к аргументу тригонометрических функций иа зна
чение функции не влияет, то, пользуясь этим свойством и формулами 
(29)—(32), любую тригонометрическую функцию произвольного угла 
можно привести к функции острого угла.

Для приведения тригонометрических функций произвольного угла 
к функциям острого угла удобно представлять произвольный угол 
в виде 90° * п +  а ;  тогда

! - | -5 І п а, если п ~  4к\
+ С 0 5 * .  « с и  я  =  4Л +  1; (33)

—5ІП а, если п =  4к +  2; ' 7
—С05 я, если п — 4к -}- 3;

/ +С05 з, если п — 4к
гп<; 0̂0° • п ^ 4А -}- 1, /34ч

 ̂ ^  ‘ ' І —со5 а, если п =  Ак ~\~2\ '  '
* ~р5Іп я, если п =  4к +  3;

1б (90° . „  +  ,) =  { _ + Л  « Г 2& +  , . (35)

с1§ (90° . „ + , )  =  {+_с| 2 “ ; ” Г  І кк '+  1( (36)

где к =  0; + 1; ± 2 \  . . . .

Из формул (33)—(36) вытекает следующее правило. Любая тригоно
метрическая функция угла 90° • п +  а  по абсолютной величине равна 
той же функции угла а ,  если число п — четное, и сходственной функ
ции, если п — число нечетное. При этом, если функция угла 90° - п-\-  а  
положительна, когда а  — острый угол, то знаки обеих функций одина
ковы; если отрицательна * то различны.

П р и м е р .  Привести 3728° к функции острого угла.
Представим угол 3728° =  90° ■ 41 +  38°, тогда согласно фор

муле (35)

1й(90э 41 -Ь 38°) =  —с 1^38°.

Два угли, сумма которых равна 90°, называются дополнитель
ными. Например, 90° *— а  и а ,  45° +  а  и 45° — а  или 60° +  а  и 
30° — а.

Сходственные функции дополнительных углов равны между собой. 
Например,

5іп (45° ~ а) =  соз (45° — а);
(4Г>° -!- а) сі& (45° — а);

5Ш (60° -г <х) — со5 (30° — а);
$іп (30° — а) — со$ (60° -|- а).

Эги формулы вместе с формулами приведения позволяют привести 
любую тригонометрическую функцию произвольного угла к функции 
положительного угла а ,  не превышающего 45°.
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§ 52. Четпость я печетиость тригонометрических
функций

Из тригонометрических функции зіп а ,  с і ^ а  и созес а  — 
нечетные, а соз а  и зес а  — четные, т.е.

5ІП (—а) =  —зіп я; (37)
соз(—я) =  +СОЗ а; (38)
*8 (—!я) =  (39)
с1§(—я) =  _  с іда ;  (40)
зес (—я) =  + зес  а; (41)
созес (—я) =  —созес я. (42)

§ 53. Формулы двойных п траііііых углов
(аргумептов)

Из формул сложения аргументов тригонометрических функций 
при а  =  Р получаем следующие формулы удвоения аргумента:

зіп 2т. =  2 зіп я соз я; (43)
СОЗ 2я =  соз2 я — зіпг я; (44)

2 I*? я
“ 23 =  п = т і ^  = <45)

СІЙ 2а =  • (46> 
Если формулы (13) и (44) сначала вычесть одну из другой, а затем 

сложить, то получим следующие две формулы, часто употребляемые 
при различных тригонометрических преобразованиях:

1 —' соз 2і5іП“ я = ------------- (47)

и
1 СОЗ °Я

созг я =  і . (48)

Путем последовательного применения формул сложения аргументов 
тригонометрических функций можно получить формулы для За, 4а 
и т.д. Приведем формулы для тройных углов:

ЗІП За =  3 Зіп я — 4 зіп3 я; (4(л)
соз Зя =  4 соз:* я — 3 соз я; (50)

18,3 1 — 3 1«2 а ’ ( *

сі« з а ,  . (5, ,
1 — <3 СІ^- а

Рассмотрим несколько упражнений на формулы кратных углов. 
П р и м е р  1. Доказать, что

о   ̂ о  8 >Псоз я соз 2я соз 4* соз 8я = 16 ЗІП Я •
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Умножим и разделим левую часть данного равенства на зіп а и 
применим 4 раза подряд формулу (43), представив ее в виде

51 п в соз а =  — зіп 2а. Тогда

Л . ($іп а со$ а) соз 2а соя 4а сой 8а 
С05 а С05 2а соз 4а соз 8а — -------------------- ;---------------------- =

$ ІП  2

-і- (5ІП 2а С05 2а) со$ 4а С05 8а ~  ($111 4а С05 4а) со$ 8а

$іпа $Л1 а

~  5ІП 8а С05 8а , . |/5 
8 _  1 5Ш 16а

5ІП а 16 5ІП а ’

что и требовалось доказать.
о 1Г 5ІП Іба 1
Заметим, что если Іоа а =  то тб—:—  =  -гг , т. е.

16 51П а 16
п 2л  4 г. 8л 1

С05 - 7 С05 Г7 С 05 - 7 С05 г ?  =  ^  .

П р и м е р  2. Доказать, что

$іп а 5іп (60° — а) $іп (60° +  а) =  $іп За.

5ІП а $іп (60° — а) 5Іп (60° +  а) =  5Іп а (5ІП 60° С05 а — С05 00° 5ІП а) X 
X  (5ІП 60° СО5 а СОЗ 60° 5ІП а) =  5ІП а (5іп2 60° СО$2 а —  СО$ 60° 5ІП2 а) =

=  $іп а со$2 а — 5іп2 а  ̂ =  - -  $іп а (3 со$2 а — $іп2 а) =

=  — 5іп а [3 (1 — 5Іп2 а) — $іп2 а) =

=  ~  (3 5ІП а — 4 5ІП3 а) =  ~  $Іп За,

что и требовалось доказать.
Аналогично можно доказать тождества

СО$ а С0$ (60° — а) С05 (60° а) =  -I С05 За;

а (Г>°° — °0 (60° +  «) =  І8 За; 
сіб а сі*» (Г)0° — а) СІ§ (00° -|- а) =  сі^ За.

П р и м е р  3. Упростить

Л =  3° Іе 17° 1% 23° 37° Іб 43° 57° 63° 77° 83е. 
Представим данное выражение в виде 

А =  (іе 3° 57й Іб 63°) (1* 17° 18 43° 16 77°) (і8 23е \ц 37° 1б 83е) 
и воспользуемся тождеством для тангенсов из примера 2; тогда

А =  Іе 9° 18 5 1 4 8  6 9 ° =  І8 27°.
О т в е т :  А =  27°.
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П р и м е р  4. Вычислить зіп 18°.
Воспользуемся тождеством зіп 36° =  соя 54°. Обозначив 1 8 °=  а , 

находим , что в данном случае 5 іп 2 а = с о $ З а  или 2 $ іп а с о $ а  =  
=  4 со5а а  — 3 со$а. Так как соьос Ф 0, то после сокращения на со$а 
имеем

2 5ІМ а  =  4 со5“ а  — 3 = 4 ( 1  — зіп2 а) — 3,
откуда

4 бігг а  -г 2 $іп а  — 1 =  0.
Решая это уравнение относительно $іп ос, найдем

/ 5  ~  і . — / 5  — і81 п я = ----------  или $Ш а = -------- ;------ .
4 4

Так как в первом квадранте зіп а  >  0, то второе значение не Под
ходит.

О т в е т :  5Іп 18° =  0,30901699...4

§ 54. Формулы половинпого аргумента

Формулы деления аргумента помолам выражают тригонометри

ческие функции половинного аргумента*— через тригонометрические 

функции аргумента а.
—  С05 а

С05
а I і  /~  і -і- соз а .

"2 Г  У  2 ’
1 —  Со 5 а 

1 +  С05 а
; а ф  г. (2к +  1);

т Г  У гйгН • “ * ‘ - 0; ±,; ±2і -
Для ~  и сі^ ■?- иногда удобнее пользоваться формулами

(53)

(54)

(55)

(56)

а 51 п а
1 +  сов я

I —  С05 1 

5ІП а 
5ІП а

; а ф  п (2к +  \)\ (57)

а  __ 1 с ° 5  з  ______________

2 $іп а  1 —- СО5 а
; а Ф 2кк; к  =  0; + 1 ; ... (58)

а.П р и м е р  1. Вычислить $іп — , если соз а = — и 180э < а < [

<  270°.
По формуле (53) находим

• -  I ] / ' + Т  3
$1П т г  =  Г -------о------  =  “ ? =  *

2 | г 2 / ю
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ІП -1 =  = 0,3 у  10 « 0,948683.

Учитывая, что $іп при 180° < о  < 2 7 0 ° ,  т. е. 90° <135°,

получаем

зіп _
2 іЛо

П р и м е р  2. Доказать, что

<8 Г  30' =  / 6  — 1/3  +  / 2  — 2 ж 0,13165249.
Применяя сначала формулу (57), а затем (53) и (54), пат у чаем

. __л  Г 1 +  со § 30°

18 7° 30' =  1 "~.С05 ^ -С = ------ 7 " —  2"  - 8=8
51П 15° -Ш Г  \ — С05 30°V

у  . . / 5
1 +  т  2 -  ѴА2 +  / з

1/3 |/2  —і/з
2

=  1 -̂-— 2 К 2 +  =  2 У ч - ’г  1/3 — (2 +  ] / 3 )  =
Ѵ"2 — 1/3 • К 2 + І / 3

= }/$ +  4 1/ 1 — 2 — /З  = 1/  8 +  21/  І2 — 2 — і/З =
= / 6 - 1 / 3  + 1 / 2 - 2 ,

что и требовалось доказать. _________
Заметим, что для вычислеЕіия 8 +  2 $ / І 2=  / б  +  была при

менена формула

]/<* +  & + 21/ Д&= К д  +  1̂ 6, 
часто используемая при преобразовании иррациональных выражений

§ 55. Формулы преобразования произведения 
тригонометрических функций в сумму

$іп а со$ Э =  у  [5ІП (а +  р) +  5ІП ( а — р)]; (59)

СО$ 2 С05 р =  ~  ^С05 (а +  3) С05 (а —  0)];  (60)

$ІП а $ іп  Э =  [С05 (а —  Э) —  С05 (а  +  р)]. (61)

П р и м е р  1. Упростить выражение
А =  $ІП За 51 Па а +  С05 За СО$3 а.

Преобразуем данное выражение следующим образом:
А  =  ($ іп  За ЗІп а) $Іп2 а +  (со$ За соз а) со$2 а.

253



Воспользовавшись теперь формулами (60), (61) и (48), находим 

,4 =  і  (соз 2а — соз 4а) зіп2 а +  —- (соз 2а +  соз 4а) соз* а =

=  ~  со$ 2а (зІп* а +  СОЗ2 а) -1- со$ 4а (со$г а — $іп2 а) =
ш &

=  ~  СО$ 2а +  у  соз 4а СО$ 2а =  у  СО$ 2а (1 +  соз 4а) =

=  -і- соз 2а . 2 соз2 2а =  соз3 2а.

Заметим, что при решении этого примера можно было воспользоваться 
формулами зіп За и соз За.

П р и м е р  2. Упростить выражение
А =  соз а  +  соз (а +  Р) +  соз (а +  2р) -|- ... +  соз (а -|- 

+  ( п — 1) РІ +  соз (а +  «Р),
где п — любое целое положительное число.

Пели р ф 2кг., где к — целое число или 0, то умножив и разделив

обе части выражения А на зіп ~  , получим

А =  — Цр |зіп ~  соз а +  ЗІП соз (а +  Э) +  зіп ~  СОЗ (а +  2р) + '  * «

5,Пу

3 в )
• • • +  ЗІП СОЗ [а -{- (П — 1) Э1 Н- 5ІП СОЗ (а +  я0) |  •

При помощи формулы (59) найдем

1

2 5ІП і .
5іп(а + т ) Зіп | а —  +  5Іп (а  +  ^  | —

— 5ІП +  у )  +  5ІП (а +  — 5ІП ^а +  ^ |  +  • . .  +

. • /  , 2 п —’ 1 ■ I  і 2л — З Л  . (  2« +  1 о\+  5ІП I а  -1------- - ---- ?1 —  8ІП I а Н-------- - —  ;і I +  51111 а  -I------- - —  31 —

) - 8ІЛ (а - і.
2п +  1

1

о • $ 2 з т -
( а + у р )  =

. ( п +  1)ЗІП — 2

5ІП І
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Если р =  2Ал, то, воспользовавшись формулами приведения, получим

А ±= (п +  I) соз а.

О т в е т :

(Л+ 1) Р
А =

8Ш СОЗ (° +  і И
. р

5Шт

, если р ф  2кп;

, (п +  1) со5 Э» если Э =  2Л71»

где к *=* 0 ; і і ;  ± 2 ; ...
П р и м е р  3. Доказать, что

2л , 4л 6л
соз — +  соз — +  соз — =

л
Умножив и разделив левую часть равенства на з і п у  , получим

2л 4л 6л
СО5 у  +  СОЗ —  +  С 0 5  у  =

. л 2л . л  4л . . п 6л
51П у  СОЗ у  +  51П у  СОЗ у  + •  81П у  СОЗ у

Л
51П у

1 З л  , л . 5<і . Зл  , 7л , 5л -
51П —  51П +  51П *=г —  51П - -  +  51П -- -------51П ~  |  =

/ * / / / /
2 51П у

^ ( з і п к - з і п ^  = _ ± ,
2 5ІП у

что и требовалось доказать.
У п р а ж п е и и е. Проверьте формулы (59)—(61), преобразовав 

их правые части при помощи формул (21)—(24) § 50.

§ 56» Формулы преобразования суммы 
тригонометрических фупкций в произведеппя

$іп а +  зіп 3 =  2 $Іп соз -- 2  ̂ ;

* о о , а  — ? а - І~Р 8Ш а —  $1П р =  2 $1П — С05 — ;

і г ^  (3 я —  3
СО$ а +  СОЗ —  2 С05 — ~  С05 ;

о - - а л - а +  3 . а —  В
С 05  а —  С 0 5  Й =  2  51П — р г -5-  51П -і-тг—  =  — 2  51П -  ■■■!• —  5ІП — ^г-і-  ;

(62)

(63)

(64)

(65)
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І§ а -  Э =

*а1 3 =
5ІП (а +  р) 
С05 а С08 Э * 
5ІП (а — 3)
С05 а С083 '

,  , 4 0  5ІП ( 2  +  3 )  
С І § в  +  С І § 3 =  —  : ; ■;

5111 а  5Ш  І

с{е а - с і е з =  ~ 8 і п ( з , - . й  =  ?.іп (3 - ? ? .5 «•"« «•"  ̂ 81Па51пЭ *5111 а  5111 ^

П р и м е р  1. Доказать тождество
5Іп а +  5Іп За +  $іп 5а

(66)

(67)

(68) 

(69)

=  За.
С05 а +  С05 За +  С05 5а

Перегруппировав в левой части тождества слагаемые в числителе 
и знаменателе, а затем, воспользовавшись формулами (62) и (64), 
найдем

$іп а +  5Іп За зіп 5а _  зіп За 4- (зіп а зіп 5а) 
соз а +  со5 За +  соз 5а соз За +  (соз а +  соз 5а) “

8ІП За 4- 2 5ІП За СОЗ (—2а) 5ІП За (1 +  2 СОЗ 2а)
соз За + 2  С05 За С05 (— 2а) со$ За (1 +  2 СОЗ 2а)

что и требовалось доказать.
П р и м е р  2. Доказать тождество

=  ій За,

со$ (ш ■-'“) - со5 (тв “ '“) ~С05 (Й + а) + С03 (тб + °) = 5ІП а-
Преобразуем левую часть тождества следующим образом:

С05 (Й - а) - С08 (іб - а) - С05 (й + а) +С05 (ш + *) =
=  [С05 ( й - а) - С05( й + а ). С 0 5 Я — )

71
+  а і

О * Зп . г » . 7 1 * О !  /  . Зк • я \=  2 зіп 5іп а — 2 зіп зіп а =  2 зіп а I з т  — —> 5іп — | =

. тс тс 2тс
0 4 зіп а . Зіп -гг С05 т~г ' С05 —

~ Л . тс 2тс 10 10 10=  2 $іп а • 2 з т  ттг соз -тт: ---------------------------------------------  =
10 10 тс

С05іо
О . . 2тс 2т: . . 4тс . . / тс тс \  
2 5іп а . зіп — соз ^  $іп а зіп зіп а зіп ( ^  I

тс

с08То СОЗ
ТС

То
тс

с08То

=  51 п а,

что и требовалось доказать. 
П р и м е р  3. Доказать, что

4 (соз3 20° +  соз3 40°) =  3 1 /3  соз 10°.
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Преобразуем

4 (соз3 20° +  соз3 40°) =  4 (соз 20° соз8 20° +  соз 40° соза 40°) =

л (  опр 1 +  со з40° , .лэ 1 +  соз80°\=  4 I со$ 20° — !— --------- [- соз 40® —! ^------ I —

соз 20® +  соз 40® +  (С03 60° +  со$ ^0°) ”Ь

— (соз 120° +  соз 40°)| хг 2 соз 20° +  2 соз 40* —і — соз 20® —

— ^  "Ь 005 40° =  3 (соз 20° 4* соз 40°) =

=  6 соз 30® соз 10° =  3 Ѵ^З соз 10°.

П р и м е р  4. Доказать, что если а +  (і +  7 =  я, то

Ч  « +  Р -Н 7 — И в  Т*

По условию а +  (і =  л — 7, тогда

**(« + М  — — Т)в *“ Т-/
Воспользовавшись формулой (25) § 50, получим

Ц а + І е Р
1 — «8 О «в Р т’

откуда
І8 а +  1§ $ +  18 -г =  1§а 1§ р 1§ 7,

что и требовалось доказать.
Исследуйте, будет ли доказанное тождество справедливо в част-

те
ном случае, когда от -}- р =  — .

П р и м е р  5. Доказать, что если а ,  р, у  — острые углы и 
сі& а  сІ§ р +  сІ§ а  сі& у +  сі§ Р сі& V =  1. то а  +  Р +  V ~

Преобразуем данное в условии равенство следующим образом:

с*ё а  (сі§ Р +  с(§ V) =  1 — сіё Р сіё V»
тогда

с і *  а  =
с І § р + с 1^7 

или, согласно формулам (27) и (32)

сі^ а  =  —с*е (Р +  V) =  (* — Р — ?)•

Так как по условию углы а ,  р, у острые, то
а  =  л — р — у

или
а + Р + У  — я =  180°, 

что и требовалось доказать.
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§ 57, Формулы, выражающие тригонометрическое функция
через тангенс половинного аргумента

2{в і
5іп а ---------------- ; (70)

1 +  18*2

І - Ѵ }
соз а = ----------- -- ; (71)

1 +  *88|

2 і « т
* в « = ----------- г ;  <72>

А « а
1 — *в*-о

сС8 а = --------- - І  . (73)
21§ Т

Формулы (70) — (73) находят, в частности, широкое применение 
в интегральном исчислении.

§ 58. Преобразование тригонометрических выражений 
с помощью введения вспомогательного аргумента

Рассматриваемый прием заключается в том, что некоторое число 
представляют как тригонометрическую функцию соответствующего 
аргумента <р.

П р и м е р  I. Пусть требуется преобразовать в произведение 
сумму А +  где А и В — произвольные действительные числа.

Вынесем А за скобки и обозначим —  =  <р, тогда

Л +  б = л ( і + ! ]  =  / ! ( !  + <8<р) =  ^  +  І 8 ? )  =  

л5Іп(т+(р) а /2 5іп + <р)
~  л со§ ф *соз со$ ср т

где величина вспомогательного аргумента <р определяется по заданному 
значению

*  в
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П р и м е р  2. Преобразовать в произведение А =  а &Гп а  +  
+  Ь соз а .

Подберем такие положительные числа р и ф ,  чтобы имели место 
равенства

( р соз =  а,
1 Р 5ІП <р =  Ь.

Возведем обе части каждого из уравнений системы в квадрат и сло
жим, тогда

р2 (зіп2 ф +  соз* ф) =  а* +  Ь**
откуда ______

р .= 4 - У  а2 +  Ьг.
Значит

а а Ь Ьсоз ф =  — =  г . _ - ; 51 п ю — — =  —
Р / а * + 6 *  Р Ѵ а г +  ьг

Последние равенства определяют вспомогательный аргумент <р.
Подставляя в выражение для А вместо а и Ь соответственно р со5ф 

н р$іпф,  найдем
А =  а зіп а  +  Ь соз а  =  р (соз ф зіп а  +  соз а  зіп ф) =  р зіп (а +  ^)

или _____
а зіп а  +  Ь соз ос =  + У а 8 +  Ь8 • зіп (а +  ф).

где ф определяется нз равенств
а Ь

С0$ ср =Ь-----■■ ■ ■- И 51П Ф — ---------- ___  .
+ Ѵ а *  +  Ь* - і - у Ѵ + б »

Можно также величину вспомогательного аргумента ф определить 
из уравнения

* Ь
і в < е = - ,

а затем из всех его возможных корней выбрать тот наименьший, кото* 
рый дает соответствующие знаки заданным величинам

а =  рсозср, 6 =  рзіпср, где р =  -{-Уа* +  Ь2.

Например, если а  «< 0 и 6 >  О, тоф  надо взять во второй четверти, 
так как только в этом случае соз ф «< 0 и зіп ф >  0 , что и обеспечит 
требуемые знаки для заданных величин а и Ь, поскольку р всегда поло
жительное.

§ 59. Тригонометрические функции абстрактного
аргумента

До сих пор аргументами тригонометрических функций рассматри
вались именованные величины — углы (дуги), измеренные в градусах 
или радианах. Значения тригонометрических функций, как отношения 
отрезков, являются абстрактными величинами (числами). При изуче
нии свойств тригонометрических функции приходится сравнивать изме
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нения функции в связи с изменением аргумента» а сравнивать можно
только однородные нли, что лучше» абстрактные величины. Введение
тригонометрических функций от абстрактного аргумента дает воз*
можность применять этн функции в различных вопросах математики,
физики, техники н т. д.

Понятие абстрактного аргумента можно ввести следующим образом.
Вместо именованного значения аргумента тригонометрических

функций в х  (радианов) рассматривать абстрактное число:
х радианов . ^
—р------------  я л :  и по определению принять, что зіги, где х =  абстрак-1 радиан
тное число, равен зіпх, где х  измерен в радианах.

Аналогично определяются другие тригонометрические функции 
абстрактного (числового) аргумента.

Тригонометрические функции абстрактного аргумента х — это 
одноименные тригонометрические функции угла в х радианов.

§ 60. Периодичность тригонометрических функций

Функция у  =  /  (х) называется периодической, если существует 
число а, отличное от нуля, такое, что при любом целом п тождественно 
(т.е. при любом значении х) выполняется равенство

/  (х +  па) =  ( (ж), п =  0 ; ± 1; ± 2 ; ... ,
Число а называется периодом функции.

Если число а есть период функции, то и числа 2а, За, 4а и т.д. 
также будут периодами этой функции. Как правило, периодом назы
вают наименьшее из возможных положительных значений числа а. 
Иногда это значение называют основным периодом.

Период функций з і п х и с о з х  равен 2л. Для этих функций имеют 
место формулы

$іп (х +  2кп) =  5ІП  х ,
соз (х 4- 2лп) =  соз х , (74)
где п =  0, + 1, + 2 ; ... .

Период функций х и сі§ х равен л, т. е.
(х Н- лл) =

сі§ (х +  лп) =  сі^ х, (75)
где п =  0 ; ± 1; + 2 ; ... .

Свойство периодичности тригонометрических функций позволяет 
изучать их на отрезке, длина которого равна основному периоду.

§ 61. График и некоторые свойства 
функции у  =  5ІП X

Построение графика функции у  =  5Іп х . График функции у =  
=  5іп х называют синусоидой (обыкновенной). Для построения графика 
можно взять значения аргумента х с определенным интервалом и соста
вить таблицу значений у  =  $іп х } соответствующих выбранным значе
ниям ж, а затем по точкам, как это часто делается в алгебре, построить 
график.

Приведем геометрический способ построения графика функции
У =  51П X.
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Строим в системе координат г , Охух единичную окружность #  =  1
с центром Ох на оси абсцисс (рис. 69). Дугу этой окружности 2кК*=
=  2л, начиная от точки оси абсцисс х х =  + 1, делим на п равных

„ п 2л 4л 6л 8л 2 (п — 1) лчастей: 0, — , — , — _  , _ :-----------  (на рис. 69 взято
п п п п  п 

п =  12).

7% 4Я  ЛГ 5Я НЯ 2 $  х

%

Рис. 69.

Затем стронм вторую систему координат хОу, ось которой Ох 
совпадает с осью 0 1х 1, но начала координат (дг̂  = 0) и 0 (^ =  0) 
у этих систем различные. В новой системе координат отрезок оси 
абсцисс от х =  0 до х =  2л делим также на п равных частей: О,
— — 2т
п п

Из точек деления окружности проводим прямые, параллельные 
оси Ох, а из точек деіения отрезка [0; 2л] проводим прямые, перпенди
кулярные этой оси. Точки пересе
чения соответствующих прямых 
будут точками графика у  =  ьіп х, 
так как ординаты этих точек равны 
значениям синуса, соответствую
щим значениям аргумента в точках 
деления рассматриваемого отрезка
[0,2г.].

Пользуясь периодичностью 
функции 5Іп х легко продолжить 
график этой функции на всю чис
ловую ось (см. рис. 72).

Простейший синусоидограф.
Синусоидографом называют прибор, 
с помощью которого можно начер
тить график функции синус.

Рассмотрим прямой круговой 
цилиндр, раднус которого I
(рис. 70). Пересечем его двумя плоскостями, одна из которых Рх 
перпендикулярна оси цилиндра, а вторая Я> образует с плоскостью 
Р х угол Р =  45°.

Плоскость Рх в сечении с цилиндром дает окружность АМСЕ, 
плоскость Рі пересекает цилиндр по замкнутой кривой, которую назы
вают эллипсом (см. § 57, III). Плоскости Рх и Р2 пересекаются по пря
мой Л С, являющейся диаметром окружности АМСЕ. Найдем величину

Рис. 70.
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отрезка образующей цилиндра у в  М В , который лежит между плос
костями Рх И Рч.

Величина у  =  М В  является переменной и зависит от положения 
точки М  на окружности А М С Е . Положение точки М  будем определять 
при помощи центрального угла а  =  М О А , который образуют ради
усы О Л и ОМ. Величину у  /ИЯ определим нз треугольника ф И # .  
В этом треугольнике угол (}МВ прямой, потому что образующая М В  
перпендикулярна к плоскости Рѵ Острый угол В(}М =  (3 =  45°, так 
как В(1 н М С? перпендикулярны к ЛС — линии пересечения плоско
стей Р | и Ра. Тогда 5Л1 =  м ф .  Из треугольника ОЛІ<2 по определению 
тригонометрических функций находим

М(1 =  т 5іп а  =  I • $іп а .

Учитывая, что Мф =  М В Х получаем
у  =  МВ =  5іп а .

Таким образом, отрезок образующей кругового цилиндра, заклю
ченный между плоскостями Рх и Рг составляющими угол в 45°, равен 
синусу центрального угла а ,  который определяет положение рассма
триваемой образующей.

Теперь можно воспользоваться полученными результатами для 
построения синусоиды. Проще всего взять свечу, обмотать ее бумагой

несколько раз и перерезать острым ножом под 
углом 45° к ее оси. Развернув бумагу, получим на 
ней синусоиду.

По этому же принципу можно построить сину- 
со идо граф. Возьмем деревянный круговой цнлиндр 
диаметром 3—5 см и сделаем на нем острым иожом 
треугольную выемку глубиной в 1 мм вдоль той 

“ линии, по которой плоскость Ра пересекала бы ци
линдр. Вдоль сделанной выемки обвяжем цилиндр 
медной проволокой диаметром приблизительно в
1 мм и закрепим ее плоскогубцами (рис. 71). При 
этом про-волока должна немного выступать над 
поверхностью цилиндра. Место скручивания прово
локи следует пропаять и зачистить напильником 
с таким расчетом, чтобы место скручивания нес
колько возвышалось над проволокой. При вычер
чивании синусоиды это возвышение будет отмечать 
периоды функции.

Чтобы начертить синусоиду, нужно положить синусоидограф на 
лист чистой бумаги, и, надавливая на концы цилиндра, прокатить его 
по бумаге. Тогда проволока, которая выступает над поверхностью ци
линдра и реализует линию пересечения цилиндра с плоскостью Яг, 
оставит на бумаге след в виде кривой у  =  $іп х . Чтобы сделать этот след 
более четким, можно на чистую бумагу предварительно положить лист 
копировальной бумаги и катить цилиндр по ней.

Некоторые свойства функции =  $іп дс. 1. Непрерывность функции 
$іп х. Функция у  =  5іп х существует при всех действительных значе
ниях х , причем график ее является сплошной кривой линией (без 
разрывов), т. е. функция $іп х  непрерывна. (Строгое определение и дока
зательство непрерывности функции у = ^ $ \п х  рассматривается в курсах 
высшей математики.)

Рис. 71.
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2. Функция у  =  $іп х нечетная и ее график симметричен относи
тельно начала координат (рис. 72).

3. Наибольшие и наименьшие значения. Все возможные значения 
функции $іп* ограничены неравенствами — 1 < $ і п л : < + 1, причем

зіп х =  + 1, если к =  у  2теп и зіп х =  —1» если х =  у  +  2тея, где

л =  0; ± 1; ^ 2; ...
4. Нулевые значения (точки пересечения графика функции с осью 

абсцисс). 5іп х =  0, если х =  теп(л =  0; ± 1 ;  ± 2 ;  ...).

Рие. 72.

5. Интервалы возрастания и убывания. Функция $іп х возрастает, 
т.е. большему значению аргумента соответствует большее значение 
функции, на интервалах

— ^  + 2тел ^  х ^  ~  +  2ял (п — 0 ; ± 1; ± 2; ...)

и убывает, т.е. большему значению аргумента соответствует меньшее 
значение функции, на интервалах

~  +  2ял ^  х <  у  4" 2тел (я --- 0; ; + 2; . . .).

§ 62. График п некоторые свойства 
фмікцпц у  =  С05 X

График функции у  =  со$ х  легко получить из графика функции 
у =  $іп х.

При любом х , согласно формуле (29) § 51, нмеем

у =  соз х =  зіп 4- -у  |  •

Следовательно, вместо значения косинуса можно взять значение 

синуса, увеличив аргумент на ± , г. е. графиком функции у  =  со* *
те

служит та же синусоида, но передвинутая на влево по оси абсцисс 

(рис. 73).
График функции у =  соз* называют косинусоидой.
Некоторые свойства функции 3; =  созх. 1. Область определения 

н непрерывность. Функция у =  соз х  определена при всех действитель
ных значениях х и непрерывна.
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2. Функция С05ДС— четная и ее график симметричен относительно 
оси ординат.

3. Наибольшие и наименьшие значения. Все возможные значения 
функции соз* ограничены неравенствами.

— 1 <  со 5 х <  + 1 ,

причем соз х =  + 1, если х  =  2те п(п =  0 ; + 1; + 2 ; ...)
и со5 х =  — 1, если х =  (2л +  1)ті (п =  0 ; ± 1; ± 2 ; ...).

4. Нулевые значения (точки пересечения графика функции с осью 
абсцисс).

соз х == о, если х =  у  (2п +  1) (п — 0; ±  1; ± 2; ..,).

5. Интервалы возрастания и убывания. Функция созх возрастает 
на интервалах

те +  2тел <  х <  2%(п +  1) (п — 0 ; + 1; + 2 ;. . . )
и убывает на интервалах

2тел ^  х  те +  (п =  0 ; + 1; ± 2 ; ...).

§ 63. График и некоторые свойства 
функции у  — і ^ х

График функции у  =  х .  Подобно тому как была построена 
синусоида, может быть построен график функции у  =  і§х (рис. 74). 

График функции у =  1§дг называют тангенсоидой.
Некоторые свойства функции у ' — і ^ х .  1. Область определения

и непрерывность. Функция у  =  1§ х  определена при х Ф -у  (2п +  1)

(п =  0; ± 1; і 2; ...) или на промежутках

-1 (2л - 1) < х < - | ( 2л +  1).

В точках х — у  (2п +  1) функция х не существует (1§ х — і  ос),

и говорят, что в этих точках она терпит разрыв, т. е. функция * 
не является непрерывной. Ее график сплошной (непрерывный) только 
на промежутках ее определения, а не на всей числовой оси.
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2. Функция * — нечетная н ее график симметричен относительно 
начала координат.

3. функция неограниченная; наибольшего и наименьшего 
значения не имеет.

4. Нулевые значения
х ==, 0, если х =  ъп (п 0 ; + 1; ± 2 ; ...).

5. Функция і%х на всех промежутках определения возрастает.

У-сідк

Рис. 74. Рис. 75.

§ 04. График и пекоторые свойства 
функции у  — х

График функции у  =  сідлг можно получить из графика функции 
у  =  пользуясь формулой (31) § 51

СІ§ X =  — {§ ( х  +  |  .

График функции сі§ х получается из графика функции у  =  

сдвигом последнего влево в направлении оси абсцисс на-^- и последую

щего отображения его (перевертывания) относительно этой оси (рис. 75) . '  
График функции сі§дг называют котангенсоидой.

Свойства функции у  — с і^ х .  1. Область определения и непрерыв
ность. Функция у — сі§ х определена при х Ф пп ( п ~  0; + 1 ;  + 2 ;  ...), 
т. е. в промежутках

кп  <  х <  т.(п + 1) (п =  0 ; ± 1; ± 2 ; ...).

В точках х =  тіп функция у — сі^дгне существует (сі^х =  +оо), и го
ворят, что она в этих точках терпит разрыв.

2. Функция у  =■ с і ё * — нечетная и ее график симметричный отно
сительно начала координат.

3. Как и і^л:, функция сі&х неограниченная и наибольшего или наи
меньшего значений не имеет.

4. Нулевые значения. сі§* х  — 0, если х =  (2л +  1) (п =■ 0; ^ І ;  

± 2; ...).
5. На всех промежутках определения сі^ л: убывает.
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§ 65. Простые гармонические колебания

Пусть вектор ОА равномерно вращается с угловой скоростью <*> 
(греческая буква «омега») вокруг точки О в плоскости хОу, т. е. за 
одну секунду угол изменяется на <о радианов (рис. 76). За время і
вектор О А сделает поворот на Ы радианов. Угол у (греческая буква
«фи»), образованный осью Ох и вектором ОА, называют фазовым углом 
вращения или просто фазой.

Допустим, что в начальный момент движения вектор ОА совпа
дает по направлению с положительным направлением оси Ох, тогда
за время і вектор ОА сделает поворот на угол

ср =  (х>1 радианов. (76)

IУ М

д~а$1пшЬ

{

Рис. 76.

Конец вектора — точка А — описывает окружность, радиус кото-
рой обозначим через а ( | О А \ =  а).

Исследуем движение проекции точки А на горизонтальный и вер
тикальный диаметры окружности (соответственно оси Ох и Оу). 

Координаты точки А обозначим через (х ; у). Тогда
х ~  асо$ыІ\ /уу.
у  =  а зіп ші, '

т.е. проекции точки А , равномерно движущейся по окружности, на 
диаметры этой окружности изменяют свое расстояние от начала коор
динат по закону синуса и косинуса.

Движение рассматриваемых проекций — колебательное. Размах 
колебаний равен диаметру окружности 2а; половина этого размаха 
называется амплитудой колебаний. Время, за которое осуществляется 
одно полное колебание, называется периодом колебаний и обозначается 
буквой 7\

Количество колебаний ѵ (греческая буква «ню») на протяжении 
одной секунды называется частотой колебаний.

Так как одно колебание осуществляется на протяжении периода Т , 
а на протяжении одной секунды происходит ѵ колебаний, то

ѵГ =  1; (78)
таким образом, частота и период колебаний величины взаимно обрат
ные:

Т =■ -і- секунд и ѵ =  оборотов в секунду.
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За время периода Г вектор ОА совершает полный оборот, т. е.
поворачивается на угол 2ті радианов, поэтому

Отсюда
«Г «= 2я радианов.

2ті рад
<*> =  7тГ =* 2тіѵ -—-Т  сек

(79)

(80)

Графики рассмотренных колебательных процессов получим из графи
ков функций 5іп<р и соз ф, если умножим ординаты этих графиков на 
амплитуду а. При этом ординаты новых графиков увеличатся, если 
а >  1, или уменьшатся, если 0 < а < ;  1, при а =  1 останутся без 
изменения (рис. 76).
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Рис. 77.

—>
Если в начальный момент движения (і =  0) вектор ОА0 образует 

с осью Ох угол ф0 (рис. 77), который называют начальной фазой, то за
время і вектор О А сделает поворот ш / и в  момент времени і величина 
фазового угла

ф =  ср0. (81)

Тогда графиком простого гармонического колебания будет график 
функции (рис. 77)

у =  а$іп(<і)і+  фо), (82)

который сдвинут по оси Ох от ее начала иа —ф0.

Тригонометрические уравнения 
и неравенства

§ 66. Простейшие тригонометрические уравнения

Тригонометрическим уравнением называется равенство, содержа
щее неизвестную величину только под знаком тригонометрических 
функций* и справедливое лишь при некоторых определенных значе-

• Если неизвестная величина входит в равенство ве только под знаком три
гонометрической функции, например, х +  зіп х  =  1, то такое уравнение назы
вают смешанным тригонометрическим.



ниях неизвестной* Эти значения называются корнями (решениями) 
уравнения.

х
Например: зіп х 4- соз х =  1; х =  соз +  1 и т. д.

Простейшими тригонометрическими уравнениями называют урав
нения

5іп х =  т; со$ х =  т\ х =  т\ сі^ х ~  т, 
где т — данное число.

Решения простейших тригонометрических уравнений

1. Рассмотрим уравнение з і п х =  т .
Если | т \ <  1, то решения этого уравнения определяются форму*

лой
х =  (—1)п агсзіп т +  ял, (83)

где п ~ 0; ± 1; ± 2 ;  ...
В частности, при

т =  0 х =  лп,
1 71

/п •- + 1  * =  +  у  +  2ял,

/п 5= —1 х =  — +  2тш.

Если | т |  >  1, то уравнение (действительных) решений не имеет.
2. Уравнение соз х — т .
Если | т  | <  1, то

я =  іа гс с о з  т +  2ял, (84)
где п =  0 ; + 1; ± 2; ...

71
В частности, при гп =  0 х — — (2л +  1), при т  =  + 1  д: =  2тш,

а при т =  —1 х  =  л (2л +  0 *
Если | /л | >  1, то уравнение решений (действительных) не имеет.
3. Уравнение і§ х =  т имеет решения при любом действительном 

значении т ,  которые определяются формулой
х =5 агсІ§ т +  пп, (85)

где п =  0 ; ± 1; ± 2 ; ...
4. Уравнение сі§ х =  т имеет решения при всех действительных 

значениях т> которые определяются формулой
х =  агссі^ т +  *л, (86)

где п =  0 ; + 1; + 2 ; ...
Уравнения 5Іп (ах +  Ь) =  т\ соз (ах +  Ь) =  т; (ах +  Ь) =  т; 

сі^ (аде +  6) =  т  приводятся к простейшим заменой ах +  Ь =  и
*

§ 67. О решении тригонометрических уравнении

При решении тригонометрических уравнений, как и при решении 
алгебраических уравнений, прежде всего следует определить область 
допустимых значений неизвестного. Для тригонометрических уравне-
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ний такой областью могут быть только действительные числа. Функции 
5іп х и соз х определены при всех действительных значениях х , а функ

ция определена при хф ~  (2п +  1), где п =  0 ; ± 1 ; ± 2 ; ... и

функция сі&х определена при х Ф тел, где п =  0; + 1 ;  ± 2 ;  ...
Кроме того, при определении области допустимых значений неиз

вестного следует учитывать, что дробное выражение существует, если 
знаменатель его отличен от нуля и т. д.

При преобразованиях уравнений область допустимых значений 
их неизвестного может изменяться. Если она расширяется, то можно 
получить лишние (посторонние) решения, которые из множества най
денных могут быть исключены проверкой полученных решений по 
условию уравнения. Еслн же область допустимых значений неизвест
ного при преобразованиях уравнения сужается, то корни можно поте
рять, поэтому необходимо исследовать, нет ли среди тех значений, иа 
которые сузилась область допустимых, решений данного уравнения. 
Иногда это делается непосредственной проверкой по исходному урав
нению.

§ 68. Методы решения тригонометрических уравнений
с функциями одного аргумента

Будем рассматривать рациональные тригонометрические уравнения 
относительно тригонометрических функций.

Рациональное уравнение относительно тригонометрических функ
ций одного и того же аргумента можно привести к виду

(З ІП  X , С О З Х , С І & Х )  _

/? 2  (ЗІП  X ,  С0 5  X ,  с * ё  X) '  ^

где н /?* — целые рациональные функции относительно зіп х , созх, 
х н сі§ х .

5ІП XЕсли функции х и сі? х  заменить соответственно на ------
СОЗ X

С05 Xи , то после преобразований уравнение приводится к виду
3! П К

# 3 ( 8 І П Х ,  СОЗ х ) _
Д 4 (8ІП  X, С 05 X )  ’

где и Яі — целые рациональные функции от зіпх и созх. Рассматри
вая уравнение (88), приходим к выводу, что дробь может равняться 
нулю, еслн числитель

/?з(віп х, соз х) =  0, (89)

а знаменатель # 4(зіп х, со$ х) Ф 0. Заметим, что #і($іп х, соз х), как мно
гочлен от функций зіпх и созх величина ограниченная, так как | зіп х  | <
<  1 и | соз х | <  1, поэтому прн всех значениях х

Ф 0.#4 ( з іп  X, СОЗ х )

Что касается тех корней уравнения (89), при которых # 4 ($іп *, 
соз х) =  0, то для уравнения (88) они являются посторонними, так как
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левая часть уравнения (88) при этом принимает вид и не имеет

числового смысла.
Таким образом, в общем случае рациональные тригонометрические 

уравнения относительно функций одного аргумента приводятся к урав
нению вида

/?(5ІП дг, соз дг) =  0, (9(1)

где /? многочлен относительно зіп х  и соз дг.
Рассмотрим некоторые методы решения уравнения (90).
1. Один из методов состоит в применении так называемой универ

сальной тригонометрической подстановки, т. е. формул, выражающих
х

5іп дг, соз дг, !§ дг и сі§ дг через . При применении этого метода
х

уравнение (87) можно не приводить к виду (88). Функция *§ у  не имеет

смысла при дг =  7с(2л-|- 1), где л =  0; +1; ±2;  . . . ,  поэтому при ре
шении уравнения этим методом дополнительно следует проверить, нет 
ли среди значений дг — я (2л +  1) корней данного уравнения. 

П р и м е р  1. Решить уравнение зіп дг — 2 соз дг =  2.
Заменив с помощью формул (70) и (71) § 57

5ІП X — ---------------- , С05 ДГ = -----------------,

получим

2 <8 - |

--------- 2------ - = 2.

После преобразований получим уравнение

из которого находим

дг =  2 агс 2 +  2тт , п =  0 ; ± 1; ± 2 ; ...

Допустимыми значениями неизвестного в данном уравнении были все
Xдействительные значения дг. При переходе к функции из рассмо

трения выпали значения дг =  п(2п +  I), которые следует проверить 
по условию. Подставляя дг =  п(2п +  1) в данное уравнение, убеж
даемся, что эти значения являются решениями уравнения. О т в е т :

дг =  2 агсІ§ 2 +  2кп\ дг =  к(2п +  1),

где п =  0 ; ± 1; + 2 ; ...
П р и м е р  2. Решить уравнение 1 — зіп дг =  соз дг($іи дг +  соз х).
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і » * 4  [ » - ц " |

Ч - * в * 4  1 + * 8* у  V + < 8 * 4  1 + * 8’ 4

которое после преобразований имеет внд

*8г 4 - І 8 4 = 0.

»8 4  =  0 или *8 4  =  1

Заменяя $іп* и создг через получим уравнение

и, следовательно,

х ~ 2 п п  или ж +  2тея (я — 0; ± 1; ± 2; ...).
7С

Проверим не будут ли корнями данного уравнения значения х  =  
=  те(2л +  1).

Подставляя это значение в данное уравнение, находим

1 — 5іп [те (2п +  1)) =  соз [те (2п +  1) {зіп[те (2л +  1)]+со5[те (2л + 1)]}

или 1 — 0 =  — 1(0 — 1); 1 = 1, т. е. значения 
х  =  те(2л +  1) также являются корнями уравнения.

Таким образом, корнями данного уравнения будут значения, 
определяемые формулами

х  =  2тел, х  =  у  +  2тел; х  =  те (2л +  0 *

где л =  0; ^ І ;  ^ 2; ...
Заметим, что первая и третья формулы могут быть заменены одной 

формулой х  =  тел.
ТС

О т в е т :  х — пп, * =  - ^ - + 2тел, где л — 0; ^ І ;  ^ 2; ...

2. Универсальная подстановка часто приводит к уравнению высо- 

кой степени относительно н поэтому не удобна. Иногда проще 

при решении уравнения (90) применять замены

8ІП X =  V  1 —  С082 X или СО$ X =  V I —  $ІП2 X.

Напомним, что зіп (—х) =  —зіп х , со$ (—х) =  соз х , зіп (те — х) =  
=  5Іп х , а соз(2те — х) =  соз дг. Поэтому, если в уравнении (90) левая 
часть не изменяется при замене х  на — х  или х  на те — х, то это зна
чит, что она ведет себя как соз х н в этом случае целесообразно заме
нить 5іп х  на Ѵт — соз2дг. Наоборот, если при замене х  на — х  левая 
часть уравнения (90) изменяет только знак или,  если при замене х 
на те — х  она не изменяется, то целесообразно в уравнении оставить
функцию 5іп т.е. со5 х заменить на 1^1 — $іп2л\
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П р и м е р  3. Решить уравнение
3$іп3* +  Ззіп х соз2* +  2соз2х =  0.

Левая часть этого уравнения не является функцией нн четной, 
ни нечетной. Поэтому проверяем поведение левой части уравнения 
при замене х на я — х. Убеждаемся, что при такой замене она не изме
няется. В этом случае целесообразно произвести замену со52х =  
=  1 — зіп2дг. После замены получим

3 ЗІП3ДГ +  3 5ІП X (1 — 5ІП2*) + 2 ( 1  — 5ІП2ДГ) в  0
или

2 5ІП2ДГ — 3 ЗІП X — 2 = 0 .

Решая это квадратное уравнение относительно зіп х, найдем

о . 131П X =  2, 5ІП X — — у  .

Первое из уравнений решений не имеет, а из второго получаем искомый 
ответ

х =  (— !)«+! ~  -}- т:л,
о

где п =  0 ; ± 1; ± 2 ; ...
П р и м е р  4. Решить уравнение

4 зіп4х — 2 зіп2х соз х  +  4 соз 2х =  2 соз3* — зіп22х +  2.

При замене х на — х обе части уравнения не изменяются. Поэ
тому целесообразно произвести замену зіп х  =  У  \ — соз2 х. Учитывая, 
чго зіп 2х =» 2 зіп х соз х, соз 2х =  соз2 х — зіп2 х и зіп2 х =  1 — соз2 х, 
получим

4(1 — соз2 дс)2 — 2(1 — соз2 дг) соз х +  4 (2 соз2 х — 1) =
=  2 соз3 х — 4 соз2 х ( \  — соз2 х) +  2.

Отсюда
2 соз2дг — соз х — 1 =  0.

Решая последнее уравнение относительно соз х, найдем

. 1
СОЗ X =  I и СОЗ X =  —  у  .

Из этих уравнений получим
2п

х — 2кп и х  =  ±  -тг +  2кп.

О т в е т :  х  =  2пп и х =  НЬ - ^ - + 2т:х, г д е л = 0; + 2; ...

3. Уравнение (90) можно решать приведением к однородному три
гонометрическому уравнению относительно зіпх и созх.

Однородным уравнением относительно зіпдгн созх называют урав
нение, каждый член которого имеет одну и ту же степень относительно
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5Іп * н соз*. Например, однородное уравнение второй степени отно
сительно зіп * и соз * имеет вид

а ЗІП2 X  +  Ь ЗІП X  СОЗ X  +  с СОЗ2 X  =  О,

Такое уравнение легко приводится к уравнению с одной неизвестной 
функцией делением обеих частей уравнения на соз2* или зіп2*. После 
деления на соз2* получим квадратное относительно дг уравнение

а і%2х +  Ы& х  +  с гг 0.

При делении на соз2* (или зіп2*) необходимо показать, что соз2* Ф 
Ф 0. Действительно, подставив соз * =  0 в исходное уравнение, полу
чаем а зіп2* =  0, а это при а Ф 0 невозможно, так как, если соз * =  0, 
то зіп * =  і і .

Аналогично однородное относительно зіп* и соз* уравнение 
п -й степени

ап зіпп* +  оп—і зіп'1'" 1 * соз * +  • • • +  ах зіп * соз”*-1 * +  а0 соз* * =  0

делением на созЛ * или зіпп * можно привести к алгебраическому 
уравнению л-ой степени относительно і%х или сІ§*.

Уравнение (90) всегда можно привести к однородному уравнению 
относительно $іп * и соз *. Для этого достаточно в уравнении (90) 
члены четной степени перенести в одну, а нечетной степени относи
тельно зіп * и соз * в другую часть и возвести обе части уравнения 
в квадрат. Далее, пользуясь тем, что при любом к (зіп2* +  соз2*)* =  1, 
показатель к подбирается так, чтобы уравнение стало однородным. 
Покажем это на примере. Приведем уравнение

2зіп2* -(-соз * — Ззіп * +  1 =  0

к однородному. Перепишем это уравнение в виде
2зіп2* +  1 =  Ззіп * — соз *;

обе его части возведем в квадрат, после чего получим
4зіп4* +  4зіп2* +  1 =  9зіп2* — бзіп * соз * +  соз2*.

Подбирая показатель к соответствующим образом, данное урав
нение можно записать так:

4зіп4* +  4зіп2*($іп2* +  соз2*) +  1 • (зіп2* +  соз2*)2 =  (9зіп2* —
— бзіп * соз * +  соз2*) (зіп2* +  соз2*).

Отсюда после очевидных преобразований получаем уравнение четвер
той степени

Ззіп3* соз * — 2зіп2* соз2* ■+- Ззіп * соз3* =  0,

однородное относительно зіп * и соз *.
П р и м е р  5. Решить уравнение зес * =  4зіп * +  бсоз *. 
Умножив обе части уравнения на соз х Ф 0, получим

1 =  4зіп * соз * ■+- бсоз2*

и заменим 1 =  зіп2* -(-.соз2*; тогда имеем

зіп2* — 4зіп * соз * — бсоз2* =г 0.
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Последнее уравнение разделим на соз* х, после чего получаем х —
—4 х — 5 =  0; отсюда иаходнм х  =  5 , 1§ х =  — I . Следовательно,

71
х =  агсі§ 5 +  ъп, х  =  — ~  +  кп, где п =  0; +1; ± 2 ;  ...

П р и м е р  6. Решить уравнение зіп3* — соз3* + 1  =  0. 
Перенеся члены нечетной степени относительно зіп *н  соз х в одну 

часть, получим
СОЗ3* — 8ІП3ДГ =  1.

Возведем обе части в квадрат и умножим 1 на (§іп3 х  +  соз2 дг)3; 
уравнение примет вид (соз3 х  — зіп3 *)2 =  (зіп* д: +  соз* дг)3 или

соз* х  — 2 8ІП3 х  соз3 х  +  зіп* х  =
=  зіп* х  +  Ззіп4 х соз* х  +  З з іп 2 дгсоз4 д: +  соз6 дг.
3 зіп4 х сое2 х  +  2 8Іп3 х соз3 д: +  3 зіп* д: соа4 х  =  0

или 3 ЗІП2 X СОЗ2 Х + 2 ЗІП3 X СОЗ3 X =  0.
Разлагая на множители, получим зіп3 х соз2 д:(3 +  2 зіп х соз *) =  0. 

Так как 3 +  2 8іп хсоз х Ф 0, то окончательно имеем зіп2 х  =  0 и 
соз* х — 0 и, следовательно,
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х  — пп и х — у  (2п +  1).

Проверив найденные значения по условию уравнения, в ответе 
получим

х  =  2пк и дс =  ^ -(4 6  — 1), где к — 0; ± ] \  ± 2 ;  ...

4. Рассмотрим уравнение вида а 8іп х  +  Ь соз х  =  с, являющееся 
частным случаем уравнения (90). Коэффициенты а, Ь и с — произволь
ные вещественные числа.

Будем решать данное уравнение введением вспомогательного угла.
Для этого разделим обе части уравнения на +  У  а2 +  Ьг\ получим

Ь51П ДГ +  ■■■--  СОЗ X =/ ■ 0411 —I--------г Л —  ---- - .

а * +  6* ] /а»  +  6а / о * + 6*

Коэффициенты при зіп х  н соз х будем рассматривать как значения 
косинуса и синуса вспомогательного аргумента ф> т. е. будем считать

=  соз ср, ----  — зіп у
/ а а +  Ь* / о 8 +  6*

так как 
а

/ а а +  Ьг
1;

\ / а 4 +  бѴ \ У а * + Ь * }

Без ограничения общности можно полагать, что Ь ;>  0, тогда зіп <р >-0 
и угол можно взять в промежутке 0 <  ф < ; я.
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Определив по таблицам значение <р, данное уравнение запишем 
в виде

, • 0  СОЗ ЗІП X  4 "  81П СОЗ X
V  а* +  Ь*

ИЛИ

8ІП [ Х  +  ? )  =

Если
V  а * + Ь г 

кия являются значения

V  а* +  6* '

<  1, т. е. а2 +  Ьг ;>  с*, то решениями уравне-

х =  (—1 )п агсзіп ■7^—-  —  — ср 4
/ аг 4- 6*

где п — 0; ± 1; ± 2; ..

Если
/ о а +  6г

>- 1, т. е. а2 +  Ьг <  с2, то уравнение решений

не имеет. _
П р и м е р  7. Решить уравнение Ѵ ъ  8Іп х  +  соз х =  1*
Разделив обе части уравнения на 2, получим

0 5ІП X 4- — С08* =2 ы н * -с  2 2

/ 3  1
Обозначим =  соз 30°, у = $ і п 3 0 ° ;  тогда исходное уравнение

примет вид зіп (х +  30°) =  , откуда следует х +  30° =  (— 1)л 3 0 °+  

+  180° • п, п =  0; ± 1; ± 2; ... или при п = 2 к  и п =  2к +  1

х =  180® . 26 и х =  —60° +  180° (2к +  1).

О т в е т :  х =  360° . к и х  =* 120° (3к -}- 1), где к =  0; ;Н ;  + 2 ; ...
5. Рассмотрим уравнение зш*1 х +  созп х =  1, где п —* натуральное 

число.
Если я = 1 ,  то уравнение приводится к виду, рассмотренному 

в п. 4.
При п =  2 имеем тождество зіп2 х +  соз2 х =  1, где х — любое 

действительное число.
При п 3, если | зіп х | Ф 1 и | соз х | ф  1, имеем

( зіпл х <  зіп2 х ,
I СОЗл  X  <  СОЗ2 Ху

так как показательная функция при основании, меньшем единицы, 
убывает. Складывая почленно полученные неравенства, найдем, что

зіпЛ х +  созп х <  1, п^>  3,
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яри всех х , для которых |зіпдг|  Ф 1, и [ соз дг | Ф 1. Таким образом, 
если п — нечетное число, то возможны случаи

Г 5ІП X — 1, I 5ІП X =  О,
\  С05 X =  0, { С05 *  =  1,

из которых соответственно получаем решения данного уравнения 

х =  у  (4к +  1) и х — 2іік, где к =  0; ± 1; ± 2 :  ...;

если п — четное число, то возможны случаи

/ зіпх =  ± 1; / зіп дг =  0,
{ СОЗ X =  0, I С0$ X =  І 1 ,

из которых получаем решения данного уравнения

* =  Т  * где * 3=5 0; і 2; •••

П р и м е р  8. Решить уравнение зіп3 х  +  соз3 х  =  1.
Из изложенного выше следует, что уравнение может иметь реше

ние в следующих двух случаях:

|  зіп дс =  1, / зіп д: =  0,
I СОЗ X =  0, \ соз X =  1,

откуда находим решения х =  +  0  и х — 2ък.

О т в е т :  * =  (46 +  1) и дс =  2ък, где к =  0 ; ± 1 ; ...

Заметим, что при п 3 корни уравнения зіп* х +  соз'1 х =  1 
зависят не от численного значения величины я, а только от того, чет
ное п или нет.

§ 69. Тригонометрические уравнения с функциями
разных аргументов

Рациональные тригонометрические уравнения с функциями раз1 
ных аргументов можно записать в виде

/?(зіп *, соз дс, дс, сІ§ дс, 8іп 2дс, соз 2дс, сі^ 2дс, ...) =  0, (91)
где /? — символ рациональной функции.

Уравнение (91) можно привести к виду
/?(зіп дс, соз дс, $іп 2дс, соз 2дс, ...) =  0. (92) 

Тригонометрические уравнения с разными аргументами и одновременно 
с разными функциями решают приведением их к уравнениям с одним 
аргументом.

Уравнения типа (91), левые части которых раскладываются на мно
жители. Если левую часть уравнения (91) можно разложить на мно
жители • /?г ... /?„=  0, где /?!, /?2» — рациональные функции 
тригонометрических функций, то достаточно решить каждое нз урав
нений =  0 ; #2 =  0 ; =  Он объединить общие решения водно 
множество, которое и будет решением исходного уравнения (91). При
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этом можно получить посторонние решения, т.е. те, при которых хотя 
бы один из множителей левой части уравнения (91) [/?ІР /?г, /?п1 
теряет смысл.

П р и м е р  1. Решить уравнение зіп х +  зіп 2х +  зіп Зх +  
+  5ІП 4х =  0.

Сгруппируем члены левой части уравнения так:

(зіп х  +  $іп 4х) +  (зіп 2х +  зіп Зх) =  0

и каждую из сумм в круглых скобках преобразуем в произведение, 
воспользовавшись формулой (62) § 56:

0 . 5х Зх . 0 . Ьх х  п2 51П у  СОЗ у  +  2 З Ш  у  С 05  у  ~  0 .

5хВынесем 2 $іп у  за скобки и опустим множитель 2:

. 5 x 1  Зх . х \  Л
81П у  I С05 у  +  С05 у  I =  0 .

ЬхПреобразовав сумму косинусов в произведение, получим 2 зіп — соз х X

X с05 у  =  0; из уравнений зіп у  =  0; соз х =  0; соз у  =  0 находим 

решения

* =  у  пп, х =  у  (2п +  1), х =  к(2п  +  1), п =  0 ; ± 1; ± 2; ...

Так как все множители левой части данного уравнения имеют смысл 
при всех значениях х , то посторонних решений здесь нет.

2 ті
О т в е т :  х =  ягс; х =  у  (2п +  1) и х  =  тс (2л +  1)» где п =

= 0 ; ;Ы;  + 2; . . .

П р и м е р  2. Решить уравнение зіп2 х +  5Іп2 2х =  зіпа Зх. 
Перенесем все члены уравнения в левую часть; получим

зіп2х 4 : зіп^2х — зіп23х =  0.

Сгруппировав первый н третий члены данного уравнения и разложив 
эту разность квадратов на множители, найдем

($іп х  +  5ІП Зх) зіп х — зіп Зх) зіп2 2х =  0
или

—2 зіп 2х соз х • 2 зіп х соз 2х +  зіпа 2х =  0.
Учитывая, что 2 зіп х соз х =  зіп 2х, имеем —2 зіп2 2х соз 2х +  

+  $іп2 2х =  0 илн зіп2 2х (1 — 2 соз 2л*) =  0.

Последнее уравнение распадается на $іп 2х =  0 и соз 2х =  ~  , 

откуда следует
ъп  , л

* — ~2 ; х =  ±  — +  тщ.

%Х ^
О т в е т :  х  =  у  и х ( 6/х +  1), где л — 0; ± І ; + 2; ...
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П р и м е р  3. Решить уравнение ЗзіаЗ*  =»3со$*4-€о*.&ж* 
Согласно формулам (49) и (50)

ЗІП Зх =  3 ЗІП X — 4 5ІП3 Х\ СОЗ Зх =  4 С05* X — 3 С05 X,

Уравнение примет вид

2 (3 5ІП X — 4 ЗІП3 X) =я 3 С05 х +  4 СОЗ3 х — 3 соз х
или

6  5ІП X— 8 ЗІПа X — 4 соз® X — 0.

Так как с о з х ^ О ,  то разделив обе части уравнения на 2 соз3*, по
лучим — ^ -  — 4 х — 2 — 0 или 3 х (1 +  1§* х) — 4 1§г3 х — 2 -~ 0

СОЗ X
и после приведения подобных членов:

х  — 3 х +  2 =  0.

Раскладывая левую часть уравнения на множители, найдем, что
(і§ х +  2) (і§ х  — I)8 =  0; откуда *§; х =  —!2 и іе х »  1 ,

а следовательно,
тех  —агсІ§ 2 +  тіп и х  =  у  +  дя.

те
О т в е т :  х =  —агс 1^ 2  + ял; х =  -у(4л +  1), где п «  0; + 1 ;

+ 2* и »

Тригонометрические уравнения, решаемые преобразованием произ
ведений тригонометрических функций в суммы.

К этому типу уравнений, в частности, относятся уравнения
5І п тх соз пх =  5і п рх соз 
5ІП тх ЗІП пх — 5ІП рх 5ІП
соз тх соз пх =  соз рх соз дх,

легко раскладывающееся на множители, если т ±  п =  р ±  <7.
П р и м е р  4. Решить уравнения зіп 2х зіп 6х =  зіп Зх зіп 5х. 
При помощи формулы (61) § 55 преобразуем обе части уравнения 

в суммы и перенесем все члены уравнения в левую часть:
соз 4х — соз Вх соз 2х — соз 8лс , 0 Л ------------------ = ---------- ---------  или соз 4х — соз 2х =  0.

Воспользовавшись формулой (65) 5 56, разложим левую часть послед
него уравнения на множители: 2зіп Зх $\п х =  0 ; отсюда находим 
зіп Зх =з 0 и зіп х — 0, а следовательно,

ппX =  -у  И X =  пп.

Так как вторая серия решений включается в первую, то получаем окон
чательно

• где п =  0; ± 1 ; ± 2 ; ± 3 ; ...
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П р и м е р  5. Решить 
ооз*4х =  2.

Преобразовав все члены
1 -|-С0з 2аС05® а =  — 5-----  , получим

уравнение созЪе +  соз22х 4 * со$*Зх +  

левой части уравнения по формуле

1 +  соз 2х 1 +  С05 4* , 1 4- соз 6л: ^  1 +  со$ 8х _  ^
2 2 2 2

ИЛИ

соз 2х +  СОЗ 4х +  С05 б х  ^  С 05 Вх =  0.

Раскладывая левую часть уравнения на множители, приходим к урав
нению соз х соз 2х сой Ъх =  0, откуда следует соз х =■ 0, соз 2х =  0

я  _  . * т е ]
и соз Ъх =* 0 и соответственно х

т е

То (2/і +  I).

О т в е т :  х к
4 (2 п +  1 ) и

тс
То (2я +  1 ),

г д е л = 0 ;  ± 1 ; ±2\ ±3;  ...

§ 70. Графические методы 
решения тригонометрических

уравнении
т  ____

Графические методы решения 
уравнений, известные из курса 
алгебры, могут быть применены 
и к решению тригонометрических 
уравнений. Эти методы в элементар
ной математике, в частности для
смешанных тригонометрических 
уравнений, являются единстве н- 
иыми.

П р и м е р  1. Решить уравне
ние х — созах +  0,8 =  0.

Перепишем это уравнение в 
виде соз2лг— 0 ,8, Решениями
данного уравнения будут абсциссы 
точек пересечения графиков этих 
функций (рис. 78). Заметим, что графики функций достаточно по-

Рис. 78.

строить на промежутке тс т с

2 4* так как функции соз2* 
&

0,8 и
і§ х имеют период тс.

Построив график, найдем
Хх »  0,17; х =  * !+  къ.

Это уравнение допускает аналитическое решение, которое по срав
нению с графическим является более трудоемким.
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П р и м е р  2 . Решить уравнение 2х*— соз х.
Строим графики функций уг =  2х* и у2 =  соз х (рис. 79). Абсциссы 

точек пересечения графиков этих функций будут решениями данного
уравнения. Но рисунку находим 
х =  0 , причем других действи
тельных корней данное уравне
ние иметь не может.

П р и м е р з .  Решить урав
нение X = г  СОЗ X.

Строим графики ух =  соз х 
и у2 =  х (рис. 80) и находим 
искомый корень х «  0,74, ко
торый будет единственным.

При графическом решении 
тригонометрических уравнений 

мы находим только действительные корни. В элементарном курсе 
тригонометрии это не является ограничением, так как рассматриваются 
только действительные значения тригонометрических функций.

Рис. 79.
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Рис. 80.

§ 71. Системы тригонометрических уравнений

Системы тригонометрических уравнений с двумя и тремя неизвест
ными встречаются в элементарном курсе тригонометрии в основном 
при решении треугольников. Решение и исследование систем тригоно
метрических уравнений в общем случае представляет значительные
трудности.

П р и м е р  1. Решить систему уравнений
зіп х +  зіп у =  я,

х +  У ”  2Ь.
Преобразуем по формуле (62) левую часть первого уравнения в 

произведение, получим
Л . X +  у X — у 2 зіп —т~ соз — =  а2 2

или после подстановки из второго уравнения

2 зіп Ь соз
2

Рассмотрим возможные случаи:

У а, х + У
2

Ь (93)
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А. Если а =  0 и Ь =  пк (к =э 0; і і ;  і 2 ; ...), то решением задан 
системы будет любая пара чисел, определяемая системой

х =  а,
у =  2 пк

где « — любое действительное число, а /г =  0 ; + 1 ; ± 2 ; ...
Б. Если а =  0 и Ь Ф %к, то из уравнения (93) находим

х — у п соз —~  =  О2
ИЛИ

±  7Г +  2%к (к =  0; і і ;  + 2 ; ...);
2  - ‘ - 2

решение данной системы сводится к решению системы линейных ал 
гебраических уравнений

откуда находим

у — Ь у  — 26я, где А =  0; ± 1 ; +2; ...

В. Если а Ф 0 и 6 =  пк (к =  0; ± 1 ;  ± 2 ;  ...), то система решений 
не имеет.

Г. Если а Ф 0 и Ь Ф пк (к — 0; ± 1 ;  ± 2 ; . . . ) ,  то, определив (х — у) 
из простейшего тригонометрического уравнения (93), сводим данную 
систему к системе линейных алгебраических уравнений

ч

х **Ь У == 26,
у =  + 2  агссоз х -ѵ +  4кп.* “  2 зіп 6

Если а
2 зіп 6

<< 1 , то система имеет решение х =  6 4 - агссоз к ---—-7 4 -
2 зіп 6 ‘

4  2&г, у =  6 4  а г с с о з ■ д  — 26к, где & =  0; ± 1 ; ± 2 ; ± 3 ; ...

Если
а

2 зіп Ь >  1 , то система решений не имеет.

П р и м е р  2 . Решить систему уравнений

соз л: соз # — л, 
зіп х зіп у =  Ь.

Складывая и вычитая почленно уравнения данной системы с по
мощью формул, получим

соз (х — у) =  а +  6, 
соз (х +  у) =  а —* 6.
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Решив по формуле (84) § 66 каждое иа найденных простейших 
тригонометрических уравнений, приходим к системе линейных алге
браических уравнений

( х  — у =  і  агссоз (а +  Ь) +  2пк (к =  0; + 1; ^ 2 ;
I х + у  =  ±  агссоз(д — Ь) +  2пп (л = 0 ;  ^ І :  + 2 ;  ...).

Если | я +  6 К  1 и | в  — 6 | < 1 ,  то

х =  ±  [агссоз (а + Ь) -|- агссоз (а — Ь)] + к ( п  + к)%

У =  І  у  [агссоз (а — Ь) — агссоз (а +  Ь)] +  тс (п — к),

где п =• 0; ; Н ;  ^ 2 ; к =  0; ^ І ;  ^ 2 ; ...
Если | а +  Ь | >  1 или | д — Ь | >  I, то система решений не имеет. 
П р и м е р  3. Решить систему уравнений

|  *&хІ&уі&г =  а,
I 1%х +  і $ у  =  Ь,
I х +  у + г — к.

Если учесть, что при х +  у +  г =  я, согласно примеру 4 § 56, 
х У І8 2 =  х  +  У +  г» то система приводится к виду

[ х +  (й У +  * =  а,
|  1%х +  і%у =
I X +  у +  г =  п.

Тогда \%г =  а — Ь и два первых уравнения исходной системы прини

мают вид х у =  ^ , (а ф Ь),

х 4- У =  Ь.

Воспользовавшись формулами Виета, находим х и 1% у как корни 
Іх и 2̂ квадратного уравнения

1* —  Ы +  ~ ^ —г =  о, 
а — о

а затем из простейших тригонометрических уравнений (см. § 66)
*§ * =  <І» I$ у  =  I*. г =  а — Ь

определяем х, у н г.

§ 72. Тригонометрические иораиеистиа

Неравенство, в котором неизвестное входит только под знак три
гонометрической функции, называется тригонометрическим.

Простейшие тригонометрические неравенства. К ним относятся 
неравенства вида зіп х т\ соз х ^  т\ х ^  т и сІ§ х ^  т.
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1. Неравенство зіл х  >  т.
Если т <  — 1, то решеиием неравенства является любое действи

тельное ЧИСЛО.
Если —1 < т « < +  1, то решениями неравенства являются 

2пк +  агсзіп ш <  * <  п{2к + 1) — агсзіп ш, где к =  0; ±1; ± 2 ; ±3; ...
На рис. 81 штриховкой отмечены значения х, удовлетворяющие 

неравенству зіп х  >  т  при — 1 <  м  <  +  I.
Если т <  1, то неравенство решений ие имеет.
2 . Неравенство зіп х  <  т.
Если т <  —1, то неравенство решений ие имеет.
Если —1 ■< т  ^  +1» то решениями неравенства являются 

п (2к~\г Ц — агсБІп т -< х <  агсБІп т +  2п(к + 1). где к  =  0 ; ± 1; 
І2; ±3; ...

На рис. 81 значения х , удовлетворяющие неравенству $іп х  <С ш, 
не заштрихованы.

Если т >  +  1, то неравенство справедливо при всех действитель
ных значениях х.

3. Неравенство соз х >  т.
Если т •< — 1, то решением неравенства служит любое действи

тельное число.
Если —1 <  т <С +  1, то решения неравенства лежат в проме

жутках
—агссоз т +  2пк -< х  <; 2пк +  агссоз т ,

где к =  0 ; ± 1 ; ± 2 ; ...
Если т <  +  1, то неравенство решений не имеет.
4. Неравенство со$ х <; т .
Если т — 1, то неравенство решений не имеет.
Если — 1 <  т <  +  1» то решениями неравенства являются зна

чения х  из промежутков
агссоз т +  2пк «< х <  2п(к + 1) — агссоз т,

где к =  0 ; ± 1; ± 2 ; ...
Если т >  +  1, то любое действительное число есть решение не

равенства.
Постройте рисунок для неравенств соз х  ^  т х аналогичный рис, 81.
5. Неравенство іц х > т  имеет решением значения х  из проме

жутков

агсі§ т +  пк <  х <  у  (2к +  1),

где к = 0; ± 2 ;

283



6 . Неравенство имеет решениями значения х  из проме
жутков

у  (2к — I) < х <  агсіб т +  пк,

где к =  0; НИ; ± 2 ; ...
7. Неравенство с і&х >  т имеет решения в промежутках гЛ <  х <  

< ; атссі& т +  ък,
где к =  0 ; + 1; + 2 ; ...

8. Неравенство сі§ х  <  т  имеет решения в промежутках агссі^ т +  
+  %к <  х <  +  1),
где к =  0 ; ± 1; ± 2 ; ...

Решение тригонометрических неравенств. Будем рассматривать 
неравенства вида /(біп х, с о з  х , *> *) ^

Если функция /(зіп х , С05 *, х у сі^ дг) периодична, то достаточно 
найти решения на отрезке числовой оси, равном по длине наименьшему 
периоду функции /,  а затем, пользуясь периодичностью функции, 
записать решения неравенства на всей числовой оси.

Рассмотрим несколько простых тригонометрических неравенств. 
П р и м е р  1. Решить неравенство соз2* — Зсоз х <  0.
Разложим левую часть неравенства на множители

соз *(соз х — 3) < ; 0.

Учитывая, что со5 * — 3 < 0  при всех значениях *, получаем соз 0, 

откуда — у  +  2? с й < * < у  +  2ті6, где 6 =  0; ± 1; ± 2; ...

П р и м е р  2 . Решить неравенство < 1.
Данное неравенство эквивалентно неравенствам —1 < * 8 у < П

или — +  * 6 < у  < ~  + я 6 , откуда — у  +  2пк < х < ^ ~  + 2 п к ,
где к =  0 ; ± 1; І 2 ; ...

_  1 
П р и м е р  3. Решить неравенство | зіп * | >  у  .

Избавляясь от знака абсолютной величины, имеем

. 1 1 зіп х >  4- у  и зіп х <  — 2 •

Из первого полученного неравенства находим

а из второго

+  2пк <  х <  к (2к +  1) — -5-,

~  +  п (2к +  1) <  х < 2 п  (к +  1) — .

Решения этих двух неравенств можно объединить и окончательный

+  г.к <  х <  п (к +  1) —
Тш 7Г

ответ записать п виде +  ък <  х <  п (к +  0  — -гг , где к =  0; ; И ;

±2; ...
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П р и м е р  4, Решить неравенство 5Іпа* +  2зІп х  со$ х  —
— Зсозчг <  0.

Разделив обе части данного неравенства на соз8* Ф 0 (при соз х  в  
=  0 неравенство принимает вид $іпах <  0, что невозможно), получим 
1&*х +  2і§ х  — 3 <  0 или (і§ х  +  3) ((§ х  — 1) <  0.
Отсюда находим —3 <  х <  +  1 и, следовательно,

—эгссІ§ 3 +  пк <  х <  у  +  пк.

О т в е т :  — асгіб 3 +  пк <  х <  +  пк, где Лг =  0 ; ± 1; ± 2 ; ...

П р и м е р  5. Решить неравенство $іп х +  $іп Зх <  зіп 2х +  зіп Ах. 
Перенесем все члены неравенства, содержащие неизвестное, в одну 

часть, тогда получим

зіп X +  $ІП 3* — 5ІП 2х — 5ІП Ах <  0.

Функция /(*) =  зіп х  +  зіп Зх — 5іп 2х — 5іп 4* имеет наименьший 
положительный период, равный 2я, поэтому достаточно найти решения 
этого неравенства, например, на отрезке [0 , 2я], а затем с учетом 
периода записать все множество его решений.

Преобразовав при помощи формулы (63) § 56 левую часть исходного 
неравенства в произведение, получим

к—4 5ІП С 05  X С 0 5  <С 0

или
л х  5* л
4  51П —  СОЗ X СОЗ у  >  0

и найдем решения последнего неравенства на отрезке [0, 2я]. Так как
X

в промежутке (0, 2п) множитель 4 з і п 0, . то исходное неравенство 

сводится к решению неравенства

5*
СОЗ X  СОЗ ^  >  0 .

Для решения последнего неравенства на отрезке [0 ,2я] нанесем нули 
левой части этого неравенства, т. е. значения аргумента 
тс я 3 я 7п Зя 9гс

-5 ; я: г : т ; Г (рис- 82)-
5*Нетрудно проверить, что одинаковые знаки функции соз х  и соз — 

принимают на промежутках

Л я я _ Зя . . 7я Зя _ 9я
^ ^  З - * ~2 * у  * ^ ^  ^  • у  ^  ^  »

которые на рис. 82 отмечены штриховкой.
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где

Тогда множество решений, исходного неравенства запишется в ьнде

2пк <  х <С 5- +  2пк,о

2лА +  ~  <  х  <  ^  +  2пк,

2пк +  к <  х <  4- 2лк,
О

а  і * Зи 2^ — л
^ък +  ^  <  х <  у  +  2тсЛ,

й =  0 ; ± 1; ± 2; ± 3 ;  ...

п ж 0 Г К  Ж  г 5 зг 7Гі ЗП 9К ъ -
Г Г  т  я*

ш і в
ш х -Ь + — — — — + +

с о з^ - 4- — — + — + + 1

Рис. 82.

Доказательство григонометрических неравенств. Методы дока* 
зательства тригонометрических неравенств почти ничем не отличаются 
от доказательства алгебраических неравенств.

П р и м е р  6. Доказать, что если 0 <  а  <  тс, то

& & - % >  * +  СІ§ а .

Найдем разность и покажем, что она не отрицательна:
. а  *  ѵ  1 + С О З а  З І П а - 4 - С О З а  

Сі § т - ( 1 + С і е  « ) = - _ _ -------------------- І ] Х _ _  =

. 1 —  С05 — о] 2 5ІП2 ( -? - ----- —]_  1 — 5 1 П  а _  ____  \ 2 I ______ \  4 2 /
31П а ЗШ а 51П а 

а

> 0 ,

так как по условию 0 «< а <  тс. Поэтому сІ§ >> I +  сІ§ а, причем

знак равенства достигается при а =  .

П р и м е р  7. Доказать, что | зіп а | +  | соз а | 1. 
Для доказательства используем очевидное неравенство

2 | ЗІП а  | | СОЗ а  | >> 0 ,

к обеим частям которого прибавим по I. Тогда
1 +  2 1 зіп а 11 соз а | ^  1
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или
5Іпа а 4- 2 |вІп в 11 соз а | +  соз2 в >  1, 

откуда ( | зіп а 1 + 1 С05 в  | )* >  1.

Извлекая квадратный корень из обеих частей последнего неравенства 
и взяв при этом только положительные значения корней, получим

| $ІП в  | +  | С0$ а  I >>  1,

что и требовалось доказать.
П р и м е р  8. Доказать, что

5Іпа а 4- с о а  4- 1§2 а 4- сІ§2 а 4- $ес* а +  созес2 а ;>  7.

Левую часть неравенства преобразуем так:

зіп* а +  со&2 а 4- 1ё2 а 4 * с^§2 а 4* 8ес* а +  созес2 а =
=  1 4 - І§2а 4 - с і§2а 4-(1 4- 1§»в) 4-(1 4- СІ§2 а) =

=  3 4 - 2 ( < § а а 4 - с і § а а ) > 7 ,

поскольку при любом значении угла а
І§8а 4-СІ§2 а > 2 ,

как сумма лвух взаимообратных положительных величин. 6  частности,
тс тс Л

знак равенства будет только при а =  — 4- у  “  90°^» гДе *
=  0; ± 1; ± 2; ... , так как в этом случае 1{*а = с І ^ а  =  + 1. 

П р и м е р  9. Доказать, что если а 4- Р 4* 7 — т0

. а . Р . Ч ^  1$ ІП у  * $1П у  '

ОС В Т 7 тс
Обозначим $іп у  $іп у  зіп у  =  а и произведем замену у  =  ^—

в 4* Р 7 а 4- В ------ , тогда $іп у  =  соз — ~  и, следовательно,

® р л 4 " Р
$1П у  81Е1 у  • СОЗ — =  а

ИЛИ

1 Г а — Р а +  РІ а4 "Р_  ^С05 -  соз - 2- Р  соз - р  =  й,

откуда получаем

Выделим в левой части последнего равенства полный квадрат:

1 2 а  — (3 ( а 4" Р I а — РѴ п
Т  005 ~ 2 -------1С 0 $ _ 2--------1 С0Ѣ- Г )  ~ 2а‘
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и так как правая часть неотрицательна, то

~  соз4 — 2а >  О,
4 2

откуда
1 2 а — (3 I

Й< Т С05 — < “8 *

Заменив а его первоначальным значением, получим искомое нера
венство

а В 7 1ЗІП? 5 І П - | 5 І п і < - §-,

ТС
причем знак равенства достигает при а =  р »  ^ .

§ 73. Обратные тригонометрические функции

Функция у  =  Агсзіл х . Для тригонометрической функции у  =» 
=  5іп дг, рассматриваемой в интервале — °о <Г *<С +  00» переход 
к однозначной обратной функции невозможен, так как одному значе
нию у  соответствует множество значений аргумента х. Поэтому обрат
ная функция у  =  Агсзіп х при каждом значении х , лежащем на отрезке 
— 1 <  х <  + 1, имеет бесчисленное множество значений.

При изучении функции, обратной синусу, выбирают отрезок

[ — ?  ’ т ]  ’ На К0Т0Р0М ФУНКЦИЯ у  =  51 п х  возрастает, и рассмат
ривают соответствующую этому отрезку обратную функцию у=агс$іп к , 
которую называют главным значением функции Агсзіп* (см. § 85). 

Обратной тригонометрической функцией у  =  агсзіп х называют

дугу (угол) у> взятую на отрезке | д о  4 - , синус которой 

равен х. Другими словами, равенства

у =  агсвіп х и зіп у  =  х
эквивалентны.

Основные свойства функции у =  агс$іп х:
1. Функция у  =  агсзіп х определена на отрезке — 1 <  х <  +  1.
2. На отрезке — функция у*=-ъхЫпх  возрастает от

Я ТС п  . 7С
— у  Д° +  ~2 » т- е- ~  у  <  агс81П х <  +  у  '

3. у  агс$іп х функция нечетная, т. е. агсзіп (-—х) =  —агсзіп х.
4. Все значения дуг (углов), синус которых равен х , определяются 

формулой
Агсзіп х =  (— 1)” агсзіп * +  пп,  (94)

где п =* 0; ± 1 ;  ±2- ± 3 ;  ...



График функции # = ^ а г с з І л *  приведен на рис. 83, а график 
функции у  =  Агсзіп х — на рис. 84.

Функция у  =  Агссоз х. Обратной тригонометрической функцией 
у =  агссоз х называют дугу (угол) у , взятую на отрезке [0;' + я ] ,  ко
синус которой равен х, т. е. ра-
венства

у =  агссоз х и соз у  =  х.
эквивалентны.

Основные свойства функции 
у  &  агссоз х:

у=агс5іпх

Рис. 83.

1. Функция определена иа отрезке — 1 <  х <  +  1.
2. На отрезке — 1 <  х <  +  1 функции убывает от тс до Ѳ, т*е.

0 ^  агссоз х тс.
3. Для агссоз х имеет место ра

венство агссоз (— х) =  тс — агссоз х9 
т. е. свойством четности илн нечет
ности эта функции не обладает.

4. Функция у =  агссоз х назы
вается главным значением функции 
у  =  Агссоз х.
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Все значения дуг (углов), косинус которых равен х> определяются 
формулой

Агссоз х =  +  агссоз х  +  2тся, (95)
где п =  0; + 1; і 2 ; + 3 ;  ...

Графики функций у  =  агссоз х и у  =  Агссоз х приведены на 
рис. 85 и 86.

Функции у  =  Агсі^ х . Обратной тригонометрической функцией 
у  =  агсі^ х называют дугу (угол), взятую в промежутке
{ 71 , к)I — * Н— / * таигенс которой равен х> т. е. равенства

г/ =  агсІ§* н і $ у = х
эквивалентны.

Основные свойства функции у =  агсі^ х:
1. Функция определена на множестве всех действительных чисел, 

т. е. — оо <С х <С-\-оо.
2. В интервале — оо < Х <  +

+  оо функция возрастает от
ТС . 71 ТС _

2 2 * 2”
71

<  агсі^ х  <  +  у .

3. у =  агсі^ х - г  функция не
четная, т. е. агсі^ (—х) =  
=  — агсі^ х.

4. Функция у =  агсі^ х назы
вается главным значением функции 
у  =  Агсі^

Рис. 88.

Все значения дуг (углов), тангенс которых равен х , определяются 
формулой

Агсі^ * =  агсі^ х +  ям, (96)
где п =  0 ; ± 1; + 2 ; ...

Графики функции г/ =  агсі^ л: и «/ =  Агсі^ х приведены на 
рис. 87 и 88.

Функции у  =  Агссіц ж. Обратной тригонометрической функцией 
у  =  агссі^ х называется дуга (угол), взятая в промежутке (0 ; тс), 
ютангеис которой равен т. е. равенства

у  =  агссі^ х и сі^ у  ~  х
ькви валентны.
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Основные свойства функции у  =  агссі^ х :
1. Функция определена при всех действительных значениях х, 

т. е. — о с < х < + о о .
2. В интервале от — оо < ; * < ;  + 00 функция убывает от тс до О, 

т, е. 0 < а г с с 1§ х < т с .
3. Функция у = а г с с і § х ,  как и функция у =  агееоз х, не обладает 

ни свойством четности, ни свойством нечетности, но для нее спра
ведливо равенство агссІ§ (—х) =
=  тс— агссі^ х.

4. Функцию у  =  агссі§ х назы
вают главным значением функции 
у  =  Агссі^ х. Все значения дуг (уг
лов), котангенс которых равен х, 
определяются формулой

Агссі^ х =  агссі^ х +  тся, 
где п =  0; + 1 ;  + 2 ;  ... (97)
Графики функций у  =  агссі^ * и 
у =  Агссі^ х приведены иа рис. 89 
и 90.

I

Рис. 90.

Основные соотношении дли обратных тригонометрических 
функций:

А.

Б.

зіп(агсзіп х) =  х, если
соз (агееоз х) =  х, если

(агс*§ х) =  х, если
сІ§ (агссі^ х) — х, если

1 х 1 *,
— 1 X “1- 11
— оо < ; х <С +  <*>
— оо < ; х <С -)-оо

(98)
(99) 
(100) 
(101)

ТС ТС

е с л и -----2" <  х  +  “2 *»агсзіп (зіп х) =  х, 

агееоз(соз х) = х ,  

агсі^ (І8 х) =  х, 

агссі^ (сі^ х) =  х, если 0 <  х <  +тс.
2 *

10*

(102)

(103)

(104)

(105) 
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тс
агс$іпх +  агссо$х =  — , если — 1 < х < + 1; (106)

т*
агс*2 х +  агссіі х  — , если — оо <  х <  + о о .  (107)

Г.
г ^

агсзіп х =  агссоз у 1 — х2 =  агсі^ ■ -  =  агссІ§----- ~----- , (108)
у  1 — х2 х

если 0 <  х <  + 1;
___________  і / 1 ^ 2

агссов х =  агсзіп ] /1  — х3 =  агс і^ ------------ =  агссІ§ у  1 — ха •
если 0 < х  *< + 1.

(109)

агсій * =  агссіе — =  агс5іп- =  агссов 1- , (110)
6 X 1 / 1 + X2 У  1 4 - Х 3

если 0 *< X *< +  оо;

агссіц х — агсіе — =  агсзіп ■ =  агссоз ■ -  -  , (111)
5 х 1/1 + х 2 / 1  +  *2

если 0 <  х <  + о о .

Д.
агсзіп (—х) =  —агсзіп х; (112)
агссов (—х) =  я — агссов х; (113)
агсі^ (—х) =  —агсі^ х\ (114)
агссі^ (—х) я к  — агссі^ х. (115)

Формулы сложения и вычитания для обратных тригонометрических 
функций.

агсзіп х +  агсзіп у =  
агс&іп (х У  і — у* + у Ѵ і — X2), если ху ^  0 или х2 +  у 2 ^  1,
тс — агсвіп (х У 1 — у г +  у У 1 — х2), если х > 0, у > 0

и х2 +  у г >  1
— л  — агс§іп(хѴ^1 — У2 +  у V 1 — *2), если х < 0 , у < і  О

и х2 +  у 2 >  1.
(П6)

агсаіп х — агсзіп у =*
агсзіп ( х У і  — у 2 — у У 1 *— х2), если ху ;>  0 или х2 +  у г <  1,
я — агсвіп ( х / і  — у ъ — у У 1 — х2), если х >  0, г/ <Г О

и х3 +  у2 >  1,
—я — а г с з і п ( х К і  — у 2 — # | /  Г-— х2), если х < 0, * / > 0

и х8 +  у2 >  1.
(117)
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агссоз х +  агссоз у  =
агссоз (ху  — У <1 — х*) (1 — у 2)), если х +  у  >  О»

. 2тс — агссоз (ху У  х2) —  у2)), если х +  у <  0.
агссоз х — агссоз у =

^  агссоз (ху  +  (Г — х2) (1 — у8)), если х >  у,
І+агссоз (ху  +  У  (Г — х») ( і — если х < у ,

агсі§ х +  агсід у =

^ , если ,ху <  1,
1 —■ ху  ’ ^

х -4- итс +  агсі^ —̂!—1— , если х >  0 и ху  >  1,

х -4- и
— тс +  агсі^ * , если х < 0  и х у >  1.

агсі^ х — агсі§ у =
( і х  — У ^  1агс!§ — -  -- , если х у > —  1,

1 +  ху '*

если х > 0  и ху  <  —1,

х —  у

(118)

(119)

(120)

+  ху

=   ̂ Я +  агсІ§ * у- 
) 1 4 - ху (121)

—тс +  агсі^
1 + х у '

если х < 0  и ху  < —1.

Формулы удвоения для' обратных тригонометрических функций.

( _____ У  2
агсзіп (2х У  Г — х2")» если | х | <  ,

2 агсзіп х == )  п — агсзіп (2х У 1 — х2), если +  У 2 < х < +  1,

—тс — агсзіп (2х У I — ха), если —1 <  х <  —
1 /2

2 агссоз

(122)
/  агссоз(2х2— 1), е с л и 0 < х < + 1,
\ 2 п  — агссоз (2х2 — 1), если — 1 <  х <  0. '  '

2х
агсі^ т _ ^ - 2 » еслн \ х \ < \ ,X X

2х
2 агсі^ х =  < я +  агсі§ - ^  - ■, еслн х >  + 1 (124)

—тс +  агсі^ 2х
1 ~ х 2

, если х < — 1.

Рассмотрим несколько упражнений на обратные тригоиометриче 
ские функции.

П р и м е р  1. Показать, что

тс
агсІ§ -і- +  агсі^ ~  +  агсі^ у  +  агсІ§
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Учитывая, что . ~ < 1 ,  [и * і < 1 ,  произведем, согласно 

формуле (120), сложение:

-  +  -1 1 3 5 4 
агсіу -3- +  агсід =  агсіі?------- 1------г  =  агсі^ у ,

т
І х і

1 1 7 * 8  3
агсіц у  +  агсІ§ у  =  а г с ід --------^ =  агсід  ^ .

1 7 ' 8
Тогда

агсід — +  агсід +  агс1§ у  +  агсіу -і- =  агсіу у  +  агсІ§ =

Ч 3
* 7 1 1  * , « / 4 3 ^  л

— агсі^  ̂ 4 ^ агсій 4 \  7 ‘ 11 ^  ’
7 11

что и требовалось доказать.
П р и м е р  2. Показать, что

1 +  /  6 л 
агссоз I /  ——  агссо з  ттт- =  -г- •

2 / 3  &V
/

■  ̂ —

- д - < — ! , то применяя формулу (119), получим
2 1 /3

/ "2 1 4 - / 6  ( л Г Т  1 +  / б  .
-гг — агссоз-------—  — агссоз I I /  ■ -3- • -------—— Ь
3 2 /  .5 \ '  3 2 / 3

, і  / " Л з Т Л  7 +  2 / О ^  _ (2 / 3  +  / 2  ,+ Ѵ ( т Д ---- -----------------о--- +
+КЕрЕІ) _ „ С С 0 І  ъѵг+ѵъ+т-Уѣ. _

/ З  к
=  агСС05 ~ Г  =  Т  ’

что и требовалось доказать.
П р и м е р  3. Доказать, что

агссоз х — агсзіп У 1 — х 2, если 0 <  д: <  4 “Ь  
к л  — агсзіп / 1  — х2, если — 1 х  < ;  0.

Обозначим агссоз д: =  х, тогда соз а =  х, причем 0 ^  а <  тс. Зная 
соз а =  д:, найдем

5ІІ1 2 ^  /  1 — С05" а или зіп а = / і  — х2.
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Далее имеем

агсзіп (5;п а) =  агсзіп У 1 — х2.

Теперь рассмотрим два случая:

Если 0 <  а ^  , т. е. О <  х <  + 1 ,  то согласно формуле (102)

агсзіп ($іп а) =  а,

и тогда а =  агсзіп У 1 — х2.
Учтя введенное нами обозначение, получаем

а — агссоз х =  агсзіп У 1 — х2,
ТІ

Если у -< С а <  т. е. —1 ^  х <10, то по формулам приведения
7С

произведем замену зіп а =  зіп (л — а), где 0 ^  тс — а <  — . Тогда

агсзіп ($іп а) =  агсзіп [віп (тс — а)] =  тс — а 

или тс — а =  агсзіп У 1 — х%> откуда получаем

а =  агссоз х =  тс — агсзіп У 1 — ха.
Таким образом,

агсзіп У 1 — х2, если 0 <  х  <  + 1 ,агссоз х =
к тс — агсзіп У 1 — х2, если — 1 ^  х <  0,

что и требовалось доказать.
П р и м е р  4. Решить ^уравнение

агсі§ 3* — агсі§ 3“ * =  ~  .

Учитывая, что согласно формулам (Ш ) и (107)

агсі^ 3~* =  агссід ~  =  агсі^ 3х =* у —  агсі^ 3*,

получим агсі^ 3* — —  агсі^ 3х|  ~ .
После очевидных упрощений имеем

2 агсі^ 3* =  ^  или агсі^ 3х =

и, следовательно,

3* =  - у  =  / 3 ,  т. е. 3* =  З2 ; х =  - і - .

г. 1О т в е т :  х =  -г-.

295



те
П р и м е р  5, Решить неравенство агсвіп х — 2 агееоз х  >  ♦ 

После замены в левой части неравенства

тсагееоз х *= 7 ---- агсзіп х ,

4тс 4тс
находим, что ЗагсвІп л: > или агсвіп х >  -д-, откуда получаем

окончательный ответ:

$Гп ^  <  х <  + 1 .

П р и м е р  6. Решить уравнение зіп (5 агсі^ Зх) =  1.
Обозначим 5 агсі^ Зх =  і, тогда

5* ^  , 5я
— т < і < + Т ’

и данное уравнение принимает вид $ГпІ =  1, откуда

і =  +  2тт, где п =  0; ±  1; ± 2 ;  ...

Найдем, при каких значениях п величина I будет удовлетворять
5 5условию — ^  тс < ^ < + * 2 " 7 с .

Решив неравенство
5 тс , 5

-----2“ <  *2 +  2тсп <  +  ^
3

получим —6 < 4 л < 4  или — <  п <  1, т. е. п =  —1; 0.
тс ЗтсА. При п =  —1 находим / =  —---- 2я =  — — , так что 5 агсЬ* Зх=

=  — ^  или агс(§ Зх — — ; следовательно, Зх — — , х =

1 - Зтс 
— хі — 3 * 6  10 *

Б. При п =  0 находим ? =  — -}-2тс. 0 =  -^-; тогда

Следовательно,

5 агсі^ 3 х ~  у  , агсі^ Зх =  ~ .

О т в е т :  х х =  - 1  і 8  =  - 1  54* «  — ^ 3 7 6 3 8  = _ 0>45879; 

^  =  +  у * ё - ^ -  =  +  у * Й І 8 в ~  +0.32492 =  + 0,10831.
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В заключение данного параграфа отметим, что обратные тригоно
метрические функции часто называют также обратными круговыми 
функциями.

Функции натурального аргумента

§ 74, Числовые последовательности

Определения. Числовой последовательностью называют функцию, 
заданную на множестве натуральных чисел. Числа, входящие в состав 
числовой последовательности, называют ее членами*. 

Последовательность часто задают такой записью:

хп называют общим членом последовательности.
Последовательность х±, х%> ..., хпі ... кратко обозначается знаком

{хп} •
Примеры последовательностей:

1 у 2) 3, і » •  і  п ,  і •  .  }

Л і  і  Л
2 ’ 4 * з  ’ ’ ’ * ’ 2п ’ * * ' '

О і ,  1  « = 1
2 3 ’ ' ‘ ‘ ’ п ’ • • • ’

-ЬI» —I» » • • • » -Ь!» —1» • • • •
2, 2, 2, . . . .  2, ...

Последняя последовательность является примером постоянной 
последовательности. Если в последовательности есть последний член, 
то она называется конечной. Если последовательность имеет бесконеч
но е множество членов, она называется бесконечной. Конечная после
довательность может быть задала перечислением членов. Чтобы задать 
бесконечную последовательность {*п}> нужно указать правило, 
по которому любому натуральному числу п можно привести в соот
ветствие некоторое число хп.

Как и функцию от действительного аргумента, последовательность 
можно задать с помощью формулы, табличным и графическим спосо
бами.

Например, последовательность нечетных натуральных чисел можно 
задать в виде формулы общего члена

хп =  2п — 1
или в виде таблицы

1,3, 5, 7 ,9 , 11, 13, 15, 17, ...

* В математике различают последовательности и числовые последователь- 
пости. Членами последовательности могут быть любые предметы: линии, фигуры 
и т. д. Членами числовой последовательности являются только числа. Однако 
дальше мы будем рассматривать только числовые последовательности и для 
краткости их будем называть просто последовательностями.
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Можно задать ее также в виде графика, состоящего из изолирован
ных друг от друга точек (рис. 91).

Можно задать эту последовательность и с помощью точек на чис
ловой оси (рис. 92). Постоянной последовательности на числовой пря
мой соответствует одна точка. Последовательность

О 1  А  п - 1
’ 2 ’ 3 ’ ’ “  ’ ~~п~ '

на числовой оси изображается так, как показано на рис. 93.
От задания последовательности с помощью формулы нетрудно 

перейти к табличному или графическому способу ее задания.
А/7 і\

9 - 
8- 
7-
6 -

О

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Ю 11 12 13/4/5  /617

Рис. 92.
5-- ♦
4 -
3- •
2
1- • ■■ | 1—] ......  г

4 — +
1 2 3 4 5  П и г  ?  45

Рис. 91. Рис. 93.

П р и м е р  1. Если Ъсп =  п +  (—І)д, то, полагая п =  1, 2, 3, ..., 
получим последовательность

О, 3, 2, 5, 4, 7, ...

П р и  м е р  2. Если
1— для нечетных п , п

*п — п
-----г—: Д!ѵ п 4- 1для четных я,

“Г 1

2 1 4
то, полагая п =  1, 2, 3, получим 1 , у , ... Однако, если

последовательность задана в виде таблицы, иногда очень трудно опре
делить аналитическое выражение ее. Например, для последователь
ности простых чисел

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ...

вообще не известен общий член, несмотря на то, что многие математики 
унарно искали его на протяжении многих веков.

Предел последовательности. Число а называется пределом после
довательности х ІУ Ху, . . . , хп> . .  . (записывают Ііш хл =  а), если 
для любого е > 0  существует число Л;, зависящее от е, такое, что 
| хп — а | <  е при всех п >  N.

Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся, 
а не имеющая предела — расходящейся. Последовательность не может 
иметь более одного предела. Предел последовательности не изменится, 
если в начале ее приписать или исключить несколько членов.
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Если последовательность имеет предел, это значит, что она изо
бражается такими точками на числовой оси, которые, начиная с неко
торой, лежат в произвольно малом отрезке, окружающем точку а: 
(а — е, а +  в). Так, например, если построить последовательность

. . Г .  =  1 ______ —  ѵ _  —  1 ______ __ V  . —  1 ------------- ^

и окружить точку х =  1 отрезком дайны 2е так, чтобы эта точка 

находилась в середине отрезка, то все точки хп =  1 — ,■ войдут

2е

1 2  2
2 5 ?

Рис. 94.

в этот отрезок (рис. 94), если только л 1 >  — , т. е. если€

п >  —---- 1.г

Если последовательность, имеющую пределом число а> изобра
зить графически в прямоугольной системе координат, получим сово
купность точек, все время приближающихся к прямой у  =  а* Так,

;

'і4 ^ 15 Г]32 7‘
/

Ш

Рис. 95.

последовательность х п =  1 — » изображенная на рис. 95, стремится

слиться с прямой // =  1, т. е. она имеет пределом 1. В этом легко 
убедиться, оценив разность

1 — 11 2«) 1 ~  2п
по абсолютной величине. Имеем

1\хп 1 | .

1
Тогда \х п — 1 | < е ,  если ^ „ О ,  т. е. при я, удовлетворяющем нера«

венству 2п >  і  .

Относительно последовательностей верны следующие утверж
дения.



1. Если последовательность {*„} сходится к пределу а и а > 6 (а < 6 ) ,  
то существует такой номер N. что для всех я > М  верно неравен
ство хп >  Ь (хп <  Ь).

2. Если последовательности {хп} и [уп } сходящиеся и всегда
хп > Уг\± то 1іт хп >  Нт Уп-

3. Если для последовательностей {*„}, {уп} и {гп 
неравенства хп <  уп <  гп и Ііш хп =  Ііш гп =  а, то и

всегда верны 
іт у п =  а.

П р и м е р  1. Показать, что Ііт  } =  2.
Ѵ  П - *  о® Я  +  1

г  2я +  1 1Составим разность — г-г — 2 --=------- г .
г я +  1 п +  1

Оценив эту разнссть по абсолютной величине, получим

2 п +  1
« +  1

Таким образом, для каждого положительного числа г найдется чис
ло ■------ 1 такое, что при будет справедлив требуемое не-€
равенство. Следовательно, число 2 является пределом последователь
ности

{
П р и м е р  2. Показать, что последовательность {*„} =  {(—1)” }

не имеет предела.
Предположим противное, что {хЛ} имеет пределом а. Возьмем,

1например, е =  — , тогда по определению должно существовать такое

натуральное число Ы, что при будет \ х п — а | < ~ .  Но среди
значений я > / Ѵ  всегда будут как четные, так и нечетные; если 
п =  2к> то хп ~  I, а если =  2 * к 4- 1. то хп — —1. Тогда имеют 
место неравенства

| 1 - а | < ± ,  | в ( _ і ) | < і . ,

но в таком слѵчае*

2 =  |(1 я) +  (1 +  я) | “Ь ^

что невозможно, и предположение неверно; значит, последовательность 
{хп} =  {(—1)л} не имеет предела.

Ограниченные и неограниченные последовательности. Последо
вательность {*„} называется ограниченной сверху (снизу), если все 
члены ее меньше (больше) некоторого числа.

Последовательность {хп} называется ограниченной, если она огра
ничена и сверху и снизу, т. е. если существуют такие числа /пи  М, 
что для всех п

т < х п <  М.
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Все члены ограниченной последовательности {хп} по своей абсо
лютной величине меньше некоторого числа: | хп | <  Л.

Последовательность, имеющая предел, ограничена.
Последовательность хг =  0; х2 =  0,3; х3 =  0,33, . . .  ограничена, 

так как | хп | <  1.
Последовательность хп =  (—1)л также ограничена, так как | лгЛ | =  1.
П р и м е р ы .  Последовательность {хп =  л}, п =  1, 2, 3, . . .  не 

ограничена сверху, так как ие существует такого числа М , чтобы все 
члены последовательности оставались меньше этого числа.

Последовательность с общим членом хп =  —л не ограничена 
снизу.

Бесконечная последовательность {хп} называется неограниченной, 
если для всякого наперед заданного числа А существует такое л, 
что | хп | >  Л.

Если для любого положительного числа А можно указать такое 
число /V, что при л>УѴ, Л, то говорят, что хп стремится к плюс 
бесконечности, и это записывают так:

І і т  хп =  + о о ,  или хп -+  + о о .
П-+ оо

Если для любого отрицательного числа Л можно указать такое 
натуральное число N. что при л > #  выполняется неравенство х п < А г 
то считают, что хп стремится к минус бесконечности и записывают

П т  хп =  — оо, или хп -+  — оо.
П-+ 09

Монотонные последовательности. Последовательность {*п} назы
вается возрастающей (убывающей), если каждый последующий член 
ее больше (меньше) предыдущего, т. е. если

х п+1 х п (*Л+1 ^  х пУ

Последовательность {*„} называется неубывающей (невозрастаю
щей), если каждый последующий член ее не меньше (ие больше) 
предыдущего, т. е. если

* п + і  х п (*^л+1 ^  х п)*

Последовательности возрастающие, убывающие, не возрастающие 
и неубывающие называются монотонными.

П р и м е р  1. Показать, что последовательность хп =  » п ~

=  1, 2, 3, ... возрастающая.
Надо показать, что для каждого л

^  х п> ИЛИ Хц^-і  Хд  0 .

Действительно,

п + 1  л 1 ^  п
х п + і  —  хп / Г + 1  ~  ( я + . 1 ) ( п  +  2 )  >  ‘

Для монотонных последовательностей справедлива теорема:
если монотонно возрастающая последовательность {хп} ограни- 

чена сверху, то она имеет предел, в противном случае она стремится
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к +  оо. Монотонно убывающая последовательность {*л}> ограничен
ная снизу, имеет конечный предел, в противном случае она стремится
К  — ОО.

Действия с последовательностями. Теоремы о пределах. Суммой, 
разностью, произведением и частным двух последовательностей {я,,} 
и {уп} называются соответственно последовательности +

[хп — Уп)> {х пУп} и | ~ | »  причем в последнем случае предполагается,
УУп)

что последовательность {уп} не содержит нулей.
Для сходящихся последовательностей справедливы теоремы: если 

последовательности {хп} и {уп} сходящиеся, то сходящимися будут
\х ]также последовательности {хп +  уп}, {хп — уп}у {*„ • уп) и -
\Уп.

последнем случае предполагается, что Ііш у п ф  0.
Верны следующие формулы:

В

ІІГП (хп +  уп) =  І іш  х„ +  І іш  у п\
оо П-+ $о П-+ оо

) іт  (лг„ — уп) =  І іт  х„ — І іт  уп;
оо Я-*- оэ П-+0О

І іт  (хпуп) =  І іт  хп . І іт  і/„;
СО /1 -^  00 00

І іт  х

,іт? =  Ж 7 (1 іт ^ 0)-п-+ оо Уп 11111 Уп п-*- 90 П-+ оо

Эти равенства читаются так:
предел суммы, разности, произведения и частного двух последова

тельностей, имеющих пределы, равен соответственно сумме, разности 
произведению и частному пределов этих последовательностей. При 
этом в последнем случае (для частного) предполагается, что Ііш уп Ф 0.

п-+
2 1

П р и м е р .  Известно, что І іт  , І іт  уп = - ^  ( л — нату-
П-+оо ѵ П-+ оо 2

ралыюе число). Найти пределы последовательностей

а

Применяя теоремы о пределах сходящихся последовательностей, 
получаем

І і т  / з х л =  П т  ( З а̂ )  І і т  —  І і т  3 *  • 1і
П~*- оо \ 2/ П-*- оо П-* оо \ 2 / Ц~* ж П -і

4- І іт  і .  . І іт  « . . = 3 . ^  +  1 - - 1- =  2 І  ; 
Т йчсо 2 3 2 2 4

пі ѵ,,
со

* ІІт  3 следует рассматривать как предел последовательности 3, 3, . . .  ,
П-+ оо

I 1 1 1. . . , 3.............и И т  —  как предел пхледов:«тельносги — , —
П-+ оо
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§ 75. Арифметическая прогрессия

Определения. Арифметической прогрессией называется числовая 
последовательность, в которой каждое число, начиная со второго, 
равно предыдущему, сложенному с одним и тем же постоянным для 
этой последовательности числом (положительным или отрицательным).

Числа, составляющие прогрессию, называются ее членами. Арифме
тическую прогрессию записывают так:

а2» з̂» **•
Общий член ее обозначают через ап.

Чисто, которое надо прибавить к какому-нибудь члену, чтобы 
получить последующий, называется, разностью арифметической про
грессии; ее обычно обозначают буквой й.

П р и м е р  1. Последовательность чисел 10, 14, 18, 22, 6 +  
+  4л, ... есть арифметическая прогрессия с разностью 4.

П р и м е р  2. Последовательность чисел 1, —1, —3, 3 — 2п 
есть арифметическая прогрессия с разностью —2.

Арифметическая прогрессия называется возрастающей, если вся
кий последующий член больше предыдущего (т. е. если <і >  0); и убы
вающей, если всякий последующий член меньше предыдущего (сІ <; 0).

Любой член арифметической прогрессии равен первому ее члену, 
сложенному с произведением разности прогрессии на число членов, пред
шествующих определяемому, т . е. он выражается формулой:

ак =  а і +

Всякий член арифметической прогрессии, начиная со второго, 
есть среднее арифметическое предыдущего и последующего членов, т. е.

л . _  +  ак -И

Всякий член арифметической прогрессии, начиная со второго, 
есть среднее арифметическое членов, равноудаленных от него, т. е.

п __ &п — к вп-\-к

Во всякой арифметической прогрессии ат ап =  ар +  ац, если 
/п +  я =  р +  ?• В частности, если прогрессия имеет конечное число



членов, то сумма двух членов, равноотстоящих от ее концов, равна 
сумме крайних членов, т.е.

ак +  1 =  аг + а  п.
Сумма п первых членов арифметической прогрессии выражается 

формулами
_ (а1 +  ап)п [2Ді +  й ( п — \)]п

5 л 2 1 2 *

Используя формулу суммы л первых членов прогрессии, можно 
вычислить суммы одинаковых степеней натуральных чисел:

п ( п +  1)1 2 • •' -{■' н —

V  +  2* +  • • • +  п г =

2
п (п +  1)(2п +  1)

б
п * (п +  I)3

Задачи на арифметическую прогрессию. 3 а д а ч а 1. Определить 
первый член и сумму членов арифметической прогрессии, в которой 
п =8 45, б, =  10, ап =  459.

ап =  ах +  д, (п — I), а г =  ап — <і (п — 1);
=  459— 10 - 44 =  459— 440 — 19, ах =  19;

_  І4 5 Ц .19)45 _ С Т 1 45 _
" 2  2

О т в е т. 19; 10755.
З а д а ч а  2. Определить число членов и сумму членов арифмети

ческой прогрессии, в которой

ах =  0, <1 =  — , =  5.

^ (я — 1)» п — 1 =  "  ,

п =  ° - ~ ^ а ' +  1; /і = ^ = -^ + 1 = 10+1 = 11; я = 11-
7

.  _  (а, +  ап)п (0 +  5) • 11 __ 55 _  1
*» 2 ~  2 2 “ "  Т  *

О т в е т. 11; 27 .

З а д а ч а  3. Между членами 7 и 35 поместить 6 чисел, которые 
с данными числами составили бы арифметическую прогрессию.

Из условия задачи следует, что ах=  7, ап =  35, п =  8. Тогда из 
формулы ап =  дх+  <і(п — 1) имеем

а  _  ап — °і _  35 7
/г — 1 ~  8— 1 ’
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Следовательно, находим прогрессию 7, И , 16, 19, 23, 27, 31, 35, где 
числа И , 15, 19, 23, 27, 31 искомые.

О т в е т .  11, 15, 19, 23, 27, 31.
З а д а ч а  4. Определить первый член, разность и число членов 

арифметической прогрессии, в которой ап =  55, Дг+ а* =  32,5;

5іь ~  412,5.
^2 Ч* “  32,5; (#1 &) (#і +  4с?) == 32,5;

516 =  412,5; І& ± .”Ц І1І? =  412,5.

После преобразований получаем систему уравнений

2 а Ъ(і — 32 5
\Ъаг +  1054 =  412,5, откуда <1 =  2,5; аг =  10.

Тогда

я =  < ^ + 1 = * ^ ° . +  1 =  19.

О т в е т .  10; 2,5; 19.

§ 76. Геометрическая прогрессия

Общие сведения. Геометрической прогрессией называется такая 
числовая последовательность, в которой каждое число, начиная со 
второго, равняется предшествующему, умноженному на одно и то же 
число, постоянное для этой последовательности.

Числа, составляющие прогрессию, называются ее членами. Гео
метрическую прогрессию записывают так:

ТГ 2̂* • • •

Общий член прогрессии обозначают через ип.
Число, на которое надо умножить любой член геометрической 

прогрессии, чтобы получить последующий, называется знаменателем 
геометрической прогрессии; он обозначается буквой

Отсюда следует, что частное от деления каждого члена геометри
ческой прогрессии на предыдущий равно знаменателю прогрессии. 
Знаменатель прогрессии может быть и положительным, и отрицатель
ным числом.

П р и м е р  1. Последовательность 8, —16, 32, —64, 128, —256, 
512, ... есть геометрическая прогрессия со знаменателем —2.

5
П р и м е р  2. Последовательность 20, 10, 5, у  , . . . ,4 0  •

1
есть геометрическая прогрессия со знаменателем у  •

Всякий член геометрической прогрессии, начиная со второго, 
равен первому члену, умноженному на знаменатель прогрессии в сте
пени, показатель которой равен числу членов, предшествующих опре
деляемому, т. е. выражается формулой

«я =  «I?"'1.
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Отсюда следует, что геометрическую прогрессию, у которой первый 
член а, знаменатель ц и число всех членов я, можно записать так:

ид, щ %............

Всякий член геометрической прогрессии связан с предыдущим 
и последующим ему членами зависимостью

=И /1-іИ П+і*
Во всякой геометрической прогрессии итип =  ипиді если т +

=  р +  д. В частности, если прогрессия имеет конечное число членов, 
то произведение двух членов, равноотстоящих от ее концов, равно 
произведению крайних членов.

Сумма членов геометрической прогрессии выражается формулой

5  =  “П! ~ ■?  (? +  О- «ли 3  =  ')•4 ч
Бесконечная геометрическая прогрессия, знаменатель которой 

по абсолютной величине меньше 1, называется бесконечно убывающей 
геометрической прогрессией. Например:

2 * 4
—0,5, —0,05, — 0,005, — 0,0005, . . .

_і_ _ _ і_  Л ___ 1_
3 ’’ 9 * 27* 81 ’ 243 9 * ' *

Суммой бесконечно убывающей геометрической прогрессии называют 
предел суммы п ее первых членов при бесконечном возрастании 
п (п -у  оо).

5  =  - ——-  =  І іт  (иг +  и2 -р • • • +  ««)•
|  —  Ц оо

Следовательно, сумма бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии равна частному от деления первого члена этой прогрессии 
на разность единицы и знаменателя прогрессии.

Задачи на геометрическую прогрессию. З а д а ч а  1. Определить 
первый член и сумму членов геометрической прогрессии, в которой

? =  -у  . П =  10, и10 =  7.

Согласно формуле Ыі0 =  ы,?9. Отсюда

«! =  ^  =  7 • 23 =  7 • 512 =  3584;

3584 7 • 3584 _^5
5  = ----------- р - і  =  =  2 • 3580,5 -  7161.

1 2 У
О т в е т .  3584, 7161.
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З а д а ч а  2. Найти геометрическую прогрессию, состоящую из
б членов, зная, что сумма трех первых ее членов равна 168, а сумма 
трех последних 21,

аі +  аг+  аз=  108;
#4+ <25+ 08= 21,

ИЛИ

Отсюда

а +  ад +  адг=  168; 
а?3+  ад4+  аф =  21.

а( \ +  д + д 2) =  168;
аф( 1 +  д +  (?2) =  21.

Значит, -і- =  8, 9 =  у  . Тогда а =  96.

О т в е т. “ 96, 48, 24, 12, 6, 3.
З а д а ч а  3. Найти три числа, образующие возрастающую гео

метрическую прогрессию, зная, что их сумма равна 26, сумма квадра
тов этих чисел 364.

Так как ад, я2> а3 образуют геометрическую прогрессию, то Ді= а, 
а2~  ад, о3=  адг. Тогда по условию имеем

а +  ад +  ад2=  26, 
а2+  а Ѵ +  а Ѵ =  364.

Решив систему, получим ді =  3, д2 =  -і- и я =  2. Так как про-
о

грессия возрастающая, то ее знаменатель равен 3.
О т в е т .  2, 6, 18.
З а д а ч а  4. Три положительных числа, дающие в сумме 21, 

составляют арифметическую прогрессию. Если к ним соответственно 
прибавить 2, 3 и 9, то полученные числа составят геометрическую про
фессию. Найти эти числа.

^ а ,  а +  й, а +  2(1.
~ а  2, о. +  сі +  3, а 2(і +  9.

Согласно условию, имеем а - \ - а - \ - с і - \ - а  +  2гі =  21, или За +  34 =  
=  21, или а +  <1 =  7;

о +  2й -|- 9 а +  (і +  3 
а -\~ й -\- 3 а 2

После преобразований получим гі2+  26, — 5а — 9 =  0. Так как 
а =  7 — сі, то 7& — 44 =  0; (іѵ— 4, — 11. Тогда й і=  3; 18.

Второе значение не удовлетворяет условию задачи, так как оно 
пршіодит к числам 18, 7 и —4, а последнее из них отрицательное. Сле
довательно, й =  4 и а =  3. Тогда имеем такие числа: 3, 77 И*

О т в е т .  3, 7, 11.
З а д а ч а  5. Сумма бесконечно убывающей геометрической про

грессии равна 12,5, а сумма первого и второго членов ее 12. Найти эту 
прогрессию.

По условию, 5  =  12,5; ых+  ы2=  12. Имеем:

« і + « 1 9 = 1 2 ;  12,5 =  "
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Исключив из этой системы получим квадратное уравнение. 

Тогда ? =  ±  у ; =  12 : (1 + ? ) =  10 или ых =  15.

Исторические сведения о прогрессиях. Прогрессии встречаются 
уже у математиков глубокой древности — в папирусе Ахмеса, у Архи
меда, у некоторых китайских математиков. Древние индийские мате
матики также знали арифметическую и геометрическую прогрессии, 
а Брахмагупта (628 г. н. э.) рассматривал, кроме того, последователь
ности, построенные из квадратов и кубов чисел натурального ряда.

Само слово «прогрессия» было введено римскими математиками, 
его употреблял, в частности, Боециус (510 г. н. э.). При этом 
математики древности связывали между собой понятия «пропорции» 
и «прогрессии». Прилагая к пропорциям наименования арифметиче
ской, геометрической и гармонической, они считали, что пропорция 
является ничем иным, как четырехчленной прогрессией. Большинство 
из них давало лишь формулу суммы прогрессии, причем без доказа
тельства; некоторые приводили также формулу для определения по
следнего члена арифметической прогрессии, также без доказательства. 
Правило для нахождения любого члена арифметической прогрессии 
было дано Карданом в 1539 г.

Формула для суммы членов геометрической прогрессии впервые 
в западноевропейской литературе встречается в книге Фибоначчи 
(1202 г.), затем ее приводит Пойербах (1460 г.). Формула эта для сумми
рования бесконечной прогрессии была обобщена французским матема
тиком Виетой в 1590 г.

§ 77. Метод математической ипдукции

Во многих разделах современной математики используется метод 
доказательства, который называется методом математической индук
ции. В его основе лежит следующая аксиома индукции: если некоторое 
утверждение справедливо для п — 1 и если из допущения справедливо
сти его для какого-нибудь произвольного натурального п =  к следует 
справедливость его и для п =  к +  1» то это утверждение справедливо 
для всякого натурального л.

П р и м е р  1. Доказать формулу общего члена арифметической 
прогрессии ап — ^ 4 “ (п — 1)гі.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Она верна для п — 1, так как тогда 
будет ах. Предположим, что формула верна для л =  к, т. е. а& =  
=  ах+  (к — 1 )<1. Тогда ак_^х =  аь +  й =  ах +  (к — \)й +  & =
=  ах+  М. Как видим, если формула верна для п =  к, То она верна 
и для п =  к +  1. Для л =  1 она верна. Следовательно, доказываемая 
формула верна при каждом натуральном значении л.

П р и м е р  2. Доказать, что при любом л
1 +  3 +  5 +  ... +  (2л — 1) =* п2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При л =  1 это равенство верно: 1 = 1 .
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Предположим, что оно верно при некотором произвольном к, 
т. е. что

1 +  3 + 5  +  ... + ( 2 к —  1) =  к \
Тогда, прибавив к обеим его частям одно и то же число 2/? +  1, 

получим
1 +  3 +  5 +  ... +  ( 2 А -  1 ) +  ( 2 Д +  1) =  Я2+  2 6 +  1,

или
1 +  3 +  5 +  ... +  (2Л — 1) +  [2 (к  +  1) — 1] =  (к  +  1)а.

*

Итак, рассматриваемое равенство справедливо при п &= 1, и из 
допущения справедливости его при п — к вытекает, что оно справед- 
ливо и при л =  & +  1. Следовательно, оно верно при каждом нату
ральном п.

Методом математической индукции можно доказывать и такие 
утверждения, которые при п =  1 не верны, но которые верны, начиная 
с некоторого натурального р , большего 1. При этом используют такое 
следствие из аксиомы индукции: если некоторое утверждение справед
ливо для п =  р и если из допущения справедливости его для какого- 
нибудь п =  к ^  р вытекает справедливость его и для п =  к +  1, 
то это утверждение справедливо для всех натуральных чисел, начиная 
с  р .

П р и м е р  3. Доказать, что при всех п !> 5 имеет место неравен -
ство

2* >  п2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При п — 5 это неравенство верно, так 
как 32 >  25.

Предположим, что при некотором произвольном 5 2 
тогда должно быть верным также неравенство 2* +  2 * > & 2 +  й2. Но 
так как 2* +  2к =  2*-И и при к ^  5 к2 >  2к +  1, то из предположения 
следует

2к +  1, или 2й* 1 >  (к +  I)2.

Как видим, если данное неравенство верно при п — к ^ Ь ,  то оно 
верно и при п = 6 + 1 .  При и =  5 оно верно. Следовательно, это 
неравенство справедливо при всех натуральных п ;>  5.

П р и м е р  4. Доказать, что при натуральных а и п > 2  число 
ап +  (а +  1)2«~3 делится на а2 +  а +  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если п ~  2, то ап +  (а +  1)2/1~3 =  а2 +  
+  0 + 1  делится на а2 +  а +  1.

Предположим, что <№ +  (а +  1)2*“~з делится на а2 +  а +  1, и дока* 
жем, что тогда о Н 1 +  (о +  1)2<Л-Н)“ 3 делится иа я2 +  а +  1. ,

Действительно, -|- (а +  1)2(Л+ 1Н 3 =  ак • а +  (а +  1)2*~3 (а +  
+  I)2 =  ак • а +  а • (а +  1)2*“3 +  (а +  1)**—3(д2 +  а +  1) =  а [сР +  

+  (а +  1)2*~3] +  (а +  I)2* - 3 (а2 +  а +  1).
Первое слагаемое полученной суммы делится на а2 +  а +  1 по 

предположению, а второе потому, что имеет множитель а2 +  я +  1. 
Поэтому и о**1 +  (д +  І)2̂ * 1)-8  делится иа д2+  д +  1.

Этим доказано, что если данное утверждение верно при п —к ^ 2, 
то оно также верно и при п = к  +  1. Кроме того, как показано выше, 
оно верно и при п =  2. Следовательно, это утверждение справедливо 
при всех натуральных а и я !> 2 .
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Иногда используют и такое следствие аксиомы математической 
индукции: если некоторое утверждение справедливо для п — р и если 
из допущения справедливости его для п ~  р и л =  & 4* I выте
кает справедливость его и для п =  к +  2, то это утверждение спра
ведливо для всех нат уральных л !> р.

П р и м е р  5. Доказать, что при всех натуральных п число

(і +  / 5 ) "  +  ( 1 - / 5  У
п 2 п

целое.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверим сначала справедливость этого 

утверждения для л, равных 1 и 2.

Если л =  1, т о « а = у ( 1 + Ѵ Г5 + 1  — і / о ) =  1 число целое.

Если л =  2, то ы„ =  - |- (6 - |-2 Ѵ Г5 +  6 — 2 ^ 5 )  = 3  — тоже целое.
Покажем теперь, что если это число целое при п — к и п — к +  

+  1, то оно также целое и при п — к 4*2. Очевидно, достаточно 
доказать, что ик 4* “ а+і =  так как сумма двух целых чисел —
число целое.

Ч  +  «*+! =  р  К1 +  Ѵ Ь ) к +  (1 -  Ѵ ь ) к] [(1 +  /1 )* + 1 +

+  (1 - /  5К+1] =  [(1 +  /5 )*  (2 +  1 +  /Г )  +  (1 -  /'5)* (2 +2&+і

+  1 _  /5 ) ]  =  [(1 +  /Г )*  0 + ^ 5)і!' +  (1 -  / 5 ?  X

. . ( 1 - / 5 ) 2 =  -р!рг [(1 +  /  5)*+“ +  (1 -  /  5)*+*] =  «*+2.

Итак, число ип целое при л =  1 и л =  2 и, кроме того, из допуще
ния, что оно целое при п = к  и л = 6  4* 1 следует, что оно целое и 
при п =  & 4~ 2. Значит, число ип целое при всех натуральных л.



III. Г Е О М Е Т Р И Я

ПЛАНИМЕТРИЯ

§ 1 . Предмет геометрии.
Краткие св ед ет  я о ее разлитии

В развитии геометрии (греческое — Земля и [летресо — измеряю) 
как математической науки о пространственных формах, размерах и 
соотношениях геометрических образов (фигур, тел) можно выделить 
четыре основные периода, характеризующиеся существенными каче
ственными изменениями.

Геометрия, как и всякая другая наука, возникла из практических 
потребностей человечества. Уже в древнем Египте, Вавилоне, Китае, 
Индии, Греции были известны многие геометрические факты и разра
ботаны правила геометрических измерений.

Начало первого периода в развитии геометрии установить очень 
трудно — оно теряется в глубине веков и только известно, что самые 
древние, дошедшие до нес работы по геометрии относятся к XVII веку 
до н.э. Этот период характеризуется накоплением фактов и установле
нием первых простейших зависимостей между геометрическими обра
зами.

В конце первого периода (примерно VI в. до н.э.) начальные 
сиедения из Египта и Вавилона были перенесены в Грецию, где посте
пенно они начали оформляться в стройную систему строго доказываемых 
фактов.

Во втором периоде (VI в. до н.э.— XVII в. н.э.) краеугольным 
камнем геометрии как математической науки явились «Начала» Эвкли- 
да*, которые выдержали уже сотни изданий и переведены на все основ
ные языки мира.

В этой фундаментальной научной работе, составляющей пятнадцать 
книг и написанной Эвклидом около 300 лет до н.э., геометрия была 
систематизирована и изложена так, как ее в основном представляют 
и теперь, ограничиваясь, конечно, лишь элементарной геометрией. 
В «Началах» Эвклида геометрия развита в логической последователь
ности на основании четко сформулированных основных положений — 
аксиом и основных пространственных представлений: точка, прямая 
линия, плоскость, геометрическое тело.

* «Начала*. Перевод с греч. и комментарии Д . Д. Морду хай-Бол товского, 
т. і—3, М .-Л., 1948-1950.
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На протяжении двадцати столетий второго периода геометрия 
Эвклида обогащалась новыми фактами и методами, сохранив с р о и  
основные принципы до наших дней.

Началом третьего периода в развитии геометрии можно считать 
XVII век. С этого времени, после введения в геометрию в 1637 г. фран
цузским ученым и философом Рене Декартом (1596—1650) метода 
координат и переменной величины, геометрия развивается особенно 
бурно. Появляются такие разделы, как геометрия аналитическая 
(свойства линий, поверхностей и соотношения между ними изучаются 
с помощью исследования соответствующих уравнений в некоторой, 
чаще всего прямоугольной декартовой системе координат), геометрия 
дифференциальная (геометрические образы исследуются с помощью 
методов высшей математики), геометрия начертательная, геометрия 
проективная и др. На этом этапе развития геометрия использует уже 
существенно новые методы исследования, позволяющие глубоко 
изучать гораздо более общие геометрические образы.

Известно, что пятый постулат Эвклида не может быть логически 
выведен из остальных его аксиом. Тщетные попытки доказать его про
должались многие сотни лет. Выдающийся русский ученый Николай 
Иванович Лобачевский (1792—1856), избрав принципиально новый 
подход к этой сложной проблеме, открыл и строго изложил основные 
идеи совершенно новой неэвклидовой геометрии, развитой в дальней
шем другими математиками и играющей большую роль как для самой 
геометрии, так и для других наук.

Четвертый период развития геометрии начинается со времени от
крытия Н. И. Лобачевским в 1826 году новой геометрии, содержащей 
в себе как частный случаи геометрию Эвклида.

Геометрия Лобачевского основывается на замене известного 
из школьного курса геометрии пятого постулата (аксиомы) Эвклида 
(через точку вне прямой на плоскости можно провести лишь одну пря
мую, параллельную данной) более общей аксиомой: через точку вне 
прямой и а плоскости можно провести хотя бы две прямые, параллель
ные данной прямой.

По установившейся традиций начнем изложение с планиметрии
(от лат. ріапит — плоскость и греч. ^етресо — измеряю), т. е. с раздела 
геометрии, в котором изучаются свойства фигур, расположенных 
в одной плоскости, а затем перейдем к геометрии в пространстве —
стереометрии (от греч. стереос— пространственный).

§ 2. Осноьиые понятия

Элементарная геометрия изучает простейшие геометрические 
свойства объектов трехмерного пространства, т. е. пространства, в ко
тором мы живем.

Первичные понятия — это такие простейшие понятия в матема
тике, которые нельзя определить с помощью еще более простых.

Геометрическое тело, поверхность, линия, точка являются про
стейшими геометрическими образами — это понятия первичные.

Представление о геометрическом теле дает любой предмет, если 
рассматривать лишь его форму и размеры. Геометрическое тело имеет 
три измерения.

Поверхность можно представить как общую часть двух смежных 
областей пространства или как бесконечно тонкий слой, который раз
деляет две смежные части пространства. Поверхность не имеет толщины.
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Линия представляется как общая часть (граница) двух смежных 
участков поверхности. В результате пересечения двух поверхностей 
мы получаем линию. Линия имеет лишь одио измерение — длину.

Точка отделяет смежные части линии.
Ясное представление о точках дают пересечения линий между 

собой и линий с поверхностью. Точка не имеет измерения.
Плоскость — частный вид поверхности, любая часть которой мо

жет быть совмещена с исходной плоскостью в любом ее месте как в пря
мом, так и в перевернутом виде (свойство прямого и перевернутого 
скольжения).

Никакая другая поверхность таким свойством не обладает. Напри
мер, часть сферической поверхности может скользить по этой же сфере, 
но без перевертывания. Часть эллипсоида вращения может скользить 
по этому эллипсоиду без перевертывания, но только в определенном 
направлении. В общем случае эллипсоидальная поверхность свойством 
скольжения не обладает.

Если через две точки плоскости провести прямую линию, то и 
все точки этой прямой будут находиться на плоскости. Прямая — част
ный вид линиіГ. Представление о ней дает пересечение двух плос
костей.

Свойства прямой:
1» Через всякие две точки пространства можно провести прямую 

и притом только одну.
2. Если две прямые наложены одна на другую так, что какие- 

нибудь две точки одной прямой совпадают с двумя точками другой 
прямой, то эти прямые совпадают и во всех остальных точках.

3. Две прямые могут пересекаться лишь в одной точке.
4. Прямая обладает свойством скольжения — любой ее участок 

может скользить в обе стороны прямой бесконечно. Этим же свойством 
обладает еще только одна линия — окружность. Однако свойства 1—3 
для окружности (полностью или частично не выполняются: через любые 
две точки пространства можно провести бесконечное число окружно
стей; две окружности могут иметь две общие точки, но не совпадать 
во всех остальных точках, две окружности могут соприкасаться в од
ной точке или пересекаться в двух точках.

Бесконечная прямая — прямая, продолжающаяся в обе стороны 
бесконечно. Обычно бесконечную прямую называют просто прямой.

Отрезок прямой — часть прямой, ограниченная с двух сто рой 
точками.

Луч или полупрямая — часть прямой, ограниченная лишь с одной 
стороны, т. е. часть прямой, выходящей из заданной точки и уходящей 
в бесконечность в данном направлении.

Ломаная линия — линия, образуемая отрезками прямых, не лежа
щих на одной прямой и расположенных так, что конец первого отрезка 
служит началом второго, конец второго — началом третьего и т. д. 
Отрезки прямых, образукш&х ломаную, называются сторонами (зве
ньями) ломаной. Точки стыка отрезков называются вершинами лома
ной. Ломаная линия называется выпуклой, если все ее звенья распо
ложены по одну сторону от каждого входящего в ее состав отрезка, 
продолженного неограниченно в оба конца. Ломаная называется 
замкнутой, если коицы ее сходятся в одну точку.

Точками самопересечения ломаной линии называются такие точки, 
в которых пересекаются ее звенья. Концы звеньев при этом не учиты
ваются.
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§ 3. Действия с отрезками

Равенство и неравенство отрезков. Два отрезка считаются ровными, 
если при наложении они совмещаются всеми точками.

Если на данном отрезке взять две точки, из которых хотя бы одна 
не совпадает с его концом, то отрезок, ограниченный этими точками, 
называется частью отрезка. Если один отрезок равен части второго, 
то говорят, что первый меньше второго, а второй больше первого.

Отрезок считается ориентированным, если обусловлены его начало 
и конец.

Сложение и вычитание отрезков. Сложением (вычитанием) отрез- 
ков называется графическая операция, с помощью которой на неко
торой прямой может быть построен отрезок, являющийся суммой сла
гаемых отрезков (или отрезок — разность отрезков уменьшаемого 
и вычитаемого). Сложение отрезков следует отличать от сложения 
длин отрезков. В результате сложения отрезков находим длину от
резка-суммы.

Суммой двух нли нескольких отрезков называется отрезок, по
строенный на некоторой прямой по слагаемым без их взаимного нало
жения и без промежутков между ними (стыковка отрезков).

Сумма отрезков обладает п е р е м е с т и т е л ь н ы м  и с о ч е 
т а т е л ь н ы м  свойствами.

Разностью двух отрезков называется отрезок, построенный путем 
наложения меньшего отрезка иа больший так, чтобы начала или концы 
их совместились.

П р и м е р  1. Найт^. (построить) отрезок АВ  +  NМ +РС 
где А В , ЫМ и — данные отрезки.

На произвольной прямой от некоторой точки Н откладываем в лю
бую сторону один из данных отрезков А В, ЛШ и Р р . Далее на этой же 
прямой откладываем любой из оставшихся отрезков так, чтобы один 
из его концов совместился с каким-либо из концов отложенного от
резка, но без наложения этих отрезков. Таким же образом поступаем 
со следующим отрезком.

П р и м е р  2. По данной сумме двух отрезков и одному из отрез
ков-слагаемых построить другой.

На отрезке-сумме от любого из концов отложим данный отрезок- 
слагаемое. Оставшийся отрезок будет искомым.

Умножение и деление отрезков на число. Умножить отрезок 
на целое положительное число п значит найти сумму п таких отрезков. 
Отрезок, полученный в результате, является отрезком-произведением.

Разделить отрезок на целое положительное число п значит найти 
такой отрезок, после умножения которого на число п получим данный 
отрезок.

Умножить отрезок иа положительную рациональную дробь

значит умножить этот отрезок на число т и полученный отрезок разде
лить па п частей.

Можно выполнить также сначала деление на п , а затем умножение 
на т -

П р и м е р  3. Построить отрезок У п  , где п => 2; 3; 4; ...
Выбрав произвольную единицу измерения, построим отрезок ААх-= 

=  1 и проведем А }А2 ±  ААХ, А іА г =  1. Соединив точки А и прово
дим А>А3 _1_ АА2і Л2Л3 =  1. Далее аналогично Л3Д4 _і_ ААѢ% А3А ! и т. д.
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Очевидно, что ААг =  1 /2 ,  АА3 — У д  , ЛЛ4 =  ] /  4, . . . , ЛЛ„ =
=  У  п . _

При построении отрезков вида а в качестве начального от
резка строим отрезок ЛЛі =  а и т. д. (рис. 96).

П р и м е р  4. Построить отрезок -|- Ь У  5, если даны отрез-
и '  2ки а и Ь.

Построим отрезки МИ =  а У  2 и РС} = Ь  У  5. Далее к половине 
отрезка ЫМ прибавляем отрезок Р($.

А»-і Аі „

Рис. 96.

Для быстрого построения отрезков вида а • — по заданному от-т%
резку а , т. е. для изменения длины заданного отрезка в данном от но- 
шении, существует специальный прибор — пропорциональный циркуль. 
Этот прибор состоит из двух равных по длине ножек с прорезями, даю
щими возможность изменять длину ножек, когда ослаблен скрепляю
щий винт (рис. 97).

Отношение расстояния между остриями верхних ножек к рас
стоянию между остриям» нижних ножек равно отношению длины 
верхних ножек к длине нижних. Поэтому, установив по шкале винт 
так, чтобы длины верхних и нижних ножек находились в данном отно
шении и измерив нижнимн ножками данный отрезок, получаем иско
мым, равный расстоянию между концами верхних ножек.

Особенно удобно пользоваться пропорциональным циркулем, 
когда необходимо измерять в одном и том же отношении большое коли
чество отрезков.

П р и м е р  5. Доказать, что если данный отрезок А В произвольно 
разделить точкой О на две части АО и 0 В Л го расстояние между середи
нами М к N отрезков АО и ОБ равно половине отрезка А В,

МЫ  =  МО  +  0Ы> МО  =  А М % о ы  =  Л/В

(по условию). Тогда
АВ =  АМ  +  МО +  ОМ +  МВ =  2(МО +  ОМ) =  2ММ; ММ=

=  -^А В .

Соизмеримые и несоизмеримые отрезки. Измерение отрезков осно
вано на утверждении, называемом аксиомой Архимеда:

Если даны два любых отрезка А В и СО (А В >  СО), то и а прямой 
А В можно от точки А отложить отрезок СО последовательно столько
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раз, что получится отрезок А N , больший или равный отрезку А В , 
т. е. можно найти такое целое число я, при котором будут выполнены 
неравенства п СИ ;>  АВ> (п — 1 )СО <  А В.

Это очевидное утверждение доказано быть не может и принято 
в качестве аксиомы.

Общей мерой двух отрезков называется отрезок, который содер
жится в каждом из данных целое число раз (без остатка).

Не всякие два отрезка имеют общую меру, например сторона и 
диагональ квадрата ее не имеют. Два отрезка, имеющие общую меру, 
называются соизмеримыми, а не имеющие ее — несоизмеримыми.

Длина отрезка. Измерить отрезок, соизмеримый с некоторым от
резком, принятым за единицу длины, значит узнать, сколько раз в нем 
содержится эта единица или какая-нибудь часть (доля) ее. Число, полу
чаемое в результате измерения, определяет длину отрезка. Таким 
образом, длиной отрезка, соизмеримого с единицей длины, называется 
число, на которое надо умножить единицу длины, чтобы получить дан
ный отрезок. Это число рациональное.

Если отрезок несоизмерим с единицей длины, то поступают так: 
от начальной точки данного отрезка откладывают на нем последова
тельно отрезок, равный единице длины, такое целое число ах раз, чтобы 
разность (остаток) между данным отрезком и произведением единицы 
длины на ах была меньше единицы длины. Затем на остатке откладыва
ют 1/10 единицы длины такое целое число аг раз, чтобы разность между 
данным отрезком и произведением единицы длины на десятичную дробь 
аІУ а была меньше 1/10 единицы длины. Теоретически этот процесс 
никогда не закончится, так как отрезок несоизмерим с единицей. Сле
довательно, получится бесконечная десятичная дробь, для вычисления 
любого десятичного знака которой указано правило. Она не может 
быть периодической, потому что в противном случае ее можно было бы 
привести к простой дроби и данный отрезок оказался бы соизмеримым 
с единицей. Построенная бесконечная дробь и называется длиной дан
ного отрезка, несоизмеримого с единицей. Это число иррациональнее. 
Числа а1% аг; аи а ^а г  и т. д. называются приближенными значениями 
длины отрезка с точностью до 1; 0,1; 0,01 и т. д. Например, длина диа
гонали квадрата со стороной единица выражается иррациональным
числом 1/2" =  1,41421356237309...

Отношение отрезков. Отношением двух отрезков называется отно
шение их длин, измеренных с помощью одной и той же единицы длины.

АВ
Если отрезки А В и СО имеют длины т и п , это записывают так: ^  =  

т 0=  —.В  частности, отношение отрезка к единице длины численно равноАТ
длине отрезка. Отношение двух отрезков не зависит от единицы изме
рения.

Равенство двух отношений называется пропорцией. Две пары от
резков называются пропорциональным и у если отношение отрезков 
одной пары равно отношению отрезков другой пары.

Отрезок а называется средним пропорциональным отрезком Ь и с,
если
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П р и м е р  6. Отрезок длиной 24 см разделен на три равные 
части. Найти расстояние между серединами первой и третьей частей.

Расстояние между серединами первой и третьей частей будет равно 
длине отрезка без суммы длин двух половин третьей части всего отрез
ка, т. е. равно длине всего отрезка без его третьей части. Следовательно,

расстояние между указанными серединами равно 24 с м ----- -^см = 16  см.

§ 4. Деление отрезка в заданном отношении

Делением отрезка А В некоторой точкой N в данном отношении —
называется такое деление, при котором отношение образующихся 
в результате отрезков АЫ и ВЫ равно данному отношению, т. е. имеет 
место пропорция

АЫ _  т 
ВЫ ~ ~ п '

Деление в заданном отношении называется внутренним, если 
точка N  лежит внутри отрезка А В, и внешним — если точка N лежит 
на продолжении отрезка А В (рис.
98, а). Л _  Л

П р и м е р .  Данный отрезок
А В разделить внешним образом ^ ^  
в отношении .

Проводим через точку А произ
вольную прямую и на ней от точки А 
откладываем отрезок АС  =  За, где 
а — произвольный отрезок. Далее Рис. 98.
от точки С в сторону точки А откла
дываем отрезок СЕ) =  2а (рис. 98,6).

Проводим отрезки Г)В и СИ || ОВ. Точка Ы и будет искомой> 
т. е. она делит по определению данный отрезок А В внешним образом 
в заданном отношении, так как

АЫ =  АС За _  3_
ВЫ ОС ~  2а “  2 •

§ 5. Деление отрезка в среднем и крайнем отношении.
Золотое сечение

Делением отрезка А В точкой N е среднем и крайнем отношении 
называется такое деление, при котором полученные после деления от
резки удовлетворяют равенству

АЫ : ВЫ =  А В  : АЫ,

т. е. отрезок АЫ является средним пропорциональным между отрез
ком ВЫ и всем отрезком А В.
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Отрезок А N І удовлетворяющий этому условию, определяется по 
данному отрезку А В  с помощью формулы

АЫ =  АВ,

полученной из квадратного относительно ЛУѴ уравнения
ЛУѴ2=  АВ(АВ —  ЛЛО.

Отношение
ЛАГ / 5 — 1 
АВ “  2 0,618

имеет замечательное свойство, подмеченное еще в древности: предмет, 
картина, скульптурная композиция, здание или его отдельные части,

вписывающиеся в прямоугольник с таким 
ѣ' отношением сторон, способствуют наибо

лее четкому и легкому, приятному для 
глаз, восприятию форм даже на большом 
расстоянии, что и использовалось в ар
хитектуре, живописи и т. д. В теории 
музыки отношение длин струн, равное

'§■_і ) , создает гармонический ак

корд.
В связи с этим деление отрезка в среднем и крайнем отношении 

часто называют золотым сечением.
П р и м е р .  Построить точку Ы, которая разделяет данный отре

зок А В в среднем и крайнем отношении.

Восстановим перпендикуляр ВО, равный АВ  (рис. 99). Из

конца А отрезка А В проведем луч А К через точку О. Радиусом ВИ 
из точки й  как центра опишем дугу до пересечения с лучем А К в точке С. 
Затем из точки А как центра радиусом АС проведем окружность до 
пересечения с отрезком АВ  в точке N. Точка N будет искомой.

§ 6. Гармопическая группа точек.
Гармоническое разделение

Группа из четырех точек А , А1, В, \ !, лежащих на одной прямой, 
называется гармонической, если отрезки АМ , АМ, ВМ и В N состав
ляют пропорцию (рис. 100)

А М _  АЫ 
ВМ  ~  ВМ •

А М В N 
Рис. 100.

Из определения гармонической группы точек следует, что точка 
делит отрезок А В внутренним образом, а точка N делит А В в том же



отношении внешним образом. Такое разделение точек А и В точками 
Л1 и М называется гармоническим разделением. При этом, если точки 
М и N гармонически разделяют точки А и б , то точки А и В гармони
чески разделяют точки М  и N. Точки М и N называются гармонически 
сопряженными относительно точек А и В (и наоборот).

П р и м е р .  Даны три точки Л, В и М, лежащие на одной прямой. 
Построить четвертую, гармоническую 
к ним точку УѴ, т. е. такую точку УѴ, 
которая вместе с данными образовала 
бы гармоническую группу.

Через точку А проведем произ
вольный луч и на нем от точки А 
отложим отрезок АС =  АМ  (рис. 101).
Далее от точки С в сторону точки Л 
отложим отрезок СО =  В М . Соединим
точки В и О и проведем СМ || ІЮ. Точка N будет искомой. Дейст-

А V АС
вителыю, А  АСМ со Д  ЛВО; следовательно, ~  ^  Д7)  ̂

Образуем производную пропорцию

АМ АС
АІ\1 — АВ  ЛС — ЛО *

Поскольку ЛіѴ — АВ — ВМУ АС  — ЛО =  АС  — (АС — ОС) =
=  ОС — В М У то можно производную пропорцию записать так: АМ ! 
: ВМ =  АМ  : В М . Следовательно, точка N является гармонически 
сопряженной с данной точкой М  относительно точек А и В.

§ 7. Аксиоматика. Определепия. Теоремы.
Доказательства

9 9

Аксиома (от греческого а і ю ^ а  — уважение, авторитет) — мате
матическое предложение, принимаемое без доказательства.

К системе аксиом, рассматриваемых как исходные предложения 
при построении той или иной математической теории, предъявляются 
требования непротиворечивости, независимости и полноты.

Система аксиом называется непротиворечивой, если из нее нельзя 
логически вывести два взаимно исключающих друг друга предложения.

Система аксиом называется независимой, если никакая из аксиом 
этой системы не является следствием других аксиом этой системы.

Непротиворечивая и независимая система аксиом является полной, 
если она достаточна для построения.той или иной математической тео
рии. Строгое определение полноты системы аксиом выходит за рамки 
элементарной математики.

В настоящее время в геометрии принята система аксиом, состоя
щая из пяти групп. Классификация аксиом геометрии была предложена 
немецким математиком Давидом Гильбертом (1862— 1943) в 1899 г.

П е р в а я  г р у п п а  а к с и о м  состоит из шести аксиом соеди- 
нения:

1. Две точки определяют только одну прямую.
2. На каждой прямой лежит не менее двух точек. Существуют по 

крайней мере три точки, ие лежащие на одиой прямой.
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3. Через три точки, не лежащие на одной прямой, можно провести 
плоскость и притом только одну.

В каждой плоскости лежит по крайней мере одна точка.
4. Если две точки прямой лежат а некоторой плоскости, то и все 

точки ее лежат в той же плоскости.
5. Если две плоскости имеют одну общую точку, то оии имеют 

еще хотя бы одну общую точку.
6. Существуют по крайней мере че

тыре точки, ие лежащие на одной плос
кости.

П р и м е р  1. Сколько различных 
прямых можно провести через 4 произ
вольно расположенные на плоскости точ
ки? Через 10 точек? Через п точек?

Каждая пара точек определяет одну 
прямую. Две пары точек являются раз
ными, если они отличаются хотя бы одной 
точкой. Разные две пары точек определя

ют две различные прямые. Следовательно, количество прямых, опре
деляемых 4-мя точками, равно числу сочетаний из 4-х элементов по 2 
(рис. 102):

г 2  ^  • 3  а
С, =  - о -  =  6,

Число прямых, определяемых 10-ю произвольными точками,

г 2 10 * 9
с іо -  ~ т ~ = 4 5 '

Для п произвольны к точек получаем

«2 л (п — 1) . %Сп ~  ■■■ ■■ ^— - (прямых).

В т о р а я  г р у п п а  а к с и о м  состоит из четырех аксиом 
порядка:

1. Если точка В лежит на прямой между точками А и С, то Л, 
В и С — различные точки прямой и В лежит также между С и А.

2. При данных двух точках Л и В на примой линии существует 
по крайней мере одна такая точка С, что В лежит между Л и С.

3. Из трех данных точек на прямой не более чем одна лежит между 
двумя другими.

4. Если в данной плоскости даны треугольник ЛВС и какая-нибудь 
прямая /, не проходящая через одну из его вершин и пересекающая 
сторону Л В, то эта прямая непременно пересечет одну из двух других 
сторон АС или ВС.

А к с и о м ы  т р е т ь е й  г р у п п ы  называются аксиомами 
конгруэнтности (от латинского сопдгиепв— совпадающий, согласован
ный; в геометрии — равный). К третьей группе относятся пять аксиом:

1. На любой прямой от любой ее точки можно отложить отрезок, 
равный данному.

2. Два отрезка, равные третьему, равны между собой.
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3. Пусть А, В, С — точки одной прямой и К, I ,  М  — также точки 
одной прямой. Пусть, кроме того, АВ  =  КЬ, ВС =  1*М. Если отрезки 
АВ  и ВС, а также КІ* и ЬМ  не имеют общих точек, то АС КМ.

4. От любой точки дайной, прямой по данную сторону можио по
строить один и только один угол, равный данному. Каждый угол равен 
самому себе.

5. Если в двух треугольниках АВС  и КЬМ стороны А В =  /(/,, 
АС  =  КМ  и ^  ВАС  »  ^  1./СЛ1, то ^  ЛВС =  ^  К Ш .

К ч е т в е р т о й  г р у п п е  а к с и о м  относится лишь одна 
аксиома о параллельности прямых: через данную точку в данной 
плоскости можио провести не более одной прямой, параллельной 
данной.

П я т а я  г р у п п а  а к с и о м  состоит из двух аксиом непре
рывности прямой. Одна из них, называемая аксиомой Архимеда, была 
сформулирована в § 3.

Вторая аксиома непрерывности называется аксиомой линейной 
полноты (точки прямой линии образуют такую систему точек, которую 
нельзя дополнить новыми точками без нарушения ранее установленных 
аксиом) и лежит в основе взаимнооднозначного соответствия между 
множеством точек на числовой прямой и множеством вещественных 
чисел.

Определение — четкая формулировка того или иного математиче
ского понятия.

Доказательство — рассуждение, в ходе которого строго устанавли
вается истинность или ложность утверждения.

Теорема — математическое предложение, истинность которого уста
навливается путем доказательства.

Формулировка всякой теоремы содержит две части: заключение 
теоремы и условие, при котором это заключение имеет место.

Простой теоремой называется теорема, содержащая лишь одно 
условие и одно заключение.

Сложная теорема — это теорема, содержащая несколько условий 
или заключений..

Лемма — вспомогательная теорема.
Обратная теорема — это теорема, в которой условием является 

заключение, а з г  івие дайной теоремы. Например:

сумма квадратов его катетов равна квадрату гипотенузы.
О б р а т н а я  т е о р е м а .  Если в некотором треугольнике 

сумма квадратов двух сторон равна квадрату третьей стороны, то такой 
треугольник прямоугольный.

П р о т и в о п о л о ж н а я  т е о р е м а  — это теорема, условие 
и заключение которой являются отрицаниями условия и заключения 
данной теоремы.

Например, т е о р е м а ,  п р о т и в о п о л о ж н а я  т е о р е м е  
П и ф а г о р а ,  может быть сформулирована так: если треугольник 
не прямоугольный, то квадрат любой его стороны не равен сумме ква
дратов двух других сторон.

Необходимости в доказательстве этой теоремы нет, так как для 
треугольника, не являющегося прямоугольным, доказаны теоремы
о сторонах, лежащих против тупого и острого углов.

Прямая и обратная, а также прямая и противоположная теоремы 
являются соответственно взаимнообратными и взаимнопротивополож
ными.

П р я м а я треугольник прямоугольный, то
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Отметим, что не для всякой теоремы верна обратная, но для всякой 
прямой теоремы всегда верна обратная противоположной. В такой же 
зависимости находятся обратная и противоположная теоремы. Напри
мер:

1. П р я м а я  т е о р е м а .  Если центральные углы равны, то и 
соответствующие им дуги равны (теорема верна).

О б р а т н а я  т е о р е м а .  Если две дуги окружности равны, 
то и соответствующие им центральные углы равны (теорема вериа).

П р о т и в о п о л о ж н а я  т е о р е м а .  Если центральные 
углы не равны, то и соответствующие им дуги не равны (теорема верна).

О б р а т н а я  п р о т и в о п о л о ж н о й  т е о р е м а .  Если 
две дуги окружности не равны, то и соответствующие им центральные 
углы не равны (теорема верна).

2. П р я м а я  т е о р е м а .  Если стороны двух острых углов 
перпендикулярны, то эти углы равны (теорема верна).

О б р а т н а я  т е о р е м а .  Если два острых угла равны, то их 
стороны перпендикулярны (теорема неверна).

П р о т и в о п о л о ж н а я  т е о р е м а .  Если стороны двух 
острых углов не перпендикулярны, то эти углы не равны (теорема 
неверна).

О б р а т н а я  п р о т и в о п о л о ж н о й  т е о р е м а .  Если 
два острых угла не равны, то их стороны не перпендикулярны (теорема 
верпа).

§ 8. Необходимые и достаточные условия

Если примая и обратная теоремы верны, то их можно сформули
ровать в виде одной теоремы, используя понятие необходимости и до
статочности. Понятие о необходимом и достаточном условии для выпол
нения какого-либо верного утверждения (теоремы, суждения) является 
одним из важнейших в математике.

Необходимое условие — всякое условие, без выполнения которого 
данное утверждение неверно. Например:

1. Чтобы четырехугольник был квадратом, необходимо, чтобы его 
диагонали были взаимно перпендикулярны.

Очевидно, что приведенное условие необходимо, но далеко не 
достаточно, так как при этом условии существует бесконечно много 
форм четырехугольников, не являющихся квадратами.

2. Чтобы четырехугольник был квадратом, необходимо, чтобы его 
диагонали были равны.

Данное условие необходимо, ио не достаточно, так как этому усло
вию удовлетворяют не только квадраты, но и прямоугольники.

Для выполнения какого-либо утверждения можно указать не
сколько необходимых условий. Например, для того чтобы четырех
угольник был квадратом, выполнение обоих приведенных выше усло
вий необходимо, но не достаточно.

Достаточное условие — всякое условие, из которого следует, что 
утверждение справедливо. Например, если стороны четырехугольника 
равны, то такой четырехугольник — параллелограмм. Это условие 
достаточное, но не является необходимым, так как и без его выпол
нения четырехугольник может быть параллелограммом.

Для выполнения какого-либо предложения может существовать 
не одно, а несколько достаточных условий. Например, если диагонали
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четырехугольника взаимно перпендикулярны и в точке пересечения 
делятся пополам, то такой четырехугольник — ромб.

Приведенное условие является необходимым и достаточным, так 
как, если четырехугольник есть ромб, то легко доказать, что его диа
гонали взаимно перпендикулярны и делятся в точке пересечения по
полам (доказательство необходимости условия); если же дано, что диа- 
го пали перпендикулярны и делятся в точке пересечения пополам, то 
и в этом случае легко доказать равенство сторон четырехугольника, 
т. е. то, что четырехугольник есть ромб. Поэтому приведенное утвер
ждение можно также сформулировать следующим образом: чтобы четы
рехугольник был ромбом, необходимо и достаточно, чтобы его диаго
нали были перпендикулярны и в точке пересечения делились пополам.

Отметим, что утверждение может быть справедливо при. выпол
нении нескольких необходимых и достаточных условий. Например, 
для того чтобы четырехугольник был прямоугольником, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось одно из следующих требований: 

диагонали должны быть равны и в точке пересечения делиться 
пополам;

все углы должны быть прямые.
Необходимое и дбстаточное условие называют также необходимым 

и достаточным признаком.
В формулировках теорем выражение «необходимо и достаточно» 

часто заменяется одним из выражений «тогда и только тогда», «те и 
только те», «в том и только в том случае, если» и др.

§ 9. Углы

Основные определения. Плоский угол — фигура, образованная 
двумя лучами или отрезками, выходящими из одной точки. Лучи или 
отрезки, образующие угол, называются сторонами угла, а точка, из 
которой они выходят, вершиной угла. Угол обозначается специальным 
значком и буквой, поставленной у его вершины или внутри угла, 
а также тремя большими буквами, из которых средняя та, которая 
ртоит у вершины угла. Например, /1  А, а ,  РО(? и т. д.

Плоскость разделяется сторонами угла на внутреннюю область 
угла и внешнюю.

Два угла называются равными, если при наложении они совпадают. 
Если стороны углов образованы отрезками, то при равенстве углов 
равенство сторон может не соблюдаться.

Развернутым углом называется угол, одна сторона которого явля
ется продолжением другой.

Два угла, имеющие общую вершину и общую сторону, называются 
прилежащими, если их внутренние области не покрывают одна другую.

Смежными углами называются два прилежащих угла, не совпадаю
щие стороны которых образуют прямую.

Чтобы построить угол, смежный данному, нужно одну из сторон 
данного угла продолжить за его вершину.

Если два смежных угла равны между собой, то каждый из них 
называется прямым.

З а д а ч а  І. Доказать, что если угол, равный полуразности смеж
ных углов, вычесть из прямого угла, то получится меньший из смеж
ных углов.
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Обозначим меньший из смежных углов через а . Другой смежный 
угол при этом равен 180® — а . Пол у разность смежных углов равна

у  К180' о) — о] =  90° — а.

Рис. 103.

Вычитая эту полу разность из прямого угла, получим в результате 
угол а ,  что и требовалось доказать.

Вертикальные углы — такие два угла, у которых стороны одного 
являются продолжением сторон другого. Вертикальные углы обра

зуются при пересечении двух пря
мых.

Перпендикулярные прямые — 
такие две прямые линии, которые 
при пересечении образуют равные 
вертикальные либо смежные углы 
(либо прямые вертикальные углы)і 

Действия с углами. Если вер
шину и сторону одного угла совмес
тить с вершиной и стороной второго 
угла, а другие стороны этих углов 
разместить по одну сторону от 
совмещенной, то:

а) первый угол меньше второго, если несовмещенная сторона его 
находится внутри (во внутренней области) второго угла;

б) первый угол больше второго, если несовмещенная сторона 
его находится во внешней области второго угла.

Если вершину и сторону одного угла совместить с вершиной и сто
роной второго угла так, чтобы их внутренние области не накладыва
лись, то образованный несовмещенными сторонами угол называется 
суммой данных углов (рис. 103). Сумма нескольких углов определяется 
аналогично.

Сумма углов обладает п е р е м е с 
т и т е л ь н ы м  и с о ч е т а т е л ь 
н ы м  свойствами.

Разность углов, умножение и деление 
угла на число определяется аналогично 
соответствующим понятиям для отрезков.

Биссектриса угла — луч, исходящий 
из вершины угла и делящий угол на две 
равные части (пополам).

З а д а ч а  2. Доказать, что прямая, проведенная через вершину 
угла перпендикулярно к его биссектрисе, есть биссектриса угла, 
смежного с данным.

Обозначим через ВИ биссектрису угла ЛВС . Проведем прямую 
В і  ±  ВЭ (рис. 104). Если ^  й В С  =  /1  й В Л ,  то /1  А В І  =  90° —
— йВС , а ^  А1В1 =  180° — (90° +  /1  ВВС) =  90° — /1  О ВС.
Следовательно, N В ^  =  ^  А В Ь % т. е. прямая ВЬ — биссектриса 
угла АВЫ, смежного с углом АВС , что и требовалось доказать.

Таким образом, биссектрисы смежных углов взаимно перпендику
лярны.

Биссектрисы вертикальных углов являются продолжением друг, 
друга.
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Измерение углов. Мерой угла служит величина поворота луча 
ОА вокруг точки О как центра вращения.

Полным углом называется угол, полученный при одиом полном 
обороте луча О А- Точка А при этом опишет окружность радиуса ОА.

Половина полного угла составляет развернутый угол. Четвертая 
часть полного угла составляет прямой угол. Один радиан — это такой 
центральный угол, дуга которого равна радиусу окружности. Обозна
чается радиан сокращенно — рад.

Поворот луча ОА на 1 рад — это такой поворот, при котором 
точка А описывает дугу, равную по длине отрезку О А. Следовательно, 
в полном обороте 2тс радианов.

Развернутый угол содержит тс == 3,141592653589... рад, а прямой 
к  лугол содержит ^  рад.

Широко распространена также градусная система измерения 
углов.

Один градус (1° — единица измерения углов в градусной системе) — 

это угол, составляющий ^  часть полного угла. Дуга центрального

ю 1угла в 1 составляет часть дуги окружности.

Одиа минута (Г) составляет ^  часть градуса.

Одна секунда (Г) составляет ^  часть минуты, или часть
градуса.

Слово «минута» происходит от латинского тіпиіиз — уменьшенный, 
малый, что в данном случае означает более мелкую часть градуса, 
а слово «секунда» происходит от латинского зесипАа — второй, т. е. 
второе (еще меньшее) деление градуса.

В полном обороте 360°, что эквивалентно 2% рад.
Следовательно,

180°
1 рад =  —  «  57° 17' 45",И

1° =  щ  рад »  0,017453 рад,

тс

180 - 60 ;60 Л 0*00000485 рад.

Переход от градусного измерения к радиаиному и обратно осу
ществляется соответственно по формулам:

=  9° _ о ^  ‘ У радиан
?раДМ8 280“ "радиан’ ?°  = -----“

радиан

Развернутый угол содержит 180°. Прямой угол содержит 90е. 
Острым углом называется угол, содержаний меньше 90°; тупым 

углом называется угол, содержащий больше 90°, но меньше 180°.
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Для измерения углов и дуг в простейших случаях применяется 
прибор, называемый транспортиром.

З а д а ч а  3. Доказать, что если два угла не равны, то и смежные 
их углы не равны, причем большему углу соответствует меньший смеж
ный угол.

Пусть а  >  -4 0. Обозначим через <4 и <4 (Зх соответственно 
смежные угли углов а  и (3, тогда

<4 ах =  180° — <4 а ;  <4 Рі =  180° — <4 р.
При равенстве уменьшаемого та разность меньше, где вычитаемое 

больше; следовательно,
■4 Щ <  -4 Рі.

Отметим, что при радианном измерении углов слово радиан обычно
ТС

опускают и, например, говорят, что прямой угол равен .

§ 10. Параллельные прямые

Параллельными называются прямые, которые лежат в одной плос
кости и не пересекаются.

Параллельность прямых обозначается знаком || . Например, 
если прямые АВ  и СО параллельны, то пишут А В || СО. Параллель- 
ность трех прямых А В, СО и М И  можно записать так: А В || СО || М N.

Совокупность всех прямых линий, проходящих через заданную 
точку, называется пучком прямых.

Совокупность всех параллельных между собой линий называется 
пучком параллельных прямых.

Параллельные прямые обладают следующими свойствами:
1. Все точки одной из двух параллельных прямых равноудалены 

от другой.
2. Все прямые, параллельные некоторой прямой /, параллельны 

между собой.
3. Принято считать, что две параллельные прямые составляют 

угол, равный нулю.
4. Все прямые, лежащие в одной плоскости, и перпендикулярные 

к одной и той же прямой, параллельны между собой.
5. Если прямая перпендикулярна к одной из пучка параллельных 

прямых, то она перпендикулярна и ко всем остальным прямым этого 
пучка.

6. Если прямые перпендикулярны к двум параллельным прямым, 
то их отрезки, заключенные между параллельными прямыми, равны.

7. Если ряд параллельных прямых пересекает стороны угла, то 
на сторонах этого угла отсекаются пропорциональные отрезки

ОА ОВ ОС ОЫ
ОАх ~  ОВх ~  ОСх ~  ОЫх *

8. Если две параллельные прямые М И  и пересекаются ря
дом прямых, проходящих через точку О, то эти прямые рассекаются 
на пропорциональные части (рис. 105)

А В ВС СО
А &  ~  ВІС1 ~  С,і>х “ Т‘ Д‘
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Если две параллельные прямые пересечь третьей, то образуются восемь 
углов (рис. 106).

К Соответственные углы ( / .  1 и 5, а также 4 и 8). Соот
ветственные углы попарно равны.

2. Внутренние накрестлежащие углы (^/ 3 и 5, а также 4 
и 6). Эти углы попарно равны.

3. Внешние накрестлежащие углы ( / .  1 и ^ 7 ,  / _ 2  и /1 8 ) .  Эти 
углы также попарно равны.

Рис. 105

4. Внутренние односторонние углы ( / .  4 и 5, а также 3 и 6). 
Односторонние углы попарно в сумме составляют 180°.

5. Внешние односторонние углы 1 и 8, а также 2 и 7). 
Эти углы попарно в сумме также составляют 180°.

Имеют место и обратные утверждения, а именно:
Две прямые параллельны, если при пересечении этих прямых 

третьей прямой окажется, что:
]) какие-нибудь соответственные углы равны, или
2) какие-нибудь накрестлежащие углы равны, или
3) сумма каких-нибудь двух внутренних или двух внешних одно

сторонних углов равна 180°.
Углы с соответственно параллельными сторонами между собой 

равны, если оба они острые или оба 
тупые.

Углы с соответственно параллель
ными сторонами составляют в сумме 
180°, если один из них острый, а дру
гой тупой.

Углы с соответственно перпендику
лярными сторонами равны между со
бой, если они оба острые или оба 
тупые и составляют в сумме 180°, и при 
этом один из них острый, а другой 
тупой.

З а д а ч а  1. Доказать, что биссектрисы внешних или внутренних 
односторонних углов при параллельных прямых взаимно перпендику
лярны, а соответственных или накрестлежащих углов параллельны.

Пусть биссектрисы внутренних односторонних углов ВКЬ и ОІ.К  
пересекаются в точке N  (рис. 107). Через точку ^ проведем І М  || /СМ, 
тогда 2- М.1.Ы =  90°, как угол между биссектрисами смежных углов 
(см. §9, задача 2). П оскольку/. К Ы і  и /1  ЛШѴ являются односторон
ними углами при параллельных Л ІІ и КЫ и секущей ІЛѴ, то их сумма 
равна 180°, т.е.

КМ І +  /1  МЬЫ =  /1  /СУѴІ, +  90° =  180°*

Рлс. 107.
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Следовательно, 21 КЫЬ =  90° и первая часть сформулированного 
в условии задачи утверждения доказана.

Переходим к доказательству второй части. Биссектрисы внутрен
них (или внешних) накрестлежащих углов АКЪ  и ОЬК  делят каждый 
из них пополам. Так как внутренние накрестлежащие углы равны, 
то равны будут и их половины, т. е.

/  мкь =  /  /и ж

Но углы МКЬ  и /(ХУѴ в свою очередь являются внутренними накрест - 
лежащими углами для прямых М К  и ЬЫ и секущей ЬК\ следовательно, 
МК  11 что и требовалось доказать.

З а д а ч а  2. Доказать, что перпендикуляр, восставленный 
из произвольной точки, взятой на стороне острого угла, обязательно

пересекает другую сторону этого угла.
Возьмем на одной из сторон острого угла 

КОІ произвольную точку N и восстановим 
АШ  X ОЬ (рис. 108).

При пересечении прямой ОЬ прямых ОК 
л ,  , „ и NМ  образовались внутренние односторонние

N і  углы КОІ и М N О, причем/. КОЬ+/_М!\ІО<^ 
■<180°, так как КОЬ •< 90° (по условию), 

Рис. 108. а Діуѵо =  90° (по построению). Следователь
но, прямые ОК и ИМ  не являются параллель

ными по аксиоме о параллельных прямых. Точка их пересечения рас
положена по ту же сторону секущей 0 1 % по которую расположены 
внутренние односторонние углы КОЬ и ^  МИО.

Используя приведенное доказательство, можно также доказать, 
что перпендикуляр к некоторой прямой пересекается со всякой пря
мой, не перпендикулярной данной. Можно ли доказать это утвержде
ние, если угол КОЬ будет прямым или тупым?

У п р а ж н е н и я .  1. Доказать, что два перпендикуляра, восста
новленные к каждой из сторон произвольного угла, пересекаются.

2. Доказать, что неограниченно продолженная прямая линия 
не может не пересекать хотя бы одной стороны произвольно взятого 
угла, лежащего в той же плоскости, если она проходит через точку, 
находящуюся внутри него.

м,

л  ^

§ 11. Многоугольпики

Многоугольник — фигура, образованная на плоскости замкнутой 
ломаной линией. Говорят также, что многоугольник — часть плос
кости, ограниченная замкнутой ломаной линией. Звенья ломаной 
называются сторонами многоугольника. Точки, в которых сходятся 
два соседних звена, называются вершинами многоугольника. Углы, 
внутренняя область которых принадлежит многоугольнику и которые 
составлены двумя соседними сторонами, называются внутренними 
углами многоугольника. Углы, смежные с внутренними углами много
угольника, называются его внешними углами, т. е. внешний угол — 
это угол, образованный стороной многоугольника и продолжением 
соседней стороны.

Каждому внутреннему углу ставится в соответствие только один 
внешний угол многоугольника.
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Сумма длин всех сторон многоугольника называется его перимет
ром и обозначается буквой Р или 2р, где р — яолу сумма всех его сто
рон (полу периметр) .

Многоугольник называется выпуклым, если он расположен по 
одну сторону от любой своей стороны, неограниченно пррдолженной.

Простым многоугольником называется такой многоугольник, 
контур которого не имеет самопересечений.

Если стороны многоугольника имеют самопересечения (рис. 109), 
он называется непростым (звездчатым).

Сумма внутренних углов всякого простого многоугольника равна 
тс (п — 2) радианов, т. е. 2сЦп — 2).

Сумма внешних углов выпукло
го многоугольника равна 2тс радиа
нов, т. е. М.

Два многоугольника называют
ся равными, если их можно сов
местить наложением.

В зависимости от числа углов 
(сторон) многоугольник называется 
треугольником, четырехугольни
ком, пятиугольником и т. д.

Многоугольник называется пра- 
вильныму если все его стороны 
и все углы равны между собой.

Многоугольник также часто называют я-угольником, где п — число 
сторон (вершин, углов). Очевидно, что

п — 2
Каждый угол правильного многоугольника равен ------- тс радиа-/I

3 — 2 тс
нов, например угол правильного треугольника —з"~л *==~зв =  ^  »

4 "  2 тсправильного четырехугольника (квадрата) —^— тс =  -у =  90°, правиль-
5 _2 Зтс

ного пятиугольника —- — тс =  — 108°, правильного шестиуголь-
5 о

6 — 2 2тс . ол 0 ника —?— тс =  — =  120° и т. д.
6 о

Диагоналями многоугольника называются отрезки, соединяющие 
две вершины многоугольника, не принадлежащие одной его стороне.

В вогнутом многоугольнике отрезок, соединяющий две несоседние 
вершины, может оказаться вне его (рис. 110).

Для всякого и-угольника число N  его диагоналей определяется 
по формуле

/»(/» — 3)
N 2 •

Если биссектрисы всех углов многоугольника пересекаются в од
ной точке О, то в него можно вписать окружность. Центром вписанной 
в данный многоугольник окружности будет точка О.

Если перпендикуляры, восставленные к серединам всех сторон 
многоугольника, пересекаются в одной точке 0 19 то вокруг него можио 
описать окружность и ее центром будет точка Оѵ
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Для правильных многоугольников точка пересечения биссектрис 
всех углов и точка пересечения перпендикуляров, восставленных 
к серединам всех сторон, совпадают.

З а д а ч а  1. Доказать, что в выпуклом четырехугольнике угол 
между биссектрисами двух прилежащих углов равен полусумме двух 
других углов.

Пусть биссектрисы углов Л и В, прилежащих к стороне А В , пере
секаются в точке N  (рис. 111). Тогда, поскольку для любого четырех
угольника ^ Л  +  2 і # + ^ С + ^ ^ = =  360°, то из Д  А№В на
ходим

Д т  -  180- -  - 1 8 0 * -  У  -  <*=_+  т  ,

что и требовалось доказать.

С
5 — 4

Рис. 110. Рис. 111.

З а д а ч а  2. Доказать, что выпуклый четырехугольник с раз
ными углами имеет хотя бы один тупой угол.

Обозначим внутренние углы рассматриваемого четырехугольника 
через а , 0, у, 6, а внешние — через а 1} рх, Уі» 6Х.

Предположим, что внутренние углы рассматриваемого четырех
угольника не все равны между собой и что среди них нет тупых, т. е. 
а + Р + Ѵ + б ^  2тг.

Определим при этом предположении сумму внешних углов а х =  
=  тг — а , Р1== л  — р, у г — 7г — у, 6Х =  7с — о:

а і +  Р і+  Ѵі+‘ 6Х=  — (а +  Р +  у +  6) >
Но сумма внешних углов всякого выпуклого многоугольника равна 
2л. Следовательно, сделанное предположение неверно, т. е. рассма
триваемый четырехугольник имеет хотя бы один тупой угол.

Останется ли верным это доказательство, если все углы четырех
угольника будут равны между собой?

З а д а ч а  3. Могут ли стороны четырехугольника относиться 
как 2 : 7 : 1 1 :  21?

Четырехугольника с данным отношением сторон не существует, 
так как при любой единице измерения т получаем, что сумма его трех 
сторон 2т, 1т, 11 т меньше четвертой стороны 21 т, и поэтому рассма
триваемая ломаная линия, которой является четырехугольник, не 
может быть замкнутой.

З а д а ч а  4. Определить стороны четырехугольника, если они 
относятся между собой как 2 г 4 : 5 : 7, а периметр четырехугольника 
равен 108 см.

Обозначим единицу измерения через х, тогда стороны четырех
угольника соответственно равны 2х, 4х, Ьх, 7х, а периметр Р =  2х +  
+  4 х +  5 х +  7*. По условию задачи 18* =  108 см, откуда
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х =  б см. Таким образом, стороны данного четырехугольника соот
ветственно равны 12, 24, 30, 42 см.

§ 12. Треугольники
Треугольником называется фигура, образованная замкнутой лома

ной, состоящей из трех звеньев, т. е. треугольник — это я-угольник 
при п =  3.

Для краткости слово треугольник обозначается символом Д . 
Вершины треугольника обычно обозначают большими буквами латин
ского алфавита, а противоположные им стороны теми же самыми ма
лыми буквами; например, вершины А, В, С и противоположные им 
стороны а, Ь, с.

Если все три угла треугольника острые, то он называется остро- 
угольным, а если один из его углов тупой, то — тупоугольным.

Треугольник, имеющий прямой угол, называется прямоугольным; 
две его стороны, образующие прямой угол, называются катетами, 
а третья сторона (лежащая против прямого угла) — гипотенузой.

Треугольник называется равнобедренным, если две его стороны 
имеют одинаковую длину, и равносторонним, если все его стороны 
по длине равны.

Равные стороны равнобедренного треугольника обычно называют 
боковыми сторонами, а третью его сторону — основанием. Равносторон
ний треугольник является равноугольным (и наоборот).

Во всяком треугольнике сумма углов равна 180° или я радианов.
Всякий внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних, 

не смежных с ним.
Если два угла одного треугольника соответственно равны двум 

углам другого, то и третьи углы равны.
Сумма острых углов прямоугольного треугольника равна 90°

71
ИЛИ у  >

В равнобедренном прямоугольном треугольнике каждый острый 

угол равен 45°, или — .
ТС

Если в прямоугольном треугольнике один из острых углов равен 
30°, то лежащий против этого угла катет составляет половину гипо
тенузы (эту теорему и обратную ей предлагается доказать).

Для сторон всякого треугольника имеют место соотношения
а <С 6 +  с, а^>Ь — с или а > с — Ь,
Ь < а  +  с, Ь^>а  — с или Ь > с  — а,
с <  а +  &> с > а “ /) или с > Ь — а,

т. е. всякая сторона треугольника меньше суммы, но больше разности 
двух других сторон.

Два треугольника называются равными, если они могут быть сов
мещены так, чтобы все их части совпадали.

Признаки равенства двух треугольников*.
Первый признак. Два треугольника равны, если они имеют по рав

ной стороне и прилежащие к этим сторонам углы соответственно равны 
между собой.

* См. также § 14.
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Второй признак. Два треугольника равны, если они имеют по рав
ному углу, и стороны, образующие эти углы, соответственно равны 
между собой.

Третий признак. Два треугольника равны, если они имеют по три 
соответственно равные стороны.

Покажите, что условия признаков равенства треугольников 
являются необходимыми и достаточными для их равенства.

З а д а ч а  1. Доказать, что сумма попарных произведений сторон 
произвольного треугольника больше половины суммы их квадратов*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возведем в квадрат левые н правые части 
неравенств а > Ь — с> Ь > а  — с , — Ь:

а2 >  Ь2 — 2 Ьс +  с8,
62 >> а2 — 2 ас +  с2, 
с2 >► а2 — 2 аЬ +  Ь2.

Сложим полученные неравенства и приведем подобные члены; получим

# ^  а2 +  Ь2 +  с* аЬ +  ас +  Ь с > --------■■ ,

что и требовалось доказать.
З а д а ч а  2. В равнобедренном треугольнике сумма внутренних

углов с одним из внешних составляет Определить углы тре
угольника.

А. Пусть в Д  ЛВС, где А В — основание, АС — ВС, углы при 
основании равны х , угол при вершине у , а внешний угол при верши-

4
не равен г . Тогда 2* +  ^ +  г =  _  тс, у +  г — л\ следовательно, 2х +

В , 4 те те
+  _ я .  *  =  _  ,  =  =

2
-  3  т е .

Б. Пусть г — внешний угол при
4

основании. Тогда 2х +  у  +  г =  те,
4 тс

2лг +  у =  те; следовательно, г ~  те — те =  — , что невозможно,

так как внешний угол при основании равнобедренного тре

угольника всегда тупой. Таким образом, искомые углы равны ;

те # 2те
ТГ; У *

З а д а ч а  3. В треугольнике АВС  сторона АС продолжена за 
точку А на длину АО  =  АВ  и за точку С на длину СЕ =  ВС. Точки 
Я и О соединены с точкой В. Определить углы Д  ОВЕ, если извест
ны углы А  АВС  (рис. 112).

• Под возведением в степень некоторого отрезка (стороны, высоты, медианы 
в т. д .) понимается возведение в эту же степень числа, выражающего его длину*
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Обозначим Л  ВАС =  в, ВСА — 7» тогда /_  ВАО  =  п — о, 
ВСЯ =  те — і.  Поскольку треугольники АВО  и ВСЯ равнобедрен- 

ные, то

/ _ в ѳ а  =  і . а в в  =  - - ^ в а о  =  .1 ,

/ _ В Е С ~ / _ С В Е  =  * ~ -̂ ВС$ = . 1 .

§ 13. Соотношения между элементами .треугольника

В произвольном треугольнике:
1. Квадрат стороны, лежащей против острого угла , равен сумме 

квадратов двух других сторон без удвоенного произведения одной из 
этих сторон и проекции на нее другой стороны (рис. 113):

с2 — а2 — 2аЬа =  а2 +  62 — 2 Ьаь-

2. Квадрат стороны, лежащей против тупого угла , равен сумме 
квадратов двух других сторон, сложенной с удвоенным произведем 
тем о дной из этих сторон и проекции на ее продолжение другой 
стороны (рис. 114).

с* =  а* +  6г +  2а6а =  а2 +  Ь2 +  2^6-

Рис. 113. Рис. 114. Рис. 115.

Теорема Пифагора. В прямоугольном треугольнике квадрат гипо• 
тенузы равен сумме квадратов катетов (рис. 115):

с2=  о*+ 6а,

З а м е ч а н и е .  Если угол С прямой, то проекция одного из кате
ров на второй равна нулю: аь =  Ьа =  0; внося эти значения в одну 
из предыдущих формул, получим теорему Пифагора.

Перпендикуляр НСі опущенный нз вершины прямого угла тре
угольника на его гипотенузу, есть средняя пропорциональная величина 
между отрезками, иа которые основание перпендикуляра делит гипо
тенузу, а каждый катет есть средняя пропорциональная величина 
между всей гипотенузой и прилежащим к этому катету отрезком гипо
тенузы:

кг Ъп а а* Ь Ь*



Квадраты катетов относятся между собой как прилежащие к ним 
отрезки гипотенузы:

З а д а ч а  1. Определить вид треугольника, если между его сто
ронами а у Ь, с имеет место зависимость ап +  Ьп =  с" (п — целое 
положительное число).

При различных значениях п могут иметь место следующие три
случая:

а) п — I. Зависимость а +  Ь =  с не имеет места ни для какого 
треугольника;

б) п =  2. Зависимость а г +  &2 =  с2 имеет место лишь для прямо
угольного треугольника с катетами а, Ь и гипотенузой с;

в) п > 2 -  Предположим, что а <  с, 6 < е .  Тогда а*” 2 <  сЛ~ 2,
Ьп'~2 <С сп~ 2, следовательно, апс2 <  спа2, Ьпс2 <  спЬ2.

Складывая полученные неравенства, находим

(ап +  Ьп) сг <  (а2 +  Ь2) сп.

Но по условию задачи ап +  Ь* — сп. Поэтому, разделив обе части 
последнего неравенства на сл >-0, получаем а2 -)-&2> с 2; значит, 
исследуемый треугольник остроугольный»

Можно также применить следующий способ. При а < Іс ,  Ь < с ,  
п >  2 имеем

Следовательно,

т. е. а2 + 6 2> с 2. Исследуемый треугольник остроугольный.
В каждом треугольнике против большей стороны лежит больший 

угол, а против ббльшего угла лежит большая сторона. Против равных 
сторон лежат равные углы и наоборот.

Если два угла треугольника равны, то стороны, лежащие против 
этих углов, также равны (т. е. треугольник является равнобедренным). 
Угол, лежащий против меньшей стороны треугольника, всегда острый.

В тупоугольном треугольнике наибольшая сторона его лежит 
всегда против тупого угла.

В прямоугольном треугольнике гипотенуза всегда больше любого 
нз катетов.

Если две стороны одного треугольника равны двум сторонам дру
гого, а углы между этими сторонами не равны, то против ббльшего 
угла лежит и большая сторона.

а2 ас
Ь2 ьс •

Складывая полученные неравенства, находим

а 2 Ь2 ап +  Ьп 
с2 сг сп



З а д а ч а  2. В треугольнике ЛВС ббльшая сторона В А продол
жена на отрезок ЛО, равный стороне Л С, и точка В  соединена отрезком 
прямой с вершиной С. Доказать, что угол ВСО — тупой.

Проведем прямую А І  || ОС и рассмотрим угол Л^В, равный углу 
ВСВ (рис. 116).

Тогда А І В  =  / .  1 А С +  /_  ІСЛ к ,к  у ™  тр.уго.ь-

иикаА Ь С ; ^  ІА С  =  В А С ,так как^/. ^ЛС =  ЛСО и ^  ВАС  =
=  /_  АСВ  +  ^  АВС  =  21, АСВ ^  24</ ІЛ С , а ІСЛ больше В, 
так как лежит против большей стороны; значит, сумма этих двух углов 
больше полусуммы углов треугольника, т. е. І ,Л С +  ^  ІСА  >
>  90°; поэтому угол В ІА  тупой, а следовательно, и равный ему угол 
ВСО тоже тупой.

Рис. 116. Рис. 117. Рис. 118.

З а д а ч а  3. Доказать, что если в четырехугольнике суммы ква
дратов противоположных сторон равны, то диагонали его взаимно 
перпендикулярны.

Пусть диагонали АС  и ВВ  четырехугольника АВСВ  пересекаются 
в точке О (рис. 117). Предположим, что диагонали не перпендикулярны. 
Проведем ВЕ ±  АС и ВР  і. Л С. Из Д  А ВО и Д  О ОС соответственно 
получаем

ЛВ2=  Л 02 +  ВО2— 2ЛО • ЕО ,
С 02=  СО2 +  ВО2 — 2СО • ОР.

Складывая, получим 
А В 2 +  С 02=  АО2 +  ВО2 +  СО2 +  ОО2 — 2(Л0 • ЕО +  СО • О^).

Аналогично из Д  ЛОО и д  ВОС получим

А В 2 +  СВ2 =  ЛО2 -}- В0а +  С02+  0 0 2 +  2(С0 • ЕО +  АО • ОР).

Поскольку правые части по/іученных равенств не равны, то ЛВ8+  
+  СО* <  АЕг +  СВ2, что противоречит условию. Следовательно, 
АС X  ВВ.

З а д а ч а  4. Доказать, что если внутри треугольника ЛВС 
можно взять точку В  так, что отрезок В А равен стороне Л В, то сто
рона Л В меньше стороны АС  (рис. 118).

Проведем прямые ВВ  и СО/С, тогда ВВ К  >  А  ВСВ и <4 КВА >
>  <4 ВСА  как внешние углы треугольников ВСО и А В С . Значит, 
А  ВВА >  <4 ВСА; но <4 ВОЛ =  А  ЛВО, так как лежат в Д  Л ВО 
против равных по условию сторон АВ  и ЛО, поэтому ^  ЛВО >
>  -3 ВСЛ, и тем более ^  ЛВС >  «4 ВСЛ. Следовательно, в Д  ЛВС 
сторона ЛВ, как лежащая против меньшего угла, меньше стороны Л С.
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Высота треугольника. Высотой треугольника называется перпен
дикуляр, опущенный из любой вершины треугольника на противо
лежащую стороиу или на ее продолжение.

В тупоугольном треугольнике две высоты падают на продолжения 
сторон, а третья находится внутри треугольника.

В остроугольном треугольнике все высоты лежат внутри него.
В прямоугольном треугольнике две высоты совпадают с катетами, 

а третья опущена на гипотенузу.
Три высоты треугольника всегда пересекаются в одной точке, 

которая называется ортоцентром.
Ортоцентр О тупоугольного треугольника лежит вне треугольника 

(рис. 119).

Ортоцентр О остроугольного треугольника лежит внутри него 
(рис. 120). ’

Ортоцентр прямоугольного треугольника совпадает с вершиной 
прямого угла.

Высоты треугольника, опущенные на стороны а, с, обозначаются 
соответственно через йа» &с и вычисляются по формулам

Ьа =  ^ Ѵ р ( р  —  а) ( Р ~  Ь)(Р —  С),

Ь ь ^ ^ Ѵ р { р  —  а)(Р —  Ь) (р —  с),

== 4  ^ Р ( Р ~  «) (Р — Ь) {р —  с),

о *4" Ь -4* сгде р = -----------------лолупериметр треугольника.

Между высотами На* Нь% Н0 и радиусами вписанной и вневписан- 
ных окружностей г, гф г$, г0 имеют место соотношения

±-1 + 1 + 1. 1=1+1-!- 
г На Нь Н0 * Гь На Н0 Нь *

1 == 1 + і__I. 1 —1+і__I-
Га Ад г 0 Ад Нф
и _  2 * * с  . . _  2гагс . _  2гагь .
*  гь +  Г. • Нь -  1~+7С' *• -  77+Ть 1
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Вневписанной в треугольник окружностью называется окружность, 
к которой одна из сторон треугольника и продолжения двух других

сторон его являются касательными 
(рис. 121).

Медиана треугольника. Медианой 
треугольника называется отрезок, 
соединяющий произвольную его вер
шину с серединой противолежащей 
стороны. Три медианы треугольника 
пересекаются в одной точке (рнс. 122). 
Эта точка всегда находится внутри 
треугольника, являясь его центром 
тяжести. Точка пересечения медиан 
треугольника делит каждую медиану 
в отношении 2 :  1 (считая от вер
шины).

Медианы сторон а* Ь> с обознача
ются соответственно через т а ,  ть> тс и вычисляются по формулам

_ Ѵ '2 ( Ь 2 + с* ) — оа _  Ѵ2{а*  + с 2) — Ь*ть

тс = У  2 (а* +  Ь*) —  с*

Сумма квадратов медиан рабна трем четвертям суммы квадратов 
сторон треугольника

та 4- ть +  тс =  (а8 +  6» +  с*). 

С

Рис. 122

В прямоугольном треугольнике медиана, опущенная на гипотену
зу, равна половине гипотенузы.

З а д а ч а  5. Доказать, что если медиана какой-либо стороны 
произвольного треугольника равна половине этой стороны, то данный 
треугольник прямоугольный.

Пусть в Д  ЛВС проведена медиана ВО стороны АС и согласно 
условию ВО =  АО =* ОС (рис. 123). Докажем, что АВС =  90°.

Поскольку А  АВО  — равнобедренный, то ^  АВО  =  ^  ОАВ , 
аналогично ^  ОВС *= ВСО .



Тогда имеем

/ Л В С - /  А В Р  + / Ш С - л т  +  ' т ‘ -  ^  В К2 2
1

=  180° — у  ( / .  АОВ  +  ВВС) «= 90°,

так как углы АЭВ  и В Э С — смежные и, следовательно,

^ ( А А й В  +  ^ В О С )  =  90°.

Биссектриса треугольника. Биссектрисой треугольника называется 
отрезок биссектрисы любого угла этого треугольника от вершины 
до пересечения с противоположной стороной. Все три биссектрисы 
(по количеству углов) треугольника пересекаются в одной точке, лежа
щей всегда внутри треугольника и являющейся центром вписанной 
окружности (рис. 124).

Рлс. 124.

В А  А ВС биссектрисы углов Л, В, С, лежащих против сторои 
а, Ь, с, обозначаются соответственно через 1а, Іь> Іс и вычисляются 
по формулам

Іа =  УЬСР (Р ~ а)'

ІЬ — —т—; V а ср  (р — Ь),

/„ =

а +  с 

Л - Ь У  аЬр (р -  с),

где р =  1 ^ ( а + Ь  +  с).

Кроме того, биссектрисы могут быть вычислены по формулам

Іь —

1
Ь +  с 

1
а -{■“ с 

1
а +  Ь

VЬс  [(6 с)2 — а21, 

V а с  [(о +  с)2 — 62],

VаЬ [(а +  6)а — са].
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Биссектриса внутреннего угла треугольника делит противополож
ную сторону треугольника на части, пропорциональные прилежащим 
сторонам. Биссектриса внешнего угла треугольника пересекает про
должение противоположной стороны в такой точке, расстояния кото
рой до концов этой стороны пропорциональны прилежащим сторонам.

Во всяком треугольнике биссектриса лежит между соответствую
щими медианой и высотой, т. е.

На ^  /д ^  /Ид» ^  ^  ^  т\) у Нд ^  ^  т^.

Продолжения биссектрис внутренних углов треугольника прохо
дят через центры вневписанных окружностей, являющихся точками, 
и которых пересекаются биссектрисы внешних углов этого треуголь
ника (рис, 121).

З а д а ч а  6. В треугольнике из вершины угла проведены биссек
триса и высота. Доказать, что угол между ними равен пол у разности 
двух других углов.

Пусть в Д  АВС В С > А В , ВН — высота, В / ,— биссектриса (рис. 
125). Тогда

/  И В І  =  ^  ИВС —  / 1 ІВ С  =  (90° — /  С) —

так как ЬВС =  ^  =  і ( 1 8 0 °  — А — С).

З а д а ч а  7. В д  АВС  биссектрисы внутренних углов В и С 
пересекаются в точке О и через эту точку проведена прямая СЮ парал* 
лельно Л С до пересечения с ВС в точке О и прямая ОЕ параллельно 
А В до пересечения с ВС в точке Е . Построить рисунок и доказать, что 
периметр д  ОЕй  равен стороне ВС.

^  ОВЕ =  ОВА , так как ВО — 
биссектриса АВС ; ВОЕ =  ОВА, 
как накрестлежащие углы, а потому 
, /  ОВЕ =  ВОЕ и, следовательно, в 
треугольнике ОВЕ ОЕ =  ВЕ. Аналогично 
доказываем, что Ой =  ОС. Поэтому

р ОЕО =  О Е +  Е й  +  О О ^  В Е +  Е й  +
+  ОС =  ВС.

З а д а ч а  8. Доказать, что в треугольнике биссектрисы двух 
внешних углов и третьего внутреннего, не смежного с ними, пересе
каются в одной точке.

Пусть в Д  АВС  точка й  находится на продолжении стороны А В, 
а точка Е  — на продолжении АС  (рис. 126). Биссектриса внешнего 
угла О ВС — геометрическое место точек, равноотстоящих от сторон 
ВЭ и ВС, биссектриса внешнего угла ЕС В — геометрическое место 
точек, равноотстоящих от сторон ВС и СЕ; поэтому точка их пере
сечения К равно отстоит от сторон В й  и СЕ{ а следовательно, и от сто
рон А й  и АЕ. Значит, точка К лежит на биссектрисе угла Л.

Центр описанной окружности. Средняя линия треугольника. 
Три перпендикуляра к сторонам треугольника, проведенные через 
их середины, пересекаются водной точке, являющейся центром описан-
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иой окружности. В тупоугольном треугольнике эта точка лежит вне 
треугольника, в прямоугольном треугольнике — на середине гипо
тенузы, в остроугольном — внутри треугольника.

В равнобедренном треугольнике высота, медиана и биссектриса, 
опущенные на основание, а также перпендикуляр, проведенный через 
середину основания, совпадают друг с другом.

В равностороннем треугольнике отмеченное совпаденяе осуще
ствляется для всех сторон.

Ортоцентр, центр тяжести, центр вписанной и описанной окруж
ности в разностороннем треугольнике совпадают.

Средней линией треугольника называется отрезок, соединяющий 
середины его сторон. Средняя линия параллельна третьей стороне

и равна ее половине.
З а д а ч а  9. Построить тре

угольник, зная основания трех его 
высот.

Пусть основаниями трех высот 
некоторого треугольника являются 
точки М , N. Построим треуголь
ник с вершинами в точках Ь,, М  и N. 
Проведя биссектрисы внутренних 
углов Д  ^ М N 1 построим перпенди

куляры к иим, проходящие через вершины д  ^М N . Точки пересече
ния этих перпендикуляров будут вершинами искомого треугольника. 
Выполнить рисунок.

З а д а ч а  10. В треугольнике А ВС высота (относительно стороны 
ВС) составляет пдловииу биссектрисы внешнего угла этого треуголь
ника при вершине А. Найти разность углов В и С.

На рис. .127 А й  — высота, а А Е  — биссектриса ВАР. По усло

вию задачи А й = ^ А Е ,  поэтому в прямоугольном Д  А й Е  угол

А Е й  равен 30° .
Далее находим

^  ВАЕ =  ВАР =  I 80-  А. =  90° — А .

Из Д  АВЕ  имеем

/  АВЕ  =  180° — (/1 ВАЕ  +  ^  АЕВ) =  180° — 

или

А А В Е =  60° + - ~ .

С другой стороны, /  АВЕ  смежный с углом В и

/  АВЕ  =  180° — В,

тогда

60° +  =  180° — В.

(эо° -  - у |  +  30°]
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Теперь находим
В — С =  (Л +  2В) — (Л +  В +  С) =  240° — 180° =  60°.

О т в е т :  В — С =  60°.
З а д а ч а  11. В Д  АВС  на продолжении стороны ВС отложен 

отрезок СО, равный СЛ, и точки Л и О соединены прямой; прямая 
СЕ — биссектриса ^  АС В , прямая СР делит отрезок Л О пополам. 
Построить рисунок и доказать, что СР и СЕ перпендикулярны.

СР — медиана равнобедренного Д  Л СО, а, следовательно, СР — 
биссектриса ^  А С и.

Углы ВС А и Л СО являются смежными, а биссектрисы смежных 
углов взаимно перпендикулярны (см. § 9, задача 2), что и требовалось 
доказать.

§ 14. Признаки равенства треугольников

Два треугольника равны, если у них соответственно равны:
I. Две стороны и угол, заключенный между ними.
II. Два угла и прилежащая к ним сторона.
III. Два угла и сторона, противолежащая одному из них.
IV. Три стороны.
V. Две стороны и угол, лежащий против большей из иих. 
З а м е ч а н и е .  Если равные углы двух треугольников лежат

против меньших сторон этих треугольников, то они могут быть не 
равны (например, треугольники Б  ВС и Л ^ С !  на рис. 128).

Два прямоугольных треугольника равны в следующих четырех 
случаях*:

I. Если катеты одного треугольника соответственно равны катетам 
другого треугольника.

II. Если катет и прилежащий к нему острый угол одного треуголь
ника соответственно равны катету и прилежащему к нему острому 
углу другого треугольника.

III. Если гипотенуза и острый угол одного треугольника соответ
ственно равны гипотенузе и острому углу другого треугольника.

IV. Ёсли гипотенуза и катет одного треугольника соответственно 
равны гипотенузе и катету другого треугольника.

З а д а ч а  1. Если основание д, высота На и медиана та одного 
треугольника соответственно равны основанию, высоте и медиане дру
гого треугольника, то такие треугольники равны.

* Все эти признаке являются частным случаем признаков для произвольных 
треугольников, причем для прямоугольных треугольников одно условие выпол
няется автоматически — прямые углы всегда между собою равны.
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Д  АОЕ  =  Д  АхОхЕх (рис. 129) по катету и гипотенузе; следо
вательно, ОЕ =  О хЕх> значит й С  =  ОхСх и АС  =  А ХСХ> поскольку 
Д  АЭС  =  д  по двум катетам. Так как ВО =  ВС — ОС,
ВхОх =  ВХСХ — О хСх, то ВО =  Вхй ѵ следовательно, Д  АВО  =  
=  Д  (л0 Двум катетам); значит Л 5  =  АХВХ.

Таким образом, д  АВС  =  Д  Л15 1С1 по трем сторонам.
З а д а ч а  2. В равнобедренном д  АВС  из концов основания АС 

проведены прямые, которые составляют с основанием равные углы 
и пересекаются в точке й .  Построить рисунок и доказать, что тре
угольники АВО и ВСй  равны.

В Д  АОС (по условию) О АС — ^  ОСА, а потому противо
лежащие стороны О А и ОС равны.
Д  А В С — равнобедренный, значит ВА =  ВС и треугольники АВО 
и С ВО равны по трем соответственно равным сторонам.

А А,

У п р а ж н е н и е .  Если две стороны и биссектриса угла между 
ними одного треугольника соответственно равны двум сторонам и бис
сектрисе угла между ними другого треугольника, то такие треуголь
ники равны. Доказать.

§ 15. Подобие треугольников н миогоуголышков

Если углы одного из двух данных треугольников соответственно 
равны углам другого, то те их стороны, которые лежат против равных 
углов, называются сходственными сторонами.

Два треугольника называются подобными, если их соответствен- 
ные углы равны и стороны одного пропорциональны сходственным сто
ронам другого.

Признаки подобия треугольников. Два треугольника подобны, 
если:

I. Два угла одного треугольника соответственно равны двум углам 
другого треугольника.

II. Две стороны одного треугольника соответственно пропорцио
нальны двум сторонам другого треугольника и углы, заключенные 
между этими сторонами, равны.

III. Три стороны одного треугольника соответственно пропорцио
нальны трем сторонам другого треугольника.

Два треугольника являются подобными, если стороны одного 
соответственно параллельны или перпендикулярны сторонам другого.

Прямая, параллельная стороне треугольника и пересекающая 
две другие стороны, отсекает от него треугольник, подобный данному.

Высоты подобных треугольников, проведенные к сходственным 
сторонам, называются сходственными высотами.

Аналогично определяются сходственные медианы и сходственные 
биссектрисы.
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Признаки подобия прямоугольных треугольников. Признаки 
подобия прямоугольных треугольников получаем как частный случай 
из признаков подобия произвольных треугольников, принимая во 
внимание, что одно условие уже выполнено: прямые углы всегда между 
собою равны.

Два прямоугольных треугольника подобны, если:
I. Острый угол одного треугольника равен острому углу другого 

треугольника.
II. Катеты одного треугольника пропорциональны катетам другого 

треугольника.
III. Гипотенуза и катет одного треугольника пропорциональны 

гипотенузе и катету другого треугольника.
Для обозначения подобия двух треугольников (а также много

угольников) служит специальный знак со. Например, если треуголь
ники АВС  и М N Р  подобны, то это кратко обозначают так:

Д  АВС  со д  МЛ/Р.
З а д а ч а  I. Доказать, что расстояние центра описанной вокруг 

треугольника окружности от стороны вдвое меньше расстояния орто
центра от вершины противоположного угла.

ОМ ± ВС, ОЫ х  АС у О — центр описанной окружности, Н — орто
центр (рис. 130). Далее, МЫ || АВ, как средняя линия, так что МЛ/ =

=  т АВ-
По условию задачи ОЛ/ есть перпендикуляр, проведенный через 

середину стороны ЛС, а ВР—высота, опущенная на эту же сторону АС; 
следовательно, ОЛ/ || ВР\ так как МУѴ || Л В, то углы МЫО и РВА

равны, как углы с параллельными сторонами. Аналогично доказываем, 
что ЫМО =  / і  0.АВ и тогда (согласно первому признаку подобия 
треугольников)

Д  МОЛ/ со д  АИВ.
Следовательно,

ОМ НА НА
МЛ/ ”  АВ  “  2МЫ *

откуда 2ОМ =  Н А, что и требовалось доказать.
З а д а ч а  2. В треугольнике АВС  стороны А В =  с, АС =  Ь 

и ВС =  д. Через точку О пересечения биссектрис внутренних у г ^ в
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треугольника проведены прямые, параллельные сторонам треуголь
ника. Найти длины отрезков этих прямых, заключенных внутри тре
угольника.

В треугольнике А В С  проведем высоту В И  =  Л& (рис. 131). По 
условию задачи МЫ  II ЛС, РСІ |[ А В  и || ВС, тогда Д  А В С  со 
со д  ВММ со д  С(}Р со д  Л/?5. Из подобия треугольников АВ С  
и ВМУѴ находим

МЫ ВК
АС ВИ

или
МЫ Нь— г 

Ь ~  Пь '

где г =  К Н — радиус окружности, вписанной в треугольник АВС .
5 25Учитывая, что г =  — , о Нь =  -т~ » где 5 — площадь, а р — полу-
Р & 

периметр Д  АВС , получим
5

МА/ _  ^ _ р +  6 +  с — Ь ___ о +  с
Ь ~~ 25 ~  я с а +  6 4- с ’

откуда

Аналогично находим

РО =  и а з  = ■ 0(̂ -̂ тс) ■ •а +  Ь с а +  Ь +  с
О т в е т :

а(Ь +  с) ^(й +  с) # с(а +  Ь)
й + Ъ  + с  ' а +  Ь +  с ’ а +  Ь с '

З а д а ч а  3. Определить периметр треугольника, вершины кото
рого находятся в основаниях высот остроугольного треугольника со 
сторонами а, Ь, с (рис. 132).

„  р р  
Пусть АВ  =  с, АС — Ь> ВС — а; Д  АВС со д  Л/7̂ ,  тогда =

— и, следовательно, =  —— , но я2 =  Ь2 +  с2 — 2& • ЛЕ, т. е.

ЛЕ. _ * *  +  Са — а1 г с  а{Ьг +  с2 +  а*)
АЕ------ ~Ть-----* РЕ = ------- Ш-------'

Аналогично находим
СП Ь(аа +  с * -6 » )  _  с ^ М ^ - е * )

2ас ’ Ш  '
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Таким образом, после преобразований получаем

РЕ +  РО +  Э Е  =  ІЕ ... а)(Р Ь)(Р с> 8р,
аЬс г

о -4~ Ь -4" с где р =  — у -----  .

Подобие многоугольников. Два многоугольника называются подоб
ными, если они имеют соответственно равные углы и сходственные 
стороны их пропорциональны.

З а д а ч а  4. Доказать, что два выпуклых четырехугольника 
подобны, если оии имеют соответственно равные углы, кроме одной 
пары, и все пропорциональные стороны, кроме двух смежных.

В

В
Рис. 132. Рис. 133.

Пусть в четырехугольниках АВСО и Л1В1СІЛ 1

=  а в  =  і . в ѵ ^ с  =  ^ с и
ВС : ВгСх =  СО : СгОѵ

Поскольку сумма внутренних углов всякого четырехугольника 
равна 2л, то ^  Четырехугольник А 1ВіС10 1 наложим на
четырехугольник АВСй  так, чтобы углы Аг и А совпали (рис. 133). 
На сторонах А В и АО отметим точки Вх и Оѵ

Соединяя точки В и О у а также точки Вг и найдем, что

А  ВИС со д  Ві0 1С1

(по равному углу между пропорциональными сторонами).
Поэтому О і ВхСі  ^  б  ВС и соответственно ^  А В хОх =  

=  21 АВй> так как по условию Д  В* Следовательно, Д  АВГ)со 
со Д  АхВіРі (по двум углам).

Поскольку четырехугольники АВСО и А ^ С ^ х  состоят из подоб
ных треугольников, то они подобны.

Таким же образом выполняется доказательство для двух л-уголь- 
ников, удовлетворяющих условию задачи.

Два подобных многоугольника называются гомотетичными, если 
они расположены так, что сходственные стороны их параллельны. 
Подобные многоугольники можно всегда сделать гомотетичными. 
Прямые, которые соединяют вершины равных углов двух гомотетич
ных многоугольников, пересекаются в одной точке, называемой цент- 
ром подобия (центром гомотетии).
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Отношение сторон двух подобных многоугольников ЛВС ... МЫ 
и ЛХВХСХ... М ХЫХ называется отношением подобия. Число к в выра
жении

АВ ВС м ы
А 1В1 ВХСХ

называется коэффициентом подобия. Для равных фигур коэффициент 
подобия равен единице. Центр гомотетии может лежать как внутри, 
так и вне гомотетических фигур.

З а д а ч а  5. Построить пятиугольник А ХВХСХ0 ХЕХІ подобный 
данному пятиугольнику АВСГ)Е так, чтобы одна из сторон его равня
лась данному отрезку т (рис. 134).

Пусть А ХВХ =  т. Проведем прямую, параллельную стороне А В 
данного многоугольника, и на ней отложим данный отрезок А ХВХ =  т. 
Через точки А и А х, В и Вх проведем прямые до их пересечения в точке О

и из нее проведем прямые ОС, 0 0 ,  ОЕ. Из точки А х проведем 
прямую, параллельную А Е  до ее пересечения с продолжением луча ОЕ. 
Получим точку Еѵ Из точки Ех проведем ЕХ0 Х || ЕО, далее анало
гично 0 ХСХ || ОС, СХВХ || СВ.

З а д а ч а  6. Внутри угла Л ВО найти все такие точки, для кото
рых отрезки, проведенные из каждой искомой точки до сторон угла 
параллельно данным отрезкам МЫ и РІ}, находились бы в данном от
ношении т : п.

Допустим, что уже найдены две точки О и Ох такие, что ОЕ : 0 0  =  
=  0 ХЕХ : 0 1Э 1 =  т : п, причем ОЕ || М И , 0 ХЕХ || М 0 0  || Р($, 
Охй х || Р(2- Очевидно, что четырехугольники ВЬОЕ  и В р х0 1Е1 по
добны. Центром их подобия будет точка В. Следовательно, точки
О, Ох, В лежат на одной прямой. Поэтому все искомые точки лежат 
на луче ОВ. Чтобы построить этот луч, надо найти какую-нибудь одну 
его точку. Для этого проводим из точки В лучи, параллельные к ММ 
и Р (?, и на них откладываем отрезки ВК  =  хт  и В і  =  хп , где х  — 
произвольная единица измерения (рис. 135).

Из точек К и Ь проведем К02 || А В и Ь02 || ВО. Точка их пере
сечения 0 2 и есть одна из искомых точек, так как В20 2 : 0 20 2 =  
=  ВК : ЬВ =  хт  : хп =  т : п. Все остальные искомые точки составляют 
луч ОВ.

З а д а ч а  7. Построить треугольник, если дай одии из его углов, 
отношение сторон, заключающих этот угол, и высота, опущенная из 
вершины этого угла.

Пусть в искомом треугольнике АВС АС : ВС =  т : п, где т и 
п — данные числа или отрезки. Предполагаем, что дан.угол С. По

0

р\

А
Рис. 134. Рис. 135.
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строив угол, равный данному, отложим иа его сторонах отрезки т и п. 
Полученные точки М и Л/ соединяем (рис. 136):

В Д  МСЛ/ из вершины С опустим высоту С/С. На прямой С К 
с г точки С отложим данную высоту к =  СО. Через точку О проведем 
АВ || МЛ/. Ясно, что А  МСЛ/оо д  АСВ, так как по построению 
МЛ/ Л А В; следовательно,

З а д а ч а  8. В данный треугольник АВС  вписать прямоугольник 
имеющий данную диагональ й.

Через одну из вершин, например В , треугольника АВС  проведем 
прямую, параллельную основанию Л С до пересечения ее в точке О 
с перпендикуляром к Л С, восставленным из точки Л (рис. 137). 
Из вершины Л прямоугольного треугольника АСО радиусом, равным^,

делаем засечку Б  на гипотенузе СО. Через точку Б  проведем прямые 
БО и РЕ, параллельные АО и основанию Л С. Прямую РЕ продолжаем 
до ее пересечения со сторонами АВ  и ВС в точках К и Ь. Из точек К 
и і  опускаем КМ х  АС  и ^Л/ х  АС.

Прямоугольник К/,МЛ/—искомый. Действительно, д Л О С со Д /7# /: ,  
а Д  АВС со д  КВЬ , следовательно,

так как отрезки ОР и О А соответственно равны высоте Д  КВЬ и 
Д Л В С . Отсюда

а тогда МЬ — АЕ  =  й.
Задача будет иметь два решения, если окружность с центром в Л 

и радиусом г =* й пересечет гипотенузу ОС в двух точках, одио реше
ние — если указанная окружность будет лишь касаться ОС. Решения 
не будет, если данная диагональ й меньше высоты, опущенной из точ
ки Л на гипотенузу ОС.

Аналогичные построения можно выполнить относительно осталь
ных двух сторон треугольника.

З а д а ч а  9. Дан угол АОВ и внутри него точка С. Найти на 
стороне ОВ точку Л/, равноудаленную от точки С и от прямой О А.

ЛС =  Л 1 С _ т  
В С ~  СЫ ~  п •

с

Рис. 136.

А

А 6 М Ы С
Рис. 137.

РЕ ѲР /О. й р
АС А й '  АС А Б '



Из произвольной точки Р, лежащей на стороне О В , опустим Р (2 х  
±  ОА . Проведем прямую ОС. Из точки Р , как из центра, радиусом Р<? 
сделаем на ОС засечку Я. Соединим точки Р  и Я. Далее через точку С 
проведем СМ X РЯ  (рис. 138). Точка N  — искомая. Действительно, 
опустив ЫК X СМ, получаем

д  МКС со д  Р(}К, 

но Р(2 =  РЯ  по построению, следовательно, N  К =  N0.

§ 16. Понятие о площади 
и ее измерении

Площадь — одна из основных матема
тических величии. Она характеризует гео
метрические фигуры как на плоскости, 
так и на поверхностях.

Площадью плоской замкнутой фигуры 
называется величина части плоскости, 
находящейся внутри этой фигуры.

Единицей измерения площади плос
кой фигуры принято считать квадрат 

со стороной, равной единице длины (единичный квадрат). При 
измерении' площади ей приводят в соответствие некоторое число, 
равное количеству единиц измерения площади. При этом равным 
фигурам соответствуют и равные числа, измеряющие их площади. 
Кроме того, считают, что число, соответствующее площади некоторой 
фигуры, которая состоит из нескольких частей, равно/сумме чисел, 
соответствующих площадям этих частей.

Рис. 138.

Рис. 139.

Измерение площадей треугольников и многоугольников основано 
на возможности построения равных им по площади (равновеликих) 
прямоугольников. В случае соизмеримости прямоугольника с единич
ным квадратом, площадь его выражается рациональным числом, а в 
случае несоизмеримости — иррациональным.

Площадь произвольной ограниченной плоской фигуры опреде
ляется как общий предел площадей описанных и вписанных в нее 
многоугольников, наибольшие стороны которых по длине стремятся 
к нулю.

Если указанные пределы существуют и равны между собой, то 
фигура называется квадрируемой, т. е. имеющей площадь.

Для приближенного вычисления площадей плоских фигур (на
пример, при работах с топографической картой, планами, при рас
кройке материала и т. д.) сконструирован прибор, называемый плани
метром (рис. 139).
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Для этой же цели Архимед предложил вычертить заданную фигуру 
на однородном материале одинаковой толщины (например, на тонком 
плотном картоне), вырезать ее, взвесить на точных весах, а затем взве
сить единичный квадрат, вырезанный из того же материала, и разделить 
первое число на второе.

§ 17, Площадь треугольника

Для вычисления площади треугольника можно воспользоваться 
одной из следующих формул:

1. 5  =  1- ЬНь,

где Ъ — основание треугольника, Нь — соответствующая высота.

2. 5  =  аЬ 5іп С,

где а и Ь — стороны, С — угол между ними.
3 .5  — ргу

а  —і— ь ~ I *" ^
где р =  — -------полупериметр, г — радиус вписанной окруж

ности.
4 5 -  —

' 47? •
где а, Ь, с — стороны, Н — радиус описанной окружности.

5. 5  =  V р (р — а) (р—Ь)(р—с) (формула Герона),
где а> Ьу с — стороны, р — полупернметр.

Площадь произвольного треугольника может быть вычислена 
также по его высотам ка> Н&, Нс (см. § 13):

У  (к+к +к)(к+к~к){к+к~к)
по высотам и полупериметру;

л

і + і + і  
Аа Л* Нс

по высотам и радиусу описанной окружности:

5  =  1- V  2 НаНьНсИ,

по радиусам вписанной н вневписанных окружностей:

5  =  V  п агыс.
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а также по формулам

5  =  га (р — а) =  гь (Р— Ь) =  гс (р
о  а г^ с_  _  ЬГаГс_ _ СГдГЬ 

ГЬ+Гс га+ гс Га+ Гь '

— с),

Площади подобных треугольников относятся как квадраты их 
сходственных линейных элементов: сторон, высот, медиан, биссектрис

и т. д. Площади подобных многоугольников 
относятся как квадраты их сходственных 
сторон или диагоналей.

Площади двух треугольников, имеющих 
по равному углу, относятся как произведе
ния сторон, заключающих эти углы, что не
посредственно следует из формулы 2.

З а д а ч а  1. В треугольнике ЛВС осно
ваниями биссектрис являются точки Д  Е, 
Р. Найти отношения площадей Д  АВС  и 
Д  й Е Р  (рис. 140).

Поскольку в Д  АВС  и Д  й В Р  общий /_В , то

^ОВР
8ЛВС АВ  . ВС

П  “ л  Л  / П  Л  СДалее, по свойству биссектрисы /_С  получаем ^ , откуда

ВР
АВ

ВР ВС
АР+ ВР А С + В С

Аналогично
ВО АВ
ВС ЛВ+ЛС*

Таким образом,

5 ОВР ас
$АВС (ЛС+ВС) (АВ+АС) (Ь-\-с)9

где как обычно введены обозначения АВ  =  с, АС =  Ь, ВС =  а . 
Аналогично

ОСЕ аЬ ЕАР Ьс

&АВС (Я“М  ( 6 + 0  ’ $  АВС (Я+^) іа ~\-с) ’

$ оер  =  5АВС — ^РВй — ^ эсе — ^ ЕАР* следовательно,

'ОЕР 

’ЛВС

аЬ ас Ьс
(а+с){Ь+с) (а+Ь)(Ь+с)

_ _ _______ 2 аЬс______
“  (а+ Ь)(а+ с)(Ь + с ) *

(а+Ь) (а+с)
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З а д а ч а  2, В равнобедренный прямоугольный треугольник 
А ВС с гипотенузой с вписан равносторонний треугольник так, что 
его сторона лежит на гипотенузе, а вершина совпадает с вершиной 
прямого угла С. Определить отношение площади вписанного треуголь
ника к площади прямоугольного треугольника.

Пусть А  ЛВС — равнобедренный прямоугольный треугольник 
с гипотенузой АВ  =  с; & й С Е — равносторонний вписанный тре
угольник; СИ — их общая высота (рис. 141).

Из д  АСЫ у учитывая, что он также есть равнобедренный прямо
угольник, находим

З а д а ч а  3. Доказать, что если в двух треугольниках сумма 
двух углов равна 180°, то площади их относятся как произведения 
сторон, прилегающих к этим углам.

Пусть в треугольниках ЛВС  и А гВіСг

СИ =  АЫ =  С- .

Из прямоугольного Д  йСЫ  получаем

А

С
Рис. 141.

6 А N С N. С{ 

Рис. 142.

откуда

В таком случае

З а в с  ~ 2 СЫ ■ А В  -  2 2 ~ 4
1 1 с* с*

и, следовательно,

^АВС 4 3 •
$рсе ^ У з  с2 с* У з

/_  ВСА +  /  180°.

Будем считать, что ВСА <  90°.
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Проведем высоты ВЫ и тогда (рис. 142)
АС • ВЫ

8 А1В 1С1 '  В ХЫХ '

Но ^  ВСА =  ^  ВгСгЫІ9 так как
^  ВХСХЫХ +  ^  ВХСХА Х »  180°

и по условию задачи
^ В С А  +  ^  ВХСХАХ =  180°.

Значит,
Д  ВС7Ѵ со  д

Таким образом,
ВЛГ ВС 

ВіЫг “  В4С,
и, следовательно,

5ивс  л с  ’ А с  • в с

что и требовалось доказать.
З а д а ч а  4. Площадь данного треугольника разделить пополам 

прямой, параллельной основанию.

Пусть Д Л В С  — данный треугольник, К Ц \А С , $к в і = \ $ а в с .

&  КВЬоо А  ЛВС, следовательно,

ВК* _  __ 1 _ .  Л В / 2
лв* 5 ,— 5"’ т‘ е' В ~

Таким образом, задача приводится к построению отрезка В/С 
по данному отрезку А В с учетом полученной формулы. Построим ква
драт со стороной А В. Отрезок ВК  будет равен половине диагонали 
этого квадрата. Отложив от вершины В треугольника АВС  отрезок 
В К* проводим КЬ II АС . Выполнить рисунок.

З а д а ч а  5. На стороне АВ  треугольника АВС  взята произволь
ная точка О и из нее проведены ОЕ  || АС и ОР || ВС. Определить 
площадь треугольника СЕР , если площади треугольников А й г  и ВОЕ 
соответственно рагвны ^  и 5 2.

Обозначим площадь искомого А  СЕР через 8 Х (рис. 143).
Из подобия треугольников АЭР  и ОБЕ  (каждый из которых 

подобен данному треугольнику АВС) находим

? - ш  ■
Высоты треугольников А йР  и РЕС относительно сторон АР  и РС 

равны между собой, так как ОЕ || АС. Тогда

(2)
АР • { )
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Сопоставляя равенства (1) и (2), получаем
&

& -  (§5 Г
5і и /  *

откуда и находим площадь искомого Д  СЕР

$х =

З а д а ч а  б. На сторонах А В и АС треугольника АВС взяты точ 
ки ЛІ и а на прямой МЫ точка Р так, что

ВМ _ А Ы  _ М Р  
МА Л/С РЫ *

Доказать, что площадь треугольника ВРС в два раза больше площа
ди треугольника А МЫ (рис. 144).

Пусть
ВМ  АЫ _  МР  _  
МА ЫС “  РЫ '

тогда
АВ _ В М  +  МА . АС АЫ +  ЫС _ к  +  1
ХМ*“  АМ  - Л +  1; АЫ'~' АЫ ”  к

МЫ 6 +  1 МЫ
РМ к * РЫ =  к +  1.

Принимая во внимание результаты, сформулированные в начале этого 
параграфа и полученные при решении задачи 3, найдем

8л в с  АВ АС (* +  1)*
За м ы  АМ  ' АЫ к ’

^ в м р  ВМ РМ к2
8лм ы  А М  '  Ш  к + 1 ’
8 СЫР с /ѵ  р ц  1
8 ЛМЫ А Ы 'М Ы  * (А +  !)•

Но
$АМ Ы  +  8 ВРС —  ^ А В С  5 В Н Р  ~  ^СЫ Р'
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Разделив обе части этого равенства на 5 н воспользовавшись 
найденными выше отношениями площадей, получим

+  $ в р с  __ (к  +  1 )а к 2 1 I)3 — к3—  1
3АМЫ к *+ 1  * (* + 1 )

откуда 3Амм  +  З др с  =  или, после приведения подобных
членов*

^ВРС =  ^ЛМЛГ'

У п р а ж н е н и е .  В треугольнике АВС  проведены высоты ВО  и 
СЕ. Выполнить рисунок и доказать, что

$А В Р

$АСЕ -  Ш

§ 18. Сводная таблица 
частных случаев треугольников

Введенные обозначения: д» Ь, с — стороны треугольников; Аа, 
йь» Нс — соответствующие высоты; т а , ть> тс — медианы; а, р, -у — 
углы; /а , ІЬу /с — биссектрисы;/? — радиус описанной окружности; 
г — радиус вписанной окружности; га , г&> г0 — радиусы вневпнеанных 
окружностей; а* — проекция а на с; Ь' — проекция Ь нас ;  5 — пло
щадь треугольника.

Т а б л и ц а  6

Вид треуголь
ника

Определения, формулы, свойства, соотношения
между элементами

Равносторонний

а »  6 и  с/ « *  р я  ]  =»60°/

; 5  =  Ц -  а*} К ш 2п

а Ѵ Т  п а Ѵ Т  а Ѵ Т  
«  ) К «  ? га «  гь «  г с *  Зг *

Равнобедренный

а »  Ьз а  и 6 — боковые стороны, с — основание; а=(3 
(углы при основании равны);

Па ~ Н Ь ~ *  ; Не «  тс — /с =  і -  1^4а* — с2; 5  аС •

0 г —г------ ; ^ Л* сЙа- 4 » Г - ,  ;

га ~ г *с1 гс «= 2 ^ 7
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Продолжение табл. 6

Вид треуголь
ника

Определения, формулы, свойства, соотношения
между элементами

Прямоугольный

I =  я +  Р =» 90°; а н Ь — катеты, с — гипотенуза, с*— 
=* о* +  6* (теоремы Пифагора);

а® =  со', Ь2 «= Н* *  аТЛ 5  =» ^

Центр тяжести отстоит от сторон а, 6 и с на расстоя
нии І-Ь, -~а и —Л соответственно}о «5 о

т а  =  і -  V' 46* +  а*, т б  -  V 40* +  >>\

аЬтс =  — с; Па <= Ь, кь ~  а, Нс «  А =  -

РавнобедрениыЗ
прямоугольный

с / 2
в ■= й «  —  ; а =  р 45°, 7 =  90°,'

аѴ Ъ  с
т а =* ть — — —  . тс *  й* «  ^

Прямоугольный
с углом в 30° >"3 Ѵ Т ьг Ѵг г 

~ Г С

§ 19. Параллелограмм, прямоугольник, ромб,
квадрат

Параллелограммом называется четырехугольник, противополож
ные стороны которого попарно параллельны.

В параллелограмме противоположные стороны равны. Любые две 
противоположные стороны параллелограмма 
можно считать основаниями. Расстояние 
между основаниями называется высотой. Во 
всяком параллелограмме сумма углов, при
лежащих к любой стороне, равна 180°. Про
тивоположные углы параллелограмма равны.
Диагонали параллелограмма в точке их 
пересечения делятся пополам. Сумма квад
ратов диагоналей параллелограмма равна Рис. 145. 
сумме квадратов Четырех сторон. Площадь
параллелограмма равна произведению основании на высоту (рис. 145):

5  =. ака =  Ыц.
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З а д а ч а  1. В выпуклом четырехугольнике А В С й ^А Е  _і_ ВО, 
СР і .  ВО (рис. 146). Доказать, что если А Е  =  СР и ВАС  =  ^  А СО, 
то АВСО  — параллелограмм.

Поскольку ВАС  =  Л СО, то А В |) ОС, Д  Л ЕЕ =  Д  СО/7, 
так как А ВО =  СОВ и по условию АЕ  =  С/7, Следовательно, 
ЛВ =  СО. Таким образом, в четырехугольнике АВСО  две противо
положные стороны равны и параллельны, значит этот четырехуголь
ник — параллелограмм.

З а д а ч а  2. В параллелограмме АВСО  на сторонах Л б  и СО 
отложены равные отрезки АЕ  и СО, а на сторонах ВС и АО — равные 
отрезки ВР и О Я . Доказать, что четырехугольник ЕРОН есть также 
параллелограмм (рис. 147).

Рассмотрим треугольники ВРЕ  и СОЯ. В этих треугольниках 
по условию ВР  =  ОЯ* ВЕ  =  СО, В =  ^  О . Следовательно, 
Д  ВРЕ  =  Д  ООН; значит ЕР  =  ОЯ. Аналогично доказываем, что 
Р6  =  Е Я . Таким образом, в четырехугольнике ЕРОН противополож
ные стороны попарно равны; следовательно, этот четырехугольник есть 
параллелограмм.

З а д а ч а  3« Дан параллелограмм Л В  СО, в котором А =  С =  
=  60°. Определить отношение длин сторон параллелограмма, если

отношение квадратов его диагоналей равна ~ . Построить рисунок.

Имеем
ЛС*= Л О Ч - А В 2+  АВ • АО, 
в о 2=  Л 0 2+  Л В2— Л В • ЛО.

Отсюда, разделив первое уравнение на второе и принимая во вии-
(АС \*  19мание, что по условию задачи I I =  ~ , находим

( ^ Л . І Л . б В  
ІА С Ѵ  _  /Ф 2 +  А В 2 +  АВ ■ ЛО и в /  _  ^  АВ  19
' в о /  “ ЛО2 +  ЛВ2 -  АВ ■ АО ~  ІАО Ѵ . . АО  7

АВ

После очевидных преобразований для определения искомого от-
ЛО

ношения сторон получаем квадратное уравнение
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из которого находим два возможных решения:
АО • 13 ± 5  АО 3 АО 2 
АВ 12 ' Т' А В ~  2 ШЛ АВ 3 •

Признаки параллелограмма. Четырехугольник АВСО  является 
параллелограммом, если выполняется одно из следующих условий:

1. Противоположные стороны попарно равны:
А В »  СО\ В С =  А й .

2. Две противоположные стороны равны и параллельны:
АВ  =  С[); АВ  || СО.

3. В точке пересечения диагонали делятся пополам.
4. Противоположные углы попарно равны:

^ А  =  /_ С \  / . В  =  ^ Г ) .

Прямоугольником называется параллелограмм, у которого все 
углы прямые.

Прямоугольник обладает всеми свойствами параллелограмма 
и имеет свои особые свойства:

1) в прямоугольнике диагонали равны;
2) прямоугольник имеет две оси симметрии, которые проходят 

через точку пересечения диагоналей параллельно его сторонам.
В прямоугольнике квадрат диагонали равен сумме квадратов двух 

его смежных сторон. Площадь прямоугольника равна произведению его 
сторон:

8  =  аЬ. .

З а д а ч а  4. В прямоугольнике А В С й А В  =  С/) =  а, ВАС  =  
=  60°. Определить периметр Р  прямоугольника, его диагонали и пло
щадь. Построить рисунок.

По условию /_ВАС  =  60°, тогда /_АСВ  =  30° и, следовательно,

АС =  2АВ =  2а; В й  =  АС =  2а; ВС =  АО =  .

Воспользовавшись теперь полученными результатами, находим

Р =  2АВ +  2 ВС =  2о + 2  =  (2 +  ]/3) а;

3  =  АВ ■ В С ^ . ^ — аК

Ромбом называется параллелограмм, все стороны которого равны.
Ромб обладает всеми свойствами параллелограмма, а также имеет 

свои особые свойства:
1) диагонали ромба взаимно перпендикулярны и делят углы ромбаг 

пополам;
2) каждая диагональ ромба является его осью симметрии.
Диагонали ромба могут быть вычислены по формулам

й і =  2а *іп ; Оі =  2а соз ^ ,
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где а — сторона ромба, а  — угол ромба.
Сумма квадратов диагоналей ромба равна учетверенному квадрату 

стороны ромба

З а д а ч а  5. Периметр ромба равен 2р, сумма его диагоналей 
равна т .  Определить площадь ромба.

Обозначим диагонали ромба через х  и у. Тогда, принимая во вни
мание условие задачи и воспользовавшись теоремой Пифагора, полу
чаем:

Умножив теперь второе уравнение на 4, перепишем найденный 
результат в виде

Из полученной системы уравнений определим произведение ху . 
Для этого возведем первое из уравнений в квадрат и, вычтя из него 
второе, найдем 2ху =  т2 — р2, откуда

Площадь ромба равна половине произведения диагоналей, следова
тельно,

Квадратом называется параллелограмм, у которого углы прямые, 
а стороны равны. Квадрат есть частный вид прямоугольника, а также 
частный вид ромба. Следовательно, квадрат обладает как свойствами 
прямоугольника, так и свойствами ромба.

Диагональ квадрата и его сторона связаны между собою одной 
из следующих формул:

<і\ +  <*!!= 4а2.

Площадь ромба может быть вычислена по одной из формул:

так как сторона ромба равна одной четверти его периметра а «  *—

=  51 
2 •
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Площадь квадрата определяется по формулам:

(Р
5  =  а2; 5  =  у  ,

З а д а ч а  6. В квадрат ЛЯСО вписан другой квадрат К1*МЫ% 
так что вершины его лежат иа^сторонах первого квадрата, а стороны 
составляют со сторонами первого квадрата углы по 30°. Какую часть 
площади данного квадрата составляет площадь вписанного?

Из Д  Л /а (рис. 148) следует

АЬ =  І к и  А К = * Щ ±  .

В N С

Рнс. 149. 

Но в данном случае
д  л /а  =  д  імв  =  д  мыс =  д  ком

(по равным гипотенузам и острым углам), поэтому
Л / ( =  І В  =  М С = ,  N0 .

Таким образом,

АВ •= М  +  ІВ  =  А і  +  АК  =  ■ К І
2

и тогда

'а в с р

'КІ-МЫ
=г =  (1±Х±)2 =  2 + ̂ 3

З а д а ч а  7. Дай квадрат ЛВСО, причем ВЕ — ЕС, СЕ X ЭЕ  
(рис. 149). Доказать, что площадь заштрихованного на рис. 149 тре
угольника І)СР в пять раз меньше площади данного квадрата.

=  5" &ОСР * так как А  00 А  СЕР и СЕ =  ~  ОС, а пло

щади подобных фигур относятся, как квадраты сходственных сторон. 
Тогда

4
ОС/7 — 5 “ ^ОЕС$йСЕ ^йСР ^СЕР — 53сер и — г- 5
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Кроме того, 5 я р е  — ЗдвсО ' Следовательно,

с  _ 4 о  - 1 4  с  1 С
~  5" °ОЕС “ 4 * 5 '  °АВСО 5"

З а д а ч а  8. В ромбе АВСО  на сторонах О А и ОС отложены рав
ные отрезки й М  и /ЭУѴ. Доказать, что треугольник УИВУѴ — равнобед
ренный. Выполнить рисунок, д  АВ М  =  Д  ВСУѴ, так как АВ  =  
=  ВС, /1  В/40 =  /1  ВСО по условию задачи, АМ  =  СУѴ (как раз
ности равных отрезков). Следовательно, ВМ  =  ВУѴ, т. е. Д  М В Л — 
равнобедренный.

З а д а ч а  9. На двух сторонах треугольника построены вне его 
квадраты. Доказать, что отрезок прямой, соединяющий концы сторон

квадратов, выходящих из* одной вершины 
треугольника, в два раза больше медианы 
треугольника, выходящей из той же вер
шины.

Пусть на сторонах А В и ВС треугольника 
А ВС построены квадраты /4 ВОЕ и ВСРО 
(рис. 150). Продолжим медиану ВМ  на от
резок МЫ =  ВМ. Проведем прямые ЛМ и 
УѴС. Четырехугольник АВСЫ — параллело
грамм, так как ВМ  =  МЫ у АМ  =  МС.

Далее, О ВС =  ВСЫ (как углы со 
взаимно перпендикулярными сторонами) 
и ОВ =  В/4 =  СЫу ВС =  ВС; следо

вательно, Д  ВОС =  Д  ВСЫ.
Таким образом,

ОС =  ВЫ =  2 ВМ.
У п р а ж н е н и е .  Доказать, что площадь параллелограмма, 

стороны которого равны и параллельны диагоналям произвольного 
четырехугольника, равна удвоенной - площади этого четырехуголь- 
няка.

§ 20. Трапедвя

Трапецией называется четырехугольник, две противоположные 
стороны которого параллельны, а две другие не параллельны. Парал
лельные стороны трапеции называются основаниями, не параллельные 
стороны — боковыми сторонами.

Высотой трапеции называется расстояние между основаниями; 
отрезок, соединяющий середины боковых сторон, называется средней 
линией трапеции.

Средняя линия трапеции равна полусумме оснований и параллельна 
им. Трапеция, у которой боковые стороны равны, называется равно- 
бонной. В равнобочной трапеции углы при основании равны. Трапеция, 
у которой хотя бы один угол прямой, называется прямоугольной.

Площадь трапеции равна произведению полусуммы оснований на 
высоту:

I
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где а и Ь — основания, Н — высота, или произведению средней ли
нии на высоту:

Площадь равнобочной трапеции может быть вычислена также 
по формулам

где а и Ь — основания трапеции, с — боковая сторона, ѵ — У гол 
между боковой стороной и основанием.

З а д а ч а  1. Вычислить площадь трапеции, параллельные сто
роны которой содержат 16 см и 44 см, а непараллельные — 17 см 
и 25 см.

В трапеции АВСО  проведем Э Е  || ВС (рис. 161); А Е  =  А В  — 
СО =  44 см — 16 см — 28 см; ОЕ  =  ВС =  17 см. Пусть ОР — 

высота трапеции. Из д  АО Е  получаем

З а д а ч а  2. Непараллельные стороны трапеции продолжены до 
взаимного пересечения н через полученную точку проведена прямая, 
параллельная основаниям трапеции (рис. 152). Найти отрезок ее, огра
ниченный продолженными диагоналями, если основания трапеции 
равны ОЕ  =з а, МЫ =  Ь (а >  Ь).

Д  О М Е  со д  АМ С\ Д  йЫ Е  со д  СЫВ; Д  МЫЕ  <х> д  АС Е .

где т -= а +  Ь
2 — средняя линия.

5 =  с (а — с соз к) 5Іп 7,
5 =  с (Ь +  с соз ,-у) 5ІП 7,

° Г  =  ^ Ѵ р  (Р ~  т  ( Р  -  ОБ) ( р  -  АЕ) = --1  X

X / 3 5  • 10 -7  • 18 *  15 см\

Рис. 15І. Рис. 152. Рис. 153.

Отсюда
АС _ І Ч  СВ АС =  Ні + Н і

поэтому

Ь а Нг
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в тогда

АС =  - 2 * . .  Но АС «і Св =  — ■.
Д ~~ б Лз

Итак*

ЛВ =  АС +  СВ =  2<4С =  .а — Ь

З а д а ч а  3. Доказать, что если прямая, параллельная основа
ниям трапеции, проходит через точку пересечения диагоналей, то отре
зок, отсекаемый от этой прямой боковыми сторонами, делится точкой

налей и продолжим этот отрезок до пересечения со вторым осно
ванием. Чтобы доказать, что второе основание при этом разделится 
пополам, достаточно рассмотреть две пары подобных треугольников 
прилежащих к основаниям.

З а д а ч а  5. Два равных равнобедренных прямоугольных тре
угольника с катетами а расположены так, что катет ВС треугольника 
АВС  параллелен гипотенузе АхВу треугольника А 1В1СІ. Вершины В 
и С соответственно лежат на катетах АіСх и ВхСі-

Определить площадь трапеции ВСМЫ.
Из Д  АМЫ  следует, что МЛ; =  АМ  =  а — МС  (рис. 154). 

Д  А 1С1В1 со д  ВССг, поэтому

З а д а ч а  6. Высота равнобедренной трапеции вдвое меньше 
боковой стороны. Определить углы трапеции. Выполнить рисунок.

В трапеции А В С й  через точку О 
(рис. 153) пересечения диагоналей АС  
и ВО проведем ЕР  параллельно осно
ваниям трапеции А В и СО до пересе
чения с боковыми сторонами АО  и ВС 
в точках Е и Р. Для доказательства 
достаточно рассмотреть две пары по-

пересечения пополам.

А

% добных треугольников: ООЕ и й В А ;

З а д а ч а  4. Доказать, что сере
дины оснований трапеции и точка 
пересечения ее диагоналей лежат на 
одной прямой. Выполнить рисунок.

СОР и С А В и учесть, что треуголь
ники ООЕ и СОР; ОВА и САВ  по
парно имеют одинаковую высоту.

Рис. 154. Соединим середину основания 
трапеции с точкой пересечения диаго-

ВС ССг а а — МС V  2
/4іВі

откуда

МС =  в ( / 2  — 1); ММ =  а ( 2 - / 2 ) .

Следовательно,

1 У*— ?  а*2
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В трапеции АВСЭ  проведем из точки В  высоту ВР X АО, А В =  
=  2ВР; д  АВР  — прямоугольный; значит, гипотенуза его в два раза 
больше катета. Дальнейшее решение задачи не содержит каких-либо 
трудностей, и читатель сможет легко выполнить его самостоятельно.

О т в е т :
Л =  С =  30°; / .  В =  О =  150°.

З а д а ч а  7. Доказать, что если биссектрисы углов трапеции, 
прилегающие к одному основанию, пересекаются на втором основании, 
то* это второе основание равно сумме боковых сторон (рис. 155).

По условию задачи А Е  и й Е  — биссектрисы углов А  и О , так что 
/1  1 =  ^ 1 2 и / . 3 = / . 4 .  Точка Е  лежит на основании ВС. Но 1 =

=  / . 5 ,  а / .  3 =  /1  6, как углы накрестлежащие при пересечении 
параллельных прямых АО  и ВС секущей А Е  или Ей* Следовательно, 
оба треугольника А В Е  и СОЕ  — равнобедренные; значит,

А В  =  ВЕ, СО =  СЕ, ВС =  ВЕ  +  ЕС =  А В  +  СО.

З а д а ч а  8. Доказать, что отрезок, соединяющий середины диа
гоналей трапеции, параллелен ее основаниям и равен их полуразности 
(рис. 156).

Проведем среднюю линию МЫ трапеции АВСО. Средняя линия 
делит диагонали пополам, как средняя линия треугольников АВС 
и ВСО. Следовательно, РЕ  лежит на средней линии; значит, РЕ  || АО .
ГЛ \ Л  С  ЛО д .  г  ВС «П. А Л  П  А Л Е  Л Я --  ВСОтсюда М Е  ~  —  , МР  =  — и тогда РЕ  =  М Е  — М Р  = ----- ------ .

Л & **
З а д а ч а  9. Какая получится фигура, если последовательно 

соединить середины сторон ромба?
Стороны полученного четырехугольника будут средними линиями 

соответствующих треугольников, которые образуют диагонали ромба 
с его сторонами, а поэтому они будут параллельны диагоналям. Диа
гонали ромба взаимно перпендикулярны; следовательно, и смежные 
стороны полученного четырехугольника тоже; значит, построенный 
четырехугольник будет прямоугольником (рис. 157).

З а д а ч а  10. Доказать, что если биссектриса острого угла Л 
трапеции АВСО  и ее диагональ совпадают, то боковая сторона А В 
равиа меньшему основанию ВС . Построить рисунок и выполнить дока
зательство самостоятельно.

З а д а ч а  11. Определить углы равнобедренной трапеции, у ко
торой верхнее основание равно боковой стороне, а диагональ перпен
дикулярна боковой стороне (рис. 158).

По условию АВ  =  СО =  ВС , АС  ±  СО. В таком случае Д  АВС  — 
равнобедренный; следовательно, ВС А =  /_  САВ. Но Л =  О,
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как углы при основании равнобедренной трапеции, а САГ) =  
=  /1  ВС А , как внутренние накрестлежащие углы при ВС || АЭ  
и секущей АС, Значит, А =  2^  САЭ. Далее, по условию Д  А С й  — 
прямоугольный, так что САЭ  +  Е> =  90°; но так как О =  
=  /1  /4, то 90° =  3 / .  С/40; следовательно, /1  С А р  =  30° и тогда 
/1  О =  /  Л =  60°, С »  /_ .В  =  120®.

І7 *

Рис, 157. Рис. 158. Рис. 159.

З а д а ч а  12. Доказать, что биссектрисы углов, прилегающих 
к одной из боковых сторон трапеции, пересекаются под прямые углом 
в точке, лежащей на средней линии трапеции (рис. 159).

Классификация четрехугольникоб 
Вогнута Сточкой самопересечения

Выпуклый

Рабнобедренная 
трапеция

Рис. 160.
Кбадрт

364



По у словию прямые А К  и ВЕ  есть биссектрисы углов Л и В, так 
что 1 =  2 и 3 =  /Ц 4. Но / .  1 =  /1  5, как внутренние накрест- 
лежащие при пересечении ВС Ц А й  и секущей В Е . Значит, Д  ЛВЕ — 
равнобедренный, а в таком случае его биссектриса А К  будет одновре
менно и медианой и высотой. Следовательно, А К  _І_ ВЕ  и ВК  =  КЕ. 
Остается доказать, что точка К  лежит на средней линии трапеции. 
Но средняя линия МЫ трапеции является и средней линией д  АВЕ; 
значит, она делит ВЕ пополам именно в точке К .

Таким образом, мы полностью доказали, что точка К  есть точка 
пересечения биссектрис /1  А и /1  В и что эти биссектрисы пересекаются 
под прямым углом.

В заключение § 19 и 20 на рнс. 160 приведена классификация 
четырехугольников.

§ 21. Окружность и круг

Определение окружности удобно дать с помощью понятия о гео
метрическом месте точек (см. § 29).

Окружность есть геометрическое место точек, равноудаленных 
от одной заданной точки, называемой центром окружности. Окруж
ность часто обозначают одной буквой, показывающей ее центр, 
например окружность О.

Радиусом окружности называется отрезок, соединяющий центр 
окружности с любой ее точкой. Каждая окружность имеет бесконечное 
число радиусов. Радиус обычно обозначают буквами г или

Все радиусы одной окружности равны между собой, что непосред
ственно вытекает из определения окружности. Поэтому обычно гово
рят: «окружность данного радиуса», хотя это не означает, что окруж
ность имеет только один радиус, а значит, что все «радиусы данной 
окружности имеют одинаковую длину.

Секущей называется прямая, проходящая через две произвольные 
точки окружности.

Хордой называется часть секущей, лежащая внутри окружности.
Диаметром окружности называется хорда, проходящая через 

ее центр, т. е. диаметр является наибольшей из хорд. Обычно диаметр 
ббозначается буквами й или О.

Длина диаметра равна удвоенной длине радиуса той же окруж
ности, т. е.

й =  2л

Часть окружности называется дугой.
Дуги одной н той же ркружности равны между собой, если при 

совмещении этих дуг их концы совпадут. Если при совмещении двух 
дуг одной окружности два конца их совпадают, а два других не совпа
дают, то дуги не равны, причем та дуга считается меньшей, которая 
составит часть другой.

Суммой нескольких данных дуг одинакового радиуса называется 
такая дуга того же радиуса, которая составлена из частей, соответ
ственно равных данным дугам.

Сумма дуг обладаем п е р е м е с т и т е л ь н ы м  и с о ч е т а 
т е л ь н ы м  свойствами.

Из понятия о сумме дуг выводятся понятия о разности дуг, об 
умножении и делении дуги на число, как для отрезков прямой.
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Через одну и ту же точку можно провести бесконечно много окруж 
ностей с произвольно выбранными центрами и радиусами.

Через две заданные точки А  н В можно провести бесконечно много, 
окружностей.с произвольно выбранными радиусами г, гІУ п , гЬі ..., 
но не меньшими половины расстояния между точками Л и В. Центры 
такнх окружностей 0 , 0 І7 0 2, ... будут лежать на одной прямой, пер
пендикулярной отрезку, концами которого являются данные точки, 
и проходящей через середину этого отрезка (рис, 161).

Через три заданные точки, не 
лежащие на одной прямой, можно 
провести окружность и притом 
только одну.

Через три точки, лежащие иа 
одной прямой, окружности провести 
нельзя. Другими словами, три точ
ки, не лежащие на одной прямой, 
полностью определяют собою ок
ружность.

Диаметр окружности, перпен
дикулярный к ее хорде, делит эту 

Рис. 161. хорду и обе стягиваемые ею дуги
пополам.

Дуги, заключенные между параллельными хордами, равны.
Кругом называется часть плоскости, заключенная внутри окруж

ности.
Сектором называется часть круга, ограниченная некоторой дугой 

АВС  и двумя радиусами, проведенными к концам этой дуги, например 
сектор О А ВС на рис. 162.

Сегментом называется часть круга, ограниченная дугой и стяги
вающей ее хордой, например сегмент А хВхСі на рис. 162.

Рис. 162. Рис. 163.

Касательной называется прямая, имеющая одну общую точку 
с окружностью и лежащая в ее плоскости. Общая точка прямой с окруж
ностью называется тонкой касания.

Длиной касательной, проведенной из точки А к заданной окруж
ности с точкой касания М , называется отрезок АМ  (рис. 163). Обычно 
под термином касательная и понимают лишь этот отрезок. Касатель
ная к окружности перпендикулярна к радиусу (диаметру), проведен
ному в точку касания.

Из точки вне круга можно провести к окружности две касательные. 
Длины этих касательных равны между собой, так как два прямоуголь
ных треугольника А ОМ и АОМх равны, поскольку имеют общую гипо
тенузу и ію одному равному катету ОМ =  ОМх— г (рис. 163).
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Через точку, лежащую на окружности, можно провести лишь 
одну касательную к этой окружности. Через точку, лежащую внутри 
окружности, провести касательную к данной окружности нельзя. 
Одиако через любую точку, лежащую вне, на или внутри окружности, 
можно провести бесконечное множество секущих.

Касательную к окружности можно рассматривать как предельное 
положение секущих А В У АВХі А Вг , ... , проведенных из заданной 
точки А , расположенной вне или на самой окружности (рис. 163). 
В последнем случае точка А  совпадает с точкой М  (или А^).

'Если касательная параллельна хорде, то точка касания делит дугу, 
стягиваемую хордой, пополам.

Для обозначения дуги часто пользуются специальным знаком ч л
и, например, вместо «дуга АВъ можно писать ѵ  АВ.

Принято говорить, что прямая МЫ  и дуга А В  некоторой окруж 
ности О сопряжены, если они имеют общую точку (например точку В) 
и в этой точке прямая МЫ являет
ся касательной к данной дуге А В.

З а д а ч а  1. Построить сопря
жение дайной дуги А В раднуса Я 
с отрезком прямой МЫ. Выполнить 
чертеж.

Из точки Ы (или М) восста
вляем перпендикуляр О Ы = $.
Из точки 0  как из центра радиусом 
Я проводим дугу АВ, так чтобы 
точки А и Ы совпали и чтобы дуга р
А В шла в направлении продолже
ния отрезка МЫ.

Две дуги, сходящиеся в некоторой точке В , называются сопряжен
ными, если в этой точке они имеют общую касательную.

З а д а ч а  2. Построить сопряжение дуги А В радиуса #  с другой 
дугой СО радиуса г. Выполнить чертеж.

Из произвольной точки О проведем радиусом дугу АВ. Соеди
ним точку О с точкой В . На радиусе ОВ (или на его продолжении, если 
г >  Я) от точки В отложим отрезок ВОг =  г. Из точки Ох, как из цен
тра, радиусом г проведем дугу СО так, чтобы точки С и В соваали 
и ѵ^СО являлась бы продолжением дуги АВ. Сопряжение выполнено, 
поскольку любая прямая /, проходящая через точку В перпендику
лярно к О В , является касательной и к дуге СО, так как / ±  0 гМ.

З а д а ч а  3. Равные отрезки А В =  СО пересекаются в точке М 
так, что АМ  =  М С . Доказать, что точки А, В, С и О лежат на одной 
окружности.

Возьмем точку К — середину отрезка АВ  п точку Ь — середину 
отрезка СО (рис. 164). Проведем через точки К  и 1  перпендикуляры 
соответственно к АВ  и СО до их пересечения в точке О. Перпендикуляр 
КО есть геометрическое место точек, равноудаленных от концов отрезка 
АВ, а перпендикуляр №  — от концов СО, следовательно,

О А =  ОВ и ОС =  ОО.

Далее, Д  ЛМО =  А  СМО по двум равным сторонам и углу между 
ними (АМ  =  СМ  по условию; сторона ОМ общая и А МО =  СМО* 
поскольку Д  ОМЬ =  А  ОМ К, как прямоугольные треугольники 
с общей гипотенузой и равными катетами
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М І  =  а  — СМ =  А К  —  А М  =  М/С; О , =  -і- СО =  у  ЛВ =  -4/С

по условию, так что ОМЬ =к ОМ/С, а /.МЛ =  СМ/С как 
вертикальные).

Поэтому АО =з ОС, а в таком случае
ОА »  0 5  =  ОС =  ОО,

т. е. точки Л, 5 , С, О одинаково удалены от одной точки 0  и, значит, 
лежат на одной окружности.

З а д а ч а  4. Доказать, что перпендикуляры к хорде, восстав
ленные в ее концах, пересекаются диаметром окружности в точках, 
которые равноудалены от центра (рис. 165).

Пусть СС| и ОО, — перпендикуляры к хорде СО, которые пере
секают диаметр Л б  в точках Е и Р. Для доказательства проведем 
из центра О отрезок ОК X СО, тогда СК =  КО (поскольку д  С/СО =  
=  Д  О/СО, как прямоугольные треугольники с общим катетом О/С 
и равными гипотенузами ОС =  ОО =  г; или же непосредственно на 
основании того* что диаметр, в данном случае его часть ОК, перпенди
кулярный к хорде, делит ее пополам). Отсюда вытекает, что прямая КО 
проходит через середину /С стороны СО прямоугольной трапеции 
СЕРО и параллельна ее сторонам СЕ и О /7, а потому ОК есть ее сред
няя линия; следбвательно, точка 0  — середина стороны ЕР  и ОЕ =  ОР.

3 а д а ч а • 5. Доказать, что если опустить перпендикуляры из 
концов диаметра на хорду или ее продолжение, то основания этих 
перпендикуляров равно отстоят от соответствующих концов хорды.

Пусть О — центр круга, А В — диаметр, СО — хорда. Проведем 
А А Х X  СО, В В і  Л. СО. Для доказательства проведем ОК Л СО, 
тогда К  — середина хорды СО (рис. 166). Четырехугольник А В В ХА Х— 
прямоугольная трапеция,, прямая О К проходит через середину О сто
роны АВ  и параллельна основаниям трапеции ЛЛі и ВВ1$ а поэтому 
будет ее средней линией, откуда следует, что точка К — середина сто
роны Л | В ы ч и т а я  от равных отрезков А ХК  и К В Х равные отрезки 
СК и /СО, получим, что А ХС =  О ^ .

В одном круге или в равных кругах:
1) если дуги равны, то и стягивающие их хорды равны и одинаково 

удалены от центра;
2) если две дуги, меньшие полуокружности, ие равны, то большая 

из иих стягивается большей хордой и из обеих хорд большая распо
ложена ближе к центру.

д

Рис. 165. Рис. 166.
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Касающимися окружностями называются такие две окружности, 
которые имеют лишь одну общую точку.

Две окружности, имеющие две общие точки, называются пересе
кающимися,

Трех общих точек две неравные окружности иметь не могут, так 
как, в противном случае, через три точки оказались бы проведенными 
две разные окружности, что невозможно.

Две или несколько окружностей называются концентрическими, 
если их центры совпадают (находятся в одной точке). Две равные 
окружности имеют бесконечно много общих точек, если оии концен
трические.

Линией центров называется прямая, проходящая через центры 
двух окружностей. Если две окружности имеют общую точку, распо
ложенную вне линии центров, то они имеют еще и другую общую точку, 
симметричную с первой отиосительно линии центров. Такие окруж
ности пересекаются.

Если две окружности имеют общую точку, лежащую на линии 
центров, то они в этой точке касаются.

Две окружности с центрами 0 Хі 0 2 и радиусами могут иметь
следующие случаи взаимного расположеиия:

1. Одна окружность лежит вне другой. Общих точек нет. В этом 
случае

0 і0 2 >  +  Д2.
2. Одна окружность лежит вне другой. Имеется лишь одна общая 

точка (внешнее касание). Тогда
0 г0 9 — +  #2-

3. Окружности пересекаются. Следовательно,

I — /?2 ! ^1^2 ^  "Ь
4. Окружности имеют внутреннее касание. В этом случае

0 \0 2 =  I 2 I*
5. Одна окружность лежит внутри другой. Общих точек нет. Тогда

<  I # і  — /?а|«
В частности, для концентрических окружиостей расстояние между 
центрами

ОхОг =  0.
К двум окружностям (случай 1) можно провести четыре общих 

касательных (две внутренние и две внешние) (рис. 167).
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К двум внешне касающимся окружностям (случай 2) можно про
вести Три общих касательных (рис. 168), Одиа из них будет проходить 
через точку касания перпендикулярно линии центров 0*0*. В частности, 
при /?! =  # 2 Две других касательных параллельны линии центров.

К двум пересекающимся окружностям (случай 3) можно провести 
лишь две общие касательные (рис. 169).

Две внутренне касающиеся окружности (случай 4) имеют одну 
общую касательную, она перпендикулярна линии их центров (рис. 170).

В пятом из перечисленных случаев расположения двух окружно
стей общих касательных у них нет.

З а д а ч а  6. Доказать, что если две касательные к окружности 
пересекаются под углом в 60®, то расстояние от точки их пересечения 
до центр л круга равно диаметру круга.

Пусть М А  и М В  — касательные, проведенные из внешней точки 
М  к окружности 0  (рис. 171). Треугольники ОАМ  и ОВМ — прямо
угольные, так как ОА и ОВ — радиусы, проведенные в то^ки каса
ния А и В; кроме того, ОА и ОВ равны, как радиусы, а МА  и М В  — 
как касательные, проведенные из одной внешней точки; следовательно, 
прямоугольные треугольники ОАМ  и ОВМ  равны по двум катетам, 
значит,

З а д а ч а  7. Доказать, что если через точки пересечения двух 
окружностей провести две параллельные прямые, не пересекающие

Рис. 169. Рис. 170.

I

Рнс. 171. Рис. 172.

а в таком случае

ОМ =  2 АО =  2г.
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дуг, лежащих внутри их, то отрезки этих прямых, ограниченные 
окружностями, равны.

Пусть САО и ЕВР  — параллельные секущие, проходящие через 
общие точки А и В окружностей 0  и 0 Х; СО и ЕЕ— отрезки, ограни
ченные окружностями (рис. 172). Через 0  и Ох проведем две прямые 
К І  и МЫ перпендикулярно СО и ЕР. Тогда

С/С =  К А , АМ  =  МО  и Е І  =  1<В, ВЫ =  ЫР,
так как диаметр (или его часть), проведенный перпендикулярно к хорде, 
делит ее пополам. Но КМЫЬ — прямоугольник, а потому КМ  =  /ЛѴ. 
С другой стороны, КМ  и ІЫ  есть суммы половин хорд; следовательно,

СО =  ЕР,
З а д а ч а  8. Две окружности внешне касаются и к ним прове

дена общая внешняя касательная. На отрезке касательной, заключен
ном между точками касания, как иа диаметре, построена третья окруж 
ность. Доказать, что она кагается линии цеитров.

Пусть на отрезке касательной А В , ограниченной точками касания 
А и В, как на диаметре, построена окружность (рис. 173). Через точку 
касания К  окружностей и 02 проводим касательную до пересечения 
с касательной А В в точке 0 ; тогда АО =  О К — ОВ, как касательные, 
проведенные из одной точки; значит, окружность 0  пройдет через 
точку К и будет касательной к линии центров 0 і0 2, так как прямая 
0 Х0 2 перпендикулярна к радиусу О К  в его конце.

З а д а ч а  9. К окружности проведены две параллельные каса
тельные. Доказать, что точки касания и центр лежат на одной прямой 
(рис. 174).

Проведем через центр 0  прямую / ( I ,  параллельную касательной 
А В ,  тогда КІ* параллельна и касательной СО. Прямая КЬ I! А В, 
а потому сумма внутренних односторонних углов АЕО  и ЕОК равна 
180°; но ОЕ — радиус, проведенный в точку касания, а потому АЕО =  
=  90°, и, следовательно, ЕОК =  90°.

Аналогично ^  КОР ==90°, а потому ЕОР — развернутый, 
точки касания Е, Р и центр 0  лежат на одной прямой ЕОР.

З а д а ч а  10. Внешняя касательная АВ  двух окружностей ради
усов и г в т раз больше их внутренней касательной СО. Определить 
расстояние между центрами этих окружностей 0 Х и 0 2 (рис. 175).

Проведем прямые Е 0 2 || А В и Р 0 2 II СО. Тогда прямоугольные 
треугольники 0 Х0 2Е  и 0 Х0 2Р  будут иметь общую гипотенузу 0 Х0 2. 
Следовательно, поскольку СО =  РОг, получим

С02+  ОхР2=  ОхЕ2+  02Е*.
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Но Оі Р  =  #  +  г, ОгЕ  »  — г, а по условию задачи
ЕОг =  АВ — т С й.

Таким образом,
СО2 +  (Я +  г)2=  (Я — г)2+  (тСО )3,

откуда

Окончательно получаем

ОхОг =  +  0 2Е2 =  У  +  ( / ? - А)2 .

З а д а ч а  11. Окружность 0 Х пересекает две концентрические 
окружности, одну — в точках А и В, другую — в точках С иО (рис. 176).
П л і / О 0 0 » г Г  Н 'рЛ  Ѵ Л  ГѵП О  ^  О  ГТО Г» О *1_

I

точке М , АВ  — в точке /С. Из равенства треугольников С 00х и ООО* 
(у которых 0 ХС =  0 хй  =  /?, ОС =  ОО =  г и 0 0 г общая сторона) 
следует, что 0 0 х — биссектриса угла СОхО, а так как треугольник 
С0хи  равнобедренный, то хорда СО перпендикулярна прямой 00д. 
Аналогично доказываем, исходя из равенства треугольников ЖЮ* 
и ВООі, что прямая А В перпендикулярна 0 0 ѵ Следовательно, прямые 
А В  и СО параллельны.

Если через точку М , взятую внутри круга, проведены какая- 
нибудь хорда А В и диаметр СО, то произведение отрезков хорды равно 
произведению отрезков диаметра (рис. 177):

Действительно, д Л Л І С с о  Д  О/ИВ, поскольку ^  С =  ^  В, как 
углы, опирающиеся на одну и ту же дугу окружности АО  (см. § 22), 
а углы при вершине М  равны как вертикальные. Тогда

Рис. 175. Рис. 176.

АМ  • М В  =  СМ • МО.

ЛМ _  МО 
С М ~ М В  '

что в требовалось доказать.

или АМ  • М В  =  СМ • МО,
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З а д а ч а  12. В окружности радиуса Я  хорда А В  перпендику
лярна к одному из радиусов ОС и в точке пересечения Е  делит его по
полам (рис-. 178). Определить длину хорды.

Продолжим радиус ОС до пересечения с окружностью в точке О. 
Тогда

СЕ • ЕЕ) — А Е  • ВЕ.
С

д
Рис. 178.

1 3
Поскольку по условию СЕ — — ЕО — АЕ  =  ВЕ, то ЛЕ2—

=  /?*; следовательно,

ЛВ =  2ЛЕ =  Я ] / 3 .

Если через точку М, взятую внутри круга радиуса ’/?, проведено 
несколько хорд, то произведение отрезков каждой хорды, на кото
рые делит ее точка М , есть величина постоянная, равная /?2— ОМ*:

Л / И - М В =  С Л Г А Ш =  ЕЛІ • М Е = :  ѵ . «  Л Ш М Р  =  # 3— ОМ2,
так как МіѴ =  /? — <Ш, Л№ = ,  /? +  ОМ и, 
следовательно (рис. 179),

ЫМ ■ М Р ^  (К —  ОМ) (К +  ОМ) =
=  /?2~  о м 2.

Рис. 179. Рис. 180.

Если из точки М , взятой вне круга, проведены к окружности каса
тельная М А (А — точка касания) и секущая М ВС (МВ  — внешняя 
часть секущей, ВС  — внутренняя ее часть), то квадрат касательной 
равен произведению всей секущей на ее внешнюю часть (рис. 180):

М А 2=  МС  • М В.
Справедливо и обратное утверждение. Если из точки М  проведены 
к окружности секущая М К ^  и отрезок МЫ, где N  — точка, лежащая
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на окружности, и если имеет место соотношение
/ИУѴ3=  М І  . М К

(МЬ — вся секущая, М К  — внешняя часть секущей), то прямая МЫ 
является касательной к данной окружности.

З а д а ч а  13. Из точки М, взятой вне круга, проведены каса
тельная а и секущая. Отношение внешней части секущей к внутрен
ней ее части равно т  : п . Определить длину секущей.

Обозначим внешнюю и внутреннюю части секущей соответственно 
через ВМ  =  тх, ВС =  пх  (рис. 180), тогда М С =  (т +  л)*. Следо
вательно,

а2— (т +  гі)х • тх,
откуда

х =
а Ѵ т  [т -+* п)

т(т-\~ п)

Таким образом, длина секущей

МС  =  х (т -+* п) =  а ^ /~  1 +  ~  .

З а д а ч а  14. Доказать, что расстояние произвольной точки 
окружности от хорды есть средняя пропорциональная между расстоя

ниями от той же точки до касательных, 
проведенных к окружности о концах этой 
хорды.

На рис. 181 из концов хорды А В прове
дены к окружности О касательные АМ  и ВМ,  
Из точки окружиости С опущены перпенди
куляры СО X АВ, СР ±  АМ  и СЕ X ВМ ‘. 
Требуется доказать, что

СЕ>2=  СР > СЕ.
Из подобия прямоугольных треуголь

ников д  А С й  со Д  ВСЕ С Ай  =  СВЕ,  
как измеряющиеся одной и той же дугой 
СВ, см. § 22), Д  ВСО сѵ> д  АСР ( / .  РАС =  
=  С ВО — измеряются дугой АС), нахо
дим

СО АС СЕ 
Р С ~  с в и С й

АС СО СЕ ^ п2 г п
откуда ^  =  ргг. или СО2 =  СР • СЕ,С В ' РС СО

что и требовалось доказать.
П р и м е ч а н и е .  Если хорда А В будет диаметром, то из этой 

задачи получаем, как частный случай, что перпендикуляр, опущенный 
из любой точки окружности на диаметр, есть средняя пропорциональ
ная между отрезками, на которые основание перпендикуляра делит 
диаметр.

374



§ 22. Углы в круге

Центральным углом называется угол, образованный двумя ради
усами, например ^  ЕОЭ (рис. 182).

Вписанным углом называется угол, образованный двумя хордами, 
исходящими из одной точки окружности, например АВС  (рис. 182). 
О вписанном угле, как и о центральном, принято говорить, что он 
опирается на дугу, заключенную между его сторонами.

Описанным углом называется угол, образованный двумя касатель
ными, всходящими из одной точки, например ^  (}ЫР (рис. 183).

Длина дуги, описываемой концом радиуса, прямо пропорциональна 
величине соответствующего центрального угла; поэтому дуги и углы 
измеряются одними и теми же единицами измерения (градусами, радиа
нами).

Рис. 182. Рис. 183.

Центральный угол измеряется дугой, на которую он опирается 
(рис. 182):

ЕОЭ =  о» ЕО.

Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опи
рается:

Все вписанные в данную окружность углы, опирающиеся иа одну 
и ту же дугу, равны между собой (так как они измеряются половиной 
одной и той же дуги).

Вписанный угол, опирающийся на-диаметр,— прямой.
Описанный угол измеряется полуразностью большей и меньшей 

дуг, заключенных между точками касания (рис. 183):

<ЗЫР =  .

Угол между двумя хордами, т. е. угол, вершина которого лежит 
внутри круга, измеряется полусуммой двух дуг, одна из которых 
заключена между его сторонами, а другая — между продолжением 
этих сторон (рис. 183):

АМС  =  / ,  ИМВ =  У  л с .+  ^  о в  ,
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Если точка В будет стремиться к точке О и совпадет с нею (при 
этом одновременно и точка М  совпадет с точкой В ), т о ^ О Я  =  О, и 
мы снова получим формулу для вписанного.угла.

Угол между двумя секущими, т. е. угол, вершина которого лежит 
вне круга и стороны пересекаются с окружностью, измеряется полу- 
разиостью двух дуг, заключенных между его сторонами (рис. 184):

^ А С Е  =

Эта формула остается справедливой, если секущая А ВС перейдет 
в касательную ЛгС; тогда

г_ А ,С Е = -  ѵ  Аі Р  .

Если обе секущие перейдут в касательные, то снова получим формулу 
для описанного угла.

Угол между касательной и хордой измеряется половиной дуги, 
заключенной внутри его (рис. 184):

Эту формулу можно рассматривать как частиый случай, формулы 
для вписанного угла, когда одна из хорд, образующих вписанный 
угол, переходит в касательную.

с / .  0 - \ >
1  ъ ,

1 / =/ і/
.

Рис. 185,

З а д а ч а  1. А В — диаметр окружности О, радиус ОС ^  А В . 
Через середину й  радиуса ОС проведена хорда ЕР  Ц ЛВ(рис.  185). 
Доказать, что угол А В Е  в два раза меньше угла СВЕ  (или, что явля
ется эквивалентным, в три раза меньше угла АВС).

Соединим прямыми точки Е  и О, С п р. Прямоугольные тре
угольники ЕОй  и С йР  равны по двум равным катетам, откуда 

СРБ =  /1  ОБО , при этом Г>ЕО =  /  ЕОА> а потому </ СРй  =  
=  ЕОА . Но угол ЕОА — центральный, измеряемый дугой А Е , 
а угол СЕР — вписанный, измеряемый половиной дуги ЕС, а потому 
из равенства углов ЕОА и С РЕ следует, что дуга А Е  в два раза меньше

дуги ЕС и, значит, / ,  А В Е  =  у  /  СВЕ  или А В Е  =  АВС .
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З а д а ч а  2. Через конец хорды, делящей окружность в отно
шении 3 : 5, проведена касательная. Определить острый угол между 
хордой и касательной.

Дуга, заключенная между хордой и касательной, составляет
3 3
•ц- всей окружности, т. е. 360° • =• 135°. Следовательно, острый 

угол между хордой и касательной равен

135-
2 =  67° 30'.

З а д а ч а  3. Внутри данной окружности помещается другая 
окружность. А ВС и А В Е  — хорды большей окружности, касающиеся 
в точках В и О меньшей окружности (рис. 186). ВтЬ  — меньшая

Рис. 187.

из дуг между точками В и О , СпЕ *— дуга между коицами хорд АС  
и АЕ. Дуга ВтО  содержит 130°. Определить ду^у СпЕ.

Пусть Ох — центр меньшей окружности. Построим центральный 
угол В 0 \0 .  Поскольку куВтО  130°, то В О ф  =  130°; следо
вательно, С А й  =  180°— 130°= 50°, так ка к /_  0 ХВА  =  О^ОА =* 
=  90°.

Угол С А й  является вписанным в окружность О, опирающимся' 
на СпЕ и измеряется половиной этой дуги. Поскольку С А й  =  
=г 50°, то ^  СпЕ содержит 100°.

З а д а ч а  4. В окружности О проведена хорда А В  (рис. 187). 
На меньшей из двух дуг, стягиваемых хордой, дана точка М  и через 
эту точку к окружности проведена касательная Р(}. Найти на каса
тельной точку, из которой хорда А В  видна под наибольшим углом.

Угол А М В  является вписанным и, следовательно, измеряется 
половиной дуги АпВ. Любой другой угол с вершиной на касательной 
измеряется полу паз ностью двух дуг» из которых большей является 
та же дуга А п В . Следовательно, хорда А В видна под наибольшим углом 
из самой точки М .

З а д а ч а  5, Доказать, что отрезок произвольной касательной, 
заключенный между двумя параллельными касательными к той же 
окружности, виден из центра под прямым углом.
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ЛМ , А В , ВЫ по условию — касательные к окружности с центром 
в точке 0 ; АМ  Ц ЫВ (рис. 188). Соединим точки Л и В с центром О 
тогда О А и О В будут биссектрисами углов МОК  и КОЫ, так как

д  ОМЛ »  Д  ОЛ/С и д  ОКВ =  Д  ОВ/Ѵ.

Но угол МОЫ равен 180°, следовательно,
2(/_ АОК  +  КОВ) =  2 / .  ЛОВ =  180°, /  ЛОВ =  90°.

З а д а ч а  6. Если две окружности касаются, то любая общая 
секущая, проведенная черезг точку касания, отсекает от окружностей 
две равные противолежащие дуги. Доказать.

Две окружности касаются в точке В; АС  — общая секущая, про
ходящая через эту точку (рис. 189). Соединив центры с концами хорд, 
получим два равнобедренных треугольника: Д  ЛОВ и Д  ВСОи  в кото
рых ОВА =  СВОі, как вертикальные, и ОВА =  ОАВ =  
=  ВСОі, как углы при основании равнобедренных треугольников. 
Следовательно, центральные углы равны (2і ЛОВ =  21 ВОхС)> а 
в таком случае равны и стягивающие их дуги:

ч-/ АтВ  =  ^  ВпС .

§ 23. Длина окружности.
Площ адь круга и его частей

Длиной окружности называется предел последовательности пери
метров правильных вписанных в эту окружность многоугольников (или 
правильных многоугольников, описанных вокруг нее) при неограни
ченном увеличении числа их сторон.

Увеличение числа сторон правильного вписанного в окружиость 
многоугольника удобно выполнять путем удвоения его сторон.

Отношение длины окружности С к ее диаметру О есть величина 
постоянная для всех окружностей. Для обозначения этой величины 
Леонард Эйлер в 1748 г. предложил применять малую греческую 
букву п (пи):

С
о  ~ п *

Таким образом, задача вычисления длины окружности С сводится 
к вычислению числа я , так как

С =  тіО =  2 я Я.
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Поскольку длина окружности и ее диаметра несоизмеримы, число те 
точно вычислена быть не может и представляет собой бесконечную 
непериодическую ’десятичную дробь.

Это было строго доказано только в 1882 г. Ф. Лин деманом, пока
завшим, что число те траисцендентно, т. е. оно не может быть корнем 
какого-либо алгебраического урав
нения.

Д ля определения приближен
ной величины числа те, следует впи
сать в окружность какой-лібо пра
вильный многоугольник, вычислить 
его периметр и разделить этот пери
метр на диаметр описанной окруж
ности. Точность вычисления числа 
те возрастает при увеличении числа 
сторон такого многоугольника. Для 
наглядности приведем табл. 7.

Точное значение те (ограничи
ваясь сорок одним знаком) будет

те =  3,1415 926 535 897 932 384 626 433 832 795028 841 971...

Задача определения длины окружности и площади круга 
(так называемая «квадратура круга»), т. е. задача вычисления я, при
влекала к себе внимание с древних времен. Так, у египтян (2-е тысяче
летие до н. э.) те =  3,1605, у вавилонян и древних китайцев те =  3,
во II в. н. э. Чжан-Хсн брал те =  3,162...

Идея 'вычисления те как общего предела вписанных и описанных 
правильных многоугольников принадлежит Архимеду (~  287—212 
до н. э.), получившему оцёнки

о 10 П 1З у | < т е < 3 у .

Взяв их среднее арифметическое, найдем те =  3,14185, т. е. определим 
те с погрешностью, меньшей чем 0,0003.

Пользуясь методом Архимеда, французский математик Внета, вы
числил 9 знаков те, Романус— 17, а Ван Цейлен — 32. Дальнейшие 
вычисления требовали огромного труда и поэтому результат Ван Цей- 
лена оставался рекордным, пока для вычисления те не были применены 
методы дифференциального и интегрального исчисления. Воспользо
вавшись этими методами, Ньютон (1642— 1727) сравнительно легко 
вычислил 14 знаков, а Эйлер (1707— 1783) — 20, затем при помощи 
новых формул Мэшин (1706) получил 100 знаков, Рихтер (1855) — 500 
и Шенке (1874) — 707 знаков.

Новые возможности возникли после создания электронных цифро
вых вычислительных машин. В 1945 г. с помощью ЭЦВМ были прове
рены вычисления Шенкса и оказалось, что у него верны только первые 
528 знаков.

В 1949 г. число те было вычислено с 2000 знаков, а в 1957 г. с 10000 
знаков. Интересно отметить, что все цифры в те (еслн рассматривать 
достаточно большое их число) встречаются одинаковое число раз, но 
никакой закономерности в чередовании цифр обнаружить не удалось; 
они следуют одна за другой совершенно беспорядочно.

Т а б л и ц а /

Число сторон Отношение пери*
правильного метра многоуголь
вписанного ника к диаметру

мног оуг ол ьиика окружности

6 3,0000000
12 3,1058285
24 3,1326286
48 3,1393502
96 3,1410320

192 3,1414525
364 3,1415576
768 3,1415839
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Вычисление такого большого количества знаков у тс велось глав
ным образом из теоретических интересов; дли самых сложных рас
четов в настоящее время редко используют больше десяти — 
питнадцати знаков.

Запомнить первые 12 знаков п легко при помощи двустишия:
«Это я знаю и помню прекрасно, 
их многие знаки мне лишни, напрасно».

Записав каждое слово двустишия цифрой, равной числу букв 
в нем, мы и получим

п =3,14159265358...

Для многих технических расчетов достаточно знать число п с че
тырьмя десятичными знаками, т. е.

тс =  3,1416.

Отношение длин двух окружностей равно отношению их ра
диусов или диаметров

с2 ?Г2 а2 ■
Длина дуги окружности радиуса Я может быть вычислена по 

формуле

/ пп°% 1 п
І8 0 °  * ИЛИ ”  ?

где п° — градусное измерение дуги, ф — радианиое измерение дуги.
Площадь круга определяется как предел последовательности 

площадей правильных вписанных (нли описанных) в этот круг много
угольников при неограниченном увеличении числа их сторон.

Площадь круга вычисляется по формуле

5 =  пф =  .

Отношение площадей двух окружностей равно отношению квад
ратов их радиусов или квадратов их диаметров:

С О8Ѵ̂і _  _1 _  _1
С  п 2  ~ 2  *

О,

Площадь сектора равна длине дуги сектора, умноженной на по
ловину радиуса

_  кп°Д Я <рД2
сект і 8о° 2 2 *

где п° и ф соответственно градусное н радианное измерение дуги 
сектора.

Площадь сегмента находится как разность между площадью соот
ветствующего сектора и треугольника, образованного его радиусами 
и хордой.
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Можно также сказать, чгго площадь сегмента равна половине 
раднуса, умноженной иа разность между дугой сегмента и половиной 
хорды двойной его дуги. Это утверждение следует из рис. 190, на кото* 
ром СО е= 0 5 ,  ВС ± АО .

Если градусное измерение дуги сегмента невелико, то площадь 
сегмента можно вычислять по приближенной формуле

сегм

где Ь — основание сегмента; к ~ 
«стрелкой» (рис. 191).

Более точная приближенная 
формула имеет вид

высота сегмента, часто называемая 

А

сегм
2  и и  А 3

х Т ьн + й -

Рис. 190. Рис. 191.
Площадь кольца, образоваі но- 

го двумя концентрическими окруж
ностями радиусов Н\ и /?2, вычисля
ется как разность площадей этих кругов. Пусть #2 >  /?і, тогда

2
кольца

З а д а ч а  1. Радиус дугй равен 1200 мм , ее длина равна 450 мм. 
Сколько градусов содержит дуга?

Количество градусов, содержащихся в данной дуге, определим 
по формуле

180° . I
« °  = я/?

где 4 — длина дуги; /? — радиус дуги. Тогда (в данном случае), взяв 
п =  3,14, получаем у

=  21°>5 =  210 З0':3,14 • 1200 мм

если же взять « =  3,1416, то
п° =  21°, 4859 =  21°29', 15 =  21°29'9".

З а д а ч а  2. Найти радиус такой окружности, для которой ев 
длииа и площадь круга выражаются одним и тем же числом.

Обозначим раднус искомой окружности через Тогда по условию 
задачи должно иметь место равенство л/? =  теЛ2, откуда найдем 
Я =: 2.

З а д а ч а  3. Определить площадь круга, если площадь вписан
ного в иего квадрата равна <? квадратным единицам.

Площадь квадрата через его диагональ выражается формулой
1

откуда
<г =  т л

4 =  У Щ .
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Но диагональ квадрата равна диаметру описанной окружности, т. е*

2 п = Ѵ Ш

следовательно, площадь круга

я р
2 '

З а д а ч а  4. Радиус сектора равен г, а его площадь равна ф 
Определить величину центрального угла.

Учитывая формулы для площади сектора и длины его дуги, полу<
чаем

п  —. 1 пгп° 
ч ~  2 Г ' 180° ’

откуда

г і пгг 180е .

З а д а ч а  5. Вокруг правильного треугольника с площадью О 
описана окружность й & ^тот же треугольник вписана другая окруж* 
ность. Определить площадь кольца между этими окружностями.

Площадь правильного треуголь
ника через его высоту выражается по 
формуле

откуда

Рис. 192.

Радиусы описанного и вписанного 
кругов соответственно равны

/? =  ! / * ;  г =  у /2.

Площадь кольца

з
к О / з

З а д а ч а  6. Дан круг, которого касаются шесть равных ему 
кругов, касающихся также и между собой. Площадь всех семи кругов 
равновелика площади концентрического кольца, описанного около 
данной конфигурации кругов. Доказать, что ширина кольца равна 
радиусу кругов.

Обозначим радиус данного круга О через /?, а ширину кольца ВС 
через х  (рис. 192).
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Площадь кольца по условию задачи равна площади семи равных 
кругов радиуса /?; следовательно,

те (ОС3— ОЯ2) «  *[(ЗЙ +  *)2--(ЗЯ )2] «  7*Я2,
откуда

ж2 +  — 7 # 2=* 0.

Поскольку х  >  0, то из двух корней полученного квадратного 
уравнения следует выбрать только положительный корень х =  
являющийся искомым ответом.

З а д а ч а  7. Построить окружность, касающуюся данной окруж
ности О радиуса г и данной прямой / в данной на ней точке N. 

Проведем через точку N  прямую т  х  I (рис. 193).

Рис. 193. Рис. 194. Рис. 195. Рис. 196.

А. Отложив на прямой т от точки N  по другую сторону от прямой/ 
относительно данной окружности О отрезок ЫМ =  г, соединим точки 
О и М. Через середину отрезка ОМ проведем перпендикуляр до пере
сечения его в точке Ох с прямой т. Точка О* есть центр искомой окруж
ности, а ОхЫ =  / і  — ее радиус (Д  ОхМО  — равнобедренный),

Б. Отложив от точки N  вверх отревок N 1  =  г (рис. 194) и выпол
нив построения, аналогичные изложенным в пункте А, получим окруж
ность Ог, также удовлетворяющую условиям задачи. Таким образом, 
задача имеет два решения.

Ход построения не изменяется и в том случае, если прямая I пере
секает окружность О. В частности, если прямая I проходит через центр 
данной окружности, построение выполняется особенно просто. Реко
мендуем выполнить его самостоятельно.

Если данная прямая касается данной окружности, построение 
также выполняется очень просто (выполнить самостоятельно).

З а д а ч а  8. Построить окружность, касающуюся данной окруж 
ности О в данной точке N  и данной прямой /.

Проведем прямую т ,  касающуюся окружности О в точке N. Для 
этого следует провести радиус ОЫ и восставить в точке N  прямую 
т X ОN.

А. Если т  || /, то опускаем из точки О перпендикуляр ОМ на пря: 
мую /. На отрезке ЫМ9 как на диаметре, строим окружность (рис. 195)! 
В этом случае построение единственное.

Б. Если прямая т  не параллельна прямой /, то из точки М  пере
сечения прямых т  и / (рис. 196) проводим биссектрисы обоих смежных 
углов при прямой / до их пересечения с прямой ОЫ в точках Ох и 0*, 
которые и будут центрами искомых окружностей. Данная окружность 
О имеет с одной из искомых окружностей внутреннее касание.
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В случае, когда прямая / пересекает данную окружность 0 , задача 
также имеет два решения, и снова одна из искомых окружностей с дан
ной окружностью будет иметь внутреннее касание. Выполнить по
строение.

§ 24. Степень точки относительно данной окружности.
Радикальная ось. Радикальный центр

Степенью точки А относительно данной окружности О радиуса #  
называется разность между квадратом расстояния точки А от центра О 
и квадратом радиуса, т. е., обозначив степень точки А через Г , имеем

Т  =  АО2—  # 2.

Если точка А лежит вне окружности, то ее степень положительна, 
а если внутри окружности — отрицательна. Если точка А лежит 
на окружности (АО =  /?), то ее степень равна нулю.

Для внешней точки А величина ее степени равна квадрату каса
тельной.

Для внутренней точки А абсолютная величина ее степени равна 
квадрату наименьшей полухорды, проходящей через эту точку.

Радикальной осью двух окружностей С?! и О2 называется прямая, 
все точки которой имеют равные степени относительно данных окруж
ностей. Эта прямая перпендикулярна к линии центров данных окруж 
ностей. Касательные, проведенные из любой точки радикальной оси 
к окружностям 0 і и 0 2, равны между собой.

Расстояние т г и тг радикальной оси от центров 0 Х и Ог данных 
окружностей вычисляются по формулам

— і К З Д -
Построение радикальной оси двух окружностей. 1. В случае, 

когда окружности 0 Х и Ог пересекаются а точках М и УѴ, каждая из то
чек М  и N  принадлежит обеим окружностям и, следовательно, имеет 
относительно окружностей 0 Х и 02 нулевую степень. В этом случае 
радикальная ось проходит через точки М я N.

2. Аналогично для внутренне или внешне касающихся окружностей 
радикальная ось является их общей касательной, перпендикулярной 
линии центров.

3. Пусть даны две окружности 0 Х, Ог, одна из которых лежит вну
три другой, но не касается ее (рнс. 197). Проведем вспомогательную 
окружность 0 3 так, чтобы она пересекла окружность 0 Х в точках К 
и I ,  а окружность О* — в точках М  и N. Прямые /С/, и М/Ѵ продол
жим до пересечения в точке Р. Через точку Р проведем ±  О]О* 
Прямая РС3 и будет радикальной осью окружностей 0 4 и 02.

Проверить прн помощи построений* что при различном выборе 
центра Оз (соблюдая лишь условие пересечения окружностью 0 з двух 
заданных окружностей 0! и 0 2) результат будет одним и тем же.

4. Для двух окружностей О* и 0 2, расположенных одна вне другой 
и не имеющих общих точек, радикальная ось строится аналогично 
(рис. 198).
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Радикальные оси любых трех попарно взятых окружностей Од, 
0 % и Оз пересекаются вводной точке, которая называется радикальным 
центром трех окружностей (рис. 199). Другими словами, радикальный 
центр трех окружностей Од, 0% и 0 8 можно определить как точку, 
степени которой относительно окружностей Оѵ 0 2 и О» равны.

Если центры всех трех окружностей находятся на одно# прямой, 
то все три радикальные оси между собой параллельны и, следовательно, 
радикального центра таких трех окружностей не существует.

Если центры трех данных окружностей не лежат на одной прямой, 
то радикальный центр находится как точка пересечения любых двух 
из трех радикальны* осей, в частности, общих касательных, если хотя 
бы одна окружность касается двух других или если асе три окруж 
ности касаются между собой (рис. 200).

§ 25. Вписанные и описанные многоуголытки

Многоугольник называется вписанным в окружность, если все его 
вершины лежвх на этой окружности. Такая окружность называется 
описанной около многоугольника.

Многоугольник называется описанным около окружности, если 
все его стороны касаются этой окружности. Такая окружность назы
вается вписанной в многоугольник.
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В произвольный многоугольник нельзя вписать и вокруг него 
нельзя описать окружность.

Около всякого треугольника можно описать окружность и притом 
только одну.

Центр описанной около треугольника окружности является точкой 
пересечения перпендикуляров к сторонам треугольника, восставлен
ных в их серединах.

Во всякий треугольник можно вписать окружность и притом 
только одну.

Центр вписанной в треугольник окружности является точкой пере
сечения биссектрис внутренних углов треугольника.

Радиус описанной около треугольника окружности по его сторо
нам и полупериметру вычисляется с помощью формулы

Радиус вписанной в треугольник окружности вычисляется по 
формуле

Во всяком описанном четырехугольнике суммы противоположных 
сторон равны между собой.

Во всяком вписанном четырехугольнике сумма противоположных 
углов равна 180®.

Справедливы и обратные утверждения.
Теорема Птолемея. В выпуклом четырехугольнике, вписанном 

в окружность, произведение диагоналей равно сумме произведений про
тивоположных сторон.

Теорема Паскаля. Если шестиугольник вписан в окружность и про
тивоположные его стороны не параллельны, то тонки пересечения про- 
доАжений этих сторон лежат на одной прямой.

Теорема Брианшона. Если шестиугольник описан около окру ж - 
ности, то прямые, соединяющие его противоположные вершины, пере
секаются в одной точке.

З а д а ч а  1. Доказать, что произведение двух сторон треуголь
ника равно произведению высоты, проведенной к третьей стороне, на 
диаметр окружности, описанной около этого треугольника.

Пусть д  АВС  вписан в окружность О; В й  X АС  (рис. 201). Про
ведем диаметр ВМ  и хорду А М .

д  ВОС оо д  В А М , так как А М В  =  ^  ВСП , как углы, опи
рающиеся соответственно на одну и ту же дугу, М А В  =  ^  В йС  =  
=  90® и, следовательно,

аЬс
й  4 Ѵ р  (р — а) (р — Ь) (р — с) • р

г ' У  ( р  —  а )  ( р  —  6) (/7 —  С) ^

АВ В й
М В ВС '

т. е.
А В  - ВС =* ВИ * М В ,

что и требовалось доказать.
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3 а д а ч а • 2. Доказать, что если четырехугольник со взаимно 
перпендикулярными диагоналями вписан в окружность, то сумма 
квадратов противоположных сторон четырехугольника равна квадрату 
диаметра описанной окружности.

Применяя результат, полученный в предыдущей задаче к тре
угольникам ЛВС и ЛОВ, получаем (рис. 202):

А $  • ВС*= 2Я • ВМ ,
ЛВ • ЛО «  2Я • А М ,

Возводя оба равенства в квадрат и складывая, находим
ЛЯ2(ВСЧ- АО2) *= 4Я2(ВМ2+  АМ*).

Учитывая, что ЛВ2=  ВМа+  А М 2, и сокращая полученное равенство 
йа эту величину, окончательно имеем

ВС2-}- ЛО2*  4Д2=* О*.
В

Рис. 201. Рис. 202

З а д а ч а  3. В треугольник А В С , стороны которого ВС «= а, 
АС =  6 и ЛВ =  с, вписана окружность. Найти длины отрезков, соеди
няющих точки касания.

По свойству касательных к*окружности, выходящих из одной 
точки, находим, что А Е  =  А Р , ВР =  ВЕ) и СО =  СЕ (рис. 203). Рас
сматривая четырехугольники АЕОР , ВЕОО и СООЕ, легко показать, 
что Л О X ЕЕ, ВО х  ЕО и СО 1  О Е.

Из Д  АЕО (Л  АЕО  я* 90°) находим его площадь

5  =  -і-Л Е • ОЕ =  у Ж Ь  І-/ГС

или

РО ОЕ
0 )

Известно, что ОЕ =* г =  > где

р — полупериметр Д  АВС. Учитывая, что АЕ  *= АР, ВР  =  ВО, СО 
«  СЕ, находим, что АЕ -}- СО =  6, СО 4- ВЕ ** а, ВР  4- АЕ  *= с й 
ЛЕ + С О  +  # Е  =  р. Отсюда

тогда
АЕ *= р — о, ВЕ ** р — 6, СО =  р — с, 

0/4 =  Ѵ а е *  +  0Е*=* 1 /  ° ) ,
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Подставив найденные значения ОА, ОЕ и АЕ  в формулу (1), получим

Аналогично находим длину остальных двух искомых отрезков:

ЕО =  2 (р  — с) У  ̂ ^

и г о  =  2 (Р - б ) у гН 5 Ш Е І ) .

З а д а ч а  4. Определить отношение радиуса вписанной в равно
сторонний треугольник окружности к радиусу описанной окружности.

В равностороннем д  А ВС его три медианы, биссектрисы и высоты 
совпадают и пересекаются в одной точке — центре треугольника. 
Радиусом описанной окружности будет отрезок, соединяющий центр О

с одной из вершин треугольника (рис. 204), а вписанной — 
апофема О й  (см. § 26). Но так как А О еще и биссек
триса, то ОАО =  30°, а д  АОО — прямоугольный;

ОО 1 следовательно, ^  «5 .

З а д а ч а  5. Доказать, что апофема правильного 
треугольника равна половине радиуса описанной окруж- 

Риг 9П4 ности. Выполнить рисунок.
Д  АВС  — правильный, ОМ — апофема (ОМ х  ВС;

О — центр треугольника). Соединим вершины Л , В , С с 
центром О, тогда О А  *= ОВ =  ОС =  где Я  — радиус описанной 
окружности. Так как ОВ — биссектриса треугольника, то ОВМ  =  
=  2 . А ВО =  30°, а Д  ОВМ — прямоугольный, ОМ — катет, лежащий 
против угла 30°; значит

ОМ =  —  =  -5-и т  2 Т ’

З а д а ч а  6. Окружность вписана в трапецию, периметр которой 
равен Р. Построить рисунок и определить среднюю линию трапеции.

Окружность вписана в трапецию АВС О , Р  =  А В  +  ВС +  СО +  
+  А О . По свойству сторон описанного четырехугольника АО  +  ВС *== 
=  Л #  +  СО. Следовательно, Р  =  2(ЛО +  а средняя линия 
трапеции т  равна

т  =  і (Л І >  +  В С ) = 1 р.

З а д а ч а  7. В треугольник вписан круг так, что две из его сто

рон делятся точками касания в отношениях ~  и ~  . Построить рису

нок и найти отношения сторон треугольника.
Обозначим АО  =  т ху О В =  пх% СЕ =  ру, ВЕ  =  ду. Тогда А В :

: ВС : СЛ =г (тх +  пх) : (р# +  до) : (тх +  ру). По свойству отрез-
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ков касательных, проведенных к окружности из одной и той же точки* 
Г) В  =  ВЕ  или пх  =  ду. Отсюда

у п

и, следовательно,
А В  : ВС : СА =  (тд +  л?) : (рп +  дп) : (т?  +  пр) =  ?(т  +  л) 2

: п{р +  д ) : (тд +  л/?).

§ 26. Правильные многоугольники

Многоугольник называется правильным, если он имеет равные 
стороны и равные углы.

„  - 180° (п — 2)Каждый угол правильного я-угольннка равен ------ ^ ------ - •

Центром правильного многоугольника называется точка, равно
отстоящая от всех его вершин. Центр находится также на одинаковых 
расстояниях 6т сторон многоугольника.

Радиусами правильного многоугольника называются отрезки, 
соединяющие его центр с вершинами.

Апофемами правильного многоугольника называются отрезки 
перпендикуляров, опущенных из его центра до пересечения со сторо
нами.

Вокруг правильного л~угольннка можно описать и в него можно 
вписать окружность. Центры описанной и вписанной окружностей сов
падают с центром многоугольника. Радиус описанной вокруг правиль
ного многоугольника окружности равен его радиусу, а радиус вписан
ной окружности — апофеме многоугольника.

Правильные одноименные многоугольники подобны, нх стороны 
относятся как апофіемы или радиусы, а площади относятся как квадраты 
апофем или радиусов.

Сторона Ьп правильного описанного многоугольника выражается 
через сторону ап правильного вписанного многоугольника с тем же 
числом сторон и радиус /? окружности по формуле

к 2/?аяо* —
п

Сторона агп правильного вписанного в окружность радиуса /? 
многоугольника с удвоенным числом сторон выражается через сто
рону ап правильного вписанного л-угольника с помощью формулы

=  у  2К‘ - 2 К  л / '  К* —

Соотношения между сторонами некоторых правильных вписанных 
многоугольников н радиусом круга определяются следующим образом:

а, = # / 3  *  1.7321 Я, 
аі =  й і / 2 «  1,4142 К,
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Яй

Яв

а*

аю

й\2

&іь

- к Ѵ ъ—
Ѵ ъ *  1,755 а ,

=  к ,

я Ѵ і —  / 2  «  0,7654 Я, 
/ 5  -  1

-  Я 0,6180 К,

К Ѵ  2 —  / З  *  0,5176 /?,

4- Я ( К  10 +  2 / 5  — / 3 ( 1 / 5 - -  1)] *  0,4158/?.

З а д а ч а  1. В данную окружность вписать правильный шести
угольник и треугольник.

Раствором циркуля, равным радиусу окружности, делаем на ней 
засечки в точках Л, б , С, О, Е , г . Соединяя точки Л, В, С, О, Е, Е 
подряд, получим правильный шестиуголь
ник. Соединяя их через одну, получим 
правильный (равносторонний) треуголь* 
ник (рис. 205).

З а д а ч а  2. Вписать в данную окружность квадрат и правильный 
восьмиугольник.

Проведем в данной окружности О два взаимно перпендикулярных 
диаметра А В н СЬ. Соединив точки Л , /?, В , С, получаем квадрат.

Опустив из центра О на стороны квадрата перпендикуляры и про
должив их до пересечения с окружностью, разделим ее на восемь рав
ных частей. Точкн деления окружности являются вершинами правиль
ного восьмиугольника (рис. 206).

З а д а ч а  3. В данную окружность вписать правильный пяти
угольник н правильный десятиугольник.

Проведем два взаимно перпендикулярных диаметра А В и СО. 
Разделим пополам радиус ЛО в точке Е. Из Е  радиусом ЕС  проводим 
дугу СР, пересекая ею диаметр А В в точке Е. Из С радиусом СР про
водим дугу Е<3, пересекая ею данную окружность в точке и , тогда СО =  
=  СР есть одна нз сторон искомого пятиугольника. Проведя тем же 
радиусом дугу нз центра 0 , получаем следующую вершину М искомой 
фигуры и т. д. (рис. 207).

Отметим, что отрезок ОР равен стороне правильного, вписанного 
в данную окружность десятиугольника, т. е.

С№ ^  =  ... =  НС «  ОР
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Поэтому можно ограничиться только построением отрезка ОР =  
*= а10, затем строим все вершины правильного десятиугольника, соеди
нив их через одну, получим правильный пятиугольник.

У п р а ж н е н и я .  1. Построить правильные, описанные вокруг 
данной окружности треугольник и шестиугольник.

2. Построить правильные описанные вокруг данной окружности 
пятиугольник и десятиугольник.

§ 27. Сводная таблица 
частных случаев четырехуголышков

Введем обозначения: а, Ь, с, (X — стороны, а ,  р, V, б — углы, 
к — высота, р — пол у пери метр, к , / — диагонали, <р — угол между 
диагоналями, К, — радиус описанной окружности, г — раднус вписан
ной окружности, 5  — площадь.

Т а б л и ц а  в

Вид Четырех
угольника

Определения, формулы, свойства, соотношения
между элементами

Трапеция

с 1) а; с и а — основания; Ь и й — стороны. Средняя 
лииня т (отрезок ЕР, соединяющий середины боко
вых сторон) параллельна основаниям н равна нх 
полусумме:

т *= — ; 5  «  тН ** - А ■  І - А /  зіп <р.

Центр тяжести лежит на отрезке, соединяющем
м к а 4- 2с середины оснований на расстоянии ~  . — -—  ото о *г с

нижнего основания
1

Равнобочная
трапеция С Л а; Ь =* Н* =* Ь* — ; к= 1, а =  5; Р =  ^

Вписанный
четырех

угольник

180°; 5  2=0 
«  Ѵ ( р — Л)  (р — Ь) (р — с) (р — 4);

К  ■* Л  У<аЬ +  **) №  +  Ьй) (ай +  Ьс);

1 =» ^  и  — диагональ, замыка

ющая стороны а и Ь);

. - \ /  (аа 4- Ьс) (ас +  Ьй)
к — у  ----- 4 - ей ------  * — диагональ, аамьі-

кающая стороны а ж і ) ;  
кі с* ас +  Ьй (теорема Птолемея)
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Продолжение табл. 8

Вид четырех, 
угольника

Определения, формулы, свойства, соотношения
между элементами

Описанный
четырехугольник о +  с — & +  4; 5  рт

Параллелограмм

а || с, Ь || й\ а ха с, Ь Ф, а =  р =* 8;
а +  р . р  +  7 . 7 +  5 -  в +  « -  180°.

Диагонали, пересекаясь, делятся взаимно попо
лам; точка пересечения диагоналей —* центр тяже
сти,

к* +  1* шш а 1 +  6* +  с2 +  й* »  2 (аа +  **);

5  «* аЬ 5Іп а и= аА =  і  А/ 8Іп «р

Прямоугольник
а || с, Ь || е*; а «  с, Ь к -  /, к* ** а* +  Ь*;

90°; 5  «  аЬ «  -і-  /• зіп <р
т

Ромб
а ял Ь *» с ж  4; к  х и  <р ** 90°. к 9 Р =  4а*; 

а Р = ® ; а  +  Р » Р  +  Т в Т +  * « Н а в  180°;

5 «  —  кі ** а* 5Іп а

Квадрат

а =  р*»7 .»г*= 90°; к х  /,
«  90°; к *» / =  а Ѵъ  5  *» а* =  -і-  /*}

1 , 1 Я г - у а

Геометрические задачи на построение 
с помощью циркуля и линейки

§ 28. Простейшие задачи на построение

I. Разделить данный отрезок пополам.
Из концов А и В данного отрезка А В  одним и тем же произволь

ным, но большим половины отрезка А В> радиусом /? описываем две 
дуги, которые пересекаются в двух точках С и О. Точки С\ч Э  соеди
няем прямой СО. Точка N  пересечения прямых А В  и СО является 
искомой, делящей отрезок А В  пополам (рнс. 208).
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2. Восставить перпендикуляр к данной прямой в данной на ией 
точке N.

Построение можно выполнить, применяя предыдущий прием. 
На данной прямой А В  следует лишь отложить по обеим сторонам от 
точки N  равные отрезки АЬ! =  ЫВ, а 
затем повторить все построение, ука
занное на рис. 208.

Можно поступить также следую
щим образом. Взяв произвольную точ
ку 0  вне данной прямой А В ,  проводим 
из нее, как из центра, окружность 
радиуса ОN. Через вторую точку М  
пересечения окружности О с прямой 
А В  проводим диаметр МОК-

Соединив конец диаметра К  с 
точкой N, получаем /СУѴ ±  А В, так 
как вписанный угол К N М  опирается 
на диаметр (см. § 22).

Этим способом удобно восстав
лять перпендикуляр в конце отрез
ка, не продолжая его, а также в точке, лежащей близко к краю 
чертежного листа.

3. Опустить перпендикуляр на заданную прямую из данной точки С, 
лежащей вие ее.

Построение можно выполнить, применяя приём деления отрезка 
пополам. Следует лишь получить на заданной прямой две засечки А  
и В при*помощи дуги с центром в точке С произвольного радиуса Й 
большего, чем расстояние от точки С до прямой Выполнить ри
сунок.

Рис. 209. Рис. 210.

4. Через данную точку О провести прямую, параллельную задан
ной прямой М N .

Описываем дугу произвольным радиусом Я с центром в точке О. 
Из точки пересечения В , лежащей на заданной прямой МЫ,  как из 
центра, тем же>радиусом /? описываем дугу ОА. Затем раствором цир
куля радиуса АО из точки В делаем засечку и получаем точку О . П ря
мые ОЙ и МЫ  параллельны (рис. 209).

5. Разделить данный отрезок А В  на данное число равных частей. 
Проводим прямую аЬ, параллельную А В ,  на которой откладываем

заданное число равных отрезков произвольной длины, например ак =* 
=  кі =а Ш ал тп  я= пЬ (рис. 210). Далее, проводим прямые аА, ЬВ 
н через точку и* пересечения 0 проводим лучи к о , 10, тО, п0> которые
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Рис. 21К

и пересекут А В  в точках К, I,, М , Ы, делящих А В на заданное число 
равйы* частей (в нашем примере на 5).

6. Данный отрезок разделить на части, пропорциональные данным 
величинам.

Построение аналогично описанному в задаче 5. Следует лишь на 
прямой аЬ отложить отрезки, равные данным величинам.

7. На луче ЫМ в вершине N  
построить угол, равный заданному 
углу А ВС .

Из вершины В  описываем дугу 
р</ произвольного радиуса н тем же 
радиусом из центра N  проводим ду
гу, пересекающую луч ЫМ в точке 
Я, Из точки Р  радиусом, равным от
резку р^% делаем засечку и найден

ную точку (I соединяем с вершиной / / .  Угол фЛШ — искомый 
(рис. 211).

8. Построить углы, равные 30, 60 и 90°.
Из концов А и В произвольного отрезка А В ,  как нз центров, описы

ваем радиусом /? =  А В две дуги. Точки нх пересечения С и О соеди
няем прямой, которая пересечет отрезок А В  в его середине О. Точку А  
соединяем прямой с точкой С. Тогда /  АСО =* 30°, САО «  60°, 

ЛОС =  90°. Построить самостоятельный рисунок.
9. Данный угол ВАС  разделить пополам.
Из вершины А  произвольным радиусом проводим дугу О Е . Из 

точек О и Е  ее пересечения со сторонами А В  и АС  описываем произ
вольными равными радиусами дуги аЬ, аІ . Точку их пересечения Р 
соединяем с А ; полученная прямая АР  делит угол ВАС  пополам, т. е. 
является его биссектрисой (рис. 212).

Рис. 212. Рис. 213.

10. Разделить прямой угол на три равные части.
Произвольным радиусом проводим дугу с центром в вершине А

данного угла до ее пересечения в точках М  и N  с его сторонами. 
Этим же радиусом из точек М  и М, как из центров, на дуге МЫ  делаем 
две засечки К  и Ь, которые соединяем с вершиной А  (рис. 213).

М А К  =  /  К А І  =  ^  ІА Ы  =  30е.

11. Разделить данный угол ВАС  иа три равные части.
С помощью линейки без делений и циркуля точно выполнить это 

построение, которое называют трисекцией угла, нельзя. Однако с по
мощью циркуля и меченой линейки (т. е. линейкн с нанесенной на нее 
равномерной шкалой, например миллиметровой) трисекцию угла
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легко выполнить следующим образом. Произвольным радиусом АС  
описываем из вершины угла А  окружность. Продолжаем АС  за точку А • 
Кладем меченую линейку так, чтобы она проходила через В, и вращаем 
ее вокруг В до тех пор, пока отрезок ЕО между окружностью и прямой 
А К не станет равным радиусу А С . Тогда угол Е и Р  есть треть угла 
ВАС  (рис. 214). Это легко доказать, пользуясь тем, что, согласно по
строению, Д  О ЕА  равнобедренный, а тогда по теореме о внешнем угле 
треугольника

^  ВЕА  =  2х; ВАС**  а  =  х +  2 * ,.где х =  ^  Е й А .

12. Через две данные точки А я В  провести окружность заданным 
радиусом Л.

Из точек А и В проводим дуги е} и тп радиусом #  . Точка их пере
сечения есть центр искомой окружности. Построить рисунок.

Рис. 214. Рис. 215. Рис. 216.

З а м е ч а н и е .  Задача имеет решение только в том случае, если 
/? больше или равно половине отрезка А В .

13. Пдрвести окружность через три данные точки А , В, С, не лежа
щие на одной прямой.

Проводим перпендикуляры МЫ и Р(} к отрезкам АС  и ВС через 
их середины. Точка пересечения этих перпендикуляров 0  есть центр 
искомой окружности (рис. 215).

14. Найти центр данной окружности или ее дуги.
Ш  дайной окружности или дуге выбираем три точки. Затем посту

паем, как в предыдущей задаче. Точки следует брать на возможно более 
далеком расстоянии друг от друга.

15. Данную дугу окружности разделить пополам.
Концы дуги соединяем хордой. Проводим перпендикуляр через 

середину хорды (см. задачу 1), который и разделит дугу пополам.
16. Через данную точку М  провести касательную к данной окруж

ности 0 .
А. Точка М  лежит на окружности. В этом случае в конце М  радиу

са ОМ восставляем перпендикуляр АМ  х  ОМ . Прямая А М  явля
ется искомой касательной (построить рисунок).

Б. Точка М  лёжнт вне окружности. Соединив точки О и М , на 
отрезке 0 М 9 как на диаметре, строим окружность 0 , центр которой 
0 г есть середина отрезка ОМ (рис. 216). Точки С и О пересечения окруж
ностей 0  н Оі  соединяем с точкой М . Прямые СМ и О М  — искомые 
касательные, так как ОСМ =  ОИМ =  90°, как  вписанные в ок
ружность Ох углы, опирающиеся на диаметр ОМ .

17. К двум данным окружностям провести общую внешнюю каса
тельную.
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А. В случае, когда радиусы данных окружностей равны между 
Собой, задача имеет два решения. Через центры А и В  проводим диа
метры ККх и И ѵ  перпендикулярные к линии центров А В .  Проведя 
К1> и имеем искомые решения. Построить рисунок.

Б. Пусть радиусы данных окружностей не равны: Я >  г; из цен
тра большего круга А проводим окружность радиусом АС ш* К  — г. 
К ней проводим касательную ВС из центра В  меньшего круга. Центр 
А соединяем с точкой касания С прямой. Продолжаем ее и получаем 
на большей окружности точку О. Проводим отрезок ВЕ  перпендику
лярно к ВС до пересечения в точке Е  с меньшей окружностью. Точки О 
и Е  соединяем. Прямая Э Е  — искомая касательная. Задача допускает 
два решения {ОЕ и О хЕ-^} если меньший круг не лежнт целиком внутри 
большего (рис. 217).

Рис. 217. Рнс. 218.

В случае внутреннего касания задача имеет, одно решение. Через 
точку касания АІ проводим прямую, перпендикулярную радиусу 
ООхМ  (рис. 218).

18. К двум данным окружностям провести общую внутреннюю 
касательную.

В случае внешнего касания заданных окружностей А я В  задача 
имеет лишь одно решение. Через точку касания М  проводим прямую, 
перпендикулярную линии центров А В .

Если окружности не имеют общих точек и не лежат одна внутри 
другой, то задача имеет два решения.

Из центра А  большей окружности проведем окружность радиусом 
АС  +  Г.

Из центра В меньшей окружности проведем касательные к построен
ной вспомогательной окружности. Точку касания С и центр А  соединим 
прямой АС , которая пересечет ббльшую окружность в точке О. Из 
точки В  проведем радиус ВЕ  х  ВС. Точку Е  соединим с точкой О. 
Прямая Е й  является искомой касательной. Аналогично строится 
и вторая внутренняя касательная ЕхОх (рис. 219). Точка N  пересече
ния внутренних касательных всегда лежит на линии центров.

В случае, когда одна из окружностей лежит полностью внутри 
другой или пересекает ее в двух точках, задача решения не имеет.

Рассмотрите также случай К =  г и докажите, что в этом случае 
касательная пройдет через середину отрезка А В .

19. Построить параллелограмм по его сторонам и высоте. Пусть 
даны стороны параллелограмма а, Ь н его высота На. На произвольной 
поямой /от произвольно взятой на ней точки А  отложим отрезок АО  а= а. 
На расстоянии На от прямой /  проведем прямую к  (| и  Из точки А ,
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как из центра, радиусом АВ*= Ь сделаем на прямой к засечку. Ог 
точки В  на прямой к отложим отрезок ВС =  а. Соединим точки Л, В 
и точки О , С (рис. 220).

Фигура АВСО  — параллелограмм. Задача имеет два решения.
Отметим, что в частном случае =  Ь фигура АВСО  — прямо

угольник, а при Ь >  На получим ромб. Если же На >  Ь, задача 
решений ие имеет.

20. Построить треугольник по основанию а, боковой стороне Ь 
и высоте ка.

Начало построения аналогично предыдущей задаче. Следует лишь, 
построив точку В (рис. 220), соединить ее с точкой О , и мы получим 
д  А В О , который и будет искомым.

Как и в предыдущей задаче, в случае На =  Ь решений нет; в случае 
На =  Ъ решение единственное; в случае На < Ь  задача имеет два решения.

21. Построить треугольник по трем сторонам с, Ь, с.
Отложим на произвольно взятой прямой от какой-либо ее точки В 

один из данных отрезков, например ВС =  а. Из точек В и С радиусами, 
равными соответственно Ь и =  с, проведем дуг» двух окруж
ностей до их пересечения в точке-Л (рис. 221). Д Л В С — искомый.

Условие существования решения: сумма двух любых сторон тре
угольника должна быть больше третьей стороны.

Эта задача как составная часть встречается при решении многих 
более сложных задач на построение.

22. Построить треугольник по двум сторонам а, с и медиане ть.
Строим Д  ВОС (рис. 222) по трем сторонам ВС =  а, ВО =  2ть, 

ОС «с с. Через середину О стороны ВО проводим прямую СОЛ, где 
ОС =*= ОД. Точку В  соединяем с точкой Л; Д  АВС  — искомый.

Аналогично строится параллелограмм по двум его сторонам и диа
гонали» а также параллелограмм по его диагоналям и одной иа сторон.

Рис. 219. Рис. 220.

Рис. 221. Рис. 222.
А Е В  

Рнс. 223.
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При этом следует учесть, что диагонали параллелограмма в точке 
пересечения взаимно делятся пополам. Выполнить эти построения 
самостоятельно.

23. Построить треугольник по двум сторонам а, Ь и биссектрисе 
угла между ними Іс.

Предположим, что Д  Л В С — искомый. Продолжив сторону АС  
и отложив на ее продолжении отрезок СО =  ’ВС «  а, соединим точки 
В и О (рис. 223).

Треугольник ВСО — равнобедренный, причем =  =
=* ЕСВу так как согласно теореме о внешнем угле треугольника

^  АСВ ^  ^ В +  =  2 / 1 0 ,  

а с другой стороны, по условию задачи Іс—биссектриса и, следовательно,

^  АСВ  «= 2 ^  ЕСВ = 2 ^ / 0 ,

Углы ЕСВ и СВО есть внутренние накрестлежащие, поэтому из 
их равенства вытекает, что ЕС || ВО, а тогда Д  А ЕС со д  Л ВО 
и сторона ВО =  х  будет определяться из пропорции

о Ь
I

л Ѵ  *

8 В

Рис. 224.

і?

Рис. 225.

Итак, мы получили все необходимые данные для того, чтобы фак
тически построить искомый треугольник.

Прежде всего определим отрезок х % как четвертый, пропорциональ
ный к трем заданным отрезкам Ъ* а +  Ь, Іс. Для этого на произвольно 
выбранной прямой ДО последовательно откладываем отрезки Ь =  АС  
и а =  СО. Из точки С в произвольном направлении откладываем

заданный отрезок Іс «= СМ и 
через точку Аі продолжаем луч 
АМ* а затем проводим ОЫ || СМ. 
Отрезок ОЫ равен искомому 
отрезку х. Найдя х , строим на 
отрезке СО вспомогательный 
Д  СОВ по известным трем сто
ронам СО =  ВС =  а и ОВ =  
=  х  (см. задачу 21). Соединив 
найденную вершину Веточками 

А и С, получим искомый треугольник АВС.
24. Построить треугольник по основанию а н медианам боковых 

сторои гпь и тс.
2 2Строим треугольник АОВ по трем сторонам а, -^ т ь , ^ Ш с
О О

(рис. 224). Отложив на продолжении ВО отрезок ОМ =  ~  щ  и на
О

продолжении АО отрезок ОЫ =  ~ т Сі проводим прямые АМ  н ВЫ до

их пересечения в точке С. Д  ЛВС —* искомый.
25. Построить треугольник по его высоте меднане ть и углу В. 
Построим прямоугольный треугольник Л ВО по стороне АО  =  На

и углу В  (рис. 225). Через середину К  катета ЛО проведем прямую 
МЫ (1 ВО. Радиусом К =  ть из точки В  проводим дугу до ее пересе
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чения в точке Е  с прямой МЫ. Продолжим прямые ВО  и АЕ  до их
пересечения в точке С. д  А В С — искомый.

26. Построить треугольник по трем медианам.
Построим вспомогательный треугольник А Е Ь  по трем сторонам

2 2 2 
АЕ = ~ т с, АО =  — та, ЭЕ  =  — тпъ (рис. 226). В этом треугольнике

проведем медиану АР и продолжим ее за точку Р на отрезок РС —
В

Рис. 226

=  АР. Точку С соединим с точкой О и, продолжив отрезок СО, от
ложим на ием СМ =  тс. От точки А иа продолжении отрезка АО 
отложим АЫ =  тпа. Через точки А и М , Ы и С проведем прямые до 
их пересечения в точке В. Д АВС  — искомый.

27. Построить прямоугольный треугольник по сумме его катетов 
а +  Ь и гипотенузе с.

И э конца М  отрезка ВМ  =  а +  Ь проводим луч М Р  под углом 
45° к отрезку М В  (рис. 227). Из точки В, как из центра, радиусом 
/? =  с проводим дугу д до ее пересечения с лучом М Р  и из полученных 
точек А и опускаем перпендикуляры АС и А гСг на прямую МВ. 
Треугольники АВС  и А гВСх — иско
мые (ВС =  ЛхСіж а; АС  =  ВСг =  Ь).

В случае двух точек пересечения 
дуги д с лучом А Р  задача .имеет два 
решения.

В случае касания дуги ^ с лучом 
АР  — одно решение. Л

Исследуйте, какое дополнитель- 
дое условие надо наложить иа ка
теты а и Ь для того, чтобы решение 
было единственным.

28» Построить прямоугольный треугольник по его катету а и сум
ме другого катета с гипотенузой Ь +  с.

Строгім прямоугольный треугольник ВОС по катетам ВС =я а, 
ОС — Ь +  с (рис. 228). Через середину Ы стороны ВО проводим пер
пендикуляр до его пересечения с прямой ОС  в точке А. Соединяем 
точки А и В . А  АВС  — искомый (АО == АВ  как стороны равно
бедренного треугольника А ВО).

29. Построить равнобедренный треугольник по его основанию 
с и радиусу вписанной окружности г.

На произвольной прямой отложим отрезок А В =  с и к точке Ы, 
которая делит его пополам, восставим перпендикуляр. На этом пер-
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пеидикуляре отложим отрезок ОЫ =» г, из точки О, как из центра, 
проводим окружность заданного радиуса г, которая будет касаться 
основании АВ. Из точек А и В проводим касательные к данной окруж
ности О, которые пересекутся в точка С. Полученный Д  АВС  — иско* 
мый. Построить рисунок.

30. Построить треугольник, если даны два его угла А и В я сумма 
двух его сторон Ь +  с.

Предположим, что задача решена и д  АВС  есть искомый. Найдем 
связь между искомыми и данными его элементами. Отложим на про* 
должении стороны А В отрезок О Л =  АС  и соединим точки С и О. 
Треугольник АСИ  — равнобедренный; следовательно, учтя теорему 
о внешнем угле треугольника, находим, что С йА  =  ^  ОСЛ =

В треугольнике ВСО известно основание Р В  =  Ь +  с, равное

заданному отрезку (Ь +  с), и два прилежащих угла; СИВ ^

так что его легко построить. Выполнив фактически 
это построение, с которого и надо начинать решение данной задачи, 
получим две вершины В я С искомого треугольника. Третья его вер
шина А  одновременно является вершиной вспомогательного равно
бедренного треугольника ОСЛ, в котором известно основание СО

я углы при основании, равные Л. Этот треугольник также легко

построить; в результате получим вершину А . Соединив точки Л и С, 
получаем искомый треугольник ЛВС.

31. Построить треугольник, если даны разность сторон а — Ь 
я два угла В и С.

Предположим, что Д  ЛВС — искомый (рис. 230). На стороне 
ВС от точки В откладываем отрезок ВО =  а — Ь и соединяем точки 
Л и О. Тогда ОС =  АС  =  Ь%

(рис. 229).

Ь+с а~Ь

С

8
Рис. 229. Рис. 230.

/ ,С Л О  =  / .Л О С  = 180° — /_ С  
2



Следовательно,

і .  АОВ  .  180» -  ( э 0 ° =  90» +  у ^  С.

Поскольку ОВ  «  а — Ь, то легко построить д  АВО  по известному 
основанию, равному заданному отрезку (а — Ь) и двум прилежащим

углам 21 ЛОВ =  90° +  -І-2І С и 21 ОДЛ =  21 и определить таким

образом положение вершин Л и В. После этого вершина С определится 
как вершина равнобедренного треугольника ЛОС, для которого будут

известны основания АО  и АОС =  /  СЛО =  90° — С.

Рис. 231

32. Построить треугольник, если даны его периметр 2р =  а +  Ь +  о 
и два угла Л и В.

Пусть Д  АВС  построен (рис. 231). Продолжив в обе стороны отре
зок Л В, отложим на прямой А В  отрезки АО  =  Ь и ВЕ  =  а и соединим

вершину С с точками О а Е. Тогда ОЕ  =  а  +  6 +  с; 21 ^  =  у2І Л»

Я »  5 . Следовательно, Д  ОСЕ  легко построить по задан

ному основанию и двум прилежащим углам. Этим определяется вер
шина С. Далее через точку С следует провести прямые АС, и ВС  так, 
чтобы они составляли с прямой О Е  заданные углы. Для этого, построир 
на прямой О Е  при произвольных точках А г ъ Вх углы, равные задан
ным 21 А* «» А  и 5 1== /  В, проводим через точку С АС  |[ ЛХѴ* 
ВС || ВѴМ.

33. Построить параллелограмм по его диагоналям <іх, йг и одной 
нз сторон, например а.

По трем, сторонам А В  =  а, АО =  ВО = - ^ 8  строим тре

угольник АОВ, стороны которого АО и ВО продолжим за точку О 
на отрезки, равные соответственно ОС*= АО и ОО =  ВО (рис. 232). По
следовательно соединяем точки Л, В, С, О. Фигура ЛВСб — искомый 
параллелограмм.
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34. Построить трапецию по четырем сторонам а, с, <1 (а || Ь). 
Строим д  СВЕ  по трем сторонам ЕС =  с, СВ =  и ВЕ  « а  — Ь,

На продолжении ВЕ  откладываем А Е  =  Ь. Из точки А радиусом 
/?і =  с и из точки С радиусом =  6 проводим две дуги, которые 
пересекутся в точке О. Соединим точку О с точками А и С (рис. 233). 
Фигура АВСО  — искомая трапеция.

35. Построить трапецию по основаниям а, 6, боковой стороне с 
и высоте к.

Проведем две параллельные прямые на расстоянии А. На одной 
из параллельных прямых отложим отрезок А В =  а. Из точки А радиу
сом #  =  с проведем «дугу др ее пересечения с другой параллельной 
прямой в точке О (рис. 234). От точки й  отложим отрезок ОС =  Ь. 
Соединим точки С и В. Трапеция АВСО  есть искомая.

36. К стороне заданного острого угла провести перпендикулярную 
прямую, отрезок которой, заключенный внутри угла, был бы равен 
данному отрезку а.

Из произвольной точки Ы, лежащей на стороне А В данного острого 
угла А ВС, восставим перпендикуляр и на нем от точки Ы внутрь 
угла отложим отрезок ЫМ — а.

Проведем прямую М К  || А В  до ее пересечения со стороной угла 
ВС в точке / ( .  Из точки К  опустим перпендикуляр / ( 1  иа сторону А В .  
Прямая —  искомая, так как К Ь ± А В  и КЬ  =  МЫ =  а (рис. 235).

37. Через точку N  внутри данного угла ЛВС провести прямую, 
отрезок которой, заключенный внутри угла, делился бы точкой N  
пополам.

Через вершину угла В и данную точку N  проведем прямую, на 
продолжении которой от точки N  отложим отрезок ЫК  =  ВЫ (рис. 236).

Через точку К  проведем прямую, параллельную стороне А В,  
до ее пересечения со стороной ВС в точке Ь* Через точки Ь и Ы прове
дем прямую ЬЫМ,  которая и будет искомой.
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Действительно, Д  ВМЫ  =  Д  К1*Ы, так как ВЫМ =  1.ЫК* 
/ .  ІѴВМ и по построению ВЫ =  ІѴ/С. Следовательно,
ЦѴ =  МЫ.

38. Провести биссектрису угла, вершина которого срезана и ле
жит за пределами рисунка.

Рис. 237.

Из двух произвольных точек К и Ь9 взятых на сторонах I и т дан
ного угла, восставляем перпендикуляры, • на которых откладываем 
равные отрезки КМ  =  ІЛ/ (рнс. 237).

Через точки М  п N  проводим параллельно сторонам данного угла 
прямые МО |1 /, N 0  Ц т ,  которые» пересекаясь, образуют ЫОМ.

Биссектриса вспомогательного угла ЫОМ, которую строим изло
женным ранее приемом, будет одиовремеиио и биссектрисой данного 
угла со сторонами т и /,

• 39. Построить геометрическое 
место точек (см. § 29), из которых 
данный отрезок А В видеи под за
данным углом а .

Отложим на произвольной пря
мой отрезок А В . Из конца этого 
отрезка А  под заданным углом а  
проведем луч А Р  (рис. 238). От 
луча А Р  по другую сторону отрезка 
А В проведем перпендикуляр А (2 X 
Х А Р . Из середины Ы отрезка А В  
восставим перпендикуляр ЫМ х  
Х А В .

Из точки О пересечения прямых 
Л ф и М И ,  как из центра, радиусом 

=  АО  проведем окружность. Любой из вписанных углов А С В , А О В , 
А Р  В  и т. д. равен заданному углу а ,  так как все эти углы опираются 
на дуіу АЫ В  =  2 а  (см. § 22). Следовательно, дуга АОВ  н дуга, 
симметричная с ией относительно А В , являются искомым геометри
ческим местом точек, так как только для каждой точки этих дуг 
отрезок А В  виден под заданным углом а . Точки любой другой дуІ*и 
или линии, а также и любые другие изолированные точки этим свой
ством не обладают.

Отметим, что из каждой точки дополняющей дуги АЫВ  отрезок 
А В  виден под одним и тем же углом

р =  180°— а .

Рис. 239.
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Сами точки А и В  надо исключить из рассмотрения. Построенную дугу 
А й В  называют также дугой, вмещающей данный угол а .

40. Построить треугольник по основанию а, высоте На и углу при 
вершине а  (рис. 239).

Строим дугу МАВМу вмещающую данный угол а  и опирающуюся 
иа данную хорду МЫ  =  а (см. предыдущую задачу). Из произвольной 
точки 0  прямой ММ  восставляем к ней перпендикуляр и на нем 
отточки ^откладываем заданную высоту На. Проводим прямую /ЦЛІЛГ, 
проходящую иа расстоянии На от прямой МЫ,

Если прямая I пересекает окружность О в двух точках» задача 
имеет два решения.

Если прямая / является касательной к окружности О, задача имеет 
одно решение.

Исследуйте, в каких случаях задача вообще ие имеет решений.
У п р а ж н е н и я .  1. Построить квадрат по его стороне А В или 

по его диагонали А С.
2. Построить треугольник по основанию Ь, медиане ть и высоте
3. Через данную точку А  провести прямую, от которой данная 

окружность О отсекала бы хорду данной длины

§ 29. Метод геометрических мест точек

Понятие о геометрическом месте точек является важным не только 
в геометрии, но и в других разделах математики.

З а м е ч а н и е .  Термин «геометрическое место точек» был введен 
еще древнегреческим ученым и философом Аристотелем (384—322 гг. 
до и. э.), который представлял себе линию, как некоторое «место», 
где могут быть размещены точки.

Понятие линии как следа движущейся точки, или как совокупно
сти точек возникло значительно позже.

Соответственно новейшим взглядам иа геометрические фигуры, 
базирующимся на теории множеств, следовало бы устаревший термин 
«геометрическое место точек» заменить современным научным термином 
«множество точек».

Однако в связи с тем, что по укоренившейся традиции терминами 
«геометрическое место точек», «метод геометрических мест» и другими 
пользуются еще миллионы преподающих и изучающих математику 
и эти термины употребляются в подавляющем большинстве научных 
и методических изданий, мы также используем ниже термин «геометри
ческое место точек», понимая под этим термином «множество точек, 
имеющих соответствующее условию дайной задачи свойство».

Геометрическим местом точек называется множество всех точек, 
обладающих одним или несколькими общими свойствами. Это опреде
ление не утверждает, что точки некоторого геометрического места ие 
могут иметь и других свойств, характерных лишь для части данных 
точек или даже для одной из них.

Одно и то же условие может определять различные геометрические 
места точек в зависимости от того, где оио осуществляется: и а прямой 
линии, на плоскости или в пространстве.

Если геометрическое место точек каким-либо образом определено, 
то наложение дополнительных условий существенно изменяет харак
тер данного геометрического места, сужает его. Условия, определяю-
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ідие геометрическое место точек, могут задаваться с помощью некото
рых данных описательного характера, а также с помощью аналитиче
ских выражений: уравнений, их систем, неравенств и т. д.

Во втором случае используется принцип взаимно однозначного 
соответствия точек прямой линии н вещественных чисел, точек плос
кости и пар вещественных чисел, точек трехмерного пространства и 
троек вещественных чисе^, являющихся соответственно одномерными, 
двумерными и трехмерными координатами точки.

В элементарной математике рассматриваются также геометриче
ские места точек на комплексной плоскости.

П р и м е р ы .
1. Геометрическим местом точек иа прямой, равноудаленных от 

точек А и В этой прямой, является одна единственная точка С — сере
дина отрезка А В . Геометрическим местом точек на плоскости, равно
удаленных от концов отрезка А В, являются все точки перпендикуляра, 
проходящего через середину отрезка А В. Ни одна другая точка плос
кости, не лежащая на данном перпендикуляре, этим свойством не обла
дает и, следовательно, не принадлежит к рассматриваемому геометри
ческому месту точек.

В пространстве таким геометрическим местом точек будет плос
кость, перпендикулярная к А В  и проходящая через середину этого 
отрезка.

2. Геометрическим местом точек, равноудаленных на данное рас
стояние а от данной точки О, является окружность радиуса Я =  а 
с центром в точке О (и шар радиуса /? =  а в случае пространства).

В этом параграфе рассматриваются лишь примеры геометрических 
мест точек на плоскости^

3. Геометрическим местом точек, равноудаленных от сторои дан
ного угла, является биссектриса этого угла, а геометрическим местом 
точек, равноудаленных от двух пересекающихся прямых, являются 
биссектрисы вертикальных углов, образованных этими прямыми.

4. Геометрическим местом точек, равноудаленных от вершин дан
ного треугольника, является лишь одна точка — центр описанной 
вокруг этого треугольника окружности, а геометрическим местом точек, 
равноудаленных от сторон данного треугольника, является центр впи
санной в него окружности — точка пересечения биссектрис его вну
тренних углов.

5. Геометрическим местом точек, находящихся от дайной прямой / 
на расстоянии а, являются две параллельные прямые, расположенные 
по обе стороны прямой I иа расстоянии а от нее.

6. Геометрическим местом вершин треугольников, построенных 
иа данном основании а и имеющих данную площадь 5 , являются две, 
параллельные основанию, прямые, находящиеся по обе стороны от него 
на расстоянии

А - 2 5  
~а '

7. Геометрическим местом центров окружностей равных радиусов Я, 
касающихся данной окружности О радиуса Яѵ является:

а) в случае Я >  # і  — две окружности радиусов /?2 =  Яі +  Я 
и Яд =  Я с центрами в точке 0 ;

б) в случае Я  <  Яі — две окружности радиусов =  Я +  /?і 
и Яъ =  Я  — с центрами в точке О;
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в) в случае Я =  # і  — окружность удвоенного радиуса # 2 =  
=  /? +  /?!=* 2/? с центром в точке О н сама точка О, т. е. окружность
нулевого радиуса Я&= #  — /? і=  0.

Сущность решения задач на построение с помощью метода гео
метрических мест точек состоит в следующем:

а) из нескольких условий, данных в задаче, оставляют лишь одно, 
отбросив остальные. Этим самым задача превращается в неопределен
ную, т. е. имеющую бесконечное множество решений. Обычно это 
множество решений находится легко, так как является элементарным 
геометрическим местом точек;

б) построив соответствующее геометрическое место точек, рас
сматривают какое-либо другое условие задачи и строят еще одно гео

метрическое место точек и т. д.
Общие точки, принадлежащие 

всем геометрическим местам, по
строенным по условиям задачи, 
и дают окончательный результат — 
искомую фигуру, линию и т. д.

При решении некоторых задач 
§ 28 мы уже пользовались методом 
геометрических мест точек, напри
мер в задачах 19—21.

З а д а ч а  1. Найти геометри
ческое место точек, отношение рас* 

стояний которых от концов данного отрезка есть заданная постоянная 
величина.

Дан отрезок А В  (рис. 240) и некоторое число - у .  Радиусами, рав

ными а и Ь (или радиусами, им пропорциональными), описываем из 
точек Л и В, как из центров, две дуги. Точка X  пересечения этих дуг 
будет одной из искомых точек. Разделив угол А Х В  и смежный с иим 
пополам прямыми ХС  и получим на прямой А В  две точки С и О, 
также принадлежащие искомому геометрическому месту, так как 
АС  : СВ =  а  : 6 и А й  : ВО =  а  : 6, примем точки А, В, С, О  обра
зуют гармоническую группу точек. Так как С Х й  — прямой, то 
точка X  лежит на окружности, описанной на СО, как на диаметре. 
Покажем, что каждая точка этой окружности принадлежит искомому 
геометрическому месту. Возьмем на окружности произвольную точку У 
и соединим ее с точками А , В, С и О. Пары точек А , В и С, О гармони
чески сопряжены и, кроме того, угол ОУС  — прямой» как опираю
щийся на диаметр, а поэтому

/1  А У С =  /1  ВѴС,
следовательно,

АУ АС а 
~ В У ~ ~ С В  " Т *

З а д а ч а  2. Построить геометрическое место середин хорд, про
ходящих через одну точку окружности.

Пусть дана окружность О и на ней точка М  (рис. 241). Точка О 
принадлежит искомому геометрическому месту, так как она является 
серединой диаметра, а следовательно, наибольшей хордой, проходящей 
через точку М .
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Проведем произвольную хорду МЫ  и ее середину К  соединим 
с центром О. Угол МКО  — прямой по построению. К искомому геоме
трическому месту точек, следовательно, принадлежат вершины прямых 
углов всех прямоугольных треугольников, построенных на отрезке МО 
как на гипотенузе. Таким образом, искомое геометрическое место точек 
представляет собой окружность, построенную на отрезке МО  как на 
диаметре.

З а д а ч а  3. Б  данную окружность О вписать треугольник, имею
щий данное основание а и медиану тъ (рис. 242).

Из произвольной точки М  окружности, как из центра, радиусом 
г =  а проведем дугу до ее пересечения с окружностью О в точке N. 
Хорда МЫ  =  а, таким образом, построена.

На отрезке МО  как на диаметре построим окружность Оѵ Из 
точки Ы9 как из центра, радиусом к  =  ть проведем дугу до ее пере
сечения с окружностью Оі в точке Ь . Соединим точки М  и Ь и отрезок 
М Ь  продолжим до пересечения с окружностью О в точке Л. Треуголь
ник МЫ А — искомый. Задача может иметь два решения: Д  МЫ А 
и д  ЛШЛ* (рис. 242), одно решение (рис. 243) и ни одного.

З а д а ч а  4. Построить треугольник по основанию с, боковой 
стороне Ь и углу при вершине а .
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Строим геометрическое место точек, из которых данный отрезок 
А В  =  с виден под данным углом (см. задачу 39 § 28). Из двух дуг с хор
дой А В  =  с, вмещающих данный угол а ,  рассмотрим лишь одну.

Вторым геометрическим местом точек будет окружность с центром 
в точке А и радиусом #  =  Ь.

Оба геометрических места могут иметь две общие точки, одиу 
и ни одной. Соответственно этому задача может иметь два решения 
(рис. 244), одно (рис. 245) или ин одного (рис. 246).

У п р а ж н е н и я .  1. Найти геометрическое место точек, расстоя
ние которых от одной из двух параллельных прямых в три раза больше, 
чем от другой.

2. Найти геометрическое место точек, являющихся вершинами 
треугольников с данным основанием и с данной медианой, проведенной 
к этому основанию.

3. Найти геометрическое место середин Отрезков прямых, па рал 
лельиых одной из диагоналей параллелограмма и расположенных 
внутри него.

4. Построить квадрат, стороны которого проходят через четыре 
данные точки. Всегда ли эта задача будет иметь решение?

5. На стороне данного угла найти точку, равноудаленную от дру
гой стороны и от данной внутри угла точки.

Во многих задачах на построение удается разделить условие за
дачи иа две такие части, что одиа из них вполне определяет форму 
фигуры, которую требуется построить, а другая часть определяет раз
мер этой фигуры. Сущность метода подобия заключается в том, что, 
используя те элементы условия задачи, которые определяют форму 
искомой фигуры, можно сначала построить фигуру, подобную искомой. 
Затем, используя элементы, определяющие размер, при помощи подоб
ного преобразования выполняется построение искомой фигуры.

Этот метод удобен, когда только одиа йз данных в задаче величин 
есть длина, а остальные величины — углы или отношения каких-либо 
линейных элементов.

Рис. 245. Рис. 246.

§ 30. Метод подобия
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З а д а ч а  1. В данный угол АВС  вписать окружность, которая 
проходила бы через данную внутри этого угла точку М .

Проведем биссектрису В І  угла АВС  и прямую В М . Центр иско
мой ркружности должен лежать на В І ,  однако его положение на В і  
нам неизвестно.

Построим вспомогательную окружность, вписанную в ^  АВС. 
Ее центр О также должен лежать на В і (рис. 247). Пря пересечении 
окружности О с прямой ВМ. получим две точки Р я (}. Соединим точ
ки Р и (? с центром О и проведем через точку М прямые МОх И РО

Рис. 247.

и МО2 {| <?0. Точки Оі и 0% будут центрами двух окружностей, кото
рые можно вписать в </ АВС  так, чтобы они проходили через точку М . 
Таким образом, задача имеет два решения. Центром подобия является 
точив В .

З а д а ч а  2. Построить треугольник по отношению его стороя 
а : Ьу высоте Нс и углу С.

Возьмем два произвольных отрезка т  и 
п так, чтобы выполнялось соотношение

т  — Е.
~п Ь

По отрезкам т> п и углу между ннми С по
строим треугольник А гВіС9 подобный иско
мому. Этим самым установлена форма иско
мого треугольника. Далее выполним подоб
ное преобразование д  Л ^ С  так, чтобы А I, К, С 
высота искомого Д  АВС  была равна данной _ 
высоте Лг. Для этого на высоте СГ)г тре- ” нс* 
угольника Л х В ^ и л н  на продолжении высоты
СЭі) отложим отрезок С и  =  Нс и через точку П  проведем прямую 
АВ Н АхВі (рис. 248). Треугольник А В С — искомый.

З а д а ч а  3. В данный треугольник вписать квадрат так, чтобы 
две его вершины лежали на боковых сторонах треугольника, а две 
другие вершины — на основании.

В данном Д  АВС  проведем МЫ  || АС  и на отрезке МЫ построим 
квадрат КЬМЫ  (рис. 249). Продолжив в обе стороны отрезок КЬ, 
получим на сторонах треугольника точки А ІУ Сѵ

Д  7 4 ^ ^  го д  ЛВС. Выполним подобное преобразование квад
рата КІМЫ* принимая в качестве центра подобия точку В. Продол
жив лучи ВЬ  и В К  До пересечения их с основанием АС, получим точки 
І і  и Кѵ  Восставив из этих точек перпендикуляры к основанию АС,

409



получаем точки М о  Ыѵ  Таким образом, квадрат К іІ іМ хЫ^ является 
вписанным в Д  АВС  согласно условию задачи.

З а д а ч а  4. Вписать в данный сегмент квадрат так, чтобы его 
сторона лежала на хорде, а две вершины на дуге сегмента.

Построение удобно выполнить следующим образом. В концах 
хорды А В восставим перпендикуляры А Ь  ±  АВ , ВС ±  АВ , А й  =

_ =  ВС =  А В (рис. 250). Выполним подоб
ное преобразование квадрата АВСО, взяв 
в качестве центра подобия середину Ы 
хорды АВ.

На пересечении отрезков ВЫ  и СЫ с 
дугой данного сегмента получим соответ
ственно точки Е и Р, Опустив из этих 
точек перпендикуляры на АВ, получаем 
точки Ег и Л* Квадрат ЕЕ хРгР—искомый.

У п р а ж н е н и я .  1. Построить 
ромб, еслн дана его сторона и отноше
ние диагоналей.

2. Построить параллелограмм, если 
дано отношение его смежных сторон, 
угол и одна из диагоналей.

3. Построить равнобедренную трапецию, если дано отношение осно
ваний, одна диагональ и угол.

4. В данный ромб вписать квадрат, вершины которого лежали бы 
на сторонах ромба.

5. В данный круг вписать прямоугольник с данным углом между 
диагоналями.

\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
Е\

л/
1'/ N / в

Рис. 250.

§ 31. Метод симметрии

Этот метод решения задач на построение основывается на свой
ствах осевой и центральной симметрии фигур либо их частей.

Симметрия относительно примой (оси), две тонки А и А*, распо
ложенные по разные стороны от прямой МЫ  иа одном и том же пер
пендикуляре к ней и на одинаковом 
расстоянии от основания Ь пер
пендикуляра, называются симмет
ричными относительно прямой (оси)
МЫ.

Дее фигуры называются симмет
ричными относительно прямой МЫ, 
если каждой точке одной фигуры 
соответствует симметричная ей от
носительно оси МЫ  точка другой 
фигуры. Аналогично определяется 
осевая симметрия двух частей н од
ной и той же фигуры (рис. 25І).

Любые две фигуры, симметрич
ные относительно какой-нибудь оси,
равны. Однако для совмещения таких фигур в общем случае требуется 
переворот (вынос из плоскости) одной из них.

Симметрия относительно точки (центра). Две тонки А  н А ',  распо
ложенные на одной прямой с точкой О по разные стороны от нее на
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одинаковом расстоянии, называются симметричными относительно 
точки О (рис. 252). Точку О называют также центром симметрии.

Если для двух точек А и В какой-нибудь прямой А В построить 
симметричные им относительно некоторой точки О точки А '  и В ', то

и каждой точке О прямой А В соответствует симметричная ей относи
тельно того же центра О точка О ' на прямой А*В* (рис. 252).

Две фигуры называются симметричными относительно точки 0 , 
если каждой точке одной фигуры соответствует симметричная ей отно
сительно центра симметрии О точка другой фигуры. Такая симметрия 
двух фигур называется центральной симметрией.

Еслн каждой точке некоторой фигуры соответствует симметричная 
ей точка этой же фигуры, то говорят, что данная фигура имеет центр 
симметрии.

Каждую фигуру можно совместить с фигурой ей центрально-сим
метричной путем ее поворота вокруг центра симметрии на 180°. Цен
трально-симметричные фигуры можно совместить друг с другом Ч5ез 
переворота, т. е. без выноса из плоскости.

Сущность метода симметрии решения задач на построение заклю
чается в том, что для данной фигуры (или ее части) выполняют симме
тричное относительно некоторой оси или точки построение. Это часто 
дает возможность заметить такне зависимости между элементами фигур 
(или их частей) данной и симметричной, которые до построения заметить 
было трудно. Решение задачи при этом существенно облегчается, 
Успех зависит от характера самой задачи, удачного выбора осей и цен
тров симметрии.

З а д а ч а  1. Дана прямая I н две точки А к В по одну сторону 
от нее.

Найти на прямой I точку Ы такую, чтобы сумма АЫ  +  ВЫ была 
^наименьшей.

Построим точку Ви  симметричную с точкой В относительно пря
мой /.

Пусть Ы — искомая точка (рнс. 253). Тогда

Сумма АЫ +  ЫВг будет наименьшей, если отрезки АЫ и ЫВ\ 
составляют прямую линию. Следовательно, построив точку Ві и соеди
нив ее с заданной точкой А ,  получим искомую точку Ы как точку пере
сечения прямых I я А В Ѵ

А ’В' || А В , А 'В '  =  А В

А В  В
%---------7 ------- 7 *

Рис. 252. Рис. 253.

ВЫ =  ВгЫ и АЫ +  ЫВ =  АЫ +  ЫВѴ
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З а д а ч а  2. Даны две окружности с центрами в точках Сх и 0% 
и нге пересекающая их прямая А В. Найти на прямой 'А В такую точ
ку Ы, чтобы касательные из нее к данным окружностям были накло
нены к прямой А В под равными углами (рис. 254).

Строим окружность 0{, симметричную окружности относительно 
прямой А В- Проводим общую касательную к окружностям й 02. 
Она пересечет прямую АВ  в искомой точке N. Задача имеет четыре 
решения соответственно четырем общим касательным (внешним и внут
ренним) к окружностям 0{ и (к (см. рис. 217 и 219).

З а д  а ч а 3. В данный угол вписать треугольник наименьшего 
периметра так, чтобы одна его вершина находилась в точке, данной 
внутри угла, а две другие на его сторонах. Выполнить построение.

Пусть дан угол МОЫ и внутри него точка А . Построим точку А г, 
симметричную с данной точкой А относительно прямой ОМ, и точку 
Лг, симметричную с точкой А относительно прямой ОМ Точки б  и С 
пересечения прямой АгАг с прямыми ОМ и 0 $  будут вершинами иско
мого треугольника.

З а д а ч а  4. Пусть МЫ  и Р ( } — перпендикулярные прямые, 
О — точка их пересечения. Точки А* и А симметричны относительно 
МЫ у а точки А* и А — относительно Рф. Доказать, что точки А ' 
н А* симметричны относительно точки О. Выполнить построение.

Нужно доказать, что линия А* О А" прямая и А 'О =  ОЛ"\ Из 
равенства прямоугольных треугольников АОК и А'ОК, АОЬ и А"ОЬ 
следует, что д  АО А* и д  АО А” равнобедренные, а потому ^  АОК =  
=  I .  Л'О/С, ^  АОІ =  ^  Ая ОЦ но ^  ДО^ +  АОК =  90°; зна
чит, А"ОА +  ^  АОА' =  90е +  90° =  180е, т. е. точки Л \  О и Л* 
лежат на одной прямой, прн этом А"0 =  ОА =  ОА*, как стороны рав
нобедренных треугольников с общей боковой стороной ОЛ. Следова
тельно, точки Л ' и Л* симметричны относительно центра О.

З а д а ч а  5. Построить четырехугольник по четырем сторонам, 
если известно, что его диагональ делит один из углов пополам.

Пусть диагональ ВО четырехугольника А ВСО делит угол О по
полам (рнс. 255). Пусть для конкретности ЛО >  СО. Выберем в ка
честве осн симметрии диагональ ВО и, перегнув рисунок по этой оси, 
на АО получим точку Е, симметричную с точкой С относительно В й . 
Соединим точки В и Е. Тогда ВЕ =  ВСУ ОЕ =  ОС и АЕ =  АО — СО; 
следовательно, Д  АВЕ  можно построить по трем сторонам. Далее

Рис. 254. Рис. 255.
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на продолжении АЕ  от точки А откладываем данную сторону АО. 
Используя данные стороны ВС и ОС, получаем четвертую вершину С 
искомого четырехугольника, для чего из точек В и и  как из центров 
радиусами ВС и ОС проводим дуги, пересечение которых даст точку С.

У п р а ж н е н и е .  Построить треугольник по двум сторонам 
АС и ВС и разности углов, лежащих против этих сторон.

$ 32. Метод параллельного переноса

Этот метод оказывается наиболее полезным, когда непосредствен- 
ное построение искомой фигуры затруднительно в связи с разобщен
ностью ее элементов. Разобщенность элементов искомой фигуры может 
выразиться не только в отдаленности их друг от друга, но и в отсутствии 
удобной для решения задачи компоновки этих элементов (включение 
в треугольник, какой-либо другой фигуры и т. п.).

В этих случаях элементы фигуры переносят параллельно самим 
себе на такое расстояние, чтобы полученная после переноса фигура 
могла быть построена более просто, чем искомая. При этом следует 
стремиться к тому, чтобы вновь полученная фигура включила кан 
можио больше исходных данных.

После построения вспомогательной фигуры и обратного переноса 
получаем искомую фигуру с помощью ряда простейших построений 
или непосредственно.

З а д а ч а  1. Построить трапе
цию по ее основаниям а, Ь и диаго
налям йх и (/г.

В трапеции АВСО (рис. 256) 
диагонали для построения непосред-

Рис. 256. Рнс. 257.

ственно использовать не удается. Однако, совершив параллельный 
перенос диагонали О В =  аг на величину Ь, замечаем, что д  АСЕ 
легко может быть построен по трем сторонам а +  Ь, <ІХ и 4г. Получив 
точку С, остальные построения выполняем весьма просто. Проведем 
СИ || А В  и на прямой ОС радиусом, равным 4г, из точки В как из 
центра делаем засечку О, совершив обратный параллельный перенос 
диагонали й%. Точки А ,  С и О соединяем. Фигура АВСО  — искомая 
трапеция.

З а д а ч а  2. Построить четырехугольник по двум противополож
ным сторонам и трем углам.

Предположим, что четырехугольник АВСО искомый (рис. 257). 
Перенесем сторону ВС параллельно самой себе так, чтобы оиа про
ходила через вершину А . По построению АЕ  =» ВС. Соединив точ
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ку Е с точкой О, получим Д  А Ей, в котором известны две стороны 
АЕ  и АО и угол ЕЛО:

где
ВАЕ я  ЛВС =  180°— ЛВС.

А■̂о

Построив Д  ЛЕО, проведем ЕС || АЫ и луч из точки О под за
данным углом ЛОМ. На пересечении этих прямых и получим точку С.

Далее проведем СВ [| ЛЕ. Полученную 
точку В соединяем с точкой Л. Фигура 
АВСО искомый четырехугольник.

У п р а ж н е н и я .  1 . Построить 
четырехугольник по трем его сторонам 
и углам, прилежащим к четвертой сто
роне.

2. Построить прямоугольник с данной 
Стороной так, чтобы стороны его прохо
дили через четыре данные точки.

3. Построить треугольник по медианам двух его сторон и высоте, 
опущенной на третью сторону.

Рис. 258.

§ 33* Метод инверсии

Точки Л и Аі  называются взаимно инверсными или симметрич
ными относительно окружности с центром в точке О и радиусом 
если они лежат иа одном луче, исходящем из центра окружности О, 
и если расстояния ОА и ОАг связаны соотношением (рис. 258):

ОА * ОЛ1= Я2.

Точку А і называют также обратным или инверсным изображением 
точки Л, а само преобразование называют преобразованием инверсии. 
При этом если точка А лежит внутри окружности О, то ее инверсное 
изображение Лх обязательно будет лежать вне окружности О, и на
оборот.

Данную окружность О называют окружностью инверсии, а ее 
центр — полюсом или центром инверсии. Величина В} называется 
степенью инверсии. Термин «инверсия» происходит от латинского 
слова іпѵег&Іо — переворачивание, перестановка.

Преобразование инверсии легко осуществить графически. Для 
этого из данной точки А восставляем перпендикуляр к лучу ОА н че
рез точку М  (или М) его пересечения с окружностьюО проводим каса
тельную, которая и отсечет на продолжении луча ОА точку Аѵ  сим
метричную относительно окружности О (рис. 258).

Действительно, из подобия треугольников ОМА и ОМАг (^, 0Л М =  
=  ^  ОМЛ1= 90° и МОА г=; МОЛ,) получаем

ОА 5=5 ^

как и должно быть для взаимно инверсных точек.
Еслн данная точка Аг лежит вне окружности О, то проводим из 

нее касательную ЛхМ,«а затем, опустив перпендикуляр МЛ х  ОАі%
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получаем ее изображение А . Точке, лежащей на окружности инвер
сии, соответствует сама эта точка.

Если точка А приближается к центру инверсии, то ее изображе
ние Ах удаляется бесконечно далеко. Если точка А приближается 
к окружности инверсии, то ее инверсное изображение Аі извне при
ближается к той же точке на окружности.

Совокупность обратных изображений всех точек некоторой фигуры 
образует фигуру, инверсно соответствующую данной* В частности, 
окружности инверсии соответствует сама эта окружность, а прямой, 
проходящей через центр инверсни, соответствует сама эта прямая. 
В этом случае каждому радиусу, т. е. отрезку, соединяющему центр 
с какой-либо точкой окружности, будет соответствовать луч, уходя
щий в бесконечность и являющийся продолжением этого радиуса.

Часть плоскости, заключенная внутри окружности инверсии, 
соответствует внешней части плоскости, и наоборот. Прямой лнниіь 
которая не проходит через центр инверсии, соответствует окружность, 
проходящая через центр инверсии. Окружность, не проходящая через 
центр инверсии, преобразуется в другую окружность, также не про
ходящую через центр инверсии.

Если две линии пересекаются или касаются, то и образы (изображе
ния) этих линий, полученные при помощи инверсии, пересекаются 
или касаются в соответственной точке.

Угол пересечения двух линий равен углу пересечения образов 
этих линий, но противоположен ему по знаку.

Преобразование инверсии часто называют также преобразованием 
посредством обратных радиусов или, короче, преобразованием обрат
ными радиусами.

Метод инверсии решения задач на построение основывается на том, 
что при инверсии относительно окружности * (как и при симметрии 
относительно прямой, которая является частным случаем инверсии) 
фигура, обратная данной, сохраняет в известной степени сходство с дан
ной фигурой, в частности, все углы сохраняют величину. В задачах 
на построение некоторые элементы и связи между ыйми в искомой 
фигуре неизвестны. Их следует определить, отыскав путь к решению, 
что не всегда бывает легко. При инверсии данные и искомые элементы 
отобразятся, и часто зависимость между ними подмечается проще 
в отображенной фигуре, чем в исходной. ГІостроив отображенную фи
гуру, инвертируют ее обратно с тем же центром и степенью инверсии 
и получают искомую фигуру. Большую роль здесь играет удачный 
выбор центра и степени инверсии.

З а д а ч а .  Построить окружность 0Х, касающуюся данной окруж
ности О и проходящую через две заданные точки А и В, расположен
ные вне окружности О.

Предположим, что задача решена. Примем точку А за центр ин
версии, а квадрат касательной, проведенной из точки А к окружности О, 
эа степень инверсни (рис. 259):

ЛГа=  # 2 или АТ  «

Искомая окружность Ох будет отображенной фигурой к касатель
ной В |# і, проведенной к заданной окружности О из точки ВІ9 где точ
ка Вх инверсна заданной точке В . Чтобы ее определить, проводим 
через заданные точки А п В луч, а затем из центра А радиусом /? »  А Т— 
окружность инверсни и строим точку Вц симметричную относительно
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этой окружности, как было показано на рнс. 258. Проведя через точ
ку Ві касательную ВХЫХ и соединив найденную точку отрезком 
прямой с заданной точкой А , имеем

АЫ АЫг*а АТ2=  Я2,

так как произведение всей секущей на ее внешнюю часть равно квад
рату касательной. Следовательно, точки Ы и Ыг также взаимно симме
тричны относительно той же самой окружности инверсии А .

Если мы теперь, двигаясь по прямой ЫіВ%, будем удаляться в бес
конечность, то образом (изображением) бесконечно удаленной точки 
будет центр инверсии, т. е, точка А. В таком случае, образом всей 
прямой ЫгВі будет являться окружность 0Х, проходящая через точки 
А У В , Ы, которую легко построить (см. § 28, задача 13). Эта окруж

ность и будет искомой, так как углы 
при инверсии сохраняются, а пря
мая ЫХВХ касается заданной окруж
ности О; значит, и ее образ — 
окружность АЫВ будет касаться 
заданной окружности О в точке Ы, 
инверсной к точке Ыѵ

В заключение отметим, что пре
образование инверсии применяют 
не только в геометрии, но и в карто
графии, теории функций комплекс
ного перемен но го, физике и технике. 
Например, выдающийся русский 
математик П. Л. Чебышев (1821— 
1894), создавший несколько новых 
направлений в высшей математике, 
основоположник теории механиз

мов в России, пользуясь инверсией, сконструировал ряд оригиналь
ных механизмов для преобразования криволинейного движения в пря
молинейное.

У п р а ж н е н и я .
1 . Даиа окружность О. Построить окружности, пересекающие 

данную окружность под прямыми углами. (Окружность пересекается 
под прямыми углами окружностью, проходящей через две инверсные 
относительно данной окружности точки. Радиус секущей окружности 
равен длине касательной, проведенной из ее центра к окружности О.)

2. Дана окружность инверсии радиуса /?. Определить фигуру, 
инверсную (отображенную) окружности ради уса концентрической 
с окружностью инверсии. Рассмотреть случаи К >  /?і, /? <С # іі

3. Построить графически еще несколько образов (изображений) 
точек, произвольно взятых на прямой ЫгВх, симметричных относи
тельно окружности инверсии А , и проверить, все ли эти точки будут 
находиться на окружности Ох (рис. 259).

П р и м е ч а н и е .  С помощью метода инверсии, в частности, 
может быть решена известная задача древности — задача Аполлония* 
построить окружность, касательную к трем данным окружностям 
произвольных радиусов.

Рис. 259.
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§ 34. Построепие фигур, равновеликих данным

При решении планиметрических задач иа вычисление, построение 
и доказательство часто оказывается полезным предварительное по
строение фигуры, равновеликой данной, т. е. фигуры, площадь которой 
равна площади данной фигуры. Рассмотрим некоторые примеры по
строения равновеликих фигур:

1 . Построить равнобедренный треугольник, равновеликий данному 
произвольному треугольнику. Выполнить рисунок.

Через вершину данного треугольника проводим прямую, параллель
ную его основанию. Точку, полученную при пересечении этой прямой 
с перпендикуляром, восставленным к середине основания, соединяем 
с концами основания. Полученный треугольник равнобедренный. Его 
основание и высота соответственно равны основанию и высоте данного 
треугольника; следовательно, их площади равны.

2. Построить прямоугольный треугольник, равновеликий произ
вольно заданному.

Рис. 261.

Вершину искомого треугольника найдем как точку пересечения 
Прямой, параллельной основанию и проходящей через вершину дан- 
ного^треугольника, с перпендикуляром, восставленным в конце его 
основания.

3. Построить квадрат, равновеликий данному треугольнику.
Пусть основание и высота данного треугольника равны соответ

ственно а и Н.
Обозначим сторону искомого квадрата через х . Из условия равен

ства площадей треугольника и квадрата имеем

** =  у  аН,

следовательно, сторона квадрата есть средний пропорциональный 
отрезок между отрезками и Н (см. § 35). Задача имеет единственное 
решение.

4. Построить квадрат, равновеликий данной трапеции.
Пусть основания трапеции и ее высота соответственно равны а, 

Ь, Н. Обозначим через х  сторону искомого квадрата. Следовательно, 
по условию равенства площадей, имеем:
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Таким образом, отрезок х  и в данном случае строится как средняя
а +  Ь ,пропорциональная величина между отрезками —^— (средняя линия

трапеции) и к. Задача имеет единственное решение.
5. Построить (л — 1)-угольник, равновеликий данному л-уголь- 

нику.
Пусть точки Л, В, С, О» N являются вершинами данного 

л-угольника. Проведем диагональ АС (можно провести любую другую, 
стягивающую две смежные стороны), а через вершину В проведем 
прямую ВЕ Ц АС (рис. 260). Точку Е пересечений этой прямой с про
должением стороны АЫ соединим с вершиной С. Фигура ЕСй ... N 
является уже (л — 1)-угольником, так как число вершин данного 
гс-угольника уменьшено на единицу. Так как треугольники ЛВС и АЕС 
равновелики (докажите это), то и построенный (л — 1)-угольник будет 
равновелик исходному л-угольнику. Задача имеет бесконечное мно
жество решений.

6. Построить треугольник, равновеликий данному л-угольнику. 
У к а з а н и е .  Для выполнения построения следует операцию,

описанную в предыдущей задаче, выполнить п — 3 раза, уменьшая 
при этом каждый раз число углов данного многоугольника на единицу. 
После выполнения всех операций число углов данного многоугольника 
окажется равным п — (п — 3) =  3. Использование построения тре
угольника, равновеликого данному четырехугольнику, может быть 
продемонстрировано на следующей задаче.

З а д а ч а .  Если в произвольном четырехугольнике АВСО через 
середину р  диагонали АС провести прямую ЕР || ВО, то прямая ВЕ 
разделит площадь данного четырехугольника пополам. Доказать.

Через вершину четырехугольника С проведем прямую СУѴ, парал
лельную его диагонали ВО. Тогда (согласно примеру 5) треугольник 
АВЫ равновелик исходному четырехугольнику АВСО (рис. 261). 
В таком случае требуется доказать, что

$АВЕ  =  ~2

Так как по условию АС} =  фС и (}Е || СМ, то (}Е есть средняя линия 
Д  АСЫ; следовательно, АЕ  =  ЕЫ.

Таким образом, ВЕ есть медиана д  АВЫ и, значит,

=  ~2 $АВЫ= ~2$АВСО' 

что и требовалось доказать.

§ 35. Алгебраический метод решения 
геометрических задач па построение

Применение алгебраического метода к решению геометрических 
задач на построение сводится к следующему:

1) составлению уравнения по условиям задачи;
2) решению полученного уравнения относительно буквы, озна

чающей искомый отрезок;
3) исследованию полученной формулы;
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4) построению отрезка по составленной формуле.
В данном параграфе мы остановимся только на четвертом пункте, 

так как применение всех предыдущих не вызывает затруднений.
П о с т р о е н и е  о т р е з к о в  п о  з а д а н н ы м  ф о р м  у- 

л а^м. Пусть через аУІЪ% с, б?... обозначены заданные отрезки, а через х> 
у , г, — искомые.

A. Построение отрезков по формулам, представляющим собой 
Сумму, разность, а также умножение либо деление на число, не пред- 
стаиляет труда и сводится к сложению отрезков, их вычитанию, увели
чению отрезка в заданное число раз и делению отрезка на заданное 
число равных частей (см. § 28). ______ ______

Б. Построение отрезков по формулам х =  У  а* +  х =  У  сг — 6* 
уводится к построению прямоугольного треугольника по его катетам, 
і̂ибо гипотенузе и катету. В первом случае х  — гипотенуза, во вто

ром — х — катет.
B. Построение отрезков по формулам

__аЬ. _  о*
~  с

уводится к отысканию четвертого пропорционального отрезка (исполь- 
вуется теорема о пересечении угла параллельными прямыми).

Г, Построение отрезков по формулам

х =  —  ; л:2 =  аЬ или х =  УаЬ
с

удобно выполнять, используя теорему о перпендикуляре, опущенном 
из произвольной точки окружности иа диаметр.

Д. Построение отрезков по формулам, представляющим комбина
ции приведенных выше формул, иыполняется путем введения вспомо
гательных неизвестных отрезков и последовательного их отыскания.

П р и м е р ы .
, (а +  Ь ) ( Ь - с )1 > X “ , •а +  с

Здесь необходимо последовательно построить четыре отрезка у  =  а +  

+  Ьу г ~ Ь  — Су і  =  а +  с, х — — .

0 а* +  2аЬ 4- Ь22. X =  --------- ;-------- .а 4- с
(а М2

Преобразовав заданную формулу к виду х =  -— -г-—  , следует по-
і2 С
и2строить три отрезка у  =  а +  Ь, г =  а +  с, х = ~  . Без преобразоиания 

после почленного деления пришлось бы выполнить пять операций. 
аЬ У  а2 +

ей

Следует положить у  =* ~  , г =  ] /  а2 +  62; тогда получим
С

х  =  у-
4  '
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4. х  =  У о* +  Ь* +  с* —“5*.
Следует построить два вспомогательных отрезка:

у =  +  &*» г =  /  с8 — й*.

Тогда х =  Ѵ у 2 + г* . В этом примере, как и во многих других, вводя 
новые отрезки, можно подбирать разные комбинации заданных. Наи
лучшим решением будет такое, которое требует минимального коли
честву операций.

4 _______,
5. х “  *
Следует предварительно выполнить преобразования

=  \ /а*+Ь4 =  ѴПра4 +  Ь* —у  у

V 2

\
Следовательно, требуется положить

У =  - Т . г — V  О? +  у8,

тогда

Vаг.

6. В треугольник АВС  иписать квадрат М(}РЫ так, чтобы дие 
его вершины ф и  Р лежали иа основании ВС> а две другие — иа боко

вых сторонах.
Обозначим ВС =  а, АП  =  Л, МЫ =  

=  Л1<2 =  х (рис. 262), Из подобия треуголь
ников АВС  и АМЫ (у которых по условию 
МЫ Л ВС) находим

а
х к  — X

откуда

х  = аН
а +  к

Рис. 262. Построив сторону х квадрата М ф Р# как 
четвертое пропорциональное отрезков д, к м  

а +  к (см. § б, рис. 100) проведем на расстоянии х от осноиания ВС 
прямую МЫ || ВС. Получии точки М и Ы, опустим М($ X ВС и 
ЫР х  ВС. Искомый квадрат построен.

§ 36. Построение корней квидритного уравнения

Если при построении отрезка х  приходится использовать квадрат
ное уравнение, то следует поступать так. Учитывая, что квадратное 
уравнение, в зависимости от знака свободного члена, имеет вид

я2 +  рх +  д =  0 или х* +  рх  — д *= 0,
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положим д *т т2 (это всегда возможно, так как д >  0). Тогда квадрат* 
иое уравнение приводится к виду

х®-Ь рх +  т 2аш 0 или дс® +  рх  — т 2** 0.

Рассмотрим первое из этих уравнений:
А. В случае р <  0 заменим р =* —л и получим уравнение я8—

— л* +  0, где л >  0. При этом для корней хх и х% рассматривае
мого квадратного уравнения согласно формулам Виеты имеем

х х • Х2 =  т 2 *= д.

Построение и *2 осуществляется следующим образом. На от
резке длиной п как иа диаметре описываем окружность (рис, 263) и на 
расстоянии д ат т2 от диаметра п проводим прямую, ему параллельную 
Если п >  2^, то прямая пересечет окружность в точках М и N. Опус
тив из точки ЛІ (или ЛО перпендикуляр на диаметр, разбиваем его иа

два отрезка хх и *з, являющиеся корнями данного уравнения, так как 
они удовлетворяют соотношениям хх+  *8ов л  ** —р; хх • *2=з т 8«= д.

Если п >  2д, получаем два разных отрезка хх и х*.
Если л »  2д9 получаем один отрезок ххж *а (в этом случае прове

денная прямая будет только касаться окружности).
Если л <  2д, построить отрезок, длина которого является корнем 

квадратного уравнения, невозможно (в этом случае проведенная пря
мая не касается окружности). Корни квадратного уравнения в этом 
случае'будут комплексными.

Б. В случае р >  0 оба корня квадратного уравнения отрицательны.
Если нас интересует абсолютная величина корней хх и Х2, то урав

нение х2 +  рх  +  д =  0 заменяем уравнением ** — рх +  д «  0, корни 
которого по абсолютной величине равны корням предыдущего квадрат
ного уравнения, но оба положительны. В результате мы снова пришли 
к построению, описанному выше.

Рассмотрим теперь второе уравнение
*2+  рх — т 2=з 0.

В этом уравнении, в зависимости от знака коэффициента р также 
возможны два случая:

А. В случае р >  0 корни уравнения ** +  рх — т 2«  0 имеют раз
ные знаки. ІЪ строим положительный корень, для чего следует запи
сать ураинеиие в виде х(х +  р) »  т2.
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При р >  О величину т можно рассматривать как длину касатель
ной к окружности из некоторой внешней точки, а (х +  р) как длину 
проведенной из той же точки секущей, часть которой, лежащая внутри 
окружности, равна р.

Построение отрезка х  осуществляется следующим образом. Взяв 
произвольную окружность, диаметр которой больше р, построим хорду 
р и концентрическую окружность, касающуюся этой хорды (рис. 264).

В произвольной точке N  внешней окружности проводим к ией 
касательную и откладываем иа ией от точки касания отрезок МЫ =  т .  
Далее из точки М проводим к внутренней окружности касательную, 
которая пересечет внешнюю окружность в некоторых точках А и В; 
при этом А В =  р, так как отрезки всех касательных, заключенных 
между двумя концентрическими окружностями, равны между собой. 
Следовательно, АМ  =  хѵ где хх >  0, поскольку произведение всей 
секущей (д^+ р) на ее внешнюю часть хх равно квадрату касательной т а.

Абсолютную величину отрицательного кория х2 получаем на осно
вании равенства хх+  *2=  —р, откуда —лгг= р, а в таком случае

| *2 1 =  ВМ.
Б. В случае р <  О произведем замену —р =  п (п >  0). Уравне

ние примет вид л? — пх — /п2=  0, т. е.
х(х — п) =  яі2.

Построение отрезков хг и х% выполняется аналогично, однако теперь 
положительным корнем является длина отрезка В М , а абсолютной 
величиной отрицательного корня — длина отрезка АМ,

§ 37. Геометрические задачи па неравенства

Задачи на доказательство геометрических неравенств встречаются 
в планиметрии довольно часто. Их решение вызывает иногда трудности, 
связанные со спецификой конкретных задач. Общие идеи, применяемые 
при решении, основываются на известных свойствах алгебраи- 
ческих неравенств. Рассмотрим несколько наиболее типичных задач.

Все рисунки, необходимые для более четкого понимания рассма* 
триваемых иижБ задач, читатель легко сможет выполнить самостоя
тельно, поэтому их приводить не будем.

З а д а ч а  1. Доказать, что в произвольном треугольнике удвоен
ная сумма медиан, опущенных на боковые стороны, больше утроенного 
основания.

Рассмотрим Д  АВС% где А В — основание. Проведем медианы 
к боковым сторонам АС и СВ и обозначим буквой О точку пересече
ния медиаи. Тогда

АО =  ^  та\ ВО — ~  ть.

Из Д  АОВ следует

АО 4 - ВО >  АВ , т. е. та +  ть >  АВ,

откуда
2(та +  т ъ )> $ А В 9 

что и требовалось доказать.
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З а д а ч а  2. Доказать, что в иеравнобедренном прямоугольном 
треугольнике высота, опущенная на гипотенузу, меньше половины 
гипотенузы.

Пусть в прямоугольном треугольнике АВС а и Ь — катеты, с — 
гипотенуза, Лс, тс — соответственно высота и медиана, опущенные 
на гипотенузу. Поскольку Нс х  с и Нс и тс проведены из одной точки
С, то кс < т с, так как тс — наклонная (по условию задачи А  ЛВС

ие равнобедренный, а значит, кс ф т с). Но гпс — ~ с ,  следовательно,

с*

Выполнить все необходимые построения.
З а д а ч а  3. Доказать, что средняя линия треугольника меньше 

полусуммы двух пересекаемых ею сторон, но больше их полуразиости.
Обозначим через ОЕ  среднюю линию 'Д  АВС , пусть при этом 

точка й  лежит на стороне АВ.
Для любого треугольника справедливы неравенства (см. § 12)

| АВ — ВС | <  А С <  АВ +  ВС,
следовательно.

А В _ В С  
2 2

ио

йЕ = і- АС, Об = >4 6 , вг = вс.

Таким образом,
| ИВ — Ш Е\< й Е  <  й В  +  ВЕ,

что и требовалось доказать.
З а д а ч а  4. Доказать, что во всяком прямоугольном треуголь* 

ннке АВС (АС =  Ъ> ВС — а, АВ =  с) между гипотенузой с и кате
тами о, Ь имеет место неравенство

с > а- ? 2 .V 2
Из очевидного неравенства (а — 6)2 !> О или аг +  ;>  2а6 имеем

2 (а2 +  62) ;>  2аЬ +  (о2 +  Ь2) или 2 (а2 +  62) :>  (д +  6)2.

Учитывая, что а2 +  Ь* =  с2, получим 2с2 (а +  Ь)2, т. е.

^  / 2 “  ’
что и требовалось доказать.

Очевидно, что знак равенства имеет место лишь в случае равно
бедренного прямоугольного треугольника.

З а д а ч а  5. Доказать, что сумма квадратов биссектрис треуголь
ника не больше квадрата его пол у периметра.
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В формулах

ъ - Ѵ т і ѵ °{ р - су-

к - | т т  • ' * ? = *

заменим первые сомножители единицами. Тогда, поскольку 

а +  Ь ^ 2 У а Ь \  а +  с :> 2]Л хс; 6 +  с > 2 Ѵ ^ »

получим

Ра < Ѵ рір — «); Рь < V  р(р — *>)'< Ре < V р(р — с>-

Возводя в квадрат и складывая, находим |3* +  <  р (р — а) +
+  р (р — Ь\ +  р (р — с) =  р [Зр — (а +  & +  с)], или, после очевидных 
упрощений,

К + К  +  К к рі; р =  —  2 +  - •

Знак равенства имеет место в случае равностороннего треугольника* 
З а д а ч а  6. Доказать, что сумма квадратов высот треугольника 

ие больше квадрата его полупериметра.
Поскольку во всяком треугольнике На <  ро; Л& <  Не < Рс» т0

из неравенства +  Р* <  Р3 после замены биссектрис соответст
вующими высотами следует

А3 +  Л* +  А2 <  р3.а Ь 1 с г

Знак равенства имеет место в случае равностороннего треугольника.
З а д а ч а  7. Доказать, что радиус описанной вокруг треуголь

ника окружности ие меньше, чем диаметр окружности, вписанной 
в этот треугольник.

Пусть Я — радиус описанной, а г — радйус вписанной в один 
и тот же треугольник окружности. Учитывая, что расстояние А между 
центрами вписанной и описанной окружности, выражаемое формулой

а =  V  в? — 2 иг,
неотрицательно, т. е. й !> О, получаем Я2— 2/?г ;>  0. Поскольку Я >  0, 
то приходим к требуемому неравенству

Я >  2г.

З а д а ч а  8. Доказать, что во всяком треугольнике площадь 
и полупериметр связаны неравенством

ра >  3 1 /3 5 .
Воспользуемся неравенством, связывающим среднее арифмети

ческое и среднее геометрическое трех чисел (р — а), (р — 6), (р—с):

(р — а)-\ (р  — Ь) +  (р — С) ^  »/•;------- — -----— ------- 7-
--------------- 3---------------> Ѵ  (Р — а)(р — Ь)(р — с) ,
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откуда с учетом а +  Ь +  с =  2р, получаем

р >  З Ѵ (р — а)(р*~Ь )(р  — с) .

Возводя обе части этого неравенства в куб и умножая на р , на
ходим

р4 !> 27р (р — а) (р — Ь) (р — с).

Извлечем из обеих частей квадратный корень и воспользуемся 
формулой Героиа (см. § 17); имеем

ря >  31^3 -Ѵ р (р —а) (р — Ь)(р — с), т. е. р2 >  3 1/35, 

что и требовалось доказать.

СТЕРЕОМЕТРИЯ

ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Стереометрия (от греческих слов отеребс — пространственный 
и цетр^ю — измеряю) — раздел геометрии, содержащий учение о про
странственных телах и фигурах и о взаимном положении линий, плос
костей, поверхностей и тел в пространстве.

Геометрическая фигура называется пространственной, если ие все 
точки ее лежат водной плоскости. Примером пространственной фигуры 
может служить геометрическое тело—  часть пространства, занимае
мая предметом. Геометрическое тело отделяется от окружающего про
странства поверхностью.

Две геометрические фигуры называются равными, если их можно 
совместить так, чтобы они совпали всеми своими частями.

Предполагается, что при перемещении в пространстве геометриче
ские фигуры не изменяются.

Пространственные фигуры изображаются на чертеже в виде рисун
ков, которые выполняются по определенным правилам, основанным на 
геометрических свойствах фигур.

Прямые и плоскости в пространстве

§ 38. Основные свойства плоскости

Основными понятиями в стереометрии являются: точка, прямая и 
плоскость. Вопросы о точках и прямых были уже частично рассмот
рены в разделе «Планиметрия». Поэтому перейдем непосредственно 
к рассмотрению плоскостей.

Основные свойства плоскостей выражаются следующими а к с и* 
о м а м и :

1. Через любые три точки пространства, не лежащие на одной 
прямой, можио провести плоскость и притом только одну.

425



2. Если две плоскости имеют общую точку, то оии пересекаются 
по прямой, проходящей через эту точку*

3. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то вся прямая 
принадлежит этой плоскости.

Из этих аксном вытекают следствия:
1) Через прямую и точку, лежащую вне этой прямой, можно про* 

вести плоскость и притом только одну.
2) Через две пересекающиеся прямые можно провести плоскость 

и притом только одну.
3) Через две параллельные прямые можно провести плоскость 

и притом только одну.
4) Через любую прямую в пространстве можно провести бес

численное множество плоскостей.
Если множество всех плоскостей 

рассматривать как вращение одной и 
той же плоскости относительно некоторой 
прямой, то можно следствие 4) сформу
лировать так: плоскость может вращаться 
вокруг любой прямой, принадлежащей 
плоскости.

Множество плоскостей, проходящих 
называют пучком плоскостей, а прямую, 

через которую оии проходят, называют осью пучка.
Плоскость на рисунке изображается в виде параллелограмма и обо

значается одной буквой, например, Р (рис. 265).

§ 39. Взаимное расположение двух прямых
в пространстве

Две прямые в пространстве могут иметь следующее расположение: 
две прямые лежат в одной плоскости, при этом оии могут, иметь 

общую точку, т. е. пересекаться, или ие иметь общих точек, тогда их 
называют параллельными;

две прямые не лежат в одной плоскости и, -следовательно, не имеют 
общих точек, тогда их называют скрещивающимися.

Две скрещивающиеся прямые не образуют угол в обычном смысле, 
так как у них нет общей точки.

Условились считать, что угол между двумя скрещивающимися 
прямыми равен углу, образованному двумя лучами, выходящими 
из одной точки и параллельными этим скрещивающимся прямым.

На рис. 266 прямые А В и Сй  — скрещивающиеся, а лучи ОМ ||
I! А В и ОЫ || СО; угол между скрещивающимися прямыми считают 

равным углу МОЫ.
Расстоянием между двумя параллельными прямыми считают длину 

заключенного между ними отрезка прямой, перпендикулярной к каж
дой из параллельных прямых и пересекающей их.

Расстояние между скрещивающимися прямыми измеряется длиной 
отрезка прямой, перпендикулярной к каждой из скрещивающихся 
прямых и пересекающей каждую из них в точках, являющихся кон
цами этого отрезка. Расстояние между двумя скрещивающимися пря
мыми есть наименьшее расстояние между точками, лежащими на этих 
прямых.

через некоторую прямую,
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На рнс. 267 изображены скрещивающиеся прямые: АВ, лежащая 
в плоскости Р, и СО, пересекающая эту плоскость* Прямая МІѴ перпеи» 
дикулярна как к АВ, так и к СО; тогда длина отрезка МУѴ есть рас
стояние между скрещивающимися прямыми А В и СО.

Рис. 266. Рис- 267.

§ 40. Взаимное расположение прямой и плоскости

Прямая линия и плоскость в пространстве могут быть расположены 
следующим образом:

прямая лежит в плоскости или, что то же самое» плоскость про
ходит через прямую;

прямая и плоскость имеют одну общую точку, т. е. прямая пересе
кает плоскость. Точку их пересечения называют следом прямой на дан
ной плоскости;

прямая не имеет общих точек с плоскостью, т. е. прямая парал
лельна плоскости.

Перпендикуляр и наклонная к плоскости. Прямая называется 
перпендикулярной плоскости, если оиа перпендикулярна любой пря
мой, лежащей в этой плоскости.
Прямая, пересекающая плоскость, но 
не перпендикулярная ей, называется 
наклонной к этой плоскости.

Теорема 1. (Признак перпендику
лярности прямой и плоскости.) Если 
прямая перпендикулярна двум пересе
кающимся прямым у лежащим в неко
торой плоскости, то она перпендику
лярна любой прямой, лежащей в дан
ной плоскости, т .  е, прямая перпен
дикулярна плоскости.

Прямоугольной проекцией точки 
ва плоскость называется след перпендикуляра, проведенного через 
эту точку к данной плоскости.

След перпендикуляра на плоскости называется основанием пер- 
пендикуляра, а след наклонной — основанием иаклоикой.

Прямоугольной проекцией наклонной на плоскость называется 
отрезок прямой, соединяющей основание наклонной и основание пер
пендикуляра, опущенного из конца наклонной иа эту плоскость.

Теорема 2* Если из одной и той же точки вне плоскости провести 
к плоскости перпендикуляр и наклонные, то:

а) перпендикуляр короче всякой наклонной;
б) наклонные, имеющие равные проекции, равны между собой;
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в) из двух наклонных, имеющих разные проекции, больше та, про
екция которой больше.

На рис. 268 Л В, Л С и АР наклонные к плоскости Р, а Л О — пер
пендикуляр к этой плоскости. Тогда, если проекция ОВ =  ОС, то 
и наклонные А В =  Л С, если ОО <  ОС, то и соответственно наклон
ные а Ь  <  АС.

Теорема 3 (обратная теореме 2). Если из одной и той же точки, 
лежащей вне плоскости, провести к этой плоскости перпендикуляр 
и наклонные, то:

а) равные наклонные имеют равные проекции;
б) из двух проекций больше та, которая соответствует большей 

наклонной.
Теорема 4 (теорема о трех перпендикулярах). Прямая, проведен- 

ная на плоскости перпендикулярно наклонной, перпендикулярна про- 
екции этой наклонной на данную плоскость.

Теорема б (обратная теореме 4), Прямая, проведенная на плоско
сти перпендикулярно проекции наклонной на ату плоскость, перпенди- 

ча самой наклонной.
а рис. 269 Л В — наклонная, а АС — перпендикуляр к плоско

сти Р, если МЫ X А В , то и МЫ X ВС и, наоборот, если МЫ X СВ, 
то и ММ X АВ.

Угол между прямой и плоскостью. Углом между прямой и плос
костью называется острый угол между этой прямой и проекцией иа дан
ную плоскость.

На рис. 270 АВ  — наклонная, а СВ ее проекция на плоскость Р, 
тогда угол между А В и плоскостью Р равен АВС .

Теорема 6. Угол между прямой и плоскостью есть наименьший 
из всех углов> образованных этой прямой с любой прямой, лежащей в дан- 
ной плоскости.

Рассмотрим несколько задач на взаимное расположение прямой 
и плоскости.

З а д а ч а  1. Из точки М, отстоящей от плоскости Р на расстоя
нии МО =  4, проведены к этой пло:кости наклонные МА> М В , МС 
под углами в 30 , 45°, 60° к прямой МО, перпендикулярной плоскос
ти Р. Определить длину наклонных М А, МВ  и МС.

Пусть на рис. 271 МО ± Р, МАО  »  60°, ^  МВО =  45° и
21 МСО а  30°, тогда из треугольника А МО находим АО =  АМ

3
и (по теореме Пифагора) АМ 2— А0а=  МО2 или-^ ЛМ2=  16, откуда

Рис. 269. Рис. 270.
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из Д  МВО (МО =  ОВ), М В  =  4 / 2 ;  
из Д  МСО (СМ о  2/ИО), МС =  8.

8 / 3
О т в е т :  ЛЬ4= МВ = 4 / 2 ;  Л!С =  8.

З а д а ч а  2. Из некоторой точки пространства проведены к дан
ной плоскости две наклонные, каждая из которых равна а; угол между 
ними равен 60°, а угол между их проекциями иа данную плоскость — 
прямой.

Найти А) расстояние между основаниями наклонных;
Б) расстояние от данной точки до плоскости;
В) угол между наклонными и плоскостью.
На рис. 272 АО X Р 9 А В == АС =* а — наклонные, /  ВОС =  

=  90°, ВАС =  60°.

Рис. 271. Рис. 272.

2 а'

A. Д  АВС — равнобедренный с углом в 60° при вершине, т. е. 
он равносторонний, поэтому расстояние между основаниями наклон
ных ВС =  а.

Б. Д  ВОС — равнобедренный прямоугольный (так как проекции 
ОВ и ОС равных наклонных АВ и АС равны), гипотенуза которого

л / 2ВС — а, а тогда проекция ОВ =  ОС =  а. Далее по теореме Пи

фагора из прямоугольного Д  АОС находим расстояние точки А от 

плоскости Р: АО ]/ АС2 — ОС2 -  а2 — а2 =

B. Угол АСО =  АВО — 45°, так как прямоугольные треуголь
ники АВО и АОС равны между собою и одновременно являются равно
бедренными треугольниками:

V ?АО =  ОС — ОВ — а.

З а д а ч а  3. Если в равнобедренном прямоугольном треуголь
нике один катет лежит на плоскости Р, а другой катет образует с ней 
угол в 45°, то гипотенуза образует с плоскостью Р  угол в 30°. Доказать.

В треугольнике АВС (рис. 273) угол С *=* 90° н АС =  ВС. Катет 
АС лежит в плоскости Р , а катет СВ образует с ней угол в 45°; ВО 1  Р, 
Обозначим ЛС яг ВС =  а, тогда нз прямоугольного Д  С ВО находим:

СО =  ВО =  ИД а.
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Гипотенуза данного прямоугольного треугольника АВС АВ  =* 
=  Vа*  +  а% =* а У  2. Тогда в прямоугольном треугольнике А ВО 
катет ВО — 4- АВ  и, по известному свойству (см. § 12), угол ВАО =
ве а  =  30°, что и требовалось доказать.

З а д а ч а  4. Доказать, что есля яз вершяны угла, лежащего на 
плоскости, провести наклонную к плоскости так, чтобы она составляла 
со сторонами угла равные углы, то проекция этой наклонной на плос
кость булет биссектрисой данного угла.

По условию задачи АВС  лежит в плоскости Р  (рнс. 274) и на
клонная О В образует с его сторонами А ВО =  О ВС. Из точки О 
опустим перпендикуляр ОО на плоскость Р, и из точки О проведем 
ОМ X АВ и ОЫ X  ВС, тогда по теореме о трех перпендикулярах 
наклонные ОМ и ^ N  будут перпендикулирны соответственно сторо
нам угла А В и ВС. Прямоугольные треугольники ОВМ  и О/МѴ равны 
по общей гипотенузе О В и равным острым углам УИВО =  /1  ИВО. 
Тогда наклонная ОМ =  О м, а значит, равны и их проекции ОМ =  
=  ОЫ, но тогда равды д  МО В =  Д  N 0 8 , а вместе с ними и углы 

МВО =  кВО , т. е. ОВ — биссектриса угла АВС, что и требо
валось доказать.

Параллельные прямые и плоскости. Теорема 7. Если плоскость 
перпендикулярна одной из параллельных прямых, то она перпенди
кулярна и другой.

Теорема 8 (обратная теореме 7). Если две прямые перпендикулярны 
одной и той же плоскости, то они параллельны.

Таким образом, если ЛВ 1ІСО и АВ х  Р  (рнс. 275), то и СО х  Р
и, наоборот, если АВ X Р н СО X Р , то АВ || СО.

Признаки параллельности прямой и плоскости выражаются теоре
мами 9 и 10.

Теорема 9. Если плоскость Р и прямая А В (рис. 276), не лежащая 
в плоскости Р , перпендикулярны к одной и той же прямой СО, то они 
параллельны«
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Теорему 10. Если прямая А В параллельна прямой СО, лежащей 
в плоскости Р (рис. 277), то она параллельна плоскости Р.

Теорема 11. Если две плоскости Р и <?, проходящие соответственно 
через параллельные прямые АВ и СО, пересекаются, то линия их пере• 
сечения МЫ параллельна обеим данным прямым АВ и СО (рис. 278).

Теорема 12. Две прямые, параллельные одной и той же третьей 
прямой, параллельны между собой.

А ----------------В у '  \  N

■V

Рис. 277. Рис. 278.

Теорема 13. Если плоскость проходит чррез прямую, параллель• 
ную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пересе
чения плоскостей параллельна данной прямой.

Из теоремы 13 вытекает следствие: если прямая параллельна 
каждой из двух пересекающихся плоскостей, то она параллельна 
линии их пересечения.

Теорема 14. Если одна из двух параллельных прямых параллельна 
некоторой плоскости, то и другая прямая параллельна той же плос
кости или лежит в ней.

Теорема 15. Через каждую из двух скрещивающихся прямых про
ходит плоскость и притом только одна, параллельная другой прямой.

Рассмотрим несколько задач на 
параллельность прямой и плоскости.

З а д а ч а  5. Правильный тре
угольник спроектирован на плоскость 
Р; вершины треугольника отстоят от 
этой плоскости на 10 дм, 15 дм н 
17 дм. Найтн расстояние от центра 
треугольника до плоскости Р,

Точки Аг, Вх, Сх (рис. 279) явля
ются прямоугольными проекциями 
вершин А, В , С данного треугольника 
АВС на плоскость Р. По условию 
задачи ААХ=  10 дм, В#1== 15 дм,
СС1== 17 дм. На перпендикулярах
к плоскости отложим от их основания отрезки ВхМ =  СХЫ =  
=  АА Х=  10 дм. Тогда МВ  =  5 дм, а ЫС =  7 дм. Центр О данного 
правильного треугольника АВС есть точка пересечения его медиан. 
Медиана АО треугольника АВС точкой О делится в отношении АО : 
: ОО =  2 : 1 .  Из точки О опустим на плоскость Р перпендикуляр 
ОО2, который сторону А!М д  АЫМ разделит пополам: ЫОг=* 0 2М, 
т. е. Айг— медиана д  АЫМ. ООг — как средняя линия трапеции
МВСЫ будет р а в н а (ВМ +  СЫ) =  6 дм. Тогда нз подобия треуголь-
ников А 002 и і4002 находим 0 0 2 :О й2 =  АО : АО или 002 : 6 =  
=  2 : 3 ;  00 2 =  4 дм, учитывая, что 0 20хх= АА Х=  10 дм, находим 
00 1= 002+  О А =  1* дм.

О т в е т :  14 дм.

/ ш
N

8

М
!!

А рУ

Рис. 279.
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З а м е ч а н и е .  Расстояние от центра правильного треугольника 
до некоторой плоскости равно среднему арифметическому расстояний 
от его вершин до этой плоскости.

З а д а ч а  6. Через одну из сторон ромба проведена плоскость 
на расстоянии 4 см от противолежащей стороны. Проекции диагона

лей ромба на эту плоскость равны
8 см н 2 см. Найтн проекции сторон 
ромба на эту плоскость.

А ВСЭ—ромб, сторона А В кото
рого лежит в плоскости Р (рис. 280). 
По условию задачи перпендикуляры 
к плоскости Р ССг= 4 см; 
АСХ=  8 см, й хВ = 2  см. Требуется 
найти ВСхг= А[>і и ОхСѵ Диаго
нали ромба находим из треуголь- 

______  __ ника АССХ н В рО ѵ откуда АС *=
=  Ѵ^8В +  48 =  4 У  5 см и ВЭ  =  1 /48 +  2* =  2 У  5 см. Тогда сторона 
ромба 0С==0,С, =  4- У  АС* +  ВО* =  ~  / 8 0  +  20 =  5 см. Из Д  >100,

Рис. 280.

находим ЛО, =  ^ А О г —  =  Ѵ^25— 16 =  3 см.

О т в е т; 5 см и 3 см.

§ 41. Параллельные плоскости

Две плоскости называются параллельными, если они не имеют об
щих точек.

Признаки параллельности плоскостей:
Теорема 1. Если две плоскости перпендикулярны одной и тай же 

прямой, то они параллельны.

Рис. 281.

Л -----------:= 3 ?

г

Рис. 282.

Теорема 2* Если две пересекающиеся прямые одной плоскости па рал* 
лельны двум пересекающимся прямым другой плоскости, то такие две 
плоскости параллельны.

Другими словами, если пересекающиеся прямые АВ  и ВС лежат 
в плоскости />, а прямые АХВХ и ВХСХ лежат в плоскости (2 н А В || А ХВХ, 
а СВ Ц СХВ, (рнс. 281), то Р || <?.

Теорема 3. Две параллельные плоскости пересекаются третьей 
по параллельным прямым.
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Другими словами, если плоскости Р и параллельны и плос
кость М их пересекает, то прямые пересечения этих плоскостей АВ 
и СО параллельны (рис. 282).

Теорема 4. Две плоскости, параллельные одной и той же третьей 
плоскости, параллельны между собой.

Теорема 5 (обратная теореме 4). Плоскость, пересекающая одну 
из параллельных плоскостей, пересечет и другую плоскость.

Теорема 6. Если прямая перпендикулярна одной из двух параллель
ных плоскостей, то она перпендикулярна и другой плоскости.

Теорема 7. Отрезки параллельных прямых, заключенные между 
параллельными плоскостями, равны между собой.

Теорема 8. Два угла с соответственно параллельными и одинаково 
направленными сторонами равны между собой.

Рассмотрим несколько задач на параллельные плоскости.
З а д а ч а  1. Отрезки двух прямых, заключенные между двумя 

параллельными плоскостями, равны 51 см и 53 см, а их проекции на 
одну из этих плоскостей относятся, как 6 : 7. Определить длину этЮс 
проекций и расстояние между данными плоскостями.

По условию задачи Р |[ (?, АВ  =  51 см, А ХВХ=  53 см, АС 1  
АХСХ ±  <? и ВС : ВХСХ=  6 : 7 (рис. 283). Требуется определить ВС, 
ВХСХ и АС. Обозначим ВС =  6х, ВХСХ=  7х н, учитывая, что АС =*= 
=  АХСХ из треугольников АВС  и Л ^ С ^  получаем

АВ*—ВС*= А ф \ —  ВХС? или 51*— (6*)2=  532— (7*)*;
13А= 208 и х =  4.

Следовательно, для искомых проекций имеем
ВС — 6х =  24 см\ ВХСХ~  1х г= 28 см.

Определив ВС и зная АВ, находим из Д  АВС по теореме Пифа
гора расстояние между плоскостями

АС =  Ѵ А В ъ— ВС* =  Ѵг5Г* — 24а =  45 си*.
О т в е т: 24 сж, 28 сл* и 45 он.
З а д а ч а  2. Между двумя параллельными плоскостями Р и 

проведены отрезки ЛС и ВО (точки А и В лежат в плоскости Р); ЛС =  
а  13 ли; ВО =  15 аи; сумма длин проекций АС и ВО на одну из дан
ных плоскостей равна 14 см. Найти длины этих проекций и расстояние 
между данными плоскостями (рис. 284).

По условию задачи Р || (?, АС =  13 см, ВО =  15 см, Л Л* ±  ф, 
ВВХ ± <? и САХ+  ВхО =  14 см. Определить САЪ ВхО и А А Х=  ВВХ. 
Обозначим СЛ1== лс, тогда ВА0  =  14 —



2
Из прямоугольных треугольников А А ХС и В йВ \ находим А А Х̂

ев АС8— АіС* =  ВО3— Вх0 2 или 13*— х2~  153— (14 — лг)2э откуда 
28л *= 140 и х =  5.

Следовательно,
СЛА =  5 сж, Вхй  =  9 си* и і4і4і =  132 — 52 =  12 см.

§ 42. Двугранные углы в перпендикулярные плоскости

Часть плоскости, лежащая по одну сторожу какой-либо прямой, 
принадлежащей этой плоскости, называется полуплоскостью.

Двугранным углом называется геометрическая фигура, образован
ная двумя полуплоскостями Р и (рис. 285), исходящими из одной 
прямой А В. Прямая А В называется ребром, а полуплоскости Р и (?— 
сторонами или гранями двугранного угла.

Двугранный угол обозначают или двумя буквами, поставленными 
у *ребра, например, л  В, нли четырьмя буквами РА ВС}, из которых две 
средние обозначают ребро, а крайние — грани.

Линейным углом двугранного угла называется угол, образованный 
двумя перпендикулярами, восставленными к ребру из произволь
ной его точки и лежащими на гранях угла (рнс. 286). ОЫ лежит в плос

кости Р, а ОМ — в плоскости (?, причем ОЫ х  
X АВ и ОМ X АВ, тогда угол МОЫ называется 
линейным углом двугранного угла РА ВЦ*

Равенство и неравенство двугранных 
углов. Два двугранных угла называются рав
ными, если они при вложении совмещаются.

Если совместить по одной грани два нерав
ных двугранных угла, то ббльшим считают тот 
из них, между гранями которого заключена 
вторая грань второго двугранного угла. На 
рис. 287 двугранный угол РАВСІ больше дву
гранного угла РАВМ .

Теорема 1. Если два двугранных угла равны, 
то и их линейные углы равны.

Если два двугранных угла не равны, то большему двугранному 
углу соответствует и больший линейный угол.

Теорема 2 (обратная теореме 1). Равным линейным углам соответ
ствуют равные- двугранные углы.

Если линейные углы не равны, то большему линейному углу соот
ветствует больший двугранный угол.
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Прямой двугранный угол* Двугранные углы называются смеж
ными, если у них одна грань общая, а две другие составляют одну 
плоскость.

Прямым двугранным углом называется каждый из равных смеж
ных двугранных углов.

і Плоскости, образующие прямой двугранный угол, называются 
взаимно перпендикулярными.

.Измерение двугранных углов. Двугранный угол измеряется его 
линейным углом, т. е. За единицу измерения двугранных углов прини
мается такой двугранный угол, линейный угол которого содержит 
единицу измерения линейных углов. Так, двугранный угол в 1° есть 
угол, линейный угол которого содержит 1°; двугранный угол в 1 ра
диан есть угол, линейный угол которого содержит I радиан.

Перпендикулярные плоскости. 
(Признак перпендикулярности плос-

Рнс. 289.

костей.) Если плоскость Р проходит через перпендикуляр А В к плос
кости ф, то плоскости Р и ф взаимно перпендикулярны (рис. 288).

Теорема I. Если две плоскости взаимно перпендикулярны, то любая 
прямая, лежащая в одной из них и перпендикулярная их линии пере
сечения, перпендикулярна другой плоскости.

Теорема 2. Если две плоскости взаимно перпендикулярны и из какой- 
нибудь точки одной из них опущен перпендикуляр на другую, то этот 
перпендикуляр лежит в первой плоскости.

Теорема 3. Плоскость, перпендикулярная двум пересекающимся 
плоскостям, перпендикулярна ребру образованного ими двугранного 
угла.

Теорема 4. Плоскость, перпендикулярная ребру двугранного угла, 
перпендикулярна и его граням. (Теорема 4 обратна теореме 3).

З а д а ч а  1. Катеты прямоугольного треугольника равны а 
и Ь, Определить расстояние от вершины прямого угла до плоскости, 
которая проходит через гипотенузу и составляет угол в 30° с плос
костью треугольника.

Из вершины С треугольника АВС на гипотенузу АВ  опустим пер
пендикуляр СО и на плоскость Р перпендикуляр СО (рнс. 289). По 
теореме о трех перпендикулярах ОО как проекция наклонной СО 
на плоскость Р перпендикулярна А В. Тогда с Ъ о  =  30° — линей
ный угол двугранного угла, образованного плоскостью треугольника 
АВС  и плоскостью Р.

Из Д  АЬС  находим

аЬ .

°  ~  V а* '
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бО  как катет, лежащий против угла в 30° в Д  ОС0, равен у  СО, 

От в е т :  СО =  — .
2 ] /  а2+ * а

З а д а ч а  2. Данный отрезок имеет концы на двух взаимно пер
пендикулярных плоскостях и составляет с одной из них угол в 45 , 
а с другой — угол в 30°; длина этого отрезка равна а. Определить часть

линии пересечения плоскостей, заклю
ченную между перпендикулярами, опу
щенными на нее из концов данного 
отрезка.

По условию задачи (? х  Р, А В =  а, 
^  АВС =  30°, а ^  В А й  =  45° (АС ± Ц 
и ВО _і_ Р). Определить СО (рис. 290).

Из Д  АСВ ( / .В  =  30°), АС =  ~ А В  =• 

=  | .  Из Д  АВО (/_А =  45°), АР  =»

находим
Тогда нз прямоугольного треугольника АС О

СО =  ѴАО» -  АС* =  У ?  -  ^  .

Отв-е т: СО — ^*а.

§ 43. Задачи на построение в стереометрии

Решение задач на построение в пространстве существенно отли
чается от решения задач на построение в планиметрии. Содержание 
всякой задачи на построение состоит из трех частей: данных элементов, 
того, что требуется построить, и тех средств, с помощью которых задача 
должна быть решена.

Для построения пространственных фигур фактически не существует 
инструментов, аналогичных циркулю, линейке, угольнику и дрм при
меняемых при решении задач на построение в планиметрии. При реше
нии задач на построение прострайственных фигур обыкновенно описы
вается и логически обосновывается ход построения, который сопро
вождается схематическим чертежом. Таким образом, при решении 
задач на построение в пространстве основным является логическое 
обоснование построения, а чертеж является лишь иллюстрацией.

Способы и правила построения чертежей пространственных фигур 
изучаются в начертательной геометрии.

Задача на построение в стереометрии считается решенной, если 
она сведена к решению простейших задач. К ним относятся следующие:

1. Провести плоскость через трн точки, не лежащие на одной 
прямой.
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II. Провести плоскость через прямую и точку, лежащую вне 
прямой.

III. Провести плоскость через две пересекающиеся или параллель
ные прямые.

IV. Построить линию пересечения двух данных плоскостей (если 
оин пересекаются).

V. Решить любую задачу на построение в данной плоскости, если 
она допускает решение (пользуясь методами, изучаемыми в планимет
рии).

Рассмотрим некоторые из основных задач иа построение в стерео
метрии.

З а д а ч а  1. Построить плоскость, перпендикулярную данной 
прямой и проходящую через данную точку.

Пусть дана точка А и прямая /. Требуется построить плоскость Р, 
проходящую через точку А перпендикулярно к прямой I (рис. 291). 
Рассмотрим два случая.

А. Если точка А лежит вне прямой /, то через точку А и прямую / 
проводим плоскость М (задача Іі) и через I проводим произвольную 
плоскость УѴ, не сливающуюся с плоскостью М. В плоскости М  из 
точки А проводим перпендикуляр АО к прямой /, а в плоскости N 
из точки О восставим перпендикуляр ОБ к прямой I (задача V). Пере
секающиеся прямые АО и ОВ определяют искомую плоскость Р , кото
рая единственна.

Б. Если точка А лежит на прямой /, то через прямую I проводим 
две произвольные плоскости, в которых из точки А восставляем пер
пендикуляры к прямой /. Эти перпендикуляры определят искомую

плоскость Р, которая также будет единственной. Таким образом, из 
точки вне (и на) прямой можно провести к этой прямой перпендикуляр
ную плоскость и притом только одну.

З а д а ч а  2. Через данную точку провести перпендикуляр к дан
ной плоскости.

Пусть дана точка А и плоскость Р. Требуется провести через точ
ку Л перпендикуляр к плоскости Р (рис. 292). Рассмотрим также два 
случая.

А. Если точка А лежит вне плоскости Р, то проводим в плоскости Р 
произвольную прямую СО (задача V) и через СО и данную точку А 
проводим плоскость N (задача II), в которой из Л к ОС проводим 
А В х  ОС (задача V). После этого в плоскости Р восставим перпенди
куляр ВО к ОС (задача V). Пересекающиеся прямые (задача III) опре
деляют плоскость М , перпендикулярную прямой СО. В плоскости М

Рис. 291. Рис. 292.
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проводим перпендикуляр АО к ВО (задача V), который будет искомым, 
т. е. АО х  Р.

Б. Если данная точка лежит на плоскости Р, то пусть на рис. 293 
данной в задаче точкой будет точка О. Тогда проводим произвольную 
прямую СО в плоскости Р, не проходящую через точку О. Из точки О 
проводим О В X СО и через СО проводим произвольную плоскость 
не сливающуюся с плоскостью Р. Восставляем в плоскости N  перпен

дикуляр ВЛ к ОС и через пересека
ющиеся прямые ОВ и ВА проводим 
плоскость М, в которой восставля
ем ОА х  ВО. Легко доказать, что

/  Гл в 7

/  1

р __________

Рис. 293. Рис. 294.

АО X Р. Таким образом, через точку к данной плоскости всегда можно 
провести перпендикуляр и притом только один.

З а д а ч а  3. Через данную точку провести плоскость, параллель
ную данной плоскости.

Пусть дай а точка А и плоскость Р. Требуется провести плоскость ф 
через точку Д, параллельную плоскости Р (рис. 293).

В плоскости Р проводим две произвольные пересекающиеся пря
мые ОЕ и 0 0  и через эти прямые и заданную точку А проводим плос

кости МиіѴ, которые пересекаются 
по прямой О А. В плоскости М 
проводим прямую А В || ОЕ, а в 
плоскости N — прямую ЛС || 0 0 . 
Прямые А В и А С определяют плос
кость ф, которая проходит через 
точку А и параллельна данной 
плоскости Р.

Если точка А лежит на плоскос
ти Р, то плоскости Р и ф сливаются 
и их можно считать параллельны
ми. Таким образом, через точку вне 
данной плоскости можно провести 
параллельную плоскость и притом 
только одну.

З а д а ч а  4. Через данную точку провести прямую, параллель
ную данной.

Пусть дана точка А и прямая /. Требуется провести прямую, 
параллельную / и проходящую через точку А (рис. 294). Через даиные 
точку А и прямую I проводим плоскость Р  и в ней через точку А про
водим искомую прямую і4В, параллельную и притом единственную.

З а д а ч а  5. Определить расстояние между двумя скрещивающи
мися прямыми.

Пусть даны две скрещивающиеся прямые / и т  (рис. 295). Требуется 
определить расстояние между ними.

Рис. 295.
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Задача определения расстояния между данными скрещивающимися 
прямыми сводится к построению прямой, пересекающей эти прямые 
и перпендикулярной к ним обеим.

Через произвольную точку С прямой I проводим прямую МЫ || т 
я через прямые МЫ и I проводим плоскость Я, которая также парал
лельна прямой т .  Из какой-нибудь точки Р прямой т опускаем на плос
кость Р перпендикуляр и через прямые й ?  и т проводим плоскость ф, 
перпендикулярную плоскости Р. Плоскость ф пересечет прямую / 
в точке В. Через точку В проведем прямую, перпендикулярную пря
мой т с пересечением в точке А . Таким образом, отрезок А В, концы 
которого лежат на данных скрещивающихся прямых / и т ,  перпенди
кулярный к каждой из этих прямых, т. е. длина отрезка А В и есть 
расстояние между заданными скрещивающимися прямыми.

З а д а ч а  6. Данный двугранный угол разделить плоскостью иа 
два равных между собой двугранных угла. (Провести биссекториую 
плоскость.)

Дан двугранный угол РАВі3 (рис. 296), требуется провести плос
кость М , делящую двугранный угол пополам. Из произвольной точки О 
ребра А В данного двугранного угла восставляем перпендикуляры ОС 
и (Ю к этому ребру, лежащие в плоскостях Р и О; тогда угол СОО 
будет лянейным углом данного двугранного угла. Проведем плоскость 
N  через прямые ОС и ОО, которая будет перпендикулярной к ребру 
А В. Построим биссектрису ОР линейного угла СОО. Через А В и Ор 
проведем плоскость М , которая делит данный двугранны# угол на два 
равных угла РАВМ  =  М А В С І Построенная плоскость называется 
биссекторной плоскостью двугранного угла РАВі?.

З а д а ч а  7. Через данную прямую провести плоскость, перпен
дикулярную к данной плоскости.

Через любую точку данной прямой проведем перпендикуляр к дан
ной плоскости (задача 2). Данная прямая и проведенный перпендику
ляр определяют искомую плоскость.

З а д а ч а  8. Через данную точку провести плоскость, перпенди
кулярную и двум данным плоскостям.

Йз данной точки опускаем перпендикуляры на данные плоскости 
(задача 2). Эти перпендикуляры и определяют искомую плоскость.

З а д а ч а  9. Через данную прямую провести плоскость, образую
щую с данной плоскостью заданный угол а .

А. Если данная прямая АВ  параллельна данной плоскости Р 
(рис. 297), то через произвольную точку С данной прямой проводим 
плоскость М 9 перпендикулярную этой прямой, которая пересечет 
плоскость Р по прямой, проходящей через точки О и Е. В плоскости М

----------

Рис. 296. Рис. 297.
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строим угол СЕО =  а . В плоскости? Р через точку Е  проводим прямую 
Ей, перпендикулярную О Е , которая по теореме о трех перпендикуля
рах будет перпендикулярна и наклонной СЕ. Через прямые ЕО и СЕ 
проводим плоскость N. Двугранный угол РГОЫ искомый, так как его 
линейный угол СЕО =  а.

Б. Если данная прямая А В пересекает плоскость Р  (рис. 298) 
и А их точка пересечения, то из точки В на плоскость Р опустим пер- 
пен ди куля р ВО; через прямые А В и ВО проведем плоскость АОВ

и в этой плоскости построим угол 
ВОО =  а . Затем радиусом ОО в плос
кости Р из точки О как из центра 
строим окружность; к этой окруж
ности из точки А в плоскости Р про
водим касательные АС  к АЕ. Радиусы 
окружности, проведенные в точки ка
сания,

АС 1  ОС; АЕ ± ЕО.
Построим теперь наклонные 

ВС и ВЕ , перпендикулярные каса
тельным АС и АЕ  по теореме о трех перпендикулярах. Через прямые 
АВ  и ВС проведем плоскость М, а через А В и ВЕ плоскость N. Плос
кости М и N искомые, так как

^  ВСО =  ^  ВЕО =  а ,

а углы ВСО и ВЕО есть линейные углы двугранных углов, образован
ных плоскостями М и Р  и соответственно плоскостями N  и Р.

§ 44. Мпогограпвые углы

Многогранным углом называется фигура, состоящая из нескольких 
лучей О А , О В, ОС.......ОЕ, выходящих из'одной точки О н не лежа
щих в одной плоскости, и из плоских углов АОВ , ВОС, РОА между
этими лучами (рис. 299).

Общая точка О пересечения всех лучей на
зывается вершиной многогранного угла, лучи 
ОА, ОВ, ..., ОЕ — его ребрами, части плоско
стей, заключенные между ребрами, называются 
его гранями, а углы АОВ , ВОС, ..., РОА, об
разованные ребрами, лежащими в одной грани, 
называются плоскими углами многогранного 
угла.

Многогранный угол называется выпуклым, 
если он целиком лежит по одну сторону от плос
кости, совпадающей с любой его гранью. Два 
многогранные угла считаются равными, если онн при наложении сов
падают всеми своими частями.

Сумма плоских углов выпуклого многогранного угла меньше 360°.
Трехграниые углы. Если число граней многогранного угла равно 

трем, то его называют трехгранным углом.
Основные свойства трехгранных углов выражаются следующими 

теоремами.

Рис. 299.
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Теорема 1. Сумма двух плоских углов трехгранного угла больше 
третьего его плоского угла.

Теорема 2. Каждый плоский угол трехгранного угла меньше раз
ности двух других его плоских углов.

Равными трехгранными углами называются такие углы, которые 
при наложении совмещаются во всех своих частях. Следовательно, 
у равных трехгранных углов все двугранные углы и плоские углы соот
ветственно равны между собой, но обратное утверждение не справед
ливо. Существуют такие трехгранные углы, у которых двугранные 
и плоские углы соответственно равны, а трехгранныё углы не равны 
между собой. Например, на рис. 300 изображены два трехгранных 
угла, у которых плоские и двугранные углы соответственно равны, 
а совместить эти углы невозможно. Трехгранные углы невозможно 
совместить из-за неодинаковой ориентации их соответственных граней 
относительно вершины. Грани АО В , ВОС и СОА ориентированы 
относительно вершины О против движения часовой стрелки, а соот
ветствующие грани АгОВг, ВіОСх и СхОЛх ориентированы по движению 
часовой стрелки и трехгранные углы О А ВС и О Л ^С х  не равны, хотя 
в них равны и все плоские, и все двугранные углы.

Таким образом, для равенства двух трехграниых углов с соответ
ственно равными плоскими и двугранными углами необходимо еще, что
бы их грани были одинаково ориентированы относительно их вершин.

Признаки равенства трехгранных углов. Существуют признаки 
равенства трехгранных углов, аналогичные признакам равенства тре
угольников в планиметрии, которые выражаются следующими теоре
мами.

Теорема 1. Если два одинаково ориентированных трехгранных 
угла имеют по равному плоскому углу, прилежащему к двум соответ
ственно равным двугранным углом, то такие трехгранные углы равны.

Теорема 2. Если два одинаково ориентированных трехгранных 
угла имеют по два равных плоских угла, плоскости которых образуют 
равные двугранные углы, то такие трехгранные углы равны.

Теорема 3. Если два одинаково ориентированных трехгранных 
угла имеют по три соответственно равных плоских угла, то такие 
трехгранные углы равны.

Теорема 4. Если, два трехгранных угла одинаково ориентированы 
и имеют по три соответственно равных двугранных угла, то такие 
трехгранные углы равны.

Телесный угол. Часть пространства, ограниченная пучком прямых, 
проведенных из одной точки (вершины) ко всем точкам какой-либо 
замкнутой линии, называется телесным углом (рис. 301).

Мерой телесного угла является площадь поверхности, вырезаемая 
данным телесным углом на сфере радиуса #  с центром в вершине этого 
угла.

Рис. 300. Рис. 301. Рис. 302.
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Единица, измерения телесного угла называется стерадианом 
(от греч. (лгереос — пространственный и слова радиан, происходящего 
от лат. гайіиз — луч, радиус).

Один стерадиан — это такой телесный угол, который вырежет 
на поверхности сферы радиуса /? фигуру с площадью, равной # а. Вер
шина телесного угла при этом должна быть помещена в центре сферы 
(рис. 302).

З а д а ч а  1. Каждый плоский угол трехгранного угла равен 
60°; на одном из ребер отложен от вершины отрезок, равный 3, и из 
конца его опущен перпендикуляр на противолежащую грань. Найти 
длину этого перпендикуляра.

Дан трехгранный угол ОМЫР, плоские углы которого МОИ, 
УѴОЯ, РОМ равны по 60° и отрезок АО =  3, АО л_ пл. МОР. Найти 
длину АО (рис. 303). Из основания перпендикуляра АО опустим на

Гч
Л*—І - ѴМл 1 У

Рис. 303. Рис. 304.

лучи ОР и*0УѴ перпендикуляры СИ ± ОР и ЭВ  Л ОМ и точку О соеди
ним с точкой О. Проведем отрезки АС и АВ, которые по теореме о трех 
перпендикулярах будут соответственно перпендикулярными ОР и ОЫ.

Из прямоугольного треугольника АСО (/_ А =  30°, так как по 
условию А ОС =  60°) находим

ОС = 4  < м = | .

В Д  ОСО (^ . С =  90°, ^  СОО =  30°) ОО =  2СО и по теореме Пифа
гора имеем

ООг— С 02=  ОС2
или

ЗСО* , с о  І І І  , а 0 0  =  / 3 .

Из Д  АйО  по теореме Пифагора получаем

АО =  У  ЛО2 — 0 0 % = - / 9 ^ 3  =  у Т .

О т в е т :  АО =  У К  ^  2,4495.
З а д а ч а  2. В трехгранном углу два плоских угла по 45°, дву

гранный угол между ними прямой. Найти третий плоский угол.
В трехграином углу ОММР МОМ =* /1  МОР =  45°, а 

^ М М О г  ~  90°. Найти угол МОР =  а  (рис. 304).

442



Из произвольной точки С ребра ОЫ строим линейный угол АСВ 
двугранного угла МЫОР, тогда по условию задачи /1  АСВ *= 90°. 
Так как углы АОС =  ВОС =  45°, то АС  =  ОС =  СВ и прямоуголь
ные треугольники ЛС0, АСВ и ВСО раБны между собой, тогда АВ  е= 
*= АО =  ВО и искомый /_  АО В *= 60°.

О т в е т :  60°.

Многогранники

§ 45. Основные определения

Многогранником называется геометрическое тело, поверхность 
которого состоит из частей плоскостей, ограниченных многоуголь
никами.

, Гранями многогранника называются части плоскостей (многоуголь- 
ники), ограничивающие многогранник. Ребрами многогранника назы
ваются общие стороны смежных граней (многоугольников). Верши- 
нами многогранника называются вершины многогранных углов, обра
зованных его гранями, сходящимися в одной точке. Диагональю много
гранника называется отрезок прямой, соединяющей две вершины 
многогранника, не лежащие в одной гранн. Диагональной плоскостью 
многогранника называется плоскость, проходящая через три вер
шины многогранника, не лежащие в одной грани. Сечением многогран
ника плоскостью называется часть этой плоскости, ограниченная ли
нией пересечения поверхности многогранника с этой плоскостью. 
Многогранник называется выпуклым, еслн он целиком лежит по одиу 
сторону от плоскости любой его грани. Гранями выпуклого много
гранника могут быть только выпуклые многоугольники.

§ 46. Призма и параллелепипед

Призма. Призмой называется многогранник, две грани которого 
параллельны, а остальные пересекаются по параллельным прямым 
(рис. 305). Параллельные граня называются основаниями призмы, 
а все остальные грани — боковыми гранями.

Из определения призмы следует, что в 
основаниях призмы лежат равные много
угольники с соответственно параллельными 
сторонами, а боковые грани призмы парал
лелограммы.

Общие стороны боковых граней приз
мы называются боковыми ребрами призмы.

Отрезок 0 0 | (рис. 305) прямой, перпен* А 
дикулярный плоскостям оснований призмы 
и заключенный между ними, называется 
высотой призмы. Диагональной плос- р Ис. 305.
костью призмы принято называть плос
кость, проходящую через диагональ основания и боковое ребро призмы, 
а фигуру ЕхСхСЕ (рис. 305), полученную при пересечении этой плос
кости с поверхностью призмы, называют диагональным сечением призмы. 
Сечение призмы плоскостью, перпендикулярной ее боковым ребрам, 
называют перпендикулярным сечением призмы. На рис. 305 фигура
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А%В%С^>%Ег является перпендикулярным сечением рассматриваемой 
призмы.

Призма называется прямой, если се боковые ребра перпендикуляр
ны плоскости основания (рнс. 306) н наклонной — если ее боковые 
ребра не перпендикулярны плоскости основания (рнс. 305). В прямой 
призме высота ОО  ̂ параллельна всем ее боковым ребрам А А и ВВг, 
СС,...

Прямая призма называется правильной, если ее основания — 
правильные многоугольники. Призма называется треугольной, четы- 
рехугольной, пятиугольной н т. д. в зависимости от того, какой много
угольник лежит в основании призмы.

Параллелепипед. Параллелепипедом называется призма, основа
ниями которой служат параллелограммы (рис. 307).

Рис. 306. Рис. 307.

Параллелепипед, боковые ребра которого перпендикулярны к плос
костям оснований, называется прямым. В противном случае паралле
лепипед называется наклонным.

Прямой параллелепипед, основания которого прямоугольники, 
называется прямоугольным. Все грани прямоугольного параллелепи
педа — прямоугольники. Длина каждого из трех ребер прямоуголь
ного параллелепипеда, выходящих нз одной вершины, называется 
измерениями параллелепипеда. Прямоугольный параллелепипед, все 
три измерения которого равны между собой, называется кубом.

Некоторые свойства параллелепипеда. 1 . В параллелепипеде про* 
тивоположные грани равны н параллельны.

2. Диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке и де
лятся в ней пополам.

3. Сумма квадратов всех диагоналей параллелепипеда равна 
сумме квадратов всех его ребер.

4. Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен 
сумме квадратов трех его измерений.

С л е д с т в и е .  В прямоугольном параллелепипеде все четыре 
диагонали равны между собой.

Поверхность призмы и параллелепипеда. Боковой поверхностью 
призмы (параллелепипеда) называется сумма площадей всех ее боковых 
граней.

Полной поверхностью призмы (параллелепипеда) называется сумма 
ее боковой поверхности и площадей оснований.

Боковая поверхность призмы (параллелепипеда) равна произве- 
денвю периметра перпендикулярного сечения иа боковое ребро.

Боковая поверхность прямой призмы равна произведению периметра 
основания на высоту призмы.
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$ 47. Объем призмы в параллелепипеда

Основные допущения об объемах. Объемом геометрического тела 
называется величина части пространства, занимаемого этим телом.

Принято рассматривать объем как величину, обладающую следую
щими свойствами:

а) равные тела имеют равные объемы;
б) объем какого-нибудь тела, состоящего из частей, равен сумме 

объемов этих частей;
в) если из двух геометрических тел первое содержится целиком 

внутри второго, то объем первого тела не превосходит объема- второго.
Тела, имеющие равные объемы, называются 

равновеликими.
В качестве единицы объема принимается объем 

куба, ребро которого равно единице длины. Если 
ребро куба равно 1 см, то его объем считают рав
ным одному кубическому сантиметру и сокращенно 
записывают 1 куб. см нли 1 см8. Если ребро куба 
равно 1 м, то его объем, равен 1 ж3 и т. д.

Объем параллелепипеда. Объем прямоугольно- 
го параллелепипеда равен произведению трех его 
измерений:

V ж аЬскуб. ед.,

где а, Ьу с — измерения параллелепипеда.
Объем куба равняется кубу его ребра.
Объем прямоугольного и наклонного парал

лелепипеда равен произведению его площади ос
нования иа высоту.

Объем призмы. Наклонная призма равновелика такой прямой 
призме, основание которой равно перпендикулярному сечению наклон
ной призмы, а высота — ее боковому ребру (рис. 308).

На рнс. 308 АВСйА^ВхСфх — наклонная призма, а 
А*В'&и*А \В [С [О і — прямая призма, основание которой А'В*С'О' 
перпендикулярно к боковым ребрам наклонной призмы, а высота 
(боковое ребро) А А [  =  А А і ^  Я.

В таком случае

VАВСВАхВіСхОі — ^А'В'С '0'А{ВІС{0{ .

Объем призмы равен произведению площади основания на высоту:

где 5 ^  — площадь основания А ВСВЕ, а Н  =  0 0 г — высота (рис. 305).
Принцип Кавальери. Ученик Галилео Галилея итальянский мате

матик Бонавеитура Кавальерн (1598—1647) в книге «Геометрия, изло
женная новым способом при помощи неделимых частей непрерывных 
величин», выдіедшей в 1635 г., сформулировал предложение, которое 
носит название принципа Кавальери.

Если два тела могут быть расположены так, что любая плоскость, 
параллельная какой-нибудь данной плоскости и пересекающая оба 
тела, дает в сечении с ними равновеликие фигуры, то объемы таких 
тел равны.
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Рассмотрим теперь несколько типичных задач, дополняющих 
результаты, изложенные выше.

З а д а ч а  1. Ребро куба равио а. Найти кратчайшее расстояние 
от диагонали куба до непересекающего ее ребра.

Дан куб* АСг, ребро которого А А \ =  а. Найти расстояние между 
А А \ и В й і (рис. 309). Прямые ЛЛ* и ВОх скрещивающиеся. Расстоя
ние между ними равно расстоянию любой точки ребра А А г до диаго
нальной плоскости куба ВВхОхО. Опустив из точки А на плоскость 
ВВхОгО перпендикуляр АО, из прямоугольного Д  АО В найдем АО =

З а д а ч а  2. Дан прямоугольный параллелепипед, основанием 
которого служит квадрат. Построить сечение плоскостью, проходящей 
через вершину основания параллелепипеда параллельно диагонали 
основания и отсекающей на оси параллелепипеда (считая от основа
ния, через вершину которого проведена плоскость) отрезок длины т .  
Вычислить площадь сечения, если сторона основания параллелепипеда 
равна а , а его высота равна Н.

Строим прямоугольный параллелепипед АСЪ основанием которого 
служит квадрат АВСО со стороной А В  =  а и высотой А АХ=  0 0 1== к 
(рис. 310). На оси параллелепипеда ООх (отрезок, соединяющий центры 
оснований), от точки О откладываем данный отрезок ОМ =  т .  В диа
гональной плоскости В В ^ х й  проводим прямую В М , которая пересе
чет ломаную в точке М, лежащей на ребре ООг> если т  <  Л, 
и лежащей на отрезке Э іОг диагонали основания 0 \В Х, если

< т < А .
Рассмотрим два случая.

А. Если т ^  Л, то в диагональной плоскости А АіСгС параллеле
пипеда проводим через точку М прямую, параллельную диагонали

* При обозначении многогранников часто ие указывают всех его 
вершин, а ограничиваются лишь указанием каких-либо двух вершин, 
достаточно полно характеризующих этот многогранник. Так, в данном 
случае вместо куба ЛВСОЛ1В1С10 1 можно сказать: куб АСг.

а Ѵ 2
О т в е т :  Л20 2 =  АО =  —^—

Рис. 309. Рис. 310.
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основания АС. Пусть эта прямая пересечет ребра А А г и ССг соответ
ственно в точках Р и 0  (рис. 310). Прямые ВЫ и Р(} полностью опре
деляют искомую плоскость ВРЫ($, которая проходит через вершину 
основания В параллельно диагонали АС (Р(1 || АС) и отсекает иа оси 
ООг отрезок ОМ =  тп. Построив следы пересечения секущей плоскости 
с поверхностью параллелепипеда (т. е. те прямые, по которым эта 
плоскость пересекает грани параллелепипеда), получим фигуру сече
ния. Легко показать, что фигура ВРЫ(^ — ромб. Площадь ромба ВРЫ(}

3  =  1 ВН -Р 0 ,

где Р<$ =  АС =  а как диагональ квадрата АВСО, а из прямо
угольного Д  В МО следует

ВЫ =  2ВМ  =  2 у  ^  +  т 8 =  /2 а »  ■+ 4т».

Рис. 311. Рис. 312.

Поэтому

5 =  і а / 2  • /2о* +  4/п* =  а 1/е8 +  2/лѴ

Б. Если — Л <  т  <  Л, то точка ДО лежит на отрезке ОгОх (рис. 311).

В плоскости ЛЛхСіС через точку М проводим прямую Р ( парал
лельную ЛС. Пересекающиеся прямые ВЫ н Яф полностью определяют 
секущую плоскость, которая пересечет основание А\ВіСгОі по пря
мой ЕР, параллельной (/>$ || пл. Л х^С х^)- Соединяя последо
вательно точки пересечения секущей плоскости с ребрами параллеле
пипеда, найдем фигуру сечения ВРЕРі?. Легко показать, что она 
состоит из равнобедренного треугольника РВСІ и равнобедренной трапе
ции РЕРСІу высотами которых соответственно будут отрезки ВМ и МЫ.

Поэтому площадь искомого сечения найдем по формуле

5 =  5-Р<2 • вм  +  +  ЕР) . МЫ.
Из прямоугольника АРОС находим

Р<Э =  АС =  с У Т
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Из МОВ (21МОВ =  90°) по теореме Пифагора имеем

ВМ =  / МО» +  ОВ» =  у  т* + |*  =

=  -і-г; У  2 т 4 +  о».
/ 2

Из подобия треугольников МОВ и МОхЫ находим

КІЛА МВ - МОх У  2 Ѵ 2т* +  а* (А—т ) / 2 т *  4-е*
ММ =  -—  ---- ИЛИ ММ =  —-------------------  =  ---------- 7*=------- -

МО т  ту  2
Из этих же треугольников получаем

ОВ . О ^  б»(й — т)
О іѴ = --------—  ИЛИ ОгМ =  — --- .

МО т У  2

Из равнобедренного прямоугольного треугольника ЕОхР чопре- 
делясм

ЕР =  2 ОхМ =  2 (О ^ і  — МОх)
или

р р  _  о і и “ (Л — ^ ) !  о (2т — Л)
т

Подставив найденные значения Яф, ВМ, Я/7 и ММ в формулу пло
щади сечения, после несложных преобразований получим

« _  а(4т к— 2 т 2 — к2) V а 2 +  2 т а
2 т 2

О т в е т :  А. 5 =  а | / о 2 +  2 т 2, если т с  Л.

_ _ _  о (4тЛ — 2т» — Л») / о» +  2т» ....... 1 ь ______
Б. 2т 2 * если 2" Л % тп ^  Л.

З а д а ч а  3. Каждое ребро правильной треугольной призмы 
равно о. Через сторону основания и середину оси проведена плоскость. 
Найти площадь этого сечения и вычислить ее при а =  7,6 см.

Дана правильная призма, все ребра которой А А ^  АВ  =  ВС =  
=  С А =  а (рис. 312). Через ребро основания ВС и середину О оси ООх 
проведем плоскость, которая пересечет основание А\ВхСх по прямой, 
параллельной В%Сі * Точки пересечения этой прямой с ребрами А\ВХ 
и ЛіСі соответственно обозначим через М и М. Соединив точки М и В, 
М н С, получим сечеине ВММС. Так как ММ || ВС, то ВММС— тра
пеция и ее высотой будет отрезок Яф (/-Я х  ВС, следовательно, и 
(}Р X ВС). Тогда площадь сечения ВММС

5 =  1  (ВС +  МЫ) <ЗР.
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По условию задачи ВС =  а; Д  й О Р  =  Д  0 0 $  (Ой =  ООг\ Р й О ^  
==* 2 . и эти треугольники прямоугольные). Тогда ОР =  0 $  =

<7 3
— —0— (как радиус вписанной окружности в д  АВС). Из прямо

угольника ЬСіОхО получим

а Ѵ  3

Так как (^і, =  ДД1= а, то из прямоугольного треугольника ($1*Р 
находим

Р<2 V
Из подобия треугольников АгМЫ и А1В1С1 (МЫ 11 В1С1) имеем

ЛМ АС? 1 . . . .  1 _ _ 1 
В ^ ,  ~  АхРг ~  3 ИЛИ -  3 1 1  “ 3 й -

Подставляя найденные значения ВС, и МЫ в формулу пло
щади сечения, найдем

2 ("  +  3 й)  *
2а У  3 4а* / з

4а21 /3
О т в е т :  5 =  — -—  а  0,7698а2; при а =  7,6 см, 5  а  44,46 си*9.

У
З а д а ч а  4. В наклонной треугольной 

призме боковые ребра содержат по 8 см; сто
роны перпендикулярного сечения относятся как
9 : 10 : 17, а его площадь равна 144 см%. Опре
делить боковую поверхность этой призмы.

Пусть Дана призма АСг; ЛЛі =* В В і=
=  ССі= 8 см9 Л2В2С2 — перпендикулярное се
чение призмы, причем Л2В2 : В2С2 : С2Л2=  А 
=  9 ; 10 ; 17 и $а ѣв лс% “  см2 (Рис> 313).

Требуется определить боковую поверхность 
призмы

5бок— (^ав 2+  В8С2+  С2Л2) • А А Ѵ
По^условию задачи ЛЛі=* 8 см% а Л2В2 : ВаС2 : С2Л2=  9 :10 : 17. 
Обозначим Л2В2=  9х, В2С2=« 10х, С3Л2*= 17*. Тогда по формуле Герона
площадь перпендикулярного сечения равна У  18х • х  • 8х * 9х =* 36*2, 
а по условию она равна 144 см2, т.е. 36дг= 144, откуда следует х  =  2см .

В таком случае Л2В2+  ВаС2+  С2Л2г= 36* =  72 си, и, следова
тельно,

5бок =  72 • 8 =  576 см\

О т в е т :  5 ^  =  576 сма.
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З а д а ч а  5. В наклонной треугольной призме площадь одной 
из боковых граней равна т 2, а расстояние ее от противолежащего 
ребра равно 2а. Найти объем призмы.

Пусть на рис. 314 РМ N перпендикулярное сечение призмы ЛС| 
н МЛ ±  РУѴ, тогда по условию задачи М І  =  2а, а Р N • т 2.
Известно, что объем призмы равен

V =  ВВі •
или

V а  і  рдг • Мі  . ВВг ВВХ) • МЬ  =  і / п * . 2а =  ат*.

О т в е т :  V =  а т 2.
^ З а д а ч а  б. Определить объем прямо- 
' угольного параллелепипеда по площадям его 

граней: (}и <Э2 и д3.
Обозначит измерения параллелепипеда 

через ху у  иг. Тогда
ху =  <?ь *г =  (?2; уг =  <?3.

Перемножив правые и левые части эти 
равенств, получим

(дсуг)г=

Рис. 314. откУда , _____
V =  ху% =  у ОіСгСа*

О т в е т :  V = У к у б .  ед.
У п р а ж н е н и я .  1. Построить и найти площадь сечения куба 

плоскостью, проходящей перпендикулярно его диагонали через ее 
середину, если ребро куба равно а.

2. Дана правильная шестиугольная призма, боковое ребро которой 
равно Ь, а сторона основания равна а. Построить сечение призмы плос
костью, проходящей через середины смежных сторон основания и сере
дину ее оси, и найти площадь сечения,

3. Ребра прямого параллелепипеда, выходящие из одной вершины, 
относятся* как 1 : 2 : 3 ,  причем боковое ребро больше сторон основа
ния. Через середины двух сторон основания, образующих большой 
угол, проведено сечение, параллельное диагонали, соединяющей вер
шины двух тупых углов оснований. В каком отношении это сечение 
делит боковую поверхность параллелепипеда?

У к а з а н и е .  О построении сечений многогранников плоскостью 
см. § 53.

§ 48. Пирамида

Пирамидой называется многогранник, ограниченный гранями 
многогранного угла и плоскостью, пересекающей все его грани 
(рис. 315).

Основанием пирамиды называется многогранник, полученный 
в секущей плоскости (АВСйЕ). Боковыми гранями пирамиды называ
ются треугольники АЗВ , ВЗС , С 50, ОЗЕ> ЕЗА  с общей вершиной 5, 
которая называется вершиной пирамиды. Боковыми ребрами пирамиды

450



называются ребра, по которым пересекаются боковые грани. Высотой 
пирамиды называется перпендикуляр 5 0 , опущенный из вершины 
пирамиды иа плоскость ее основания. Пирамида называется правиль
ной* если ее основание — правильный многоугольник и высота пира
миды проходит через центр Этого многоугольника. Апофемой правиль
ной пирамиды называется высота ее боковой грани.

Отметим, что в пирамиде буквой 5 обычно обозначают и ее вер
шину и поверхность (полную или отдельных ее частей). Однако это 
не приводит к недоразумению, так как по смыслу всегда ясно, о чем 
идет речь в данном случае. Кроме того, если рассматривают поверх
ность или площадь, то в обозначение часто еще вводят дополнительные 
индексы, например, 5 бок (боковая поверхность), 5Авсй  (площадь
основания АВСЕ>), 3 АЗВ (площадь-грани А8В) и т. д.

Рис. 315. Рис. 316

а)

Свойства сечений пирамиды плоскостью, параллель и ой основанию.
Теорема 1. Если пересечь пирамиду плоскостью, параллельной 

основанию, то:
а) боковые ребра и высота пирамиды разделяются этой плоскостью 

на пропорциональные отрезки;
б) в сечении получится многоугольник, подобный многоугольнику, 

лежащему в основании;
в) площади сечения и основания будут относиться между собой, 

как квадраты их расстояний от вершины пирамиды.
На рис. 316 изображена пирамида ЗАВС й  и параллельные плос

кости А^ВуС^рх || АВСЭ . В таком случае:
ЗАх __ 5ВХ _  5С\ __ 5 ^ !  .
ЗА  "  5В ”  5С ”  5 0  ;

б) многоугольник АхВхСх&х подобен многоугольнику АВСО\
пл. Л1В1С10 1 _

В'  пл. АВСЕГ  ~  50*
Теорема 2. Если две пирамиды с равными высотами пересечь плос- 

костями, параллельными основаниям, на одинаковом расстоянии от 
вершины, то площади сечений будут пропорциональны площадям осно
ваний.

На рис. 317 изображены пирамиды ЗА В С й  и З'А 'В 'С*, высоты 
которых равны 5 0  =  5 'О '. На одинаковых расстояниях от вершины 
5 0 1гк=',5 0 і проведены плоскости А\ВіСгОх и А'гВ[С[> параллельные 
основаниям пирамид. Тогда

пл. А1В1С10 1 пл. АВСй
пл. В{С[ ил. А'В'С '
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С л е д с т в и е .  Если у двух пирамид с равновеликими основани
ями и равными высотами провести параллельные основаниям сечения на 
одинаковых расстояниях от вершины, то сечения будут равновеликими.

Поверхность пирамиды. Боковой поверхностью пирамиды назы
вается сумма площадей ее боковых граней.

Полной поверхностью пирамиды называется сумма ее боковой 
поверхности и площади основания.

Боковая поверхность правильной пирамиды равна половине произ
ведения периметра многоугольника основания на апофему:

5бок =  §- тР>

где Р — периметр многоугольника основания, а т — апофема.

Рис.-317.

Объем пирамиды. Объем пирамиды равен одной трети произведе
ния площади ее основания на высоту:

ѵ =  ~ в н ,

где В — площадь основания, а Н  — высота пирамиды.
З а д а ч а  1. В правильную четырехугольную пирамиду вписаи 

куб так, что четыре его вершины находятся на боковых ребрах пира
миды, а остальные четыре — в плоскости ее основания. Определить 
ребро куба, если в пирамиде сторона основания равна а и высота рав
на п.

На рис. 318 изображена пирамида ЗА В С й  с вписанным в нее ку
бом М $Р(ІМ 1М1Р1(}Ѵ четыре вершины которого лежат на боковых 
ребрах пирамиды, а остальные в плоскости основания. Обозначим 
ребро куба через х, т. е. положим, что МіѴ =  М М г=  х . Рассмотрим 
подобные треугольники 8 0 гВ и ЗОіѴ (ОіѴ || ОхВ). Из подобия этих 
треугольников находим

50 _ 0 Ы  
8 0 г 0 ХВ “
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Учитывая, что 5 0 , =  А, 50  =  к — х% ОЫ =  — =. и 0 гВ
Ѵ 2

л у чаем

откуда

х = ак
а +  А *

О т в е т :  ДШ =  * =
аА

а 4- А *

Рис. 319

З а д а ч а  2. Основанием пирамиды служит квадрат» ее высота 
проходит через одну из вершин основания. Определить боковую поверх
ность этой пирамиды, если сторона основания равна 20 дм, а высота 
равна 21 дм.

Дана пирамида 5ЛВСО, в основании которой лежит квадрат 
А ВСЕ) со стороной 20 дм, а высота пирамиды 5 0  =  21 дм (рис. 319). 
Определит* боковую поверхность пирамйды.

Боковая поверхность пирамиды равна сумме площадей боковых 
граней:

5 бок =  5 у45Г> +  5 я 5С +  5 с $ В  +  5 в 5 А

Треугольники Л05 и С 0 5 — прямоугольные и равные, и их площади

5 , 50 =  5 ^ с .  =  і  • 20 • 21 =  210 дм*.'с 05

Из этих треугольников по теореме Пифагора находим

А8 =  ЗС =  У 20* +  212 =  29 дм.

Так как по теореме о трех перпендикулярах
8С X СВ и ЗА ±  АВ (ОС л  СВ и ОЛ X ЛВ),

то треугольники 5ЛВ и 5СВ прямоугольные и равные, и их площади

5л5в =  =  і- • 20 • 29 =  290 дм*.'С5В
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9бок

Тогда
5л™ =  2 (290 +  210) =  1000 дм \

О т в е т :  1000 дм2=  10 м2.
З а д а ч а  3. В основании четырехугольной пирамиды лежит 

параллелограмм. Через одну из сторон этого параллелограмма и сред
нюю линию противолежащей грани проведена плоскость. Найти, в ка
ком отношении эта плоскость делит объем пирамиды.

Дана пирамида ЗАВСЭ, у которой АВСО— параллелограмм 
и до/у — средняя линия грани ЗАО  (рис. 320). Найти отношение 
Ѵепмыг И Ѵлпгпмм- Пусть объем данной пирамиды ЗАВСй  равен Ѵ%

Рассмотрим пирамиды ЗАВСО и 
ЫАВСОу у которых основание АВС О 
общее, а высоты 50 и ЫОг удовлетво
ряют соотношению

Л Ю ,= 1 5 0

С
( д  5 0 0  ~  Д  NО и 5М = і  5 о |.

Тогда объем
Рис. 320. у  1 ѵ

ѵЫАВсй " 2

Плоскость треугольника ЗВО  делит объем данной пирамиды на две 
равные части, т. е.

5  - - Ѵ^ 5 АВО  “ 2

так как у пирамид ЗА ВО и ЗВСО высота общая, а площади оснований 
равны.

Прямая АЫ как медиана Д  АОЗ делит площадь грани АОЗ на 
две равновеликие части, тогда

ѴВАЫй  “  ^В Л N $  “  4 V'

Прямая ЫМ (медиана Д  ЛУѴ5) делнт Д  АЫЗ на две равновеликие 
части, поэтому

VвАЫМ ~  5" ^ в а ы з  ^  V-

— ѵЫАВСО +  ѵВАіѵм— г Г Ѵ +  -аѴ ~ а Ѵ> а объем Ѵг оставшейся

В таком случае объем Ѵг части АВСОМЫ пирамиды Ѵ± =  ^ авгомы  ~

1 =  *
8 8

части 
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3 5
^ з в с м м  : ^  А в с  о м ы  = * § - У ^ У  =  3 : 5 .

О т в е т :  Ѵг : Ѵ\ =  3 : 5.
З а д а ч а  4. Доказать, что если в двух пирамидах, имеющих 

по равному двугранному углу при основании, равны также и ребра 
этих углов, то отношение объемов данных пирамид разно отношению 
произведений площадей граней, образующих равные двугранные углы.

Пусть даны две пирамиды ЗА ВС и 5 1ЛіВ1С10 1і у которых дву
гранные углы ЗА ВС и ЗіЛхОіСхВі равны, причем АВ  =  Агй і  (рис. 321). 
Доказать, что

^ЗАВС 1 У з ^ В & О г  Х

Х $АВС) 1 ^З іА іОі  ' ^ А іВ г С Л ^
Построим линейные углы 5  МО и 
ЗуМіОі данных равных двугранных 
углов. По условию 2 . ЗМО =
=  /_  3 1М 10 1. Тогда прямоугольные 
треугольники МЗО и по
добны и

50  5М

и искомое отношение

Рис. 321.

Площади боковых граней ЗАВ  и относятся, как их высоты,
так как АВ =  АгОѵ т. е.

АЗВ ЗМ 30

3А131о 1 5 і0 і ‘

Найдем отношение объемов данных пирамид

V5 А в с ^ А З В  * 5 А Вс

Ѵ8 ,А ,В 1С ,01

таким образом,

5 А ВС

5 1А 1В 1С10 1

$А ЗВ  * ^АВС

что и требовалось доказать.
Мы привели доказательство для треугольной и четырехугольной 

пирамид. Легко видеть, что многоугольность пирамид на результат 
доказательства не влияет.

Если ребра равных двугранных углов в рассматриваемых пирами
дах не равны между собой, то отношение объемов этих пирамид прямо 
пропорционально произведениям площадей граней, образующих эти 
углы, и обратно пропорционально длинам их ребер (рис. 321), т. е.

VЗА ВС АЗВ  ’ ^АВС

5 л ,5,о, • Зд.В .С А

ЛхОі
АВ
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§ 49. Усеченная пирамида

Усеченной пирамидой АВСОАгВ1С10 1 называется часть пирамиды
5 АВСО, заключенная между ее основанием и секущей плоскостью, 
параллельной основанию (рис. 322).

Основаниями усеченной пирамиды называются параллельные 
грани АВСО и АіВхСхОх(АВСО — нижнее основание, а Лі^ 1С10 3— 
верхнее основание). Высотой усеченной пирамиды называется отрезок 
прямой, перпендикулярный ее основаниям и заключенный между их 
плоскостями. Усеченная пирамида называется правильной, если ее 
основания правильные многоугольники и прямая, соединяющая цен
тры оснований, перпендикулярна плоскости оснований. Апофемой 
правильной усеченной пирамиды называют высоту ее боковой грани.

Поверхность усеченной пирамиды. Бо
ковой поверхностью усеченной пирамиды 
называется сумма площадей ее боковых гра
ней.

Полная поверхность усеченной пира
миды равна сумме боковой поверхности 
и площадей оснований.

Боковая поверхность правильной усечен
ной пирамиды равна произведению полусум
мы периметров оснований на апофему:

С _ Р  +  Яі
б о к ---------------О т,

Рис 322. где Р и Р, — периметры оснований, т — 
апофема усеченной пирамиды.

Объем усеченной пирамиды. Объем усеченной пирамиды равен 
сумме объемов трех пирамид, имеющих высоту, одинаковую с высо
той усеченной пирамиды, а основания: одна — нижнее основание дан
ной пирациды, другая — верхнее основание, а третья — основание, 
площадь которого равна среднему геометрическому площадей верх
него и нижнего оснований.

Пусть площади оснований усеченной пирамиды равны Р и /, а вы
сота равна Л, тогда объем

ѵ = |  (р + і + ѴТР)-

З а д а ч а  1. Если в усеченной пирамиде площади оснований 
равны 5* и 52, то площадь 5Х сечения ее плоскостью, делящей бо

ковые ребра пополам, равна — ( У ^ і  -ЬѴ^$2)8. Доказать.

В усеченной пирамиде АСХ площади оснований /  =  5^ =  5^ 
и Р =  5у4вс==52 и плоскость А'В 'С ' делит боковые ребра пирами
ды пополам, а значит, параллельна плоскостям оснований (рис. 323). 
Найти площадь 5 ^ , ^ ,  =  5Х.

Площади параллельных сечений пирамиды относятся, как ква
драты сходственных сторон. Обозначив АіВг =  аг\ АВ  =  а*; А ’В' — 
=  аХУ получим
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а, + а ,
_  2 -  а,_

/ 5 , . +  / 5 . ,  ѵ  8К '
2

По свойству средней линии трапеции имеем ° 1 а? == ах , тогда

/ 5 ,+ , / ^  =  т и 8  ̂=  (^ _  +

что и требовалось доказать.
З а д а ч а  2. В правильной четырехугольной усеченной пирамиде 

стороны оснований равны 5 дм и 11 дм, а диагональ пирамиды — 
12 дм. Определить боковую поверхность.

В усеченной пирамиде АСг имеем Л1В1=  В і С ^  Сурх=  й гА і=  
*= 5 дм\ АВ =  ВС =  СВ ~  О А — 11 дм и «а 12 дм. Найти боко
вую поверхность (рис. 324).

Из вершины А\ проведем АХЫ ± АВ и А ХМ ± АС, тогда АгЫ — 
апофема пирамиды.

откуда

Боковая поверхность

5 бок =  $  ( Р  +  р і)  • АгЫ,

где Р =  ААВ — 44 дм> а Рх— АА\ВХ— 20 дм.
Из квадратов АВС й  и АхВуСф^ по их сторонам определяем диа

гонали

АС — 1\ / 1  дм, А1С1 =  5 / " 2  дм.

Рассматривая равнобочную трапецию А А ^ С ,  находим

АМ  =  АС ~ Л,Сі . - - 3 / 2  Ак
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Тогда из прямоугольного треугольника АХМС находим высоту пира
миды

0 ,0  =  А±М =  / Л,С2 -  МСг =  V 122 — ( 8 ] /2 >  =  4 дм.

Из равнобедренного прямоугольного треугольника АМЫ(/_ А ЫЛ1=~. 
в  90°), гипотенуза которого АМ  =  3 )/2  дм, находим сторону

МУѴ =  =  3 Ли.
Ѵ 2

Апофему данной пирамиды вычислим, рассматривая прямоугольный 
треугольник АгЫМ(/_ А ХМЫ =  90°):

ЛХІѴ =  =  у 42 +  3* =  5 дм.

Подставляя найденные значения Р, Рг и АуЫ в формулу боковой по
верхности пирамиды, получим

5бок =  5- (44 +  20) • 5 =  160 д м \

и соответственно

мс  =  =  8 У 2 дм.

О т в е т :  5 ^  =  160 дм2 =  1,6 м2.
З а д а ч а  3. Определить объем правильной треугольной усечен

ной пирамиды, у которой стороны оснований 30 м и 20 м% а боковая
поверхность равна сумме площадей основа
ний.

В правильной треугольной усеченной 
пирамиде АВ =  30 м , АіВк=  20 м и $бок=
=  (Рис- 325). Обозначим
стороны оснований АВ =  а =  30 м, А±ВХ"  
=  аІ== 20 м и апофему пирамиды МЫ =  т. 
Тогда согласно условию имеем

1
-  (За +  Заі) т —

аг У з  а] 1 /3
+

или

Ѵ ъ  (а2 +  а\) / з  (30* +  202) 13 / з
МЫ =  т  =  — згг---- і------— — Л-,„77- : л.тт = -----------5---- М.6 (а +  ах) Ь (30 +  20) 3

Рассматривая равносторонние Д  ЛВС и Д  Л ^дС ^ центры кото
рых находятся в точках О и 0І9 иайдем ОЫ и ОіАІ как радиусы окруж
ностей, вписанных в эти треугольники:

. . .  а Ѵ  3 1 / т  а, / з  10 / 3ОД» =  —^— =  5 у  3 ж; 0 1М =  і —  л .
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Из прямоугольной трапеции ОхМЫО (МК Л  ОЩ находим 

КЫ яг ОЫ — ОК — ОЫ —  0 ,М  или КЫ =  ^ Х ^ м .
О

Рассматривая прямоугольный треугольник МК№, находим высоту 
данной пирамиды

Н =  МК =  У  МЫ* — ЫК* - ( р ^ - )* = 4 / 3  м.

Тогда объем данной пирамиды

V =  О  к (а* +  а? +  ааг) =  1900 м3.

О т в е т :  V == 1900 л 3.

§ 5 0 .  К л и н .  Обелиск

Клином называется пятигранник, основание которого — прямо
угольник, боковые грани — равнобедренные треугольники и равно
бедренные трапеции (рис. 326).

Поверхность и объем клина могут быть вычислены по формулам

Ь У АН* +  (а — а х)* +  (а  +Оі) У АН*

V =  (2а +  о() ЬН.

Рис. 326. Рис. 327.

Обелиском называется шестигранник, основания которого — пря
моугольники, расположенные в параллельных плоскостях, а противо
положные боковые грани одинаково наклонены к основанию. Продол
жения ребер не пересекаются в одной точке, так что обелиск ие явля
ется усеченной четырех угольной пирамидой (рис. 327).

Поверхность и объем обелиска могут быть вычислены по формулам

5  =  йЬ +  ихЬх 4-
(а +  ат УУ АН* +  (а  — а1) * + (Ь + Ь х) У  4 Н *+ (Ь -Ь гр
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§ 51. Подобие многогранников

Два многогранника называются подобными, если они имеют соот
ветственно равные многогранные углы и соответственно подобные граив 
Соответственные элементы подобных многогранников называются 
сходственными,

У подобных многогранников:
двугранные углы равны и одинаково расположены;
сходственные ребра пропорциональны.
Кроме того, справедливы следующие теоремы.
Теорема 1. Если в пирамиде проведем секущую плоскость парал

лельно основанию, то она отсечет от нее другую пирамиду, подобную 
данной.

Теорема 2. Поверхности подобных многогранников относятся 
как квадраты сходственных линейных элементов многогранников.

Теорема 3. Объемы подобных многогранников относятся, как кубы 
сходственных линейных элементов этих многогранников.

Теорема 4. Квадраты объемов подобных многогранников относятся 
как кубы площадей сходственных граней.

З а д а ч а  1. Площади оснований усеченной пирамиды 5 | и 5 2» 
а ее объем равен V. Определить объем полной пирамиды.

Пусть >  5 3. Обозначим объем полной пирамиды через Ѵи 
а объем пирамиды, дополняющей данную усеченную пирамиду до

полной, через Уз. Тогда по теореме 4

Ѵ<

1
Составляя производную пропорцию, получим
Ѵ і — Ѵг З3/ 2 -  5?/а

— . С учетом Ѵг — Ѵ% =
У, 5*/а

У 5Ѵ2_^ /2
И находим -  =  - 1 ^  —

Ѵ5*/8

откуда

___ ^ / 2

ѵ Ѵ &
О т в е т :  Ѵх =  —— г кв. ед.

Ѵ з і - Ѵ Ц

З а д а ч а  2. Площади оснований усеченной пирамиды равны а2 
и Ь*. Найти площадь сечения, параллельного плоскостям оснований 
усеченной пирамиды и делящего ее объем пополам.

В усеченной пирамиде АСг (для простоты рисунка рассматри
вается треугольная пирамида) даны 3АВС =  я8; =  Ь8 (рис.
328).'Требуется найти площадь сечения А 'В 'С ' (пл. ЛВС \ | пл. А'В'С')^ 
которое делит усеченную пирамиду на равновеликие по объему части.

Дополним усеченную пирамиду до полной. По теореме 1 пирамиды 
5 А ВС, З А 'В 'С ‘, З А & С г  подобны.

460



Обозначим площадь искомого сечения 5 Л 'В 'С ' через а объемы 
пирамид 8АВС, 8А'В 'С '  и 8 А хВіСі соответственно Ѵа, Ѵх» Кь; по 
теореме 4

К* Ѵ\ V* Ѵа Ѵх Ѵь д ______ о нп„ #
0е 6е а3 *8 *

где * — некоторое число, обозначающее величину этих отношений.
Тогда Ѵа— а3/, Ѵх =  Л ,  = 6 3/. По условию задачи Ѵа*-Ѵх — Ѵх—

— Кь или аЧ — Л  =  Л  — 63/, откуда' 2*3 =  а8 +  и, следовательно,

хг

VI
=  ^а3 +  Ь3\ 2/3

§ 52. Правильные многогранники

Ф о р м у л а  Э й л е р а .  Для любых выпуклых многогранников 
существует некоторое постоинное соотношение между числом вершин, 
граней и ребер, которое было установлено Леонардом Эйлером (1707— 
1783).

Сумма чисел граней и вершин выпуклого многогранника на два 
больше числа его ребер:

В +  Г =  Р +  2,
где В — число вершин, Г — число граней, Р — число ребер много
гранника.

Правильные многогранники. Многогранник называется правиль
ным, если все его грани — правильные многоугольники и все много
гранные углы равны.

Правильные многогранники имеют правильную сетку, т. е. все 
их грани имеют одинаковое количество сторон, а из каждой вершины 
выходит одинаковое количество ребер. Доказано, что существует только 
пять правильных сеток, следовательно, и пять правильных выпуклых 
многогранников, которые называются также телами Платона.

1. Тетраэдр (правильный четырехгранник), гранями которого 
явлиются правильные треугольники (рис. 329),. Тетраэдр имеет 4 грани,
6 ребер и 4 вершины, в каждой из которых сходится по 3 ребра.

461



2. Гексаэдр (правильный шестигранник — куб), гранями которого 
являются правильные четырехугольники — квадраты (рис.,330). Гекса
эдр имеет 6 граней, 12 ребер и 8 вершин, в каждой из которых сходится 
по 3 ребра.

3. Октаэдр (правильный восьмигранник), гранями которого ивля- 
ются правильные треугольники (рис. 331). Октаэдр имеет 8 граней, 
12 ребер и б вершин, в каждой из которых сходится по 4 ребра.

4. Додекаэдр (правильный двенадцатигранник), гранями которого 
служат правильные пятиугольники (рис, 332). Додекаэдр имеет 12 гра
ней, 30 ребер и 20 вершин, в каждой из которых сходится по 3 ребра.

5. Икосаэдр (правильный двадцатигранник), гранями которого 
служат правильные треугольники (рис. 333). Икосаэдр имеет 20 гра
ней, 30 ребер и 12 вершин, в каждой из которых сходится по 5 ребер.

Названия всех тел Платона происходят от греческого слова 
ебра — граи$>, основа, база и соответствующего числительного: 
техраС — четыре, — шесть, оХта) — восемь, бмбеХа— двенадцать, 
еіХоаі — двадцать.

Тела Платона нашлн широкое применение в кристаллографии, 
так как многие кристаллу имеют форму правильных многогранников. 
Например, поваренная соль имеет кристаллы кубической системы в виде 
гексаэдров, алмаз чаще всего кристаллизуется в виде октаэдров и т. д.

Для тел Платона как для частного случая выпуклых многогран
ников справедлива формула Эйлера; например, для тетраэдра

Кроме правильных выпуклых многогранников существуют еще 
и невыпуклые (звездчатые) правильные многогранники, которые полу
чили общее название тел Пуансо, на которых мы более подробно не 
имеем возможности остановиться.

С в о д н а я  т а б л и ц а  п р а в и л ь н ы х  м н о г о г р а н н и 
к о в .

Введенные обозначении: а — ребро многогранника, УѴ1==: Г — 
количество граней, N 2— количество ребер (сторон) у каждой грани, 
Лд — количество ребер у каждой вершины, Л/4=  В — количество 
вершин, Р — общее количество ребер, 5  — площадь поверхности,
V — объем, /? — радиус описанного шара, г — радиус вписанного 
шара.

Рис. 331. Рис. 332. Рис. 333.

В +  Г -  Р +  2 = 8 .
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Т а б л и и а  9

Многогранник Свойства многогранника 
и соотношения между его элементами

Тетраэдр (правильный 
четырехгранник)

ЛГ, -  4, Ы, -  3, Л7.-3, ЛГ, =  4. Н, -  6;

5 -  0* ѵ Т  <* 1,7321а*; V  -  ^2 ~ О.ШѲа5;

Н =  4 ~ 0,6124а; г м ——— м 0 ,2041а

Тетраэдр (правильный 
шестигранник — куб)

ЛГ, -  6, ЛГ, ~  4, Ы, -  3, Л?, -  8, / / ,  =  12; 
5  *= ба*; V «  о3;

у* ■
Л *= * 0,8660а; г ~  а «■ б,5й

Октаэдр (правильный 
восьмигранник)

Л\ =  8, =  3, ЛГ3 =  4, Л?4 «  6, ЛГ, -  12;

5  ■» 2а* Ѵ Т  м 3,4641а*; V «  ?--у2 * 0,4714а»;

Я =  * 0,7071а; г =  ° ~ 0,4082а^ О

Додекаэдр (правильный 
двенадцатигранник

Л\ -  12, ІѴ, -  5, ЛГ, =  3, ЛГ, -  20, ЛГ, -  30; 

5  -  За* V  25 +  10/5~ » 20,6457а*?

V -  1- а* (16 +  7 - /Г )  ~ 7,6631а*;

^  =  а  / 3  (1 +  / 5 )  м , 40ІЗа)
4

0 ^  250 +  110 ѵ Т  , 
г = -----------20-----------"  1,1135а

Икосаэдр (правильный 
двадцатигранник)

ЛГ4 =  20, Ѵ2 =  3, уѴ3 =  б, ЛГ4 -  12, ЛГ, =  30;
5лв

5  »  5а* Ѵ"3 « 8,6603а2; V «  (3 -+• / б  ) «2,1817а»;

*  _  « / ю  +  2 Ѵ Г "  0>95Иа; г _  в Ѵ Т  (3 +  ^ г > я
4 1*

й. 0,7658а
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§ 53. Построение плоских сечений .многогранников

Правильное построение сечеиий многогранников плоскостями 
играет большую роль как в развитии пространственных представле
ний, так и в предупреждении ошибок, часто встречающихся при реше
нии многих стереометрических задач иа вычисления и доказательства.

Построить сечеиие многогранника плоскостью — это значит по
строить прямые, являющиеся следами пересечения граней многогран
ника данной плоскостью. Секущая плоскость может быть задана раз
личными способами, например:

а) тремя точками, которые не лежат на одной прямой;
б) прямой и точкой, не лежащей иа ней;
в) двумя непересекающимяся прямыми;
г) некоторыми из указанных выше геометрических элементов 

ѳ совокупности с различными зависимостями между ними и элементами
г  (гранями, ребрами, диагоналями и т. д.) мно-
1 гограииика.

При этом могут быть использованы парал
лельность, перпендикулярность, задание вели
чин двугранных углов и углов между секущей 
плоскостью и ребрами многогранника и т. д.

^ На рис. 334 показан пример неправильного 
построения сечения куба АСХ плоскостью, про
ходящей через три заданные точки УѴ, С, В х, 
который иллюстрирует, как легко допустить 

Рис. 334. ~ ошибку при построениях и пространстве.
Правильное построение подобного сечении 

выполнено на рис. 335 в задаче 1 этого параграфа.
Построение плоских сечений многогранников выполняется на 

основе соответствующих пространственных аксиом и теорем.
Для фактического построения сечеиий многогранников плос

костью применяются способ соответствия и способ построения следов.
Способ соответствия состоит в том, что для построения сечения 

первоначально строятся те точки нижнего основания многогранника, 
которые взаимно однозначно соответствуют точкам искомого сечения.

Способ следов состоит в том, что иа плоскости нижнего основания 
многогранника (иногда на какой-либо другой плоскости) выполняется 
построение следов (линий и точек пересечения секущей плоскости, 
некоторых прямых). С помощью этих следов легко выполняется по* 
строение точек пересечения секущей плоскости с ребрами многограи* 
ника и линий пересечения секушей плоскости с гранями многогранника.

З а д а ч а  1. Построить сечение куба АСХ плоскостью, проходя* 
щей через три заданные точки М, С, В х (рис. 335).

Следы сечения на граних АВСВ  и ССХВ ХВ  получаем, соединяя 
точки N  и С; С и О. Дли построения следов на гранях А В В ХА Х и 
А В В ХАХ поступаем следующим образом.

Продолжим примые СЫ и О А до их пересечения в точке /(.
Точка К  лежит на продолжении ребра ЛО, а следовательно, и в 

грани А О В хАх. Соединим точки К и В х. Прямая КВХ обязательно пере
секается с ребром А А Хі также лежащим в грани А В В ХАХ. Полученную 
при пересечении прямых А А Х и КВХ точку М соединим с точками N 
и В х; ЫСВХМ  — искомое сечеиие.

Сравните это сечение с неправильно построенным сечением ЫСВХ 
на рис. 334.
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З а д а ч а  2, Построить сечей ие куба плоскостью, проходящей 
через три заданные точки К, М,  лежащие на иепересекающихся 
ребрах (рис. 336).

Опустим из /адаиной точки і  перпендикуляр ІУѴ на ребро АО . 
Проведем прямые ЬМ и N 0  до их пересечения в точке Е (обе эти прямые 
лежат в одной плоскости, определяемой тремя точками I ,  Лі, и не 
параллельны, следовательно, обязательно пересекутся в некоторой 
точке Е).

Рис. 335. Рис. 336.

Проведем прямую Е К  до пересечения с прямыми ВС'и АО соот
ветственно в точках Г  и & Проведем прямую СІ, до пересечения с пря
мыми А А г и ООг в точках Я  и Р. Точку Р соединим с заданной точ
кой М  и на пересечении РМ с ребром ОхСг получаем точку <?. Точки 

(?, М, / \  /С, Н последовательно соединяем. Фигура Щ М Р К Н  — 
искомое сечеиие.

3 а д а ч & 3. Построить сечение пятиугольной призмы плоскостьюг 
проходящей через три точки А \  В \  0 \  заданные на ее ребрах А А Х> 
ВВХ, ООі (рис. 337).

Рис. 337. Рис. 338.

В плоскости ААіОіО  проводим прямее АО  и А'О*. Соединяем 
точки В н Е  прямой. Из точки 5  в плоскости АА\ОхО восставим пер
пендикуляр к основанию призмы до пересечения его с прямой А*О0 
в точке 5 '.  Проводим через точки В' и 5 ' прямую, которая пересечет 
рзбро ЕЕі в точке Е '. Соединяем прямыми точку Е* с точками А и О '.

Проведем в основании призмы диагонали ЕС и ВО , которые пере
секутся в точке К • Соединим точки В' и О ' прямой. В плоскости ВВгОгО 
из точки К  восставим перпендикуляр к основанию призмы до гтересе-
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чения его с прямой В 'О ' в точке /( '. Проводим через точки Е9 и К* 
прямую, пересекающуюся с ребром СС± в точке С9. Соединяем точку С9 
с точками О' и В ' прямыми. Сечение А 'В 'С 'О 'Е ' является искомым.

З а д а ч а  4. Построить сечение четырехугольной призмы пло
скостью, которая проходит через точки К' и ЛГ, даииые на гранях 
призмы, и точку О9, даииую на ее ребре (рис. 338).

Из заданных точек К' и УѴ' в плоскостях граней ААіВіВ  и В В ^ С  
опускаем перпендикуляры до их пересечения с ребрами А В и ВС соот
ветственно в точках К и N. Соединяем попарно точки К* и УѴ', К  и іѴ, 
В и О. Из точки 5 , в которой пересекаются прямые КМ и ВО, лежащие 
в одной и той же плоскости (плоскости основания призмы), восставля
ем перпендикуляр к этой плоскости до его пересечения с линией 
К 0М'. Через полученную точку 5* проводим прямую 0 ' 8 9 до ее пере
сечения с ребром ВВ\ в точке В'.

Рис. 339. Рис. 340.

Проведя теперь через заданные точки К' и ЛГ отрезки В'К ' и В'М9 
и продолжив их до пересечения с ребрами А А г и ССі, получаем точки 
А 9 и С'.

Четырехугольник А 'В 'С 'О ' является искомым сечением.
Докажите, т о  в данном построении каждая рассмотренная пара 

прямых лежит в одной плоскости, т. е. что ни одна из рассмотренных 
пар примых не была скрещивающейся. Например, для полного обосно
вания выполненного построении надо доказать, что прямая 5 5 ' одно
временно лежит и в плоскости ВВіОгО , и в плоскости КК'М'Ы, так 
как в противном случае прямые 5 5 ' и К'М’ ие пересекутся, а будут 
являться скрещивающимися.

Проведите такую же проверку и для остальных задач этого пара
графа.

З а д а ч а  5. Построить сечеиие четырех уголь ной призмы пло
скостью, которая проходит через три заданные точки Р, М , N , лежащие 
на трех ее разных боковых гранях (рис. 339).

Проводим через точки М , М, Р прямые Л Ш \ РР9, парал
лельные ребрам призмы. Находим на плоскости основания призмы 
АВСй  следы прямых МЫ и МР. Следом прямой АШ  будет точка (), 
следом прямой РМ — точка В таком случае прямая будет яв
ляться следом плоскости искомого сечения на плоскости основания. 
Продолжим отрезок ОС до пересечения с продолжением < в точке Т. 
Проводим через точки Т  и г  прямую, которая пересечет ребро Ой± 
в точке С, а ребро ССХ в точке Я. Проведем через точки М  и Н прямую, 
которая пересечет ребро ВВг в точке 2,. Проведем через точки N
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прямую, которая пересечет ребро ЛЛ, в точке Р. Соединим прямой 
точки Р и 0. Сечение РОРНМьЫ является искомым.

З а д а ч а  6. Даны точки М и М, лежащие на боковых гранях 
четырехугольной пирамиды, и точка Р — на ее боковом ребре. По
строить сечение пирамиды плоскостью, которая проходит через эти 
три точки (рис. 340).

Находим на плоскости основания пирамиды след прямой ММ — 
точку Н. Соединяем точку М  с точкой Р и находим точку О — след 
прямой М Р  на той же плоскости основания. Проводим прямую Н О — 
след плоскости искомого сечения. Продолжим прямую Л В до ее пере
сечения с прямой НО и в результате находим точку р, принадлежащую 
плоскости еечения и грани ЗАВ.  Через точки Р и УѴ, лежащие в плос
кости $ А В , проводим прямую, которая пересечет ребро 5В в точке Я 
и ребро ЗА  в точке Е. Через точки Е  и М проводим прямую, которая 
пересечет ребро 5 0  в точке і .  Полученное сечение ЕЯРЬ ивляется 
искомым.

У п р а ж н е н и я .  1. Провести сечение правильной пятиугольной 
призмы плоскостью так, чтобы она проходила через ребро основания 
призмы и составляла с плоскостью ее основания угол а.

Исследовать все возможные случаи.
2. Провести сечение правильной четырехугольной пи^миды пло

скостью, проходящей через одну из вершин основания, перпендикулярно 
противоположному боковому ребру.

3. Построить сечение, проходящее через три данные точки на смеж
ных боковых ребрах шестиугольной призмы.

4. Построить сечение, проходящее через три данные точки иа смеж* 
ных боковых гранях пятиугольной призмы.

5. Построить сечение, проходящее через три данные точки, одна 
из которых находится на основании, а две другие — на боковых граних 
правильной треугольной пирамиды.

Круглые тела 

§ 54. Цилиндр

Цилиндрической поверхностью называется поверхность, произво
димая движением прямой линии АВ  (рис. 341), сохраняющей одно 
и то же направление и пересекающей данную линию СО. Прямая А В 
называется образующей, а линия СО — направляющей.

Если в качестве направляющей цилиндрической поверхности взять 
окружность, плоскость которой перпендикулярна к образующей, то 
такая поверхность называется круговой цилиндрической.

Цилиндром называется тело, ограниченное цилиндрической по
верхностью с замкнутой направляющей и двумя параллельными плос
костями, пересекающими образующие (рис. 342).

Часть цилиндрической поверхности, заключенная между парал
лельными плоскостями, называется боковой поверхностью цилиндра, 
а части плоскостей, отсекаемые этой поверхностью,— основаниями 
цилиндра. Расстояние между плоскостями оснований называется 
высотой цилиндра.

Прямым крувовым цилиндром называется тело, ограниченное кру
говой цилиндрической поверхностью и двумя параллельными плоско
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стями, перпендикулярными к образующей (рис. 343). Основаниями 
Прямого кругового цилиндра являются круги радиуса а высота 
равна образующей цилиндра:

Н .=  А В =  0 0 ѵ

В элементарной геометрии обыкновенно рассматривают только 
прямой круговой цилиндр, который в дальнейшем будем называть 
просто цилиндром.

Рис.-341. Рис. 342. Рис. 343.

Цилиндр можно также получить вращением прямоугольника 
АОО\В вокруг одной нз его сторон (рис. 343).

Сторона прямоугольника 0 0 А, вокруг которой происходит враще
ние, называется осью цилиндра, а перпендикулярная ей сторона ОЛ =  #

называется радиусом цилиндра. 
Радиус цилиндра равен также ра
диусу его оснований.

Боковая м полная поверхность 
цилиндра. В качестве боковой по
верхности цилиндра принимают 
предел, к которому стремится боко
вая поверхность вписанной (или 
описанной) в этот цилиндр пра
вильной призмы, когда число боко
вых граней этой призмы неограни
ченно увеличивается, а длина 

Рис. 344. основания каждой из ее граней
стремится к нулю.

Боковая поверхность цилиндра равна произведению длины окруж
ности основания на высоту цилиндра:

5бок =  2*ЯЯ,
где Я — радиус основания цилиндра, а Н  его высота.

Полная поверхность цилиндра равна сумме боковой поверхности 
и площадей его оснований:

^полн =  (Н +  *>•
Развертка цилиндра. Если поверхность цилиндра разрезать по 

образующей и окружностям оснований и развернуть ее так, чтобы
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боковая поверхность вместе с основаниями лежали в одной плоскости 
(рис. 344), то на этой плоскости получим фигуру, которая называется 
разверткой цилиндра. Развертка цилиндра состоит из прямоуголь
ника АВСй, стороны которого АВ  =  И н СВ *= 2л# , н двух кругов 
(оснований цилиндра) О н Оѵ

Объем цилиндра. В качестве величины объема цилиндра прини
мают предел, к которому стремятси объемы правильных вписанных 
(или описанных) в цилиндр призм при неограниченном увеличении 
числа их боковых граней.

Отметим, что если число граней правильной призмы увеличивается 
беспредельно, то длине основания каждой из них обязательно стре
мится к ^улю.

Объем цилиндра равен произведению площади его основания на 
высоту:

V =  кЯ*Н.

Н, „

Рис. 345.

-------- 1

Рис. 347.

Усеченный цилиндр. Усеченным цилиндром называют часть цилин
дра, которая отсекается от него плоскостью, не параллельной основа
нию и ие пересекающей его (рис. 345). Боковаи поверхность усеченного 
цилиндра

5*ж ~  * *  С +  И%). (2)

Полная поверхность

полн =  [ я + я ,  +  н 2 +  У  я» +  .

Объем

где Я — радиус основания цилиндра, Н% и Иг — наименьшая и наи
большая образующие усеченного цилиндра (рис. 345).

Отрезок цилиндра (цилиндрическая подковка). Отрезком цилин
дра, или цилиндрической подковкой, называют часть цилиндра, отсе
каемую плоскостью, пересекающей одно основание цилиндра и заклю- 
ченную между этим основанием и секущей плоскостью (рис. 346).

Высотой отрезка цилиндра называют наибольшую из образующих 
СО =  Н; А В =  2а прямое ребро, СВ =  Ь — стрелка сегмента основа
нии, а  — центральный угол основания в радианах.
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Боковая поверхность отрезка цилиндра
РН

5б о к = Т ,2 в ' И * - * )в}-
Объем

V =  ^  [2а <ЗЯ* -  а1) +  ЗЯ* (Ь — Я) а |.

(Формулы справедливы н в случае / ? <  6 <  2#; «•<<*< 2тс).
Цилиндрическая труба (полый цилиндр). Цилиндрической трубой 

(полым цилиндром) называют тело, ограниченное двумя цилиндриче
скими круговыми поверхностями с общей осью и различными радиуса
ми и двумя параллельными плоскостями, перпендикулярными обра
зующим (рис. 347).

Н и г — внешний н внутренний радиусы; & =  (#  — г) — толщина
цилиндрической трубы, р =  — Г — средний радиус.

Боковая поверхность цилиндрической трубы

5*ж -  2*Я (Я +  г).
Полная поверхность

$по*«2*(Л +  г>(Я *Л -г)  =  4*р(Л-М)
и объем

V =  пН(К2— г») =  2*#р5.

Рис. 348. Рис. 349.

З а д а ч а  1. Высота цилиндра 6 дм, радиус основания 5 дм* 
Концы данного отрезка лежат на окружности обоих оснований; длина 
его равна 10 дм. Найти его кратчайшее расстояние от оси.

В рассматриваемом цилиндре АМ  = '6  дм, АО =  б дм и отреэок 
МЫ =  10 дм (рис. 348). Найти расстояние между отрезком МЫ и осью 
цилиндра ООѵ

МЫ и ООи  скрещивающиеся прямые. Проведал плоскость МАЫ  
через прямую МЫ параллельно оси 00%, тогда расстояние от любой 
точки оси ООі до проведенной плоскости будет искомым.

Из прямоугольного треугольника МАЫ находим

АЫ =  У  МЫ* — АМ* -  у  10* — 6* =  8 дм.
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ОВ =  VАО*  — АВ* =  У 5* — 4* =  3 дм.

В таком случае
СО =  ВО =  3 дм.

О т в е т :  3 дм.
З а д а ч а  2. В цилиндре площадь основания равна а пло

щадь осевого сечения равна 5. Определить полную поверхность ци
линдра.

В цилиндре 50СН= (2  и 8АВСО =  5 (рис. 349). Найти 5П0ЛН ци
линдра.

Обозначим АО =  Я и ЛО =  Я, тогда

^пода ^  +  ^ ) .

По условию задачи
2/?Я =* 5,

= 0 ,
откуда

* - / ? •  н = 4 У ? -
Тогда

-  * Ѵ т  (т Ѵ і  + / ? )  -  ' 8  + **•
О т в е т :  л5 +  2<?.
З а д а ч а  3. Боковая поверхность цилиндра, вдвое больше суммы 

площадей его оснований. Найти угол между диагональю осевого се
чения и плоскостью основания цилиндра.

По условию 5 ^  =  45осн. Найти / і  АС О =  а (рис. 349).
Известно, что 5 ^  =  2л#Я, а $осн =  л/?2, тогда

2 лДЯ =  4лД2
и, следовательно,

Я =  2/?,

т. е. прямоугольный Д  Л ОС— равнобедренный, ЛО =  ОС =  2/?. 
Искомый угол а г= 45°.

О т в е т :  45°.
З а д а ч а  4. Найти диагональ осевого сечения цилиндра, если 

объем цилиндра равен 240л дм?, а боковая поверхность— 120л дм2. 
По условию кцил =  240л дле3, а 8 д в с о  ~  ^м* (рис. 349).
Найти ЛС.
Обозначив АО =  Я и АО =  Я, получим систему уравнений

Г лД2Я =  240л 
\ 2кДЯ =  120л,

откуда Я =  4 дл, а Я =  15 дж.

В прямоугольном треугольнике АВО ^ВО X АЫ\ АВ ~
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АС =  Ѵ Ш + Ш  =  / 1 5 2 +  »г 17 дм.

О т в е т :  17 дм.
З а д а ч а  5. Два одинаковых равносторонних цилиндра (ОМ =  

~  МЫ =  2/? =  а) размещены так, что ось одного из них является 
образующей второго (рис. 350). Найти объем их общей части 
АЕОРРхВЕхС.

Легко показать, что объем общей части цилиндров

Далее из прямоугольного треугольника АОС  находим

V =  АВ • 3 АЕРР'

Площадь общей ^асти оснований цилиндра АЕОР  равна сумме пло
щадей двух одинаковых сегментов.

Так как ЕР ±  АО и делит радиус осно- 
М вания цилиндра АО  пополам, то ЕР сторона 

правильного вписанного в основание тре
угольника* ЕМ Р, т. е. ЕР =  #  У 3 и дуга 
ЕОР содержит 120°.
Т огда

*^сегм РАЕ  ^сект ОРАЕ 3

Учитывая, что по условию
имеем

сегм РАЕ
« / з

12
а2 / 3

16

В таком случае площадь общей части оснований цилиндров

Ѵ з  
8АЕОР =  25сегм РАЕ

и искомый объем

Ответ: V =  ~ г (4я — 3 ] / 3 )  ж 0,3071а3 кв. ед.24

§ 55. Когіус

Конической поверхностью называется поверхность, производимаи 
движением прямой А В (рис. 351), перемещающейся в пространстве 
так, что она при этом все время проходит через неподвижную точку 5, 
н пересекает данную линию СО.

* Для большей наглядности начертите без пространственных искажений два 
верхних основания цилиндра, т. е, два пересекающихся в точках Е н О круга 
радиуса Ц—АО с центрами в точках О в Л.
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^Прямая АВ  называется образующей, точка 5  — вершиной, а ли
ния СО — направляющей конической поверхности.

Отметим, что коническая поверхность, так же как и ее образующая 
АВ, простираются в пространстве беспредельно.

Конусом называется тело, ограниченное частью конической поверх
ности с замкнутой направляющей и плоскостью Р, не проходящей 
через вершину 5 и пересекающей все образующие конической поверх
ности (рис. 352).

Вершина конической поверхности называется вершиной конуса; 
часть конической поверхности, ограниченная вершиной и секущей 
плоскостью — боковой поверхностью конуса, а часть секущей плос
кости, выделенная конической поверхностью — основанием конуса. 
Высотой конуса называется длина перпендикуляра, опущенного из 
вершины конуса на плоскость основания.

Прямым круговым конусом называется конус, основанием которого 
является круг СО и высота которого 5 0  проходит через центр окруж
ности основания (рис. 353).

В дальнейшем прямой круговой конус будем называть просто 
конусом.

Конус можно получить вращением прямоугольного треугольника 
5 0 0  (рис. 353) вокруг одного из катётов. Катет 5 0 , вокруг которого 
происходит вращение, называется осью конуса, а гипотенуза является 
образующей конуса. Кроме того, катет ОО равен радиусу основания 
конуса, а катет 5 0  равен его высоте:

Рис. 351. Рис. 352.

С

Рис. 353. Рис. 354.

Я =  ОО; И =  50.
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Боковая и полная поверхность конуса. В качестве боковой поверх- 
ности конуса принимается предел, к которому стремится боковая 
поверхность правильной вписанной (или описанной) в него пирамиды 
при неограниченном увеличении числа ее боковых граней. При этом 
длина ребра основания правильной пирамиды стремится к нулю.

Боковая поверхность конуса равна произведению длины окружности 
основания на половину образующей і :

Полная поверхность равна сумме боковой поверхности и площади с сно
вания:

где /? =  0 0  — радиус основания конуса, І  — 5 0  — образующая 
конуса (рис. 353 и 354).

Развертка коиуса. Если поверхность конуса разрезать по образую
щей и окружности основания и развернуть ее так, чтобы боковая по
верхность с основанием лежала в одной плоскости (рнс. 355), то на 
плоскости получим фигуру, называемую разверткой конуса. Развертка 
конуса состоит из сектора *5А0 /4 ', радиус которого равен образующей 
конуса, а длина дуги равна длине окружности основания конуса, 
и круга основания.

Объем конуса. В качестве величины объема конуса принимают 
предел, к которому стремится объем правильной вписанной (или опи
санной) в коиус пирамиды при неограниченном увеличении числа ее

равна боковому ребру вписанной в него пирамиды, т. е. Ь =  36. Радиус 
основания конуса #  равен радиусу окружности, описанной вокруг 
основания пирамиды.

По известной из планиметрии формуле (см. § 17, формула 4), на
ходим

б̂оК

ПОЛИ

боковых граней.
Объем конуса равен произведе

нию площади основания на треть
высоты:

З а д а ч а  1. В треугольной 
пирамиде стороны основания равны 
13; 20 и 21, а все боковые ребра 
равны по 36. Найти боковую по
верх ность конуса, описанного во
круг пирамиды.

Рис. 355. Боковая поверхность конуса 
^бок =  */?/.. Образующая конуса

—  =  13  ̂ 20'• 21 _  ю_5

тогда
5боК =  =  390я. 

Ответ: 5бок =  390п «  1225,22 кв. ед.
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З а д а ч а  2. Прямоугольный треугольник, катеты которого рав
ны а и 6, вращается вокруг прямой, проходящей через вершину пря
мого угла, параллельно гипотенузе.Найти поверхность тела вращения.

Прямоугольный Д  АВС (/_ С =  90°) вращается вокруг прямой 
ООг 1| А В . Точка С лежит на прямой ООх (рис. 356). Найти поверх
ность тела вращения, если АС  =• Ь и ВС =  а.

Поверхность тела вращения будет состоять из боковой поверх
ности цилиндра А ВОЕ  и боковых поверхностей двух конусов АСЕ 
и ВСО.

Образующую цилиндра иайдем из данного треугольника

АВ =  Ѵ а* +  Ь*,

а радиусы оснований конусов и цилиндра, которые равны между собой, 
определим из Д  АВС :

СР • АВ  =  АС • СВ.

Обозначив СР через /?, найдем

Я -
аЬ

Ѵа* +  Ь2 '

Тогда поверхность тела вращения

5 =  п# (о 4* 6 ф 2 V о 2 +  Ь2) = : X
У Ѵ 4 -& 8 

х (о +  6 4- 2 / а » +  6*).

О ™ *  5  =  * » ( «  +  И - 2

Рис. 356.

У Ѵ  4-
З а д а ч а  3. Высота и образующая конуса относятся, как 35 : 37. 

Полная поверхность конуса равна 588* см2. Найти объем конуса.
Обозначим высоту конуса Н =  35 х» а образующую І  =  37*. Тогда 

радиус основания конуса

Я =  / І Г Г Й »  =  / ( 3 7 * ) 8 — (35*)* =  12л:.

Полная поверхность конуса

5П0ЛН =  «Л (Я +  I)  =* 12хп (12х 4* 37х) =  588пх*

и по условию
588лд^= 588л.

Отсюда х  =  1, тогда Я =  12 Н  =  35 слі. Объем конуса

V =  л/?2// =  -і- те . 144 • 35 =  1680л см?.

О т в е т :  V =  1680л =  5277,88 см3.

475



§ 56. Усеченный конус

Усеченным конусом называется часть конуса, заключенная между 
его основанием и секущей плоскостью, параллельной основанию 
(рис. 357).

Основаниями усеченного конуса называются основание полного 
конуса, из которого получен усеченный, и часть секущей плоскости,

ограниченная конической поверхностью (круг). 
Образующей усеченного конуса называется часть 
образующей полного конуса, заключенная меж
ду основаниями усеченного конуса. Высотой 
усеченного конуса называется расстояние меж
ду его основаниями.

Усеченный конус может быть образован 
вращением прямоугольной трапеции вокруг 
боковой стороны, перпендикулярной ее основа
ниям.

Сторона ООъ  вокруг которой вращается 
трапеция, называется осью усеченного конуса, 
а вторая боковая сторона А В трапеции будет 
образующей усеченного конуса (рис. 357). Осно
вания трапеции являются соответственно радиу
сами нижнего и верхнего оснований усеченного 
конуса

О А »  /?; ВОх*= г.

Боковая и полная поверхность усеченного конуса. В качестве ве
личины боковой поверхности усеченного конуса принимается предел, 
к которому стремится величина боковой поверхности правильной впи
санной (или описайной) в него усе
ченной пирамиды при неограничен
ном увеличении числа ее боковых 
граней.

Боковая поверхность усеченного 
конуса равна произведению суммы 
длин окружностей оснований на 
половину образующей.

^бок в  (Я 4" г)»

где Н и г  — радиусы оснований 
усеченного конуса, а /, — длина 
образующей.

Полная поверхность усеченного 
конуса равна сумме боковой поверхности и площадей

Рис. 358.

оснований.

ПОЛИ

Развертка усеченного конуса. Если поверхность усеченного ко
нуса разрезать по образующей и окружностям оснований и развернуть 
так, чтобы боковая поверхность с основаниями лежали в одной плос
кости (рис. 358), то на плоскости получим фигуру, называемую разверт* 
кой усеченного конуса.

Объем усеченного конуса равен сумме объемов трех конусов, имею
щих одинаковую высоту с усеченным конусом, а основания: один —■
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нижнее основание этого конуса, другой — верхнее и третий — круг, 
площадь которого есть среднее геометрическое между площадями верх
него и нижнего оснований.

Ѵус. кон =  4  (/?> +  гЯ  +  г*)'

где Я — высота усеченного конуса, а и г — радиусы его оснований.
Подобные цилиндры и конусы. Два цилиндра, конуса или усечен

ных конуса называются подобными, если подобны их осевые сечения.
Боковые и полные поверхности подобных цилиндров, конусов и усе

ченных конусов относятся, как квадраты их сходственных линейных 
элементов (радиусов оснований, высот, образующих).

Объемы подобныхцилиндров, конусов и усеченных конусов относятся, 
как кубы их сходственных линейных элементов (радиусов оснований, 
высот, образующих).

З а д а ч а  1. Доказать, что если в осевое сечение усеченного ко
нуса можно вписать окружность, то его высота есть среднее пропор
циональное между диаметрами оснований.

Пусть в осевое сечение А ВСО усеченного конуса АС вписан круг О 
(рис. 359). Обозначим Л01== /?, ООъ= г, О гО ^ Я, АО  =  І .  Требуется
доказать, что Я = 2 / г Д .

Осевым сечением является равнобочная трапеция АВСО. Из точ
ки С на А В опустим перпендикуляр СМ ±  А В, тогда

М В  =  ОгВ  — ОгМ =  0 гВ — 02С =  #  — г.
По свойству касательных, проведенных из одной и той же точки 

к окружности,
ОаС =  СЫ и ОхВ =  ЛГВ.

Отсюда ОгС +  ОхВ =  СЫ +  МВ, т. е. I  =  К +  г.

Рис. 359. Рис. 360.

Из прямоугольного треугольника СМ В (^ . М =  90°) находим
СМ =  Н =  / С в П Г м в *  =  =

что и требовалось доказать.

З а д а ч а  2. Определить боковую поверхность усеченного конуса, 
если его образующая составляет с плоскостью основания угол в 60°, 
а площадь осевого сечения равна 5.

Пусть дан усеченный конус С А с площадью осевого сечения 5 
и АВО =  60° (рис. 360). Найти боковую поверхность 5Х усеченного 
конуса.
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В равнобочной трапеции А ВСЕ) из вершины А на основание СВ 
опустим перпендикуляр АМ  СВ. Обозначим А В =  I/, ОВ *= /?, 
ОИ == г. В прямоугольном д  ЛМВ по условию 21 МЛВ =  30°, 
поэтому

м в  =  у і ,  л м  =  я  =  ^ / . .

По условию задачи площадь осевого сечения (# 4  г) И =  5  или 

+  =
Умножая обе части последнего равенства на число л, получим

і /З
—2 ~  кЬ (# 4* 0  =  «5.

Учитывая, что боковая поверхность усеченного конуса
=  к[* (Я 4  г),

находим

О т в е т :

5 ,  =  тс5 кв. ед.

З а д а ч а  3. В. усеченном конусе радиусы оснований и образую
щая относятся, как 3 : II : 17, а объем равен 815л см3. Найти полную 
поверхность усеченного конуса.

Обозначим ОхЛ =  г — Зле, ОВ *= 7? =  11* и АВ  =  {, =  17дг 
(рис. 360).

Тогда из прямоугольного треугольника АМ В

АМ =  Н — Ѵ л в *  —  м в *  =  /  (17*)2 — ( 11* — Зх)2 =  15*.

По условию задачи объем усеченного конуса 815тс, следовательно,

V =  ~  (Я* +  гК 4- г*} =  І(ІІдг)* 4- 33*» 4- (3,)»] =

=  815тгл:3 =  815*.

Отсюда х  =» 1 см, тогда Я =  11 см% г =  3 см, І  =  17 см. Полная по
верхность усеченного конуса

5полн *  * Г(« +  г) I  +  д а +  г*\ =  368л «с».

О т в е т :  5П0ЛН =  368л «  1156,11 см2.
З а д а ч а  4. Радиусы оснований усеченного конуса равны /? и г . 

Плоскость, параллельная основаниям, разделила его иа два подобных 
усеченных конуса. Найти отношение объемов полученных конусов.

Пусть усеченные конусы СЫ и М А  подобны (рис. 361) и ОВ =  Я , 
ОхА =  г; ОгЛ/ =  х. Из определения подобия усеченных конусов еле-
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дует, что трапеции А О ф М  и ЫОгОВ подобны; тогда г
откуда х  =  V  г Я. Объемы подобных тел относятся, как кубы сход
ственных линейных элементов:

: >'с» - ° , Ѵ -  О,К- ™  ^  ^  .

О т в е т :  ѴМА : ѴСІІ, =  г Ѵ 7 : К  У  Я.

Рис. 361. Рис. 362.

З а д а ч а  5. Если треугольник АВС  вращается вокруг стороны
4 О3

ВС =  а, то объем полученного тела Ѵа =  — > где — пло-О Л
щадь треугольника. Доказать.

Объем тела вращения составлен из двух конусов В АО  и С АО 
(рис. 362). Обозначим АО =  Н высоту треугольника АВС , опущенную 
на сторону ВС> которая одновременно является радиусом основания 
конусов. Тогда, обозначая объем искомого тела вращения через 
иМеем

или

Ѵа =  «А* (СО О В) =  1  как*.

Учитывая, что по условию аН =  2(?, най
дем

и  1 г. з 1— “о- 7С — -о о й

Рис. 363.

4 О1
3 и а

что и требовалось доказать.
Формула справедлива для любого треугольника, но если угол 

будет тупой, то в ходе доказательства следует учесть, что тогда

^ а ^конДВІ) ^конСАй

Выполните все доказательство для этого случая и рассмотрите 
также случаи, когда С =  90°, и когда В ;>  90°.

З а д а ч а  6. Ромб АВСО  с А =  60° и стороной А В =  а вра
щается вокруг оси АО х  Л 0 (рис. 363). Найти объем тела вращения. 
Вычислить величину этого объема при а =  8,7 см.
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Объем тела вращения равен разности объемов усеченного конуса 
АйСО  и конуса А ВО:

ѵх =  к • АО (ОС* 4- АО-ОС +  -402) — -і- * • АО • ОВ» =

=  4 -*  • <40 (ОС8 4- А й  • ОС +  Ай* —  ОВ*).

Рассмотрим треугольник АОВ АОВ =  90° и ^ В А О ^  30°).
1 / 3В этом треугольнике АВ =  а, тогда В О ~ ~ а ,  АО =  д. Под

ставляя эти значения в формулу для объема тела вращения, найдем

у - і я
Ѵ *  ~  з 2 ( | а) Ѵ - т а * в2- ( т а)2

зу'з па*.

Ответ: При д =  8,7 см имеем а3 =  658,503 сл«3 и тогда

з / зу , = яд3 ж 2687,38 см3 «  2,687 дл*3.

§ 57. Конические сечения

Коническими сечениями называются плоские кривые, образуемые 
при пересечении плоскостью конической поверхности, направляющей 
которой служит окружность. Конические сечения являются кривыми

второго порядка.
Если секущая плоскость .Рх не парал

лельна ни одной из образующих конической 
поверхности, то коническим сечением будет 
либо эллипс (плоскость ие проходит через 
вершину 5 конической поверхности и не 
перпендикулярна ее оси, рис. 364, кривая /), 
либо окружность (плоскость не проходит 
через вершину 5 , но перпендикулярна оси 
конической поверхности, рис. 364, кривая 2), 
либо точка (плоскость проходит через верши
ну 5). Таким* образом, окружность и точку 
можно рассматривать как частные случаи 
эллипса.

Если секущая плоскость Рз параллельна 
только одной из образующих конической по
верхности так, что она пересекает только 
одну из ее полостей (например, нижнюю), 
то коническим сечением является парабола 
(рис. 364, крявая 3).

Если секущая плоскость Ра параллельна 
Рис. 364. двум образующим конической поверхности

(в этом случае секущая плоскость также па
раллельна н ее оси), то коническое сечение есть гипербола. В этом слу
чае секущая плоскость пересекает уже не одну, а две полости конической 
поверхности и соответственно этому гипербола состоит из двух ветвей
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(рис. 364, кривые 4). В частности, кдгда плоскость проходит через вер* 
шину 5 , имеем пару пересекающихся прямых.

Отметим, что ветви параболы и гиперболы простираются кан 
угодно далеко и эти кривые не являются замкнутыми.

Шаровой поверхностью, или сферой, называется геометрическое 
место точек пространства, равноудаленных от одной точки, называемой 
центром сферы (рис. 365).

Радиусом сферы называется отрезок прямой, соединяющий цеитр 
сферы с любой ее точкой; например, АО =  О В *= Хордой сферы назы-. 
вается отрезок прямой, соединяющий две ее любые точки. Диаметром 
сферы называется хорда, проходящая через се центр, например АС 
или ВО. Шаром называется тело, ограниченное сферой. Сфера может 
быть получена вращением полуокружности вокруг диаметра.

Сечение сферы и шара плоскостью. Сечение сферы любой плоскостью 
есть окружность. Сечение шара любой плоскостью есть круг. Круг, 
образовайный сечением шара плоскостью, проходящей через центр, 
называется большим кругом шара, а круг, образованный сечением шара 
плоскостью, не проходящей через центр, называется малым кругом 
шара. Сечения, равноотстающие от центра шара, равны.

Из двух сечений, не одинаково удаленных от центра шара, боль
ший радиус имеет то, которое ближе к центру.

Всякая плоскость, проходящая через центр иіара, делит его по
верхность на две симметричные и равные части (рис. 365).

Через две точки сферы, не лежащие на концах одного диаметра, 
можно провести окружность большого круга и притом только одну.

Окружности двух больших кругов при пересечении делятся пополам 
(рис. 365).

Плоскость, касательная к шару. Касательной плоскостью к шаро
вой поверхности называется плоскость, имеющая с этой поверхностью 
только одну общую точку (рис. Зоб).

Плоскость, перпендикулярная радиусу шаровой поверхности в его 
конце, лежащем на этой поверхности, есть касательная плоскость. 
Обратно: касательная плоскость перпендикулярна радиусу, прове
денному в точку касания.

§ 58. Сферд в шар

Рис. 365. Рис. 366.
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{ 59. Поверхность я объем тара 
в его частей

Часть шаровой поверхности, отсекаемая от нее какой-нибудь плос
костью, называется сегментной поверхностью (рис. 367).

Окружность пересечения СО плоскости с шаровой поверхностью 
называется основанием, а отрезок А В «= И радиуса, перпендикуляр
ного к плоскости сечения,— высотой сегментной поверхности.

Часть шаровой поверхности, заключенная между двумя парал
лельными секущими плоскостями, называется шаровым поясом (рис. 368).

Окружности сечения СхО, и СгОг называются основаниями шаро
вого пояса, а расстояние А В =  И между параллельными плоскостями — 
шсотой пояса.

Лемма о боковой поверхности конуса, усеченного конуса и ци
линдра. Боковая поверхность каждого из трех тел: конуса, усеченного 
конуса и цилиндра равна произведению высоты тела иа длину окруж
ности, у которой радиус есть перпендикуляр, восставленный к обра
зующей из ее середины до пересечения с осью

Боковая поверхность конуса, усеченного конуса и цилиндра равна

Поверхность шарового сегмента, пояса и шара. В качестве вели
чины поверхности шарового сегмента, пояса и шара, образуемого вра
щением какой-нибудь части полуокружности или всей полуокружности 
вокруг диаметра (рис. 370), принимают предел, к которому стремится

Рис. 367. Рис 368.

ОI— “*** — ѵА
4

Рис. 369

(рис. 369)
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поверхность, образуемая вращением вокруг того же диаметра правиль
ной вписанной ломаной линии в соответствующую часть дуги окруж
ности при неограниченном увеличения числа ее звеньев.

Сегментная поверхность равна произведению ев высоты на длин'/ 
окружности большого круга

5 сегм =  2 * К Н ,

где /? — радиус большого круга шара, а Н — высота сегментной по* 
верхности.

Поверхность шарового пояса равна произведению высоты пояса на 
длину окружности большого круга:

^пояса 2 я /? // ,

где /? — радиус окружности большого круга, а И — высота пояса*

Рис. 3701 Рис. 371

Поверхность шара равна произведению длины окружности больиюзв 
круга на диаметр:

^шара в  4я/?2,

где #  — радиус шара.
Поверхности шаров относятся, как квадраты их радиусов ила 

диаметров.
Шаровой сегмент, слой и сектор. Шаровым сегментом называется 

тело, отсекаемое от шара плоскостью.
Шаровым слоем называется тело, отсекаемое от шара двумя секу

щими параллельными плоскостями.
Шаровым сектором называется тело, полученное вращением круго

вого сектора вокруг оси, лежащей в его плоскости, проходящей через 
его центр и не пересекающей сектора.

Если ось вращения совпадает с радиусом, ограничивающим круго
вой сектор АОС, то полученный в результате вращения шаровой сек
тор называется простым, а если ось вращения не совпадает с радиусом, 
ограничивающим круговой сектор СОВ^го  шаровой сектор называют 
полым (рис. 371).

Объем тела, полученного от вращения плоской фигуры вокруг оси. 
Швейцарскому математику Паулю Гюльдену (1577—1643) — автору 
рада глубоких исследований о центре тяжести тел, принадлежат также 
теоремы об объеме и поверхности тел вращения.
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Теорема Гюлъдеиа. Объем тела, описываемого плоской фигурой 
при вращении ее вокруг оси, лежащей в плоскости этой фигуры и не 
пересекающей ее, равен произведению площади фигуры на длину окруж
ности, описываемой центром тяжести этой площади:

^тела вр 5=5

где 5 — площадь вращающейся фигуры, а йс — расстояние от центра 
тяжести фигуры до оси вращения.

В элементарной геометрии рассматривается лемма об объеме тела, 
полученного вращением треугольника вокруг оси.

N

Рис. 372. Рис. 373.

Л е м м а .  Если треугольник АВС (рис. 372) вращается вокруг 
оси МЫ, которая лежит в плоскости треугольника, проходит через 
его вершину А, ио не пересекает стороны ВС, то объем тела, получен
ного при этом вращении, равен произведению поверхности 8ВС, образуе
мой противоположной стороной ВС, на одну треть высоты треуголь
ника, опущенной на эту сторону, т. е.

и  __о
ѵ тела вр “  з  °ВС

Объем шарового сектора и шара. Объем шарового сектора, полу
чаемого вращением вокруг диаметра МЫ кругового сектора АОВ 
(р'ис. 373), есть предел, к которому стремится объем тела, образуемого 
вращением многоугольника, ограниченного радиусами О А и ОВ и пра
вильной ломаной линией АСИ В. Эта ломаная вписана в дугу круго
вого сектора, когда число сторон ее неограниченно увеличивается (и, 
следовательно, длина каждой из сторон АС, С й, ... стремится к нулю).

Объем шарового сектора равен произведению поверхности соответ
ствующего шарового пояса (или шарового сегмента) на треть радиуса:

Ѵщар. сект »  ' Т  -  |  «*»■».

где Я — радиус шарового сектора, а Я — высота шаррвого пояса 
(сегмента).



Объем шара равен произведению его Поверхности на треть радиуса.*

у  я і яДЗ
г шара 3 ^  6  »

где /? — радиус шара, О — диаметр шара.
Формулу для объема шара получаем, положив в формуле для объема 

шарового сектора Н =ш 2
Объемы шаров относятся, как кубы их радиусов или оиаметров. 
Объем шарового сегмента равен объему цилиндра, у которого 

радиус основания есть высота сегмента, а высота цилиндра равна ради* 
усу шара, уменьшенному на треть 
высоты сегмента, т. е.

Ѵ'шар.еСгм =  ^ В( « - | А) -

где Н — высота сегмента, а /? — ра
диус шара.

Рассмотрим несколько задач на 
круговые тела.

З а д а ч а  1. Стороны треуголь
ника равны 15 см, 14 см и 13 см. Най
ти расстояние от плоскости треуголь
ника до центра шара, касатель
ного к сторонам треугольника, если радиус шара равен & см.

Дан шар О радиуса Я =  5 см и д  АВС , стороны которого касаются 
поверхности шара и равны А В  =  15 см, ВС = 1 4  см и АС ** 13 см 
(рис. 374). Найти, расстояние от центра шара до плоскости д  АВС.

Плоскость треугольника АВС  пересечет шар О по кругу, вписан
ному в данный треугольник. Основание перпендикуляра о б ,  опущен
ного из центра шара О на плоскость треугольника АВС, попадает 
в центр этого круга О.

Пусть й М  =  г радиус круга й ,  проведенный в точку касания 
стороны СВ к поверхности шара. Тогда из прямоугольного треуголь
ника ОИМ находим

о о  =  Ѵ о м * — о м » .

Радиус шара #  =  ОМ =  5 см. Радиус круга вписанного в дан
ный треугольник, найдем по формуле

г  =  ОМ =  — ,
Р

где 5 — площадь, а р  — полупериметр треугольника:

Р М =  а>(р - Ь) (р - с) =  ‘ 8 = 4  С*.
р  21

Подставляя найденные значения в формулу для 0 0 , находим искомое 
расстояние

0 0  =  / 5 *  — 4* =  3 см.

Рис. 374.



З а д а ч а  2. Доказать, что боковая поверхность конуса, вписан-
пого в шаровой сегмент, есть средняя пропорциональная между пло
щадью основания и боковой поверхностью сегмента (рис. 375).

Пусть в шаровой сегмент АС В вписан конус (основание конуса 
и сегмента общее). Требуется доказать, что кон =  сегм X 
К 5 кругад .  Обозначим ОС =  Я — радиус шара* АО —  г  —  радиус осно
вания конуса (сегмента), СО =  к — высота сегмента и СВ =  / — обра
зующая конуса.

Из прямоугольного треугольника САЕ (^, А  =■ 90й) по свойству 
катета имеем

АСг =  СЕ . СО или =  2Д • Л.

Рис. 375. Рис. 376.

Умножив обе части последнего равенства на ісѴ*, получим

л*га/а =■ 2пЯк • *г® или (пгі)2 =  (2*#Л) • (*гв).

Отсюда, поскольку Ы  =  5 ^  кон, 2пЩі =  5 шар. =  5вруга,
после очевидных упрощений находим

с8 „ с  с
°бок. кон ^шар. сегм * °кр»

что и требовалось доказать.
З а д а ч а  3. Определить, какую часть объема шара составляет 

объем сферического сектора, у которого сферическая и конігческая 
поверхности равновелики.

Пусть на рис. 376 изображен шаровой сектор ОАСВ, у которого 
сферическая поверхность равновелика конической.

Если обозначить ОА «= Я, АО =  г и СО =  к, то 2%Як =  пгЯ, 
так как по условию задачи сферическая поверхность шарового сектора 
равна конической. В таком случае 2к =  г.

Из прямоугольного треугольника АйО  О =  90°) с учетом
ОО «  #  — А, получим # 2а= (2к)г+  (Я — &)2» откуда к =  Я»

Объем шарового сектора

^шар. сект ^  "д- ъкЯ2 =  я /?8 =  ^Я*|
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и, следовательно»

шар. оект — V5 шара*

З а д а ч а  4, Плоскость делит объем шара в отношении 7 і 20. 
В каком отношении она делит поверхность шара?

Пусть плоскость круга Ог делит объем шара в отношении 7 і 20 
(рис. 377). Проведем диаметр шара В й  перпендикулярно плоскости 
круга Ог и обозначим В О ^  Л, О В ** Я, тогда ОхО =» 2Я — Н.
По условию задачи

шар
в

или

тс/і2 * (2Я — Л)2 Я -

-  (2/? -  Л)1 =  7 : 20.

Отсюда, после преобразований, находим
3 7 

4Я* — 3/ДО 20 •

Заменим Я =  /и  и заметим, что поскольку А<СЯ, то х > 1 .  Тогда
Здз к _  /»з 7

т ---- 573— — ОА или 28-г* — 81х ф  27 =я 0.4/гг* — ЗА3х +  л3 20

Раскладьгоая левую часть уравнения на множители, получим (2л—3) х 
Х(14ха ф 2 1 х — 9) =  0, откуда

Рис. 377.

3
х1 —  ~2 * *2} 3

—21 ±  /9 4 3
28

Так как * > І ,  то корни х2 и х3 не удовлетворяют условию задачи 
и, следовательно,

3
#  => Нх  ̂ =  ~2 Ь-

Теперь найдем отношение поверхностей шарового сегмента 
и шарового сегмента

5! _  2пКН __ А __ 1 
59 2*Я (2Я — Н) 2/1 в  2 *

О т в е т :  1:2.
У п р а ж н е н и е .  Доказать, что объем тела, полученного при 

вращении кругового сегменту с хордой а вокруг диаметра, параллель
ного этой хорде, не зависит от величины радиуса круга.
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Шар называется вписанным в многогранник, а многогранник — 
описанным вокруг шара, если плоскости всех граней касаются шара. 
Если шар находится внутри многогранника, то он называется вписан- 
ным внутренним образом или просто вписанным» а если вне многогран
ника,— то вневписанным.

Шар называется описанным вокруг многогранника, а многогран
ник — вписанным в этот шар, если все вершины многогранника лежат 
на поверхности шара.

Шар называется вписанным в конус, усеченный конус или цилиндр, 
если поверхность щара касается плоскостей оснований этих фигур 
и всех образующих их боковых поверхностей.

Шар называется описанным вокруг конуса, если поверхность шара 
проходит через вершину конуса, а окружность основания конуса ле
жит на поверхности шара. Шар называется описанным вокруг цилин• 
дра или усеченного конуса, если окружности их оснований лежат на 
поверхности шара.

Заметим, что в треугольную и любую правильную пирамиду и ко* 
нус всегда можно вписать шар, а вокруг треугольной пирамиды, ци
линдра и усеченного конуса всегда можно описать шар.

Для других пространственных фигур условия возможности впи
сать в них и описать вокруг них шар должны быть в каждом случае 
специально установлены. Например, вокруг прямой призмы можно 
описать шар, если и основании призмы лежит многоугольник, вокруг 
которого можно описать окружность.

З а д а ч а  1. Доказать, что объем многогранника, описанного 
вокруг шара, равен произведению полной поверхности многогранника 
на трет*ь радиуса шара.

Проведем доказательство для четырехгранника, что не нарушает 
общности результата. Пусть в четырехгранник АВСО вписан шар О, 
поверхность кото рог© касается граней четырехгранника в точках I*, 
М , М, Р (рис. 378).

Через центр шара и ребра четырехгранника проведем плоскости, 
которые разделят четырехгранник на четыре треугольные пирамиды 
О А ВС9 ОАСО, О А ВО и ОВСй* Радиусы шара 0 ь 9 ОМ, ОЫ и ОР, про
веденные в точки касания, будут высотами этих пирамид.
Тогда

^АВСй “  ^ОЛВС +  ^ОАСй +  ^ОАВй +  ^ОВСй
или

^АВСй ~  У  Г +  5ДС0 +  5ВС0)*

где $ а в о > ^А с й  и $ в с й  площади граней четырехгранника,
а г — радиус вписанного шара.

Тогда

ѵ з  '  ̂ лолв »

что и требовалось доказать.

§ 60. Вписанный и описанный тары
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Из доказанного следует, что раднус вписанного в многогранник 
шара равен утроенному объему многогранника, деленному на его 
полную поверхность:

ЗѴ
Г = т г -

З а д а ч а  2. В правильной четырехугольной пирамиде центры 
вписанного н описанного шаров совпадают. Определить плоский угол 
при вершкие пирамиды.

Рис. 378. Рис. 379.

Дана правильная четырехугольная пирамида ЗАВСО  и точка 
О — центр вписанного в пирамиду шара и центр описанного вокруг 
пирамиды шара (рис. 379).

Точка. 0 ? — центр окружности, описанной вокруг треугольника 
ВВС, тогда перпендикуляр из центра шара на плоскость треугольника 
8 ВС попадет в точку О, и 0 0 г будет радиусом вписанного в пирамиду 
шара. ОБ =  ОС =  5 0  =  Я  — радиусы описанного шара; 0 0 г=  
=  0 0 ^  г — раднѵсы вписанного шара. Тогда прямоугольные тре
угольники ООгВ, 0 0 ХВ, ООъС и ООХ  равны между собой. Из их ра
венства следует, что В 0 ^~  СОг— Ь о ^  СО  ̂ п а. с  
и треугольники В(кС  и ВОгС равны.

В таком случае ВОгС =  ^  ВОгС == 90°.
Далее, 5 0 !=  В О ^  С0\ как радиусы 

окружности, описанной вокруг треуголь
ника 8ВС.

Из равнобедренного Д  В 0г3  по свойству 
внешнего угла

Тогда

/ .  В8С 1 . ВОур =  45°.

О т в е т :  45°*
3 з д в ч а 3. Вокруг шара описан усеченный конус, образующая 

которого равна а. Найтн боковую поверхность этого конуса.
На рис. 380 изображено осевое сечение усеченного конуса с впи

санным в него шаром. По условию задачи ВС »  д. Обозначим О^В =  /?*
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а 0*С =  г. Тогда по свойству касательных, выходящих из одной и той же 
точки к окружности, ОгС =  СМ и 0 ХВ =* М В  или 0 гВ +  ОгС =* СВ =* 
=  а, т. е. /\ +■ г =  а.

Следовательно, искомая боковая поверхность усеченного конуса
5 бок =  *  (Л +  г) а =* я а 3.

З а д а ч а  4. Найти радиус шара, вписанного в пирамиду, основа
нием которой служит ромб с диагоналями б и 8, а высота пирамиды 
проходит через точку пересечения диагоналей основания и равна и 

По диагоналям ромба найдем его сторону.

а =  / 4 2 +  З2 =  5.
Радиус вписанного в ромб круга

25
Г~~ Р ’

6 * 8где 5 — площадь ромба, а Р — его периметр. Тогда г =  — =  2.4.

Высота боковой грани пирамиды т =  V № +  г2, где к — высота пн* 
рамнды, а г — рад нус вписанного в основание круга.

Выполнив вычисления, находим т =  ]/б,76 =  2Д 
Полная поверхность пирамиды

5 П0Лв =  5 бок +  5 осв -  у  (2°  • 2 .6  +  8  • 6) -  50» 

а объем пирамиды

Ѵ = 4 5°сВ - Л =  Т - 2 4 - 1 = = а

Пользуясь результатом задачи 1 данного параграфа, вайдем 
искомый радиус Я шара, вписанного в пирамиду

0 _  ЗѴ 3 • 8 _  Л 4Й 
^  “  5 ~  50 ~  ’

§ 61. Геометрические места точен в  прямых
в пространстве

Общее определение геометрического места точек было дано в § 29.
По сравнению с геометрическим местом точек на плоскости, пред

ставления и построения геометрического места точек в пространстве 
вызывают гораздо больше трудностей, что сбязано как со сложностью, 
так и с большим разнообразием примеров. Однако упражнения и тре
нировки иа представление (устное решение) н фактическое построение 
геометрического места точек в пространстве крайне необходимы для раз
вития пространственного мышления и успешного решения многих стерео
метрических задач на вычисление, построение и доказательство.

Приведем ряд примеров на геометрические места точек в простран
стве.

1. Геометрическое место точек, равноудаленных от данной плос  ̂
костн 3  на расстояние т ,  есть две плоскости, параллельные плоско* 
сти 3  и расположенные по обе стороны от нее на расстоянии пи

т



2. Геометрическое место вершин пирамид, имеющих данный объем V 
и построенных на данном основании 5 , есть плоскости, параллельные 
основанию н расположенные от него на расстоянии, равном общей 
высоте указанных пирамид

3. Геометрическое место центров сфер данного радиуса, касающихся 
двух пересекающихся плоскостей, есть четыре прямые, параллельные 
линии пересечения данных плоскостей.

4. Геометрическое место точек, отношение расстояний которых от 
двух данных точек А н В равно а : Ь, есть сфера с диаметром, соединяю
щим точки М  и Ы, которые делят отрезок АВ  в данном отношении 
внутренним и внешним образом.

5. Геометрическое место прямых, проходящих через данную точ
ку А и касающихся данной сферической поверхности, есть коническая 
круговая поверхность с вершиной в точке А .

6. Геометрическое место перпендикуляров, опущенных иэ данной 
точки А на плоскости, проходящие через данную прямую /, есть круг, 
диаметр которого равен расстоянию от точки А до прямой /.

7. Геометрическое место прямых, проходящих через данную точ
ку А н пересекающих даяную плоскость под заданным углом а, есть 
коническая поверхность с вершиной в точке А и углом в осевом сече
нии р =  90®— а.

8. Геометрическое место точек, симметричных данной точке N 
относительно всех точек плоскости <? и одинаково удаленных от нее, 
есть окружность, лежащая в плоскости Р, параллельной плоскости (}.

З а д а ч а  I. Найти геометрическое место точек, находящихся 
на данной плоскости ф, из которых данный отрезок АВ  виден под пря
мым углом.

Предположим, что N — произвольная точка искомого геометриче
ского места. Соединим точку N  с концами Л и В данного отрезка 
(рис. 381). Поскольку по условию задачи д  АВИ  прямоугольный, то
А/0 =  -~/1В (как медиана, опущенная из вершины прямого угла
на гипотенузу). Следовательно, точка О равноудалена от всех точек 
искомого геометрического места точек.

Таким образом, все искомые точки равноудалены от некоторой 
точки 0ІГ являющейся проекцией точки О на плоскость 3.

Рис* 381. Рнс. 382 ѵ
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Следовательно, искомое геометрическое место точек есть окруж
ность, расположенная на плоскости (? н имеющая радиус

З а д а ч а  2. Доказать, что геометрическое место точек, равно* 
удаленных от сторон данного в пространстве угла А З В , есть плоскость, 
проходящая через биссектрису данного угла и перпендикулярная 
плоскости, в которой ои находится.

Пусть Г5  — биссектриса данного угла А З В , а С — плоскость, 
перпендикулярная плоскости /  А З В  и проходящая через его биссек
трису (рис. 382).

Возьмем в плёскости (} произвольную точку Р и проведем РЫ X 
X пл. А З В . Перпендикуляр РУѴ лежит в плоскости р. Проведем 
ЫК X  5/4, N 1 X  ЗВ  и соединим точку Р  с точками К и I ,  тогда (по 
двум равным катетам)

Л  Р К М  »  Д  Р Ь И .

Следовательно, РІ* =  РК . Поскольку же точка Р взята на плос
кости <2 произвольно, то утверждение доказано для всех точек плос
кости С.

Применение тригонометрических функций 
к решению задач по геометрии

§ 62. Решение прямоугольных треугольников

Основными случаями решения треугольников называются задачи 
на вычисление элементов треугольника по трем данным независимым, 
его элементам. К основным элементам треугольника относят его сто
роны и углы, из которых только два угла независимы между собой,

так как а  +  Р +  у  «  180°.
В прямоугольном треугольнике 

один угол известен (прямой угол), поэ
тому для решения прямоугольного 
треугольника достаточно задать два 
каких-либо из основных элементов, 
кроме двух острых углов, так как для 
прямоугольного треугольника

н, следовательно, если задан один из углов, например, а , то Р =  90° —
— а , н наоборот, если известен угол Р, то а  =  90° — р.

Основные задачи решения прямоугольных треугольников (рис. 383),
1. Даны гипотенуза с и острый угол а . Остальные элементы нахо

дятся по формулам

а с 5іп а ; Ь с соз а; р »  90° — а .
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2. Даны катет а и острый угол а  (или (5). Остальные элементы тре
угольника находятся по формулам

р =  90° — в; 6 =  в с1е«, с - д ^ .

3. Даны гипотенуза с и катет а (или Ь). Остальные элементы 
находятся по формулам

6 = / с * - 6 » ;  8ІПа =  — ; р =  90°— а.
С

4. Даны катеты а и 6. Остальные элементы находятся по фор
мулам

с =  У  а% +  Ь2; а *  ~ ; р =  90° — ос.

Более подробно этн вопросы рассмотрены в § 63—65.

§ 63. Решение прямолинейных треугольников

Условимся, как это принято, обозначать элементы прямолиней
ного треугольника* с вершинами А $ В, С следующими буквами 
(рис. 384):

В

Р =

А, В, С 
я, Ь, с

Ьа> ЬЪ' Ьс 
т а* тЬ> т с

а +  Ь +  с

Рис. 384.

— внутренние углы треугольника;
— соответствующие стороны, противоположные углам 

треугольника;
— высоты треугольника относительно сторон ах Ь и с;
— биссектрисы внутренних углов;
— соответствующие медианы;

— полупериметр треугольника;
5
Я
г

га> ГЬ> ге

площадь треугольника; 
радиус описанной окружности; 
радиус вписанной окружности; 
радиусы виевписанных окружностей **

* Кроме прямолинейных треугольников подробно изучены также треугольники 
сферические, т. е. треугольники, расположенные на сфере, которые наиболее ши
рокое применение нашли в астрономии. Однако вопросы сферической тригонометрии 
выходят аа рамки данной книги.

+* Вневписанной к стороне а треугольника 4 ВС  окружностью называется 
окружность, касающейся стороны а и продолжения сторон Ъ в с (см. 513» рве. 119).
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Основные теоремы и формулы о соотношениях между 
тами треугольников.

Сумма внутренних углов
Д-}-В-{” С:=:ТСг=з 180®*

Теорема синусов:

$Іп А 5іп В $іпС

Теорема косинусов:
о* =  62 +  с* — 2Ьс соз А

Теорема тангенсов:
А — В 4 Л — В

Ч  —7г— — о—а - Ъ  ъ 2

Формулы Мольвейде:

Формулы половинных углов:

V
р(р — о ) .

Ьс~ 4 - Ѵ

р(р  — а)

Формулы для высот треугольника:

Ло =  зіп С =  с 5іп В. 

Формулы для вычисления биссектрис:

_  На Ь$ІпС
'в “  В — С ~ В — С ; соз — - —  соз - 2

. 26с А
а ”  м Г ё008 Т ‘

Формула для вычисления медиан:

та =  - і  ф ’ с* 26с со$ А2

49і

мемеи»

(125)

(128)

(127|

(1231

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134) 

(133)

(13®



Формулы для вычисления площади:

с 1 а  1 «-з іпЛзіпС , ч . А 
5 ~  2~6с $іп Л °  2~ ' "аіпВ =  Р (Р — <?)*§ у  (137)

Формулы для вычисления радиуса описанной окружности:

К = 2 і і і1  =  2$іп В =  2хіпС’ <138)
Ь ^ с

Я =
О А  ~  в  С ' (139)8 С05 —  СОЗ - у  СОЗ ~  ѵ

Формулы для вычисления радиуса вписанной окружности:

г =  (р — а) - у  =  (р — Ь) 1§ у  =  (р — с) і§ ; (140;

і Л , б  , С /іѵіі\
г =  рЧ-2*2 ~2 Т : 1 }
Г =  4/? 5ІП - у  5ІП у  ЗІП у . (142

Формулы для радиусов вневписанных окружностей:

В С 
д  а соз у  соз у

га =  Р у  = --------------д --------• <143

005 Т

З а м е ч а н и е .  Для высот, биссектрис, медиан и радиусов вне 
вписанных окружностей мы привели только по одной из трех возмож
ных формул. Все остальные формулы получаем из формул (133)—
(136) и (143) путем циклической перестановки

— Ь

ю»
т. е. замены а Ь с -* а и соответственно А -► В -+ С -*• А. 

Например, из формулы (136) имеем
іть — -к- 1/ с 2 Ч* д2 ф  2са соз В;2

из формулы (143)

тс =  у  [ /о 2 ф- Ь2 4- 2аЬ соз С;

Эту же перестановку можно применять и к формулам (127)—(132) 
и (137).
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Основные случаи решения прямолинейных треугольников. Основ
ными случаями решения треугольник#* называются задачи на вычис
ление элементов треугольника по трем данным его независимым основ
ным элементам. К основным элементам относят стороны и внутренние 
углы треугольника, причем углы между собой связаны соотношением 
А -)- В +  С =  я , поэтому только два угла могут быть независимыми.

СѴі у ч а й I. Даны два угла А н В и одна нз сторон треугольника, 
например, с; вычислить остальные основные его элементы.

Если даны два угла треугольника, то третий находится по (125):
С =  я — (Л +  В).

После того как третий угол определен, две неизвестные стороны тре
угольника находятся по (126):

С ЗІП А , с 5ІП  Ва — -- -- ; Ь =  ѵ-я%
5іП С 51ПС

С л у ч а й  II. Даны две стороны треугольника н угол между
ними; найти остальные основные элементы треугольника.

п  и /"*'г А В ТС — СПусть даны стороны а и Ь н угол С. Так ц т  — ~ ^ ,
то по (128) имеем

, А - В  
а - Ь  і&~ 2 ~

а  +  Ь

Отсюда
д — Ь . С 
а +  Ь 8 2

а согласно (125)
А В =  іс “  С.

Из последних двух равенств сложением, а затем вычитанием находим 
углы А и В. Зная углы А и В, по (126) находим третью сторону

а $іп Сс —
ЗІП А *

Эту задачу можно решить и другими способами; например, применяя 
теорему синусов, имеем

зіп В зіп [к — (А С)] 5іп (А ^  С) 
а ~*5іпЛ~~ зіп Л зіпЛ 9

откуда, воспользовавшись формулой (21) § 50, ч. И, получим
$Іп Л соз С соз А зіп С . . - . ~ Ъ— созС ^- сід Л з т  С =  —

зіп А а

или после очевидных преобразований
Ь — а соз С

с * д - - г м п 7 Г
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Из последнего равенства находим угол А , а 8атем остальные элементы 
треугольника.

С л у ч а й  III. Даны трн стороны треугольника а, Ъ, с. Вычислить 
его углы.

Необходимым и достаточным условием существования треуголь
ника является выполнение неравенств.

а +  Ь >  с, а +  с >  Ь, Ь +  с >  а ( а >  0, 6 >  О, с >  0).

Если этн условия выполняются, то углы Л и В  найдем по (131), 
применив при переходе к углу В циклическую перестановку:

Лсоз ~ і - Ѵ
затем находим угол С из равенства А +  В +  С =  тс.

С л у ч а й  IV. Даны две стороны и угол, противолежащий одной 
нз данных сторон; вычислить остальные основные элементы треуголь
ника.

Пусть даны а, Ь п В. При решении 2
этой задачи рассмотрим следующие вари
анты.

А. Еслн Ь !> а, то задача имеет един
ственное решение. Угол А ^  В н по (126) у  Ь 
имеем

5ІП А 5ІП В
Рис. 385.

откуда находим $іп Л, а затем угол Л.
Угол С находим из равенства Л +  В +  С =  я, а затем по теореме 

синусов сторону сг

с — а 5ІП С
ЗІП Л

Б. Если а > Ь > а $ і п В ,  то задача имеет два решения, т. е. 
существует два треугольника, соответствующих данным задачи
(рис. 385). Из равенства , а л — . _-тг находим зіп Л

8ІП Л

$іп Л $іп В

_  а зіп В Іа  $іп В 
~  Ь \  Ь < 1 )•

откуда определяем два значения угла А:
А =  Аі и Л =  Л*=5 и — Л*.

Аналогично предыдущему случаю находим угол С и сторону с соот
ветственно каждому из найденных углов А і н Ла.

В. Если Ь =  а $іп В, то задача имеет одно решение, и в этой случае 
треугольник прямоугольный, так как

. . а зіп В ,81 п Л =  —г—  =  1;
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следовательно,

Тогда,

А =  у  , т. е. А, =  А х =  у  =  90®.

71
С — — — Я и с ~  а соз В.

Г. Если Ь< С ав\пВ , то задача решений не имеет, т. е. треуголь
ник не существует, так как

. . аз іпВ
81П А = --- г---  >  1.о

Графически условие а зіп В >  Ь означает, что перпендикуляр 
а 8іп В должен быть больше наклонной Ь (рис. 385), что невозможно.

Все остальные задачи на решение треугольников считаются не 
основными и сводятся к основным случаям. Некоторые из неосновных 
задач мы рассмотрим в следующих параграфах.

Переходим теперь к решению прямоугольных треугольников, 
т. е. частного случая треугольников, у которых всегда

С =  90°, соз С =  0, зіп С =  І.

Подставив эти значения в формулы (125)—(143), получаем соот
ветствующие формулы для прямоугольных треугольников, что читателю 
полезно выполнить в виде упражнения. В частности, подставив эти 
значения в формулы (125)—(127), получаем основную систему для 
решения прямоугольных треугольников:

А +  В =  90°, так что $іп А =  соз В , соз А =  &іп В; (144) 
а =  с 5іп А =  с соз В; Ь =  с зіп В =  с соз А; (145)

<?== а2+  Ь \ (146)

Разделив равенства (145) по очереди одно на другое, получим еще две 
формулы, связывающие элементы прямоугольного треугольника:

- і  =  <4 =  с!§ В; ~  =  с іі А =  18 В. (147)
о й

Для решения прямоугольного треугольника достаточно задать 
только два его элемента (но при этом хотя бы один элемент обязательно 
должен быть линейным), так как уже известен один элемент: угол С — 
прямой. Никаких новых трудностей решение прямоугольных треуголь
ников не представляет, поэтому рассмотрим только несколько типич
ных задач.

З а д а ч а  1. Даны катеты а =  7 и Ь =  12. Определить все осталь
ные основные элементы прямоугольного треугольника.

Решать эту задачу можно двумя способами.
1. Воспользовавшись теоремой Пифагора (146), по заданным кате

там определяем гипотенузу с =  V а *  +  Ь*, а потом находим



по которым определяем углы А и В. Полученные результаты контроли
руем при помощи равенства А +  В =  90°.

2, Согласно первому равенству (147) вычисляем А =  ~ , после

чего определяем угол Л, а затем 6  =  90° — А ; с =  ——  . Резуль-
5ІП А

таты вычислений контролируем при помощи (146):
Ь \

Выполните фактические вычисления в данной задаче.

в

А

Рис. 386,

З а д а ч а  2. Определить высоту Московского университета, 
самого высокого университетского здания в мире, если базис 6 =  137 л  
н угол зрения А =  60°.

Из прямоугольного треугольника АВС  по известному катету Ь 
и углу А находим катет (рис. 386):

а =  Л =  6 / 3  «  237 м.

К полученному результату прибавляем величину роста наблюдателя.
З а д а ч а  3. Определить углы «египетского треугольника», т. е. 

треугольника* со сторонами а =  3, 6 = 4 ,  с =  5.
Согласно (147), имеем і&Л =  =0,7500.о

По известному тангенсу, пользуясь четырехзначной таблицей три* 
гоиометрических функций для градусного аргумента, находим с точ
ностью до 0,1 градуса

А =  36°,9 =  36°54 ; В «  90°— А =  53°, 1 =  53°6\

* Древним египтянам было известно, что треугольник со сторонами 3; 4; 5— 
прямоугольный, Этнм они пользовались в строительстве. Прямой угол строилн 
так: брали веревку и на ней в точках А, В, С, й  завязывали узлы так, чтобы 

Л С «4, С 0 = 3. Расположив отрезок СВ вдоль заданного направления и 
соединив узлы Л и О туго натянутой веревки, получала треугольник, у кого 
рого угол С прямой.
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У п р а ж н е н и я .  Решить прямоугольные треугольники:
а) даиы катет и гипотенуза а =  2,5 м; с =  3,7 м;
б) даны угол и гипотенуза А =  39°; с =  138,1 см;
в) даны угол и катет А =  57°; Ь =  17,8 дм;
г) даны два катета а =  27,5 см, Ь =  83,4 см.

§ 64. Применение тригонометрических функций к решеиию
планиметрических задач

Соотношения между элементами треугольника, приведенные в пре
дыдущем параграфе, применяются к решению самых разнообразных 
планиметрических задач, так как любую прямолинейную фигуру 
всегда можно разбить на ряд треугольников. Рассмотрим несколько

задач.
З а д а ч а  1. Доказать, что ме

диана треугольника делнт угол при 
вершине на части, сииусы которых 
пропорциональны синусам соответст
вующих углов прн основании.

Пусть в д  АВС ВО — медиана 
(рис. 387). Обозначим^ А В Э  =  х ,

О ВС =  у. Требуется доказать, что
5ІП х __ зіп А 
5ІП у  ~~ 5ІП С '

Применяя теорему синусов к треугольникам А В й  и ВЭС , получим
5ІП X Ь 5ІП у ___ Ь
5іп А ~~ 2ть И зіп С ”  2ть *

Отсюда
§ІП X 5ІП у  5ІП X 5ІП А 

г л — . л  ИЛИ , л )
51П А 8 1 ПС 51П у  31П С

что и требовалось доказать.
З а д а ч а  2. Доказать, что если в треугольнике со сторонами а, 

Ьу с имеет место соотношение
Ь2— с2=  2а # , то В — С =  90°.

Согласно (138), имеем
а =  2Я 5іп А; Ь =  2Н зіп В; с =  2Н зіп С.
Подставляя этн значения в соотношение, приведенное в условии 

задачи, получим
4#25іпаЯ — 4Я25іп2С =  4Д2&іп А или зіп2#  — зіп2С =  зіп А,

Преобразуем левую часть последнего равенства, воспользовавшись 
формулами (57) и (58) § 54, а затем формулой (43) § 53, ч, II:

$іп8 В — $іп2 С =  ($Іп В $іп С) ($Іп В — зіп С) =
, . В +  С В — С . В — С В + С  

=  4 $іп —~—  соз —2—  8ІП —2—  005 —2—  ^
=  зіп (В С) $іп (5  — С).
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Тогда в соответствии с преобразованным исходным условием находим
зіп(В +  С)5ІП(В — С) =  5ІП А,

откуда, с учетом В +  С =» п — А и $іп(В +  С) =  $іп(я — А) =  
=  5іп А , получим

5ІП А 5Іп(В — С) =  ЗІП А или 5Іп(В — С) ха 1.

Следовательно, В — С =  90°, что и требовалось доказать. 
З а д а ч а  3. Доказать, что прямая, симметрнчнаи медиане отно

сительно биссектрисы внутреннего угла треугольника, делит противо
положную сторону на части, пропорциональные квадратам прилежащих 
сторон.

Пусть в Д  АВС ВР —  медиана, а ВЬ — биссектриса угла В  
и прямая ВЫ симметрична относительно В/, медиане ВО, т. е. 

Ы ВІ =  ЬВО (рис. 386). Доказать, что АЫ \ ЫС «  АВ*\ 0С*. 
Обозначим А ВЫ =  ю и ЫВЬ =  Ь\ тогда согласно условию 

задачи
ЫВЬ =  Л  ^В ^  =  6 и АВЫ  =  ОВС »  со.

Так как у треугольника АВЫ и ЫВС высоты равны, то отрезки АЫ 
и ЫС относятся, как площади этих треугольников; тогда согласио
(137) имеем

АЫ
ЫС

у  с • ВЫ зіп ш

Л • ВЫ зіп (<0 28)

С 5ІПО)
7Г * 5ІП (о) ^  2$} *

Далее, воспользовавшись результатом 
задачи 1 и теоремой сииусов, можно 
записать

зіп о> _  зіп С <? 
зіп (со +  25) “  зіп А ~а *

а в таком случае, подставляя в пре
дыдущее равенство вместо отношения 
синусов отношение сторон треуголь
ника, получим

АЫ
ЫС ~а

с* АЫ
а* *** ЫС

N і  
Рис. 388.

А В 8 
ВС8 ’

что и требовалось доказать.
З а д а ч а  4. Определить углы равнобедренного треугольника, 

зная, что его ортоцентр лежит на вписанной в треугольник окру ж* 
ности.

На рис, 389 и зоб рази  равнобедренный треугольник АВС} АС  =  
=  СВ, в который вписана окружность О и ортоцентр Я , т. е. точка 
пересечения высот треугольника лежит на дуге этой окружности. 
Требуется определить углы треугольника. Угол Л треугольника АВС  
обозначим через ?<х, тогда X  ОАО =  а . Из прямоугбльного треуголь
ника А СО нйходим А С и  =  90° — 2<х, тогда и ^  ОСВ «  90 — 2а.
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Треугольник СНЕ прямоугольный (АЕ  — высота), поэтому ^  СНЕ =  
=  2а, стороны которого взаимно перпендикулярны сторонам й С В 9 
и вертикальный ему АНО  =  2а. Из д  А й Н

2 г—  =  сі^ 2а
АО С ° ’

где г =  ОО — радиус вписанной окружности; нз Д  АО й

ЛО

Сопоставляя два последних равенства, находим

2 а =  сі^ 2а

Рис. 390

откуда 5 і§*2 а =  1, и, следовательно,

Таким образом,

. і і Ѵ ь  'а — агсіб =  агсіб - у  .

А — В =  2 агсІ§ ,

а тогда
С = л  — (Л +  В) =  гс — 2Л.

і/Н
О т в е т :  Л =  В — 2 агсі^ ® 2 агс^* 0,447214 =  2-0,420534=

=  0.841068 рад =  48* 11', 38; С =  * — 2Л =  1,459457 /ккЭ=83в 37',24.
З а д а ч а  5. Дан треугольник ЛВС и ЛО, ВЕ, СР — его высоты 

(рис, 390). Доказать, что

ГО *  й Е  4- ЕР =  ^ .

Из планиметрии известно, что
Д  ЛВС со Д  ВРО со Д  ОЕС со Д  АРЕФ

№



іл * ОЕ ЕСИз подобия этих треугольников находим =  —  , но из прямо-
АВ ВС

ЕС ОЕ
угольного треугольника ВЕС ^  =  соз С; тогда -тг; =со$С или й Е  —о о  АВ
=  с * соз С.

Аналогично находим ОР =  Ь соз В, ЕЕ =  а соз Л.
Складывая эти равенства, получаем

ОЕ +  ОР +  РЕ =  а соз Л +  Ь со$ В +  с соз С.

Но согласно (138) а =  2# з!п Л; Ь =  2Я $іп В\ с «  2Я зіп С, так что
ОЕ +  ОР +  РЕ =  2Я $іп Л соз Л +  2/? зіп 5  со$ В +  2Ц зіп Сх 

Хсоз С =  Я($іп 2Л +  зіп 26 +  зіп 2с) =  4# зіп-Л $іп В зіп С.

Произведем замену з і п Л = ^ ;  з іпВ = ~  \ 5ІпС==27?* с 

с аЬс5  =  ^  , получаем окончательно 

ОЕ +  й Р  ±  РЕ =  4Я аЬс аЬс

2 •

8Я3 2Яа
а&с
АН 25

Я Я *

что и требовалось доказать.
З а м е ч а н и е .  Из доказанного следует, что площадь треуголь

ника равна произведению полупериметра треугольника, вершинами 
которого служат основания высот данного треугольника, на радиус 
окружности, описанной вокруг данного треугольника.

З а д а ч а  6. Дан выпуклый четырехугольник ЛЕСО н его диа
гонали АС  =  с?! и ВО =  йг (рис. 391), причем /1  СОО =  а . Опреде
лить площадь четырехугольника.

Найдем согласно первой из формул (137) площади треугольников:

8 а о в  =  \ а О ОВ  зіп  а ,

8 в о е  =  4 -  в 0  • ОС 5ІП (180° — а) =  - і  ВО  • ОС 8ІП я ,2 '  '  2
1
2

8 ооа ‘= 4 - 0 0  • ОА 5іп (180° — а) =  - і - 0 0  • ОЛ зіпа.

5СОО =  — СО • ОО зіп а,

Сложив эти равенства, получим

5 =  у  зіпа [АО • ОВ +  ВО ■ ОС СО . ОО ОО . ОА] 

г= у  зіпа {АО *  ОС) (ВО -ф- ОО) =  1  АС . ВО . зіп а .
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Таким образом, площадь четырехугольника

5 =  ^ - ^ 2  ЗІПа,

что и требовалось доказать.
У п р а ж н е н и е .  Доказать, что сумма квадратов длин хорд, 

соединяющих произвольную точку окружиости радиуса /? с верши
нами правильного вписанного в эту окружность пятиугольника, равна 
10Яа.

§ 65. Применение тригонометрических функций к решению
стереометрических задач

Разнообразие стереометрических задач на применение тригономет
рии не дает возможности указать общие способы их решения. В каждом 
отдельном случае, исходя из условий задачи, выбирается тот нли иной 
способ решения. Как правило, большинство стереометрических задач, 
решаемых с применением тригонометрии, допускает много различных 
способов решения.

При решении стереометрических задач в пространственной фигуре 
обычно выделяют треугольники с достаточным числом известных эле
ментов, решая их, определяют искомые элементы пространственной

фигуры.
Рассмотрим несколько наиболее типич

ных стереометрических задач, решаемых с 
помрщью тригонометрии.

З а д а ч а  і. Определить объем прямо
угольного параллелепипеда, диагональ кото
рого а составляет с плоскостью основания 
угол а , а с большей боковой гранью угол р. 
Вычислить этот объем при а =  15,7 си; 
а  =  42й; р =  36° и при а =  2,3 м\ а  =  58°; 

с Р =  27°.
Дан прямоугольный параллелепипед 

ЛВСОЛ1ВхС1Ох (рнс. 392), у которого диа
гональ В 01== а, ОхВО *= а  и Лхв Ь А=
=  Р. ’

Объем параллелепипеда V =  5Я , где 
5  — площадь основания, а Н  — высота параллелепипеда.

Из д  ОгВО(/_ О =  90°) находим Н  =  ООх=  ВОг біп а =
=  а $іп а. Из д  ВАхО (^ . Л1=90°) получаем А іО у^  А О =  В й х зіп 
=  а 5іп Р и, соответственно, АгВ =  Ъ ХВ соз (3 =  а — соз р.

Из Д  А ХАВ А =» 90°) находим с учетом ААг =  — а $іп а

АВ =  ]/" АХВ 8 — АХА 2 =• / я 2 со$2 § — а2 зіп2 а =  а V  соз2̂  — $іл2 а.

Рис. 392.

Тогда

5  =  АВ  • АО =  а2 §іп Р ] /  со$* р — зіп2 а

и, следовательно,

V =  8Н  =  о8 зіп а зіп р /с о $ 8р — зіп2а.
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Полученный результат можно несколько упростить, так как согласно 
(62) и (63), (43) и формулам приведения

С058 Р —  5ІП8 а =  5ІП8 —  ЗІП8 а =

=  |$ІП ( у  —  р) +  5ІП а]  [ 5ІП ( у —  ? ) —  ЗІП а |  =•

71 г, . 7:
~2 — Р +  а у  — р —а

—  4 5 ІП ---------я--------  С 0 5 -------- ^ --------
Ѵ - Р - »  Р +  «

51П С08

=  5ІП ( у  — Р +  «) 5ІП ( у — Р — а)  =  соз (а +  р) С08(а — Р).

1°; 6 =  36° с четырьмя значащими цифрами 
—р) =  0,9945; V =  692,1 см?= 0,6921 дм3.

О т в е т :  V =  о3 зіп а $іп р с©5 (а Ф  Р) соз (в — р) куб. ед.
При а =* 15,7; а  я= 42' 

соз(а +  Р) =  0,2079; соз (а 
При а =  2,3 м; а  =  58°; р =  27°; V =  1,280 м3.

Исследуйте, при всех ли значениях углов 0 < а < 9 0 ° и 0 < р <  
<  90° возможно решение этой задачи.

З а д а ч а  2. Дана прямая четырехугольная призма АСи  у кѳ- 
торой З д в с о ^ т ,  8л с с .= * р ,  $ Во о іВ і= Я  и двугранный угол 
АА10 0 Х0 0 1 =* а (рис. 393). Найти объем призмы.

Объем призмы V =  $ //, где 5  — площадь основания, а Н  — вы
сота прнзмы. По условию задачи площадь основания 5  =  т. Нужно 
определить высоту призмы ООх =  И (призма прямая: ОО* л_ пл. АВС О).

Диагонали основания призмы АС =  и В О = ~  определяем
по заданным площадям диагональных сечений р =  И • АС и ц =  
=  Н . ВО.

Угол А ОО =  а как линейный угол данного двугранного угла; 
тогда площадь четырехугольника АВСО (см. § 64, задача 6)

±
И 51 п а,

откуда находим

И
ѵ 2т 8ІП а

Определяем искомый объем

Ѵ ~ 8 Н
ѵ

у  рдт 5іп а куб. ед<

Рис. 393.

у
З а д а ч а  3. Разность между обра

зующей я высотой конуса равна т , а 
угол между ними равен а. Найтн объем 
конуса и вычислить его значение при
т =  5,8 см и 'а =  42°, и соответственно, АХВ =  ОхВ соз р — а соз р.
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Дан конус З А В , у которого 5Л — 50  = /л и ^ 0 8 А = а  
(рис. 394). Обозначим 0 Л = #  и 05 =  Я, тогда объем конуса V =:

=  у  ъК2Н .

Из Д  50Л находим Я  =  і? сі§ а, тогда V =  г/?3 сі^ а. Для оп*
О

ределения Я рассмотрим Д  Л0С. В этом треугольнике АС =  /л,
1 О А О  -

Л О А С  =  90а — а, /.О С А  =  180° — /_ 5 С 0  => 180°— *- - -  - -  =90°ф
+0

4- ~  » а ЛОС = 9 0 °  — * ~ 2 — “ ”  > так как треугольник 05С

5

Рис. 394

О

Рис. 395.

по условию задачи равнобедренный (50 =  5С). По теореме синусов 
из д  АОС находим

. а
5Шт

=  сій у ; Я =  т сІ§

Для вычисления объема конуса получаем окончательную фор
мулу

V =  -і- т 3 сІ§3 ~  с!§ а куб . ед.

При т=8 5,8 сл< и а = 4 2 °  имеем с четырьмя значащими цифрами
а

=2,605; сі§ 42°

У =  1277 см* =  1,277 &и3.
З а д а ч а  4. Высота шарового сегмента Л; дуга в осевом сечении 

.равна а . Определить площадь сферической поверхности сегмента.
Р е ш е н и е: По условию задачи СО =  Н, 2- АО В =  а (рнс. 395). 

Найти площадь сферической поверхности сегмента (на рис. 395 — сече
ние сегмента). Площадь сферической поверхности сегмента 5 =  2тс#/і, 
где К — радиус сферической поверхности, а Л — высота сегмента.

Рассмотрим треугольник ООВ, в котором ОО =  — А, ОВ =  /?. 
Из этого треугольника находим

ОО а К — Н а
_ = С 0 5  _  или _ _  =  со3 і >
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откуда

1 а о • « аІ  —  С О З -х -  2  51П8 - г* 4
Подставим это значение в формулу для 5; после очевидных упрощений 
получаем окончательный ответ:

3  = --------  кв. ед.
• 2  а  $1П ~т~4

З а д а ч а  5. Определить угол между образующей и плоскостью 
основания конуса, объем которого в т раз больше объема вписанного 
в конус шара. Вычислить этот угол при т =  2.

Р е ш е н и е .  Пусть шар О впнсан в конус 5ЛВ (рцс. 396). По 
условию Ккон =  тѵшара. Обозначим искомый ^ З А О  =  а радиусы
А й  =  /?, Ой =  г и высоту 5 0  — Я. Тогда

~/7№Г$ =  *ЯаЯ или 4т г 3 =  ЯаЯ.

Из треугольников Л 05 и ЛОО ^  0ЛО =  находим

г =  — и Я « = /?!§ в.

Подставляя этн значения в предыдущее равенство, получим
« і а2 -у

4 т й ? ~  =  Я3 і§ а или 4 т  ~  = -------------•
І - Ѵ - д -

Так как то, сократив полученное уравнение на
и избавившись в нем от знаменателя, приходим к биквадратному

* ауравнению относительно Щ у

2т 1§4 — 2т ^ - - ^ 1 = 0 ,

откуда

Отрицательные корни уравнения не пригодны к решению дайной за
дачи, поэтому окончательно получим

і /  т ± /
Найденное решение имеет смысл, если — -і-  >  0, т. е. если

' 4 2т
2.
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При т  =  2, ограничиваясь четырьмя значащими цифрами, имеем 
. Ѵ^2

а =  2 агсі§-^- =  2 агсі^ 0,7071 =  2 • 0,6155=1,231 радианов=70°, 53=  
=  70° 32'.

З а д а ч а  6, В правильной четырехугольной пирамиде плоский 
угол при вершине равен а; высота к пирамиды служит диаметром шара. 
Найти длину кривой пересечения их поверхностей и вычислить ее при 
а  =  0,46 радианов; к =  10,7 см.

Р е ш|ен и е. Даны правильная четырехугольная пирамида 8АВСО  
и шар 0 1? диаметром которого служит высота пирамиды 50=Л ; плоский 
угол при вершине пирамиды В 5 С = а (рис. 397)* Найти длину линии, 
по которой поверхность шара пересекается с поверхностью пирамиды.

Рис. 396. Рис. 397.

Искомая линия состоит из четырех равных дуг окружностей, по 
которым пересекаются плоскости боковых граней пирамиды с поверх
ностью шара. Поэтому для решения задачи достаточно найти длину 
одиой из этих дуг.

Найдем длину дуги ВХС19 по которой грань пирамиды В5С пересе
кается с поверхностью шара.

Плоскость грани В5С пересекается с поверхностью по окружности, 
центр которой Ой найдем, опустив из центра шара перпендикуляр 
ОхОг иа плоскость этой грани.

Угол а  является вписанным в окружность Ог и опирается
на дугу ВХСІШ поэтому длина искомой дуги ВХСХ определяется формулой

ВХСУ=: 2аг,
где а  — данный угол в радианах, а г  =  0 а5 =  радиус окружности 0 2.

Для определения радиуса г рассмотрим подобные прямоугольные 
треугольники и 80М . Из подобия этих треугольников

0 28  _  3 0
50, ЗЛГ

откуда с учетом 8 0  к и =  ~ к  находим

- _сп _ 30, . $ 0 _  к*
-  »°2 ~  5Л1 -  25Л1 •
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Апофему пирамиды 5М определим следующим образом. Обозна
чим сторону основания пирамиды ВС =  2х, тогда ОМ =  х. Из Д  Я5М 
имеем

Далее из прямоугольного треугольника 80М  по теореме Пифагора
находим 5 0 2-|- (Ш 2=  5Л12 или /і2+  дс8̂  Л і с 2 ,2.

Подставляя найденное значение г в формулу для длины дуги ВгСѵ 
имеем

Длина искомой линии пересечения поверхности пирамиды с поверх
ностью шара равна учетверенной длине дугн ВхСЛі поэтому оконча
тельно получаем

где а  есть угол при вершине пирамиды, измеренный в радианах.
При / і =  10,7 см н а  =0,46 радиана, ограничиваясь вычислениями 

с четырьмя значащими цифрами, имеем (см. «Четырехзначную таблицу 
тригонометрических функций для радиаиного и абстрактного аргу
ментов»):

/ =  19,14 см.
У п р а ж н е н и е .  В шар радиуса Я вписана правильная треуголь

ная пирамида с плоским углом а  при вершине. Определить высоту 
пирамиды.

5М =  х сІ§ ~  .

Отсюда

и, следовательно,

8М  = -  ' ^ 9 і / ------ - ‘а * У соз а
Тогда

кг \ і Ѵ  соз а

^  В1С1 =  2 аг = аН У  соз а 
. а

4аН У  соз а
а

соз у  =  0,9737; соз а =  0,8961; У ^ 08 а 3=8 0,9466;
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АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Абсолютная величина 77
— погрешность 49 
Абсцисса 204
Абуль-Вефа Мухамед-бен Мухамед 

237 
Аксиома 319
— Архимеда 315, 321
— индукции 308
— о параллельных прямых 321 
Аксиом классификации 3)9
— система 319
Аксиомы конгруэнтности 320
— линейной полноты 321
— непрерывности 321
— порядка 320
— соединения 319 
Алгебра 72
Алгебраическая сумма 78 
Алгебраические дроби 92
— уравнения 112
Алгебраический метод решения за

дач на построение 418 
Алгоритм Евклида 26 
аль-Батани 237 
Амплитуда колебаний 266 
Аналитическая геометрия 312 
Аполлоний 416
Апофема правильного многоуголь

ника 389
— правильной пирамиды 451
— усеченной пирамиды 456 
Аргумент 202, 259
— абстрактный 260
— вспомогательный 258
— половинный 252, 258 
Аристотель 404 
Арифметика 5 
Арифметические действия 9 
Арифметическое аначение квадрат

ного кория 97
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Арккосинус 244, 289 
Арккотангенс 245, 290 
Арксинус 244, 288 
Арктангенс 245, 290 
Архимед 349, 379 
Архимеда аксиома 315 
Бесконечная прямая 313 
Биквадратное уравнение 189 
Биллион 8 
Бином 81
— Ньютона 198
Биссектриса внешнего угла треуго

льника 339
— угла 324
— треугольника 338
Боковая поверхность конуса 473, 

474
— — отрезка цилиндра 470
— — пирамиды 452
-------призмы 444
------- трубы 470
Боковая поверхность усеченного ко

нуса 476
 —  цилиндра 469
-------усеченной пирамиды 456
-------цилиндра 467, 468
Боковые грани пирамиды 450
-------призмы 443
Боковые ребра пирамиды 450 
-------призмы 443
— стороны трапеции 360 
Большой круг шара 481 
Брианшон Ш. Ж* 386 
Бхаскара 237
Ван Цейлеи 379 
Величины 53
— обратно пропорциональные 211
— переменные 202
— постоянные 202
— прямо пропорциональные 210



Вершина конической поверхности 
473

— конуса 473
— ломаной 313
— многогранного угла 440
— многоугольника 328
— пирамиды 450
— угла 237, 323
Взаимно однозначное соответствие 100
Виета Ф. 74, 237
Вневписанная в треугольник окруж

ность 337 
Внешнее деление 317
— касание окружностей 369 
Внешний угол треугольника 331 
Внешняя касательная к двум окруж

ностям 369
Внутренняя касательная к двум 

окружностям 369 
Возведение в степень 78 
Вписанный многоугольник 385
— треугольник 386
— угол 375
— шар 488
Вспомогательный аргумент 253 
Вынесение за скобки 90 
Выпуклая ломаная 313 
Выпуклый многогранный угол 440 
Выражения арифметические 80
— алгебраические 80
— дробные 92
— иррациональные 103
— рациональные 81
— тождественные 82
— целые 81 
Высота конуса 473
— отрезка цилиндра 469
— параллелограмма 355
— пирамиды 451
— призмы 443
— сегмента 381
— сегментной поверхности 482 
—> трапеции 360
— треугольника 336 
Высота усеченного конуса 476
— усеченной пирамиды 456
— цилиндра 467
— шарового пояса 482 
Вычитаемое 9 
Вычитание 9
— дробей алгебраических 94 
 десятичных 42
-------обыкновенных 36

Внчитание многочленов 84
— одночленов 84
— отрезков 314
— чисел именованных 59
-------комплексных 177
-------рациональных 78
-------систематических 29
Галилей Г. 445
Гармоническая группа точек 318 
Гармонические колебания 266 
Гармонически сопряженные точки 

319
Гармоническое разделение 318, 319 
Гексаэдр 462 
Геометрия 311, 312
— аналитическая 312
— дифференциальная 312
— начертательная .312
— проективная 312 
Геометрическое место точек 404
— изображение комплексных чисел

178
Гильберт Д. 319
Гипербола 480
Гиппарх 236
Гониометрия 237
Градус 238, 325
Грани двугранного угла 434
— многогранника 443
— многогранного угла 440 
Граничная абсолютная погрешность

49
— относительная погрешность 49 
Графи» функции 204
Гюльдеи П. 483 
Гю льде на теорема 483, 484 

Двугранный угол 434 
Действия первой ступени 16
— второй ступени 16
— над углами 324
— с отрезками 314 
Декарт Р. 312 
Деление 317
— внешнее 317
— внутреннее 317
— дробей алгебраических 95 
 десятичных 43
-------обыкновенных 38
-------многочленов 86
— на равные части 59
— одночленов 86
— отрезка в заданном отношении 317
— отрезка в среднем и крайнем

отношении 317
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Деление отрезка на число 314
— по содержанию 160
— радикалов 111
— с остатком 10
— чисел именованных 59
-------комплексных 177
-------рациональных 78
-------систематических 30
Делимое 10
Делитель (компонент) 10 
Делитель числа 25 
Десятичные знаки 40 
Детерминант 133 
Диагонали квадрата 358
— многогранника 329, 443
— многоугольника 329
— параллелепипеда 444 
Диагонали параллелограмма 355
— ромба 357
Диагональная плоскость многогран

ника 443
-------призмы 443
Диагональное сечение лрнзмы 443 
Диаметр окружности 365
— сферы 481 
Дискриминант 144 
Дифференциальная геометрия 312 
Длина дуги окружности 380
— окружности 378 
Длина дуги отрезка 316 
Додекаэдр 462 
Доказательство 321 
Доли единицы 31 
Достаточные условия 322 
Дробь алгебраическая
— десятичная 40
— неправильная 32
— обыкновенная 31
— правильная 32 
Дуга 365
— отрицательная 239
— положительная 239 
Евклид 311
Единицы измерения плошади 348 
Задачи арифметические 64
— на движение 70
— на доказательство 64
— на вычисление 64
— на исследование 64
— на пропорциональное деление 68
— на проценты 46
— на смешение 69
— на тройное правило 65
— неопределенные 65

514

Задачи определенные 65
— противоречивые 65
— простые 65
— составные 65 
Заключение теоремы 321 
Законы сложения И
— умножения 12
Злаки противоположные 76 
Знаменатель дроби 31
— геометрической прогрессии 305 
Замкнутая ломаная 313 
Значения допустимые 81
— недопустимые 80 
Золотое сеченне 317, 318 
Извлечение корня 97 
  из дроби 105
----------- комплексного числа 178
----------- приближенного числа 98
Измерение двугранных углов 435
— дуг 237, 238
— отрезков 316
— площади 348
— углов 237, 238
Измерения прямоугольного парал

лелепипеда 444 
Икосаэдр 462 
Инверсия 414
Исследование системы уравнений 
Кавальерн Б. 445 
Касательная 336 
Касающиеся окружности 369 
Квадрат 358
— многочлена 88
— разности 88
Квадрат разности неполный 89
— суммы 88
-------неполный 89
Квадриллион 8 
Квинтиллион 8 
Кеплер И. 237 
Классификация аксиом 319
— четырехугольников 364 
Клин 459
Комбинаторика 192 
Комбинации 193 
Конечная сторона угла 238 
Коническая поверхность 472 
Конические сечения 480 
Константы 202 
Конус 473
Концентрические окружности 369 
Координатные оси 204 
Координаты 204 
Коперник Н. 327



Корень квадратный 97
— -й степени 103
— уравнения 120 
Косеканс 241 
Косинус 240 
Косинусоида 263 
Котангенс 241 
Котангенсоида 264 
Коэффициент подобия 346 
Коэффициенты 81
— биномиальные 199
— пропорциональности 210 
Кривые второго порядка 480 
Круг 366
Круглые тела 467 
Круговой конус 473
— цилиндр 467 
Куб 444
— разности 89
— суммы 89 
Лемма 321 
Линдеман Ф. 379
Линейный угол двугранного угла 

434 
Линия 313
— центров 369 
Лобачевский Н. И. 312 
Логарифм 218
— корня 222
— произведения 221
— степени 222 
частного 222 
Логарифмирование 221 
Логарифмы десятичные 221 
Логарифмы натуральные 218 
Логарифмическая функция 218 
Логарифмические вычисления 
Ломаная линия 313
Луч 313 
Максимум 207
— локальный 207 
Малый круг шара 482 
Мантисса 223
Математическая индукция 308 
Медиаиа треугольника 337 
Мера 53
— угла 325, 441 
Меры английские 54
— метрические 54
— русские старые 53
Метод геометрических мест 404
— инверсии 414
— параллельного переноса 413 

подобия 408

Метод симметрии 410, 411 
Методы графические 215 
Метр 56 
Минимум 207
— локальный 203 
Минута 325 
Мнимая единица 175 
Многогранник 443
— выпуклый 443
— звездчатый 462 
Многоугольник 328
— вписанный 385
— выпуклый 329
— звездчатый 329
— описанный 385
— правильный 329, 389 
Многогранник простой 329 
Многоугольники геометричные 345 
Многоугольников подобие 345 
Многочлен 81
Множество 192
— бесконечное 192
— конечное 192
— пустое 192
— упорядоченное 192 
Множимое 10 
Множитель 10
Модуль комплексного числа 179
— перехода 221 
Мюллер И. 237 
Наклонная к плоскости 427 
Накрестлежаіцие углы 327 
Направляющая 467
— конической поверхности 472
— цилиндрической поверхности 467 
Насиреддин Тусн Мухамед 237 
Натуральный ряд 6
-------расширенный 8
Начальная сторона угла 238
— фаза 267
Начертательная геометрия 312 
Неизвестное (в уравнении) 119 
Независимость системы аксиом 319 
Необходимое условие 322 
Необходимый н достаточный приз- 

нак 323
Непротиворечивость системы акси

ом 319 
Неравенства 161
— буквенные 162
— высших степеней 172
— второй степени 171
— дробные 173
— замечательные 165
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Неравенства иррациональные 174
— нестрогие 161
— первой степени 167
— равносильные 167
— с неизвестными 167
— тождественные 162
— числовые 162
Неравенство двугранных углов 434 
Неравенство отрезков 314 
Несоизмеримые отрезки 315 
Нечетность тригонометрических 

функций 250
— функции 208 
Нуль 8
Нумерация письменная 7
— устная 6 
Ньютон И. 198, 379 
Обелиск 459
Область изменения функции 205
— определения функции 205 
Образующая 467
— конической поверхности 473
— конуса 473
— усеченного конуса 476
— цилиндра 467
— цилиндрической поверхности 467 
Обратная теорема 321
— дробь 39
Обратные круговые функции
— тригонометрические функции 288
— числа 39
— функции 209
Общая мера двух отрезков 316 
Общеъ кратное 26
-------наименьшее 26
Общий делитель 25
Общий член последовательности 297
Объем геометрического тела 445
— клина 459
— конуса 474
— куба 445
— обелиска 459
— отрезка цилиндра 470
— параллелепипеда 445
— пирамиды 452
— полного цилнидра 470
— призмы 445
— шара 485
— шарового сегмента 485
------- сектора 484
-------цилиндра 469
— усеченного конуса 476 
 цилиндра 469
— усеченной пирамиды 456
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Однородное уравнение 272 
Односторонние углы 327 
Одночлены 81
— подобные 83 
Округление чисел 48
-------с избытком 48
-------с недостатком 48
Окружность 365, 480
— вписанная 385
— инверсии 414
— описанная 385 
Октаэдр 462 
Описанный угол 375
— шар 488 
Определение 321
Определитель второго порядка 133
— третьего порядка 137
— системы 133 
Ордината 204 
Ортоцентр 326 
Осевая симметрия 410 
Оси координатные 204 
Основание конуса 473
— логарифма 218
— параллелограмма 355
— пирамиды 450
— сегмента 381
— сегментной поверхности 482 
*— системы счисления 27
<— степени 11
— усеченного конуса 476
— усеченной пирамиды 456 
Основание траиецнн 360
— шарового пояса 482 
Основания призмы 443
— цилиндра 467
Основные соотношения для обрат

ных тригонометрических функ
ций 291

Основные тригонометрические тож
дества 245 

Острый угол 325 
Остаток 10 
Ось абсцисс 204
— конической поверхности 473 
Ось котангенсов 241, 242
— ординат 204
— пучка 426
— радикальная 384
— тангенсов 241, 242
— усеченного коиуса 476
— числовая 76 
Отношение 61
— антисимметричное 61



Отношение нерефлексивное 61
— порядка 61
— подобия 346
— рефлексивное 61
— симметричное 61
— транзитивное 61
— эквивалентное 61
— отрезков 316
— чисел 60
------- кратное 61
Отношение чисел процентное 47 
------- разностное 61
Отрезки несоизмеримые 315, 316
— пропорциональные 316
— равные 314
— соизмеримые 315, 316 
Отрезков измерение 315
— отношение 316
Отрезок ориентированный 314
— прямой 313 
Отрезок цилиндра 469 
Парабола 480 
Параллелепипед 443
— наклонный 444
— прямой 444
— прямоугольный 444 
Параллелограмм 355 
Параллелограмма признаки 357 
Параллельные сечения 451 
Параллельные плоскости 426, 430,

432
— прямые 326, 430 
Паскаль Б. 386 
Первичные понятия 312 
Переменная зависимая 202
— независимая 202 
Пересечение окружностей 369 
Перестановка 192
— членов пропорции 63 
Периметр 329
Период 260
Период десятичной дроби 43
— функции 208
Периодическая десятичная дробь 43
----------- смешанная 44
-----------  чистая 43
Период колебаний 266 
Периодичность тригонометрических 

функций 260 
Перпендикуляр 427 
Перпендикулярная плоскость 434 
Перпендикулярные прямые 324

сечения 443

Пирамида 450
— правильная 451
— усеченная 456 
Пифагор 333 
Планиметр 348 
Планиметрия 311 
Платон 462
Плоские сечеиия многогранников 

464
Плоский угол 323 
Плоскость 313, 425
— касательная к шару 481 
Площадь 348
— квадрата 359
— кольца 381
— круга 380
Площадь параллелограмма 355 
**- прямоугольника 357 
Площадь ромба 358
— сегмента 380
— сектора 380
— трапеции 360
— треугольника 349
— фигур 348
— четырехугольника 503 
Поверхность 312
— клина 459
— обелйска 459
— пирамиды 452
— полого цилиндра
— шара 482
— шарового пояса 482
------- сегмента 482
Подвижный луч 238 
Подкоренное выражение 97 
Подмножество несобственное 192
— собственное 192 
Подобие многогранников 469
— многоугольников 342, 345
— треугольников 342 
Подобные конусы 477
— цилиндры 477
— фигуры 432, 345, 346 
Показатель степени II
— дробный 116
— нулевой 116
— отрицательный 116 
Полином 81
Полная поверхность конуса 474
-------параллелепипеда 444
-------пирамиды 452
-------призмы 444
-------усеченного конуса 476
----------- цилиндра 469
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Полная поверхность усеченной 
пирамиды 456

-------цилиндра 468
—,,— цилиндрической трубы 470 
Полнота системы аксиом 319 
Полный угол 325 
Половинный аргумент 252, 258 
Полуинтервал 206 
Пол у периметр 329 
Полуплоскость 434 
Полупрямая 313 
Полусегмент 206 
Полый цилиндр 470 
Порядок действий 16 
Последовательность 297
— бесконечная 297
— возрастающая 301
— конечная 297
— неубывающая 301
— монотонная 301
— ограниченная 300
— расходящаяся 298
— постоянная 297 
Последовательность числовая 297 
Потенцирование 222
Правило девяткн 18
— Крамера 134
— подсчета цифр 50
— тройное простое 65
-------сложное 66
Правильные многогранники 461
— многоугольники 389 
Превращение дробей 41
— именованных чисел 58 
Предел последовательности 298 
Преобразование инверсии 414 
Призма 443
Призма наклонная 444
— правильная 444
— прямая 444 
Признаки делимости
— равенства треугольников 331,341 
 трехграниых углов 441
— подобия трехугольников 342
-------прямоугольных треугольников
Принцип Кавальери 445
— А. Н. Крылова 50 
Проверка действий 17 
Прогрессия арифметическая 303
— геометрическая 305
-------бесконечно убывающая 306
Проективная геометрия 312 
Проекция прямоугольная 427 
Произведение 10
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Производные пропорции 63 
Промежуток
— замкнутый 205
— открытый 206 
Промилле 45
Пропорциональные отрезки 316 
Пропорциональный циркуль 315 
Пропорция 316 
Простая теорема 321 
Простейшие тригонометрические 

уравнения 268
— — неравенства 268 
Противоположная теорема 321 
Проценты 45
Прямая теорема 321 
Прямой двугранный угол 435
— круговой цилиндр 467
— угол 323 
Прямоугольник 357 
Прямоугольная проекция 427 
Птолемей К. 236, 386^
Пучок параллельных прямых 
Пучок плоскостей 426
— прямых 326 
Равенство
— двугранных углов 434
— многогранных углов 440
— отрезков 314
— плоских углов 323
— треугольников 331, 341
— трехгранных углов 441 
Равенство фнгур 425 
Равновеликие тела 445 
Равносильные неравенства 167
— уравнения 121
— системы уравнений 129 
Радиан 238, 325 
Радикалы 97
— подобные 109 
Радикальная ось 384 
Радикальный центр 384 
Радиус 365
— вписанной в треугольник окруж

ности 336, 386
— окружности, описанной около 

треугольника 386
— основания конуса 473
— правильного многоугольника 389
— сферы 481
— цилиндра 468
Радиксы вневписаиных окружностей

Радиусы оснований усеченного ко
нуса 476



Развернутый угол 323 
Развертка конуса 474
— усеченного конуса 476
— цилиндра 469 
Размещения 195
Разложение иа множители много

членов
-----------  чисел
Разность 9
— арифметической прогрессии 303
— квадратов 88
— кубов 89 
Разность отрезков 314 
Рациональные числа 
Ребро двугранного угла 434 
Ребра многогранника 443
— пирамиды 450
— призмы 443 
Региомонтан 237 
Решение неравенств 282
— систем уравнений 280
— уравнений 267, 268
-------графическим способом 297
Решето Ератосфена 23 
Романус 379 
Ромб 357 
Рихтер 379
Свойства логарифмов 219 
-------десятичных 223
— неравенств тождественных 162 
 с неизвестными 167
— плоскости 425
— прямой 313
— равных отношений 64
— радикалов 103
Свойства сечений пирамиды 451
— уравнений 121
— функций 205 
Сегмент 366
Сегментная поверхность 482 
Секанс 241 
Секстиллион 8 
Секунда 325 
Секущая 365
— плоскость 443 
Сектор 366 
Септиллион 8
Сечение многогранника плоскостью 

443
Сечение шара плоскостью 481 
Симметрия 410 
■— относительно оси 410
------- точки 410
Силус 240

Синусоида 260 
Синусоидограф 261 
Система аксиом 319
— тригонометрических уравнений

Системы неравенств 169 
г -  уравнений 129, 280 
Скобки 17
Скрещивающиеси прямые 426 
Слагаемые 9
Сложение дробей алгебраических

-------десятичных 42
-------обыкновенных
— многочленов 84
— одночленов 84
— отрезков 314
— радикалов 109
— чисел действительных 101
-------именованных 59
Сложение дробей комплексных 177 
-------рациональных 177
----- - систематических 29
Сложная теорема 321 
Смежные углы 323, 435 
Соизмеримые отрезки 315 
Сокращение дробей алгебраических 

93
-------десятичных 41
-------обыкновенных 34
Сомножители 10 
Соответственные углы 327 
Соприженные множители 113 
Способ построения следов 464
— соответствия 464 
Сравнение дробей десятичных 42 
 обыкновенных 32
— чисел действительных 99
-------рациональных 77
Среднее арифметическое 165
— гармоническое 166
— геометрическое 165
— квадратическое 166
Средняя пропорциональная двух от

резков 316
— линня трапеции 360
-------треугольника 339, 340
Степень 11
— инверсии 414
— многочлена 81
— точки относительно данной ок

ружности 384
— числа комплексного 178 
Степень числа рационального 78
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Стерадиан 442 
Стереометрия 425 
Сторона ломаной 313 
Стороны угла 237, 323 
Сумма 9
— внутренних углов треугольника

331
— дуг 365
— кубов
— отрезков 314
— углов 324 
Сфера 481
Сходственные стороны 324 
Тангенс 240 
Тангенсоида 264 
Тела Платоиа 461, 462
— Пуансо 462 
Телесный угол 441 
Теорема 321
— Безу 184
— Виета 186 

Пифагора 333
Теоремы о пределах 302
— о равносильных уравнениях 121
— о радикалах 105 
Тетраэдр 461 
Тихо Браге 237 
Тождественные выражения 82
— преобразования 83 
Тождественные преобразования ир
рациональных выражений 103 
Тождество 82
Точка 313
— самопересечения ломаной 313 
Транспортир 326
Трапеция 360
— прямоугольная 360 
Треугольник 331
— вписанный 386
— описанный 386
— остроугольный 331
— прямоугольный 331
— равнобедренный 331
— равносторонний 331
— тупоугольный 331 
Треугольник Паскаля 201 
Треугольников подобие 342
— равенство 331, 341 
Трехграниые углы 440 
Тригонометрическая форма комп

лексного числа 180
— функция 240, 259 
Тригонометрическое неравенство 282
— тождество 245
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Тригонометрическое уравнение 267
Тригонометрия 236
Триллион 8
Тупой угол 325
Угол 237
— вписанный 375
— двугранный 434
Угол между двумя секущими 376
— между касательной и хордой 376 
 прямой и плокостью 428
— описанный 375 

острый 325
— отрицательный 239
— положительный 239
— прямой 323, 325
— развернутый 325
— телесный 441
— тупой 325
— центральный 375 
Углы вертикальные 324
— внешние 328
— внутренние 328
— многогранные 440 
Углы иакрестлежащие 327
— односторонние 327
— плоские 323, 440
— прилежащие 323
— равные 323
— смежные 323
— соответственные 327
— трехгранные 440 
Уменьшаемое 9
Умножение дробей алгебраичес

ких 95
— дробей десятичных 42 
 обыкновенных 37
— многочленов 85
— одночленов 85
— отрезка на число 314
— радикалов 110
— чисел действительных 102
-------комплексных 177
-------натуральных 9
-------рациональных 78
-------систематических 29
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