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Первые работы по теории игр принадлежат Цермело 
и Борелю и относятся к началу XX в. В 1928 г. фон 
Нейман доказал основную теорему теории игр. Но только 
появление и широкое распространение быстродействую­
щих электронных вычислительных машин, обеспечиваю­
щих возможность эффективноно решения громоздких игро­
вых задач, привлекло к теории игр внимание широкого 
круга специалистов и прикладников.

В послевоенные годы за рубежом опубликовано боль­
шое количество статей и книг по теории игр. Естественно, 
не салонные игры определили интерес к этой науке. 
Теория игр — совокупность математических методов ана­
лиза и оценки конфликтных ситуаций — находит широкое 
применение к вопросам бизнеса в условиях конкуренции, 
к планированию военных операций и управлению воен­
ной техникой. Многочисленные исследования последних 
лет еще больше расширили рамки приложения игровых 
методов. В частности, установленная связь теории игр 
и линейного программирования позволяет применять ме­
тоды решения игр к самым разнообразным задачам пла­
нирования народного хозяйства и управления производ­
ством.

В предлагаемой вниманию читателя книге Мак-Кинси 
систематически излагаются основные понятия теории игр, 
наиболее развитые методы решения игр и некоторые при­
ложения теории.

Курс Мак-Кинси не является первой книгой по тео­
рии игр на русском языке. Недавно издательством ино­
странной двдературы выпущен перевод монографии Бле- 
куэлла и Гиршика «Теория игр и статистических реше­
ний». Монография рассчитана на специалистов по теории



вероятностей. Теория игр здесь излагается в связи со ста­
тистическими задачами и далеко не все результаты тео­
рии, представляющие интерес для анализа экономических 
и военных задач, включены в монографию. В настоящее 
время подготавливается также к печати перевод чрезвы­
чайно интересной книги Льюса и Райфа «Игры и реше­
ния», содержащей критический обзор важнейших матема­
тических проблем теории игр и возможных приложений 
этой дисциплины к анализу экономических и социальных 
явлений. Однако’ эта богатая идеями книга по самой 
своей структуре вряд ли может служить учебным руко­
водством для изучения основ теории игр. Нам представ­
ляется, что курс Мак-Кинси «Введение в теорию игр», 
построенный как относительно элементарный учебник и 
охватывающий основные сложившиеся к настоящему вре­
мени направления развития теории соревнования, найдет 
широкий круг читателей.

По-видимому, целесообразно, чтобы изучение курса 
Мак-Кинси предшествовало работе над более специаль­
ной монографией Блекуэлла и Гришика и более широки­
ми проблемами книги Льюса и Райфа.

В курсе Мак-Кинси удачно сочетаются математическая 
строгость и наглядность изложения. Большое количество 
примеров иллюстрирует не только основные понятия и 
методы решения теории игр, но и игровые постановки 
прикладных задач.

Материал книги вполне доступен инженеру. Специаль­
ные математические вопросы, обычно не включаемые 
в курсы технических вузов, выделены в книге в отдель­
ные параграфы и главы.

Курс представляет безусловный интерес для широ­
кого круга научных работников различных специаль­
ностей.

Достаточно обширная библиография, приведенная 
в книге, дополнена в переводе перечнем литературы 
по теории игр, опубликованной после издания курса. 
Ссылки на непереведенную литературу по специальным 
вопросам заменены ссылками на соответствующую оте­
чественную литературу*



Эта книга предназначена служить учебником для 
аспирантов и студентов старших курсов университета. 
Предполагается, что учащиеся имеют по меньшей мере 
сведения из анализа в объеме курсов дифференциального 
и интегрального исчисления. Поэтому я пользуюсь без 
разъяснений такими понятиями, как сходимость, непре­
рывность, производная, интеграл Римана, нижняя и верх­
няя грани, максимум и минимум. При этом я использую 
без особых ссылок наиболее известные теоремы, связан­
ные с этими понятиями.

Для понимания главы III  полезно некоторое знаком­
ство с классической алгеброй и теорией матриц. Для 
студентов, не знакомых с этой областью математики, 
я включил в эту главу краткий очерк основных операций 
над матрицами. Нужно отметить, что содержание после­
дующих глав не зависит сколько-нибудь существенно от 
выводов главы III, так что читатель вполне может просто 
опустить эту главу.

Чтобы сделать книгу доступной более широкому кругу 
учащихся, я подробно останавливаюсь на некоторых 
менее известных понятиях. Это относится, в частности, 
к функциям распределения и интегралу Стилтьеса, 
которым я посвятил отдельные главы, и к некоторым основ­
ным топологическим понятиям, объяснение которых дано 
в § 2 главы III,

Я старался отдать должное авторам сформулирован­
ных здесь выводов, указывая их в исторических и библио­
графических замечаниях, приведенных в конце некото­
рых глав. Помимо этой дани общего характера, я хочу 
выразить свою благодарность ряду друзей, без помощи 
которых книга вряд ли была бы написана. М-р Оливер



Гросс из Рэнд Корпорейшн предоставил мне несколько 
примеров для главы X; м-р Д. Д. Уильямс, также из 
Рэнд Корпорейшн, любезно познакомил меня с несколь­
кими примерами игр, которые он собрал для своей буду­
щей книги; д-р А. В. Мартин из Калифорнийского уни­
верситета к д-р Д. Г. Вендель из Рэнд Корпорейшн сде­
лали несколько ценных указаний относительно глав IX 
и X; профессор Дэвид Блэквелл из Гарвардского уни­
верситета помог «формулировать изложение теории ста­
тистических выводов в главе X III; д-р Норман Дальки 
и д-р Ф. М. Томпсон — оба из Рэнд Корпорейшн — 
помогли мне при составлении глав V и VI; м-р JI. С. Шеп- 
ли из Принстонского университета тщательно просмотрел 
всю рукопись, устранив много нелепостей и ошибок. 
Наконец, особенную благодарность я должен выразить 
д-ру Мельвину Дрешеру и д-ру Олафу Хельмеру, работ­
никам Рэнд Корпорейшн, часто отрывавшимся от своей 
собственной работы, чтобы помочь мне. Их помощь не­
оценима.
Станфорд. Калифорния 
Январь 1952 г.

Д -р Мак-Кинси



Г Л А В А  I 

ПРЯМ ОУГОЛЬНЫЕ ИГРЫ

1. Введение

В этой книге мы будем заниматься математической тео­
рией стратегических игр. Примерами салонных стратеги­
ческих игр являются такие игры, как шахматы, бридж 
и покер, в которых игроки применяют свою изобретатель­
ность для того, чтобы перехитрить друг друга. Теория 
игр приобретает значение вследствие того, что, помимо 
области развлечений, она вообще применима к ситуациям, 
в которых имеют место сталкивающиеся интересы и исход 
которых определяется частично одной, частично другой 
стороной. Таковы многие конфликтные ситуации, состав­
ляющие предмет экономических, социальных, полити­
ческих и военных исследований.

Хотя многие реальные жизненные конфликты, так же 
как салонные игры, включают элементы случайности 
(как сданные карты в бридже или погода в военных 
операциях), мы обычно будем исключать из нашего рас­
смотрения игры, в которых исход зависит, целиком от 
случая и совершенно не зависит от умения игроков.

Существенная разница между стратегическими играми 
и играми чисто случайными заключается в том, что в играх 
первого рода можно использовать мастерство и умствен­
ные способности игроков, а во вторых они бесполезны. 
Поэтому любитель поступил бы очень неразумно, если бы 
стал играть в шахматы на высокую ставку против мастера: 
он почти наверное разорился бы. Наоборот, вопреки 
обычным ^ м к азн ям  (которые, вероятнее всего, распро­
страняют содержатели игорных домов), «системы» игры 
в рулетку на несмещенном колесе не существует: идиот



имеет такие же шансы на выигрыш в этой игре, как и умный 
человек (из этого, однако, не следует, что в случайных 
играх нет нерешенных математических задач; существуют 
некоторые стандартные методы подхода к этим задачам, 
разбирать которые мы здесь не будем).

Хотя наше внимание будет почти полностью посвящено 
чисто математической стороне теории стратегических игр, 
по-видимому, все-таки, уместно начать с кратких заме­
чаний об истории экономики. Эти замечания помогут 
убедиться в том, что теория игр не совсем вздорна, ибо 
купля и продажа обычно считаются более серьезными 
и почтенными занятиями, чем игра в покер или даже 
в шахматы.

В своей науке экономисты в течение многих десятиле­
тий принимали за образец положение Робинзона Крузо, 
выброшенного на необитаемый остров и стремящегося 
поступать так, чтобы получить максимум возможных 
благ от природы. Считалось, что можно получить поня­
тие о поведении групп индивидуумов, начав с подроб­
ного анализа поведения индивидуума в этом простейшем 
возможном случае — случае одинокого индивидуума, бо­
рющегося с природой. Однако этот подход к экономиче­
ским вопросам имеет тот недостаток, что при переходе 
от общества из одного человека даже к обществу из двух 
человек возникают качественно различные положения, 
которые вряд ли можно предвидеть из рассмотрения пове­
дения одиночки*). В обществе, состоящем из двух чле­
нов, может оказаться, что каждый из них хочет иметь 
некоторый продукт (запасы которого недостаточны для 
обоих) и управлять хотя бы некоторыми факторами, опре­
деляющими распределение этого продукта. Тогда пове­
дение каждого, если оно разумно, должно определиться 
с учетом предполагаемого поведения другого. Такого 
положения не может быть для одного человека, так как 
он просто стремится к тому, чтобы получить максималь­

*) Это равносильно тому, как если бы мы пытались изучить 
природу окружностей путем изучения точек, представляющих, 
в конце концов, один из видов окружностей — окружности нуле­
вого радиуса. Обычные окружности слишком радикально отли­
чаются от окружностей нулевого радиуса, чтобы можно было 
использовать такой подход.



ное количество продукта от природы. Действительно, 
хотя мы часто персонифицируем природу (тем, что пишем 
ее с большой буквы и рассматриваем ее как существо 
женского рода) и иногда поэтически говорим об «извра­
щенности» природы, никто всерьез не думает, что при­
рода на самом деле сознательное существо, которое заду­
мывается над тем, что мы собираемся делать, и сообразно 
этому строит свое поведение.

В обществе, состоящем из двух или нескольких чле­
нов, появляются совершенно новые проблемы, которые 
коренным образом отличаются от всего того, что мы нахо­
дим в обществе, состоящем из одного человека. По этой 
причине свойства обычного человеческого общества нельзя 
определить путем простого распространения на него 
свойств общества, состоящего из одного Робинзона Крузо.

Рассуждения подобного рода и привели двадцать лет 
назад математика Джона фон Неймана к убеждению, что 
экономику лучше всего изучать посредством аналогии 
с салонными (стратегическими) играми, чем посредством 
простой аналогии с аналитической задачей нахождения 
максимумов и минимумов. Этот подход к экономике в на­
стоящий момент исследован довольно основательно как 
математиками, так и экономистами. В библиографии 
в конце книги можно найти ссылки на соответствующие 
книги и статьи*.

(В связи с вопросом об определении экономических 
законов общества, состоящего из п членов, с помощью 
законов общества, состоящего из одного человека, можно 
заметить, что, как это ни парадоксально, этот способ 
дает лучшее приближение, когда п велико * чем в том 
случае, когда п мало, но больше единицы. Действительно, 
если у Смита один конкурент, то он должен учитывать 
вполне реальную возможность того, что этот конкурент 
будет поступать разумно (то есть будет пытаться опре­
делить, что собирается сделать Смит, и соответственно 
этому строить свое поведение). Если же Смит имеет не­
много конкурентов, он не должен упускать из вида, что 
все они могут поступать разумно или могут вступить 
в союз прв«в-него и, таким образом, поступать так, как 
если бы это был один человек. Но когда п становится 
очень большим, вероятность того, что большая часть



конкурентов Смита будет поступать разумно, очень мала, 
так как выгода, которую они могут получить от союза 
против него, становится ничтожной. Поэтому Смит с пол­
ным основанием может предполагать, что среднее пове­
дение остального населения определяется, например, 
господствующими суевериями и заблуждениями или сред­
ним умственным уровнем, и может доверять своим пред­
видениям поведения конкурентов, например предвиде­
нию, основанному на их прошлом поведении, и рассма­
тривать остальное человечество как часть природы. Но 
стороннику экономического учения Робинзона Крузо не 
следует слишком обольщаться по поводу этого малень­
кого парадокса; он должен подумать о том, что в совре­
менном обществе люди стремятся объединиться в не­
сколько больших коалиций, корпораций, кооперативов, 
профессиональных союзов и тому подобное, которые во 
многих отношениях поступают подобно отдельным чело­
веческим индивидуумам.)

Наконец, нужно упомянуть, что теория стратегиче­
ских игр может найти приложение в таких областях, 
которые обычно не считаются относящимися к эконо­
мике, например при решении вопросов, связанных с уха­
живанием и браком, когда необязательно имеется в виду 
денежная выгода, или в задачах, возникающих при выбо­
рах в парламент, когда баллотироваться могут несколько 
человек. Возможно', что эта теория может пролить свет 
на все виды ситуаций, в которых участвуют люди, имею­
щие противоположные цели, причем каждый из них 
хотя, возможно, и оказывает некоторое влияние на тече­
ние событий, но полностью не может им управлять.

2. Терминология и классификация игр

Мы будем применять слово «игра» для обозначения 
некоторого набора правил и соглашений, составляющих 
данный вид игры, например шахматы, и будем употреб­
лять слово «партия» для обозначения возможной реали­
зации этих правил.

Подобно этому мы будем применять слово «ход» для 
обозначения момента игры, в котором один из игроков 
(или иногда случай) выбирает одну альтернативу из не­



которого набора альтернатив; слово «выбор» будем при­
менять для обозначения выбранной альтернативы (в обыч­
ном языке слово «ход» употребляется в двух смыслах, 
для обоих понятий). Таким образом, мы скажем «черные 
выиграли благодаря разумному выбору на десятом ходу».

Существует огромное число всевозможных стратегиче­
ских игр. Рассмотрим некоторые способы их классификации.

Во-первых, мы различаем игры по числу игроков: 
игра одного лица, игра двух лиц и др. Например, пась­
янс — игра одного лица, шахматы — игра двух лиц. 
Когда мы говорим «игра п лиц», мы не обязательно под­
разумеваем, что в каждой партии игры участвуют п чело­
век, просто согласно правилам игры игроки распадаются 
на п непересекающихся множеств таким образом, что 
игроки, входящие в каждое множество, имеют одинако­
вые интересы. Эти п множеств людей с одинаковыми 
интересами называются «лицами» (так же, как в судеб­
ном деле корпорация считается лицом). Например, хотя 
в шахматы обычно играют два игрока, в них также могут 
играть две «команды», каждая из трех человек; но и в этом 
случае игра все же будет игрой двух, а не шести лиц. 
Точно так же бридж нужно считать игрой двух, а не 
четырех лиц, так как два партнера имеют одинаковые 
интересы и рассматриваются поэтому как одно лицо.

При игре в общественные игры игроки иногда решают, 
что в конце партии они произведут между собой денеж­
ные платежи так, как определено правилами щгры. Так 
почти всегда поступают в совершенно случайных играх, 
например при игре в кости (так как иначе не будет заин­
тересованности), в покере и часто в бридже. В других 
случаях игроки ведут счет очков и в конце партии нахо­
дят числа, измеряющие относительное умение, проявлен­
ное участниками игры, но никаких денег не выплачи­
вают, так часто поступают при игре в бридж. Наконец, 
в некоторых случаях не подсчитывают никаких очков, 
а просто объявляют, кто «выиграл» и кто «проиграл»; 
так обычно делают, например, при играх в тик-так-ту* ), 
шашки и шахматы. Однако нам удобно пренебречь вто­

*) Tick~4aclc-toe — детская игра, состоящая в том, чтобы 
с закрытыми глазами попасть на одно из чисел, написанных на 
грифельной доске. (Прим. перев.)



рым и третьим вариантом и говорить об игре так, как 
будто во все игры играют ради денег; таким образом, 
мы будем обычно говорить о «платежах», производимых 
между игроками в конце партии, и будем представлять 
эти платежи как денежные суммы. (Предположение о на­
личии денежных платежей может показаться ограниче- 
нием поля нашего исследования, однако это не верно: 
если даже деньги не переходят из рук в руки, игроки 
получают от своих относительных очков какое-то удовле­
творение или огорчение, и таким образом можно было бы 
установить денежную ценность испытываемых ими ощу­
щений, следовательно, игру можно представить себе так, 
как будто она ведется ради этих эквивалентных денежных 
сумм. Мы не будем здесь вдаваться в эти вопросы, которые 
скорее относятся к области экономической науки или 
философии, чем к математике.)

Предположим, что мы рассматриваем партию п лиц 
с игроками Р х, Р 2,..., Рп, и пусть p t (г=И ,..., п) — пла­
теж игроку Р { в конце партии (если Р{ сам должен пла­
тить, то р{ отрицательно). Если при этом

2  Рг =  о,
г—1

то мы называем партию партией с нулевой суммой. Если 
любая возможная партия некоторой игры имеет нулевую 
сумму, то и саму игру мы называем игрой с нулевой сум­
мой *). Ясно, что все обычные салонные игры, в которых 
игра ведется на деньги, есть игры с нулевой суммой, так 
как в процессе игры сумма взносов всех игроков не воз­
растает и не уменьшается. Игры с ненулевой суммой дают 
нам возможность изучать при помощи теории игр модели 
экономических процессов, так как экономические про­
цессы обычно создают (или уничтожают) богатство. Может 
даже случиться, что экономический процесс увеличивает 
или уменьшает богатство каждого из его участников.

Игры можно классифицировать и по количеству ходов. 
Например, тик-так-ту, если играть до самого конца, 
имеет девять ходов, из которых пять делает один игрок

*) Более широкое определение «игры с нулевой суммой» будет 
ано в главе VI после введение понятия стратегии.
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и четыре — другой. В некоторых играх партии имеют, 
разную продолжительность; так, шахматная партия мо­
жет быть короткой или длинной в зависимости от отно­
сительного искусства партнеров.

Конечная игра имеет конечное число ходов, каждый 
из которых содержит лишь конечное число альтернатив; 
другие игры мы называем бесконечными.

Наконец, игры можно классифицировать по количе­
ству информации, имеющейся у игроков относительно 
прошлых ходов. Например, в шашках и шахматах игроки 
все время информированы о предыдущих ходах; в бридже 
игрок не знает, какие карты были сданы другим участ­
никам, и, следовательно, знает не все. Ясно, что из дан­
ной игры можно получить совершенно другую игру, 
изменив правила относительно информации, даваемой 
игрокам. Так, бридж превратился бы в совершенно дру­
гую игру, если бы каждый игрок должен был показы­
вать свои^карты в начале игры. И из шахмат получается 
совершенно новая игра (так называемая «военная игра») 
если игрокам нельзя получать информацию о выборах 
их противников.

Игра одного лица с нулевой суммой не представляет 
особенных затруднений, ибо, независимо от того, что 
делает этот единственный игрок, он получает нуль и может 
с одинаковым успехом выбирать любой ход. При игре 
одного лица с ненулевой суммой игроку нужно решить 
обычную задачу на максимум: он должен- выбрать из 
различных открывающихся ему возможностей ту, кото­
рая дает ему максимальный выигрыш, или, если игра 
включает также некоторые случайные ходы, ту, которая 
дает максимум математического ожидания его выигрыша. 
Таким образом, чтобы изучить характерные свойства 
стратегических игр, необходимо перейти к играм с уча­
стием больше чем одного игрока.

Мы начнем с изучения игры двух лиц с нулевой сум­
мой, тз котерей каждый игрок имеет лишь один іход. Пер­
вый игрок выбирает число из первых т положительных

грок, не будучи информирован

3. Определение прямоугольных игр

L
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о том, какой выбор сделал первый игрок, выбирает чДсло 
из первых п положительных чисел. Затем эти два числа 
сравниваются, и один из игроков платит другому сумму, 
которая зависит от сделанных выборов и определяется 
правилами игры. Чтобы иметь какое-нибудь обозначение 
для таких игр, мы будем называть их прямоугольными 
играми. (Позднее мы увидим, что прямоугольные игры 
не составляют обособленного класса игр, как может 
показаться с первого взгляда: множество других весьма 
разнообразных игр можно привести к форме прямо­
угольных игр.)

Приведем пример прямоугольной игры. Игрок Р г 
выбирает число из множества {1, 2, 3}, а игрок Р 2 выби- 
рает число из множества {1, 2, 3, 4}, не будучи информи- 
рован о том, какой выбор сделал Р ѵ После того как * ^  
выборы были сделаны, игрок Р2 платит игроку Р г сумму, 
определяемую следующей таблицей: **

I I  1
2 3 4

1 II  2 1 10 И

2 0 —  1 1 , 2

со 1 со — 5 — 1 1

Иначе говоря, если Р 19 например, выбирает 1, а Р2 выби­
рает 3, то игрок Р2 платит игроку Р г десять долларов 
(или десять центов, или десять любых других денежных 
единиц). Если Р 1 выбирает 3, а Р 2 выбирает 2, то игрок Р 2 
платит игроку Р г минус пять долларов, т. е. игрок Р х пла­
тит игроку Рг пять долларов. Мы будем описывать впредь 
такую игру, указывая просто ее платежную матрицу

2 1 10 И

0 — 1 1 2

— 3 — 5 1



Другой пример прямоугольной игры — «two-finger Мог- 
га» ^двухпальцевая Морра), в которую играли в Италии 
с античных времен. . В эту игру играют два человека: 
каждый из них показывает один или два пальца и одно­
временно называет число пальцев, которые, по его мне­
нию, покажет его противник. Если один из игроков уга­
дывает правильно, он выигрывает сумму, равную сумме 
пальцев, показанных им и его противником; в против­
ном случае — ничья. Если символ || 1 2 || означает, 
что игрок показывает один палец и предполагает, что 
его противник показывает два пальца, то платежная 
матрица для этой игры будет иметь вид

1 1 1|| 111 2|| ||2 1|| l|2 2||

111 111 0 2 - 3 0

111 2 II —2 0 0 3
Il 2 111 3 0 0 —4
Il 2 2 II 0 - 3 4 0

Важнейшим вопросом в случае прямоугольной, да 
и вообще любой игры является вопрос о том, имеется ли 
оптимальный способ игры, то есть можно ли дока­
зать, что данный способ игры является наиболее раци­
ональным.

Оказывается, что в случае первого примера на этот 
вопрос очень легко ответить. Действительно, мы заме­
чаем, что каждый элемент первой строки больше соответ­
ствующего элемента второй строки и также больше соот­
ветствующего элемента третьей строки. Следовательно, 
независимо от того, какое число выбирает Р2, для Р г 
лучше выбрать 1, чем 2 или 3, так что оптимальный способ 
игры для Р г — это выбрать 1. Точно так же каждый 
элемент второго столбца меньше соответствующего эле­
мента каждого из других столбцов; поэтому посколь­
ку Р 2 хочет играть таким образом, чтобы платеж был 
возможно меньшим, оптимальный способ игры для 
Р 2— выбрать 2.

Этот вщщд основан на специфическом свойстве пла­
тежной матрицы, т. е. на том, что каждый элемент дан­
ной строки (или столбца) больше соответствующего



элемента другой строки (или столбца). Для того чтобы Дать 
анализ прямоугольных игр, которой можно былр бы 
применить для более широкого класса игр, мы должны 
будем ввести некоторые новые понятия,

4. Прямоугольные игры с седловыми точками

Рассмотрим прямоугольную игру с матрицей порядка
т X п

а и а 32 • • а 1 п

А  =
а 21 а 22 • • ^2 п

а т 1 (1т  2 • ■ ^ т п

Если игрок Р 1 в некоторой партии этой игры выби­
рает 1, то ему наверняка будет уплачен хотя бы мини­
мальный элемент первой строки, то есть по меньшей мере

min axj
з

Вообще, если он выбирает число г, то ему обязательно 
будет уплачено по меньшей мере

min а^. 
i

Но поскольку он может выбрать і как угодно, он мо­
жет, в частности, выбрать его так, чтобы сделать величину

min аі}
j

возможно большей. Итак, для Рг имеется выбор, который 
гарантирует ему, что он получит хотя бы

max min аи . 
і i

Аналогично, платежи игроку Р2 представляют собой эле­
менты матрицы А , взятые со знаком минус. Мы видим, 
что для Р2 имеется выбор, который гарантирует ему, 
что он получит по меньшей мере

max min ( —ai;). 
j *

Напомним теперь элементарное положение о максиму­
мах и минимумах: если / — любая действительная функция и



ее максимумы и минимумы существуют, то 
т а х [  — /(ж )]=  — min f(x )

X  ж

И
min [ — /  (х)] =  — max f  (х).

X  X

Поскольку в рассматриваемом случае і и /  имеют конеч­
ный интервал изменения и все максимумы и минимумы 
существуют, то справедливо соотношение

max min ( — atj) =  max ( — [max a^]) =  — min max аи .
3 i j i 3 i

Поэтому P2 может играть так, чтобы наверняка получить 
хотя бы

— min max аі;,
3 i

и, следовательно, так, что Р1 получит самое большее
т т т а х а і;-.

; і
Итак, Р 1 может гарантировать себе, что он получит 
по меньшей мере

шах m ina ,,, 
і j 3

а Р 2 может помешать ему получить больше, чем
min max aijt

Если оказывается, что
max min =  min max atj = v, (1)

i i J i
то Р х должен понять, что он может получить ѵ, а его 
противник может помешать ему получить больше чем ѵ. 
Таким образом, если только у Рг нет серьезных основа­
ний полагать, что Р2 будет поступать необдуманно (а это 
должно быть основано на чем-то, не относящемся к самой 
игре, например на том, что у Р2 есть предрассудок, кото­
рый заставдаех его играть всегда определенным образом), 
Р ! может делать ставку на с; и играть так, чтобы получить 
v. Аналогично, Р2 может делать ставку на — ѵ и играть



так, чтобы получить эту величину. Если бы равенство (1) 
было справедливо для всякой матрицы 4 ,  то на основа­
нии приведенных выше соображений поиски оптималь­
ного способа игры в прямоугольные игры на этом бы 
закончились. Но, к сожалению, положение не так просто; 
действительно, легко указать примеры матриц, для кото­
рых (1) неверно. Рассмотрим матрицу

ап Я12
а21 а22

где аг1 =  а22 =  +  1 и а12 = а21 =  — 1; тогда

max min atj =  max [min axj, min a2j] =  max [ — 1, — 1 ] =  — 1
i j 3 3

II

min max atj =  min [max aiv  maxi2] =  min [ 4-1, + 1 ] =  +1»
j  i г i

так что
max min a{j Ф min max

i 3 3 i

Ввиду важности равенства (1) для нашей темы, мы, 
естественно, должны найти необходимое и достаточное 
условие его выполнения. Поскольку это условие нам 
понадобится в дальнейшем в более общем виде, мы полу­
чим его для произвольных действительных функций, вы­
ведя для матриц лишь как следствие. Мы докажем 
прежде всего, что максимальная величина минимумов 
никогда не бывает больше минимальной величины макси­
мумов.

Т е о р е м а  1.1. Пусть имеются множества А и В; 
f ( x 7 у) есть вещественная функция двух переменных 
при х £ А  и г/Ç В, и существуют *

max min /  (х , у)
X 6 А у  G В

h
min max f (x ,  y), 
и 6 в * е а

Тогда
max min/ (я ,  2/ ) < m i n m a x /  (х, у).

А у £ В  У É В X £ А



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для любых фиксированных х  
и у  по определению минимума

min f ( x ,  у) <  f (x ,  у) 

и по определению максимума

Следовательно,

f ( x ,  у) < т а х /  (я, у).
X  Ç А

т і п / ( х ,  ? / ) < т а х / ( х ,  у).
у €В хЕА

(2)

Поскольку левая часть неравенства (2) не зависит от у  ̂
мы заключаем, что

min f ( r ,  у) < min шах/  (х, ?/).
у е в  у £ В х £ А

(3)

Поскольку правая часть неравенства (3) не зависит от х, 
мы заключаем, что

max mi n / (я ,  у) < min шах/  (я, у),
X £ А у £ В Î/6B зсЕ А

что и требовалось доказать.
З а м е ч а н и е  1.2. Возможность применения этого

положения к матрицам основана на том, что

ап а 12 аіп
а21 а22 а2п

аті ат2 . . . ^тп
можно рассматривать как действительную функцию двух 
переменных / (£, /), которая определена для £ =  1 ,2,  . . . .  m 
и /  =  1, 2, .. ., гс равенством

/(*. / ) = « « •
С л е д с т в и е  1.3. Пусть

all • • • ain

aml • • • ^тп



произвольная матрица т х  п. Тогда

шах min atj <  min max ai}• . 
i i ; i

Доказательство следует из теоремы 1.1, если принять 
за А множество первых т положительных целых чисел, 
а за В множество первых п положительных целых чисел.

Для того чтобы сформулировать необходимое и доста­
точное условие справедливости равенства (1), удобно вве­
сти новое понятие из теории действительных функций 
двух переменных.

О п р е д е л е н и е  1.4. Пусть /  (х, ^  — действительная 
функция, определенная для всех х  Ç А и у Ç В. Точка \\х0 г/0||» 
где æ0ÇA и  ÿ0€B,  называется седловой точкой, если вы­
полняются следующие условия:

!) /(*> Уо)</(*о» Уо) Для всех жб А >
2) / (* о> У о Х / К *  У) Ддя всех У€В.
Следовательно, функция у2 — х 2 имеет в качестве сед­

ловой точку ||0 0j|, так как для всех действительных х и у

О — г* <  О2 — 02<г / 2 —О2.

(Этот пример не удивителен, так как гиперболический 
параболоид

Z = y 2 _ x 2

обычно называется седловидной поверхностью. Однако 
нужно заметить, что наше определение седловой точки 
никоим образом не совпадает с понятием, употребляемым 
в дифференциальной геометрии; например, согласно на­
шему определению функция х 2 — у2 не имеет седловой 
точки.)

Т е о р е м а  1.5. Пусть /  (.х , у) — действительная функ­
ция , определенная для #ÇA гг г/ÇB,  и существуют

max min/ (я ,  у)
X £ А  у 6 В

U

min max f (x ,  у ).
и е в  * ç а



Тогда необходимое и достаточное условие того, чтобы 

max min f (x ,  у) =■ min max / (x, у ),
x £  А у £ В  у 6 В 3C £ A

состоит в том, ш о  / ( я ,  у) должна иметь седловую точ­
ку. Кроме того, если ||;г0 у01| есть седловая точка функ­
ции f (x ,  у ), то

f (хо> г/о) =  max mi n /  (о;, у) =  min max / (x, у).
x ç А у Ç В у £ В x Ç А

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем достаточность условия. 
Пусть \'х0 у0\\ — седловая точка функции f  (х , у). Тогда 
для всех ж Ç А и у Ç В

/ ( * >  2 / о Х / К -  2/о)> (4 )

/ (̂ о’ Уо) fao' У)• ( )̂
Из (4) мы заключаем, что

юа х /  (x, y0) < f ( x 0, у0), 
x е а

а из (5) следует, что

/(*<>• 2 / о ) < т і п /(Я о>  2/),*»ев
так что

max /  (æ, ÿ0) <  /  (ж0> г/0) < min /  (ж0, г/). (6)
ЗС £ А 1/ 6 в

П оск ол ь к у

min max /(.г, у) <  max /(æ, y0)
y Ç B x Ç A  х £ A

И
min /  (ж0, ?/) <  max min f  (x, y ),
1/ 6 В X Ç A у E в

мы заключаем из (6), что
min max / (ж, y ) < f ( x 0, ÿ0) < m a x m i n / ( x ,  y). (7)
y 6 B x Ç A  х Е А у б В  ■

Но но теореме 1.1 первый член неравенства (7) не менее 
третьего; щч^ода мы заключаем, что все три члена равны, 
что и требовалось доказать. Чтобы убедиться в том, 
что условие необходимо, допустим, что х0 есть элемент



множества А, при котором
min / (х, у) 
у е в

имеет максимальное значение, а у0 — элемент множе­
ства В, при котором

max /  (х, у)
х £ А

имеет минимальное значение; иначе говоря, пусть х0 и у 0 
соответственно элементы множеств А и В, удовлетворяю­
щие условиям

min /  (ж0, у) =  max min /  (х, у),
УЕ в  х £ А у  ЕВ

т а х / ( х ,  у0) = m i n m a x / (х, у).
X  £ А у £ В X  £ А

Покажем, что || х 0 у0 1| есть седловая точка функции / (х , у). 
Поскольку мы предполагаем, что

max min /  (ж, у) =  min max /  (х, у ) ,
х £  А у £ В  у £ В х £  А

то из (8) следует равенство

min /  (х0, у) =Ъіах /  (х, у0). (9)
У £ В X  £ А

Из определения минимума имеем

min f ( x 0, y ) < f ( x 0, у0), 
ѵ£ в

и, следовательно, учитывая (9), получаем 

max /  (х, y0) < f ( x 0, у 0).
X  g А

Из последнего неравенства и из определения максимума 
мы заключаем, что для всех xÇ A

f (%> Vq) ^  /  (#о> 2/0) ’
а это есть условие (1) определения 1.4. Аналогично дока­
зывается условие (2) определения 1.4, что завершает 
доказательство.

З а м е ч а н и е  1.6. На основании интерпретации мат­
рицы как действительной функции (замечание 1. 2) мы ви­



дим, что седловая точка матрицы есть пара целых чи­
сел II £ /!|, таких, что аі; в одно и то же время пред­
ставляет минимум своей строки и максимум своего столбца. 
Таким образом, матрица

21 И 31
32 0 4

имеет седловую точку || 1 2 ||, так как 11 представляет 
наименьший элемент в первой строке и наибольший эле­
мент во втором столбце. Матрица

12 13 12
10 31 9

имеет две седловые точки || 1 1 1| и || 1 3 ||. Матрица

12 13 12
10 31 13

имеет лишь одну седловую точку, так как 12 не является 
максимумом третьего столбца.

Используя понятие седловой точки матрицы, мы выве­
дем теперь из теоремы 1.5 следующее следствие. 

С л е д с т в и е  1.7. Пусть

а п  • ■ ®1 п

1 • '• • а тп

Необходимым и достаточным условием того, что

max min aij =  min max a{j,
i j j i

является существование седловой точки матрицы А, т. е. 
существование пары целых чисел || і0 / 0 ||, для которых 
аіо7о является одновременно минимумом своей строки 
и максимумом своего столбца.

Кроме того, если || і0/ 0 || — седловая точка матрицы А, 
то ___



Из следствия 1.7 мы видим, что (1) справедливо тогда 
и только тогда, когда матрица А имеет седловую точку. 
Поэтому, если матрица прямоугольной игры имеет седло­
вую точку у xQ у0 II (в этом случае мы будем иногда гово­
рить для краткости, что сама игра имеет седловую точ­
ку), то для Рг лучше выбрать х0, а для ^ 2  — Согласно 
этому назовем х 0 и г/0 оптимальными выборами соответ­
ственно для Р 1 и Рѵ а величину я* у ценой игры 
(для jPJ. 00

Так, например, матрица

- 5 3 1 20
5 5 4 6

- 4 - 2 0 - 5

имеет седловую точку || 2 3 ||, так как 4 является мини­
мумом второй строки и максимумом третьего столбца. 
Следовательно, при игре в прямоугольную игру, имею­
щую такую матрицу, оптимальным выбором для Р 1 
является 2, для Р2 — 3. Цена игры равна 4. Выбрав 2, 
Рг может быть уверен, что он получит по меньшей мере 
4, а выбрав 3, Р2 может не допустить, чтобы Р1 полу­
чил более 4.

Нужно заметить, что когда мы говорим, что опти­
мальным выбором для Рг является 2, мы не имеем в виду, 
что для него всего разумнее будет выбирать 2 при всех 
обстоятельствах. Например, допустим, что Рг знает, что 
Р2 выберет 4 (пусть Рг знает, что Р2 всегда следует совету 
некоего человека, и Рг подкупил последнего, чтобы он 
советовал Р2 выбирать 4); тогда, конечно, всего лучше 
для Р г выбирать 1 вместо 2, так как при этом он полу­
чит 20 вместо 6. Но игрок может знать о намерениях 
своего противника лишь в исключительных случаях, 
поэтому вообще* лучше играть математически оптималь­
ным способом.

Таким образом, для того случая, когда матрица пря­
моугольной игры имеет седловую точку, мы получаем 
теорию, указывающую, как всего лучше играть в эту 
игру. Однако у нас остается вопрос о том, как играть



в игру с матрицей, например
1 — 7 

- 1  2 ’

которая не имеет седловой- точки. Этот вопрос будет рас­
смотрен в главе II.

Библиографические замечания

Первые работы по теории игр и применении этой 
теории к экономике принадлежат фон Нейману [88]*), 
Кальмару [54]. Теория была весьма полно разработана 
в книге фон Неймана и Моргенштерна [92], из которой 
многое вошло в эту книгу. Общий обзор этого вопроса 
был сделан в 1949 г. Паксоном [93], а более популяр­
ное изложение содержится в работах Макдональда [71], 
[72] и [73].

У п р а ж н е н и я

1. Как вы считаете, экономика Робинзона Крузо приближается 
больше к британской экономике 1900 года или 1952 года? Почему?

2. Если А — множество действительных чисел, то нижней гра ­
ницей множества А мы называем число у  такое, что у ^ х  для 
любого х ÇA; точной нижней границей (или нижней гранью)  
множества А мы называем такую нижнюю границу, которая 
не меньше, чем любая другая нижняя граница. Укажите пример 
множества, не имеющего нижней границы. Покажите, что никакое 
множество действительных чисел не может иметь больше одной 
точной нижней границы.

3. Определите верхнюю границу и точную верхнюю границу 
множества действительных чисел, аналогичные нижним границам 
и точным нижним границам, и докажите утверждения, аналогич­
ные утверждениям упражнения 2.

4. Если / ( х ) — действительная функция, определенная на мно­
жестве А, то

inf /  (х)

обозначает точную нижнюю границу множества В всех значений 
функции /  (х), т. е. множества В всех чисел у  таких, что для 
каждого X Ç А

2/ =  /(* )•

*) Числа в квадратных скобках относятся к работам, указан­
ным в библиографии б конце-книги.



Аналогично, через
su p /(яг)
х£А

мы обозначаем точную верхнюю границу множества В всех значе­
ний функции f{x).  Докажите, что если указанные границы сущ е­
ствуют, то

su p [ — /(ж)] =  — inf і ( х )  
х£А х£А

И
inf [ — / ( * ) ) =  — sup /  (*). 

х£А х£А

5. Покажите, что при существовании указанных границ спра­
ведливы неравенства:

sup [ / ( * ) - b g ( t f ) ] < s u p / ( t f ) + s u p £  (x)
X  ' X X

и
inf f (x)- \ -  inf g (x) <  inf [ f { x ) + g ( x ) ] .

X X  X

6. Покажите, что знаки в упражнении 5 нельзя заменить 
знаками = .

7. Максимумом  множества А действительных чисел мы назы­
ваем элемент множества А, который является верхней границей 
множества А. Покажите, что максимум множества, если он вообще 
существует, единственен и является точной верхней границей 
множества. Покажите, что множество действительных чисел может 
иметь точную верхнюю границу и не иметь максимума.

8. Определите минимум множества действительных чисел ана­
логично определению максимума в упражнении 7 и докажите 
утверждения аналогичные утверждениям упражнения 7.

9. Если /  ( х )— действительная функция, определенная на мно­
жестве А, то

max /  (х)  
х£А

обозначает максимум множества В всех значений функции /  (х)  
для х £ А .

Аналогично,
min f (x) 
х£А  '

есть минимум множества всех значений функции /  (х)  для х £  А. 
Покажите, что если указанные максимумы и минимумы суще­
ствуют, то

max [ — /  (х)] =  — min /  (х)  
зс£А эс£А

И
min [ — /  (ж)] =  — max /  (х).
XÇA х£А



10. Покажите, что если / (х)  и g ( x ) — действительные функ­
ции, определенные для х  £ А, и если максимумы и минимумы 
для них существуют, то

max [/ (s) +  g (з)] <  max /  (s) +  max g (x) x£A x£A x£A
И

min /  (*) - f  min g ( x ) <  min [ / (x) -f- g (*)].x£A x£A зс£А
И . Покажите, что если f (x , y ) — действительная функция 

двух переменных, определенная для х £ А  и ?/£ В, и если указан­
ные максимумы и минимумы существуют, то

max m ax f ( x ,  у) =  max max f (x, y) 
x£A уев уев xeA

и
m in iu m /( я ,  у) == min min /  (x, y). 
x£A уев уев xeA

12. Докажите следующее предложение: если f (х , у) — действи­
тельная функция двух действительных переменных, определенная 
для x £ А и у  £ В, и если

sup inf f (х ,  у)
х£А 1/е В •

И
inf sup f ( x ,  у)
1/ев х £ А

существуют оба, то
sup inf i ( x ,  ÿ ) < i n f  sup /  (x, y).  x£A уев у£ВзсеА

13. Найдите еедловые точки следующих матриц;

а)
1

- 2
3
10

3 5 2
Ь) 2 6 1

2 2 2
с) 1 2 3

d)
2 2 2
2 2 3

14. Найдите min max a ĵ и max min для следующей матрицы* 
j  1 1 і

1 3 6
2 1 3
6 2 1



15. Покажите, что если || у г \\ и || а?2 /̂2 !І — седлоьые точки 
действительной функции, то такими же точками будут || хх у 2 \\ 
и II х2 Уі\\- Что это значит в применении к матрицам?

16. Найдите max min а.\  и min max а . . для платежной матрицы
і 3 13 3 i lJ

двухпальцевой Морра.
17. В трехпальцевой Морра игрок показывает один, два или 

три пальца и одновременно пытается угадать число пальцев, пока­
занных его противником. Остальные правила такие же, как в двух­
пальцевой Морра. Найдите платежную матрицу и покажите, что 
игра не имеет седловой точки.

18. Два игрока имеют по п долларов и предмет ценою с >  0. 
Каждый игрок делает заявку в запечатанном конверте, предла­
гая і долларов (где і — одно из целых чисел от 0 до п) за пред­
мет. Предложивший большую сумму получает предмет и платит 
другому предложенную им сумму. Если оба игрока предлагают 
одну и ту же сумму*, то предмет назначается без компенсирую­
щего одностороннего платежа одному из игроков путем бросания 
монеты, так что ожидаемая доля каждого в предмете в этом слу­

чае составляет -^-с. Напишите платежную матрицу и определите, 

имеет ли она седловую точку.



ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ИГР

1. Смешанные стратегии

Рассмотрим прямоугольную игру,
2 1-<Г

JC

имеющую матрицу

- 1

1

Поскольку матрица не имеет седловой точки, наши 
прежние методы недостаточны, ^тобы позволить нам опре­
делить оптимальные способы игры для Рг и Р2. Кроме 
того, безразлично, выберет ли Р г 1 или 2, так как 
в обоих случаях он получит 1 или — 1, если, соответ­
ственно, Р2 сделает такой же или противоположный выбор. 
С другой стороны, если Р2 знает, какой выбор сделает 
Р ѵ то Р2 может поступить так, что Р г должен будет 
заплатить ему 1 (для этого он должен сделать противо­
положный выбор). Таким образом, оказывается, что для 
Рх весьма важно сделать так, чтобы Р2 было трудно 
угадать, какой выбор он намеревается сделать. Один из 
способов, которым Рх может этого достичь, является слу­
чайный выбор.

Допустим, например, что Рг решает сделать свой вы­
бор путем бросания монеты, выбирая 1, если монета 
показывает герб, и выбирая 2, если она показывает 
решку. В этом случае, поскольку вероятность того, что 
Рх выберет 1, равна 1/а и вероятность того, что он выбе­
рет 2, такая же, математическое ожидание выигрыша
3 Дж. Мак-Кинси
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для Рг в случае, если Р2 выбирает 1, равно

і ' т + ( -

и оно будет таким же, если Рг выберет 2. Следовательно, 
если Р г выбирает этим способом, то математическое ожи­
дание его выигрыша будет равно нулю, независимо от 
того, что предпринимает Р2.

В действительности это единственный способ, кото­
рым Рх может играть в рассматриваемую игру, не под­
вергаясь риску проигрыша, даже в том случае, если Р2 
узнает, какой выбор он собирается сделать. Допустим, 
что Рг применяет метод случайного выбора, который 
определяет, что вероятность выбора 1 равна х  и вероят­
ность выбора 2 равна 1 — æ, предположим, что Р2 знает, 
какой случайный механизм применяет Р ѵ Тогда матема­
тическое ожидание выигрыша игрока Р ѵ если Р2 выби­
рает 1, равно

1.Я5-НХ — 1) ( l - * )  =  2 & - l f

и если Р2 выбирает 2, математическое ожидание выиг­
рыша игрока Р г равно

( - 1 ) я  +  (1) ( 1 - я )  =  1 - 2 я .
А

Если ж > у ,  то 1 — 2а;<  0, так что математическое 
ожидание выигрыша Рѵ если Р2 выбирает 2, меньше 
нуля; и если х  <  - і- , то 2х — 1 <  0, математическое ожи­
дание выигрыша Рѵ если Р 2 выбирает 1, тоже меньше 
нуля.

Отсюда следует, что оптимальный вариант игры в эту 
игру для (и, по тем же причинам, для Р 2) — выбирать
1 или 2, каждое с вероятностью у . Цена игры для Р 1
(т. е. математическое ожидание его выигрыша, если он 
играет оптимальным способом) равна нулю.

В приведенных выше рассуждениях мы все время 
говорили об использовании случайных механизмов кото­
рые определяют вероятности различных выборов. Однако 
иногда интуитивно проще говорить об относительных 
частотах различных выборов. На следующих страницах
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мы часто будем употреблять этот менее точный способ 
выражения.

Рассмотрим теперь несколько более сложный пример: 
прямоугольную игру с матрицей

4 2

Поскольку матрица не имеет седловой точки, то, по- 
видимому, для Р г и Р2 желательно играть только с опре­
деленными частотами. Предположим, что jРг выбирает 1 
с частотой X и 2 с частотой 1 — х  (так что ни х, ни 1 — х 
не отрицательны), а Р 2 выбирает 1 с частотой у  и 2 
с частотой 1 — у. Тогда математическое ожидание выиг­
рыша для Р г равно

Е  (X, у) =  1 ху  +  Ъх (1 — у) +  4 (1 — х) у +  2 (1 -  х) (1 — у).
Перед нами возникает задача — придать точный матема­
тический смысл интуитивному понятию оптимального вы­
бора величины X (для Рг) и оптимального выбора вели­
чины у (для Р 2).

Выполняя элементарные алгебраические преобразова­
ния, получим

у )=  ~-4яг/ +  я + 2 г / + 2 =

=  +  (1)

Отсюда видно, что если Р 1 берет х =  то математиче­

ское ожидание его выигрыша по крайней мере будет .
Более того, он не может обеспечить себе выигрыш больше 
5 i
у ,  так как, взяв у = Р2 может гарантировать, что

с
ожидаемый выигрыш у Р г будет как раз у , и не больше

5 5 1чем у . Итак, Рг может ставить на у  и, выбрав х  =  ,
получить эту сумму. Подобно этому Р2 может прими-

5 1риться с тем, что он получит — у , и, выбрав у — - ^ ,
получить эту сумму. Следовательно, для этой игры мы



вправе сказать, что оптимальный способ игры для Р г — 
выбирать 1 и 2 одинаково часто, а оптимальный способ
игры для Р2 — выбирать 1 с вероятностью и выбирать 2

с вероятностью Очевидно, в этом случае у  можно при­
нять за цену этой игры.

Из равенства (1) мы 
лежащих между 0 и 1,

находим, что для всех х и у,

£ ( і ' т ) < Ч т ' т ) < Ч т ' 0 - (2)

есть седловая точка функ-1II 1Таким образом, точка у
ции Е ( х , у). Неравенство (2) вообще можно принять за 
определение оптимальных частот для любой прямоуголь­
ной игры с матрицей 2 x 2 .

Итак, если Е  (х, у) —математическое ожидание выиг­
рыша первого игрока в такой игре, когда Р г выбирает 1 
и 2 с относительными частотами я и 1 — #, а Р2 выби­
рает 1 и 2 с относительными частотами у и 1 — у, то мы 
говорим, что X* есть оптимальная частота д л я і^ , а у*-— 
оптимальная частота для Р 2, если для всех х  и г/, лежа­
щих между 0 и 1,

Е ( х , * / * ) < £ ( * * ,  у * )  < £ ( * * ,  у).

Распространим это определение на все произвольные 
прямоугольные игры (т. е. прямоугольные игры, матрицы 
которых имеют произвольное число строк и столбцов). 

Рассмотрим прямоугольную игру с матрицей

а п а 12• • *а 1п

#21 #22« ■• , а 2 П

а т і а т2- • • ^ т п

Смешанной стратегией для Р г мы будем называть 
упорядоченную систему т действительных неотрицатель­
ных чисел, удовлетворяющих условию

m
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причем числа можно рассматривать как частоты, с ко­
торыми Р г выбирает числа 1, 2, т .  Будем впредь 
употреблять символ Sm для обозначения этого множества 
m-мерных векторов (смешанных стратегий).

Аналогично, смешанной стратегией для Р2 мы будем 
называть элемент множества Sn, т. е. упорядоченную 
систему неотрицательных действительных чисел || ух... уп |j, 
удовлетворяющих условию

і = і

Иногда мы будем называть сами числа 1, . . . ,  т 
чистыми стратегиями игрока Рѵ а числа 1, . . . ,  п — 
чистыми стратегиями игрока Р2. Очевидно, что для Р г 
игра с чистой стратегией к эквивалентна игре со сме­
шанной стратегией | |х 1 . . .  хт ||, где =  1 и х { =  0 для 
і ф  к .

Если Р г применяет смешанную стратегию X =  || х г ... хт |, 
а Р2 применяет смешанную стратегию У =  || у г . . .  уп |, 
то математическое ожидание выигрыша для Р г опреде­
ляется формулой

п т
E ( X , Y ) = 2  S  аііх іУі.

j—\ i=l
Если оказывается, что для некоторого X* Ç Sm и неко­
торого У* £ Sn и для всех X £ и всех У Ç Sn

Е  (X, У*) <  Е  (X*, У*) <  Е  (X*, У), (3)

то мы называем X* и У* оптимальными смешанными 
стратегиями для PL и Р2, а Е(Х*> У*) — ценой игры 
для Р ѵ Если X* и У *—г оптимальные стратегии соот­
ветственно для Р. и Р 2, то мы называем иногда упоря­
доченную пару |] X*, У* II решением игры или страте­
гической седловой точкой.

Интуитивная адекватность вышеизложенных опреде­
лений заключается в следующем. Если X* и У* —сме­
танны е стратегии, удовлетворяющие условию (3), то, 
п ри м ен яясь!, Р± может гарантировать себе, что он 
получит по меньшей мере І?(Х*, У*), независимо от 
того, как поступит Р2. Аналогично, используя У*, Р 2



может не дать Р г получить больше чем Е ( Х *, У*). Итак, 
Е ( Х *, У*) представляет ту сумму, которую Рг может 
надеяться получить — он может получить ее, выбирая 
X*, а Р2 может ограничить его этой суммой, выбирая У*.

Если две величины
ѵл =  max min Е  (X, У) 

xesm rç sn
и

' v2 =  min max E  (X y Y)
Y&n X&m

существуют и равны между собой, то на основании тео­
ремы 1.5 существуют сметанные стратегии, удовлетво­
ряющие условию (3), так что игра имеет цену и имеются 
оптимальные стратегии для обоих игроков. Таким обра­
зом, вопрос о существовании ѵг и ѵ2 и равенстве их 
между собой является очень важным. В § 3 мы пока­
жем, что они всегда существуют и равны между собой, 
и, следовательно, определений этого параграфа доста­
точно для того, чтобы найти цену произвольной прямо­
угольной игры и ее оптимальные стратегии. Прежде 
чем обратиться к доказательству этого положения, удобно 
ввести некоторые геометрические понятия и теоремы, 
которые понадобятся нам в дальнейшем.

2. Геометрическое обоснование

Евклидовым п-мерным пространством (обозначим 
его Еп) мы будем называть множество всех упорядочен­
ных систем п чисел || х г . .  . хп ||, где х ѵ . . . ,  ^  — дей­
ствительные числа. Если Х аУ =  || х ^  . . .  х (п || и 
Х і2) =  у Xj2) . . . х™ II — две точки множества Еп, то мы 
определяем расстояние d ( X a\  Х (2)) между Х (1) и Х(2> 
формулой

d  (Х а \  X 12>) =  V (® Г  - я Г ) 2 +  • • • +  (*«" -  а;«’)2-

Подмножество X множества Еп называется ограни­
ченным, если существует такое число М , что для всех 
точек Хп> и Х <2‘ из X

d ( Ха\  Х ,г')< М .
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Легко доказать, что необходимым и достаточным 
условием ограниченности множества является нахождение 
его в некоторой гиперсфере, т. е. существование точки 
а множества Еп и числа R  таких, что для всякого x  Ç X

d ( x ,

Назовем точку х  пространства Еп предельной тонкой 
подмножества А из Еп, если для всякого положитель­
ного 8 существует точка ÿ £ A ,  отличная от х  и /так ая , 
что d (я, у) <  е. у х

Так, если А есть множество точек \\х у у . простран­
ства Е2, для которых У

х 2 +  У2 <  1,
то любая точка ||æ0 у 0\\, для которой выполняется ра­
венство

* ; + » !  - 1 .

есть предельная точка множества А. Следует обратить 
внимание, что конечное множество точек не имеет пре­
дельных точек: С другой стороны, всякое ограниченное 
бесконечное множество точек имеет по меньшей мере 
одну предельную точку.

Замыканием множества называется множество, полу­
ченное путем добавления к данному множеству всех его 
предельных точек. Так, замыкание множества А упомя­
нутых выше точек есть множество точек \\х у || простран­
ства Е2, таких, что

r2 +  ÿ2< l .

Конечное множество совпадает со своим замыканием. 
Множество называется замкнутым, если оно совпадает 
со своим замыканием. Таким образом, всякое конечное 
множество замкнуто, так же как, например, множество, 
состоящее из всех точек \\х, у\\ пространства Е2, для 
которых

х 2 + у2>  1.

Множѳ№аа~называется открытым, если его дополнение 
замкнуто. Так, множество А, упомянутое выше, откры­
то. Некотррые множества не являются ни открытыми,



ни замкнутыми. Множество точек х  пространства 
для которых

0 <  1,

не открыто и не замкнуто.
Внут ренняя часть множества есть дополнение замы* 

кания его дополнения. Следовательно, внутренней частью 
множества точек х  пространства Е2, для которых 
0 < я < 1 ,  является множество точек х  пространства Ех, 
таких, что 0 < я < 1 .  Внутренней частью любого конеч­
ного множества является пустое множество. Легко ви­
деть, что замыкание любого множества замкнуто и 
внутренняя часть любого множества открыта. Дополне­
ние любого замкнутого множества открыто, а дополне­
ние любого открытого множества замкнуто.

Множество Еп для любого п открыто и замкнуто, 
и то же справедливо для пустого множества; это един­
ственные множества, которые и открыты, и замкнуты.

Границей множества мы называем пересечение его 
замыкания с замыканием его дополнения. Так, границей 
упомянутого выше множества А является множество 
всех точек \\х у || пространства Е2, таких, что

х 2 +  у2 =  1.

Если В есть множество всех точек \\х у  || простран­
ства Е2, таких, что x и у  суть рациональные числа, 
то граница множества есть все пространство Е2.

Множество называется связным, если его нельзя 
представить в виде суммы двух непересекающихся мно­
жеств, ни одно из которых не содержит предельной 
точки другого. Так, упомянутое выше множество А — 
связное; то же справедливо, например, для множества 
всех точек \\х у z\\ пространства Е3, для которых

Зх +  2у +  5z =  7.

Если С есть множество всех точек \\х у  || простран­
ства Е2, для которых x Ф 0, то множество С не связное; 
действительно, если С1 есть множество всех точек | х у  | , 
для которых x  >  0, и С2 есть множество всех точек j x у  | , 
для которых x  <  0, то С есть сумма множеств Сг и С2,



и ни одно из множеств С3 и С2 не содержит предель­
ной точки другого.

Помимо этих общих понятий, мы используем также 
более специальные понятия, относящиеся к евклидову про­
странству. Эти понятия связаны с теорией выпуклых 
множеств, которая сама по себе представляет хорошо 
разработанную, весьма специальную область матема­
тики; мы дадим здесь лишь основы этой дисциплины 
и ограничимся теми положениями, которые будут по­
лезны в связи с теорией игр.

Пусть

х™ =  \\х?> . . .

я < '> Н И г) ••• *4Г)ІІ
и

х = \\хг . . . х п \\

суть точки пространства ЕЛ; || ах . . .  аг || — элемент мно­
жества S2(т. е. а*>О для г =  1, . . . , г  H Û J +  ... +  аг=  1); 
предположим еще, что

Xj =  a^xf'  +  a2x f '  +  . . .  +  агх{р  Для /  =  • • • » и.
Тогда мы будем говорить, что х  есть выпуклая линейная 
комбинация точек х а\  . . . ,  х ^  с весами аѵ . .  ., а2, и. за­
писывать это так:

X =  ахх ш +  • • • +  агх^г\

Так, например, точка ||0  151| пространства Е2 есть вы­
пуклая линейная комбинация точек 116 12||, || — 9 1 5 1|

1 1  1и у 4 16 [I с весами -g-, и у  •
Аналогично точка || — 1 2 111| пространства Е3 есть

выпуклая линейная комбинация точек || 3 6 9 1| и || — 3 0 121|
1 1 2  с весами у  и

Мы называем подмножество X пространства Еп вы­
пуклым , если всякая выпуклая линейная комбинация 
точек эдцожества X есть точка множества X- Так, вдцо-



жество А, состоящее из всех точек | | яу | | ,  таких, что
г* +  У2 <  1.

и множество В, состоящее из всех точек |j х у  ||, таких, 
что

х 2 +  у 2<  1,

оба выпуклые. Множество С, состоящее из всех точек 
IlX у ||, таких,^ что

Х2-\~у2 =  1,

и множество D, состоящее из всех точек \ \ху\ \ ,  таких, 
что

х* +  у 2>  1,

оба не выпуклые; действительно, точка ||0  0 || есть вы­
пуклая линейная комбинация Ç с весами у  и у  ̂  точек
II1 ОII и || — 1 0 ||, которые принадлежат и множеству С 
и множеству D; сама же точка ||0  0 || не принадлежит 
ни к С, ни к D.

Мы определили выпуклое множество как множе­
ство X, такое, что когда —элементы 
множества X и || . .  . ар || принадлежит Sp, то и

2/ =  %2/(1)+  • • • +% )2/(р)

принадлежит X. Однако легко показать, что для того, 
чтобы множество было выпуклым, необходимо и доста­
точно, чтобы вышеуказанное условие выполнялось для 
/? =  2; таким образом, множество X выпуклое, если всегда, 
когда г/ш и ?/(2) принадлежат X и || аг а21| принадле­
жит S2,

у ^ а іу^  + а2у ^

тоже принадлежит X.
Выпуклой оболочкой множества X называется пересе­

чение всех выпуклых множеств, подмножеством кото­
рых является X. Так, выпуклой оболочкой множества D 
всех точек \\х у  ||, таких, что

х % +  у % =  1,



является множество всех точек \\х у \\9 таких, что
я 2 4 - у 2 <  1.

Выпуклой оболочкой множества всех точек \\х у ||, таких, 
что

X2 +- у2 >  1 ,

является вся плоскость Е2.
Поскольку пространство Еп выпуклое, очевидно, лю­

бое множество содержится по меньшей мере в одном 
выпуклом множестве, и, следовательно, любое множе­
ство имеет выпуклую оболочку. Нетрудно показать, что 
выпуклая оболочка множества X состоит как раз из тех 
точек, которые являются выпуклыми линейными комби­
нациями точек множества X. В этом разделе мы не бу­
дем приводить ни одного доказательства, так как теория 
выпуклых множеств представляет лишь математический 
подготовительный аппарат к теории игр. Теорема Френ­
келя, которую мы здесь приводим, не будет использо­
вана в этой главе, на она нам будёт необходима позднее 
при доказательстве теоремы И .5.

Т е о р е м а  2.1. Если  X есть некоторое подмноже­
ство пространства Еп, то любая точка выпуклой обо­
лочки подмножества X может быть представлена как 
выпуклая линейная комбинация п +  1 точек из X. Если , 
кроме того, подмножество X связно, то любая точка 
выпуклой оболочки подмножества X может быть пред­
ставлена как выпуклая линейная комбинация п точек X.

З а м е ч а н и е  2.2. Для пояснения теоремы допустим, 
что X состоит из четырех точек ||0  0 ||, (|0 1 1|, || 1 1 1| 
и II1 О Л пространства Е2, то есть X состоит из четырех 
вершин квадрата (рис. 1). Тогда выпуклой оболоч­
кой X, очевидно, является весь квадрат, включая 
его границу. Каждую точку треугольника abd можно 
представить как выпуклую линейную комбинацию трех 
точек а, Ъ и d> и аналогично любую точку треуголь­
ника bed можно представить как выпуклую линейную

I 1 1комбинаі^ию^трех точек 6, с и d. Точка I , не на­
ходящаяся ни на границе квадрата, ни на одной из 
диагоналей ас и bd, не может быть представлена как
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выпуклая линейная комбинация двух точек подмноже­
ства X.

С другой стороны, есди X — связное множество, 
состоящее из всех точек, лежащих на границе квадра­

та, то выпуклая оболочка есть 
то же подмножество; в этом слу­
чае любую точку выпуклой 
оболочки можно представить 
как выпуклую линейную ком­
бинацию д в у х  точек множе­
ства X.

Пусть аѵ . . . ,  ап суть п дей­
ствительных чисел, не все 
равные нулю, и пусть Ь — ка­
кое-нибудь действительное 
число; тогда множество точек

II х 1 . . .  хп II пространства Еп таких, что

а іх і  • • .  +  а пз п = Ь ,

называется гиперплоскостью пространства Еп. Так, мно­
жество точек ИÆj х 2 х 3 х 4 \\у для которых

2/Xj —j— -{- x^ =  7,

есть гиперплоскость пространства Е4. Гиперплоскость 
пространства Е3 есть обычная плоскость, гиперплоскость 
пространства Е2 еЬть прямая, а гиперплоскость простран­
ства Ej есть точка.

Если
агхг +  . . .  +  апхп *  Ь

—уравнение гиперплоскости, то под двумя полупростран­
ствами, соответствующими данной гиперплоскости, будем 
подразумевать множество точек \\хг . . .  #п ||, удовлетво­
ряющих условию

ахх± +  . . .  +  апхп >  6,

и множество точек || ||, удовлетворяющих усло­
вию

ахх г +  . . .  + а пхп <  Ъ.
Очевидно, гиперплоскость и два полупространства не 

пересекаются, и их сумма есть Ел. Сформулируем теперь



Теорему, которая будет использована позднее в этой 
главе.

Т е о р е м а  2.3. Пусть X — любое замкнутое еыпук* 
лое подмножество пространства Еп, и пусть х  — точНй 
пространства Еп, не принадлежащая множеству X; 
тогда существует гиперплоскость содержащая х. 
такая, что X есть подмножество одного из полупро­
странств, определенных гиперплоскостью Р .

В заключение этого параграфа мы введем еще одно 
понятие и сформулируем теорему, которая будет исполь­
зована в главе III .

Если X есть подмножество пространства Еп, то 
экстремальным множеством К(Х) называется множество 
точек x , принадлежащих X, которые не могут быть 
представлены в виде

1 , 1 
X:= - 2 X i  +  Y x ^

где x L и я2 —различные точки множества X.
Таким образом, экстремальным множеством замкну­

того круга (т. е. круга вместе с его границей) является 
граница круга. Экстремальное множество замкнутого 
треугольника есть множество, состоящее из трех вершин 
треугольника.

Очевидно, у непустого множества может быть пустое 
экстремальное множество. Так, экстремальное множество 
всего пространства Еп пустое, так как любое открытое 
множество имеет пустое экстремальное множество. Сле­
дующая теорема указывает достаточное условие того, 
чтобы экстремальное множество не было пустым.

Т е о р е м а  2.4. Пусть X — непустое . ограниченное 
замкнутое выпуклое подмножество пространства Еп. 
Тогда К  (X) — непустое множество, а X есть выпуклая 
оболочка множества К  (X).

3. Доказательство основной теоремы 
для произвольных прямоугольных игр

В этом параграфе мы докажем для прямоугольных 
игр основную теорему, которая иногда называется «тео­
ремой о минимаксе». Мы покажем, что если функция Е  
определена так, как в разделе 1, то для любой прямо­



угольной игры величины
max min Е(Х> Y ) и min max Е ( Х , У) 
x e s m  r e s n Y e S n  X £ S m

существуют и равны между собой.
Докажем предварительно лемму о матрицах. 
Л е м м а  2.5. Пусть дана матрица

ап  .. • а іп

а т\  • ■■ • ^ т п

Тогда 1) либо существует элемент | |ж1 . . . ж то|| множе* 
ства Sw, такой, что

аи х i +  a2jx 2 +  .. . +  amjxm >  О для /  =  1, . . . ,  п,

2) либо существует элемент || ух .. . уп || множества Sn, 
такой, что

апУі +  аі2Уі +  • • • +  аіпУп< 0  для і =  1, т.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В этом доказательстве мы 

будем использовать дельта-символы Кронекера, кото­
рые определяются следующим образом:

{0, если і Ф /,
1, если і — /.

Положим
ÔC1) =  Il ôn  ô21 . . .  ôml ||, 
ô - = l l ô 12 Ô22 . . . Ô W2II,

Ô(m) =  l|ÔlmÔ2m . . .  ômJ .

Тогда ô ° \  где / =  1, . . . , я г ,  есть точка пространства 
Em, j -я координата которой равна 1, а все другие коор­
динаты равны нулю.

Положим также
а( =  || ап  . . .  ат11|,
а 2 =  {I а12 . . .  ат 2 ||,



Таким образом, а(;\  где /  =  1, есть точка,
координаты которой — элементы /-го столбца матрицы А 
Пусть С —выпуклая оболочка множества т +  п точек

Пусть z =  I) 0 . . .  О У — начало координат пространства Ет . 
Разберем два случая, когда zÇ С и zÇ С.* Если С, то 
z есть выпуклая линейная комбинация точек 0(1\  . . .
. . . ,  ô(m), аа\  . . . ,  ат\  Следовательно, существует элемент
II и\ • • • ит ѵл • • * ѵп II множества Sw+n, такой, что

или, как это следует из определения дельта-символов,

Так как \\иг . . .  ит ѵг . . .  ѵп || 6 Sm+n, то ut неотрицатель­
но, следовательно, из равенства (5) получим

так как иначе, поскольку для і = 1 ,  мы
должны иметь

ttlôci> +  .. . +  + Via ^  +  . . .  +  t>na m) =  z. (4) 
Из уравнения (4) следует

М і і + —  + « môi m + yA l +  • • • +  vnain =  0 для І =  1,

ui +  vlail +  • • * +  vnain =  °» гДе І == 1, . . . , m. (5)

0 ^ 1 +  *. • + t ;na in< 0  для г =  1, . . . ,  w. 

Заметим теперь, что
ѵг +  . .  • + ѵ п >  О, (7)

(6)

у, == üa = * . . . =  оЛ =  О, 
то есть на основании равенства (5)

Поэтому мы можем положить

иг =  0  для і  =  1, . . . ,  т, 
что противоречит тому, что |\и г . . . ит ѵл  . . .  ѵп || 6 Sm+n.

______ ______
ÿ l  “  »1 +  • • • +  °n  ’

y  = _____ Ï2 _____



Из неравенств (6) и (7) мы заключаем, что

У іа і1 +  • • • +  Упа іп  ^  О ДЛЯ І = 1 ,

Так как из равенств (8) очевидно, что || уг . . .  уп ||ÇSn, 
мы заключаем, что условие (2) леммы 2.5 выполняется, 
так что лемма в случае, когда z£  С, справедлива.

Предположим теперь, что zÇC. Тогда по теореме 2.3 
существует гиперплоскость, содержащая z и такая, что 
все точки С содержатся в одном из соответствующих 
полупространств. Пусть уравнение этой гиперплоскости

Ѵ і +  • • • +  Ьт*т =  Ьт+Ѵ

Так как z лежит на гиперплоскости, то мы имеем
Ьг0 +  . . .  +  Ът 0 =  Ьт+Ѵ

и следовательно, &т+1 =  0.
Таким образом, уравнение гиперплоскости имеет вид

b1t1+  . . .  +  bmtm =  0. (9)
Можно предположить, что любая точка || іг . . .  tm || мно­
жества С удовлетворяет йеравенству

Ѵ і +  • • • +  Ътіт >  0, (10)
ибо если точки множества С удовлетворяют неравенству

СА  +  • • • +  crrtm  ^

то, умножая его на — 1, получим

( - с 1) « і + . . . + ( - с т )«ЯІ>  о,
и можно получить неравенство (10), заменив — ct на Ъх. 
Неравенство (10) должно быть справедливо, в частности, 
для точек 0(1), . . . ,  ô(m) множества С; таким образом,

Ь А і + ( І = 1 ,  . . . .  Я » ) ,

а это означает (согласно определению дельта-символов), 
что

h  >  0  ( t ' =  1 ,  . . . ,  т е ) .  ( 1 1 )

Кроме того, (10) должно быть справедливо для точек 
а(1\  . . . ,  а (л); таким образом,

М іі +  • • • +  bmami > 0  (i =  1, . . . ,  п). (12)



Из неравенства (И ) ясно, что 61+ . . . + Ь т > 0 ,  и 
следовательно, мы можем написать

6,
1 - &1+ * • • +  ьт '

пг - Ъ*
2 h + • - -+Ьт '

= j:--—Ьщ

(13)

Из выражений (12) и (13) мы заключаем, что

х іа1і +  • • • +  х та ті  >  0 (і =  1, . . . , / і )
и тем более

Xlali +  • • • +  х та ті  > 0  (i =  1, . . . ,  n). (14)
Поскольку из выражений (11) и (13) следует, что 

ІІ^і ••• ^mll€Sm, то неравенство (14) означает, что усло­
вие (1) леммы выполняется. Это завершает доказательство.

Докажем основную теорему теории прямоугольных 
игр.

Т е о р е м а  2.6. Пусть

А =
ап  .. • а т

а т1 ' * * ^т п

— некоторая матрица, и пусть математическое ожида­
ние выигрыша Е ( Х , У) для любого Х = і \\х1 . . .  хт\\ и лю­
бого У =  II уг . . .  ÿn ||, являющихся соответственно эле­
ментами множеств Sm и Sn, определено следующим 
образом:

т п
Е ( Х ,  У) =  2  s  айх іУ).

І=1
Тогда величины

max т і п Ё ( І ,  Y )
U

min max E ( X ,  Y)
YÇSn X£Srn

существуют и равны между собой.
4 Дж. Мак-Кинси



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для каждого У =  || у1 . . .  уп || 
функция Е ( Х ,  У) есть непрерывная линейная функция 
от Х  =  \\х1 . . .  хт ||, определенная на замкнутом подмно­
жестве Sm пространства Ет ; отсюда

тах2?(Х , У)

существует для любого У из Sn. Далее, легко убедиться 
в том, что

max Е  (X , У)
' X£Sm

есть непрерывная кусочно-линейная функция Цг^. . .  уп ||. 
Поскольку Sn есть замкнутое подмножество пространст­
ва Е„, мы заключаем отсюда, что

min max Е  (X, У)
YçSn XÇSm

существует. Аналогично можно показать, что 
max m in i?(X , У)
XÇSm ^£Sn

существует.
Если первое условие леммы 2.5 выполняется, то су­

ществует элемент \\х1 . . .  хт || множества Sm такой, что

аѵхі +  а2іх 2 + . . • ■ +  атіхт >  0 -  (/  =  1, . . ., n), 
и, следовательно, такой, что для любого У Ç Sn

Е  (X , У) =  g  (а1;жг +  . . . +  amjxm) у} >  0. (15)

Так как (15) справедливо для любого У Ç Sn, то
т і п £ ( Х ,  У )>  0 
res«

и, следовательно,
max min Е (Х , У) > 0 .  (16)
XÇSm rgSn

Аналогично заключаем, что если условие (2) леммы
2.5 выполнено, то

min т а х £ ( Х ,  У ) < 0 .  (17)
r§Sn XeSm



Но поскольку выполняется либо условие (1), либо 
условие (2) леммы 2.5, то по крайней мере одно из двух 
неравенств, (16) или (17), должно выполняться, и, сле­
довательно, неравенство

max min Е  (X, У) <  0 <  min max Е  (X, У) (18) 
xesm resn resn xçsm

не может быть справедливо.
Пусть Ak — матрица, которая получается из А при 

вычитании к из каждого элемента матрицы А , то есть

Яц к ..  . к

аш і - к ■■■ атп- к
и пусть E k *— математическое ожидание выигрыша для 
Ak, так что для любого X  и любого У, являющихся 
соответственно элементами множеств Sm и Sn, мы имеем

т п
Ek ( X t Y )« 2  S  К - ft)хіУі . (19)

i = l  j=  1

Тогда, точно так же, как мы показали, что неравенство 
(18) неверно для А , мы можем показать, что неравенство

max min E h (X, У) <  0 <  min max E h (X , У) (20)
XeSm Y e $ n  r e s n m

неверно для Ak. Но из равенства (19) легко увидеть, что

Ek ( X , Y )  =  E ( X , Y ) - ~ k ,  (21)

а из условий (20) и (21) мы заключаем, что.неравенство

max min Е  (X, У) — к <  0 <  min max Е (X, Y)  —к (22) 
xesmYesn • vesn xesm

неверно. Следовательно, неверно неравенство

max min Е (X, У) <  к <  min max Е  (X, У). (23) 
xesmvesn resn xesm

Поскольку (23) неверно для любого к, мы заключаем, 
что неравенство

max min Е ( Х ,  У) <  m inm ax i?(X , У) 
ATÇSm yçSn rçs„ xçsm



неверно, отсюда справедливо неравенство
max min Е (X, Y) >  min max E  (X , У). (24)
xesm resn re sn xzsm

С другой стороны, согласно теореме 1.1, мы имеем

max min E  (X , Y )  <  min max E  (X , Y); (25)
XgSmY'ÇSn Y£SnX£Sm

из неравенств (24) и (25) следует, что

max шіп E  (X, Y)  =  min max E  (X, Y),
XÇSm TfÇSn yÇSn X£Sm

что завершает доказательство теоремы.
В терминах теории игр теорема 2.6 может быть сфор­

мулирована следующим образом.
Т е о р е м а  2.7. Всякая прямоугольная игра имеет 

цену', игрок в прямоугольной игре всегда имеет опти­
мальную стратегию.

Доказательство теоремы легко вытекает из теорем
2.6 и 1.5.

4. Свойства оптимальных стратегий

Иногда можно определить цену игры из интуитивных 
соображений или из непосредственного рассмотрения 
игры. В таких случаях для отыскания оптимальных 
стратегий для обоіих игроков часто бывает удобно поль­
зоваться следующей теоремой.

Т е о р е м а  2.8. Пусть Е  — математическое ожида­
ние выигрыша в прямоугольной игре с матрицей порядка 
т Х п , имеющей цену ѵ. Тогда, для того чтобы элемент 
Är* множества Sm был оптимальной стратегией для Рг, 
необходимо и достаточно, чтобы для каждого элемента У 
множества Sn имело место неравенство

ѵ<Е( Х*>  У).

Аналогично, для того чтобы элемент У* множества 
Sn был оптимальной стратегией для Р2, необходимо 
и достаточно, чтобы для всякого элемента X  множест­
ва Sm имело место неравенство

Е ( Х , У*) <  v.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если X* — оптимальная стра­
тегия для Р ѵ то имеется элемент У* множества Snr 
такой, что У Х*У* II есть седловая точка функции 
Е ( X , У), и, следовательно, такой, что для всякого У^Э^

и =  Е( Х*,  Y * ) < E ( X *, У),

что и требовалось доказать.
С другой стороны, предположим, что X* — элемент 

множества Sm, такой, что для всякого У Ç Sn
ѵ < Е ( Х \  Y). (26)

На основании теоремы 2.7 существует точка ЦХ'У'Ц, 
такая, что для всех X ç S m и всех У £ Sn

Е( Х,  Y ' ) < E ( X Y ' ) < E ( X ' y У); (27) 

а поскольку по условию ѵ есть цена игры, мы имеем
Е( Х' ,  Y') =  v .  (28)

Из (26) и (28) мы заключаем, что
Е( Х' ,  У ')< І? (Х * , У). (29)

Заменяя У на У ' в неравенстве (29), и заменяя X  на 
X* в первой части неравенства (27), получаем

Е ( Х *, У ' ) < £ ( Х ' ,  У ') < £ ( Х * ,  У ').
Итак,

Е ( Х \  У ') =  # (Х * , У' ) .  (30)

Из (27), (29) и (30) мы заключаем, что
Е ( Х , Y ' ) < E ( X * ,  У ' ) < Я ( Х * ,  У),

так что II Х*У' У есть седловая точка функции Е  (X, У) 
и, следовательно, X* есть оптимальная стратегия для Р ѵ 
что и требовалось доказать. Доказательство второй части 
теоремы аналогично.

Следующая теорема позволяет нам сравнительно 
быстро проверить предположенное решение игры и, кроме 
того, как мы вскоре увидим, свести задачу отыскания 
решений к  задаче элементарной алгебры. Чтобы упрос­
тить форійуйировку задачи, мы будем писать

Е( і ,  У)



вместо
Е ( Х і9 у ),

где Х { — элемент множества Sm, г-я компонента которого 
равна 1, а все другие —нулю; аналогично мы будем 
писать

E ( X , j )
вместо

Е ( Х ,  Y ,h
где Y j — элемент множества Sn, /-я  компонента которого 
равна 1, а остальные —нулю. Если Х  = \\х1 . . .  х т \\ и
Y  =  \\Ѵ і  • • • Уп II. т о

Я (*'. У) =  2і=і
и

т

/і ( X , /)== 2  a trr i- i= t
Заметим также, что

m n
£ ( Х ,  K) =  S  E( i ,  Y ) x i = %  E[{X, j ) y y  

{=1 3=1
Т е о р е м а  2.9. Пусть E  — математическое ожидание 

выигрыша прямоугольной игры с матрицей порядка т х  п, 
пусть V — действительное число, и 4 пусть X * гг Y* — 
соответственно элементы множеств Sm и Sn. Тогда, 
для игого чтобы ѵ было ценой игры, а X* и У* — опти­
мальными стратегиями соответственно для Р х и Р 2, 
необходимо и достаточно, чтобы для 1 <  і <  т и 1 <  /  <  п

Я(і ,  У * )< і> < £ (Х * , /).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условия следует 
непосредственно из определения седловой точки — при за­
мене X  на £ и К на /.

С другой стороны, если условие выполняется, то для 
любого X =  II х Л . . .  ят  ||, являющегося элементом мно­
жества Sm

т т
2  Е  (/, Y*) <  2  =  о, 
i=1 i=1
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и, следовательно,
Е ( Х , Y * ) <v .  (31)

Аналогично, для любого У =  || у1 . . .  уп ||, являющего­
ся элементом множества Sn

ѵ < Е ( Х *, Y). (32)

Из неравенств (31) и (32), заменяя X  на X* и Y  на 
К*, мы получаем соответственно

Е(Х *, Y * ) < d
и

с ;< £ (Х * , У*),
и, следовательно,

ѵ = Е( Х* ,  У*). (33).
Тогда из неравенств (31), (32) и (33) мы получаем 

Е ( Х , У * )< £ (Х * , У * )< £ (Х * , У),

так что ||Х* У*|| есть действительно седловая точка 
функции Еу а V — цена игры.

Следующая теорема является следствием теоремы 2.8; 
доказательство ее мы оставляем читателю в качестве 
упражнения.

Т е о р е м а  2.10. Пусть Е —математическое ожидание 
выигрыша прямоугольной иёры с матрицей порядка т Х п , 
цена которой есть и. Тогда, для того чтобы элемент 
X* множества Sm был оптимальной стратегией для Р ѵ 
необходимо и достаточно, чтобы для 1 <  /  <  п выполня­
лось

ѵ<Е(Х*>  /).

Аналогично, для того чтобы элемент У* множества Sn 
был оптимальной стратегией для Р2. необходимо и до­
статочно, чтобы для 1 < і < т  выполнялось

Е  (г, У*) < ü .
Т е о р е м а  2.14. Пусть Е  — математическое .<х>*си- 

дание выигрыша прямоугольной игры с матрицей порядка 
т х  п, и пусть ||Х*У*|! — решение этой игры. Тогда

max £(г ,  У*) =  min Е(Х*,  /).
t <;<n



Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании теоремы 2.10 
для 1 <  /  <  п

ѵ < Е ( Х * ,  /), 

где V — цена игры,' следовательно,
ѵ <  min Е(Х*,  /).

1 ^  і<п
Но если

у <  min Е(Х*,  /),
1 < І < П

то для 1 < / <  п -
ѵ < Е ( Х \  /)

и, следовательно,

i l  v y f <  % Е { Х \ І ) У І
i 3=1

или
v < E ( X *, У*).

Но это противоречит условию, что у есть цена игры. 
Отсюда мы заключаем, что

ü== min Е ( Х * 1 /).
К і< п

Аналогично доказывается, что
и =  max Е  (£, У*). ^

1<і<тп

Следующая более частная теорема оказывается нередко 
очень полезной при отыскании решения данной игры.

Т е о р е м а  2.12. Пусть Е  — математическое ожи­
дание выигрыша для прямоугольной игры с матрицей 
порядка т х п } имеющей цену ѵ, и пусть X * =  \\х\ . . .  Хт\\ 
и У* =  ||у? . . .  yÄ| | - оптимальные стратегии соответ­
ственно для Рх и Р 2. Тогда для любого і , при котором

Е  (іу У*) <  V, 
имеет место равенство

x t  =  0 ,

а для любого /  такого, wwo
ѵ < Е { Х \  /),
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имеет место равенство
УІ  =  0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что для некоторого h 
E (h , Y * ) <  V

и
х*ф0.

Тогда мы заключаем, что
E ( h , Y*)x*h < v x t  

Поскольку, для А = 1 ,  . . . ,  А —1, А + 1 ,  т 
E ( k , Y * ) < v ,

и, следовательно,
Я (Л, F * ) s î< ra * f

мы заключаем, что
m т
% E( i ,  Y * ) x t <  % vxî, 

і=1 І=1
и, следовательно,

Е ( Х \  Y*) <  о,

что противоречит условию, что ѵ есть цена игры. Вторая 
часть теоремы доказывается аналогично.

Доказательство следующей теоремы мы оставляем 
читателю в качестве упражнения.

Т е о р е м а  2.13. Пусть Е  — математическое ожида­
ние выигрыша прямоугольной игры с матрицей порядка 
тпхп,  и пусть X* и У* — соответственно элементы 
множеств Sm и Sn. Тогда имеют место следующие экви­
валентные утверждения:

1) X* есть оптимальная стратегия для Рѵ а У * 
есть оптимальная стратегия для Р2.

2) Если X  есть любой элемент множества Sm, а 
У — любой элемент множества Sn, то

Е ( Х ,  Y * ) < E ( X * ,  Y * ) < E ( X *, У).

3) Если і и /  суть любые целые числа, такиеу что
1 <  і <  /  <  п, то

Е  (іу Y * )< E (X * , Y*)<E(X*> /).



Покажем теперь на нескольких примерах, как можно 
применить эти теоремы для вычисления цен и решений 
данных игр. В изложенном виде эти способы чрезвычайно 
трудоемки и требуют много времени; позднее мы укажем 
методы, сокращающие, процесс вычисления.

П р и м е р  2.14. Требуется найти цену и оптималь­
ные стратегии обоих игроков для прямоугольной игры, 
имеющей следующую матрицу:

1 - 1  - 1  
- 1 - 1  % .

-* % -*
На основании теоремы 2.9 достаточно найти числа х ѵ 
х 2 > #3, Уі> Уѵ Уз’ ü> удовлетворяющие следующим усло­
виям:

ж1 +  ж2 +  а:3 = 1 ,  у 1 +  у 2 + у 3 '= 1 ,
0 < х 1 < 1 ,
О  <  ж2 <  1 ,  0 < г / 2 < 1 ,
0 - ^ Ж з ^ І ,  0 < г / 3 < 1 ,

( 1 )  х і +  (  -  1 )  х2 +  (  —  ! )  х з >  ü >
( - 1 )  х 1+ ( ~ і ) х і +  (2)х3>ѵ,
( — 1) x t -f (3) хг +  ( — 1) хъ >  V, 

( 1 ) У і + ( - 1 ) У г +  ( - 4 ) У » < 0 .
( - 1 )  Уг +  ( - 1 )  Уг +  (3 )  Г з <  ».
( - 1 ) У і  +  ( 2) У2 +  ( - 1 ) У з < ѵ -

Обычные способы элементарной алгебры не дают нам 
возможности решать системы, содержащие неравенства 
наряду с равенствами. Однако мы знаем из теоремы 2.6, 
что система имеет решение, и мы можем рассмотреть 
отдельно 26 возможных случаев, получающихся при замене 
знаков <  и >  в шести последних неравенствах соот­
ветственно на знаки <  и =  и знаки >  и = .  Заменим 
сначала все эти шесть неравенств равенствами. При этом 
мы получим:

х 1- х 2- х 3 У і - У ъ - У з
- х г — х 2 +  2xs =  ѵ, - У І - У 2 +  Зг/з =  V,
-  я, +  Зх2 — жа =  и, -  у х +  2у2 — у3 = ѵ,
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и, очевидно, также

£і +  х 2 +  Х3 =  11 Уі +  У2 +  Уз =  1 *
Применяя любой из известных методов элементарной 

алгебры, мы находим, что эта система уравнений имеет 
следующее решение:

6 3 4
Х 1 “ 1 3 ’ ~  13 ’ — і з  >

6 4 '3
Ух — 13 ’ У ъ - \ з > 

1
Уз -  і з  <

Поскольку х ѵ х2, æ3, уѵ г/2 и г/3, найденные таким 
образом, оказываются неотрицательными, мы нашли реше­
ние нашей первоначальной системы уравнений и нера­
венств. Итак, оптимальный способ для выбирать
числа 1, 2, 3 с соответствующими вероятностями ^  ,
3 4— и ; а оптимальный способ игры для Р2 — выбирать

g
числа 1, 2, 3 с соответствующими вероятностями ,
4 3 тт 1 аи • Цена игры равна — • Это значит, что игрок
Рг может играть таким образом, чтобы гарантировать
себе, что проиграет не больше , а Р2 может играть
таким образом, чтобы Рг наверняка проиграл по мень- 

1шеи мере ^  .
Следующий пример показывает, как можно обойти 

затруднения, возникающие в том случае, когда уравне­
ния, соответствующие шести уравнениям предыдущего 
примера, оказываются несовместными или не имеют 
решений, лежащих в интервале [0, 1].

П р и м е р  2.15. Требуется найти цену и оптимальные 
стратегии обоих игроков для прямоугольной игры, имею­
щей матрицу

3 - 2 4
- 1 4 2

2 2

СО



На основании теоремы 2.9 достаточно найти числа 
ojj, х2, æ3, у 19 у2, у3 и V, удовлетворяющие следующим 
условиям:

х 1 +  х г +  х 3 =  і ,  ÿi +  y2 +  y3 =  l>

0 < * , < 1 ,  0<г/2< 1 ,
0 < ж 3<  1, 0 < у , < 1 ,

Зху — x^  +  2 x 3 > v ,  3ÿ1- 2 ÿ 2 +  4ÿ3< ü ,
— 2 x 1 +  4 x i - \ - 2 x 3 > v ,  — y 1 +  4ÿa +  2 y 3 <  ѵ ,

Ах 1 +  2 х і + 6 х 3 > ѵ ,  2 y t +  2 у % +  6ÿ3 <  v.

Рассмотрим сначала случай, когда все шесть нера­
венств заменены равенствами:

'3®! — х 2 +  2 х 3 =  V, Зу і  — 2 у 2 +  4 у 3 =  ѵ ,
—  2я1 +  4а;2 +  2ж3 =  о, -  У і  +  4 у г +  2 у 3 =  ѵ ,

4#! +  2 x 2 -j- 6 х 3 =  V, 2 у х -j- 2 у 2 Qy3 =  ѵ,

х ^  +  х г +  х 3 = 4 »  Уі  +  Уі  +  Vs =  4 -

Легко убедиться, что эти уравнения не имеют такого 
грешения, чтобы все числа хѵ х2, я3, г/2» Уз были 
неотрицательны. Значит, нельзя найти решение нашей 
задачи путем замены всех неравенств равенствами. 
Поэтому мы рассмотрим другой случай. Заменим в пер­
вом неравенстве знак>  знаком > ,  остальные неравен­
ства-равенствами, получим

- х 2 +  2 х 3 >  V, 3у 1 -  2у2 +  4г/3 =  у,
- 2 х 1 +  і х і  +  2 х 3 =  ѵ ,  - У і  +  4 у 2 +  2 у 3 =  ѵ ,

Ьхг +  2xz +  6x3 =  V, 2ÿj +  2уг -f-6y3 =  y,

жі  +  +  жз = = 1 - Уі  +  2/г +  2/з = 1 -

Поскольку Ъ х1 — х 2 +  2 х 3 > ѵ , то на основании тео­
ремы 2.12 г/! =  0. Подставив вместо Уі нуль, получим 
систему уравнений, которые нужно решить относительно 
х ѵ  х ѵ  х 3, у г и Уз. Однако, как легко видеть, эти урав­
нения несовместны, поэтому мы должны перейти к 
другому случаю (теорема 2.6 дает нам уверенность, что 
мы в конце концов найдем систему, имеющую решение). 
Продолжая поступать таким образом, мы рассмотрим,



’наконец, следующий случай:
Ъхг — х 2 +  2 х 3 = ѵ , Зу1 — 2у2 +  4у3< ѵ ,

-  2x1 +  4ж2 +  2х3 =  ѵ, —Ух +  4уъ +  2уг =  о,
Ьх1+ 2 х ъ +  Ьхѣ> ѵ ,  2у1 +  2у2 +  6у3 =  ѵ,

xi~hx2~\r = 1 . Уі +  Уг +  Уз = 1 -
Из строгого неравенства 4ж1 -f 2х2 -j- 6ж3 >  ѵ вытекает, 

на основании теоремы 2.12, что у3 =  0, а из строгого 
неравенства Ъух — 2у2 +  4г/3 <  ѵ вытекает, что 2̂  =  0.

Итак, нам нужно решить следующую систему урав­
нений;

— ж2 +  2х3 =  ѵ, — у1 +  Ау2 =  ѵ,
Ax2 -f- 2æ3 =  ѵ, 2у1 +  2у2 s= и, 

х г +  хз  = 1 ,  У і +  2/г =  1- 

Эта система имеет решение
Л л 2 3 о

# 2  — 0, Xq— 1, у Y— £ » У2 — 5  » V — 2.
\

Мы подставляем значения
Х̂  =  0, Х% =  0, Æg =* 1 ,

2 3
Уі =  ~5’ > У2~~§ » 2/з =  0,

0 =  2
в первоначальную систему неравенств и находим, что 
она удовлетворяется.

Таким образом, цена игры равна 2, вектор j[ 0 0 1|| — 
оптимальная стратегия для первого игрока,' а вектор
2 3-g- -g- 0 —оптимальная стратегия для второго игрока.

5. Соотношения превосходства

Как мы видели в разделе 3 главы I, иногда на осно­
вании простого рассмотрения матрицы прямоугольной 
игры можнд^а&дазать, что некоторые чистые стратегии 
могут войти в оптимальные смешанные стратегии лишь



с нулевой вероятностью. Так, например, если
1 7 2

6 2 7
5 1 6

(34)

—матрица прямоугольной игры, то, как подсказывают ин­
туитивные соображения, ни при какой оптимальной стра­
тегии игрока Р і не следует приписывать положительную 
вероятность третьей строке, ибо, что бы ни делал Р 2, 
для Р г лучше выбирать вторую строку, чем третью 
строку. Таким образом, оказывается, что для решения этой 
игры нам достаточно найти решение игры с матрицей

1 7 2
(35)

Цены обеих игр должны быть одинаковы; Р2 должен 
иметь в обеих играх одинаковые оптимальные стратегии. 
Если У х2 II есть оптимальная стратегия для Рг во вто­
рой игре, то оптимальная стратегия для Р г в первой 
игре будет \\х1 х2 0 ||.

Поскольку каждый элемент первого столбца матрицы 
(35) меньше соответствующего элемента третьего столбца, 
и поскольку Р2 хочет свести платеж к минимуму, то мы 
можем вычеркнуть третий столбец матрицы (35) и полу­
чить матрицу 4

1 7 (36)

Таким образом, мы можем найти решение первона­
чальной игры, решая игру с матрицей (36). Цена игры

І2 з 
Т "5

1 1 1Y  у  есть оптимальные стратегии Р г и Р 2, то мы
вправе предположить, что цена первоначальной игры 

2 3 I— оптимальная стратегия для Р,тоже равна 4,
1
2 1 °

I I 0

— оптимальная стратегия для Р2; легко
проверить, что это так и есть.



Эти рассуждения можно несколько обобщить на тот 
случай, когда элементы одной строки не все меньше 
соответствующих элементов другой строки, но все меньше 
некоторых выпуклых линейных комбинаций соответствую­
щих элементов других строк. Так, например, рассмот­
рим игру с платежной матрицей

24 О
О 8 . (37)
4 5

Заметим, что
4 < | .2 4  +  f 0,

5< fO + f.8,
и, следовательно, для Рг будет неразумно ставить на 
третью строку, он поступит лучше, разделив между пер­
выми двумя строками (в отношении 1 к 3) вероятность, 
которую он мог бы приписать третьей строке. В этом 
случае мы опять можем найти цену и оптимальные стра­
тегии, решая игру с матрицей

24 О
О 8

Поскольку цена последней игры равна 6 и поскольку
1 3 есть оптимальная стратегия для каждого игрока,

мы заключаем, что игра, имеющая матрицу (37), также
1 3имеет цену, равную б, ^  ^  0 есть оптимальная стра-

1 3тегия для Р х и -J -г 0 есть оптимальная ' стратегия
для Р 2.

Аналогично, если каждый элемент некоторого столбца 
больше некоторой выпуклой линейной комбинации соот­
ветствующих элементов некоторых других столбцов, то 
этот столбец можно исключить. Так, мы можем решить 
игру с матрицей

10 0 6
0 10 7



решая игру с матрицей
10 0
0 10

Для того чтобы строго обосновать этот метод, удобно 
ввести некоторые определения.

Если а =  у ах . . .  ап || и b =  || Ьг .. . 'Ьп || есть векторы 
(или строки, или столбцы матрицы) и если а{ >  Ь{ 
(£ =  1, ..., п), то мы говорим, что а превосходит Ъ; 
если аі '>Ъі (і==1, . . . ,  ri), мы говорим, что а строго 
превосходит Ъ. Оба эти соотношения транзитивны: если 
а превосходит Ъ и Ъ превосходит с, то а превосходит с, 
и такое же соотношение имеет место для строгого пре­
восходства. Мы замечаем также, что соотношение пре­
восходства рефлексивно, так что всякая величина превос­
ходит сама себя, а соотношение строгого превосходства 
нерефлексивно, так что никакая величина строго не пре­
восходит сама себя. Однако, применяя эти понятия, 
всегда нужно иметь в виду, что когда два вектора раз­
личны, из этого не следует, что один из них обязательно 
превосходит другой: например, это видно на векторах 
||1 2 II и II2 1 ||.

Введем также понятие расширения смешанной стра­
тегии на і-м месте. Если х =  \\хг . . .  хп \\ есть элемент 
множества Sn и 1 < £ < л  +  1, то расширением элемента 
X на і-м месте называется вектор \\£х . .. хі_10 х і ... хп \\.

1 2 7Так, расширением элемента

ляется вектор 

является вектор 

месте — вектор

і .  0 —  —  
10 и  10 10

1 2
0 10 10 10

І І І 0  10 10 10

10 Ï6 10 Iна 2‘м месте яв‘ 
расширением на 1-м месте 
7 на 4-м; расширением 

Очевидно, если х есть
какой-либо элемент множества Sn, то всякое расшире­
ние элемента х на і-м месте является элементом мно­
жества Sn+1.

Т е о р е м а  2.16. Пусть Г — прямоугольная игра с 
матрицей А . Предположим, что і-ю строку матрицы А 
для некоторого і превосходит некоторая выпуклая линей-



нал комбинация других строк матрицы А; пусть A' — 
матрица, получающаяся из А после исключения і-й строки, 
и пусть Г' —прямоугольная игра, матрица которой есть 
А \ Тогда цена игры I '  — такая же, как цена игры Г; 
всякая оптимальная стратегия игрока Р2 в Г' есть также 
оптимальная стратегия игрока Р2 в Г; если w — любая 
оптимальная стратегия игрока Р\ в Г' и х —расшире­
ние стратегии w на і-м месте, то х есть оптималь­
ная стратегия игрока Рг в Г. Далее, если і-ю строку 
матрицы А строго ' превосходит выпуклая линейная ком­
бинация других строк матрицы А , то любое решение 
игры Г можно получить указанным способом из реше­
ния игры Г'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

hi • • • а \п

W • • . атп

Можно предположить, не нарушая общности, что 
последнюю строку матрицы А превосходит выпуклая 
линейная комбинация других строк. Поэтому существует 
элемент z=^\\zl . . .  zm_1|| множества Sm_j, такой, что

171—1

г=1
(/ =  і .  •••.  «)• (38)

Пусть V — цена игры Г ', w =  || w 1 . . .  wm | — оптималь- 
ная стратегия игрока Р г в Г' и г/ =  | г/х . . .  г/п || — 
оптимальная стратегия игрока в Г'. Тогда* по тео­
реме 2.9

( і = і ,  m — 1),
І—1

m—l

2  auWi
i=l

( / = 1 ,  n).

(39)

(40)

Для докаЗЯтагЬства первой части теоремы теперь 
достаточно показать, что ѵ есть также цена игры Г,
5 Дж. Мак-Кинси



у — оптимальная стратегия игрока Р2 в Г и |j w±. . .  0 1| — 
оптимальная стратегия игрока Р г в Г.

Из теоремы 2.9 следует, что для этого нужно дока­
зать справедливость следующих неравенств: 

п
iS Q'iiVj ^  ^ === 1 * • • • » fw) > (39а)
;'=і

т—1
V <  2  аиЩ +  атзо (/ =  1, . . . ,  п). (40а)* І=?=1

Поскольку неравенство (£0а) есть очевидное следствие 
неравенства (40), то достаточно доказать неравенство (39а). 
Следовательно, пользуясь неравенством (39), достаточно 
показать, что

п

.2  ОтіУі <  ѵ• (41)
1 І3®!

Но из неравенств (38) и (39) мы получаем непосред­
ственно

n n т—1 т—1 n т—1

2  У] 2  2  аі№іУз =  2  S  аіЗ У jzi ^  2  VZi ~  j= 1 j— 1 i= 1 i=i j—i i=l

что доказывает первую часть теоремы.
Для доказательства второй части теоремы достаточно 

отметить, что если ни в одном из соотношений (38) нет 
равенства, то

n n m— i

2  y i ^  2  2  *i у i ^  
j = l  i = l  i = l

Следовательно, из теоремы 2.12 вытекает, что у всякой 
оптимальной стратегии игрока Р г в Г тгг-я компонента 
будет равна нулю.

Доказательство следуйлцей теоремы аналогично, и мы 
его опустим.

Т е о р е м а  2.17. Пусть Y — прямоугольная игра 
с матрицей А . Предположим, что і-й столбец матрицы А 
для некоторого /  превосходит некоторую выпуклую линей-



ную комбинацию других столбцов матрицы А\ пусть 
Ä  — матрица, получающаяся из А после исключения /-го  
столбца, и пусть Г' — прямоугольная игра с матрицей А '. 
Тогда цена игры Г' такая же, как цена игры Г; всякая 
оптимальная стратегия игрока Рх в Г' есть также 
оптимальная стратегия игрока Рг в Г; если z —любая 
оптимальная стратегия игрока Р2 в Г и у —расширение 
стратегии z на f -м месте, то у есть оптимальная 
стратегия игрока. Р2 в Г. Далее, если j -й столбец 
матрицы А строго превосходит выпуклую линейную ком­
бинацию других столбцов матрицы, то любое решение 
игры Г можно получить этим способом из решения 
игры Г '.

Приведем несколько более сложный пример примене­
ния этих теорем.

П р и м е р  2.18. Дана следующая платежная матрица 
прямоугольной игры:

3 2 4 0
3 4- 2 4
4 2 4 0
0 4 0 8

Так как третья строка матрицы превосходит первую, 
то, вычеркивая первую строку,, мы получаем:

3 4 2 4
4 2 4 0
0 4 0 8

В новой матрице первый столбец превосходит третий; 
вычеркивая первый столбец, мы получаем:

4 2 4
2 4 0
4 0 8

В этой матрице никакая строка (и никакой столбец) 
не превосходит другие строки (и столбцы); по первый 
столбец ifpwtjcходит выпуклую линейную комбинацию



второго и третьего столбцов, потому что 

4 > 1 .2 + 1 .4 ,  .

2 ~ Г 4 +  Т*0*

4 =  1 . °  +  і-.8.

Поэтому мы исключаем первый столбец и получаем:
2 4
4 О
О 8

В свою очередь в этой матрице выпуклая линейная ком­
бинация второй и третьей строк превосходит первую 
строку, так как

2=4  . 4  +  -І.0 ,

. 4 - 4 - 0  +  f  8.'

Таким образом, наша матрица приведена к матрице

.4 0
0

00

Цена игры с этой матрицей равна у ,  а оптимальная
стратегия для первого игрока (и для второго игрока)

2 1будет равна у  у  . Следовательно, поскольку мы полу­
чили матрицу 2 x 2  из первоначальной матрицы 4 x 4  
путем вычеркивания первых двух строк и первых двух 
столбцов, мы заключаем, что оптимальная стратегия для 
первого игрока (и для второго игрока) в первоначальной

2 1 Iигре будет О О у у  .
З а м е ч а н и е  2.19. Из теорем 2.16 и 2.17 можно 

заметить, что когда мы вычеркиваем строку (или стол­
бец), которая строго превосходит что-либо, мы получаем



матрицу, которая приводит к точно такой же системе 
решений, которая получилась бы при решении перво­
начальной игры. Однако это не имеет места, когда соот­
ношение превосходства не является строгим; в этом слу­
чае мы можем «потерять» некоторые из решений перво­
начальной матрицы,

В качестве примера рассмотрим игру с платежной 
матрицей

0 0 0
0 1 - 1
0 - 1 1

Легко убедиться, что любой элемент множества S3 
вида II а Ъ Ь]| будет оптимальной стратегией для Р г. С дру­
гой стороны, если мы вычеркнем первую строку (кото­
рую превосходит, но не строго, выпуклая линейная ком­
бинация двух других строк) и затем вычеркнем первый 
столбец, мы получим матрицу

1 - 1  
-1  1

для которой Р г имеет единственную оптимальную стра-
1 1 ; таким образом, этим способом мы полу-

первоначальной игры лишь одну оптималь-

І 1 1 "
О y y

тегию -г; ~2 

чили бы для

6. Графический метод решения

В этом разделе мы опишем графический метод нахо­
ждения решений прямоугольной игры. Этот метод очень 
просто применять к играм, имеющим матрицы 2 х  п или 
т х  2. Его можно также применять (тому, кто умеет 
чертить трехмерные диаграммы) к  играм, имеющим 
матрицы 3 X гг и т х  3; но он непригоден для матриц 
т х п , когда т и п больше 3. Мы поясним этот метод 
на нескольких ярщ ерах решения игр 2 х



П р и м é р. 2.20. Рассмотрим игру с платежной матрицей

1 S L 3 J
11 2 3 11

2| 7 5 2

Здесь под номерами і 1 1 и т. д. подразу­
меваются различные стратегии обоих игроков. Если Р л

применяет смещанную стратегию || x 1 — х ||, а Р2 — чистую 
стратегию [ jN , то ожидаемый платеж игроку Р, будет

2а? -f- 7 (1 — х) =* 7 — 5х.

Аналогично, если Р 2 применяет чистую стратегию _2 
то ожидаемый платеж игроку Р г равен

Ъх -f 5 (1 — х) =* 5 — 2х,

а если Р2 применяет чистую стратегию f i n .  то ожидае­
мый платеж игроку P t равен

\ іх  -г 2 ( 1 — х) =  2 +  9.г.



Проведем на интервале [0, 1] три прямые, 
у =  1 — Ъх, у =  5 — 2х, у ~ 2  +  9х,

и обозначим их соответственно через | 1 J , J2 и а  
(рис. 2). При каждом выборе игроком Р г стратегии х он 
может быть уверен, что получит по крайней мере наи­
меньшую из ординат трех прямых, соответствующих х . 
Таким образом, для Рг выбрать оптимальное, х — это 
значит выбрать такое я, при котором наименьшая из 
трех ординат возможно больше; из рисунка видно, что 
оптимальным х будет отрезок ОА, а цена игры равна 
отрезку AB. Мы можем, следовательно, найти оптималь­
ную стратегию для Рг (в этой игре, как видно из рисунка, 
для Р г есть только одна оптимальная стратегия) и цену 
игры, решив совместно уравнения

у ~ 5  — 2х, у — 2 +  9х.

Проделав вычисления, мы находим, что оптимальная
3 8 il 49
П и Р  и цена игры равна

11 *

ollИ 11

стратегия для Р1-

Далее, из рисунка видно, что стратегия (_lj не войдет 
% в оптимальную смешанную стратегию игрока Р 2. Следо­

вательно, мы можем найти оптимальную стратегию 
для Р2 при помощи матрицы

3 И
5 2

г̂ак что оптимальная стратегия для Р2 равна
З а м е ч а н и е  2.21. Пена игры в приведенном выше 

примере находится следующим образом:' берем макси­
мальную ординату выпуклого множества, которое огра­
ничено сверху прямыми линиями. Такой же способ при­
меняется для любой игры с матрицей порядка 2 х  я. 
Для игры с матрицей порядка m X 2 графическое построе­
ние, очевидно, аналогично, но в этом случае цена игры 
равна минимальной ординате выпуклого множества, огра­
ниченного снизу прямыми линиями.

Перейдем«я«*внеръ к примеру, когда Р1 имеет много 
оптимальных стратегий.



П р и м е р  2.22. Рассмотрим игру с платежной матрицей

2 4 И
7 4 2[

Обозначив стратегии, как в примере 2.20, и проведя 
соответствующие прямые, как в предыдущем примере, 
мы получим рис. 3.

У '

О
Рис* 3*

Из рис. 3 видно, что цена игры равна 4 и что 
любое x, удовлетворяющее условию 0 ^ 1< л :< 0 Л 2, будет
оптимальным для Р ѵ Решая совместно уравнения | 2 [

~2
, находим соответственно, что ОАг =  -g-,

3
а ОЛ2 =  у . Итак, оптимальной стратегией для Д  является

2 3любая пара \\х'і — х\\, г д е - д - < ж < у .  Оптимальная стра­
тегия для Р 2 в этой игре равна || 0 1 0||.

З а м е ч а н и е  2.23. В примере 2.22 мы нашли, что 
множество оптимальных смешанных стратегий игрока Рг 
состоит из точек прямолинейного отрезка; очевидно, это 
всегда будет иметь место для игры 2 х  п (хотя, конечно, 
отрезок может стянуться в одну точку, как в примере 2.20). 
Далее,- с полным основанием можно предположить, что 
для игры с матрицей порядка т х п  множеством опти­
мальных стратегий каждого игрока будет естественное



обобщение отрезка прямой в пространстве более высокой 
размерности, а именно выпуклая оболочка конечного 
множества точек (многогранник). Подробное доказатель­
ство этого читатель найдет в следующей главе.

Библиографические замечания

Первое доказательство основной теоремы (теоремы 2.6) 
было дано фон Нейманом [88], это доказательство было 
основано на топологической теореме Брауэра о неподвиж­
ной точке; позднее Билль [109] дал элементарное дока­
зательство. В книге фон Неймана и Моргенштерна [92] 
было дано простое доказательство, основанное на теории 
выпуклых множеств; доказательство, приведенное выше, 
по существу есть доказательство, фон Неймана и Морген­
штерна. Другие доказательства этой теоремы или ее 
обобщения мо}кно найти у Боненблуста и Карлина [9], 
у Брауна и фон Неймана [19] и у Вейля [122].

Для дальнейших сведений по теории выпуклых мно­
жеств рекомендуется обратиться к работам Глезермана 
и Понтрягина [46] или Боннезена и Фенхеля [12].

У п р а ж н е н и я

1. Пусть А — множество всех точек пространства Е3, коорди­
наты которых ||a?t/z|| удовлетворяют условиям

я2 +  2/2+22<4,  ̂— y + z >  0.
Найдите замыкание, внутреннюю часть и границу множества А.
2. Покажите, что всякое выпуклое множество является связ­

ным. Дайте пример связного множества, которое не является 
выпуклым.

3. Найдите экстремальное множество множества А, описан­
ного в упражнении 1.

4. Постройте доказательство теоремы 2.3 или • найдите его 
в литературе.

5. Покажите, что теорема 2.3 не будет справедлива, если мы 
опустим условие, что X есть выпуклое множество.

6. Покажите, что теорема 2.3 не будет справедлива, если мы 
опустим условие, что X есть замкнутое множество.

7. Докажите теорему 2.3 для п =  2. (Указание: пусть у есть 
точка множества X, ближайшая к х ; рассмотрите прямую, прохо­
дящую через X и перпендикулярную к прямой, соединяющей х и у.) 
Затем попробуйте обобщить это доказательство так, чтобы уста­
новить справедливость теоремы для произвольного п.

8. Докайгите^-теорему 2.4 для частного случая, когда гра­
ница множества X не содержит прямолинейных отрезков.



9. Найдите цены прямоугольных игр, матрицы которых ука­
заны ниже, и найдите оптимальные стратегии для обоих игроков:

0 1 2
а) 2 0 1 t

1 2 0
0 5 ■4

б)
3 9 ■6
3 1 2
1 1 2

в) 2 3 1 •

10. Дана прямоугольная игра с матрицей порядка т х  т
аі \  • *. aim

аті • • . ämm
где

если і Ф /, 
если і =  /.

Покажите с помощью теоремы 2.9, что оптимальный способ 
игры для каждого игрока— выбирать каждое из чисел от 1 до m 
с одинаковой вероятностью, т. е. играть со смешанной стратегией

_1_
т

_1_
пъ т и покажите, что 

т—2
т

11. Квадратная матрица

А =
ai l  • • • alm

ami • ■• amm

называется кососимметрической, если = — ауг (для і = 1 ,  . . . ,  т 
и / =  1, . т) ,  так что, в частности, а ц = — ац (для і=  1, 
и, следовательно, ац — 0. Покажите, что цена прямоугольной 
игры с кососимметрической матрицей равна нулю, и если || X*Y* || 
есть стратегическая седловая точка такой игры, то таной же 
является и точка \\Y*X*\\.

12. Докажите теорему 2.10.
13. В примере 2.15 мы нашли, что оптимальная стратегия 

для Рі равна ||0  0 1 1|, то есть всего лучше для него всегда выби­
рать число 3. Поскольку первые два элемента последпей строки 
матрицы равны, то может показаться, что является несуществен­
ным, какую смешанную стратегию |( УіУіУъ || применяет Р2, если 
он берет 2/з =  0. Почему это не так?



14. Дайте пример, показывающий, что выполнение равенств
Е(Х*,  Y*) з= max m i n £ ( X ,  У) == min max Е  (ЛГ, Y)

X£Sm  r e S n  YçSn X £ Sm

не есть достаточное условие, чтобы || X*Y* || было решением пря­
моугольной игры.

15. Матрица некоторой прямоугольной игры есть

А =

а матрица второй игры

А =

гіп

Яті

кап  .. • каіп

кат1 .. * катп
где к — положительная константа. Покажите, что эти две игры 
имеют одинаковые оптимальные стратегии и что если есть цена 
первой игры, а г>2—цена второй игры, то

г>2 =  кѵх.
16. Покажите, что утверждение, приведенное в упражнении 15, 

не будет справедливо, если мы опустим условие, что к положи­
тельно.

17. Матрица порядка т х  т называется латинским квадратом, 
если каждая строка и каждый столбец ее содержат все целые 
числа от 1 до т, например,

1 3 2 4
2 4 3 1
3 1 4 2
4 2. 1 3

Покажите, что игра т х  т ,  у которой матрица есть латинский 
(т -|— 1)

квадрат, имеет цену ^ .
18. Покажите, что цена игры является единственной.

0 0 Г2 0 Г20Е 0019. Покажите, что есть оптимальная
стратегия для каждого игрока в трехпальцевой Морра (описанной 
в упражнении 17 главы I).

20. Найдите, используя понятие превосходства, решение пря­
моугольной игры, имеющей следующую матрицу:

0 0 0 0 0 0
4 2 0 2 1 1 ■
4 3 1 3 2 2
4 3 7 — 5 1 2
4 3 4 — 1 2 2
4 3 3 — 2 2 2



21. Используйте графический метод, описанный в разделе 5, 
чтобы найти решение прямоугольной игры, имеющей такую матрицу:

19 15 17 16
0 20 15 5

22. Решите графическим методом игру с платежной матрицей.
2 7
3 5 .

И 2
Сравните рисунок для этой игры с рисунком примера 2.20 

(см. замечание 2.21).



1. Множество решений

В этой главе мы будем изучать множество решений 
произвольной прямоугольной игры Г. Поскольку пара || ХУ || 
является решением игры Г тогда и только тогда, когда 
X и У суть оптимальные стратегии соответственно для 
первого и второго игроков, то достаточно исследовать 
множество Тг (Г) оптимальных стратегий игрока Рг и мно­
жество Т2 (Г) оптимальных стратегий игрока Р2. Мы уви­
дим, что если Г есть игра с матрицей порядка т х п * 
то Т1 (Г) есть выпуклая оболочка некоторого конечного 
множества точек m-мерного пространства и,, аналогично, 
Т2 (Г) есть выпуклая оболочка конечного множества то­
чек л-мерного пространства. Таким образом, множе­
ства Tj (Г) и Т2(Г) имеют простую геометрическую 
интерпретацию — они представляют собою многогран­
ники. Доказательство этого положения приведет нас к 
общему методу отыскания решений данной прямоуголь­
ной игры, более короткому и лучше приспособленному 
для машинного вычисления, чем способ, описанный
в,конце главы II.

З а м е ч а н и е  3.1. Некоторые доказательства этой 
главы, вероятно, окажутся более трудными, чем доказа­
тельства, приводимые в остальных главах книги, особенно 
для тех, кто мало знаком с матричной алгеброй. При 
первом чтении можно опустить Доказательства леммы
3.5 и теоремы 3.6, а также разделы 2 и 3, поскольку 
в остальнсШПЕ^ксте на них нет ссылок.

Л е м м а  3.2. Если Г — прямоугольная игра с матри­
цей порядка т х  п, то Тх (Г) и Т2 (Г) суть непустые



ограниченные выпуклые и замкнутые подмножества соот­
ветственно т-мерного и п-мерного пространств.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем лемму 3.2 только*для 
Тх(Г); доказательство для Т2 (Г) аналогично. Согласно 
теореме 2.3 Тг (Г) — непустое.

Поскольку Тг(Г) есть подмножество множества Sm, 
то, для того чтобы доказать ограниченность Т ^Г), 
достаточно доказать ограниченность Sm. Это очевидно, 
так как каждый элемент множества Sm есть вектор || . .хт \\, 
компоненты которого удовлетворяют условию

тЬ • • ■ "Ь хт =  1 «
где

х{ > 0  ( і = 1 , . . . , т )
и, следовательно,

х\ H“ • • • “Ь хт ̂  1 »
так что Sm лежит в гиперсфере радиуса 1 с центром 
в начале координат.

Пусть платежная матрица игры Г есть
. Ulf,ni*

1т1 * • * а т
и • пусть математическое ожидание выигрыша игры Г 
равно Е, так что если

=  I I • •Жі»ІІ€ STO и y  =  ||ÿ 1. . . y n ||6 S „)
TO

Æ ( X , y ) - 2  Y a tiX M .  (1)
j= 1 І—1

Пусть и — цена игры. Чтобы убедиться в том, что 
множество Т\ (Г) выпуклое, возьмем любые элементы 
Х(1> . . . Х (г) множества Tj (Г) и некоторый элемент 
а =  К ctj. . .а г И множества Sr; образуем сумму

Х* =  а іХ (1)+  +  агЯ (1). (2)

Нужно показать, что Х *бТ 1(Г). Поскольку Х(1) , . .  . ,Х(Г) 
из Т ^Г ), то по теореме 2.8 для всякого элемента У



множества Sn
ü<-E (X (,), У) для i — 1 , . . r. ■ (3) 

Поскольку а{>  0, то из неравенства (3) получаем, что 
а {и < а {Е (Х (,),У) для £ = 1 , . . . , г ,  

и следовательно,
аіѴ +  . . .  +  аго <  ах E  (Х (і \ Y ) + . . . + a r E  (Х(г), У),

ИЛИ

0 < а 1£ (Х (1),У ) +  . . . - f  ar E (X (r\ Y ) .  (4)

Из выражений (1) и (2) находим 
а,Е (Х(і), Y ) + . . . + a r E (  X (r), Y) =  

=  E  -f arX(r) ,Y )  =  E (X*, Y ), (5)

a из (4) и (5) следует

v < E ( X * , Y ) .  .[(6)
Поскольку неравенство (6) справедливо для всякого 

элемента У множества Sn, то из теоремы 2.8 следует, 
что X* принадлежит множеству Tt (Г), что и требова­
лось доказать.

Для доказательства замкнутости (Г) возьмем последо­
вательность я*», х (2\ . . .  элементов множества Тг (Г), 
сходящуюся к вектору X*. Поскольку Sm замкнуто, то, 
очевидно, X * f S m; нам нужно показать, что Х *6Т 1(Г)'. 
Так как X(i)f Т-Г(Г), то на основании теоремы 2.8 для 
всякого элемента У множества Sn

v < E ( X (i>,Y) .  (7)*
Но так как E  (X, У) есть линейная ( и, следовательно, 
непрерывная) функция компонент X, то на основании 
неравенства (7)

v < E ( X \ Y ) .

С ледоватеду^ по теореме 2.8 Х ^ Т ^ Г ) ,  что и требова­
лось доказать.



3 ам еч а н и е  3.3. Из выпуклости множества Т ^Г ) 
следует, что если Тг (Г) имеет больше одного элемента, 
то оно ймеет бесконечное число элементов. То же самое 
справедливо для Т2(Г). Итак, прямоугольная игра имеет 
либо только одно, либо бесконечное число решений.

Из леммы 3.2 мы видим, что множества Тл (Г) 
и Т2(Г) удовлетворяют условию теоремы 2.4. Таким обра­
том, множества К [Т {(Г)] (для £ =  1,2) не пусты, и каж­
дый элемент множества Т\(Г) есть выпуклая линейная 
комбинация элементов множества К[Т*(Г)] .  Поэтому, 
для того чтобы- найти все элементы множества Т{(Г), 
достаточно найти все элементы множества К[Т$(Г)]. 
Позднее в этой главе мы покажем, что К[ Т4(Г)] есть 
конечное множество.

2. Некоторые свойства матриц

В утверждениях и доказательствах следующих двух 
лемм мы будем широко пользоваться теорией матриц.

Обозначим через І п матрицу порядка п X п, каждый 
элемент главной диагонали которой равен 1, а все дру­
гие—нулю; например:

111, 'h = \

Через Jn обозначим вектор (т. е. матрицу, состоящую 
из одной строкй) с п компонентами, каждая из которых 
равна 1; например:

л =

1 .
1 1||,
1 1 II

Через Оп обозначим n-мерный нулевой вектор; напри­
мер:

ОII,
О 0||,
0 0 01



Матрицу, транспонированную по отношению к матрице 
обозначим через А'; например:

1 2 3 
4 5 6

1 4
2 5
3 6

А =

А' =

Таким образом, для любого п
I'  = 11П — 1п'

Jh есть матрица, состоящая из одного столбца:

1 II,/ ; - І

л =

i
i

i
i
i

Если А — матрица, а к — некоторое число, то скаляр­
ное произведение А на к обозначим через Ак или к.4. 
например:

1 2 1 2 * 3 6
3 - 2 = 3 - 2 3 = 9 - 6
7 0 7 0 21 0

Произведение матриц А и В будем обозначать через А ■ В 
или просто AB; например:

1 2 3 
1 3 4А =

1 2
0 1
5 6

А-В — AB —

6 Дш. Мак-Кинси

1-1+  2-0 4-3..5 
1-1 + 3- 0 +  4-5

1-2 +  2.1 +  3.6 
1-2 +  3 -1 +  4.6

16 22
21 29



Если А — квадратная матрица я-го порядка, то под А~~х 
будем понимать такую матрицу (если она существует), 
для которой .

А-А~1 =  А “1.А =  1п.

Матрица А~~{ называется обратной к матрице А . Так, 
обратной матрицей к матрице

1 2
3 7

будет
7 -2 

- 3  1
Матрица А имеет обратную матрицу тогда и только 

тогда, когда она невырожденная, т. е. когда определитель 
матрицы А , который мы обозначаем через |Л| ,  отличен 
от нуля.

Если А — матрица, имеющая лишь один элемент а, 
и если а Ф 0, то А~* есть матрица, имеющая единствен­
ный элемент 1/а. Так,

Ю Г 1-

Матрица || 0 1[, очевидно, не имеѳ^ обратной матрицы. 
Если у а II — матрица, имеющая лишь один элемент, мы 
будем иногда опускать двойные вертикальные линии, 
служащие для обозначения матрицы, и писать просто а вме- 
сто II а II.

Пусть А — квадратная матрица. Назовем присоединен­
ной к матрице А (и обозначим через adj 4̂) матрицу, по­
лучающуюся при замене элемента г-й строки и /-го столб­
ца матрицы А на алгебраическое дополнение элемента 
/-й строки і-го столбца. Так, например,

adj
1 2 3 -2 1 0
2 4 6 = 4- 2 О
1 1 1 - 2 1 0

Если А — матрица, имеющая лишь один элемент а, то 
независимо от величины а мы полагаем adj А =  || 1 1|, так



ЧТО

ad j||l|| =  a d j | | - 3 | |  =  a d j||0 || =  | | l | |  =  i : .
Отметим, что для всякой квадратной матрицы суще­

ствует присоединенная матрица; если А — невырождейная 
матрица (так что А '1 существует), то

А~г | .41 =  adj .4,

где IА I есть определитель матрицы А. Если А и В — 
две матрицы с одинаковым числом строк и столбцов, 
то мы будем обозначать сумму А и В через /1 +  В, а разность 
матриц А и В — через ' А — В. Так,

1 2 3 
4 5 6 +

0 - 2  3 
4 - 6  0

1 +  0 2 - 2  3 +  3 
4 +  4 5 — 6 6 +  0 

0 61
8 - 1 6

1 2 3 0 - 2  3 1 - 0  2 — ( — 2) 3 - 3
4 5 6 4 - 6  0 4 - 4  5 — ( — 6) 6 - 0

1 4 0
О И 6

Умножение матриц дистрибутивно по отношению к сложе­
нию и вычитанию, так что для любых А, В и С

А. (В +  С) =  А . В  +  А>С

А-(В — С) =  А ’В — А-С.
Подматрицей матрицы А мы будем называть матрицу В, 

которая или тождественна с А, или может быть получе­
на из А вычеркиванием некоторых строк и столбцов. 
Так, например, матрица

1 2 3
4 5 6

в*



имеет следующие подматрицы:
1 2  3 1 2 1 3 2 3
4 5 6 » 4 5 » 4 6 » 5 6

И 2 з 1№ 5 6| i

1 21

II1 2
14 ’ 5

И  3 | | ,  И 2  3 ||,
1 II » ' II 2 | | , | | 3 | | ,

3 
6 

4 51 14 6| | ,  h5 61
ц; ii 5  и » и 6  у

Чтобы упростить одно из последующих доказательств, 
докажем следующую лемму.

Л е м м а  3.4. Пусть

А =
аХ1. . . аг

аг1. . .аг
,квадратная матрица порядка г и пусть

ап +  х. . \ а 1г +  х
4с =

arl +  X . . .  а+Т +  X

— матрица, полученная из Л  путем прибавления к каж­
дому из ее элементов некоторого действительного числах. 
Т огда а

Jr adj Ах =  J r adj А;
IAcI =  \А I +  xJr adj AJ'r. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как легко видеть, равенство

(8)
( 9 )

а іх + к 1̂2 • . . а 1г

а2\ +  ь2 2̂2* . .а 2г =

а г i +  к а г2. . .а гт

а п а 12. . •а1г Ъі а12. . .  а 1г

=
а 2 1 а 22. . . а2г

і -
К а 22. .1 ; а  2г

а т i аг2. . . агг К • «• . а  гг



является тождеством. Аналогичное тождество, очевидно, 
справедливо для произвольной строки (или столбца). 
Умножив первую строку определителя левой части на х 
и вычтя ее из каждой последующей строки, можно убе­
диться в справедливости следующего равенства:

•(И)

1 1 . ■■ i . 1 1 . . .  1
dgi “j“ X «22 +  X ■ .■ ■ a2r +  x = 2̂1 2̂2 * * . a2r

arl +  x агг-+х . . . ûrr -f* X a ri ar2 . .. .  arr

Аналогичное равенство, очевидно, справедливо для 
произвольной строки (или столбца).

Можно легко доказать, что

J r adj А =

1 1 . . . 1 a n . a lr

a21 a 22 * '■ •
a »-i. i-  ■

a rl a r2 . . .  a rr 1 . 1

(12)

Кроме того, очевидно, что равенство (8) непосредственно 
следует из равенства (11). Чтобы установить справедли­
вость равенства (9), заметим, что из равенства (10) вы­
текает:

X X , . X <2ц . .  a lr

A x \ =  \ A \ +
a 21 a22 * ..  a 2r

+  .. 1,1 . .  a r_Ur

a r i dr2 . .. . d rr X . . X

1 1 . . . .  1 a i l . . я 1г

=  \A\ +  x ^ 1  ^22 * • • a 2r
■ . 1- a r - 1,1 * . . dr- i,r

dri  ür2 . .. . drr 1 . .1

. « ( 1 3 )

И, наконецг^ёвнюставляя последнее выражение и равен­
ство (12), получаем, что член в квадратных скобках в 
выражении (13) равен J r adj AJ'r.



3. Определение всех решений

Л е м м а .  3.5. Пусть Г — прямоугольная игра, платеж- 
ная матрица которой есть А , пусть ѵ(Т) — цена игры, 
отличная от нуля, и ŸÇT2(Г). Тогда, для
того чтобы Х ^ К [ Т г (Г)] ft У £ К [ Т 2(Г)], необходимо и 
достаточно, чтобы существовала невырожденная подмат­
рица В матрицы А такая, *шо

(14) 

Ÿ- ЛЯ-1
J rB~lJ'r * (15)

Ÿ - J Æ 3 L  
“  л б "1-/; ’ (16)

где г есть порядок матрицы В , X  — вектор, полученный 
из X  путем вычеркивания элементов, '  соответствующих 
вычеркнутым строкам при образовании матрицы В из
матрицы A, a Y  есть вектор, полученный из У путем 
вычеркивания элементов, соответствующих вычеркнутым 
столбцам при образовании матрицы В из матрицы А . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

А =

Чтобы убедиться в достаточности нашего условия, пред­
положим, что имеется невырожденная матрица /?, удов­
летворяющая условиям (14), (15) и (16), и что при этом 
условия Х ^ К [ Т х(Г)] и У £ К [ Т 2(Г)] не выполняются 
одновременно, так что либо XÇ К [Т г (Г)]* либо У f  К [Т2 (Г)]. 
Покажем, что предположение, будто -XTf К [Тг (Г)], при­
водит к противоречию; доказательство противоречивости 
предположения У f  К [Т2 (Г)] аналогично.

Поскольку задача определения решений игры не ме­
няется существенно при перестановке строк или столб­
цов, мы можем, не нарушая общности, положить, что В

а 11 • • • а 1п

а т1 • • • а тп



находится в левом верхнем углу матрицы А , то есть что

а 11 . . . alr

ar i . . . аГТ

Таким образом, еслиХ =  || хг . . .  хт ||, тоХ =  \\хг . . .  хг ||. 
Но поскольку XÇ  Sm, то ^ > 0  (для г =  1, . . . ,  т и, сле­
довательно, тем более для ‘г =  1, Далее, из равен­
ства (15) мы заключаем, что

У  X - X J ' -  JrB~lJ'r i 2 і хг ~ л . - и г ~  -  1.
г=і

Поэтому
X 6 S r (17)

и
х{ =  0 ( г < г < т ) .  (18)

Поскольку мы предположили, что X fK  [Tj (Г)], сле­
довательно, существуют несовпадающие между собой 
элементы U =  || иг . . .  ит || и W  =  || wx . . .  wm || множества 
Ti (Г), такие, что

X  =  \ { U  +  W),

то есть такие, что

*і =  4-(и«+ щ)  (г =  1, . . . , т). (19)

Из выражений (17), (18) и (19)
и. =  wt =  О (г  <  і <  то). (20)

Следовательно, будем иметь:

Bjüii +  • . . +  “ rari =Г UjClU +  . . . +  Umami  ( /  =  1, . . . , m). (21) 

Н о  ПОСКОЛЬКУ [I . Um II Ç Т х (Г ) , то

В1ЛІІ +  • • • +  итаті V,
и, следовател&во, на основании равенства (21)

и іа1І "Ь • • • “Ь и га гі ^  (22)



совершенно аналогично можно получить
щ а\) +  . . .  +  wrarj >  v. (23)

Из равенств (14) и (15) имеем:
V o  J rBr^B Jr г

В  -  J rB -4 'r *  J rB - 4 ’r *  V r'

и, следовательно,
хга і з +  . . .  + x rdrj =  v (/ =  1, . . . , r ) ,

так что, используя (19), получаем:
1 1 

~2 (мі +  ^і) aU +  • • • +  2" Wf ̂  агз
или

[Wjûii +  . . .  +  urarj] +  [wflij wrarj] =  2v. (24)
Из выражений (22), (23) и (24) имеем: '

[uxaXj +  . . .  +  игаг,-] =  [w^i j  +  . . .  +  wrarj] =  v (25) 
(/ =  1, . . ’. .г) , .

и, следовательно,

U -B =  W- B,

откуда вытекает, что

U - B - W - B  =  Or

и, следовательно, что

( U - W ) - B ^ O r. * (26)
Поскольку предполагалось, что U и W  различные век­
торы, то

и - Ѵ Ѵ ф О г. (27)
Тогда из выражений (26) и (27) следует, что В есть 
вырожденная* матрица, что противоречит условию.

Остается показать, что условие необходимо. Допустим, 
что .X Ç К [Тг (Г)] и У 6К[Т.2(Г)], и  построим невырож­
денную матрицу В , удовлетворяющую условиям (14),
(15) и (16).



Не нарушая общности, мы можем предположить, что 
строки матрицы А расположены таким рбразом, что

х% ф  0 (28)
и

я. =  0 (£ > m '), (29)
и кроме того, предположим, что столбцы матрицы А 
расположены таким образом, что

Уі • ( / < « ' )  (30)

И

Уі =  0 (/ >  п'). (31)
На основании теоремы 2.9 мы заключаем, что

а ц х г + . . . + О т і х т =  ѵ  ( / = 1 ,  . . . , « ' )  (32) 
11 '  »

а ц У і + ‘ - - + а іпУпя*ѵ =  (33)
Далее, не нарушая общности, мы можем также пред­

положить, что строки и столбцы матрицы А расположе­
ны таким образом, что для некоторого и некото­
рого га" >  т!

яii*i- +• ■• +  <bnjxm ='Ѵ (/ =  1, (34)
а ІІх і “Ь  • • • +  a mjx m >  V ( /  >  п"), (35)

% У і+  ••• + а іпуп =  ѵ ( f = l ,  . . . ,m") ,  (36)
вцУі +  • • • +  «іпУп <  V (* >  *»*)• (37)

Пусть Z)j есть вектор || ац-. . .  Omj ||, где j  — любое 
целое число из множества {1, Определим рекур-
рентно некоторые множества целых чисел А0, А,*,‘.. » ,АП'-п'- 
Положим

А0 =  {1
Предположив, что AÄ определено и равно

Aft =  {̂ і» • • • » &и},
мы будем различать два случая:

Случай 1. Существует целое число / в множестве 
{1, 2, . . :, f f J ^ A hy такое, что вектор Dj линейно неза­
висим от векторов DkXy . . . ,  Dku, то есть такой, что не



существует постоянных чисел ct ........ cku, одновременно
отличных от нуля и удовлетворяющих условию 

Dj  =  c j ) hl +  . .. +  CkuDku.

Случай 2. Такого целого числа /  не существует.
В первом случае, обозначая через /0 наименьшее це­

лое число в множестве {1, . . . ,  гі'} —- такое, что Dj0 
линейно независимо от . . . ,  D&u, положим

AÄ+i ==Ak [j f/o}.
Во втором .случае считаем Аь+і = A fe. Положим теперь 

А =  A n*—nf'
Не нарушая общности, мы можем предположить, что 

столбцы матрицы А расположены в таком порядке, что 
для некоторого t

А =  {1, . . . ,  я ', п' -f 1, . . t}.
Тогда легко видеть, что для n' <  /  < *  вектор D, линей­
но не зависит от векторов Dlt . . . ,  Dj_ ь  • • • » Dt\ 
кроме того, если то ^  линейно зависит от

Аналогично, если положить

Ci — I! аі і  * • • «іп' ||>
где г —любой элемент множества {1, то по ана­
логичным соображениям мы можем, не нарушая общно­
сти, предположить, что существует целое s , удовлетво­
ряющее условию такое, что для 
вектор С{ линейно не зависит от векторов Сѵ . . . ,Сі_і ,  
Сі_{_i , . . . ,  С8; если же s <  i ^  m", то C{ линейно зависит 
от Cs.

Положим теперь
ап .. . alt

asl • ■. ast
Допустим, что матрица В вырождена, так что либо 

строки, либо столбцы ее линейно зависимы. Разберем 
случай линейной зависимости строк (в случае линейной 
зависимости столбцов доказательство аналогично).



■* Для г £ {1,2, . . . ,  т] введем обозначение

В| =  У аа  . . .  ait ||.

Поскольку строки матрицы В  зависимы, то существуют 
такие постоянные с19 . . . ,  с$у не все равные нулю, что

с А + . . . + с Д -O«.  (38)

Кроме того, для і >  т! мы должны иметь ct =■ 0, так 
как в противном случае мы могли бы разделить равен­
ство (38) на с{ и прийти к выводу, что В{ линейно за­
висит от В ѵ . . . ,  В{_i, Ві+1, . . . ,  Bs и, следовательно (так 
как С{ — часть вектора Bt)9 Ct линейно зависит от 
Сѵ . . . ,  Сі-і ,  Сі+іі . . . ,  С$1 что противоречит построению. 
Поэтому из условий (28) и (29) заключаем, что

С| =  0 для Хі =  0 (і =  1, . . . ,  t). 
На основании равенства (36) имеем:

йіЛ

(39)

I Уі Уп\ =  ѵ (і =  1,

и, следовательно, из (31), учитывая, что получаем:

I  Ул • • • Уі I

а,il

=  v.

Итак, полагая F* =  •)! у х . ■. y t ||, имеем:

Y*-(Biy = v ( і=  1.......т').

Используя (40) и (38), мы видим, что



а поскольку, по условию, ѵ Ф 0, то

2  <4=0. • (41) 
І=1

Положим теперь с{ =  0 для s <  £ <  яг и
С =  \\с і . . . с т\\. (42)

Из условия (39) и из определения с{ для і >  s имеем:
с-х =  О для хі =  0 (г =  1, . . . ,  т) . (43)

Для любого действительного числа а определим вектор Х а •
Х а =  Х  +  аС. (44)

Так как не все компоненты вектора С равны нулю, 
очевидно, что Х а =  Х  тогда и только тогда, когда а —0; 
в общем случае =  тогда и только тогда, когда 
а — ß.

Из равенства (41) вытекает, что если Х а =  || zx ..  . zm ||,
то

m  m m т

2  Zi= 2  (ХІ +  асі) =  2  xi +  a 2  Ci =  1 +  « -°  =  !• <45)
i=*1 Î= 1  • І=” 1 i*=l

Далее, из условия (43) видно, что, выбрав a достаточно 
малым, мы можем получить 2 | =  £{ +  а<^>0 для
і — 1, следовательно, существует такое 8т, что

* a 6 S m ( | 0 | < 8 І ) .  . (46)
Обозначив через /-й столбец матрицы А , мы видим 
на основании (43) и (38), что для / =  1........ У,

аіі

С .А ^  =  \\сх . . . с т\\. \ =

&mj
=  j -f- . . .  +  cmamj =  csasj —- 0. (47)

‘Если £ < / < 7 1 ' ,  то, как мы видели выше, Dj линейно 
зависит от D x, Таким образом, существуют такие
постоянные dp  t , . ,  d ty что

Dj =  dxD t +  . . .  +  dfD t.



Отсюда, используя равенство (47), получаем:

Сл . . .  Сп

лт'Э

— II сг . . .  ст* II • Dj —
• Cm' Il ■ [^ 1 ^ 1  +  • • • +  d tD't \ =  

<W | | K ^ > + . . . + ^ > ]  =
=  C[dxA V ) + . . .  + d tA«'] =
=  diCA«) +  . . .  +  d\CAa> =  0. . (48)

Таким образом, из равенств (47) и (48) следует 
С • А(}) == 0 для /' =  1 

и поэтому для / =  1, получаем равенство
Х а • А0) = ( Х  + а-С) А0) =  X • А0) +  а - С- А0) =  Х-  А0) =  t»,

(49)
справедливое при всех а.

Для всех / >  п" имеем X  • А ^  >  ü. Следовательно, мы 
можем найти такое е2, что

Ха • A(j) =  (Х +  аС) Л(і) =  X  • Л(і) +  а С ■ А0) >  ѵ (50)
при I а  I <  е2.

Введем обозначение e==min(8i, е2). Тогд^ из (46), (49) 
и (50) получим, что для | а | < е  выполняется Xa ÇSm и 
Ха • А® >  V (/ =  1, . . . , п), поэтому Ха Ç Т г (Г). В частно- 

ft 1СТИ, ПОЛОЖИВ Р =  у 8 ,  мы получим:

Х ^ Т г (Г) и Х ^ Т ^ Г ) .  *
Но так как f

X = | ( X ß +  X_ß),

то Х ? К [ Т 1(Г)], что противоречит условию. Отсюда за­
ключаем, что матрица В невырожденная, что и требова­
лось д о к а з а т ь



Для завершения доказательства остается проверить 
выполнение для В равенств (14), (15) и (16). Поскольку 
матрица В невырожденная, s =  t\ положим r =  s =  J, 
тогда

а11 • '■ • а1 г

аг1 . . ürr

Пусть Х =  | | * і . . .  ж'РII и У =  |ІУі. . .  уг ||. Вектор X  
получается из X  путем вычеркивания ' элементов, соот­
ветствующих вычеркнутым строкам при образовании В
из А-г вектор У получается аналогичным образом. Если 
верно равенство (34), то тем более справедливо, что

aXjXL+  . . .  +Om&m-=v (/ =  l , . . . , r ) ,
и, следовательно, поскольку xt =  0 (і >  г), то

ad xx +  ..  . + a r j x r =  v (/ =  1 , . . . ,  г). (51)
Из (51) следует, что

’ X  B =  vJr, 
а отсюда в силу невырожденности В

X  =  XB B -1 =  vJrB~1. (52)
Аналогично, с помощью равенства (36) мы заключаем, 
что

япУі+ • • • +  аігУг=ѵ (i =  1. . . . .  г).
откуда

ŸB' =  vJr.
Следовательно,

Ÿ  =  Ÿ B 9 (В')'1 =  vJr ( В Т 1 =  vJr (В-1)'. . (53) 
Из равенства (52) мы получаем:

V [JrB-'J'rl =  (vJr) (В'Ч'г) =  Х В В гЧ ’г =  X /;  =  1, (54) 
откуда



Это и есть равенство (14) нашей леммы. Равенства (15) 
и (16) вытекают непосредственно из равенств (52), (53) 
и (54). Доказательство закончено.

Т е о р е м а  3.6. Пусть Г—прямоугольная игра с мат- 
рицей А . Предположим, что X Ç Тх (Г) и Y  f  Т2 (Г). 
Тогда, для того чтобы .Х ^Щ Т^Г)] и У ^ К [ ( Г 2(Г)], 
необходимо и достаточно, чтобы существовала квадрат­
ная подматрица В матрицы А порядка г, такая, что

Jr (adj В) J'r ф  О
и

\В \
~Jr (adj B)J'r

J r adj В 
: J r (adj B) J'r

J r (adj B)f 
‘ J r (adj B) Jy

(55)

(56)

(57)

где X  есть вектор, полученный из X  путем вычеркива­
ния элементов, соответствующих вычеркнутым строкам
при образовании В из A, a Y  есть вектор, получен­
ный из Y  путем вычеркивания элементов, соответ­
ствующих вычеркнутым столбцам при образовании В из А .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для р ( Г ) ^ 0  теорему легко 
вывести из леммы 3.5, если вспомнить, что для невырож­
денной матрицы В

в - г _  adjJS

Для и(Г) =  0 мы определяем новую игру Г' с матрицей А', 
прибавляя к каждому элементу матрицы А число Ъф 0. 
Например, при '

А =
®11 ••‘ * a in

a m l • ■ • ^тп

полагаем
=  j +  b для 1 < t < m ,  1 < 7 < ri, (58)



то есть

A' =
а 11 • • • a m au  +  b . ,• • a in +  ^

f
a mi • • • ßmn a mi +  b . .1 • a m n +  Ъ

Теперь легко проверйть с помощью теоремы 2.6, что
(59) 

и далее, что
ѵ(Т') =  ѵ{Г) +  Ь = Ь ф О ,

Т1(Г') =  Т1(Г) 

Т2(Г') =  Т2(Г),

так что, очевидно,
К[Т1(Г')] =  К[Т1(Г)] 

К[Т2(Г ')]=К [Т 2(Г)].

(60)

(61)

(62)

(63)

Поскольку, согласно (59), ѵ (Г') ф  0, теорема спра­
ведлива для Г' (см. выше). Из равенств (60) и (61) по­
лучаем X  f  Ті (Г') и Y f T 2 (Г'). Поэтому, для того чтобы 
X ç K f T ^ r ' ) ]  и У £ К [ Т 2(Г')], необходимо и достаточно, 
чтобы существовала квадратная подматрица В' матрицы Ä  
порядка г, такая, что

/ r (adj B')J'r ф  0,
I В ’

Jr (adj B')J'r 
Ÿ _ Jr adj B'

Jr (adj B’) J'r ’

y  _  (adj B')’ 
Jr(&à}B')J'r ’

(64)

где X  и У суть векторы, полученные путем вычеркива­
ния элементов, соответствующих вычеркнутым строкам 
и столбцам при образовании В' из А

Из равенств (62) и (63) мы видим, что существова­
ние матрицы, удовлетворяющей условиям (64), есть также 
необходимое и достаточное условие того, что

Х б Щ Т ^Г )] и У 6 К [ Т 2(Г)].



Предположим, что В —матрица, полученная из В' 
путем вычитания b из каждЪго элемента матрицы В 
очевидно, В есть квадратная подматрица матрицы А, 
которая может быть получена из А путем вычеркивания 
тех же строк я столбцов, которые вычеркиваются из А ' 
при образовании В '. Тогда из формулы (59) и леммы 3.4 
видно, что условия (64) равносильны следующим:

J r (adj В) Гг Ф О, 
ѵ ( п  =5___ L5J___

J r (adj B)J'r ’

J r adj В 
A - J r (ad]B)J‘r ’

у  Jr (adj BY 
J r (adj B) J'r

Это завершает доказательство теоремы.
Т е о р е м а  3.7. Если Г — некоторая прямоугольная 

игра, то множества К [Тг (Г)] и К [Т2 (Г)] конечны, а 
Т,(Г) и Т2(Г) являются соответственно их выпуклыми 
оболочками; следовательно, Ті (Г) и Т2 (Г) — многогранники 
с вершинами в точках, принадлежащих соответственно 
Щ Т Л П ] и К [Т 2(Г)].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании теоремы 3.6 любой 
элемент множества Щ Т ^Г )] можно получить из квад­
ратной подматрицы матрицы А игры Г, а данная квад­
ратная подматрица не может образовать более одного 
элемента множества К [Тг (Г)]. Поскольку матрица А имеет 
лишь конечное число подматриц, то отсюда следует, что 
К [Т, (Г)] есть конечное множество. Доказательство ко­
нечности К[Т2(Г)] аналогично. Остальные предложения 
теоремы следуют из леммы 3.2.

З а м е ч а н и е  3.8. Теорема 3.6 дает нам следующий 
удобный метод нахождения всех решений прямоугольной 
игры:

Пусть дана прямоугольная игра с платежной матри­
цей А, мы рассматриваем поочередно каждую квадратную 
подматрицу В матрицы А . Для подматрицы В порядка г
из формул теоремы 3.6 мы определяем X  и Y  и ре­
шаем прежде"*"всего, принадлежат л и Х и У  множеству S , .

7 Д ш . Мак-Кинси



Если нет, мы отбрасываем эту подматрицу В и перехо­
дим к другой квадратной подматрице. Если X  и У оба 
принадлежат множеству Sr, то мы образуем векторы
X  и У, прибавляя к X  и У нулевые компоненты, соот­
ветствующие строкам и столбцам, вычеркнутым из А для 
образования В , и определяем с помощью теоремы 2.9, 
действительно ли X ç T j ( r )  и У £ Т 2(Г). Если нет, мы 
также отбрасываем В и переходим к другой квадратной 
подматрице матрицы А . Если да, то \ \XY  || есть решение, 
и, кроме того, на основании теоремы. 3.6 X ç K [ T x(r)] 
и У ё К [ Т 2(Г)]'. Так мы можем определить все элементы 
множеств К[ТХ(Г)] и К [Т2(Г)] и, следовательно, найти 
все элементы множеств ТХ(Г) и Т2(Г), образовав выпук­
лые линейные комбинации элементов множеств соответ­
ственно Щ Т ^Г )] и К [Т 2(Г)].

В связи с этим отметим, что нам не следует рассма­
тривать подматрицы первого порядка, так как они опре­
деляют решения по формулам теоремы 3.6 тогда и только 
тогда, когда соответствующие точки являются седловыми 
точками первоначальной матрицы.

Поясним этот метод на нескольких примерах.
П р и м е р  3.9. Рассмотрим игру Г с платежной ма­

трицей
2 4 0
1 0 4

Поскольку матрица не имеет седловой точки, мы рас­
смотрим три подматрицы 2-го порядка:

2 . 4 II
1 0 | | ’

2 0
1 4 »

4 0 1
0 4 1 ‘

Легко проверить, что
IJ5I =  —4



О - 4  
- 1  2

О - 1  
- 4  2

adj В =

следовательно,

(adj £ ) ' =

Таким образом,

Л  (adj В) =  H — 1 — 2||,
7 , (adj В ) ' =  | | - 4  1||

И
Л  (adj Б ) / 2 =  -  3.

Подставляя эти значения в формулы теоремы 3.6, мы 
находим теперь, что

-4 4
У ~  -3 ~  3

У =

— 1
— 3 

1 - 4  111

1  1  
3 3

А ___! 
з з

Но поскольку вторая компонента вектора У отрица­
тельна, то У Ç S2; отсюда делаем вывод, что матрица В
не дает решения нашей игры (тот факт, что Y  Ç S2, можно 
вывести также из того, что не все компоненты вектора 
/ 2(adjj3)' одного знака).

Обращаясь к матрице С, мы находим по формулам 
теоремы 3.6:

V —

Х  =  

У =

5 ’
3 _2 
5 5

А. А
5 5

где XÇS3 и ÿ ç S 2. Так как при образовании С из А
7*



строки не вычеркивались, то
г_

5 5

а поскольку при образовании С из А был вычеркнут 
второй столбец, то

У =

Далее, проверяя величины ѵ, X и У согласно теоре­
ме* 2.9, мы находим, что

Е( Х,  l) =  | . 2  +  f . l = 4  =  t>,

Е( Х,  2) =  f . 4  +  f - 0  =  f  > 0,

Е( Х,  3) =  у -  0 +  -=--4 =  у = и ,

£ ( 1 , У )  =  -І .2  +  0.4 +  -І .0  =  4  =  о,

Е(2, y) =  A .l+0- 0 +  ~-4 =  |- =  ü.

Итак, найденные X и У действительно представляют 
решение.

Возвращаясь к /), мы находим из теоремы 3.6, что
0 = 2 ,

А. _1
2 2

1. JL
2 2

Х = 

У =
и, следовательно,

X -  

У = і .  о 12 2

Но при проверке величин X, У и ѵ согласно теореме 2.9 
мы находим, что

- и  1 о , 1 . 3



и, следовательно, найденные X  и У не составляют реше­
ния. (Кстати, это можно было предвидеть из того, что 
полученная цена игры отлична от цены, найденной из 
матрицы С, которая, как мы уже видели, составляет 
решение.)

Итак, игра имеет единственное решение:

У =

5
3 2
5 5
4
4 0 Т

Этот результат можно легко проверить графическим 
способом, изложенным в главе И.

П р и м е р  3.10. Рассмотрим игру Г с платежной мат­
рицей

Мы полагаем

А =

В :

і 2 1 0
о 1 2

2 1
0 1

2 0
0 2

1 0
1 2

С =

Применяя формулы теоремы 3.6 к В, мы, находим, что

_і 1
2 2

У =  НО 1
и, следовательно,



Из теоремы 2.6 мы видим, что эти величины действи­
тельно представляют решение первоначальной матрицы. 

Аналогично, используя матрицу С, мы получаем:
v = U

JL j_
2 2

т  0

и, применяя теорему 2.6, опять убеждаемся в том, что 
это есть решение.

Наконец, используя матрицу D,  получаем, что
ü =  l ,

JL 1
2 2

У =  ||0 1 oil,
то есть то же решение, что и найденное с помощью мат­
рицы В .

Итак, в этой игре К[ТХ(Г)] содержит лишь один
1 1элемент, а именно у  у  и» следовательно, Т,  (Г) со­

держит лишь один элемент. Но множество К[Т2(Г)] со-

2 ° тдержит два элемента, а именно ||0 1 0|| и
Поэтому общий элемент множества Т2 (Г) можно написать 
в виде

- ах I; 0 1 0 К +  а2

1 1
Т «1 ~2 а2

или просто

где \\at a2||ÇS2. Это значит, что для Р2 будет оптималь­
ной любая стратегия, которая указывает ему выбирать 
первый и третий столбец одинаково часто.

П р и м е р  3.11. Рассмотрим игру с платежной матрицей
- 1 3 - 3

А = 2 0 3
2 1 ' 0



Для этой матрицы

- 3 - 3 9
adj А = 6 6 - 3

2 7 - 6
откуда получаем решение

1  1  оз з У =

Из девяти подматриц порядка 2 x 2  лишь одна дает 
дополнительное решение, а именно

3 - 3
0

В =

для которой

х =
отсюда

Х  = 0

У =

У = о

3

_2
3

Итак, Г\ имеет единственную оптимальную стратегию 

Х  =  \

в то время как Р2 имеет множество оптимальных стра­
тегий

У = а . А  А
5 5 +  «2

где II II — произвольный элемент множества S2. Цена 
игры равна 1.

З а м е ч а н и е  3.12. Следует отметить, что метод ре­
шения прямоугольных игр, изложенный в этой главе, 
хотя и весьма прозрачен (и, конечно, более эффективен, 
чем трудоемкий метод, указанный в главе II), все же 
приводит к громоздким вычислениям для игр с большими 
платежными матрицами, ибо число квадратных подмат­
риц, имеющихся у матриц высокого порядка, само очень 
велико, и поэтому чрезвычайно утомительно вычислять



присоединенную матрицу квадратной матрицы высокого 
порядка. Число арифметических операций, необходимых 
при этом способе, так быстро возрастает с повышением 
порядка матрицы, что представляется мало вероятным 
применение даже современных электронных вычислитель­
ных машин для решения игр порядка, скажем, 100 х 100.

З а м е ч а н и е  3.13. Из выводов этой главы следует, что 
для многих прямоугольных игр имеется бесконечно много 
оптимальных стратегий как для одного, так и для двух 
игроков. Естественно, возникает вопрос, возможно ли 
сделать выбор, между различными оптимальными стра­
тегиями. Это можно сделать различными способами, один 
из которых будет сейчас описан.

Предположим, что когда первый игрок выбирает сме­
шанную стратегию X, а второй — чистую стратегию /, 
математическое ожидание выигрыша первого игрока равно

Е (X, /).
Мы говорим, что сметанная стратегия X превосходит 

смешанную стратегию X ', если для каждой чистой стра­
тегии /  игрока Р2

£ ( Х , / ) > £ ( Х ' , / ) ,

и существует по меньшей мере одна стратегия /  игрока Р2 
такая, что

Е (Х , ] ' ) > Е ( Х ' ,  у).
Мы называем стратегию X наилучшей, если она опти­

мальна и никакая другая стратегия не превосходит ее. 
Аналогично определяются соотношения превосходства 
и наилучшие стратегии для Р2.

Интуитивное обоснование этих определений заключает­
ся в том, что если X  превосходит X ', то, независимо от 
того, как решает поступить игрок Р 2, Р 1 заведомо посту­
пит не хуже при использовании X, чем при использова­
нии X '. Далее, если Р 2 делает какие-то ошибки, для 
Рг лучше применять X, чем X '. Итак, стратегия X по­
зволяет лучше, чем X ', использовать возможные ошибки 
противника. Поэтому игрок может вполне выбрать стра­
тегию из класса «наилучших». Легко показать, что во 
всякой прямоугольной игре существуют наилучшие стра­



тегии. Доказательство этого мы оставляем в качестве 
упражнения.

П р и м е р  3.14. Рассмотрим игру с платежной матрицей

2 3 4
2 5 6 *

Поскольку каждый из элементов первого столбца яв­
ляется седловой точкой, то любая смешанная стратегия 
первого игрока оптимальна.

Если Р г применяет стратегию Ц^АІІ» то математиче­
ское ожидание его выигрыша в зависимости от того, 
какой столбец выбирает Р2, будет:

Е  ( II хг х2||. 1) =  2хг +  2х2 =  2,
,£,(|| хх х211, 2) •■== 3#j Ъх2,
Е { \\хг зс2\\, 3) =  4х1 +  6х2.

В частности,
Е (  ||0 l | | f l ) «  2,
Е( \ \ 0  1 1|, 2) =  5,
Е (  II 0 1 ||f 3) =  6.

Поскольку для всех ||х2 х2\\ из S2
2> 2,
5 ^  3^2 ~j~ 5х2>
6 >  4 ^ - f  6х2,

мы заключаем, что ||0 1 1| есть единственная наилучшая 
стратегия для Р ѵ

Для Р2 имеется лишь одна оптимальная стратегия, 
а именно || 1 0 0 ||, и, следовательно, также лишь одна 
наилучшая стратегия.

Библиографические замечания

Материал этой главы был взят в основном из работы 
Щепли и Сноу [101]. С задачей, которой мы здесь зани­
маемся, Т&вню связана такая задача: найти условия, 
которым должны удовлетворять два множества X и Y



для того, чтобы для некоторой прямоугольной игры имели 
место равенства Х ^ Т ^ Г )  и У = Т 2(Г). Эта задача ре­
шена в работе Боненблуста, Карлина и Шепли [10] 
и в работе Гейла и Шермана [42].

Полную теорию можно найти в книгах Бохера [8] 
и Мак-Даффи [68]*).

У п р а ж н е н и я

1. Применяя методы, изложенные в этой главе, найдите все 
решения игр со следующими матрицами:

3 6 
а) 5 5 ,

9 3

0 0 0
б) 0 — 1 1

0 1 — 1

1 2 3
В) 6 1 2 *

3 5 0

2. Найдите все решения игры, имеющей матрицу

6 4 — 6 19
1 0 3 — 5
2 0 2 3

— 5 — 2 16 —35

Используйте при этом понятие превосходства и примените методы, 
изложенные в этой главе, для матрицы порядка 3 x 3 .

3. Покажите, что игра с матрицей
а 0 0
0 Ь 0
0 0 с

где а >  Ь >  с >  0, имеет единственное решение. Найдите его и цену 
игры. Каково будет решение, если а > 6 > с  и с <  0?

4. Пусть Гс— прямоугольная игра, имеющая матрицу
с с с 
с 3 4 
с 5 1

*) См. также [202] и [207]. (Прим. ред.)



При каких значениях с множество Т\ (Гс) будет бесконечным? 
При каких значениях с множество Т2(ГС) будет бесконечным? 
Покажите, что у ( Г с) =  с для всех с.

5. Покажите, что игра с матрицей
а 0 1
1 а 0
0 1 а

имеет единственное решение.
6. Покажите, что если элементы матрицы некоторой игры 

суть целые числа, цена игры есть рациональное число.
7. Пусть Е — математическое ожидание выигрыша для прямо­

угольной игры Г с матрицей порядка т х п ; Х (1), ЛГ(Г) — эле­
менты множества Тг(Г); Y — элемент множества Т2(Г); || а* . . .  аг || 
принадлежит множеству Sr. Покажите, что

a У )+  . . .  + arE ( X ^ t Y) =  E ( a lX ^  +  . . .  -f-arZ (î), У).
8» Найдите все решения двухпальцевой Морра, описанной в раз­

деле 3 главы I.
/ ----

9. Сетевая игра определяется следующим образом: имеются п 
точек; некоторые пары этих точек соединены стрелками, как пока­
зано на рис. 4. Оба игрока одновременно выбирают по точке; если 
они выбирают одну и ту же точку или разные, но не соединенные .

Рис. 7.

стрелкой, платеж равен нулю: если они выбирают связную пару 
точек, то игрок, выбравший острие стрелки, получает от своего 
противника 1.

Решите сетевую игру, соответствующую рис. 5.
10. Решите сетевую игру (см. предыдущий пример), соответ­

ствующую р и с ^  и рис. 7.



11. Найдите наилучшую стратегию для каждого игрока в пря­
моугольной игре, имеющей матрицу

1 2 4
5 3 1

14 7 — 1

12. Покажите, что каждый игрок во всякой прямоугольной 
игре имеет по меньшей мере одну наилучшую стратегию.

13. Покажите, что множество наилучших стратегий данного 
игрока замкнуто.



МЕТОД ПРИБЛИЖЕННОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ЦЕНЫ ИГРЫ

В этой главе мы изложим метод приближенного реше­
ния прямоугольной игры, который позволит нам нахо­
дить цену и оптимальные стратегии с какой угодно сте­
пенью точности. Затрата труда при использовании этого 
метода растет, грубо говоря, пропорционально числу 
строк и столбцов матрицы, так что для игры с очень боль­
шой матрицей этот способ значительно быстрее позволит 
найти решение игры, чем точный метод, описанный в гла­
ве III. Мы не будем доказывать, что указанный метод 
действительно приводит к приближенному решению, по­
скольку этот вопрос довольно специален.

Описываемый нами приближенный метод основан на 
следующих интуитивных соображениях. Допустим, что 
два человека играют ряд; партий данной игры, причем 
пи один из них не знает оптимальной стратегии (возможно, 
потому, что они не знают теории игры или потому, что 
матрица игры слишком велика, чтобы они смогли про­
извести необходимые вычисления), тогда может слу­
читься, что каждый из них решает вести себя так, как 
если бы он имел дело с неодушевленным предметом, а не 
с разумным противником, то есть играть таким обра­
зом, чтобы максимально увеличить свой выигрыш, пред­
полагая, что «будущее будет походить на прошлое». Если 
известно, что сделал каждый из игроков в первой пар­
тии, то этот принцип максимизации приведет к опре­
деленной последовательности партий игры. Для каждой 
партии этой последовательности можно вычислить верх­
нюю и нижнюю границы цены игры, а также прибли­
женную оігкшшіьную стратегию для каждого игрока.



, Не пытаясь давать подробное и точное описание этого 
способа в общем случае, мы объясним его лишь для не­
которой игры с матрицей порядка 3 x 3 .

Пусть дана игра с матрицей
1 2 3

4 0 1

to

СО 0

Обозначим возможные стратегии для Рі через А , 
В и С,  считая, что выбор стратегии А означает выбор 
первой строки; выбор стратегии В  — выбор второй и т. д. 
Аналогично стратегии игрока Р 2 (три столбца) обозна­
чим через а, ß и у . Предположим, что в первой партии Р г 
выбирает 4 , а Р 2 выбирает а. Во второй партии Р 2 знает, 
что Р г в первой партии выбрал А,  и, поскольку он пред­
полагает, что Р г будет поступать так же и в будущем, 
он имеет дело со следующей ситуацией:

если Р2 выберет a ß у,

он получит —* 1 — 2 — 3.

Поскольку Р 2 хочет обеспечить себе максимум выиг­
рыша, он решает снова выбрать а. Аналогично, посколь­
ку перед началом второй партии знает, что Р 2 в пер­
вой партии выбрал а, он имеет дело (в предположении, 
что Р 2 в будущем будет поступать так же, как и раньше) 
со следующей ситуацией:

если Р г выберет A B C ,

он получит 1 4 2.

Поскольку наибольшее из этих чисел 4, Р х во второй 
партии выбирает В . Таким образом, после второй пар­
тии окажется, что Р̂  выбрал один раз А и один раз В. 
Составим теперь таблицу (таблица 1), которая показы­
вает, что Р 2 было бы лучше выбрать ß в обеих партиях: 
поэтому он решает в третьей партии выбрать ß.

Аналогично, для Р г мы цолучаем таблицу 2, которая 
показывает, что Р х опять решает выбрать В .



Т а б л и ц а  1

Выигрыш Р2

Партия Выбор
Рі а ß Y

1 А —1 —2 —3
2 В —4 0 —1

Итого . . . —5 - 2 —4

Т а б л и ц а  2
л

Выигрыш Рі

Партия Выбор
Р2 А в с

1 а 1 4 2
2 а 1 4 2

Итого . . . 2 8 4
•

Теперь мы составляем таблицу 3, соответствующую 
первым трем партиям, в которой ожидаемые выигрыши 
каждого игрока складываются. Как можно видеть, 
в четвертой партии Р 2 опять выбирает ß, а Р г опять 
выбирает В .

Т а б л и ц а  3

Партия Выбор Р і
Суммарный ожидае­

мый выигрыш Р%
Выбор Р 2

Суммарный ожидае­
мый выигрыш Рі

а ß Y А В с

1 А —  1 —2 — 3 а 1 J4 2
2 В —5 —2 - 4 а 2 8 4
3 в  h —9 —2 —5 ß 4 8 7

Продолжая эту таблицу, мы получаем таблицу 4.



Т а б л и ц а  4
Первые восемь партий игры

Партия Выбор Рi Выбор Рч
Суммарный ожидае­

мый выигрыш Рі
Суммарный ожидае­

мый выигрыш Рг

А В с а Э У

1 А а 1 4 2 —1 —2 - 3
2 В а 2 8 4 —5 —2 —4
3 В В 4 8 7 —9 —2 —5
4 В 3 6 8 10 —13 —2 —6
5 С 5 8 8 13 —15 —5 —6
6 с 10 8 16 —17 —8 —6
7 с Y 13 9 16 — 19 —И —6
8 с

9 Y 16 10 16 —21 —14 —6

Для следующих партий (после восьмой) наше правило 
в том виде, как оно сформулировано, недостаточно для 
нахождения следующего выбора для Р ѵ Действительно, 
максимум чисел 16, 10, 16 достигается в двух случаях, 
а правило не дает возможности сделать выбор между А 
и С. В таких случаях мы разрешаем все подобные затруд­
нения, уславливаясь выбирать стратегию в алфавитном 
порядке. Так, в данном случае Р 1 должен выбрать А; 
если его ожидаемые выигрыши были 10, 16, 16, то ему

Т а б л и ц а  5
Партии от девятой до двадцатой

Партия Выбор Выбор
Р2

Суммарный ожидае­
мый выигрыш

Рі
Суммарный ожидае­

мый выигрыш
Р2

А в с а Р У

9 А У 19 11 16 —22 — 16 —9
10 А У 22 12 16 —23 —18 —12
И А У 25 13 16 —24 —20 —15
12 А У 28 .14 16 -тг-25 —22 —18
13 А У 31 15 16 —26 —24 —21
14 А У 34 16 16 —27 —26 - 2 4
15 А У 37 17 16* - 2 8 —28 —27
16 А У 40 18 16 —29 —30 —30
17 А а 41 22 18 —30 —32 - 3 3
18 А а 42 26 20 —31 —34 —36
19 А а 43 30 22 - 3 2 —36 —39
20 А

1
а

1
44 34 24 —33 —38 —42



нужно выбрать В . При этом новом условии мы можем 
продолжить таблицу 4 и получим таблицу 5.

Пусть щ — максимальное из чисел в і-й строке табли­
цы, соответствующей выигрышу Рѵ 

Из таблиц 4 и 5 мы имеем:
ух =  4, Ѵв =  16, ou  =  25, üie =  40,
ѵ2 =  8, ü7 =  16, v12 =  28, 1>17 =  41,
ѵ3 =  8, vs =  16, уіз =  31,1 1̂8 =  42,
ѵ± =  10, v9 =  19, «n =  34, »n =  43,
vs —13, yio ~  22, %  =  37, »20 =  44-

Пусть vi — максимальное число в i-■й строке таблицы,
соответствующей выигрышу но с отрицательным зна-
ком. Таким образом, из таблиц 4 и 5 мы имеем:

Ù, =  1, ѵ_й = 6, t)n =  15, г>1б =  29,
3  =  2, У7 =  6, ѵп  =  18, t»i7 = 30,
ѵз ~  2, y8 = 6, у13 =  21, о» “ 31,
у4^=2, ô, =  9, =  24, ?м =  32,

ЮIID3! ?io=  12, о1в =  27, Що — зз.
} І,ля любой игры Г можно показать, что числа vt и ѵ{,
найденные таким способом, удовлетворяют неравенству

V. у.
^ - < ѵ  < -Ь -1 I

для всех і\ здесь ѵ — цена игры. Так, например, для на­
шей игры мы имеем:

1 =  =

2 /  / 83 < У <  g ,
6 ^ ЛО 5 т < ^ < т = т ,

» V « . - 1 — "5 <  ѵ  ^  "5" >

Дш. Мак-Кинси



Наиболее благоприятные из найденных таким образом 
неравенств:

° < Ъ - Г - 2

^ т г - п - 1 '8 1 2 5 -

Итак, мы получаем довольно хорошую апроксимацию 
для цены игры (которая на самом деле равна 1,85). 

Можно также показать, что ѵ есть точная нижняя гра-
ѵі Ѵі ница величины ~  и точная верхняя граница величины .

Это дает нам уверенность в том, что, проведя способ 
приближения достаточно далеко, мы можем найти цену 
игры V с какой угодно степенью точности.

Приняв во внимание число выборов каждой чистой 
стратегии в і ступенях вышеописанного способа прибли­
жений, мы можем также найти апроксимацию для опти­
мальной стратегии. Так, мы видим, что в первых восьми 
строках таблиц 4 и 5 Р г выбирает стратегию А один раз, 
стратегию В три раза, стратегию С четыре раза; следо­
вательно, апроксимация оптимальной стратегии для Р 1
будет • Пусть для каждого і

х (і)= | |  |(-

есть найденная таким образом стратегия игрока Рх\ ана­
логично, пусть

у (і) =  Ь Ѵ Ѵ № і)\\
есть найденная аналогичным образом стратегия игрока 
Р 2. Итак,

Х (1) =  | 1 0 0 У (1) =  ||1 0 0| | і
х (2) = 1

2
1
2 0 у (2) =  || 1 0 0| | ,

х (3) = 1
3

2
3 0 У (3) =

2
3

1
3 0

х (20) = 13 3 4 у(20) 6 4 10
20 20 20 » Ä 20 20 20



(Можно проверить, что точные оптимальные стратегии 
будут

И 4 5 и У*  =  |
8 7 5

1 20 20 20 20 20 20

Можно показать, что если у Р г имеется единственная 
оптимальная стратегия X, то последовательность

Х(1), Х (2), Х (і), . . .  (1)

сходится к X ; аналогично, если у Р2 имеется единствен­
ная оптимальная стратегия, то соответствующая после­
довательность сходится к ней. Если же jPx имеет больше 
чем одну оптимальную стратегию, то может случится, 
что последовательность (1) не сходится. Можно, однако, 
показать, что в любом случае всякая сходящаяся подпо­
следовательность последовательности (1) сходится к оп­
тимальной стратегии для Рг.

Библиографические замечания

Описанный в этой главе способ отыскания приближен­
ных решений прямоугольных игр был сформулирован в 
работе Брауна [17]. Сходимость процесса была доказана 
в работе Робинсона [96].

У п р а ж н е н и я

1. Используя способ, изложенный в этой главе, найдите с точ­
ностью до двух десятичных знаков цену игры, имеющей матрицу

0 2 0

0 0

см

2 0 0

2. Найдите цену игры, имеющей матрицу

0 — 1 0

см1 со

1 1

со1 1 0

— 2 2 0

со 1

I о — 1 .1 0 — 1



3. Пусть

а 11 а т

а т і  • • а т п

матрица игры, в которой || 1 1 1| — седловая точка, то есть в 
которой а1Х есть минимум первой строки и максимум первого 
столбца. Покажите, что способ, описанный в этой главе, указы­
вает для цены игры величину ап .

4. Покажите, что для игры 2 x 2  с седловой точкой (располо­
женной не обязательно в верхнем левом углу) описанный здесь 
способ дает истинную цену игры.

5. Покажите описанным здесь способом, что игра с матрицей

! і — 1
1—1 1

имеет цену нуль.



ГЛАВА V 
ИГРЫ В РАЗВЕРНУТОЙ ФОРМЕ*)

1. Нормальная и развернутая формы

Выше мы успешно рассмотрели решение прямоуголь­
ной игры двух лиц, то есть дали интуитивно приемлемое 
определение цены и оптимальных стратегий для такой 
игры, доказали, что решения всегда существуют, и даже 
показали, как их можно вычислить. Но рассуждения, 
к которым мы прибегали, хотя большей частью и элемен­
тарны, не всегда вполне тривиальны; и читателя, воз­
можно, пугает задача распространения этих выводов на 
игры более общего вида, то есть с числом игроков > 2  
и такие, в которых некоторые ходы, возможно, связаны 
с применением случайных механизмов, игроки могут 
иметь по нескольку ходов каждый, и знание о ранее 
происшедшем может меняться от хода к ходу.

Однако положение не так уж плохо, как может пока­
заться с первого взгляда, ибо оказывается, что задача 
решения игры, в которой игроки делают выборы из ко­
нечных множеств (мы будем называть такие игры конеч­
ными), всегда тождественна с задачей решения некоторой 
прямоугольной игры. Поэтому наши выводы о прямо­
угольных играх можно применить в более общем виде 
к любой игре двух лиц с нулевой суммой. Этот процесс 
отыскания прямоугольной игры, эквивалентной некото­
рой произвольной игре, называется нормализацией, а по­
лучающаяся прямоугольная игра называется игрой в 
нормальной форме; когда нужно провести различие между

*) В отещщ$&енной литературе игры в развернутой форме на­
зываются также позиционными играми. (Прим. ред.)



этими видами игр, мы будем называть произвольные 
игры играми в развернутой форме. Начнем с примера 
игры в развернутой форме.

П р и м е р  5.1. Ход I. Игрок Рг выбирает число х 
из множества {1, 2}.

Ход II. Игрок Р2, будучи информирован о том, какое 
число x было выбрано на первом ходу, в свою очередь 
выбирает число у из множества {1, 2}.

Ход III. Игрок Р 1, будучи информирован о том, что 
второй игрок выбрал у , и помня, что сам он выбрал на 
первом ходу х , выбирает число 2  из множества {1, 2}.

После того как были выбраны три числа х, у и z, 
игрок Р 2 платит игроку Р г сумму М(х, у , z), где М есть 
функция, определенная следующим образом:

М {  1, 1, 1 )=  - 2 ,  М  (2, 1, 1) =  5,
М (  1, 1, 2) =  — 1, М  (2, 1, 2) =  2,
М (  1, 2, 1) =  3, М  (2, 2, 1) =  2,
М(1,  2, 2 )=  - 4 ,  М  (2, 2, 2) =  6.

Чтобы объяснить, как привести игру к прямоугольной 
форме, введем общее понятие стратегии, которое мы рас­
сматривали до сих пор лишь для прямоугольных игр. 
Стратегией данного игрока в данной игре мы назовем 
полный набор указаний, которые говорят ему, как нужно 
поступить во всех мыслимых ситуациях или, вернее го­
воря, при любом мыслимом состоянии* информации, кото­
рую он может иметь а  любой момент партии. Так, напри­
мер, одна из стратегий, которую может применять Р г 
в рассматриваемой игре, состоит в том, чтобы выбирать 1 
во время обоих ходов (независимо от того, что делает Р 2 
на втором ходу). Другая возможная стратегия для Р г— 
выбирать 1 на первом ходу и затем на третьем выбирать 
то же число, которое выбрал Р2 на втором ходу. Возмож­
ная стратегия для Р2 — выбрать 1 на втором ходу, неза­
висимо от того, какой выбор сделал Р г на первом ходу; 
другая возможная стратегия для Р 2 — выбрать 1 на вто­
ром ходу, если на первом ходу было выбрано 2, и вы­
брать 2, если на первом ходу была выбрана единица.

Легко видеть, что у игрока Р2 в этой игре четыре 
стратегии, то есть как раз столько, сколько имеется спо­



собов отображения множества {1, 2} в себя. Если мы 
обозначим через / і;- такую функцию, что

/w (l ) =  і, /ij (2) =  /,

то четыре стратегии игрока Р 2 СУТЬ /п* / 1 2 » / 2 1  и / 2 2 - Говоря, 
что jP2 применяет, например, стратегию /21(#), мы под­
разумеваем, что он решил выбрать 2 на втором ходу, 
если Р ! выбрал 1 на первом, и выбрать 1 на втором ходу, 
если Р̂ ! выбрал 2 на первом.

С другой стороны, стратегия игрока Р г должна указы­
вать ему, что нужно сделать на первом и на третьем ходу. 
Поскольку первому ходу ничто не предшествовало, у него 
нет сведений, которые позволили бы ему отличать раз­
ные случаи; поэтому стратегия должна просто указы­
вать ему, нужно ли выбрать 1 или 2. Перед третьим ходом 
стратегия должна сказать ему, какое z нужно выбрать 
для каждого возможного выбора величин х н у .  Итак, 
стратегию игрока Р г можно представить как систему

l | *0  II *11 *12 *21 *22 11 II »

где i0 — число, которое ему нужно выбрать на первом 
ходу, a ijk — число, которое ему нужно выбрать на 
третьем ходу в том случае, если / было выбрано на пер­
вом ходу и & на втором (поскольку каждое і может иметь 
два значения, у Р г имеется всего 32 возможные страте­
гии). Если говорится, что Р г применяет, например, стра­
тегию

II1 II 2 1 2 1 И И,
то это значит, что Р г выбирает 1 на первом ходу; затем, 
если на первом ходу была выбрана 1 и на втором ходу Р 2 
также выбрал 1, то игроку Р г на третьем ходу нужно 
выбрать 2, и аналогично для трех других возможностей 
для третьего хода.

В этой игре описанные нами стратегии игрока Р г 
обладают некоторой избыточностью; так, второе «2» в дан­
ном примере бесполезно, так как оно означает, что если 
на втором ходу была выбрана 1, а на первом 2 (чего не 
могло быть, так как данная стратегия указывает игроку 
Р1У что на iBJUTöm ходу нужно выбрать 1), то на третьем 
ходу нужно выбрать 2. (Следовательно, это «2» говорит



игроку Рц  что делать в таком случае, какого не может 
быть, если он применяет данную стратегию!). Эту избы­
точность можно устранить, считая стратегией игрока Р г 
систему II і ІІ  ̂ і2 У К, где i — число, которое нужно 
выбрать игроку Р х на первом ходу, a и г2 — числа, кото­
рые ему нужно выбрать на третьем ходу, соответственно 
тому, выбрал ли Р 2 на втором ходу 1 или 2. Итак, в этом 
случае мы могли бы упростить описание стратегий игро­
ка Р и если учесть, что он помнит свой первый ход.

Но наличие этих избыточных сведений не приносит 
существенного вреда, а описание стратегий для общего 
случая весьма усложнится, если мы будем пытаться всегда 
избегать их. Полный разбор этого вопроса смотрите 
в работе Крентеля, Мак-Кинси и Куайна [61] и в работе 
Дэлки [22].

Выбрать возможную стратегию для игры и затем 
играть согласно этой стратегии — это. равносильно тому, 
чтобы составить все возможные решения перед началом 
игры. Как только каждый игрок выбрал стратегию, ни­
каких других выборов ему не нужно делать, ибо страте­
гия предопределяет поведение игрока во все такие мо­
менты игры, когда он должен был бы принимать реше­
ния, если бы он не выбрал стратегию. Выбор стратегии 
определяет исход игры, так что саму игру могла бы про­
вести вычислительная машина.

Предположим, что в рассматриваемой игре игрок Р 1 
решает применять стратегию

II1 II 2 1 2 2 II II,

а игрок Р 2 решает применять стратегию /21. Из описания 
стратегии игрока Р г мы видим, что на первом ходу он 
выбирает 1; из описания стратегии игрока Р 2 следует, 
что на втором ходу он выбирает 2. Возвращаясь к стра­
тегии игрока Р г> мы заключаем, что на третьем ходу Р г 
выбирает 1. Тогда, поскольку ІІ/(1, 2, 1) =3 , мы видим, 
что если игроки применяют эту пару стратегий, то игрок Р 2 
должен будет заплатить 3 игроку Р ѵ Рассуждая анало­
гичным образом для других возможных пар стратегий, 
мы можем записать матрицу стратегий (матрица 1) для 
прямоугольной игры, к которой приводится данная игра



М а т р и ц а  1

h i / l 2 /2 1  - /22

II 1 1 1 111 II — 2 — 2 3 3

111 II 1 1 1 2  il II — 2 — 2 3 3

111 II 1 1 2 111 II — 2 — 2 3 3

Il 1 II 1 1 2 211 II — 2 — 2 3 3

111 I I 1 2 1 111 II —2 —2 —4 — 4

111 II 1 2 1 2  II II — 2 —2 — 4 — 4

I I 1 II 1 2 2 111 II — 2 — 2 — 4 — 4

111 II 1 2 2 2 | |  II — 2 — 2 — 4 — 4

111 II 2 1 1 H I  II — 1 — 1 3 3

I I 1 II 2 1 1 2  II II — 1 — 1 3 3

I I 1 II 2 1 2 111 II — 1 — 1 3 3

111 II 2 1 2 2  II II — 1 —1 3 3

I I 1 II 2 2 1 111 II — 1 — 4 —4

111 II 2' 2 1 2  II II — 1 —1 — 4 —4

111 II 2 2 2 111 II — 1 —1 . — 4 —4

111 II 2 2 2 2  II II — 1 —1 —4 - 4

II 2 II 1 1 1 1 II II 5 2 5 2

II 2 II 1 1 1 2  II II 5 * 6 5 * 6

II 2 II 1 1 2 111 II 2 2 2 2

II 2 II 1 1 2 2  II II 2 6 2 6

11-2 II 1 2 1 111 II 5 2 5 2

II 2 II 1 2 1 2  II II 5 * 6 5 * 6

II 2 II 1 2 2 111 II 2 2 2 2

II 2 II 1 2 2 2  II II 2 6 2 6

( 1 2 II 2 1 1 H I  II 5 2 5 2

II 2 II 2 1 1 2  II II 5 * 6 5 * 6

II 2 II 2 1 2 H I  II 2 2 2  ' 2

II 2 II 2 1 2 211 II 2 6 2 6

112 II 2 2 1 111 11 5 2 5 2

112 II 2 2 1 2 | |  II 5 * 6 5 * 6

112 II 2 2 2 H I  II 2 2 2 2

112 II 2 2 2 2  II II 2 6 2 0



Эта матрица имеет седловые точки, которые отмечены 
звездочками. Цена игры для Р г равна 5. Любая из четы­
рех стратегий

II 2 II1 1 1 2 II II, 11.2 II1 2 1 2 И II,
II 2 И 2 1 1 2 К H, И 2 И 2 2 1 2 II ||

является оптимальной для Р ѵ  а любая из стратегий /п 
или /21 является оптимальной для Р 2, По отношению 
к игре в ее первоначальной форме это значит, что один 
из оптимальных способов игры для Р г следующий: на 
первом ходу выбрать 2; на третьем ходу выбрать то же 
число, которое Р 2 выбрал на втором. Один из оптималь­
ных способов игры для Р 2: на втором ходу выбрать 1 
независимо от того, что выбрал Р г на первом ходу. Дру­
гой оптимальный способ игры для Р 2: выбрать число, 
отличное от того, которое выбрал Р г на первом ходу.

2. Графическое представление

Иногда хорошо помогает графическое изображение 
игры. Ее можно представить посредством так называемого 
«дерева», то есть плоской фигуры, состоящей из узлов 
и конечного числа направленных вверх прямолинейных

в
Рис. 8.

отрезков. Каждый узел соединяется только с одним 
узлом на нижнем уровне, а на самом низшем уровне 
имеется всего один узел (термин «дерево» применяется 
в топологии в несколько более общем смысле). Узлы 
изображают ходы; с ними мы связываем символы, ука-



зывающие, какой игрок делает соответствующий ход. 
Так, только что рассмотренная игра изображена на рис. 8. 
Около нижнего узла стоит символ «Р^), который указы­
вает, что первый ход делает игрок Р ^  два узла на втором 
уровне изображают второй ход, который делает игрок Р 2; 
четыре узла на третьем уровне изображают третий ход, 
который делает Р г и т. д. Два отрезка, идущие вверх

Рис. 9.

из нижнего узла, изображают два выбора, имеющиеся 
у игрока Р х на первом ходу; они соответствуют 1 и 2, 
если идти против часовой стрелки; таким образом, прямая 
с положительным наклоном означает, что игрок Р х выби­
рает 1, а прямая с отрицательным наклоном означает, что 
игрок Р х выбирает 2. Если у Р г на первом ходу три альтер­
нативы, игра изображалась бы как на рис. 9.

В этом графическом представлении вся партия игры 
изображается ломаной, идущей от нижнего узла к одному 
из верхних. Поскольку число таких путей равно числу 
верхних узл8й7**мы видим, что в игре, изображенной на 
рис. 8, восемь возможных партий, а в игре, изображен­



ной на рис. 9, двенадцать. При изучении таких диаграмм 
обычно удобнее писать не «іѴ> и «jP2», а просто «1» и «2». 
Таким образом вместо рис. 9 мы получаем рис. 10.

Игра, разобранная в примере 5.1, есть так называе­
мая игра с «полной информацией», то есть игра, в кото­
рой каждый игрок всегда осведомлен о всей предшествую­
щей истории игры. То, что матрица стратегий для этой 
игры оказалась имеющей седловую точку, не есть простая 
случайность; в главе VI мы покажем, что всякая игра 
с полной информацией обладает этим свойством.

3. Информационные множества

Следующим примером будет игра, в которой доступ­
ная игрокам информация не является полной. Игрок Р г, 
делая третий ход, не знает, какой выбор сделал Р 2 на 
втором ходу, и даже не помнит, какой выбор делал он 
сам на первом ходу. Этот пробел памяти со стороны Р 1 
может осуществиться на практике, если игроком является 
команда из двух человек, из которых один делает первый 
ход, а другой — третий.

П р и м е р  5.2. Ход I. Игрок Р 1 выбирает число х 
из множества {1, 2).

Ход II. Игрок Р 2, зная, какое число х было выбрано 
в первый ход, в свою очередь выбирает число у из мно­
жества fl, 2}.

Ход III. Игрок' Р ѵ не зная о выборе числа у и забыв, 
какое было выбрано х, выбирает число 2 из множест­
ва fl, 2}.

После того как были выбраны три числа х, у  и 2, 
игрок Р 2 платит игроку Р 1 сумму М(х, у , z), где М(х, г/, z) — 
функция, определенная в примере 5.1.

Чтобы получить графическое представление этой 
игры, необходимо каким-то образом указать, что, когда Р х 
делает третий ход, он не знает о прошлых ходах, то есть, 
делая третий ход, Р х не знает, в каком именно узле рис. 8 
он находится. Это дополнительное условие учтено на 
рис. И ; здесь четыре узла, которые Р г не может разли­
чить, делая третий ход, окружены пунктиром.

Однако мы несколько видоизменим это изображение, 
обозначив пунктирными линиями некоторое разбиение



всего множества узлов (за исключением самых верхних 
узлов, изображающих конечные точки игры, когда ни­
каких выборов делать не нужно). Так мы получаем рис. 12.

7
Рис. И .

На нем самый нижний узел является в своей области 
единственным. Это показывает, что Р г во время первого 
хода знает точно, в какой точке дерева он находится;

Рис. 12.

то же имеет место для двух узлов, соответствующих 
второму ходу. Мы будем обозначать множества, на кото­
рые разбиты узлы, информационными множествами.

Перейдем теперь к описанию стратегий этой игры. 
Очевидно, у Р 2 имеются те же стратегии, что и в при­
мере 5.1, а именно, четыре функции /п , / 12, /21 и /22. Но 
поскольку Р ! ничего не знает о предыдущем течении 
игры, его стратегией будет просто одна из упорядочен­
ных пар чисел: || 1 1 ||, || 1 2 ||, || 2 1 ||, || 2 2 ||. 
Например, когда говорят, что Р г применяет стратегию
II 1 2 К , то это значит, что он выбирает 1 на первом 
ходу и. 2 на втором.

ИспользуЭ**0пределение функции М,  легко написать 
для новой игры матрицу стратегий.



М а т р и ц а  2

/11 /1 2 /2 1 /2 2

Ill 111 —2 - 2 3 3
Il 1 2 II —1 —1 —4 —4
Il 2 1 H 5 2 5 2
Il 2 2 H 2 6 2 6

Мы замечаем, что эта игра не имеет седловой точки.
С помощью теоремы 2.9 учащийся может проверить, что

26 п цена игры равна у , оптимальная стратегия для Р х—

О ~  4- II и оптимальная стратегия для Р2—7 7 т  т  о о
Таким образом, в этой игре Р г должен рассчитывать на 
меньший выигрыш, чем в игре, описанной в примере - 
5.1; это и неудивительно, так как он находится теперь 
в менее выгодном положении.

З а м е ч а н и е  5.3. В примере 5.2 матрица игры 
в нормальной форме имеет порядок лишь 4 x 4 , тогда как 
в примере 5.1 матрица игры порядка 32X4. Вообще при 
уменьшении количества доступной информации умень­
шается число возможных стратегий и тем самым умень­
шается размер матрицы. Это иногда кажется учащимся 
парадоксальным, так как уменьшение информации долж­
но было бы привести к увеличению трудностей, а не к их 
уменьшению. Но размер матрицы не является верным 
показателем трудности игры; кроме того (это почти все­
общая истина), чем меньше мы знаем, тем легче нам ре­
шиться на что-нибудь (папример, глухому человеку 
легче выбрать жену, чем человеку с нормальным слухом).

Изменив информационные множества, можно полу­
чить другие модификации игры, описанной в примере 5.1.

П р и м е р  5.4. Ход I. Игрок Р г выбирает х из мно­
жества, fl, 2}.

Ход II. Игрок Р 2> не зная значения х , выбирает у 
из множества fl, 2}.

Ход III. Игрок Р г, зная значение х и у,  выбирает z 
из множества f l, 2}.

Платежная функция игры такая же, как в примере 5.1.

J.



Для этой игры мы получаем диаграмму, изображен­
ную на рис. 13; здесь мы включили два узла, соответ­
ствующие второму ходу, в одно и то же информационное 
множество, потому что во время второго хода игрок Р 2 
не знает, в какой из этих точек он находится. Мы оста­
вляем в качестве упражнения описание стратегий этой 
игры и определение матрицы стратегий.

Рис. 13.

П р и м е р  5.5. Ход I. Игрок Р г выбирает х из мно­
жества {1, 2}.

Ход И. Игрок Р 2, не зная значения х , выбирает у  
из множества {1, 2).

Ход III. Игрок Р г, не зная ни значения х , ни значе­
ния у, выбирает z  из множества {1, 2).

Рис. 14,

Платежная функция игры такая же, как в приме- 
ре 5.1.

Для этой игры мы получаем диаграмму, изображен­
ную на рис. 14.

В этой игре стратегия игрока Р г состоит просто из 
пары чисел [f£ /  II» где і — его выбор на первом ходу, 
а / — на третьВм. Стратегией игрока Р 2 является число і,



представляющее его выбор на втором ходу. Итак, у Рі  
имеются четыре стратегии, у Р 2— две. Матрицей страте­
гий является матрица 3.

М а т р и ц а  3

1 2

I I 1 111 —2 3

111 2  II —1 — 4
112 1 II 5 2

112 2  II 2 6

Можно легко проверить, что цена игры равна у ,оп ти -
4  3мальная стратегия для Р г 

4  3

О О
7  7

и оптимальная

стратегия для Р 2
7  7

. Таким образом, оказывается,
что цена этой игры такая же, как цена игры, описан­
ной в примере 5.2; итак, мы видим, что сведения, кото­
рыми обладает Р г в этой игре, не приносят ему пользы. 
Но это просто случайность, которая вызвана тем, что 
для определения платежной функции были взяты именно 
эти числа. Очевидно, вообще Р г может быть в лучшем 
положении в игре такого типа, как описанная в при­
мере 5.2, чем в такой игре, как в -примере 5.5.

Может показаться, что пример 5.5 представляет край­
нюю степень неведения, в каком могут оказаться игроки, 
ибо ни один из них ни в один момент не знает, каковы 
были прошлые выборы. Но это не совсем так, поскольку 
игрок Р ѵ делая третий ход, знает хотя бы то, что этому 
ходу предшествовали два. Нижеследующий пример пока­
зывает, что могут быть положения, когда нет даже этих 
сведений.

П р и м е р  5.6. Дана игра двух лиц, в которой Р г— 
один человек, а Р 2 — команда из двух человек А и В.  
Эти три человека изолированы друг от друга в отдель­
ных комнатах и во время игры не могут сообщаться между 
собой. В начале партии судья входит в комнату, в которой 
находится Р 19 и предлагает ему выбрать число х из мно-



жества {1, 2}. Если Р г выбирает 1, то судья идет в ком­
нату, в которой находится А,  и предлагает ему выбрать 
число у из множества {1, 2); если же Р х выбирает 2, 
судья идет в комнату, в которой находится В , и предла­
гает ему выбрать число у из множества {1, 2]. После 
того как было выбрано ÿ, судья идет в комнату, в кото­
рой находится другой член команды Р 21 и  предлагает 
ему выбрать число z из множества (1, 2}. После того 
как выбраны три числа, Р 2 платит игроку Р г сумму 
М(х, у , z), где М  определено следующим образом:

М (  1, 1, 1) =  О, М (  2, 1, 1) =  4,
М (  1, 1, 2) =  2, М  (2, 1, 2) =  0,
A f(l, 2, 1) =  6, М ( 2, 2, 1) =  5,
М (  1, 2, 2) =  8, 'Af(2f 2, 2)--=6.

При рассмотрении этой игры нужно иметь в виду, что 
когда члену команды Р 2 предлагают сделать выбор, он не

Рис. 15.

знает, делает ли он второй или третий ход партии, так 
как он не знает, какой выбор сделал Р г. Игра изображена 
на рис. 15.

У Р х имеются две стратегии: он может выбрать либо
1, либо 2. У Р 2 — 4 стратегии: А и В  могут оба выбрать 1; 
или А может выбрать 1, а ß  может выбрать 2; или А 
может выбргмйР^, а В  может выбрать 1; или оба они мо­
гут выбрать 2. Мы представляем эти четыре стратегии
9 Д ж . Маи-Кинси



соответственно упорядоченными парами:
1 1 1 2! 2 1 2 2І

Чтобы понять, как вычисляются платежи для различных 
стратегий, предположим, например, что Р х применяет 
стратегию 2, а Р 2 — стратегию || 1 2|). Тогда на пер­
вом ходу jР, выбирает х =  2, следовательно, судья идет 
сначала в комнату, в которой находится В , который выби­
рает у  — 2; наконец, судья идет в комнату, в которой нахо­
дится А , который выбирает z — 1. Следовательно, платеж 
будет М(2, 2, 1) =  5.

Матрица 4 указывает платеж для всех возможных
12комбинаций стратегий. Цена игры равна

1 . L
5 5ная стратегия для Р х а для Р 2

оптималь-

М а т р и ц а  4

II 1 1 II II 1 2 II II 2 1 II II 2 2 II

1 0 2 6 8
2 4 5 0 6

4, Случайные ходы

Рассмотрим игры, в которых есть случайные ходы, 
то есть некоторые выборы производятся случайными ме­
ханизмами, а не самими игроками. Случайные ходы 
имеются во многих обычных салонных играх, например 
в большинстве карточных игр карты сдаются случайно.

Случайные ходы могут входить в игру тремя способами: 
1) изменяя платеж, 2) изменяя размер и природу мно­
жеств, из которых игроки могут делать выборы, и 3) опре­
деляя порядок, в котором игроки будут делать ходы. 
Мы рассмотрим примеры, поясняющие эти три варианта, 
и в каждом случае покажем, как описывать стратегии, 
чтобы привести игру к прямоугольной форме.

П р и м е р  5.7. Ход I. Бросается монета.
Ход II, Игрок Р г, не зная, выпала ли монета гербом 

или решкой, выбирает число х из множества {1, 2}.



Ход III. Игрок Р 2, не зная исхода бросания монеты, 
но зная, какое число х было выбрано на втором ходу, 
выбирает число у  из множества {1, 2}. Герб мы будем 
изображать единицей, а решку двойкой. Тогда, если 
выборы за три хода были соответственно гг, х , у , игроку Р г 
уплачивается М (и , х, у ), где М  есть функция, определен­
ная в примере 5.1. (Таким образом, М(  1,1, 1) =  —2 озна­
чает, что если монета выпадает гербом, а Р х и Р 2 оба 
выбирают 1, то игрок Р г платит игроку Р 2 2.)

Рис. 16.

Игра представлена на рис. 16, где у нижнего узла 
стоит символ «О», который указывает, что этот ход опре­
деляется случаем (а не игроками 1 или 2). (Ради общности 
мы также заключаем этот узел в круг, как если бы это 
было информационное множество — хотя, конечно, слу­
чай ничего не знает.) Стратегия игрока Р г есть функция, 
указывающая ему выбор 1 или 2, в зависимости от того, 
какой стороной упала монета. Таким образом, стратегия 
есть функция Д,- (см. пример 5.1), которая отображает 
множество {1, 2) в себя. Аналогично, стратегия игрока Р 2 
есть функция / і;, указывающая ему, какой сделать 
выбор в зависимости от выбора Р г на втором ходу.

Предположим, например, что Р г применяет страте­
гию /21, а Р 2 — стратегию /12. Тогда мы должны разли­
чать два случая в зависимости от того, что показывает 
монета— или решку. Если герб (то есть «1»), то 
стратегия /21 указывает игроку P lf что нужно выбрать 2,

о*



а стратегия / 12 указывает игроку что нужно также 
выбрать 2; таким образом, поскольку М(  1, 2, 2) =  —4, 
платеж игроку Р г равен —4. Если же монета выпадет 
решкой, то Р х выберет 1 и, следовательно, Р 2 выберет 1; 
поскольку М (2 ,1 ,1) =  5, платеж игроку Р 1 будет равен 5. 
Мы предполагаем, что монета «правильная», то есть та­
кая, для которой вероятность выпадения герба и решки 
одинакова (и равна 1/2). Математическое ожидание выиг­
рыша Р г равно

/  / X  1 I с  1 1( 4) 2 +  5 2 — 2 •

Естественно рассматривать это математическое ожидание 
как платеж игроку Р г в том случае, если выбраны эти 
стратегии.

Аналогичным способом мы можем вычислить платеж 
игроку Р г для других пар стратегий; таким образом, мы 
получаем матрицу 5:

М а т р и ц а  5

fil /12 /21 /22

3 3 1 1
/іі 2 2 2 2

1 4 5
/і2 0 2 Y Y

1 5
/21 4 ~2 Y —1

5 5
/22 Y 1 Y 1

Матрица не имеет седловой точки. Вычисление цены 
и оптимальных смешанных стратегий мы оставляем в ка­
честве упражнения.

В следующем примере перед нами простая игра, в ко­
торой число альтернатив, имеющихся у одного из игро­
ков, зависит от случая.



П р и м е р  5.8. Ход I. Игрок Р г выбирает число х 
из множества {1, 2}.

Ход II. Выбирается число у из множества{ 1, 2} по­
средством случайного механизма, такого, что вероят­
ность выбора единицы равна Ѵ4 (следовательно, вероят­
ность выбора двойки равна 3/4).

Ход III. Игрок Р 2, зная значение г/, но не зная х , 
выбирает число z из множества {1, 2], если у =  1, и из 
множества {1, 2, 3}, если у =  2.

После того как были сделаны три хода, игрок Р 2 
уплачивает игроку Р г сумму М(х, у, z), где М  есть функ­
ция, определенная следующим образом:

М (  1, 1, 1) =  2, М  (2, 1, 1 ) - 0 ,
M  (1, 1, 2) =  — 2, АГ(2, 1, 2) =  5,
М(1, 2, 1) =  1, Af (2, 2, 1 )=  - 1 ,
М (1, 2, 2) =  0, М  (2, 2, 2) =  - 3 ,
АГ(1, 2, 3) =  —2, М  (2, 2, 3) =  3.

(Мы не указываем значение М( 1, 1, 3) и АГ(2, 1 ,3 ), так 
как Р 2 не может выбрать 3, если случайный механизм 
выбрал 1.) На рис. 17 изображена диаграмма этой игры. 
Здесь символами «1/4» и «3/4» обозначены две альтерна­
тивы, из которых случайный механизм делает выбор.

Задачу описания стратегий и составления матрицы 
стратегий мы оставляем в качестве упражнения.

В следующем примере описана игра, в которой слу­
чайный механизм определяет, какой из игроков сделает 
следующий ход.

П р и м е р  5.9. Ход I. Игрок Р х выбирает число х 
из множества fl, 2}.

Ход II. Выбирается число у из множества {1, 2} по­
средством случайного механизма такого, что вероятность 
выбора единицы равна х/5 (следовательно, вероятность 
выбора двойки равна 4/5).

Если на втором ходу выбрана единица, то на послед­
нем ходу Р 2, зная значения х и г/, выбирает число 2 из 
множества (1, 2}; если же на втором ходу было выбра­
но 2, то последний ход делает Р ѵ который, зная значе­
ния X и у,  ’га^ирает число z из множества {1, 2}. После 
трех ходов игроку Р х уплачивается сумма М(х,  y, z),



где М  есть функция, определенная в примере 5.1. Диа­
грамма этой игры представлена на рис. 18.

Рис. 17.

Поскольку у Р х в этой игре имеются три возможные 
информационные множества и поскольку в каждом инфор-

Рис. 1S.

мационном множестве у него выбор из двух альтернатив, 
то всего у Р г имеются 23 =  8 возможных стратегий, у Р г 
четыре возможные стратегии.
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Задачу вычисления матрицы стратегий мы оставляем 
в качестве упражнения.

Поскольку эта игра с полной информацией, матрица 
стратегий имеет седловую точку.

5. Игры с числом игроков больше двух

До сих пор мы рассматривали лишь^игры двух лиц, 
но, очевидно, наши замечания применимы с соответ­
ствующими видоизменениями к игре п £лиц, где п >  2. 
В частности, для нее можно начертить диаграмму, вполне 
аналогичную описанным выше диаграммам для игр двух 
лиц. Введя понятие стратегии, можно привести игру п 
лиц к нормальной форме (хотя до сих пор мы еще не 
указали никакого способа «решения» таких игр в нор­
мальной форме). Эти замечания мы поясним на следую­
щем примере.

П р и м е р  5.10. Первый ход заключается в том, что 
случайный механизм, назначающий числам 1 и 2 вероят­
ности соответственно */з и 2/з, выбирает число х из мно­
жества {1, 2}. Если х =  і ,  то на втором ходу игрок 
зная значение х , выбирает число у  из множества {1, 2, 3]. 
Если X =  2, то на втором ходу игрок Р 2, зная значение х, 
выбирает число у  из множества {1, 2, 3}. Если у  =  1, то 
на третьем ходу игрок Р в, зная значение у, но не зная х , 
выбирает число z из множества {1, 2). Если у Ф  1, то на 
третьем ходу игрок Р 4, зная значение х и зная, было ли 
выбрано у — 1 или у Ф  1, выбирает число z из множества 
{1, 2}. После того как были выбраны х, у  и z, игрокам Р х, 
Р 2,-Рзи Р^ уплачиваются соответственно суммы М г(х, у , z), 
М 2(х, у , z), М 3(х, у , z) и М^х,  у , z), где М и М 2, М 3 и 
АГ4 — некоторые действительные функции. Диаграмма 
этой игры изображена на рис. 19.

Стратегия игрока Р г есть одно из чисел 1, 2, 3. Тако­
ва же стратегия игрока Р 2. Стратегия игрока Р 3 есть 
1 или 2. Стратегия игрока Р4 должна указать ему, какое 
значение z из множества {1,2} выбирать при х =  1 и х == 2. 
Обозначим четыре возможные стратегии для P é через /и» 
/і2> h i  и / ^ : Н алРимеР» когда говорят, что Р^ применяет 
стратегию т^^то это значит, что он выберет z =  2, если 
z  =  1, и z =  1, если X =  2, «



Чтобы понять, как вычислять элементы матрицы стра­
тегий, предположим, что Р г применяет стратегию 1, Р 2 — 
стратегию 3, Р 3 — стратегию 2 и — стратегию /21. 
Как и при разборе примера 5.7, нужно рассмотреть 
отдельно случаи, когда х =  1 и когда х =  2.

Рис. 19.

Если я =  1, то второй ход делает Р ѵ и, следовательно, 
г/ — 1. Тогда третий ход делает Р 3, и, следовательно, 
z =  2. В этом случае платеж игроку Р { (где і =  1, 2, 3, 4) 
равен А/Д1, 1, 2).

Если x — 2, то второй ход делает Р 2, и, следовательно, 
у — 3. Тогда третий ход делает и, следовательно, 
z ~  Î2\{x ) “  /21(2) == В этом случае платеж игроку 
(для i =  1, 2, 3, 4) равен Æft(2, 3,1). Поскольку вероятность 
того, что x == 1, равна 1/3, мы заключаем, что если игроки 
применяют указанные стратегии, то математическое ожи­
дание выигрыша игрока Р { будет

у Л М І , 1, 2 )+  4 Л/, (2, з, 1).

6. Ограничения, налагаемые на информационные 
множества

Как мы видели в примере 5.6, узлы, принадлежащие 
данному информационному множеству, могут не нахо­
диться на одном уровне (то есть им не обязательно должно 
предшествовать одинаковое число узлов); поэтому можно



подумать, что не следует налагать каких-либо ограниче­
ний на узлы, принадлежащие данному информацион­
ному множеству, за исключением очевидных условий,

Рис. 20.

что все они должны относиться к одному игроку и предо­
ставлять ему одно и то же число альтернатив. Однако 
в действительности необходимо еще дополнительное усло­
вие, чтобы игра могла осу­
ществиться: линия игры не 
должна пересекать одно и то 
же информационное множе­
ство больше одного раза.
Это значит, что никакая игра 
не может иметь такой диа­
граммы, как, например, на 
рис. 20, на которой из трех 
узлов А, В  и С, составляю­
щих партию, два узла, А и С, 
принадлежат одному инфор­
мационному множеству. Это условие исключает также 
возможность такой диаграммы, как изображенная на 
рис. 21.

Чтобы понять, почему должно быть наложено такое 
условие, предположим, например, что мы пытаемся соста­
вить действительную партию игры, имеющей диаграмму, 
представленную на рис. 21. Очевидно, для роли игро­
ка Р г нужщялметь двух человек, ибо если он один, 
то при втором выборе он вспомнит свой первый выбор и,

Рис. 21.



следовательно, будет знать, в какой точке диаграммы он 
находится, тогда как информационное множество указы­
вает, что он не должен этого знать.

Допустим теперь, что Р 1 состоит из двух человек А 
и В , которые помещены в отдельные комнаты и не могут 
сообщаться между собой. В начале игры судья должен 
пойти в одну комнату и предложить находящемуся в ней 
человеку выбрать число из множества {1, 2}; затем он 
идет в другую комнату и предлагает другому человеку 
выбрать число из множества fl, 2}. В результате игро­
ку будет уплачена сумма М(х, у ), где х есть первое 
выбранное число, у — второе, а М  — некоторая дей­
ствительная функция, определенная на декартовом про­
изведении множества {1, 2} на себя.

Игрокам А и В  не разрешается сообщаться между 
собой во время игры, но мы предположим, что перед нача­
лом игры они встретились, чтобы договориться о том, 
как им следует поступать. Они должны решить, выберут ли 
они оба 1 или 2, или А выберет 1, а В  — 2, или А выбе­
рет 2, а В  — 1. Игроки не знают, кого выберет судья 
сначала, А или В , и поэтому не знают, будет ли число, 
выбранное игроком А , называться «г» или «г/»; причем, 
конечно, вовсе не обязательно будет М (х , у ) = М ( у ,  х). 
В действительности, они даже не знают вероятности того, 
что судья выберет сперва А ; поэтому им невозможно 
вычислить ожидаемый платеж в случае, если А выберет х, 
а В выберет у . Если а есть вероятность того, что судья 
выберет сперва А, то математическое ожидание выигрыша 
равно

аМ  (ж, у) +  (1 — а) М  (г/, х).

Можно подумать, что затруднений такого рода можно 
мвбежать, рассматривая абстрактные игры, то есть игры 
не людей, а каких-то машин, не имеющих памяти. В этом 
случае получим: если машина установлена так, чтобы 
выбрать правую альтернативу в изображенной выше 
игре, она выберет эту альтернативу оба раза и, следова­
тельно, закончит партию в если она установлена на 
выбор левой альтернативы, она обязательно закончит 
партию в Ç4. Следовательно,— и это является непреодо­
лимым препятствием — узлы и Çs никогда не будут



достигнуты, и их можно с таким же успехом исключить 
из диаграммы.

Таким образом, оказывается невозможным найти реа­
лизацию игры, соответствующей рис. 21, в которой игроки 
знали бы ожидаемые последствия, если они поступят тем 
или иным образом. Поэтому мы не будем рассматривать 
такие диаграммы, то есть определим игру так, чтобы она 
не имела подобной диаграммы.

Библиографические замечания

Подробное описание игр в развернутой форме приве­
дено в книге фон Неймана и Моргенштерна [92]. Мы 
в своем изложении опирались на формулировки, приве 
денные в работе Куна [63].

У п р а ж н е н и я

1. Найдите цену и оптимальные стратегии для игры, описан­
ной в примере 5.7.

2. Определите матрицы стратегий и решения для игр, описан­
ных в примерах 5.4 и 5.8.

3. Опишите матрицу стратегий для игры, описанной в при­
мере 5.3. Найдите оптимальные чистые стратегии обоих игроков.

4. Начертите диаграмму игры, в которой происходят следую­
щие ходы:

Ход I. Pj выбирает число х из множества 

{1, 2, 3, 4}.

Ход II. Р 2, зная четное х или нечетное, выбирает число у 
из множества {1, 2}.

Ход III. Если у—  1, то случайный механизм выбирает число z 
из множества {1, 2} таким образом, что вероятность выбрать 1 
равна 1/ 10. Если у— 2, то Р 19 зная значения х и г/, выбирает число г 
из множества {1, 2}.

Ход IV. Р г, зная значение г/, но не зная х и z, выбирает чис­
ло w  из множества {1, 2}.

5. Сколько стратегий в тик-так-ту?
6. Найдите платежную функцию ІІ/, при которой цена игры 

примера 5.5 будет отличаться от цены игры примера 5.2.
7. Покажите, что иногда полезно помнить, что было сделано 

раньше.
8. Дана следующая игра. Ход I. Игрок Р 1 выбирает х из мно­

жества {1, 2}.
Ход II. Ръ не зная значения г, выбирает число у из

множества {1, 2}.



Ход III. Случайный механизм выбирает число z из множе­
ства {1, 2\ с вероятностью а для 1 и вероятностью (1—а) для 2.

После того, как выбраны х, у и г ,  игроку Р х уплачивается 
сумма М г(х, у у z) и игроку Р 2 уплачивается сумма М 2 (я, у, z). (Мы 
не требуем, чтобы М 2(ху у , z)=— M 1 (х , у , z) для всех х, у , з.) Диа­
грамма этой игры приведена на рис. 22.

Рис. 22.

Опишите стратегии этой игры, найдите ожидаемый платеж 
каждому из игроков для каждой возможной пары стратегий и най­
дите условия, которым должны удовлетворять а, М х и М 2, чтобы 
игра была игрой с нулевой суммой (то есть чтобы сумма матема­
тических ожиданий выигрыша игроков Р 1 и Р 2 всегда была равна 
нулю).

Какие условия нужно наложить на М г и М 2, чтобы игра имела 
нулевую сумму независимо от значения а?

9. Каким условиям должны удовлетворять функции М ц  
M z и ikf4, чтобы игра, оиисанная в примере 5.10, была игрой с нуле­
вой суммой (то есть чтобы для всех стратегий сумма математиче­
ских ожиданий выигрышей четырех игроков была равна нулю)?



1. Общее определение конечных игр

В примерах главы V было очень полезно представлять 
игры в развернутой форме посредством диаграмм, кото­
рые часто оказываются понятней, чем словесные описа­
ния. Поэтому с формальной стороны удобно просто отожде­
ствлять игры с диаграммами, служащими для их изобра­
жения, что мы и будем делать в этой главе, посвященной 
точному определению игр в развернутой форме и дока­
зательству важной теоремы относительно этих игр.

Итак, мы будем рассматривать конечную игру п лиц 
как систему, состоящую из следующих частей:

1. Дерево Т (в том смысле, как было объяснено 
в главе V).

2. п действительных функций Fx, ..., Fn, определен­
ных в каждой из вершин дерева Т таким образом, что 
если t есть вершина, то F{(t) есть сумма, которая должна 
быть уплачена игроку Р {, если партия заканчивается 
в точке t .

3. Набор чисел 0, 1, ..., п , таких, что каждой точке 
разветвления дерева Т ставится в соответствие число, 
указывающее, какой игрок делает очередной ход в рас­
сматриваемой точке (число Ö означает, что в этой точке 
применяется случайный механизм).

4. Каждой точке q разветвления дерева Г, которой, 
согласно пункту 3, ставится в соответствие число О, 
соответствует элемент || х х ... xk \\ множества Sk. Здесь к 
есть число*д$ьтернатив в точке g, то есть число прямых, 
выходящих из q.



5. Разбиения точек разветвления на непѳресекаю- 
щиеся и полные множества (информационные множества), 
удовлетворяющие следующим условиям:

а) Все точки разветвления, принадлежащие данному 
информационному множеству, относятся, согласно пунк­
ту 3, к одному игроку.

б) Все точки разветвления, принадлежащие одному 
информационному множеству, имеют одинаковое число 
альтернатив, которые мы будем нумеровать справа налево.

в) Если (см. пункт 3) точке разветвления q поставлено 
в соответствие число 0, то информационное множество, 
в котором находится g, состоит только из этой точки.

г) Если iS* — партия игры, то есть ломаная линия, 
идущая от основания дерева к одной из его вершин, 
и если А — любое информационное множество, то суще­
ствует самое большее одна точка разветвления, принад­
лежащая обоим множествам S  и А.

Из примеров, приведенных в главе V, должно быть 
ясно, какие функции выполняют различные части этого 
информационного аппарата и какие причины побудили 
нас принять четыре вышеуказанных условия для инфор­
мационных множеств. Впрочем, как легко видеть, усло­
вие в) вполне произвольно и принято лишь для опре­
деленности.

Пользуясь этим общим определением игр, мы можем 
теперь так определить стратегии: стратегией игрока Р х 
(для і =  1, . . . ,  п) мы* называем функцию, которая опре­
делена для каждого информационного множества, соот­
ветствующего игроку Р ѵ и значение которой для каждого 
такого информационного множества представляет одну 
из альтернатив, имеющихся у Р ѵ Таким образом, страте­
гия указывает игроку, что нужно делать при любой 
возможной информации.

Рассмотрим игру, диаграмма которой приведена на 
рис. 23 (на этом рисунке по причинам, изложенным ниже, 
мы дали обозначения точкам разветвления и конечным 
точкам).

Здесь имеются два информационных множества для Р г: 
{q2, <7з} и (<78, ql0, çn }, и два информационных множества 
для Р 2: (д4, q7} и {q5, g6}. Следовательно, стратегией 
игрока Р1 является любая из четырех функций, опреде-



ленных для аргументов {^2, q3} и {#8, #10, q n } и прини­
мающих значения 1 и 1. Стратегией игрока Р 2 является

Рис. 23*

функция F, определенная для {?4, q7} и {g5, g6} и такая, 
что

g,})€{i, 2},
F ( { q b, ?.})€{!, 2, 3}.

Если мы говорим, что Р 2 выбирает, например, следующую 
стратегию:

^ ({#4» Чі)) ==  ̂>

^ ({?5’ Яб}) ^

то это значит, что если во время игры Р2 находится 
в одной из точек #4 или #7, он выбирает правую альтер­
нативу, а если в одной из точек q5 или #6, он выбирает 
среднюю.

Если игрок Pt выбирает стратегию хѵ то вектор 
x =  II хг . .. хп II определяет для каждой альтернативы 
в каждой точке разветвления некоторую вероятность — 
вероятность того, что партия, достигшая данной точки 
разветвления, будет продолжаться по указанной альтер­
нативе. Если выбор в этой точке должен делать один из 
игроков, то эта вероятность будет 1 или 0, соответственно 
тому, указывает ли игроку его стратегия, выбрать эту 
альтернативу или цет*



Если выбор является случайным; то вероятность опре­
деляется согласно пункту 4 определения игры. Мы обо­
значаем эти вероятности через р ( х ,  q , і), где х есть упо­
рядоченное множество стратегий, которые применяют 
игроки, g —точка разветвления, a f — альтернатива.

Так, предположим, что в игре, изображенной на рис. 23, 
Р г применяет стратегию F:

9з}) =  і.
^  Яіо’ ?ц}) ~  

а Р 2 применяет^ стратегию G:
G ({ q „  q,}) - 2 ,

G{{q5, <?«}) =  3.
Обозначим упорядоченную пару \\F G '\ через а. Тогда 
легко проверить следующие соотношения:

р (а ,  qlt 1 )= -^ - , р (а ,  qv  2) =  -^ -, р  (a, qv  3) =  -^-,

р (а ,  q2, 1) —р (а ,  q3, 1) =  1,
р (а ,  q2, 2) =  />(«> q3, 2 )=  О,
р(а ,  q5, 1 ) = р { а ,  qe, 1) =  0,
р (а ,  q5, 2) = р ( а ,  qa, 2) =  О,
р(а ,  qs, Ъ ) = р ( а ,  qü, 3) =  1,
р(а ,  'q4, 1 ) =  р (а ,  q7, 1) =  О,
р ( а , qt , 2) — р  (а, д7, 2) =  1,

/>(а, q9, 1) =  у , р ( а ,  q9, 2) = | - ,

Р(«> tf8> îb» 1) =  р (а , ?11Г 1 )= 0 ,
Р  (®» 2) =  р  (я, ç 9, 2) — р  {a, q^i,  2) =  1.

Однако для некоторых целей направление партии после 
выбора лучше обозначать указанием не числа альтернатив, 
а вершины, к которым приведет этот выбор. Так, на рис. 23 
первая альтернатива для точки </, может привести к одной 
из вершин t lt t2, t3, /4, ts и /в, вторая альтернатива — 
к одной из вершин t7, t9 и t9, а [третья_ альтернатива —



к одной из вершин /10, t l v  /12, tl3, tu  и t 15. Первая аль­
тернатива для точки q2 может привести к t14 t2 или tSi 
а вторая альтернатива — к г4, t5 или t6.

Символом р ( х , q , t ), где х — упорядоченное множество 
стратегий, q —- точка разветвления и t — вершина, мы будем 
обозначать вероятность того, что после того, как в партии 
достигнута точка разветвления q 1 партия будет продол­
жаться по пути, который окончится в t . Так, для игры, 
изображенной на рис. 23, вместо того чтобы писать

р (а ,  qv  1 ) =  -^-,

мы можем написать

р (а ,  qv  «i) =  ^
или

Р (а ч Чѵ  2̂) ^  ~ÏQ~

и т. д. Вместо того чтобы писать
р (я, q4, 1 ) - 0 ,

мы можем написать

Р (я> *1 0) =  °
или

р(а, (74, *п ) = 0 .
Применяя это обозначение, мы, конечно, также гполучим 
p (x, q , t) — 0, когда t не является конечной точкой пар­
тии, проходящей через д. Так, например, для Ч игры, 
изображенной на рис. 23, мы получим

Р(а> *7) =  О*

так как партия, проходящая через q2, не может закон­
читься в г7. Посредством этой функции мы можем также 
определить вероятность того, что для любых фиксирован­
ных стратегий игроков партия закончится в данной вер­
шине. Пусть ;г — упорядоченное множество чистых стра­
тегий п игроков, пусть t — вершина, соответствующая 
некоторой партии, и пусть qv  q2, . . . ,  qr — точки развет­
вления партии, оканчивающейся в точке t . Тогда если
Ю Дда. Мак-Кинси



ПОЛОЖИТЬ

г
р(х,  t ) =  U  Р (ж> Яѵ 0 .

г=1

то ясно, что р  (X, t) есть вероятность того, что партия 
закончится в точке t , если игроки применяют упорядо­
ченное множество стратегий х. Использование одной 
и той же буквы р  для обеих функций не может внести 
путаницы, так как в одном случае это функция двух 
переменных, а в другом —трех. Так, для игры, изобра­
женной на рис. 23, используя то же множество страте­
гий а, как и раньше, мы имеем:

р(а,  t1) =  p(a ,  qt , t t ) р(а ,  q„  t x) p ( a , q5, =  - 1 . 1 . 0  =  0,  

P (a, h) =  P (a, qv  Q  p  (a, q2, Q  p  (a, qs, Q  =  1 • 0 =  0,

P (я, з̂) =  p  (я, Çj, ^з) p (о, q̂ i з̂) P  (®» Qs> ш̂) =  “Jô"‘  ̂ =  ïô  ' 

Аналогично
p  (a, h)  =  0, p (a, t 10) =  0, 
p(a ,  t6) =  0, p(a ,  *n ) =  0, 
p(a ,  fe) =  0, p (a ,  t12) =  0,

/7 (a , Jt7) =  , p  (a , t 13)  =  ~  , 

p(a,  t s) =  0, p(a ,  t14) =  0, 

p(a ,  < ,)»  0 p(a ,  г15) =  - 1 .

Для проверки мы замечаем, что
15

S  />(«. ^) =  і- 
1=1

Используя введенные сейчас вероятности, мы можем теперь 
в свою очередь найти математические ожидания выигры­
шей игроков при различных чистых стратегиях. Пусть 
X — упорядоченное множество стратегий, пусть t v  .. ., ts — 
вершины диаграммы игры и пусть Н{ — платежная функ­



ция для игрока Р {. Тогда математическое ожидание выиг­
рыша игрока Р i выражается формулой

*
М і ( х ) =  S  н і ( ь ) р ( х < tj)- 

j =  1
Так, например, предположим, что платежная функция Н г 
для первого игрока в игре, изображенной на рис. 23, 
такова:

Я 1(/1) =  10, Н1 (/8 ) =  30,
- Ю , =  20,

H i( t3) =  10, Я і М -  - 3 0 ,
H i ( t 4) =  20, Я ^ - 0 ,  
я ,  ( g  =  30, я ^ - з о ,
Я і  (£6) =  о» я ^ 18) =  3 0 ,

Н г у 7) =  - 1 0 ,  Я 1 (г14) =  40,
Ях (̂ 15) =  15.

Тогда для упорядоченного множества стратегий а, рас­
смотренного выше, мы имеем

15

М і. (а) =  2  Н і (Іі) Р («- 1І) =  
і=і

= 1 0 . i + ( - 1 0 ) . | ;  +  ( - 3 0 ) . | - H 5 . i = - l .

Мы показали в общем виде, что. задача решения произ­
вольной конечной игры сводится к задаче решения игры 
в прямоугольной форме. Мы находим эту нормализован­
ную форму исходной игры, перечислив все возможные 
стратегии игроков и вычислив затем значения функ- 
Ц ий М г, М п.

Мы имеем теперь платежные функции двух видов: 
1) функции Я ь ..., Я п, которые определены на мно­
жестве вершин диаграммы игры и указывают, сколько 
получит каждый игрок, если игра закончится в данной 
вершине; 2) ^щ кц ии  М г, . . ., М п, которые определены 
на множестве упорядоченных чистых стратегий и ука-

10*



зывают, сколько получит каждый игрок (в среднем), 
если игроки будут применять данные чистые стратегии. 
Для того чтобы различить эти два вида платежных функ­
ций, мы будем называть первые платежными функциями 
партии, а вторые — платежными функциями стратегии.  
Однако обычно будет видно из контекста, какой вид 
платежных функций мы имеем в виду, так что мы будем 
опускать обозначения «партии» и «стратегии».

Следует заметить, что правильное определение игры 
с нулевой суммой — это определение посредством пла­
тежных функций стратегии, а не платежных функций 
партии. Игра называется игрой с нулевой суммой, 
если для всякого n-мерного набора х стратегий игроков 
Р х, ..., Р п мы имеем

£ =
г—1

где М х, ..., М п суть платежные функции стратегии. 
Из упражнений 8 и 9 главы V видно, что это условие 
может быть выполнено в некоторых случаях и тогда, 
когда соответствующее уравнение для платежных функ­
ций партии не будет справедливо.

2. Игры с полной информацией. Точки равновесия

Обратимся теперь к играм особого рода — к так назы­
ваемым играм с «прлной информацией». Эти игры харак­
теризуются тем, что во всякой точке в любой партии 
игрок, чья очередь делать ход, точно знает, какие выборы 
были сделаны раньше. По отношению к диаграмме игры 
это значит, что любое информационное множество со­
стоит из одного элемента. Так, например, игра, изобра­
женная на рис. 24, есть игра с полной информацией. 
Поскольку в диаграмме игры с полной информацией 
каждая пунктирная линия заключает лишь одну точку 
разветвления, мы можем в случае таких игр опустить 
совсем пунктирные линии. Таким образом, рис. 24 мы 
заменим на рис. 25.

Учащийся сам может распознать, какие из обычных 
салонных игр являются играми с полной информацией. 
Таковы, например, тик-так-ту, шашки, шахматы и трик-



трак. Напротив, большинство карточных игр (например, 
бридж, покер, канаста) не является играми с полной 
информацией, так как игроки не знают, какие карты 
были выданы другим игрокам.

Мы покажем теперь, что матрица любой игры в нор­
мальной форме двух лиц с нулевой суммой и полной 
информацией имеет седловую точку, то есть в такой игре

Рис. 25.

есть оптимальные чистые стратегии. Для такой простой 
игры, как тик-так-ту, это, конечно, известно каждому, 
кто когда-нибудь играл в эту игру хоть несколько раз. 
Каждый игрок в тик-так-ту может играть таким образом, 
что он выигщет (если другой игрок будет играть непра­
вильно) или добьется ничьей. По этой причине взрослые



редко играют в тик-так-ту: после того как они узнали 
оптимальные стратегии для этой игры, она уже не ставит 
ііеред ними умственных задач. Чтобы найти такие опти­
мальные стратегии игры, нужно лишь переписать все 
стратегии игры, написать матрицу (поставив «1», «0» 
и «—1» для «выигрыша», «ничьей» и «проигрыша») и вы­
брать седловую точку. Но число возможных стратегий 
для шахмат так велико, что вряд ли возможно про­
вести такое перечисление. Поэтому, вероятно, люди 
будут еще долгое время увлекаться игрой в шах­
маты.

Вследствие того, что наше доказательство будет про­
водиться путем математической индукции, оказывается 
удобнее доказать несколько более сильное утверждение, 
чем упомянутое выше, — теорему, относящуюся ко всем иг­
рам двух ̂ лиц с полной информацией, а не только к играм 
двух лиц с нулевой суммой и полной информацией. Для 
формулировки этой более сильной теоремы необходимо вве­
сти понятие точки равновесия, являющееся обобщением 
понятия седловой точки.

Пусть платежные функции стратегии игры п лиц суть 
М г, . . . ,  Afn, множество чистых стратегий игрока Р { (для 
і =  1, . . . ,  п) есть А|, и А — декартово произведение мно­
жеств А ѵ . . . ,  Ап. Мы говорим, что элемент || хг . . .  хп || 
множества А есть точка равновесия, если для каждого і 
и для любого элемента у  множества А*

М і (хѵ . . . , х п) > М { (хѵ  .. ÿ, xi+v . . . , x n).

Интуитивный смысл точки равновесия таков: это такой 
способ игры, что если все игроки, кроме одного, прини­
мают его, то и оставшемуся игроку лучше всего тоже 
принять этот способ.

В случае игры двух лиц с нулевой суммой точка рав­
новесия есть то же самое, что и седловая точка матрицы 
для игры в нормальной форме. Действительно, предполо­
жим, что II хг х2 II есть точка равновесия игры двух лиц 
с нулевой суммой и платежными функциями М г и М 2, 
и пусть Aj и А2 — стратегии, имеющиеся у игроков Р г и Р2. 
Поскольку у хг х2 II есть точка равновесия, мы имеем для 
любого элемента ул множества А, и любого элемента у2
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множества А2
АГі(*і, х2) > М 1 (у1, х2), 

х2) > М 2 {хг, у2).
Но поскольку игра имеет нулевую сумму, мы имеем:

^  (̂ 1> ^2)’
*^2 (̂ і» 2/г) ̂  (%Ѵ У2)4

поэтому из второго неравенства, написанного выше, мы 
заключаем, что

Л// і ( х 1, х2) ^  A/j (#.р !/г)’
или

A/j (Xj, М г (Х]і Уъ)'

Отсюда мы получаем:

МіХУѵ ^2) ^ (^і> ^2) ^  (*̂ і* 2/а)*

Это значит, что точка || х1 х21| является седловой точкой 
матрицы игры в нормальной форме, что и требовалось 
доказать. С другой стороны, легко убедиться в том, что 
седловая точка есть также точка равновесия.

t/j і,г tro iff is i? 4  is 4  i? i? 4

Рис» 26.

^Итак, чтобы показать, что всякая игра двух лиц с ну­
левой суммой и полной информацией имеет седловую точку, 
достаточно показать, что всякая игра двух лиц с полной 
информацией имеет точку равновесия; это мы сейчас 
и сделаем.

Чтобы щщести наше доказательство, удобно ввести 
цоцятие усечения игры с полной информацией. Мы под­



разумеваем под этим игру, которая получается из данной 
исключением первого хода. Так, предположим, что игра 
имеет диаграмму, показанную на рис. 26, и платежная 
функция для Р { (для і =  1, 2) выражается действительной 
функцией # f, определенной в точках tx, . . . ,  t15. Тогда

Рис. 27. Рис. 28.

имеются три усечения этой игры, соответствующие трем 
альтернативам при первом ходе. Их диаграммы приведены 
на рис. 27, 28, 29. Платежные функции для этих усе­
ченных игр суть лервоначальные платежные функции,

но их области определе-
& 4 h 4 4 ния соответственно огра­

ничены. Так, платежная 
функция для Р { игры, изо­
браженной на рис. 27, есть 
функция К ѵ определенная
В ТОЧКаХ £j2 ? ^іЗ> 1̂ 4 » ^15 ®
такая, что K t (tj) =  Я і (tj) 
для / — 12, 13, 14, 15.

(Нужно заметить, что 
такой способ образования 
усеченных игр возможен 

потому, что игра является игрой с полной информацией. 
Если бы мы попытались определить усечения для такой 
игры, как, например, игра, изображенная на рис. 23, 
то перед нами возникла бы задача разделить каким- 
нибудь образом информационные множества {q2, q3} и
{?4. ?7}-}

Поскольку стратегия игрока в игре с полной инфор­
мацией есть функция, определяющая некоторую альтер­
нативу при каждом ходе игрока, мы можем также рас­



сматривать усечения данной стратегии, соответствующие 
усечениям данной игры, усечение стратегии определяется 
только в точках разветвления соответствующего усечения 
игры и выбирает те же альтернативы в точках развет­
вления, что и первоначальная стратегия.

Т е о р е м а  6.1. Пусть  А(1) и А(2) — множества страте­
гий, имеющихся у  Р г я Р 2 в игре двух лиц с полной инфор­
мацией, и пусть А, — их декартово произведение. Тогда А 
имеет точку равновесия.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы докажем теорему индукцией 
по длине игры, то есть по числу точек разветвления 
в самой длинной возможной партии игры.

Для игр длиною 0 (то есть для игр, не имеющих хо­
дов) теорема очевидна. Действительно, в этом случае 
каждый из игроков имеет только одну стратегию, кото­
рая состоит в том, чтобы ничего не делать, и, следова­
тельно, декартово произведение А содержит лишь один 
элемент, который по определению является точкой рав­
новесия.

Мы предполагаем, что теорема справедлива для всех 
игр длины меньше к ; пусть Г —игра длиной к . Предпо­
ложим, что для первого хода имеются г альтернатив, 
и пусть Гр Г2, . . . ,  Тг — г усечений игры Г (они сущест­
вуют потому, что игра Г есть игра с полной информа­
цией).

Пусть для каждой из игр Г. (і =  1, . . . ,  г) А11} есть 
множество чистых стратегий, имеющихся у Р 19 А£2) — 
множество чистых стратегий, имеющихся у Р2, и А{ — 
декартово произведение множеств А\1У и А|2). Согласно 
условиям теоремы, А(1) и А(2) суть стратегии, имеющиеся 
у Р 1 и Р 2 в первоначальной игре Г, и пусть А —декар­
тово произведение множеств А(1) и А(2).

По условию индукции, имеется точка равновесия в каж­
дом из множеств А{. Пусть || /* g*|| для каждого і есть 
точка равновесия множества А{. Тогда, обозначив пла­
тежные функции стратегий в игре через М\1У и M f \  
имеем:

для і =  1, для любого /{ из А*1} и для любого g { из Аі2>.

(i)



Мы будем различать три случая: 1) первый ход игры Г 
случайный, 2) первый ход игры Г делает Р г и 3) пер­
вый ход игры Г делает Р 2.

С л у ч а й  1. Если q есть точка разветвления одной [из 
усеченных игр Г{, соответствующая ходу, который де­
лает Р ѵ то мы полагаем

/*(?) = /Г (?)•
Аналогично, если q есть точка разветвления одной из 
усеченных игр Г{, соответствующая ходу игрока Р2, мы 
полагаем

g* (Я) =  8*(Ч)-
Поскольку первый ход выбирает случай (то есть ни Р г, 
ни Р 2), очевидно, /* определена в любой точке развет­
вления игры Г, соответствующей ходу, который делает Р ѵ
и, следовательно, есть элемент множества А(1).

Аналогично, g* есть элемент множества А(2). Мы хо­
тим показать, что точка ||/*g*||, находящаяся, таким 
образом, в А, есть точка равновесия множества А.

Пусть альтернативам при первом ходе назначены вероят*
г

ности аѵ а2, . . ., аг, так что >  0 (і =  1, . . ., г) и ^ а { = 1.
і=1

Пусть М а) и ЛГ2) — платежные функции стратегий в игре Г 
Соответственно для Р г и Р 2. Тогда очевидно, что если / 
и g — любые стратегии игроков Р г и Р 2 в игре Г и если Д 
и g. (i =  1, . . . , ri) — усечения этих стратегий для усечен­
ной игры І \,  то 4

іМ Г іП, gi),

* ) - 2 Х М И / , .  gl).І—1
В частности, поскольку стратегии /*, суть усечения
стратегии /* и g*, . . . ,  g* суть усечения стратегии g*, мы 
имеем:

g*), '

‘T1 (2)
g ) -  gi),«=и



М и>(Л  g*) =  2  a . M f  (/*, g t ) ,
i=1 

r
g*) =  S  gt).  i=l

(3 )

Из неравенств (1), с учетом неотрицательности всех 
alt . . ., а г, выводим:

І  « г М ? ( П ,  g t ) >  S  а ^ Г Ч / і .  g?).
І=1 і=1

г (4)

S  а*ЛП*»(/Г. g t )  >  2  аім і2> (/*> ft)-І=1 І = 1
Подставляя (2) и (3) в (4), получаем:

Мш (/*, g * )> M CD(/, g*),
ЛР>(/*, g * )> M (2)(/*, g),

так что пара || /*g* || действительно есть точка равнове­
сия игры Г, что и требовалось доказать.

С л у ч а й  2. В этом случае первый ход q0 игры Г 
делает Р ѵ Множество чисел

{ K ’ (fî<[gî)> м ? (/*, g t ) ........ м у  (П, g*r)}

конечно и, следовательно, имеет максимум. Пусть целое 
число (J, таково, что

Afg‘(/Î. g^) =  m axM H /f. gt)- (5)

Определим функцию /*, положив

/* М = (6)
а если рд — точка одной из усеченных игр Гі9 соответ­
ствующая ходу, который делает Р ѵ то

/* ( ? ) = ж ? ) -
Мы определяем функцию g* точно так же, как в пер­

вом случае;*W*iëCTb если q — точка одной из усеченных 
игр Г{, соответствующая ходу, который делает Р 2> те мы



полагаем
g*(ç )  =  g î  (?)■

Очевидно, /* и g* суть стратегии соответственно для Р г 
и Р 2 в игре Г. Мы хотим показать, что || f*g* || есть точка 
равновесия множества А. Из равенства (6) мы видим, 
что если g есть любая стратегия игрока Р 2 в Г и если 

есть ее усечение для игры Г^, то

.Ма'(Р, g) = Mÿ>(ft, gß) (7)
и

M*'(1*,g)  =  M ? , f ä , g ß). (8)

Из равенств (7) и (8), поскольку gjj есть усечение 
стратегии g* для игры Г^, мы получаем, в частности,

М ш (/*, g*) =  M ÿ ' ( f i ,  g î) (9) 

g*) =  V F  (fi, gl) .  (10)

Итак, если g есть любая стратегия игрока Р 2 в Г и если 
gß есть ее усечение для игры Тд, то мы видим из ра­
венства (10), из второго неравенства (1) и из равенства (8), 
что

м с2) (/*, g*) -  лгу  (/*, й )  >  (/s, g; ) = м (2) (/*, g). (И)

Пусть теперь / —любая стратегия игрока Р г в Г. Пред­
положим, что /  выбирает і-ю альтернативу на первом 
ходу, то есть

/  ы =*■

Пусть / . —усечение стратегии /  для Г{. Тогда мы видим, 
что если g есть любая стратегия игрока Р 2 в Г и g{ есть 
ее усечение для игры Гі9 то

g) =  M ?  (Д, gi),

в частности,
§*) =  м п п ,  *?>. (12)



Из равенства (5) мы имеем:
M ï ï i f h  g t ) > M r ( f t  gt).  (13)

Из (9), (13), первого неравенства (1) и из (12) мы за­
ключаем, что
М а> ( / * f g* } в  М а> ( / * } >  М а, ( /* ? g {)  >

> № l' V i , g i )  =  M<1'( f , g*) .  (14)
Из (11) и (14) мы видим, что || /*g* || есть точка равно­

весия игры Г, что и требовалось доказать.
С л у ч а й  3 аналогичен случаю 2.
Теорема доказана.
С л е д с т в и е  6.2. Матрица любой игры в нормаль­

ной форме двух лиц с нулевой суммой и полной информа­
цией имеет седловую точку.

Доказательство следует из теоремы 6.1, поскольку, 
как было указано выше, точка равновесия игры двух 
лиц с нулевой суммой является седловой точкой.

З а м е ч а н и е  6.3. Теорему 6.1 можно столь же 
легко доказать для игр п лиц, но обозначения будут не­
сколько сложнее. Это расширение теоремы мы оставляем 
в качестве упражнения.

Мы определили точки равновесия только среди мно­
жеств чистых стратегий. Однако можно, очевидно, опре­
делить точки равновесия также среди смешанных стра­
тегий. Действительно, можно доказать, что всякая игра п 
лиц имеет точку равновесия в множестве смешанных 
стратегий. Этому факту большое значение придают те, 
кто лелеет надежду построить всю теорию рационального 
способа игры в играх п лиц на понятии точки равновесия. 
Не принимая полностью эту точку зрения, мы можем, 
по крайней мере, сделать следующее замечание. Когда 
группа лиц часто и в течение долгого времени играет 
в некоторую игру, они иногда приобретают привычку 
выбирать точку равновесия. Если кто-нибудь играет в эту 
игру с членами данной группы, самое лучшее для него — 
самому выбрать точку равновесия. Таким образом, точка 
равновесия представляет, так сказать, принятую норму 
поведения для группы: нарушающий соглашение рискует 
проиграть, еслв«^му не удастся убедить и других нару­
шить соглашение.
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3. Игры с и д е а л ь н о й  п а м я т ь ю  и стратегии п о в е д е н и я

Интересным и полезным обобщением игр с полной 
информацией является понятие игр с идеальной памятью.  
Игрой с идеальной памятью мы называем игру, в которой 
каждый из игроков всегда помнит все, что он делал или 
знал во время каждого из своих ходов. Таким образом, 
всякая игра двух лиц, в которой могут играть лишь два 
человека (а не команды) является игрой с идеальной 
памятью; например, rummy есть игра с идеальной памятью, 
а бридж нет, потому что в бридже каждый игрок — это 
команда из двух человек, и ни один из них не знает, какие 
карты были сданы другому.

Это понятие игры с идеальной памятью можно опре­
делить точно через информационные множества игры. 
Игра с идеальной памятью — это игра, удовлетворяющая 
следующему условию: пусть Р  и Q — любые два хода, 
которые делает один игрок, и такие, что в некоторой пар­
тии игры ход Р  предшествует ходу Q; U и V — инфор­
мационные множества, содержащие соответственно Р  
и Q; каждая точка множества U дает к альтернатив; 
U| (і= 1 , ..., А:) — множество всех узлов дерева (то 
есть ходов), которых можно достигнуть, выбрав і-ю аль­
тернативу в некоторой точке множества U; тогда для 
любого і мы имеем VÇZU*.

Обратимся теперь к понятию % стратегии поведения. 
Очевидно, выбор ^смешанной стратегии равнозначен при­
менению случайного механизма для того, чтобы выбрать 
чистую стратегию, то есть решить, что делать на каждом 
ходу игры. Подобно этому можно применять случайный 
механизм на каждом ходу, чтобы решить, какую альтер­
нативу выбрать на этом ходу. Такая система игры назы­
вается стратегией поведения. В широком смысле стра­
тегия поведения данного игрока есть функция, опреде­
ленная на классе его информационных множеств, кото­
рая назначает каждому информационному множеству U 
элемент множества Sr, где г есть число альтернатив, 
которое дает U. Очевидно, по данной стратегии поведе­
ния одного игрока и по данной чистой или смешанной 
стратегии или стратегии поведения другого игрока можно 
вычислить ожидаемый выигрыш каждого игрока.



Рассмотрим, например, игру, диаграмма которой изо­
бражена на рис. 30; здесь цифрами у вершин дерева мы 
обозначили платеж первому игроку при различных воз­
можных исходах. Стратегия поведения для первого игрока 
есть функция, определенная на {1^, U2, Us}, элементы

- 4  -  3 - 7  +7 + /  - /  - 4  - 3

Рис. 30,

которой принадлежат множеству S2 (так как в каждом 
из этих информационных множеств можно выбрать одну 
из двух альтернатив). С другой стороны, стратегия пове­
дения для Р 2 есть функция, определенная только на U4, 
со значением в S2. Итак, стратегия поведения для Р 2 
в этой игре по существу — такая же, как и смешанная 
стратегия; это, очевидно, всегда имеет место, когда у иг­
рока лишь одно информационное множество.

Теперь предположим, что Рг применяет стратегию 
поведения / такую, что

/(Ux) =  | |а х 1 - a J ,

/ ( U 2) =  K  1 —  e.ll.
/(U 3) =  ||a 3 1 — а31|, 

а Р 2 применяют стратегию поведения g такую, что

g(U 4) =  |lß l - ß i l .
Тогда мащ&дтическое ожидание выигрыша игрока Р х 

Е (/, g) у или (как мы будем иногда писать) Е  (а3, а2, а8; ß)



выражается формулой 
Е  (dj, а 2> а3; ß) =  — 4 ах а3 ß — 3 аг а 3 (1 — ß) —

— аг (1 — а3) ß +  Oj (1 — а3) (1 -  ß) +
+  (1 -  ах) ct., ß -
— ( 1 - а 1) а 2(1—ß ) - 4  (1- О і) ( 1 - а 2) ß -
— 3(1 —Œj ( 1 - 0 , )  (1 — ß) =
=  ajCtgß —- 3aja2ß — 4a1a3 — 2ага 2 —
— a iß +  3a2ß +  +  2a2 — ß 3.

Интуитивно очевидно и нетрудно доказать формально, 
что, применяя смешанные стратегии, игрок поступает по 
крайней мере не хуже, чем в случае применения страте­
гий поведения; но легко построить игры, в которых игроку 
лучше применять смешанные стратегии, чем любую стра­
тегию поведения. С другой стороны, можно показать, 
что игра с идеальной памятью всегда имеет оптимальные 
стратегии поведения; если Е  есть математическое ожи­
дание выигрыша для игры с идеальной памятью, то имеется 
стратегия поведения /  для Р г и стратегия поведения g 
для Р 2 такие, что если a и ß — любые смешанные стра­
тегии (или любые стратегии поведения) соответственно 
для Р г и Р 2, то

Е ( a, g ) < E { f ,  g ) < E i f , ß).
(В исторических и библиографических замечаниях в конце 
этой главы указано, где можно найти доказательство этой 
теоремы.)

П р и м е р  6.4. Рассмотрим игру, диаграмма которой 
приведена на рис. 30. Поскольку это игра с идеальной 
памятью, очевидно, имеются оптимальные стратегии по­
ведения для обоих игроков. Как и раньше, мы имеем:
Е  (alf a 2, a 3; ß) =  a ^ ß  — Зс^а^ — 40403 — 2a1as —

— +  3a2ß +  4aj +  2a2 -  ß -  3.

Коэффициент при a3 в этом уравнении равен (a ji— 
—4a1)= a 1(ß—4); так как он никогда не бывает положи­
тельным, то, очевидно, игрок Р г, поскольку он хочет



увеличить Е (а ѵ а2 а3; ß), должен взять
а3 =  0.

Коэффициент при а2 равен
- 3 a 1ß - 2 a 1 +  3ß +  2 =  (3ß +  2 ) ( - a 1 +  l)

и никогда не может быть отрицательным, поэтому игро­
ку Р г лучше всего взять

а2 =  1.
Поскольку, наконец,
Е ( a lf 1, 0; ß) =  - 4 a 1ß +  2a1 +  2 ß < - l =  - ( 2 « ! - ! )  (2ß — 1), 
мы заключаем, что для Р х лучше всего взять

и подобно этому для игрока Р 2 лучший выход — взять

Итак, оптимальная система игры для Р г— бросить 
монету, чтобы решить, какую альтернативу выбрать 
в Ux, выбирать всегда левую альтернативу в U2 и выби­
рать всегда правую альтернативу в U3.

З а м е ч а н и е  6.5. Следует заметить, что вообще 
число параметров, которые нужно определить при вычис­
лении оптимальных стратегий поведения, гораздо меньше, 
чем число параметров, связанных с вычислением опти­
мальных смешанных стратегий. Так, в примере 6.4 при 
вычислении оптимальной стратегии поведения для Р х 
нам нужно было иметь дело лишь с тремя параметрами. 
С другой стороны, поскольку игрок Р г в этой игре имеет 
восемь чистых стратегий, смешанная стратегия есть эле­
мент множества S8 и, следовательно, вычисление опти­
мальных смешанных стратегий связано с семью незави­
симыми параметрами.

Однако это преимущество стратегии поведения, по 
крайней мере частично, компенсируется тем, что мате­
матическое ожидание обычно удобнее выражать через 
смешанные стратегии.



Библиографические замечания

Данное выше формальное определение игр в развер­
нутой форме весьма сходно с определением, которое при­
ведено в работе Куна [63]. Там же приведено доказа­
тельство теоремы 6.1. Понятие точки равновесия было 
введено в работе Нэша [85]. Он же дал доказательство 
того, что во всякой игре п лиц среди смешанных страте­
гий имеется точка равновесия.

Доказательство того, что игра с идеальной памятью 
имеет оптимальные стратегии поведения, можно найти 
у Куна [63]. .

У п р а ж н е н и я

1. Сформулируйте и докажите обобщение теоремы 6,1 для 
игры п лиц.

Рис. 31.

2. Найдите точки равновесия (всего восемь точек) для игры 
с полной информацией, диаграмма которой изображена на рис. 31, 
а платежные функции приведены в таблице 1.

Т а б л и ц а  1

t Ні(0 Яа(0 Нз (0 t Hi ( 0 H2 (0 Яз (0

1 5 3 h 7 3 11
t2 2 6 4 h 8 4 12
h 3 7 1 h 9 11 5
*4 4 8 2 *10 10 12 6
«5 5 1 9 h\ 11 9 7
*6 6 2 10 112 12 10 8



3. Покажите, что в игре двух лиц с нулевой суммой седловая 
точка является также точкой равновесия.

4. Определите точку равновесия для множества и-мерных век­
торов смешанных стратегий нормализованной игры п лиц.

5* Используя понятие точки равновесия для смешанных стра­
тегий, определенное в упражнении 4, найдите точку равновесия 
для прямоугольной игры двух лиц, у которой платежные матрицы 
первого и второго игрока такие:

3 5 6 — 2
4 2 > — 3 8

6. Покажите, что всякая пара смешанных стратегий есть точка 
равновесия для игры, имеющей платежные матрицы

2 3 —  1 —1
2 3 0 0

7. Найдите платежную функцию для игры с нулевой суммой, 
диаграмма которой изображена на рис. 32 и у которой нет седло­
вой точки (в чистых стратегиях).

Рис. 32.

8. Найдите оптимальные стратегии поведения для игры с та­
кой же диаграммой, как на рис. 30, но в которой платежи, считая 
слева направо, такие:

— 10, —9, — 1, + 1 ,  + 3 ,  —2, - 1 0 ,  — 9
вместо

- 4 ,  - 3 ,  - 1 ,  + 1 ,  + 1 ,  - 1 ,  - 4 ,  - 3 .

9. Постройте пример игры, не имеющей оптимальной страте­
гии поведения для Р ѵ

10. ИмеіЁЩ^гури одинаковые колоды из п карт; каждый набор 
карт обозначен положительными числами хѵ . . . , хп. Каждый из



двух игроков держит.одну колоду, а третья положена вниз лицом. 
Игра имеет три этапа, состоящие в следующем:

1. Верхняя карта третьей колоды переворачивается вверх 
лицом.

2. Игроки выбирают одновременно по одной карте из своих 
колод.

3. Игрок, положивший старшую карту, выигрывает у своего 
противника стоимость перевернутой карты из колоды (если они 
кладут карты с одинаковым номером, то никто не платит). Игра, 
очевидно, имеет цену нуль, так как она симметрична.

Постройте диаграмму этой игры для п —  2 и покажите, что 
в этом случае существуют оптимальные чистые стратегии. Пока­
жите, кроме того, что имеются чистые стратегии для п =  3, если 
# 1 = 1 ,  х 2 =  2 и х 3'— 3. Найдите оптимальные стратегии для п ~ 3, 
если х1 =  2, х2 — 3 и х3 =  4.



До сих пор мы ограничивались рассмотрением конеч­
ных игр. Однако в некоторых практически важных ситуа­
циях, которые удобно изучать с точки зрения теории 
игр, участники производят выборы из бесконечных мно­
жеств. Так, предположим, например, что предпринима­
тель сталкивается с вопросом, какой величины делать 
кусок мыла, который он намеревается продать за десять 
центов. Ему хотелось бы сделать его достаточно боль­
шим, чтобы быть в состоянии успешно соревноваться 
с другими предпринимателями и, таким образом, продать 
много кусков, но, конечно, он не хочет делать его столь 
большим, чтобы терпеть убыток на каждом проданном 
куске. Поскольку он должен стремиться как-то угады­
вать действия других предпринимателей, интересы кото­
рых противоположны его интересам, получается нечто 
подобное игре. А поскольку кусок мыла может иметь бес­
конечное число весов (или такое большое конечное число, 
что его удобно рассматривать как бесконечное), мы стал­
киваемся с игроподобной ситуацией, в которой игроки 
производят выборы из бесконечных множеств. Поэтому 
представляется полезным расширить наше понятие игры 
так, чтобы включить также бесконечные игры, то есть 
игры, в которых некоторые из выборов игроки совер­
шают из бесконечных множеств. Однако мы их будем 
разбирать далеко не в такой общей форме, в какой мы 
рассматривали конечные игры. Во-первых, мы будем 
рассматривать лишь игры с одним ходом для каждого 
игрока и такие, что ни один из игроков не получает инфор­
мации о вьЖоре другого. Таким образом, мы будем иметь 
дело лишь с играми, в которых; как в прямоугольных



играх, определенных в главе I, игрок Р х выбирает эле­
мент X из множества А, а игрок Р 2 выбирает элемент у 
из множества В. Кроме того, как и для прямоугольных 
игр, мы предположим, что имеется действительная функ­
ция М  двух переменных, такая, что если игрок Р г выби­
рает X, а игрок Р 2 выбирает г/, то игрок Р 2 платит игро­
ку Р г сумму М(х, у ). Итак, мы обобщаем понятие прямо­
угольных игр только в том отношении, что допускаем 
бесконечные множества А и В.

Наше внимание будет почти исключительно ограничено 
случаем, когда оба множества А и В суть замкнутые 
интервалы [0, 1]; мы будем называть такие игры непре­
рывными. Это название происходит оттого, что замкну­
тый интервал (точек или действительных чисел) иногда 
называют континуумом, а не оттого, что на функцию М  
налагаются какие-либо свойства непрерывности. Следует 
заметить, что это ограничение для множеств А и*В не 
так существенно, как может показаться с первого взгляда: 
если А и В — любые замкнутые интервалы, то простым 
переименованием элементов множеств А и В мы полу­
чим игру, в которой выборы совершаются из замкнутого 
интервала [0, 1]. Итак, непрерывной игрой (или игрой, 
которая может быть приведена к непрерывной игре) 
называется игра, подобная прямоугольной, но в которой 
игроки делают выборы из конечных замкнутых интервалов.

П р и м е р  7.1. Рассмотрим, напрймер, игру, в кото­
рой Р х выбирает число х из интервала [0, 1], а игрок Р 2 
независимо от него выбирает число у  из того же интер­
вала и в которой платеж игроку Р г равен

M  (X, у) =  2х2 — г/2.
Эта игра по существу так проста, что мы можем сразу 

узнать оптимальные стратегии игроков: Р г , желая обес­
печить максимум функции М(х, у ), выберет я =  1, а Р 21 
чтобы обеспечить минимум функции М(х , у), также выбе­
рет у =  1; тогда платеж будет равен 1.

П р и м е р  7.2. В качестве примера немного более 
сложной непрерывной игры рассмотрим следующую си­
туацию: некий полковник, назовем его Блотто, хочет 
атаковать две равноценные позиции А и В,  послав часть х 
своего полка к Л, а остальную часть (1—х) — к В .  Его



противник, защитник этих позиций, имеет в своем рас­
поряжении лишь часть полка а, где 0 <  а <  1, которую 
ему нужно разделить между позициями А и В.  Допустим, 
что защитник выделяет долю у  своих сил на А и (1—у) 
на 2?, так что обороняющие силы равны соответственно 
а у и а(1—у) полка. Допустим, что все схватки смертельны, 
и обе стороны потеряли одинаковое число людей — число, 
равное численности меньшего отряда, и позиции в резуль­
тате захватывает больший отряд. Для каждой позиции 
выигрышем победителя считается сама позиция (оцени­
ваемая в один полк) плюс число уцелевших солдат; если 
никто не захватил позицию, выигрыши равны нулю. 
Следовательно, мы можем записать выигрыши полков­
ника Блотто таким образом:

М { х ,  у) =  sgn [х — ау] +  я — ау +

+  Sgn [1 — ж — а (1 — у)] + 1  -  x — а (1 — у) г

где sgnz определяется так:
— 1, если z <  О, 

sgn z =  < если z =  0,
1, если z >  0.

Возвращаясь к исследованию задачи в общем виде, мы рас­
смотрим теперь игру, имеющую платежную функцию М . 
Пусть существуют

max min М  (х , у) — ѵх
0<х<1 0<г/<1

min max M i x ,  у) =  и».
0 < Ѵ < і  о < * < 1  ѵ 2

Тогда, рассуждая, как в главе I, мы видим, что Р г мо­
жет сделать выбор, который обеспечит ему получение 
по меньшей мере ѵѵ  а Р 2 может позаботиться о том, 
чтобы Р х получил не больше ѵ2. Если ѵ1 =  ѵ2, то на 
основании теоремы 1.5 мы видим, что М  имеет седловую 
точку II

М ( Х о, у 0) =  ѵ1 =  ѵ2.



В этом случае естественно назвать х0 и у0 оптимальными 
способами игры для Р г и Р 21 a ѵ1 (и, следовательно, ѵ2) 
ценой игры. Так, в примере 7.1 мы имели:

M  (X, у) =  2х2 — iß.
Эта функция имеет седловую точку || 1 1 ||; отсюда 

М(1,  \ ) =  ѵ і г=ѵ2= \ .

Напротив, в примере 7.2, как можно показать, седловой 
точки нет.

Нам остались два более трудных случая: 1) случай, 
когда ѵ1 и ѵ2 не существуют, и 2) случай, когда обе 
эти величины существуют, но не одинаковы. Второй 
случай будет рассмотрен в главе X после того, как 
в главах VIII и IX мы введем некоторые необходимые чисто 
математические понятия. Что касается первого случая, то 
мы ограничимся тем, что покажем возможность такой ситу­
ации.

Часто, когда ѵ1 и ѵ2 не существуют, мы знаем, 
как определить цену игры или оптимальные стратегии 
для обоих игроков.

П р и м е р  7.3. Платежная функция непрерывной 
игры определена следующим образом:

1 1М  (х, у) —-------- , если X ф  0 и у  ф О,
X  у ^

М ф , у ) = — ^ ,  если у ф  О,

М  (х, 0) =  — , если X Ф 0,

М  (0, 0) =  0.
Очевидно, игроку Р 1 не следует всегда выбирать 0, ибо 
тогда Р 2 может выиграть большие суммы, беря для 
у  положительные малые числа. Далее, игроку Р 1 не сле­
дует выбирать все время одно и то же число, ибо тогда 
Р 2 может выиграть, выбрав у  положительное, но меньше, 
чем X. Поэтому игроку Р ѵ по-видимому, следует выби­
рать X при помощи случайного механизма, но так, чтобы 
малые положительные значения выбирались чаще, чем 
большие. Однако и такой способ не может быть опти-



мальным, ибо Р 2 может всегда увеличить свой ожидае­
мый выигрыш, применив другой случайный механизм, 
который позволит ему выбирать еще более малые числа 
с данными частотами. Итак, по-видимому, мы не можем 
приписать какую-либо цену этой игре и не можем пока­
зать, что для нее существуют оптимальные способы игры.

Однако не следует думать, что такая ситуация имеет 
место во всех случаях, когда ѵх и ѵ2 не существуют. 
Напротив, может даже оказаться, что игра имеет седло- 
вую точку, хотя vL и ü2 не существуют. Рассмотрим, 
например, непрерывную игру, у которой платежная 
функция М  определена следующим образом:

Легко убедиться, что т .т М (х ,  у)  для х Ф О не су-
V

ществует. Поэтому шах min М  (х, у) не существует,
я у

и min max М  (х , у) также не существует. С другой сто-
V *

роны, функция имеет седловую точку ||0 0 ||. Итак, 
у Р г имеется способ игры (а именно, взять æ =  0), кото­
рый гарантирует ему, что он получит по меньшей мере 
М  (0, у) =  0, и у Р2 есть способ игры (а именно, взять 
г/ =  0), который гарантирует ему, что Р х получит самое 
большее М  (х , 0) =  0. Поэтому мы можем вполне обосно­
ванно назвать 0 ценой этой игры и сказать, что 
оптимальный способ игры для Р г — взять х =  0 , а опти­
мальный способ игры для Р 2 — взять у  =  0.

З а м е ч а н и е  7.4. Легко найти функцию М  двух 
переменных такую, что

1 1М  (х, у ) —-------- , если x Ф 0 и у  Ф 0,x уУ
М( х ,  0) =  М ( 0 ,  у) =  0.

max min М  (х , у) (1)0<х<1 0<і/<1

(2)

sup inf М  (X, у)



И

inf sup М  (x , у) (4)
0 < V < 1 0 < X < 1

обе существуют и равны. Если у непрерывной игры 
имеется подобная платежная функция, то, хотя игра 
и не имеет седловой точки, общее значение величин (3) 
и (4) иногда называют ц е н о й  и г р ы  ѵ. В таком случае 
Р 1 вообще не может выбрать стратегию х0, которая гаранти­
ровала бы ему, что для любой стратегии г/0, выбранной 
игроком Р 2,

М  (х0, у) > 0 ,
но он может, тем не менее, для любого е >  0 выбрать стра­
тегию хг , такую, что для любого у , выбранного игроком Р 2,

М (хе, у ) > ѵ  — е.

Таким образом, Рг может подойти как угодно близко 
к оптимальному способу игры.

П р и м е р  7.5. Платежная функция М  непрерывной 
игры определена следующими условиями:

М ( х , у) =  х + у  для х ф  1 и у ф  0,

М (  1, ?/) =  -! + г/ для у ф  0,

М  (х, 0) =  у  +  x для Ф 1,

М( і \  0) =  2.
В этом случае мы легко убеждаемся, что величины (1) 
и (2) не существуют. С другой стороны, мы имеем:

inf sup М  (х, у) =  1 =  sup inf М  (Ху у ).
у х  X  у

Поэтому мы называем 1 ценой этой игры. Выбрав 
хг — 1 — е, игрок Р г может быть уверен в том, что для 
любого у у выбранного игроком Р 2,

М  (хе, у) > 1 —8.
Аналогично, выбрав ÿ8 =  e, игрок Р 2 может быть уверен, 
что для любого x , выбранного игроком Р ѵ

М ( Х , Уе) < 1 + 8 .



Библиографические замечания

Первый общий обзор бесконечных игр можно найти 
в работе Виля [109].

У п~р а ж н е н и я

1. Непрерывная игра имеет платежную функцию М,  опреде­
ленную следующим образом:

1 1
М(х, у) =  ху— ~ х — ~у.

Покажите, что точка седловая для этой функции.
Иными словами, вспомнив определения, данные в главе I, пока­
жите, что неравенства

М

справедливы для всех х и у, лежащих в замкнутом интерва-
1

ле [0, 1]. Отсюда выведите, что цена игры (для Р х) равна —

1
и что оптимальный способ игры для Р х —  взять , а оптималь-

1
ный способ игры для Р2 — взять у =  — .

2. Непрерывная игра имеет платежную функцию, определен­
ную следующим образом:

■«<», * > - [ ( * - ■ ! ) * ]  [•+(»— »>]+ 
+[0-т)‘-0'-т)’] [і+О-т)®“’’ *>]•

где G и Н  суть функции, определенные на замкнутом единичном 
квадрате. Покажите, что цена игры равна 0, оптимальной страте-

1 1гией для Pj будет выбор # =  — , а для Р 2— выбор у =  - Иными
словами, покажите, что неравенства

М О т ) < Ч т '  т ) = ° < Ч т '  0
справедливы для всех ж и у, лежащих в замкнутом интер­
вале [0, 1].

3. Пусть М —платежная функция непрерывной игры, и пусть 
д М  д М  ^
~дх и ~ду ^ ® ^ СТВУЮТ во всех точках открытого единичного



п д М  — О их=л0 ày =  0. X—Л’о
ѵ=ѵо

квадрата, го есть для всех а? и г/, таких, что
о о <  1, 
о <  г/ <  1.

Покажите, что если || xQ г/0 || есть седловая точка игры, лежащая 
в открытом единичном квадрате, то

д М  
дх

Ѵ=У0
4. (J помощью предложения, установленного в упражнении 3, 

найдите седловую точку и, следовательно, цену и оптимальные 
стратегии непрерывной игры, имеющей платежную функцию

М  (х, у) —  \Ъху — Зх— Ъу-^2.
5. Найдите значение к, такое, чтобы игра с платежной функцией

М  (х, у) =  і0ху-х—-у-{-к 
имела нулевую цену.

6. Покажите, что игра с платежной функцией
М(х, у) =  ху +  х-{-у

не имеет седловой точки внутри открытого единичного квадрата. 
Покажите, что игра не имеет седловой точки вида ||0  г/0 |!- Най­
дите число х0, такое, что || х0 0 || будет седловой точкой.

7. Найдите неравенства, которым должны удовлетворять коэф­
фициенты а и ß, чтобы игра с платежной функцией

М(х, у) =  ху —  ах —  $у-{-у

имела седловую точку в открытом единичном квадрате.
8. Покажите, что всякая непрерывная игра, имеющая платеж 

ную функцию вида
М(х, у) =  ху —  ах —  рг/+ у,

имеет седловую точку (которая, однако, может лежать на гра­
нице единичного квадрата).

У к а з а н и е .  Используйте известное положение, что всякий 
многочлен данного типа может быть представлен в виде

(х-\-а)(у-\-Ь)-{-с,

где я, b и с—действительные числа.
9. Покажите, что непрерывная игра с платежной функцией

М ( х , у) =  (х— у)2
совсем не имеет седловой точки, то есть не имеет седловой точки 
ни внутри единичного квадрата, ни на его границе.

10. Покажите, что непрерывная игра с платежной функцией
1

М(х, у) —  — —— ------- -\ V! 1_|_2 (х — у)2

совсем не имеет седловой точки.



11. Пусть F x и /^ — непрерывные возрастающие функции 
(то есть такие, что из и > ѵ  следует Fx (и) >  Fx (ѵ) и F2(u)^> 
> F 2(v))t удовлетворяющие равенствам

F i (0) =  F2(0) =  0,

Fi(1)=F2(1)=1,
и пусть функция М  определена следующим образом:

М ( х , y) —  2F1 (х) — 1 для х<у,
М(х, y) =  F 1(x) —  F2(y) для х=у,
М(х, 2/)= 1 — 2F2(y) для х>у.

Покажите, что игра, платежная функция которой есть М,  не имеет 
седловой точки.

У к а з а н и е .  Из условия относительно Fx и F2 следует, 
что существует единственная точка и в [1, 0], такая, что

(м)4"^2 (и)=
12. Покажите, что игра с платежной функцией sgn( #— у) имеет 

седловую точку (смотрите определение символа «sgn» в примере 7.2).
13. Вычислите ѵх и и2 для игры, описанной в примере 7.2.
14. Покажите, что игра, описанная в примере 7.2, имеет цену,

1
если принять 0 <  а <  у  . Найдите эту цену и пару оптимальных 

стратегий.
15. Измените формулировку примера .7.2 для того случая, 

когда позиция А  имеет ценность в 1 полк, а позиция В  имеет 
ценность в с полков (с >  1).

16. Покажите, что если М  есть ограниченная функция, опре­
деленная на единичном квадрате и имеющая седловую точку, то

sup inf М  (х, у)
0 < х < 1  0< у < 1

И
inf sup M  (X, у)

0 < у < 1  0<зс<1

существуют и равны между собой.
17. Платежная функция игры определена так:

1
М ( х , у) —  ІОху —  у —  Ъх для

Чи' О“-*
Найдите цену игры и. Какая стратегия игрока гарантирует 
ему, что он получит по меньшей мере ѵ —  е?



1. Интуитивные соображения
Напомним, что для отыскания оптимальных способов 

игры в прямоугольные игры без седловых точек оказа­
лось необходимым рассматривать смешанные стратегии, 

7/ то есть способы, позволяю-
4 щие делать выборы науда­

чу и лишь с известными 
вероятностями. Очевидно, 
нечто аналогичное нужно 
сделать для непрерывных 
игр без седловых точек 

% (примеры таких игр были 
даны в упражнениях 9 и 
10 гдавы VII).

Прежде всего нужно 
исключить ошибочное пред­
ставление о том, что сме­
шанная стратегия непре­
рывной игры есгь цросто 
правило, приписывающее 
некоторую вероятность 

каждому числу, лежащему в замкнутом интервале [0, 1], 
ибо может случиться, что при случайном способе выбора 
каждому числу в интервале приписывается вероятность 0 
и даже два случайных способа могут быть различны, 
хотя оба они приписывают каждому отдельному числу 
вероятность 0.

Так, предположим, что мы наносим числа xt  
0 < х < 1 ,  по окружности единичной длины (рис. 33),

%
Рис. 33.



крутим стрелку и выбираем число, соответствующее тому 
месту, где остановилась стрелка. Если допустить, что 
ось стрелки хорошо смазана и весь прибор сделан до­
статочно хорошо, то вероятность (в смысле относитель­
ной частоты) того, чю стрелка остановится в некотором 
интервале, равна просто длине интервала; например, 
вероятность того, что она остановится в интервале [3/8,г,б/8], 
равна 1/4. Вообще, вероятность того, что выбранное 
число попадет в интервал

Поскольку это доказатель­
ство не основано на каком-нибудь особом свойстве точки

вала [0, 1], при котором каждому отдельному числу в 
интервале приписывается вероятность 0.

Допустим теперь, что устройство слегка * изменили, 
нанеся числа от 0 до 1/2 на первой четверти окружности, 
а числа от 1/2 до 1 — на остальных трех четвертях, как 
показано на рис. 34. Ясно, что вероятность выбора ка­
кого-либо отдельного числа опять равна 0. И тем не 
менее этот способ выбора числа из интервала [0, 1] отли­
чается от первого, ибо в первом способе вероятность по­
лучить число, лежащее между 0 и 1/2, была равна 1/2, 
а теперь оца^цавна а/4.

Размышляя над этими примерами, мы убеждаемся, 
что для формального математического описания случай­

след овательно, Рис. 34.

у , мы имеем случайный способ выбора числа из интер-



ного процесса выбора числа нз интервала [О, 1J доста­
точно задать функцию F , такую, что F (а) для всех а 
из [0, 1] есть вероятность того, что выбранное число будет не 
больше а. Однако для удобства математических выводов 
в излагаемой ниже теории оказывается лучше несколько 
изменить это определение для случая, когда а =  0. По­
этому мы рассматриваем функции F , такие, что F (а) для 
а Ф 0 есть вероятность того, что выбранное число будет

не больше а, и F (0) =  0 (следо­
вательно, F (0) есть вероятность 
того, что выбранное число будет 
меньше нуля, а не того, что оно 
будет не больше нуля). Если 
а и Ъ суть два числа из интер­
вала [0, 1], такие, чтоО <  а <  Ъ, 
то, очевидно, F (b) — F (а) есть 
вероятность того, что число х 

«гг будет выбрано в интервале 
а <  я <  6, a F (b) —F (0) есть 
вероятность того, что число х 
будет выбрано в интервале

0 <#<£>.  Такая функция F называется интегральной 
функцией распределения или, для краткости, просто 
функцией распределения.

Функция распределения для первого из приведенных 
выше примеров есть такая функция* F, что для всех х 
в [0, 1]

F ( х )  =  X.

На рис. 35 представлен график этой функции (функ­
ция, очевидно, определена только для 0 < я < 1 ) .

Функция распределения для второго примера есть 
такая функция F, что

I 1F (х) =  у  X для 0 <  X <  y  »

V  і  \  3 1 1 ^  ^  ЛЬ Сг) =  у  я — - j  Для у  <  я < 1 -

График этой функции представлен на рис. 36.
Мы замечаем, что обе эти функции неубывающие, то 

есть F (хг) <  F (xz), при х г ^ ,х 2 (на графике это выра­
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жается характером кривых, идущих направо вверх). Как 
мы сразу видим, это справедливо Для всякой функции 
распределения, ибо если 
то вероятность того, что вы­
бранное число лежит в интер­
вале [0 , х2], должна быть по 
меньшей мере равна вероятно­
сти того, что оно лежит в интер­
вале [0 , хг].

Рассмотренные нами две 
частные функции суть так на­
зываемые возрастающие функ­
ции, то есть F(xx)<iF(x2), когда 
Жі<#2. Но это не всегда выпол­
няется для функций распреде­
ления. Так, например, функ­
ция распределения может иметь такой график, как на 
рис. 37. Горизонтальный отрезок на этом графике пока­
зывает, что

F W

следовательно, вероятность того, что выбранное число 
будет лежать в интервале х/4< я < ^ / 4» равна 0. Легко 
видеть, как можно построить случайный механизм, ко­
торый будет порождать такую функцию распределения:

нужно лишь изготовить устрой­
ство, подобное вышеописанному, 
но исключить интервал [Ѵ4, 3/ 4 ].

Мы замечаем, что все гра­
фики проходят через точку
II1 1||. Это должно быть для 
всех функций распределения, 
то есть для любой функции 
распределения F мы имеем:

F( l )  =  l.

Это вытекает непосредственно из определения функ­
ции распределения; действительно, выборы совершаются 
в интерва«в*-|£), 1 ], и, следовательно, выбранное чцедо, 
заведомо не будет превышать 1 ,
12 Дн<. Ман-К^иси



Кроме того, в определении функции распределения 
указывается, что график функции должен проходить через 
точку II 0 0||.

Все рассмотренные до сих пор функции распределения 
непрерывны, но это относится не ко всем функциям рас­
пределения. Простейший образец разрывной функции

распределения можно получить 
посредством «случайного» меха- 
низма, который всегда выби­
рает 0. Функция распределения 
удовлетворяет тогда следующим 
условиям:

F (х) =  1 для ж >  0,
^ (0) = 0,

а график ее показан на рис. 38. 
Приведем менее тривиальный 
пример. Мы бросаем правиль­

ную монету. Если она показывает герб, мы выбираем 
1/4; если она показывает решку, то применяем устройство, 
изображенное на рис. 33, для выбора числа из интервала 
[0, 1]. Тогда, очевидно, функ- ffJ?/

С
Рис. 38.

ция распределения F удов 
летворяет следующим уело 
виям:

1F (х) =  — x для

F (х) =  т  (1 + х) для

* < 4

График этой функции пред­
ставлен на рис. 39 (жирная 
точка в левом конце верх­
него отрезка указывает, что 
^ (1/4) =  5/8î а не Vs)*

%

%

%

О ъ  %
Рис. 39.

График, изображенный на 
рис. 39, имеет скачок при х =  Ѵ4, то есть в точке, кото­
рой функция распределения приписывает конечную (не 
нулевую) вероятность. Легко видеть, что точки, которым* 
приписывается конечная вероятность, всегда соответст­
вуют точкам разрыва графика функции распределения.
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Все рассмотренные до сих пор функции распределе­
ния имели графики, состоящие либо из прямолинейного 
отрезка, либо из ряда таких отрезков. Но из следующего 
примера можно видеть, что это не всегда так. Допустим, 
что в устройстве, изображенном на рис. 33, кончик стрелки 
сделан из стали и в плоскости круга помещен небольшой 
магнит справа от точки с 
отметкой «Ѵ2». Тогда стрел­
ка будет чаще останавли­
ваться вблизи от Ѵ2, чем в 
других местах (но вероят­
ность остановки в одной 
данной точке по-прежнему 
равна 0). При этом, очевид­
но, функция распределения 
будет иметь криволинейный
график, подобный изобра- ____
женному на рис. 40.

Рассмотрим, наконец, не­
сколько менее элементарное 
свойство функций распреде­
ления. Для этого введем одно определение. Функция F 
называется непрерывной справа в точке х, если

lim F (я +  е) ~ F( x ) .
г-4-0
8>0

Аналогично мы называем функцию непрерывной слева 
в точке x , если

lim F (x — е) =  F (x).
8-»0
8>0

Мы замечаем, что функция, изображенная на рис. 39, 
в точке x =  Ѵ4 непрерывна справа, но не непрерывна слева. 
Функция, изображенная на рис. 38, в точке х =  0 не не­
прерывна справа.

Мьі имеем следующую теорему.
Т е о р е м а  8.1. Всякая функция распределения не­

прерывна j;jyjaea во всех точках открытого интервала 
(0, 1).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F  — функция рас­
пределения, и пусть 0 < я < 1 . Мы хотим показать, что

1 im [ F (x -h e) — F (x)] =  0.
e-»0£>0

Величина
F (x +  e) — F  (.r)

по определению функции распределения равна вероят­
ности того, что число z, выбранное согласно этой функ­
ции распределения, удовлетворяет неравенству

x <  z <  х +  е.
Но для любого заданного 2  можно найти такое малое 
положительное е, чтобы это неравенство стало невоз­
можным. Следовательно, вероятность того, что z будет 
удовлетворять этому неравенству, стремится к нулю, 
когда е стремится к нулю, что завершает доказательство.

2. Формальные выводы
Итак, мы видим, что функция распределения F  всегда 

удовлетворяет следующим условиям: I) F ( x ) > 0  для лю­
бого x из [0, 1]; 2) / ’(О) =  0 и і?(1) =  1 ; 3) F(x) есть неубы­
вающая функция в замкнутом интервале [0, 1]; 4) F(x) 
непрерывна справа в открытом интервале (0, 1).

С точки зрения наших интуитивных .догадок о вероят­
ности представляется, возможным такое утверждение: 
любая функция, удовлетворяющая условиям (1), (2),
(3) и (4), есть функция распределения, то есть если F — 
некоторая функция, удовлетворяющая этим условиям, то 
существует способ выбора чисел из интервала [0, 1], 
имеющий своей функцией распределения функцию F. 
Во всяком случае, понятие функции распределения станет 
математически строгим, если мы будем впредь применять 
этот термин просто для обозначения функции, удовле­
творяющей указанным четырем условиям. Итак, чтобы 
проверить, что некоторая функция есть функция распре­
деления, нам не нужно описывать сам случайный про­
цесс, который ее порождает, а следует лишь проверить, 
что она определена на замкнутом интервале [0, 1], не 
принимает отрицательных значений, не убывает п т. д.



Мы будем применять букву D для обозначения мно­
жества всех функций распределения, то есть множества 
всех функций, которые удовлетворяют указанным четы­
рем условиям.

Приведем теорему, полезную в дальнейшем. 
Т е о р е м а  8.2. Всякая последовательность функций  

распределения -содержит подпоследовательность, сходя­
щуюся к некоторой функции распределения F во всякой 
точке непрерывности функции F.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно, что правильные дроби 
можно расположить в упорядоченную бесконечную после­
довательность. Мы можем это сделать, например, так: 
на первое место поместим единственную правильную
дробь, имеющую знаменатель 2 ^ а  именно—^ ;  затем в
порядке возрастания расположим правильные дроби, 
имеющие знаменатель 3; затем дроби со знаменателем 4 
(пропуская уже записанные) и т. д. Так мы получим:

1 1 2 1 3 1 2 3 4 1 5 1
2 ’ 3 ’ 3 ’ 4 ’ 4 , 5 ’ 5 ’ 5 ’ 5 , 6 ’ 6 ’ 7 ’ * “

Очевидно, таким путем можно дойти до любой правиль­
ной дроби. Запишем полученную последовательность пра­
вильных дробей так:

 ̂1» ^2’  ̂3» • • • »  ̂п» • * *
Пусть

Gv G2, Gn, . . .  (1)
есть произвольная последовательность функций распре­
деления. Рассмотрим сначала последовательность чисел

Gi(ri), G2(r1), •••> G„(ri), •••
Поскольку эта последовательность бесконечна и ограни­
чена, она содержит сходящуюся подпоследовательность

Ol)’ (̂ і)> • • • J G%n (r i)i • • •
Положив

n l) (x ) =  G\  (x) Ддя Л =  1, 2, . . . ,  
мы видим, что последовательность

/7(1) гчіу Fd)* j î 1 2 ’ ’ ’ * ’ П » ‘ ’



есть подпоследовательность последовательности (1), схо­
дящаяся к пределу в точке гг.

Теперь рассмотрим последовательность чисел
F ? ( r 2), . . .

Как и раньше, мы видим, что эта последовательность 
содержит подпоследовательность

л ; > ( г 2),  F % ( r 2) , . . . , F % ( r 2),

которая является сходящейся. Положив
F f  (x)  =  F21 (ж) для і = 1 ,  2, . . . ,  

мы заключаем, что последовательность
J7(2> £42) /7С2>

есть подпоследовательность последовательности (1), схо­
дящаяся к пределу как в точке гѵ так и в точке г2.

Продолжая этот процесс и далее, мы получаем после­
довательность последовательностей

1) /Г<1>1 ’ 2 > з ’ • • • » 1 n i •••
Р (2 ) ЕЧ2> ЕЧ2) ЕЧ2)

1 ’ 2 ’ 3 ’ • • • > 7 n  » • • •
FC3) ГСЗ) EV3) ЕѴЗ)

^ 1 » 2 » 3 » • • • » ■ * № » * • •

ч т )  г ч т )  ечтю  с ч т )
1 * 2 ) ^ з > • • • > *  n  » • • •

Каждая из этих последовательностей, по построению, 
есть подпоследовательность всех предыдущих и, следо­
вательно, первоначальной последовательности (1), причем 
т-я последовательность сходится к пределу в точках 
гѵ гт.

Из этой последовательности последовательностей мы 
образуем теперь «диагональную последовательность»

F • • • » ^п» • • * > (2)
положив

=  ( л - 1 ,  2 , . . . ) .
Очевидно, (2) есть подпоследовательность последователь­
ности (1). Кроме того, для любого т все (за исключением



конечного числа) элементы последовательности (2) при­
надлежат последовательности

EVT71) ГЧТП) ріШ)*1 1 1 2 »•••>■* П » •• • J
и, следовательно, последовательность (2) сходится к пре­
делу для всех правильных дробей.

Теперь мы определим функцию ер на правильных дро­
бях, положив для любой правильной дроби г

Ф(г)  =  1 і т / ’„ ( г ) ,  (3)
п-> оо

и затем определим функцию F  на всех числах в откры­
том единичном интервале, положив для любого такого 
числа

F (Х) =  inf ф (^); (^)г>зс
мы полагаем также

F(0) =  0’ l (5)
^ ( 1 )  =  1, J ( )

так что F  определена на всем единичном интервале (вклю­
чая его конечные точки). Для доказательства теоремы 
достаточно проверить, что F есть функция распределе­
ния и что последовательность (2) сходится к F во всякой 
точке непрерывности F. Из (5) следует, что для этого, 
в свою очередь, достаточно показать, что F неубываю­
щая и непрерывна справа. Если х  и у — любые числа, 
такие, что х <  у, то множество Х у всех рациональных 
чисел, больших чем у, есть подмножество множества Х х 
всех рациональных чисел, больших чем х; следовательно,

inf ф (г) <  inf ф (г),
г£Ау

или, на основании (4),
F ( x ) < F ( y ) .

Итак, F — неубывающая функция. Чтобы показать, что F  
непрерывна справа, мы замечаем прежде всего, что 
функция ф, по ее определению (3), неубывающая. Пред­
положим,

*̂1 » • • • » f̂l.1 • • •



есть произвольная убывающая последовательность чисел, 
предел которых есть точка х интервала (0, 1); нам нуж­
но показать, что

F (х) — lim F (хп).
п—>со

Из (4) мы видим, что для всякого е >  0 существует 
рациональное число г, такое, что

г >  X,  (6)
ф (/•) -  F ( x )  <  6 . (7 )

Взяв столь большое целое N,  что х <  яѵ <  г, полу­
чим для всех п >  N

х < х п < г,

и, следовательно, ввиду того, что функция F неубываю­
щая, и ввиду (4)

F ( x ) K F ( x n)^q>(r) .  (8)

Из (7) и (8) мы заключаем, что для n >  7V
О< C F ( x n ) — F ( x )  <  8,

так что
lim {F (хп) — F (х)] =  О,
П-КЭО

что и требовалось доказать.
Прежде чем перейти к последней части доказатель­

ства, уместно заметить следующее следствие из (4): для 
рационального г и произвольного х (г <  х) мы имеем:

ф (г) < / ’(*). (9)
Наконец, мы покажем теперь, что диагональная по­

следовательность (2) сходится к F  во всякой точке не­
прерывности функции F. Пусть X —* точка непрерывности 
F, и пусть 8 — произвольное положительное число. Из
(4) мы немедленно заключаем, что существует рацио­
нальное число г, такое, что г >  х и



Из непрерывности функции F в х мы видим, что 
существует некоторое г/, у <  х, такое, что

О ( И )

Пусть теперь 5 — любое рациональное число, такое, что
У <  s <  i • (12)

Из (12), (4) и (9) заключаем, что
F ( y ) < 4 { s ) < F  (х)у (13)

далее, на основании (11) и (13),

O ^ F ( x )  —  ф (5 )< - | . (14)

Из (3) мы видим, что существует целое число 7V, 
такое, что для всех п >  N

і ф И - ^ п И К І -  ( 1 5 )

1]

i «p (* )-/•„(* ) i < ! •  (iß)
Далее, поскольку Fn есть функция распределения и, 

следовательно, неубывающая функция, то
Fn (s) <  Fn (х ) <  Fn (r)- ' (17)

Из (16), (14), (10) и (15) мы получаем теперь:

I Рп (*) -  Fn (r) I <  I Fn (s) -  Ф (*) I +
+  IФ (*) -  F  (*) I +  IF  {x) -  ф (r) I +

+  | v ( r ) - F n ( r ) | < 4 ( D = 4 « -  (18)

Из (17) и (18) следует, что

I*■„(*)- M * )  I < 4  в. (19)

Из (14), (16) и (19) мы заключаем окончательно, что 
для всех n > N

\ F ( x ) ~  Fn (х ) I <  IF (х ) -  Ф (s) I + 1 ф (S) -  Fn (s) I +

+  K ' „ ( s ) - ^ n ^ ) | < |  +  |  +  4 e  =  e , (20)



и, следовательно,

F (х) =  lim Fn (ж),
п~>со

что завершает доказательство теоремы.
Следующая теорема дает нам полезный способ по­

строения новой функции распределения по данным функ­
циям.

Т е о р е м а  8.3. Пусть Fv  . . . ,  Fn — множество функ­
ций распределения, || а3 . . .  ап || — некоторый элемент мно­
жества Sn, и функция F определена для всех х в [О, 1] 
соотношением

F (x) = alF 1 ( » ) + . . . +  anFn (x).

Тогда F есть также функция распределения.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Исходя из того, что функции 

F{ Ç І>, т. е. удовлетворяют условиям 1 — 4, покажем, что 
функция F также удовлетворяет этим четырем условиям. 
Прежде всего, мы имеем:

F (х) =  (ж) +  ..  . +  anFn (ж) >  О,

так как по условию аг >  0 и Ft (х) >  0.
Далее, поскольку ^ ( 1 )  =  1, имеем:
F  (1) =  a1F 1 (1) +  .. . +  anFn (1) =  ах +  . . .  +  an =  1.

Аналогично доказывается, что F  (0) =^0.
Положим теперь, *что и и ѵ — любые числа в [0, 1], 

такие, что и> ѵ;  нам нужно показать, что F  (гг) >  F (ѵ). 
Поскольку каждая F% неубывающая,

Fi ( u ) > F i (v),

и, следовательно, в силу неотрицательности аІУ
aiFi ( u ) > a iFi (v).

Складывая эти неравенства, получаем:
аіЛ(и) +  • • • +  anFn (в) >  a1F1 (v) +  . . . +  anFn (v),

или
F ( u ) > F ( v ) ,  

что и требовалось доказать.



Для завершения нашего доказательства остается по­
казать, что F  непрерывна справа в (0, 1). Возьмем произ^ 
вольное положительное число х из (0, 1). Тогда на осно­
вании того, что каждая из функций , Fn непре­
рывна справа в х, мы имеем:

lim F (х +  е) =  lim [a1F1 (х +  е) +  . .. +  anFn (х +  е)] =
е-*0 £->0
8 > 0  8 > 0

=  at lim F 1 (х -f е) +  . . . +  ап lim Fn (х -f е) =
е-»0 е~»0
е> 0  8>0

=  a1F1 (х) +  . . .  4  anFn {х) =  F (х),
что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е  8.4. Установленную выше теорему 
можно обобщить в том смысле, что можно построить 
функцию распределения F  по бесконечной последователь­
ности Flf F 2 ) . . . ,  Fn, . . .  функций распределения и по 
бесконечной последовательности аѵ а2, . . . ,  ап, . . .  неот­
рицательных чисел, сумма которых равна 1, положив

оо

*■(*) =

Но поскольку мы не будем применять теорему в этой 
форме, мы ограничились тем, что доказали ее для конеч­
ного числа функций распределения. Доказательство ее 
для бесконечных последовательностей функций распре­
деления оставляется в качестве упражнения.

В заключение полезно выделить частный класс функ­
ций распределения, на который мы будем часто ссылаться 
в дальнейшем. Пусть имеется конечная возрастающая 
последовательность точек ийтервала [0, 1]

#і <  х2 <  х з <  • • • <  хп>
такая, что функция распределения F  имеет разрывы в 
каждой из этих п точек, но постоянна во всех других 
точках, то есть F(u)  = F(v) ,  если для некоторого і мы 
имеем х { <  и <  х і+1 и х х <  ѵ <  х і+ѵ Тогда F  называется 
ступенчатой функцией с п ступенями. Мы обозначаем 
класс всех ступенчатых функций с п ступенями через Dn.

График ступенчатой функции всегда состоит из ко­
нечного числа горизонтальных отрезков, прерывающихся



в точках разрыва; так, например, функция распределе­
ния, изображенная иа рис. 41, есть элемент класса Dj,

П  1 3 4имеющии разрывы при 0, ^  и 1.
Легко видеть, что если Fv . . . , F r суть ступенчатые 

функции ii если аѵ . . ., аг суть неотрицательные дей­
ствительные числа, сумма ко- 
торых равна 1, то функция F, 
определенная соотношением
F (.г) =  a j \  (.г) +  . . .

. . .  4 anFn (x),
также есть ступенчатая функ­
ция. Число разрывов функ­
ции F не больше суммы 
числа разрывов функций 
/ \ ,  . . ., Рп; если никакие из

/

%

7/2

«

О t?---- %---- Т ~ ' 2 ФункЧий F v ■•■>Fn не имеют
общих точек разрыва и Ф  О 

Рис. 41. (і =  1, . . . ,  /г), то число раз­
рывов функции F  равно этой 

сумме. Элементы класса Dj имеют лишь одну ступень, 
разрыв в которой равен единице. Поэтому для указания 
элемента класса достаточно лишь сказать, где про­
исходит этот скачок; символом І а обозначаем элемент 
класса Т>ѵ  имеющий скачок при х =  Итак, / а для а Ф О 
удовлетворяет равенствам

І а (х) = 0 ( х < а ) ,
І а (х) =  1 ( х > а ) .

Функция / 0 удовлетворяет равенствам
70 (0) =  0,

(*>0) .

Библиографические замечания

Более подробное рассмотрение функций распределе­
ния можно найти у Крамера [21]*).

*) См. также [189] и [195]. ( П р и м .  р ед . )



У и  р  а ж ii с и  и  я

1. Найдите функцию распределения, соответствующую следую­
щему случайному процессу выбора числа из [0, 1]: 1) бросаются 
две монеты; 2) если обе монеты показывают герб, выбирается чис­
ло Ѵ4; 3) если обе монеты показывают решку, то число из интер­
вала [0, 1] выбирается посредством прибора, изображенного на 
рис. 33; 4) если одна монета показывает герб, а другая—решку, 
то число из интервала [0, 1] выбирается посредством прибора, 
изображенного на рис. 34.

2. Найдите функцию распределения для следующего случай­
ного процесса: бросается игральная кость и берется число, обрат­
ное тому, которое показывает кость.

3. Покажите, что если функция непрерывна справа и непре­
рывна слева в данной точке, то она непрерывна в этой точке.

4. Покажите, что способом, установленным в теореме 8.3, из 
элементов класса Dj можно построить любой элемент класса Dn 
для любого п.

5. Докажите следующее обобщение теоремы 8.3: пусть Fv  . . .
. . . ,  Fn, . ..  — бесконечная последовательность функций распределе­
ния, аъ  . ап , . . .  — бесконечная последовательность неотрица­
тельных действительных чисел, таких, что

аі +■ • • • • =1, 
и функция F определена так:

F ( x ) = a 1F1 ( s ) +  • • • + « А  ( * ) +• • • ;
тогда F есть также функция распределения.

6. Покажите, что множество разрывов функции распределения 
не может быть более чем счетным.

7. Покажите, что если 0 а 1, то

Іа (*) h  (s) =  / 5  (*)•
8. Покажите, что произведение двух функций распределения 

есть также функция распределения, то есть если F2 £ D, то и 
F £ D, где

F (x) — F1 (x) F2 (x) для всех х в (0, 1].

9. Покажите, что произведение двух ступенчатых функций 
есть ступенчатая функция. Покажите, что если и /'гб
то существует число t , такое, что FXF2^T>^



ИНТЕГРАЛ СТИЛТЬЕСА

Пусть дана непрерывная игра с платежной функцией Af, 
и Р2 выбирает число у0. Тогда для каждого х , которое 
может выбрать Рѵ выигрыш Р1 определяется функцией

G(x) = M ( x ,  ?/0)

Предположим теперь, что Р ѵ вместо того чтобы всегда 
выбирать одно и то же число х, решает применить слу­
чайный механизм, которому соответствует функция рас­
пределения F. Очевидно, игроку jP1? для того чтобы сде­
лать выбор между различными возможными функциями 
распределения, необходимо уметь находить математическое 
ожидание своего выигрыша, если он применяет F.

Итак, перед нами следующая задача.
Пусть G (x) для 0 < æ < 1  есть сумма, которую полу­

чит если он выберет х (причем Рг делает выборы по 
функции распределения F). Каково математическое ожи­
дание выигрыша у iPj?

Очевидно, мы не можем сказать, что это математиче­
ское ожидание равно сумме всех произведений G(x) Р (х ), 
где Р(х)  есть вероятность того, что будет выбрано х , 
ибо, как мы видели в предыдущей главе, вероятность 
Р(х)  может быть равна нулю для всех х.

С другой стороны, математическое ожидание выиг­
рыша мы можем выразить приближенно следующим об-
разом. Берем три значения х, скажем, х =  0, х =  у  и х  =  1,
и составляем следующее выражение:

йШ  К т )  -"<°>]+й<1> ['<»-'(*)] •



Первый член этой суммы равен выигрышу Рѵ если он 
выберет у , умноженному на вероятность того, что он

выберет X в интервале 0  <  ; второй член равен выиг­
рышу его в случае, если выберет 1, умноженному на

1вероятность того, что он выберет х  в интервале ~тг <С Æ 1.
Другое приближение можно получить из данного разбие­
ния интервала, написав

G(a;i) [ ^ ( l ) - JF ( 0 ) ] + G ( a;2) [ ü ’( l ) - Jp ( | ) ]  ,

где х г и х2 — любые числа из интервалов 0 <  х ± < 

И у < х 2< 1 .  Если G изменяется незначительно в интер­

вале или в интервале [ у *  ’ то эти ПРИ~
ближения не будут сильно отличаться друг от друга. Если 
мы будем считать, что минимальное значение в интер-
вале 0 < х < у  G принимает при zv  а в интервале 
1у < я < 1  при z2, то наше интуитивное представление
подсказывает, что математическое ожидание выигрыша для 
Рг равно по меньшей мере

G( ï 1) [ ^ ( 4 ) - JF(°) ] + G ( i 2) [ F (1) - / ’( l ) ]  .

Аналогично, если G принимает максимальные значения 
в этих двух интервалах соответственно при z {  и z2, то 
математическое ожидание выигрыша для Р г равно самое 
большее

Но оказывается, что можно получить более точные верх­
нюю и нижнюю границы для математического ожидания 
выигрыша игрока Р ѵ если взять четыре точки разбиения; 
или еще лучше — пять и т. д. Итак, нам нужно рассмо­
треть разбиен^шітервала точками 0 =  х0< ^ х< . . .  <жп =  1



и образовать сумму
П

^ l G(zi) [F (x i) - F ( X i ^ ] ,
І=1

где х и і  <  z{ <  х х (i =  1, .. ., п). Интуитивно представ­
ляется очевидным, что если G есть функция «приемле­
мого» вида, то можно подойти как угодно близко к ма­
тематическому ожиданию выигрыша игрока Р ѵ беря п 
достаточно большим и следя за тем, чтобы все разности
хі — %і-i стремились к нулю при возрастании п , (Если G 
не «пригодна» для того, чтобы приближение сделать 
сколь угодно точным, то мы уже не можем вполне уверен­
но сказать, что именно назвать математическим ожида­
нием выигрыша игрока Р ѵ)

Сумма
п

2  G ( г , ) [ ^ ) -/'> * -!> ] (1)
І = 1

имеет некоторое сходство с суммой
п

2  G (ziH *i-* i-i]»  (2)
і= 1

применяемой при определении обычного (риманова) интег­
рала; действительно, сумма (2) есть лишь частный слу­
чай суммы (1), когда для всех x F ( x )  = x . Поэтому 
естественно рассматривать предел суммы (1) также как 
интеграл. Мы переходим теперь к формальному опреде­
лению интеграла этого вида, который называется интег­
ралом Стилтъеса.

О п р е д е л е н и е  9.1. Пусть А обозначает разбиение 
интервала [а, і] точками ж0, х ^  . . . ,  х п, где

а = х 0 < х г <  . . .  <  хп_г < х п = Ь.

Обозначим наибольшую из разностей
/V* _ /у» /у* _ /у» /у* ^/у»J 1 ^О’ 2 J'V * * * » îl — 1



через ||Д ||. Если предел
п

lim  2  G i z ^ F ^ - F i x ^ ]  (3)
п-> СО .

І|А !К О  1=1
(где j:{_1< z i < x i, і =  1, . . . , /г) существует и не зависит 
от выбора значений zi9 то этот предел называется интег­
ралом Стилтъеса функции G по F от а до b и обо­
значается так:

ь
^ G (x) dF (х).
а

Мы можем теперь сказать, что если G (х) есть выигрыш 
игрока Рѵ когда он выбирает х , и если он выбирает х  
по функции распределения F , то математическое ожидание 
его выигрыша будет равно

i
 ̂ G ( x ) d F ( x ) .

Поскольку интеграл Стилтьеса определен путем сложного 
предельного перехода, не удивительно, что он не всегда 
существует. В частности, легко показать, что он не 
существует, если G и F  имеют общую точку разрыва. 

Например, пусть
F(x)  = G(x) =  0 ( 0 < я < 1 ) ,

и пусть
F (x) = G(x) =  1 (1 <  я < 2 ) .

Здесь одна из разностей F (xh) — F (хк_г) при 0 <  х к_г <  1, 
1 <  #fe< 2  не может быть сделана меньше 1. G(zh) может 
быть равна либо 0, либо 1, в зависимости от выбора zk. 
Следовательно, в этом случае сумма (1) равна либо О, 
либо 1, в зависимости от того, равна G (zk) нулю или 
единице. Итак, предел (3) зависит от выбора zv  и, сле­
довательно, интеграл

2

^ G (x) dF (х)
о

не существует.
13 Дда. Мак-Кинси



Теперь мы сформулируем и докажем теорему, кото­
рая указывает достаточные условия существования 
интеграла Стилтьеса.

Т е о р е м а  9.2. Если функция G непрерывна в интер­
вале [а, 6] и функция F — неубывающая, то интеграл

ъ
^G (x )  dF(x)
а

существует.
З а м е ч а н и е  9.3. В частном случае, когда F {х) =  х,

теорема 9.2 сводится к известной теореме интегрального
исчисления, которая гласит, что если G непрерывна на

ь
интервале [a, b], то интеграл Римана  ̂ G(x)dx  сущест-

а
вует. Ввиду этого соотношения естественно, что дока­
зательство теоремы 9.2 весьма похоже на доказательство 
соответствующей теоремы для интеграла Римана, хотя 
и несколько сложнее. Доказательство теоремы 9.2 мы 
дадим полностью, но опустим доказательства других 
теорем, аналогичных соответствующим теоремам относи­
тельно интегралов Римана.

Введем некоторые дополнительные обозначения, кото­
рые будут применяться в доказательстве теоремы 9.2 
и некоторых вспомогательных лемм. Мы принимаем 
везде, что Д, Д,, Д2 и т. д. суть ^разбиения интервала 
[а, b], G непрерывна на [а, Ъ] и F — неубывающая на [а, Ъ]. 
Мы определяем:

M h — max G (x), 

mk =  min G (x) ,

n

Sa = 2  M j [Z1 f a )  — F  (æj.j)],
1=1
П

= 2  m d F (x ù  -  F  (x i - i)J- 
1 = 1

Очевидно, mk < M k-, a поскольку F не убывает, то <  Яд.



Точки х0 = а, х ѵ . . . ,  хп_ѵ xn = b , которые опреде­
ляют разбиение Д, называются точками разбиения Д. 
Если всякая точка разбиения Дг есть также точка раз­
биения Д2, то разбиение Д2 называется подразбиением 
разбиения Дг Очевидно, если Д2 есть подразбиение А ѵ 
а Дг есть подразбиение Д2, то Дх и Д2 тождественны. 

Л е м м а  9.4. Если Д0 есть подразбиение разбиения Д,
ТО £д0>£д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точки разбиения Д суть 
х 0, х ѵ . . . ,  хп, а разбиение Д0 включает в себя все точ­
ки Д плюс еще одну точку х , которая не является точ­
кой разбиения Д. Пусть

m'j =  min G (x)

И

m) — min G(x).
X  <ЗС<Яу

Очевидно, m ' j ^ m j  и т ) ^ т }. Следовательно,

m ’j [F (ж) -  F  (zM )]+ m 5  [F (Xj) -  F  (a:)] >  m, [F {xj)— F ( x j_i )],

причем для i =  1 , 2 ,  . . . ,  /  — 1, /  + 1 ,  . . . ,  n  член m i [ F (x^ —
— F  входит и в выражение для $д , и в выражение
для £д0. Следовательно, в этом частном случае £ д О д 0.

Если Д0 есть какое-либо подразбиение разбиения Д, 
отличное от самого Д, то имеется конечная цепь разбие­
ний, начинающаяся с Д и кончающаяся Д0 и имеющая 
то свойство, что каждое разбиение этой цепи (за исклю­
чением Д) есть такое подразбиение предыдущего, которое 
состоит из всех точек предыдущего разбиения и еще одной 
новой точки. Теперь лемма легко устанавливается путем 
повторных применений вышеуказанного рассуждения. 

Аналогично доказывается
Л е м м а  9. 5. Если  Д0 — подразбиение разбиения Д, 

то S ào< S A.
Л е м м а  9.6. Если Дг и Д2 суть разбиения интервала 

[а, 6], то sAi < S a2.
Д окаачахв^і ьство.  Построим разбиение Д3, каждая 

точка которого есть точка либо А ѵ либо Д2. Тогда Д3
13*



есть подразбиение разбиений Дх и Д2. Следовательно, на 
основании лемм 9.4 и 9.5 £Ді<£д3 и £д3< £ д 2. Поскольку 
Д̂з< ^ а3, мы получаем искомый вывод.

Из этого предложения следует, что если Дх —некото­
рое разбиение, то S дг является верхней границей чисел sA 
для любых разбиений Д. Следовательно, числа sA имеют 
наименьшую верхнюю границу, которую мы обозначим 
через s. Аналогично, числа £д имеют наибольшую нижнюю 
границу, которую мы обозначим через S.

Л е м м а  9.7. lim S  д =  lim S  = s.
' ||Д |1 -*0  IIA IH O

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку G непрерывна в замк­
нутом интервале [а, Ь], она равномерно непрерывна в нем, 
то есть для любого е >  0 найдется ô >  0 такое, что
IG (z j — G (z2) I <  8, как только | zx — z21 < ô . Это значит, 
что если II Д II <  ô, то | M k — тк | <  е для к =  1, 2, . . . ,  п. 
Следовательно,

п
о <  -  «л= 2  м і i*1 (*і) -  F -

і = і
n

- S  » i [* ■ (* .) -* > « )]  =
i = l

n

=  2  ( M ^ m ù i F i x ù - F i x ^ X
i = l  i

П
<  e 2  \ F { * i ) - F ( 4 - ù \  = * [ F ( b ) - F ( a ) } .  

i = l

Поэтому мы можем написать:

О <  £ д -  5Д =  (SA -  S) +  ( S - s )  +  ( s - s A) <  е [F (b) -  F (a)].

Каждая из трех скобок неотрицательна. Следовательно, 
поскольку разность F (b) — F (а) фиксирована и 8 произ­
вольно мало, каждая из трех скобок должна стремиться 
к нулю, когда || Д || стремится к нулю. Этим завершается 
доказательство.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  9.2. Из определений 
символов mkt M hi s& и S д следует, что для любого раз­



биения А и для любого выбора величин z{ в (3) мы имеем:

п

(Zi) №  (Хі) ^  ( ж і - і ) 1  ^ ^ д -

і= 1

Из этого неравенства и из леммы 9.7 вытекает, что пре­
дел (3) существует и равен s — S .

З а м е ч а н и е  9.8. Легко показать, что условия, 
наложенные на G и F, не являются необходимыми для

ь
существования интеграла ^ G  (x) dF (х). В частности, оче-

а
видно, что вместо неубывающей функции F можно взять 
невозрастающую. Возможны другие обобщения, но для 
наших целей они не нужны. Следующие девять теорем 
можно установить посредством очень простых доказа­
тельств, из коих некоторые аналогичны обычным дока­
зательствам подобных же теорем относительно римановых 
интегралов. Мы опустим такие доказательства.

Т е о р е м а  9.9. Если а < Ь < с >  то

с Ъ с

^ G(x) dF (x) =  Ç G (z ) dF (x) +  ^ G (x) dF (x)
a a b

при условии, что эти интегралы существуют.
Т е о р е м а  9.10. Если указанные ниже интегралы 

существуют, то

ъ ъ ъ
^ [G (х) +  H  (x)) d F ( x ) = ^ G  (x) dF ( х ) + ^ Н  (x) dF (х).
а а а

Т е о р е м а  9.11. Если указанные ниже интегралы 
существуют, то

b b b 

^ G (х) ФфЦх) + H  (ж)] =  ^ G (x) dF (x) +  J G (x) dH (x).



Т е о р е м а  9.12. Если указанные ниже интегралы 
существуют и если к — любое действительное число, то 

ь ь
 ̂ kG (x) dF (х) — к ^  G (x) dF (х).

а а

Т е о р е м а  9.13. Если указанные ниже интегралы 
сугцествуют и если к — любое действительное число, то 

ъ ъ
 ̂ G (x)d [k F (я)] = k \ j G(x )dF  (x).

a a

Т е о р е м а  9.14. Если указанные ниже интегралы 
существуют и если F — неубывающая функция , то 

ъ ъ
I  ̂  ̂ \G(x) \dF(x) .

cl а

Т е о р е м а  9.15. Если указанные ниже интегралы 
существуют, если F  — неубывающая и если G ( æ ) < #  (x) 
для всех x из [а, 6], то

ь ь
^ G {x) dF (x) <  ^ H  (x) dF (x).
a a

Далее, если F непостоянна на [а, Ь], если G и Н  непре­
рывны на [a, b] и если G (х) <  Я  (х) д$я всех х из [а, 6], то 

ъ ъ
^ G (x) dF (ж) <  (x) dF (х).
а а

Т е о р е м а  9.16. Если F есть любая функция распре­
деления, то

i
^ l d F ( x )  = F ( i ) - F ( 0 )  = i.
О

Т е о р е м а  9.17. Если указанные ниже интегралы 
существуют, то

ъ ь
^ G (x )dF (x )  = G ( b ) F ( b ) - G ( a ) F ( a ) - ^ F ( x ) d G ( x ) .



З а м е ч а н и е  9.18. Теорема 9.17 соответствует обще­
известному способу интегрирования по частям обычных 
неопределенных интегралов.

Мы докажем теперь теорему, которая позволяет нам 
в некоторых случаях свести задачу вычисления интегра­
ла Стилтьеса к задаче вычисления обычного (риманова) 
интеграла.

Т е о р е м а  9.19. Если указанные ниже интегралы 
существуют и если функция F имеет производную F'  
в каждой точке [а, 6], то

ь 6
 ̂ G (х) dF (я) =   ̂ G (х) F’ (х) dx .

а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точки #0, х ѵ  . . . ,  хп 
образуют разбиение А интервала [а, Ь]. Поскольку F  имеет 
производную в [а, Ь], то по теореме о среднем из этого 
следует, что имеются числа уѵ . . . ,  уп> такие, что 

( * = ! .........п) и
F (х{) -  F ( х ^ )  =  F' ( у {) [xt -  J . (4)

ь
Поскольку интеграл Римана ^ G (х) F ' (х) dx  существует,

а
то существует и предел

п
lim 2  С(Уі) ^ ( У і) ^ і - * і , ] .

II M l “ о i = i

не зависящий от выбора величин у{. Ввиду (4) имеем:
п

lim 2  G (Уд F ' {Уi) К  -  *і-і] =
І|Д|М>

П
=  lim S  G (ÿi) [/■(*,)n-̂ oo .

I1A1K0 1=1
Теперь наше предложение вытекает из этого равенства 
и из условя&^тч) указанные в теореме два интеграла 
существуют.



Теперь мы докажем теорему, которая позволит лам 
вычислять интеграл Стилтьеса от функции G (х) по сту­
пенчатой функции F (х).

Т е о р е м а  9.20. Пусть а, b и аѵ .а2, . . . ,  ап — дей­
ствительные числа, удовлетворяющие неравенствам

а < % <  . . .  < а п < 6 ,
пусть Ъѵ . . . ,  Ъп — действительные числа, и пусть сту­
пенчатая функция F определена следующим образом:

F (х) =  Ѵ а і (ж) +  Ѵ а 2 ( * )  +  • • • +  ЬпІ а п (X) .

Пусть G — любая функция , определенная на интер­
вале [a, ft] и непрерывная в точках аѵ а2, . . . , а п. Гогда 

ъ
^ G (x) dF (x) = b-fi (ах) +  . . .  +  bnG (ап).
а

З а м е ч а н и е  9.21. Заметим, что если условие непре­
рывности функции G в точках аѵ а2, . . . ,  ап не выполнено,
то интеграл не существует. Следовательно, теорема по-

ь
зволяет нам вычислять интеграл  ̂ G (x) dF (я), когда F —

а
ступенчатая функция и интеграл существует.

Напомним, что І а (х) мы определяли в последнем 
абзаце главы VIII.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  у.20. На основании 
теорем 9.10 и 9.12, очевидно, достаточно доказать тео­
рему для случая, когда

F ( x ) = I ai (x).

Функция G непрерывна при х =  ах; следовательно, вся­
кому положительному числу 8 соответствует положи­
тельное число ô, такое, что если \х — | <  ô, то | G(x) — 
— G (ах)| <  8. Пусть А — некоторое разбиение интер­
вала [а, Ь], для которого || А || <  ô, и пусть х 0, х ѵ ..  ., хп — 
точки разбиения А. Пусть Тогда F (xj) —
—F (Xj_х) =  1, и F (х{) — F ( х ^ )  =  0 для ІФ /. Следовательно,

S  G (Zi) [F (xO -  F  (xUl)] =  G (zj) [F (Xj) -  F ( x ^ ) ]  =  G (Zj).
І =  1



Поскольку Xj-i <  ах <  Xj, Xj_x <  Zj <  Xj и | Xj_x — Xj | <  ô,
0 I Zj — аг I <  ô. Следовательно,

1 S  G (Zi) [F (Xi) -  F  (*,_,)] ~  G (ax) | =  |G (*,•) -  G (4 )\ <  e. 
І =  1

Отсюда непосредственно вытекает

lim 2  G (zj) (x{) -  F  (ajj.j)] =  G (%).
п-кхэ i==l

І ІА ІН 0  

Теорема доказана.
В заключение этой главы мы докажем три специаль­

ные теоремы, которыми воспользуемся в последующих 
главах.

Т е о р е м а  9.22. Если G — непрерывная функция в замк­
нутом интервале [0, 1], то

i
min  ̂ G (x) dF (х)
F£D J

существует и
i

min \  G (x) dF (х) =  min G (x);
F Ç D  0 < х < 1

кроме того,
i

max \  G (x) dF (x)

существует и
i

max \  G (x) dF (x) =  max G (x).
F £ D  J  0 < x < l

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что D есть множе­
ство всех функций распределения. Поскольку функция G 
непрерывна в замкнутом интервале, то min G (х) суще-

0 < х <  1
ствует. Пусть а — число в интервале [0, 1], такое, что 

' ''w * G(a)=  min G (x),
0< ;х :< 1



Но поскольку для всех х в [0, 1]
G (a)<G (s),

то на основании теорем 9.16, 9.12 и 9.15 для любой 
функции распределения F

i i i 
G (а) =  G (а) Ç 1 dF ( x ) = ^ G  (a) dF (x) <  [ G (x) dF (x),

0 0 0 

и, следовательно,

G (a) <  inf С G (x) dF (x). (5)
F6D S

Кроме того, на основании теоремы 9.20 имеем: 
i i 

inf \  G (x) dF (x) <  \  G (x) d l  (x ) =  G (а). (6)
0 V

Из (5) и (6) заключаем, что
1 i

inf [ G (x) dF (x) =  G (a) =  { G (x) d l a (x ).
F6I> j  Q

Итак, точная нижняя грань по F чисел 
1

. \ G ( x ) d F ( x )
о

действительно достигается (именно, при F =  / a), а это 
значит, что

о
существует и что

i

min  ̂G (x) dF (х)
F 6 D  ->

min { G {x) dF (x) = G (a). (7)
FPD JFÊD 6

Этим завершается доказательство первой части теоремы. 
Вторая часть доказывается аналогично.



Т е о р е м а  9.23. Если G есть непрерывная функция 
в замкнутом интервале [0, 1] и если F v  F v  . . .  — по^ 
следовательность функций распределения, сходящаяся 
к функции распределения F (во всякой точке непрерыв­
ности функции F), то

i i

З а м е ч а н и е  9.24. При доказательстве этой теоремы 
мы применим обозначение, введенное перед леммой 9.4, 
конкретизируя его для случая, когда интервал [а, Ъ] 
совпадает с отрезком [0, 1]. Мы используем также сле­
дующую лемму, доказательство которой не представляет 
труда и здесь не приводится (см. упражнение 5 главы VIII).

Л е м м а  9.25. Если F — функция распределения и Ô — 
положительное число, то существуют точки

0 =  жо < х 1 <  . . .  < х п_г < х п = 19 

такие, что F непрерывна при х і ( і=  1, . . . ,  n — 1) и
(і==1> •••> л)-

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  9.23. Пусть задано 
положительное число 8, и пусть ô — положительное число, 
такое, что если Ax — любое разбиение интервала [0, 1], 
для которого II К <  Ô, то S Al — $Ді <  е. Выберем разбие­
ние Д интервала [0, 1], для которого | | Д | | < 0  и такое, 
что точки х 0, х ѵ . . . ,  хп, образующие разбиение Д (за 
исключением, быть может, х 0 и хп), суть точки непре­
рывности функции F (лемма гарантирует нам, что такое 
разбиение существует).

Поскольку последовательность F t (xt) (t =  1, 2, . . . )  
сходится к F (х{) для любого г, то отсюда следует, что 
существует целое Т , такое, что если £ > 7 \  то

\F t (xi) - F ( x i) \ < ± r  (г =  0, 1, . . . ,  п). (8) 

Поскольку S A — £д <  8. ТО

п 1
2  -  F  fo .,)] - \ G ( X )  dF (x)  < e  (9)
i=i ‘o



и

2  m, [F (Хі) -  F (*,_,)] -  J G (x) dF (x)\ <  e. (10) 

Далее,
n 1

2  M i [p t (*i) -  F t > \ G ( x )  dF, (x) (11)
І— 1

$ G (x) dFt (x) >  2  m, [Ft ( x j - F t ( x ^ ) ] .  (12)
0 i = l

Пусть
A =  max I G(x)|.

0<oc<l

Тогда ( £ = 1 , . . . ,  /г). Но если £ > 7 \  мы имеем:

I 2  M t [F (xt) -  F  (Жі„х)] - 2  м ,  [Ft (xt) -  F t (ж,.,)]] =
г = і  i = l

=  I 2  м і [F (xt) -  F t (Xi) +  F t(xH1) -  /4 ^ )1 1  <
г—1

<  4  Д  IF і*і) -  F t (Xi)\ + j } \ F t (*м ) - F  ( х ^ ) \ ]  <  2,4e, (13)
'1=1

где последнее неравенство вытекает из (8) и (9). Из (9) 
и (13) имеем:

1 П
I 5 G (x) dF (x) -  2  Л/* [F t (х{) -  F t (*,.,)] <  (1 +  2A) e. (14)

0 i==i

Используя (10) и (13), аналогично получаем:
1 п

I  ̂ G {x) dF (я) — 2  Щ [F, (ж{) — F , (а ^ )]  <  (1 +  2А) е. (15)



гл. tx. й н т ё г р а л ;с т й л т ь ё с а  

Из (14) и (15) ввиду (11) и (12) вытекает, что
i i

I § G (*) dF ( x ) — ^ G  (x) dFt (*)| <  (1 +  2 A) e. (16)
0 0

Поскольку 2-4+1 фиксировано, a e произвольно, то из 
(16) следует:

что и требовалось доказать.
Прежде чем доказать последнюю теорему этой главы, 

введем одно определение.
О п р е д е л е н и е  9.26. Пусть / ’ — функция, опреде­

ленная в интервале [a — h, а], где h — положительное 
число. Предположим, что для всякой убывающей после­
довательности еѵ е2, . . .  неотрицательных чисел, стремя­
щихся к нулю при п оо, для которых e j C /г, мы 
имеем:

Тогда мы говорим, что с есть производная функции F в 
точке а слева.

Аналогично, пусть F  определена в интервале [а , а +  /г], 
где h — любое положительное число, и пусть для всякой 
убывающей последовательности ех, е2, . . .  неотрицатель­
ных чисел, стремящихся к нулю, для которых ех</г,  
мы имеем:

Тогда мы говорим, что d есть производная функции F 
в точке а справа. Очевидно, если производная функции F  
в точке а существует, то существуют обе односторонние 
производные, равные этой производной. Обратно, если 
обе односторонние производные существуют и равны 
между собой, то и обычная производная функции F  также 
существует. Поскольку функция распределения неубы­
вающая, она не может иметь отрицательной производной 
ни слева, UffiT'справа.



2 0 6  ГЛ. IX. ИНТЕГРАЛ СТИЛТЬЕСА

Т е о р е м а  9.27. Пусть Н  (х ) — непрерывная функция, 
на [0, 1], V — действительное число, такое, что Н (х) < ѵ  
для всех #£[0,  1], и F (х) — функция распределения, 
такая , что

i
 ̂ H (х) dF  (X) =  v.

Тогда, если х — любая точка интервала 0  <  х  <  1 гг тг/?о- 

изводная слева функции F’ в точке х  не равна нулю (то 
есть положительна или бесконечна), то

Н  (х) =  с/.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что теорема неверна. 

Тогда Н(х)  — ѵ — 2 е , где е положительно. Поскольку Н 
непрерывна, существует положительное число ô, такое, 
что Н ( х ) < ѵ — 8, когда |ж — я | < 0 .  Мы имеем, далее,

1 х—ô Ä
0 =  <\) H ( x ) d F ( x ) =   ̂ H ( x ) d F ( x )  +  ^ H ( x ) d F ( x )  +

0 0 Зс—в
1 X —Ô X

+   ̂ Я  (х) dF (х) <  V  ̂ id F  (х) +  (ѵ — е) ^ 1 dF(x)  +
X 0 зс—ô

і  I  X

+  о  ̂ i d F  (*] =  о jj ld F  (х) -  еч  ̂ i dF  (х) =
Я О X—Ô

зс

=  о - в  J IdF  (я). (17)
X—Ô

Легко доказать, что
зс

jj ldF(x )  = F ( x ) - F ( x - à ) .  (18)
X —Ô

Поскольку F — неубывающая и ее производная слева 
в точке X отлична от нуля, то



так что
x

8  ̂ 1 dF (х)> 0.
_  j  
X—Ô

Так как это противоречит формуле (17), то мы заклю­
чаем, что теорема справедлива.

Библиографические замечания

Более подробный разбор интеграла Стилтьеса можно 
найти в работах Виддера [123] и [124], на которых 
в большой степени основана настоящая глава*).

У п р а ж н е н и я

1. Пусть функция F  определена следующим образом:
1

F(x)  — 0 для

1
F (x) =  x2 для x >  y  •

Вычислите интегралы:
1
 ̂ x3 dF  (#),

0
1
^ sin x dF (x ).
0

2. Пусть функция G определена следующим образом:
1

G (#) =  0 для x <  у  ,

1 1 3
G(*)==ïô для T < a r < T ’

G (яг) =  x3 для у  <  x <; 1.

*) См. также’[194] и [206]. {Прим.  ред.)



Вычислите интеграл
1

0
3. Вычислите интеграл

О
где

п

I k - ( x ) ■ 71
4. Пусть F — функция, определенная в упражнении 1, a G— 

функция, определенная в упражнении 2. Покажите, что интеграл
1

не существует.
5. Докажите теорему 9.9.
6. Докажите теорему 9.10.
7. Докажите теорему 9.14.
8.̂  Докажите теорему 9.25.
9. Докажите равенство (18).

10. Покажите, что вывод теоремы 9.14 не будет верен, если 
мы опустим условие, что функция F неубывающая.

И. Покажите, что функция F , определенная уравнением

имеет при х =  0 производные слева и справа.
12. Пусть функция F  определена следующим образом:

Покажите, что при а? =  0 функция F  не имеет ни одной односто­
ронней производной.

13. Постройте функцию, которая имела бы при произ­
водную справа, но не имела бы производной слева.

о

*4*)—м ,

F (0) =  0.



1. Цена непрерывной игры
Обратимся теперь к определению цены непрерывной 

игры и оптимальных смешанных стратегий для обоих 
игроков. Мы докажем, что при непрерывной платежной 
функции эти величины всегда существуют.

Предположим, что М  есть платежная функция непре­
рывной игры, и пусть Р х выбирает х из [0, 1] согласно 
функции распределения F, а Р2 выбирает у из [0, 1] 
согласно функции распределения G. Тогда для любого 
заданного у  математическое ожидание выигрыша у игро­
ка Р г будет

i
J М ( х ,  у) dF (х),

и, следовательно? поскольку у выбрано по функции рас­
пределения G, общее математическое ожидание выигрыша 
у Р г будет

1 1
{ [  \ М { Х ,  y)dF{x)~]dG(y).  ■■
0 0

Это можно написать просто так:
i i
 ̂ ^ М ( х ,  у) dF (x) dG (у). 

о о
Положив

1 1
а д  G) =  М  (x, у) dF (x) dG (у),



мы тем самым говорим, что математическое ожидание 
выигрыша для Рѵ если Р г применяет функцию распреде­
ления F, а Р2 — функцию распределения G, равно Е  (F , G). 
Поскольку эта игра с нулевой суммой, математическое 
ожидание выигрыша для Р2 равно — E(F ,  G).

Можно показать (см. работу Брея [15]), что если М  
непрерывна, то

i i  i i
М  (x, у) dG (у) d F ( x ) = [  \ М  (x, у) dF (x) dG (у).

0 0 . 0 0
Следовательно, когда М  непрерывна, мы могли бы точно 
так же определить Е  (F, G):

i i
Е  (F, G) =  ^  М  (x, у) dG (у) dF (х).

Если оказывается, что

ѵг — max min Е  (F , G)
F e D G6D

И

v2 =  min max £  (F, G)
G£D FÇD

оба существуют, то, как можно убедиться (путем рас­
суждения, аналогичного использованному в главе I в связи 
с прямоугольными играми), Р г может выбрать функцию 
распределения так, чтобы быть уверенным, что он полу­
чит по меньшей мере иѵ а Р2 может выбрать такую 
функцию распределения, которая воспрепятствует игроку 
Рг получить больше чем ѵ2. Если ѵг и ѵ2 равны, то Pï 
может получить в точности ѵг ( =  ѵ2) и не может надеяться 
получить больше, если только Р2 не совершает глупостей. 
Поэтому вопрос о том, когда ѵг и ѵ2 существуют и равны 
между собой, очень важен для теории игр.

Когда величины ѵг и ѵ2 существуют и равны между 
собою, мы называем их общее значение ценой игры 
(для і \ ) .  В этом случае, как было показано в теореме 
1.5, существует седловая точка і|/Ѵ?оіі ФУНКЦИИ E ( F ,  G), 
то есть имеется пара функций распределения F Q и GQ



таких, что для всех функций распределения F  и G 

Е (F, G0) < E ( F 0, G0) < E ( F 0, G).

Такая F0 или такая G0 называется оптимальной 
смешанной стратегией соответственно для Р г или Р2. 
Мы называем иногда упорядоченную пару Ц/^оІІ  опти­
мальных стратегий обоих игроков решением игры.

2. Алгебраические леммы

Чтобы доказать основную теорему о непрерывных 
играх, уместно сначала установить две алгебраические 
леммы.

Л е м м а  10.1. Пусть
п

2  a^jXj =  “Ь 1̂2̂ 2 H“ • • • "Н3 =1 
n

2  = 2̂1*̂1 "Ь ̂ 22 2̂' • * H” ̂ 2n̂ n’J = l

n

2  a mjXj  — ^ m i^ i +  a m2X2 +  - • • +  a mnXn j=l
суть m однородных линейных форм n неизвестных (с дей­
ствительными коэффициентами), и пусть ѵ-действитель- 
ное число, такое, 'wio &/гя всякого элемента Ца  ̂ . . .  жп || 
в Sn существует целое число к ^ т ,  для которого

п
2  ahjX j ^ v .

?=1

Тогда существует элемент \\уг . . .  ут || множества Sm 
такой, для всякого элемента \\хі . . .  хп \\ множества Sn

т п

2  2  a ^ y p i C v .
і= 1 і= і

Д ок а ^ &х е л ь с т в о .  Пусть . . .  хп ||, || г/х . . .  утоll-  
оптимальные стратегии соответственно для Р1 и Р 2 в пря­



моугольной игре, имеющей матрицу

«11 а21 .. • aml

а12 а22 .. • ат2

І̂П 2̂ П • • ■ ^тп

(Эти оптимальные стратегии существуют на основании 
теоремы 2.6.) По условию леммы имеется целое к0^ т ,  
такое, что

п

2  ftkojZj ^  v.
3 — 1

Пусть II у \у \  . . .  Ут II — элемент множества Sm такой, что 
Уі~  1, если і = к0, и Уі = 0 , если і ф к 0. Далее, если 
\\хх . . .  хп \\ есть любой элемент множества S^, то мы 
получаем, используя теорему 2.6,

m n m п

2  2  аіІУіх і <  2  2  <і= 1 і=* 1 і=» 1 ;=і
m n n

^ • 2  2  « i j ÿ i  Ä  2  ^  » 
i = l  j =  1 i = l

что и требовалось доказать.
Следующую лемму можно доказать таким же образом. 
Л е м м а  10.2. \Пусть

n

2  ^ i j X j  =  C L ^ Xi  -f- d x2#2 4" • • • “h ^1 n X n '  
i=l 

n

2  ^2 3 X 3 “  ^21^1 *4 ^22*^2 ”Ь • • • “Ь a 2 n X n ’
3=1

n

2 а тЗХІ ~  ^ m l^ l H“ a m2X2 “Ь • • • a mnXn
3=1

суть m однородных линейных форм n неизвестных (с дей­
ствительными коэффициентами), и пусть у — действи­
тельное число, такое, что для всякого элемента \\хг . . .  хп ||



в Sn существует целое &</?і, для которого
п
2  ahj X j> v .  

і=і
Тогда существует элемент || уѵ . . . ,  ут || множества Sm 
такой, что для всякого элемента \\хх . . .  хп \\ множе­
ства Sn

т п

S  2  aiiÿix j > \ .i=l j=i
З а м е ч а н и е  10.3. Следует отметить, что хотя 

леммы 10.1 и 10.2 являются чисто алгебраическими, мы 
доказали их при помощи теоремы, относящейся к играм 
(теорема 2.6). С другой стороны, приняв эти алгебраи­
ческие леммы, мы легко можем доказать теорему 2.6.

3. Основная теорема
Т е о р е м а  10.4. Если М  есть непрерывная функ­

ция двух переменных в замкнутом единичном квадрате, 
то величины

i i
max min С \ М  (x, у) dF (x) dG (у)
F E D  GGD J  j)

min max  ̂ \ м ( х >  y )dF (x )dG (y)
OÇD FED J J

существуют, и равны между собой.
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  Поскольку М  (х , у) непрерывна 

по x  и г/, мы заключаем, что для любой функции распре­
деления G

i
^ М  (ж, у) dG (у)
о

непрерывная функция от х в замкнутом интервале [0, 1]. 
Поэтому на основании теоремы 9.22 

i i
^«*>шах \  \  M  (x, у) dG (у) dF (х)

FeD І о



существует и 
i i

шах { \ м  (x, у) dG (у) dF (х) = шах [ AI (х , у) dG (у ). (1) 
« D г) о * #

Обозначив через значение х, при котором интеграл 
в правой части равенства имеет максимальную величину, 
получим:

i i 
шах Ç М  (x, у) dG (у) =  \  М  (xG, у) dG (у). (2)

х о о

Поскольку М  (xg, у ) > т і п т і п М  (х , у ), то из (1) и (2),
я у

на основании теоремы 9.15, следует, что 
i i i 

т а  х \ \ м  (;x, у) dG (у) dF ( х ) = [ м  (xG, у) dG (у) >
FeD f> І i  

1
>   ̂[min min M (x, y)]dG(y) =  

ô> * y
i

=  [min min M  (x, y)] \ dG (y) =  min min M  {x, y).
x y  J x y

u ^
Поскольку это неравенство справедливо для любого G 
и правая часть не содержит G, мы заключаем, что

i i
max {  ̂ М  (я, у) dG (у) dF (х) 
F£D J JО О

имеет нижнюю границу и, следовательно, нижнюю грань. 
Положим

i i
(X =  inf max [ i  M  (x, y) dG (y) dF (x). (3)

G£D F £ D  J J

Из определения нижней грани следует, что существует 
последовательность Gv G2, G3, . . .  функций распределе-



ния такая, что
i i

ц =  lim max \  [ М ( х ,  у) dGn (у) dF  (х ). (4)
п->0о FED ÿ  ÿ

В соответствии с теоремой 8.2 мы вправе предположить, 
что последовательность Gv G2, G3, . . .  выбрана так, что 
она сходится к функции распределения G0 во всех точках 
непрерывности функции G0.

Пусть x — значение х такое, что 
i i 

max \  M  (x, у) dG0 (у) = І М  (x, у) dG0 (у). (5)
х О Ö

По теореме 9.23 мы имеем:
i i

lim \ М { х ,  у) dGn (у) — [ м  (x, y)dG0(y). (6) 
«-+<*, J gi

Поскольку для каждого п
i i 
{ М  (x , у) dGn (у) < max [ M  (x, у) dGn (у),
0 * о 

мы видим, что
1 1

lim [ M  (х , î/)dGn (ÿ )< lim m ax ‘Ç M  (x, y)dGn (y). (7)
П—>• оо V  П —>ОЭ x  J

Из (5), (6) и (7) мы получаем:
i i 

max \  M  (x , у) dG0 (у) <  lim max { М  (я, y)'dGn (у). (8)
x  ÿ  n-too X J

На основании теоремы 9.22 мы заключаем из неравен­
ства (8), что 

i i

F£D
max [ [ M  (x, y) dG0 (y) dF (x) <

1 1
lim max \  ( І ( ж ,  y) dGn (y) dF (x ), (9)
TWoo FGD V ù<



и, следовательно, на основании равенств (3) и (4) 
i i

шах { \  М  (х9 у) dG0 (у) dF (х) <
FGD  J J

1 1
<  inf max \  \ м  (x, у) dG (у) dF (х). (10) 

G£D F6D J J

С другой стороны, из определения нижней грани следует, 
что

i i
inf max \  [ М  (x, у) dG (у) dF (х) <

G6D F£D  J J

1 1
<ma x  Ç \  м ( х , у) dG0 (у) dF (х) , (И)

F£D  ' 1

откуда получим: 
i i

GÇD F6D

И
i i

inf max С \ м  (x, у) dG (у) dF (x) =
jCD FPD J J0 0

1 1
=  max \  [ M  (x, y) dG0 (y) dF (x ). (12) 

FeD о І
Равенство (12) означает, что нижняя грань выражения 

i i
max [ Ç М  (x , у) dG (у) dF (х)
FPD J J0 0

достигается при G =  G0, и следовательно, это выражение 
имеет минимум. Поэтому мы можем написать:

i і
[А =  min max Ç \  M  {x, у) dG (у) dF {x). (13) 

g é d  F6D  j

Доказательство существования величины
i i

y =  max min \  \  M  (x, y) dG (y) dF (x) (14)
FED G€D J

аналогично.



Остается показать, что [х =  ѵ. Если О есть любой эле­
мент множества D, то из (1) и (2) мы видим, что число Xq 
удовлетворяет следующему условию: 
i i 
 ̂ M  (xG, у) dG (у) =  max  ̂М  (х, у) dG (у) =

i i
=  max С { М  (х, у) dG (у) dF (х) >

F£D J $

1 1
>  min max \  \ М  (х, у) dG (у) dF (х) — ц.

G£D FED ^ J

Отсюда мы заключаем: для всякого G из D существует
* в [0, 1] такое, что 

i
 ̂ М  (х, у) dG (y )> \ i .  (15)

Пусть теперь 8 —любое положительное число. Из непре­
рывности функции М  мы видим, что существует такое п ,

1 1 что, когда I х ' —х" | <  — и \ у' — у" \ < —, имеем: | М ( х ' , у ')—
— M  (X", у") I <  8. Если л  = II р г . . .  рп II есть любой эле­
мент множества Sn, то пусть Gn есть ступенчатая функ­
ция, определенная следующим образом:

Gn (у) =  0 для у  <  - і .,

Gn{y)=Pi  Для ± < у < - | ,

G n ( y )  =  P i  +  P 2 Д л я

G n ( y )  =  / ? ! + • • •  + Р п - і  Для ^ < у < 1 ,  

Gn ( y ) = p 1+ . . .  +Р„ = І для у =  1.
Очевидно, для любого х из [0, 1] существует і< п  такое,
что X — > и> следовательно, ввиду непрерывности



функции М  такое, что 
i i 

| $АГ(®,  y)dGn ( y ) - \ j M ^ , y ' ) d G n {y)
О

1
= || [ м  (х, у ) - м ( - l- , у)]л?я(у) < 

1
■ <   ̂ e dG„ (у) =  8.

Итак, для всякого х  из [0, 1] существует £<тг такое, 
что

i i
 ̂ М  ( - i - , у ^  dG„ ( у ) > ^ М  (x, у) dG„ (у) -  е. (16)

Из (16) и (15) мы заключаем, что 
i

у ' )  dGn (у) > і і - г. (17)
О

Оценивая левую часть выражения (17) с помощью тео­
ремы 9.20, мы заключаем, что существует г</г такое, что

І=1
Итак, мы показали следующее: для всякого положитель­
ного е существует такое п , что для всякого элемента
II р х . . .  рп II множества Sn существует такое і, что

п

(18)
і=і

Для фиксированного п величины М  ( ^ , , М  , -~^) > 

М ( т Г ’ т )  и т. д. постоянны. Таким образом, мы



п

(г =  1..........«)

с п неизвестными р ѵ неравенство (18) означает,
что эти формы удовлетворяют условию леммы 10.2. Сле­
довательно, на основании леммы 10.2 мы заключаем: 
для всякого положительного е существует число п 
и элемент || q1 . . .  qn || множества Sn такие, что для 
всякого элемента . . .  рп |j множества Sn

Определим теперь ступенчатую функцию F0, положив

п п

(19)

F0 (z) =  0 

Fo (х) = Яі 

F o (x ) =  Qi +

1 n
y ) qi .

0

В частности, мы имеем:



Умножая /-е уравнение в (20) на pj и складывая, 
мы получаем на основании (19):

п 1

І=1 о

І=і i—1

- 2  2 м ( т >  (21)
г=і і=1

Поскольку (21) справедливо для всех элементов || . . .  рп || 
из Sn, мы можем, в частности, взять pj =  1 и ph =  0 при 
к Ф ] \  отсюда мы заключаем, что 

i
^ M  г ( / = 1 ,  п). (22)
о

Из непрерывности функции М  вытекает, что для всякого у 
существует некоторое /  такое, что 

1 1
Ç M  (x, у) dF0 ( х ) > ^ М  ( х ,  І . ) dFо (x) -  e. (23)
0 ô

Из неравенств (22) и (23) заключаем, что для всякого у 
i

M  (x, y )d F 0( x ) > n  — 2е. (24)

Применяя теорему 9.15 к неравенству (24), мы видим, 
что для всякой функции распределения G

11  I
M  (x , у) dF0 (x ) dG (у) >  \  (р, — 2е) dG (у) =  ц — 2 е ,. 

о о  о
и, следовательно, 

i i
min { \  M  (x, у) dF0 (x) dG (у) >  р, — 2е. (25) 
GÊD $ I



Из (14), (25) и определения максимума мы получаем 
теперь, что

i i
V =  max min \  \  М  (x, у) dF  (х ) dG (у) >

FED G6D ^ J

1 1
>  min [ \  М  (ху у) dF0 (x) dG {у)>\ь — 2е.

GeD І І
Поскольку неравенство

V ^  [А — 2е
имеет место для всех положительных 8, мы заключаем, что

ѵ > ц .
С другой стороны, на основании (13), (14) и теоремы 1.1, 
мы имеем:

ѵ<[х,
откуда

М- =  V,
что и требовалось доказать.

4. Способы вычисления и проверки решений

Хотя мы теперь уверены в том, что непрерывные 
игры с непрерывными платежными функциями имеют 
решения (то есть имеют цены и оптимальные стратегии), 
у нас еще нет никакого способа вычисления решений для 
заданных платежных функций. Это вообще трудная 
задача, так как для ее решения нужно найти максималь­
ное значение интеграла Стилтьеса относительно множе­
ства всех функций распределения. Вполне общих мето­
дов решения этой задачи у нас нет, но в следующих 
двух главах мы рассмотрим два частных случая, в кото­
рых можно найти решения.

Докажем некоторые теоремы, с помощью которых 
можно решить, являются ли данные стратегии действи­
тельно оптимальными.

Т е о р ѳ МялЛ0.5. Пусть М  — непрерывная платежная 
функция непрерывной игры, и пусть FQ и G0— функции



распределения. Тогда имеют место следуюгцие равносиль­
ные условия:

1) F0 есть оптимальная стратегия для Pv a G0 есть 
оптимальная стратегия для Р 2;

2) если F и G — любые функции распределения, то

3) если z и w - любые точки интервала [0, 1], то

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равносильность условий (1) и (2) 
следует прямо из теоремы 10.4 и йз определения седло- 
вой точки. Чтобы убедиться в том, что из условия (2) 
вытекает условие (3), мы берем F (х) =  І х (х) и G (у) = I w\y) 
и применяем теорему 9.20. Чтобы убедиться в том, что 
из условия (3) вытекает условие (2), предположим, что 
для всех z и w в [0, 1] мы имеем:

Заменив z на х в первой части этого неравенства, мы 
получим (на основании теоремы 9.15) для любой Функ-

i i

i i

0 о
1 1

<  J y )d F 0(x)dG(yy,

о оо
1

1 1.

о

о



ции распределения F 
i i

М  (ху у) dG0 (у) dF (х) <  
о о

1 1 1

1 1
М { х ,  у) dF0 (x) dG0(y).

О о
Аналогичным образом мы можем получить вторую часть 
неравенства (2) из второй части неравенства (3), что 
завершает доказательство.

Т е о р е м а  10.6. Пусть М  — непрерывная платежная 
функция непрерывной игры, цена которой равна ѵ. Функ­
ция распределения F0 есть оптимальная стратегия для 
первого игрока тогда и только тогда, когда для всякого у  
из [0, 1]

у <   ̂M  (x, у) dF0(x).
0

Функция распределения G0 есть оптимальная стратегия 
для второго игрока тогда и только тогда, когда для 
всякого x из [0, 1] 

i
^ М  (X, у) dG0 (у) <  v.
о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если F0 — оптимальная страте­
гия первого игрока, то на основании теоремы 10.5 мы 
заключаем, что для всех у

i
V <  ^ M  (x, у) dF0 (ж). (26)

о
Предположим теперь, что F0 есть функция распределения, 
которая удовлетворяет неравенству (26) для всех у . 
Пусть G —оддщмальная стратегия для второго игрока. 
На основании теорем 9.16 и 9.15 из неравенства (26) мы



заключаем, что
i i i

V =  5 V dG (у) <  ^  М  (X, у) dF0 (x) dG (у). (27)
Ô 0 0

Поскольку G оптимальна, мы видим на основании тео­
ремы 10.5, что для любой функции распределения F

i i
 ̂  ̂М  (x, у) dF (x) dG (у) <  ѵ;

о о
в частности,

i i
М  (x, у) dF0 (x) dG (у) <  о. (28)

о о

Из (27) и (28) мы имеем: 
i i

^ М ( х , у )  dF0 (x) dG (у) , (29)
0 о

и, следовательно, из (26) для всех у 
i i i
5 J М  (x, у) dF0 (x) dG ( у ) < \ м { х ,  у) dF0 (х) . (30)
0 0 о

Поскольку G оптимальна, мы заключаем из теоремы 10.5, 
что для всех х

1
М  (x, y ) d G ( y ) < v ,

и, следовательно, в соответствии с равенством (29) при­
ходим к выводу, что

i i i
\ М ( Х ,  y ) d G ( y ) < ^  (x, у) dF0 (x) dG (y). (31)
Ô 0 0

Из (30) и (31) на основании теоремы 10.5 мы заклю­



чаем, что F0 есть оптимальная стратегия для первого 
игрока, что и требовалось доказать.

Доказательство второй части теоремы аналогично. 
Т е о р е м а  10.7. Пусть М  — непрерывная платежная 

функция непрерывной игры, ѵ — действительное число и F0 
и G0 суть функции распределения такие, что для всех х 
и у из [0, 1]

i і

5 м  (х, у) dG0 ( у ) < ѵ < { м  (х, у) dF0 (х ).
о о

Тогда ѵ есть цена игры, a F0 и G0 суть оптималь­
ные стратегии соответственно для первого и второго 
игрока.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия мы заключаем, как 
и в доказательстве теоремы 10.5, что для всех функций 
распределения F и G
i i  i i
^ ^ м  (х, у) dF (х) dG0 (ÿ) <  V <   ̂  ̂M  (х, у) dF0 (х) dG (у);
0 0 0 0 
отсюда

i i
- - - - - - - - -  ^V =  min max \  \  М  (х, у) dF (х) dG (у)

G F ÿ t  
i i

<  max (х, у) dF (х) dG0 (у) <  V <
F о о 

1 1
<  min \  \ м  (х, у) dF0 (х) dG (у) <

G о о
1 1

<  max min \  \  М  (х, у) dF (х) dG (у) =  и,
F G и

так что ѵ — ѵ. Теперь на основании теоремы 10.6 выте­
кает, что F0 и G0 суть оптимальные стратегии.

Только двчто доказанные теоремы дают нам способы 
проверки решения игры. Мы поясним это на примерах.



П р и м е р  10.8. Платежная функция непрерывной 
игры есть

М ( х , у ) =  1+(^ ^ г -  

Мы хотим показать, что решение игры определяется так:

F0 (x)=h_(x) ,
2

G0(y) = у / о(2/ )+4' / і
По теореме 10.7 нам необходимо лишь показать, что

i

т <  \  [ г + ё Ы  d I ± {х)  для 0 < ÿ < 1 >*0 2
И

1

^  [ i + ( i - - ^ p ] r f [ ^ / o ( y ) + T / i ^ ) ] < 4  д л я
о

На основании теорем 9.11 и 9.20 вместо этого мы 
можем доказать равносильные неравенства

— 7 т — V  для ° < ÿ < 1- (32)

Т  [ і+ ж 2 1 +  (*—I)2 ]  <_5 ДЛЯ (Ж)
Умножая обе части неравенства (32) на положительную 
величину

получаем равносильное неравенство

4 +  4 ( y " 2/) 2 < 5 ’
которое в свою очередь равносильно неравенству 

а последнее, очевидно, выполняется для всех у из [0, 1].



Аналогичным образом, умножая обе части неравен­
ства (33) на произведение знаменателей входящих в него 
дробей (это произведение положительно) и производя 
очевидные упрощения, приходим к равносильному нера­
венству

8æ4 — 16æ3 -f 14я2 — 6х +  1 >  О,

которое можно также записать так:

(2х -  I)2 [х2 +  (# — I)2] >  0.
Поскольку последнее неравенство, очевидно, имеет 

место для всех х , мы заключаем, что (33) выполняется и, 
следовательно, предложенные величины действительно 
представляют решение данной игры.

Т е о р е м а  10.9. Пусть М  — непрерывная платежная 
функция непрерывной игры, цена которой равна ѵ, 
и пусть F0 и G0 — оптимальные стратегии соответ­
ственно для первого и второго игрока. Если мы положим

і

Н ( х ) = \ м ( х ,  у) dG0 (у)
0

и
1

К ( у ) =  J М ( х , у) dF0 (х),

то
v =  max Н (х) =  min if  (у).

х у
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 10.6 мы имеем для 

всех x
Н (х) <  v

и, следовательно,
max Я  (x) < ü .

Допустим теперь, что
max Я  (х) <  и,

X



Тогда для всех х
Я  (х) <  и

и, следовательно,
. i i

Мы пришли к противоречию. Следовательно, 
шах Я  (x) = V,

X

что и требовалось доказать. Аналогично доказывается, что
min К  (у) =  v.

у

Следующая теорема дает достаточное условие того, 
что чистая стратегия, если она применяется против опти­
мальной смешанной стратегии противника, дает цену игры.

Т е о р е м а  10.10. Пусть М  — непрерывная платежная 
функция непрерывной игры, цена которой равна и , пусть 
F0 и G0 — оптимальные смешанные стратегии соответ­
ственно для первого и второго игрока. Положим

i
Я(ж) =  ^ M  (x, у) dG0 (у)

0
и 4

1
К ( у ) = \ М ( х ,  у) dF0 (x).

о
Тогда, если х есть любая точка интервала [0, 1], в кото­
рой производная слева функции F0 отлична от нуля (то 
есть положительна й конечна или бесконечна) , то

H (x) =  V — max Я (х) ;
X

аналогично, если у есть любая точка интервала [0, 1], 
в которой производная слева функции G0 отлична от 
нуля , то

К  (у) = ѵ =  min К  (у).
у
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В частности, если F 0— ступенчатая функция , так что
т

F о (я) =  at/a (æ), где (Х| Ф- О, 
i =  i г

то
Н  (ах) —- Я (а2) =  . . . = #  (am) =  ü =  шах Я (х).

я
Л если Gq — ступенчатая функция , так  что 

Go (У) =  2  Рі^ь. (у), где ßt #  О,
г—1 1

то
К  (Ъ1) = К ( Ь 2) =  . . .  =  * ( * « )  =  у =  т і п  Я  (у ) .

V

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 10.6, для всех х 
из [0, 1] мы имеем:

Я  (х) <  и.

Далее, по определению цены игры, мы имеем:
i
С Я  (х) dF0 (x ) =  v.
о

Отсюда, если производная слева функции F 0 отлична от 
нуля при х = х, мы заключаем (на основании теорем 9.27 
и 10.9), что

Я  (х) =  ѵ = max Я (ж).
x

В частности, если а{ есть точка, в которой F0 имеет 
скачок, то производная слева функции F0 в точке а{ 
равна бесконечности, и, следовательно,

Я  (а{) — V — max Я (х ) .
X

Доказательство остальной части теоремы аналогично.
Следующий пример указывает достаточно общий метод 

действительного нахождения решения данной игры. Метод 
состоит в основном в том, что пытаются найти решение 
данного 'ВВДа (в нашем случае в виде ступенчатых функ­
ций). Если метод не дает решения данной формы, мц



можем продолжать пробовать функции другого вида 
(например, ступенчатые функции с большим числом 
ступеней).

П р и м е р  10.11. Дана платежная функция непрерыв­
ной игры

М ( х , у ) = ----- --- --------  .
1+ 4- (*—У)2

Мы хотим найти оптимальные стратегии обоих игроков 
в виде

F0 (x) = I a (x), )

e ! w - p î . w + ( i - B / . w . }  (34)
Допуская, что имеется решение вида (34), мы получим:

і і

У =  U ------5J -------- dF° dGo (У) =
о 0 1 +-%(*—У)*

P , 1—P .
l + A ( e _ J ) .  l + _ | ( a _ c)2 

следовательно, по теореме 10.6 для всех y из [0, 1]

------г 1 --------+ — г 11-------<  І — V --------- i F « <*> -
1 + Т ( « - Ь ) 8 1 + Y ( « - « ) *  о

1 (35)
1+■§■(«—У?

Поскольку с g [0, 1], из (35) мы получим, в частности,
Р ___ l - ß  ^  1

1 + ! ■ ( « - * ) *  1+ \ (а- с )*  1 + * . ( в _ с)* ’

ИЛИ

-----5- - -------< ----- 5~^-------• (36)
1 + |( а -6 )*  1 + “.(«_«)*

Применяя способы, описанные в главе VII, мы можем 
доказать, что функция М  (х, у) не имеет седловой точки



в. единичном квадрате, поэтому игра не может иметь 
решений вида (34), где ß =  0 или 1 — ß =  0. Итак, из не­
равенства (36) мы заключаем, что

<  1
l + | . ( e_è)2 l + ^ (a_ c)2 ‘

Аналогично, подставляя в (35) 6 вместо у, мы получаем: 

1 ■<■ 1
1 +  - | ( а_ С)2 1+ | (а_ 6)2

откуда
1 1

1+ | ( а _ с)2 i + 5.(e_ j ) ,

Из этого равенства на основании (35) мы заключаем, что 
для всех у из [0, 1]

Р ! l - Р  ^  1
і + А (а_ 6)2 і + | (в_г,)з " ' i + | (e_ 3/)2 ’

или

------5------------< -------I P --------- • <3 7 >1 1 + -2 . (a- у ) *

откуда
(а — 6)2 >  (а — у)2. (38)

Из неравенства (38) вытекает, что либо 6 =  0, либо 6 =  1. 
Аналогично либо с =  0, либо с = 1. Далее, 6 не может 
быть равно с, поскольку М  не имеет седловой точки. 
Не ограничивая общности, мы можем считать, что

6 = 0, ]

с - 1 . )  <3 9 )

Из (38) и (39) получаем:
а2 >  (а — I)2,

откуда
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Аналогично,
^  1 а <  2 ,

а =  | .  (40)

Итак, функции F0 ги G0 имеют следующий вид:

F a і.х ) — h , г (®)»
G0(y) =  ß /0(*) +  ( l - ß ) / i ( * ) »

и мы получаем:'
Р , 1 - Р  _ Р i 1 - Р  16

. , 5 . , , , t , . 5 , , 5 1 , 5 1 ~~ 211 +  т  (a_6)2 і+ _(в_ с)2 1 + т -т  1 + T -T

Положив
(41)

Н ( х ) = ^ М  (x, у) dG0 (у) . Р 1 - Р
• U 1 + 4 * ’ l + j ( * - D *  ’

мы видим (на основании теоремы 10.10), что

Я ^  =  ш х Я (ж ). (42)

Поскольку Я  дифференцируема в открытом интервале
(0, 1) и поскольку -тг находится в Ътош интервале, мы 

і £
заключаем из равенства (42), что производная 

при х = ~  должна быть равна нулю. Так как

< . - т " *  , - І « - » * ' - 1»H (X)dx
[ і + т * * Г  [ і + - | ( * - і ) » ]

мы получаем отсюда:

[*+!4] ['+НГ



и, следовательно,

ß = 4 -  (43)

Итак, из (39), (40) и (43) мы заключаем, что если 
для нашей игры существуют оптимальные стратегии, 
имеющие форму (34), то мы должны иметь:

іх ) “  11 (х ) »

G0 (У) =  (У) + т  Л  (У)>
16

Ѵ== 2Î '

(44)

Как в примере 10.8, мы убеждаемся, что (44) действи­
тельно есть решение.

Следующий пример показывает, как можно проверить, 
что данные непрерывные функции распределения пред­
ставляют оптимальные стратегии для данной игры.

П р и м е р  10.12. Платежная функция непрерывной 
игры есть

M i x  ^ - (1+*>(1+у>М [ Х , У ) -  (1 +  Ху )  2 •

Мы хотим показать, что решение игры будет:

y =  îg2 ’

г  (у) -  Go (У)— lg 2

Поскольку F0 дифференцируема в интервале [0, 1], мы 
видим на основании теоремы 9.19, что для всех у из [0, 1]
i i
^ М  (ху у) dF0 (х) «  Ç М  (х, у) f t F0 (x) dx  =
о о

_  г  (1 + х )  (1 + у )  г  1 r d  1 , 4 5 )

J (1 +  *у)* L (*+1) lg 2 J ах -  lg 2 •



Аналогично, для всех х  в [0, 1]
i
 ̂М  (x, у ) dG0 (у) =  j p . (46)

Из равенств (45) и (46) на основании теоремы 10.7 мы 
заключаем, что данные стратегии действительно опти­
мальны и

ü = = i b *

Следующая теорема позволяет нам в некоторых случаях 
сразу находить цену непрерывной игры.

Т е о р е м а  10.13. Пусть М  — платежная функция 
непрерывной игры, имеющей решение, и положим, что 
для всех x и у из интервала [0, 1]

М  (х, у) = — М  (у , х).
Тогда цена игры равна нулю, и любая оптимальная 
стратегия одного игрока будет также оптимальной 
стратегией второго игрока.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ѵ — цена игры, и пусть 
F 0 оптимальная стратегия первого игрока, a G0 — опти­
мальная стратегия второго. Тогда на основании теоре­
мы 10.5 мы видим, что для всех функций распределе­
ния F  и G
i i  i i

<^ ^ М ( х ,  у) dF (х) фв0 (у) <  \   ̂ м  (x, у) dF0 (x) dG0 (у) -
0 Ô 0 01 1

С ^  М  (x, y )d F 0 (x)dG(y).  (47)
1 1

С
ö о

Применив к неравенству (47) условие 
М ( х , у) =  — М ( у , x ),

мы получим:
i i  і і

< ̂  ̂ —М  (у, x ) dF (x) dG0 ( у ) < \ ) (x, у) dF0 (x) dG0 (у)
0 0

1 1

<  ^ \ - М ( у ,  x) dF0 (x ) dG (у);

0 0 0 0
1 1

о о



отсюда
1 1  11

. —  . ̂  ̂M  (у, x) dF0{x) dG (у) <  — ^ (x, у) dF0 (x) dG0 (у)
0 0 0 0

1 1
\ \ M ( y , x ) d F ( x ) d G 0(y). (48)
1 1

<
0 о

Изменив обозначения переменных интегрирования в (48), 
мы получаем: 
i i  i' i
 ̂ ^ M  (x, у) dG (ж) dF 0 (у) <  —  ̂ ^M (x ,y )dF 0(a:)c?G0(ÿ )<

0 0 0 0
1 1

M  (x, у) dG0 (x) dF (у). (49)И
Из (49) на основании теоремы 10.7 заключаем, что

i 1
V =  -  ^  M  (x, у) dF0 (x) dG0 (у) =  -  ѵ,

0 U
откуда у =  0. Далее, из (49) и теоремы 10.7 вытекает, 
что F0 и G0 — оптимальные стратегии как для первого, 
так и для второго игрока.

В следующем примере, как и в примере 10.11, стоит 
задача отыскания оптимальных стратегий данной формы, 
но в этом случае мы будем искать не ступенчатые функ­
ции, а непрерывные функции распределения данного 
вида.

П р и м е р  10.14. Платежная функция йепрерывной 
игры есть

М  (х, у) =  sin 2я (х — у ).
Надо найти оптимальные стратегии для обоих игроков 
в виде!

F0 (0) =  0, F 0 (х) = а1-\~ а2х для х ф 0, 
G0 (0) =  0, С0 (у) =  Ьг +  Ъ2у для у Ф  0.

Э, )
). г  (50)

Поскольку F0 есть функция распределения, мы должны



иметь:
1 (1) ~  а1 +  а2>

и, следовательно, а2«=1 — аѵ Итак, опуская индекс, мы 
можем напйсать:

F0(x) — а + (I — а) х для X Ф  О
и аналогично

Go (У) =  ь +  (1 — ъ) У Для У Ф
Мы замечаем, что

М  (г/, х) =  sin 2я (у — х) — — sin 2л (х — у) = — М ( х ,  у),

так что на основании теоремы 10.13

ѵ = 0,

и любая оптимальная стратегия для первого игрока есть 
также оптимальная стратегия для второго игрока, то есть 
мы можем положить:

F 0(x) = a +  (l — a)x  для х Ф 0, 1 
G0( y ) = a  +  (i  — а) у для у ф 0. }

Поскольку точка || 0 0 1| не есть седловая точка функ­
ции А/, в (51) не может быть а = 1. Следовательно, 
поскольку функция F0 имеет положительную производную 
(в частности, положительную производную слева) во вся­
кой точке X из открытого интервала (0, 1), мы заклю­
чаем (на основании теоремы 10.10), что для всякого х  
из (0, 1)

i
^ М  (х, /') dG0 (у) =  0,
U

то есть
i
 ̂ sin 2п (х — у) dG0 (у) =  0.

Поскольку G0 при у = 0 имеет скачок величины а 
ii непрерывна всюду, кроме этой точки, мы легко



находим:
i
^ sin 2л (x -  у) dG0 (у) =

=  a sin 2л (# — 0) +  (1 ~  а)  ̂ sin 2я (я — у) dy =
о

=  а sin 2ягс +  (1 — а) ^  {cos ( — 2лх) — cos [2тс (1 — х)]} =

=  а sin 2лх  +  (1 — а) С -0 =  а sin 2пх.=  asm

Итак, мы имеем:
a s in 2их  =  0

для всех x из открытого интервала (0, 1), а отсюда мы 
заключаем, что

Теперь легко проверить, как в примере 10.12, что 
(52) действительно есть решение данной игры.

В качестве последнего примера рассмотрим задачу 
отыскания решения некоторой игры с разрывной пла­
тежной функцией. При решении этой игрьг мы восполь­
зуемся некоторыми теоремами (как, например, теоре­
ма 10.10), хотя неизвестна возможность их применения 
к разрывным платежным функциям; никакой ошибки от 
этого, конечно, не произойдет, так как мы проверим 
полученный ответ. В этом примере нам удастся свести 
задачу к решению дифференциального уравнения; к со­
жалению, этот способ, хотя и весьма остроумный, ока­
зывается применимым только к очень специальным 
играм,

a =  0.

Таким образом, мы получаем:

(52)



П р и м е р  10.15. Платежная функция непрерывной 
игры М  такова:

м  (х, у) =  X — у +  ху  для X <  у,
М ( х , у ) — 0 для х = у,
М  (х, у) =  X — у -  ху  для X  >  у.

Мы хотим найти непрерывную оптимальную стратегию F0 
для первого игрока, удовлетворяющую следующим усло­
виям:

F0(x) = 0 для 0 < я < а ,  (53)
F0 (х) дважды дифференцируема при х Ф а, (54)

F o ( х ) ф  0 ддя х  >  а; (55)

здесь а — фиксированное число.
Поскольку М  (ху у ) =  —М ( у у х), то на основании 

теоремы 10.13 мы видим, что
ѵ =  0

и что F0 оптимальная стратегия также для второго 
игрока.

Из (55) и теоремы 10.10 мы заключаем, что для х  >  а
і
§ м  (x , у) dF0 ( у ) = ѵ  = 0
о

и, следовательно, 4
x 1

 ̂ [ x - y - x y ] d F 0( y ) + <\) [ x - y  +  xy]dF0(y) = 0. (56)
0 ' x

Поскольку по условию F 0 дифференцируема, мы пола­
гаем:

Р о ( У ) = £ * о ( У ) і
далее, используя теорему 9.19, мы получаем из равен­
ства (56) для любого x >  а равенство

x 1

 ̂ [ x - y - x y ] P 0( y ) d y +  ^ [ x - y  + x y ] P 0 (y )dy  =  0,



которое легко приводится к виду
1 x 1

х - ^ у Р  о (у) d y - x \j уР0 (у) rfÿ +  ж Ç ÿP0 (ÿ) =  0. (57)
*0 Ö x

Дифференцируя (57) по x и применяя правило диф­
ференцирования под знаком интеграла, получаем:

X  1

1 -  ^уРо (у)dy  -  X■1 ■ хР0 (*)+ ̂  уР0 (у) d y —x ■ 1 • хР0 (х)= 0 ,
О X

или
x  ' 1

-  1 +  2хгР0 (x) +  ^ уР0 (у) dy  -   ̂ уР0 (у) dy  =  0. (58)
0 x

Дифференцируя (58) опять по х , получаем:

і х Р 0 (х) +  2х2 ~  Р0 {х) +  хРй (х) +  хР0 (х) =  О, 

и отсюда

х * ± Р 0(х) + ЪхР0(х) = 0.

Следовательно, для х  >  а мы должны иметь: 

х ^ Ро(х)=  - З Р 0 (Х).

Решая эго дифференциальное уравнение, мы получаем:

* „ ( * ) - £ •  (59)

где /с — некоторая константа, и отсюда

Fo(x) = ÿ + h ,  (60)
где h — также константа.

Итак, мы имеем:
F0(x) = 0 ( х « х ) ,  I
F0 (x) = ^  +  h (*><*). j (61)

Поскщ^ку равенство (56) справедливо для всех х >  а, 
то ввиду непрерывности функции мы заключаем, что оно



справедливо также для х  =  а.  Итак,
а 1
 ̂ [а -  У -  а У] dF0 (у) +   ̂ [а -  у  +  ay] dF0 (у) =  0. (62) 

Но из первого равенства (61) мы имеем:
а

 ̂ [ a - y - a y \ d F Q(y) = 0,
0

и, следовательно, из (62) получаем:
1
J [ о - у . +  а у ] ^ 0(у) =  0 ,
а

или, ввиду второго равенства (61),
i
 ̂ [ а - у  +  ay] d  [ - ^ - +  ä ]  = 0 ,

а

или
1
 ̂ [ а - у  +  ау] [ • £ ]  dy  =  0 .

а

Но поскольку функция М  не имеет седловой точки, мы 
видим, что к Ф 0 и, следовательно,

а

Проводя интегрирование, находим:

[ - т + т - т ] - [ - * + т - г ] - ° -

и, следовательно, либо а =  у ,  либо а =  1. Но поскольку
при а =  1 функция М  имела бы седловую точку, мы 
заключаем, что

а =  | - .  (63)



Поскольку F 0 непрерывна, то на основании равенств 
(61) мы должны иметь:

О =  ^ 0(а) =  /го( 1 ) = - !  +  Л,

так что

(64)

Поскольку F q есть функция распределения, мы должны 
иметь:

1 - F 0 ( 1 ) =  -  * + А ,

так что

А ~ £  + 1.

Решая совместно уравнения (64) и (65), мы находим:

ь 9 h — 8 ,

(65)

к-.
(66)

Итак, если имеется какая-либо оптимальная стратегия, 
удовлетворяющая условиям (53), (54) и (55), то решение
игры определяется следующими равенствами:

ѵ =  0 ,

F 0 (x) =  0 ( 0 < * < у ) ,

F ° 8̂ 2

Ci О
V Т о ( < > < » <  * ) .

G . ( ï ) - | - Ç T ■

(67)

Проверим теперь, что равенства (67) действительно дают 
решение, то есть покажем, что если F  я  G суть любые 
функции распределения, то

e Jf , G 0) < E ( F 0, G 0) < E ( F 0,G)  (68)



E ( F o, G o) =  0. (69)

Легко убедиться, что (69) справедливо; легко также по­
казать, что (68) справедливо для всех функций распре­
деления, непрерывных в интервале (0, 1]. Но из того, 
что М  (х, у) разрывна при х  =  у Ф  0, мы видим, что ве­
личины Е  (F , G0) и Е  (F 0, G) не существуют, если F и G 
имеют разрывы в полуоткрытом интервале (0 , 1].

Следовательно, в силу определения интеграла Стилтьеса 
неравенства (68) не имеют смысла, если F и G имеют 
разрывы в (0 , 1], поэтому мы можем лишь сказать, что 
неравенству (68) удовлетворяют все функции распределе­
ния F  и G, непрерывные в (0, 1]. Однако мы можем 
устранить это затруднение, обобщив наше определение 
интеграла Стилтьеса, а именно, введя понятие интеграла 
Лебега — Стилтьеса, который связан с интегралом Стилтьеса 
(иногда называемым интегралом Римана — Стилтьеса) при­
мерно так же, как интеграл Лебега связан с интегралом 
Римана. Если мы положим: 

i i
E ( F , G )  =  \   ̂M  (x, у) dF  (x) dG (у),

О о
где интегралы понимаются в смысле Лебега — Стилтьеса, 
то неравенство (68) имеет смысл и справедливо для всех 
функций F  и G, даже для разрывных.

В этой книге кы не будем вводить интегралы Лебе­
га — Стилтьеса, потому что для изложения надлежащей 
теории этих интегралов необходимо основательное зна­
комство с другими разделами математики. Но и не вводя 
это понятие, мы можем сказать, что данные функции 
распределения представляют оптимальные стратегии для 
обоих игроков в том смысле, что для всякого x  и у из 
[О, 1] мы имеем:

Е  (х, Go) <  Е  (F  о, G0) <  Е  (F 0, у).

З а м е ч а н и е  10.16. В примере 10.15 нам удалось 
найти решение непрерывной игры с разрывной платеж­
ной функцией. Таким образом, оказывается, что теорему
10.4 можно обобщить так, чтобы охватить некоторые



разрывные функции. В математической литературе можно 
найти подобные примеры, но мы не собираемся их при­
водить. Следует лишь отметить, что можно интуитивно 
прийти к обобщению теоремы 10.4. Пусть имеется игра Г, 
платежная функция М  которой не непрерывна; суще­
ствуют функции Ѳ и Ф, взаимно однозначно отобража­
ющие интервал [0 , 1] на себя, и функция

М ' ( х ,  у) =  М (©(*),  Ф(у) )

непрерывна. Поскольку M '  непрерывна, то игра Г', имею­
щая платежную функцию М \  имеет решение. Но так 
как Г получается из Г' путем переименования х  и у,  мы 
видим, что игра Г также имеет решение.

Итак, пусть имеется игра, у которой разрывная пла­
тежная функция М  определена следующим образом:

1 1 для 0 <  а; <  у  и 0 <  у <  у  ,

1 1для 0 < Ж < у  и у  <  у,

1 1 для у  < х  и 0 <  у <  у  ,

1 1 для у  <  X и у  <  у .

1О (U) =  у  — и для 0 <  и <  у  ,

Ѳ (гг) =  гг для у  <  гг,

мы видим, что Ѳ отображает взаимно однозначно интер­
вал [0 , 1] на себя и что для всех х н у

М '  (ху у) =  М ( в  (.г), Ѳ (у)) =  ( х -  у ) \

Поскольку АГ непрерывна, мы заключаем, что игра, 
у которой платежная функция есть М , также имеет ре­
шение.

Однако нужно заметить, что игра с разрывной пла­
тежной функцией может вообще не иметь никакой цены. 
Пример игртр^-которая по интуитивным соображениям

1 6 *

М  (х, у) =  -

( * - г/)2 

( * + » - ■ г ) ’

( х - у ) а

Определив Ѳ условиями

^ , V 1



действительно не должна иметь цены, был приведен 
в главе VII (пример 7.3).

Следующие теоремы будут полезны в дальнейших гла­
вах при решении некоторых игр.

Т е о р е м а  10.17. Пусть М  — непрерывная платежная 
ф ункция непрерывной игры , и предположим, что для  
первого игрока существует оптимальная стратегия вида І а. 
Тогда цена игры ѵ определяется формулой

ѵ =  max min M  (я, ÿ),
0 < х < 1  0 < у < 1

а в качестве константы а может быть принят о любое 
решение уравнения

min М  (а, у) =  и.
0<у<1

Аналогично , если для второго игрока существует опти­
мальная стратегия вида / ь, то

V =  min max М ( х , у ) >
0 < у < 1  0 < х < 1

а в качестве константы b может быть принят о любое 
решение уравнения

max M  (X, Ъ) — ѵ.
0<эс<1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Чтобы доказать первую часть 
теоремы, мы замечаем, что по условию существует опти­
мальная стратегия для первого игрока, принадлежащая 
множеству Dj (множеству всех одноступенчатых функ­
ций). Отсюда, испѳльзуя теорему 9.22, получаем: 

i i
V — max min \  \  М  (х, у) dF  (х) dG (у) =

F Ç D  GÉD J J

1 1
=  max min \  \  М  (х, у) d l a (х) dG (у) =  

i aeDi GGD 5 ÿ
i *

=  max min \ M  (a, y) dG (y) =
0 < a < l  GET) jJ

=  max min M  (a, y) =  max min M ( x , y ) f
0 < a < l  0 < y < l  0<3C<1 0 < y < l

что и требовалось доказать.



Далее, если І а — оптимальная стратегия первого игрока, 
то по теореме 10.9

i
v =  min \  М  (ху у) d l a (x ),

0<у< і ^

или
v =  min М  (а, у).  (70)

0<у<1

Итак, если І а есть оптимальная стратегия первого 
игрока, то а должно удовлетворять равенству (70). С дру­
гой стороны, если мы предположим, что а — какое-либо 
число, удовлетворяющее равенству (70), то для всех у

i
ü < A f  (о, У) =  ^ М ( х ,  у) d l a (х) ,

о

так что на основании теоремы 10.6 І а есть оптимальная 
стратегия. Доказательство второй части теоремы анало­
гично.

З а м е ч а н и е  10.13. Из теоремы 10.17 вытекает 
очевидное следствие, что если М  — непрерывная платеж­
ная функция непрерывной игры и если существует опти­
мальная стратегия І а для первого игрока и оптимальная 
стратегия І ъ для второго игрока, то М  имеет седловую 
точку.

Теорему 10.17 легко обобщить для игр, в которых 
существуют оптимальные стратегии, являющиеся ступен­
чатыми функциями любого данного конечного порядка. 
Мы сформулируем это обобщение, оставив доказательство 
(весьма похожее на доказательство теоремы 10.17) в ка­
честве упражнения.

Т е о р е м а  10.19. Пуст ь М  — непрерывная платежная 
ф ункция непрерывной игры , и пусть существует опти­
мальная стратегия для первого игрока в виде

Ох/ ^4- . - -  +Ctm/a m (*)•

Тогда цена игры ѵ определяется формулой
т

ѵ =  " т ех  шах min 2  аіМ  (aѵ у),
f l< a j< . . .< a m<  1 II a , . .  ,am ||6Sm 0<г/<1 i= l



где в качестве констант аѵ . . . ,  ат и аг, . . . ,  ат можно 
взять любые решения уравнения

т
min 2  аіМ  (at, у) =  v.

0 < у < 1  і =  1

Аналогично , если существует оптимальная стратегия 
для второго игрока в виде

Р Л , (2/) +  • • • +  Рг/ьп (2/) ’
то

п
v =  min min max 2  ßi-M (я, £>(),

О С Ь ^ . . ,< b n< l  И ß i . . ,ß„  ||£Sn 0«*<1 i = l

а в качестве констант  ß1( . . . ,  ßn и blt , bn можно 
взять любые реш ения уравнения

f l

шах Y  ß№  {x, b{) =  v.
0< х< 1  i =  1

Для последующих ссылок мы включим две теоремы, ко­
торые будут использованы в главе XI. Доказательства 
этих теорем мы оставляем в качестве упражнений.

Т е о р е м а  10.20. Любая выпуклая линейная комби­
нация оптимальных стратегий есть оптимальная стра­
тегия.

Т е о р е м а  10.21'. Если

F v  F î ......... • • •

последовательность оптимальных стратегий, которая 
сходится к ф ункции распределения F  во всякой точке 
непрерывности функции F , то F  есть оптимальная 
стратегия.
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боте Виля [109]. Доказательства обобщений этой теоремы 
даны в работах Вальда [115] и Карлина [56].



У п р а ж н е н и я

1. Докажите лемму 10.2.
2. Проверьте непосредственными алгебраическими выкладками, 

что если
а И х \ Л ~  Я12ж2>
Ö21a'l“f" #22*̂ 2

две однородные линейные формы, такие, что для всякого ||а?ія2 |1 
в S2 либо

либо

а21Х1 “f" а22Х2 ^
то существует элемент ЦуіУаІІ множества S2 такой, что для всех
II xxxt II из S2

(«іі*і+«іа**) Уі+(в2і*і +  ваа*а) г/гео.
3. Пусть Г — непрерывная игра, у которой платежная функция

есть

М(Х, У)=і + Х (х _ у)2>
4

где 0 <  X . Покажите, что следующие равенства составляют
о

решение игры Г:
F0 ( х ) =  І^(х) ,

2

Go(y) =  ̂ I o ( y ) + Y I i {y)’
4

V~ b + k '
4. Покажите, что игра примера 10.11 не имеет такого решения, 

чтобы оптимальная стратегия второго игрока была элементом мно­
жества Db то есть чтобы мы имели для некоторого а

G0 Ы  =  /в  (У)-
5. Покажите, что если / есть непрерывная функция, такая, 

что для всех и
f ( u + i )  =  f (u) ,

и если мы положим
М ( х ,  y) =  f (х — г/),

то непрерывная игра, у которой платежная функция есть М ,  имеет



следующее решение:
F0 (х) =  х,

О0 (У) =  У,
1

г?=  ̂ /  (и )du.
О

6. Платежная функция непрерывной игры есть

1
М  (ж, y ) z ‘1 +  2 ( х - у ) 2 ‘

Покажите, что не существует оптимальных стратегий, имеющих 
следующий вид:

(а?) =  0*0»
С0 ( У ) = № Ь (У) +  №ъ  (У)•1 2

7. Найдите оптимальные стратегии для игры упражнения 6, 
имеющие следующий вид:

F о (x) =  a i/ 0i (x) + а гІн  (х),

G o ( y ) = ß i \ ( y ) + ß 2\ ( y ) -

• 8. Покажите, что если
F0 (x) =  x,

G»(y) =  y
суть оптимальные стратегии в игре, имеющей непрерывную пла­
тежную функцию М,  то ^

1 Р*(х)  — хг ,

G*(y) =  y*
суть оптимальные стратегии в игре, у которой платежная функ­
ция М*  определяется уравнением

М*  (x , у) =  М  (х2, у 2).

9. Обобщите предложение, установленное в упражнении 8. 
10. Пусть а — фиксированное положительное число, и пусть

М ( х ,  у) =  а (х — у)-{-ху  для я < і / ,
М  (х, у) =  0 для 2с =  2/,
М ( х , у )  =  а ( х — у) — ху  для х ^ > у .

Найдите решение игры, для которой платежная функция есть М.  
И. Докажите теорему 10.20.



12. Покажите, что существует решение игры, платежная функ­
ция которой определена следующим образом:

М ( О, у ) = 1  — у,
М ( х 9 у ) = \ х  — у\  для 0 <  а? <  1,
М (  1, г/) =  у.

У к а з а н и е .  Примените функцию Ѳ, определенную следу­
ющим образом:

Ѳ (0) =  1,
Ѳ (x) =  x  для 0 <  x <  1,
Ѳ (1) =  0.

13. Платежная функция непрерывной игры есть

М  (х, у) =  еу~х для у < х ,

М ( х ,  у) =  ех~у для у  >  яг.

Найдите для этой игры оптимальные стратегии, имеющие следу­
ющий вид:

F  о (^г) =  а і /^ і  ( ж ) + а 2 [ / 0 ( я ) + / х (я?)],

Go(2/)=ßiGi (2/) +  ß2 [ / о Ы  +  / і  (у)],

где Fx и суть дважды дифференцируемые функции распределе­
ния при

« Ш  +  0 „ а , > 0. р , > 0^

14. Для игры примера 10.14 найдите оптимальные стратегии, 
имеющие вид:

Fо (x) =  (*) +  а2/ 02 (*),

Со(У) =  Р і / ь ( 2 / ) + ß ^ b  (V)- 1 2
15. Докажите теорему 10.20*
16. Докажите теорему 10.21.



Г Л А В А  XI 

РАЗДЕЛИМЫЕ ИГРЫ

1. Метод отображения

В этой главе мы рассмотрим довольно широкий класс 
игр и опишем метод их решения. Функция М  (х, у) двух 
переменных называется разделимой (или полиномиальной) , 
если существуют т-\- п  непрерывных функций гѵ . . . ,  гт ; 
sv  . . . ,  sn и тп  констант ап , . . ашп таких, что тож­
дественно по x  и у выполняется

п т
М ( х ,  У) =  S  Ъ  aiSri 0*0 si (У)• (1)і=1 І=1

Так, функция М ,  определенная уравнением 
М  (х, у) — x  sin у  +  x  cos у  +  2х2 

разделима; здесь мы можем взять:
r1(x) =  x,  s1(y) =  s m y ,  
гг (х) -  ж2, st (у) =  cos у,

«з (ÿ) =  l .
Очевидно, данная разделимая функция может быть пред­
ставлена в форме (1) многими способами. Например, для 
указанной выше функции мы можем также взять:

гг (x) =  x,  (у) =  sin у  +  cos у,

r2 (x) =  2x2, s2 ( y ) = j .

Если функция М  разделима, то по определению мы 
имеем тождественно по а; и у

п т  п т
м  (х, у) =  2  S  аи гх И  8і (у) =  2  [ 2  аи гг (*)] *;• (у);;=1 і=1 і=1



следовательно, положив:
т

<*(*) =  2  аи гі ( х ) (/ =  1> • • • .  n).
i = l

мы можем написать:

М  (х, у) =  2  t j ( x ) sj{y)> (2)
і=і

где функции tj и непрерывны.
Многочлен от двух переменных есть, очевидно, ча­

стный случай разделимой функции. Так, многочлен

%У 4  я2 +  х у 2 +  2 х гу  +  # 3у 3

может быть представлен в форме (2), если взять:
гг (х) = х,  t x (у) =  у + у2,
r2 (х) =  X2, г2 (у) =  1 4 “ 2 у ,

Г8 (Ж) =  Я3, *3 (у) =  у3.

Разделимой (или полиномиальной) игрой мы называем 
непрерывную игру, у которой платежная функция раз­
делима. Таким образом, в разделимой игре платежная 
функция удовлетворяет уравнению (1), где г3- и Sj 
(1 <  і <  т  и 1 <  /  <  п) суть непрерывные функции на 
замкнутом единичном интервале.

Если М  — платежная функция разделимой игры и если 
Рх применяет смешанную стратегию F, а Р 2 применяет 
смешанную стратегию G, то математическое ожиданае 
Е  (F , G) выигрыша для Р г (на основании уравнения (1) 
и некоторых простых свойств интеграла Стилтьеса) 
определяется так: 

i i

е  (F ' g ) = 5 \ м  {х' у) dF (х) dG {у)=
1 1  п т

п т  1 1

= 2 2  аи  ^ гі (ж) d F  (*) j  *і (у)dG (у)- (3)
І=1 і = 1 О О



Таким образом, E  (F, G) зависит от F  и G лишь по­
стольку, поскольку F  и G влияют на значение компонент 
двух векторов

могут представлять один и тот же вектор, если даже F ay 
и F™ не тождественны; но если два вектора тожде­
ственны, то независимо от того, тождественны F a) и /г(2) 
или нет, выполняемся

для всякой функции распределения G, и не имеет значе­
ния, применяет ли Р г стратегию F œ  или стратегию F œ . 
Поэтому, когда два данных вектора одинаковы, мы будем 
называть стратегии Р ІѴ и F i2) эквивалентными (конечно, 
относительно данной игры). Таким образом, если имеется 
непрерывная игра, платежная функция которой удовле­
творяет уравнению (1), то, как мы видим, для Р г выбор 
смешанной стратегии F a) сводится к выбору точки
II и[1У, . . . ,  Um II из некоторого подмножества U т-мерного 
евклидова пространства. Это множество U, которое мы 
будем иногда называть пространством U, состоит из всех 
точек II иѵ . . . ,  ит II таких, что д л я  некоторой функции

i i
\  гі (ж) dF( x )  . . .   ̂ rm (x) dF (х)
О о

и

(у) dG (у) . . .  \  sn (у) dG (у) .

Легко видеть, что

 ̂ гг (x) d F a) (х) . . .  \^rm (x) d F a) (х)
о о

и
1

о ‘о
5 Г1 (х ) dF™ (х) . . .   ̂ rm (x) d F m  (ж)

E ( F a\  G) — E  (F™, G)



распределения F

(4)i

Когда и == II их . . . ит II и F  удовлетворяет равенствам (4), 
мы говорим, что и я  F  соответствуют друг другу  (дан­
ная точка в пространстве U будет, вообще говоря, соот­
ветствовать различным функциям распределения).

Аналогично, для Р 2 выбор смешанной стратегии Gcl) 
сводится к выбору точки II . .  . Wn} Il из множества, 
которое мы назовем пространством W, то есть из мно­
жества всех точек || wx . . .  wn \\ n-мерного евклидова про­
странства таких, что для некоторой функции распреде­
ления

Следует заметить, что множества U и W относятся к дан­
ному частному представлению платежной функции М . 
Как мы видели раньше, одна и та же функция.М  может 
удовлетворять как равенству

о

о

2 3
м (x , у) =  2  X  au ri (х ) si (у).

і = і

так и равенству
2

М( Х,  у ) =  2  rl ( x ) t i (y).
г—1

При первом^щшдставлении функции М  пространство U 
есть подмножество трехмерного евклидова пространства, 
а при втором — двумерного. Но мы часто будем опускать



ссылку на эту зависимость множеств U и W от способа 
представления функции М , так как при разборе данной 
игры мы обычно полагаем, что представление задано раз 
и навсегда.

До сих пор мы считали функцию математического 
ожидания выигрыша Е  определенной только для функций 
распределения (в качестве аргументов). Однако для не­
которых дальнейших рассуждений уместно говорить также
о математическом ожидании выигрыша игрока і \ ,  когда 
Р г выбирает точку и из пространства U, а Р2 выбирает 
точку w из пространства W. Поэтому мы расширяем 
область определения функции Е  следующим образом: 
если гг — любая точка пространства U, a w — любая точка 
пространства W  и если /" — любая функция распределе­
ния, соответствующая точке іг, a G —любая функция рас­
пределения, соответствующая точке w,  то мы полагаем:

Е  (гг, w) = E  (F , G).

Из этой формулировки ясно, что Е  (гг, w) при этом опре­
делена корректно, то есть, если гг соответствует и F,  
и F' ,  a w соответствует и G, и G', то

E ( F \  G') = E ( F , G),

и мы можем также написать:

Е  (гг, w) =  E ( F \  G').

Из (3) мы видим, что если k =  ||mx, ггт | | —любая 
точка пространства U, a w — || wv  . .  ., wn || — любая точка 
пространства W, то

п гп

Е  (и, W) =  2  2  ацЩЩ-
3 — 1 г=1

Итак, Е  есть билинейная форма от координат и и w.
Для наших целей желательно теперь установить не­

которые геометрические свойства пространств U и W  
и описать соотношение между каждым из этих про­
странств и множеством всех функций распределения. 
Эти положения будут сформулированы в нескольких 
дальнейших теоремах.



В главе II мы определили понятие выпуклой линей­
ной комбинации конечного числа точек евклидова л-мер- 
ного пространства. По аналогии с этим понятием мы 
говорим, что функция F  есть выпуклая линейная комби­
нация  функций F ^ \  . . . ,  F ^  с весами аѵ . .  . ,  аг, если 
\\а{, ar | | ÇSr и если для всякого х  из [0 , 1]

F  (X) -  a1F{i) (x) +  a2F<2) (x) +  . . .  +  arF(r) (x).

Когда F  есть такая выпуклая линейная комбинация 
функций F (1\  . . . ,  F^r\  мы будем писать просто так:

F  =  axF œ  +  a%F <2) +  . . .  +  arF (r).

Т е о р е м а  11.1. П уст ь F a\  . . . ,  F ^  — ф ункции рас- 
пределения, иа \  . . . ,  и№ — соответствующие точки прост- 
ранства U разделимой игры и || аг . . .  ар || — любой элемент  
множества Sp. Тогда точка

и =  ахиа> +  . . .  +  ари ^
есть точка пространства U и соответствует ф ункции  
распределения

F — axF ,l) +  . . .  + a pF(p).

Аналогичное предложение справедливо для простран­
ства W .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть платежная функция раз­
делимой игры удовлетворяет равенству

п ш
М ( Х ,  у)  =  2  S  ж) *і (у)-

1=1 г=1

Пусть =  II «(*) . . . U$ II (і =  1, . . . ,  р).  Поскольку 
и«) соответствует F(i) (і =  1, р), мы имеем: 

i
u f  =   ̂ Tj ( x ) dF(i) (х) для i '= l ,  . . . ,  р и д л я / = 1 ,  . . . ,  т. (5)

о
Пусть п =  II щ  . . .  ггт ||. Поскольку

и =  «jm'1’ +  . . .  +  ари(р\
мы видим, что

Uj =  ахuŸy +  . . .  +  ара^р) для /  =  1 , т. (6)



Из (5) и (6) мы заключаем, что для / = 1 ,  т
i i

и, следовательно, на основании соответствующих теорем
об интегралах Стилтьеса, для /  =  1, . . . ,  т

i i
иі =  \  г; (х ) d  [ « / (1) (*) +  • • • +  apF {P) (аг)] =  \  г і {%) dF (x).

о , о
(7)

Поскольку по теореме 8.3 F  есть функция распределения, 
мы заключаем, что гг =  || ггх, . . . ,  ит \\ соответствует функ­
ции распределения F , и, следовательно, по определению, 
и принадлежит пространству U.

Доказательство для пространства W  аналогично.
Мы можем классифицировать точки пространства U 

по типам соответствующих им функций распределения. 
Особенно важное подмножество пространства U — это под­
множество, содержащее те точки, которые соответствуют 
одноступенчатым функциям. Мы обозначим это подмно­
жество через U*, а аналогичное подмножество простран­
ства W через W*. Весьма полезна следующая, легко 
доказываемая

Т е о р е м а  11.2. П уст ь платеж ная ф ункция М  раз­
делимой игры представлена равенством

n т

м  (X, у)  =  2  2  аіігі (я) Sj (*/).
] = і  г = і

где rt и s3 — непрерывные функции соответственно от х  
и у. Тогда множество U* (по отношению к данному пред­
ставлению) состоит из всех точек || гг19 . . . ,  ит ||, т аких , 
чт.о для некоторого t из [0 , 1]

um = r m {t) .

Диалогично, множество W* состоит из всех точек



Il0*1, wn \\y. таких, что для некоторого t из [О, 1]
w 1 = s1 (t),

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению множества U* 
точка II Мі, . . . ,  ит К принадлежит пространству U тогда 
и только тогда, когда имеется соответствующая ‘ей одно­
ступенчатая функция / р то есть, когда для некоторого 
£Ç[0 , 1] мы имеем:

i
мі =  5 r 1 ( x ) d l , ( x )  =  r 1 ( t ) ,

0
1

«2 =  \  r 2 ( x ) d l t ( x )  =  r 2 ( t ) ,
о

1
»m  =  J  (X) d i  t (X)  =  Гт ( t ) .

Доказательство второй части теоремы аналогично.
С л е д с т в и е  11.3. Множества U* и W* для любой 

разделимой игры суть ограниченные, замкнутые, связные 
множества.

Доказательство вытекает из того, что функции г. и Sj 
суть непрерывные функции, определенные на замкнутом 
интервале.

Т е о р е м а  11.4. Пространство U для любой разде­
лимой игры есть выпуклая оболочка множества хJ*, а про­
странство V f — выпуклая оболочка множества W* (сле­
довательно, пространство U — и аналогично пространство 
W — есть замкнутое ограниченное выпуклое множество).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть U' — выпуклая оболочка 
множества U*. Мы хотим показать, что U' совпа­
дает с пространством U, то есть U' =  U. Поскольку 
U* CI U, мы видим непосредственно из теоремы 11.1, что 
U ' ç U .  Поэтому остается лишь показать, что U C U ' .

Допустйзйгу̂ то имеется точка z =  || zx . . .  zm ||, при­
надлежащая U, но не принадлежащая U '. Поскольку,



согласно следствию 11.3, U* ограничено и замкнуто, мы 
видим, что U' также замкнуто и ограничено; кроме того, 
U' — выпуклое. Поскольку z = \\z1 . . .  zm \\ не находится 
в U', то из теоремы 2.3 мы заключаем, что существуют 
постоянные аѵ . . . ,  am, b и ô, где ô >  0 , такие, что

a l z l  +  • • • +  a mz m Ь >  0 ,  ( 8 )

и для любой точки \\иг . . .  ит II множества U'

Æjlm1 +  • • • +  атит "Ь Ь <  — Ô <  0. (9)

Из ( 8 )  И (9) МЫ* ВИДИМ, ЧТО ДЛЯ ВСЯКОЙ ТОЧКИ II иг . . . Um II 
множества U'

(д А  +  • - • +  a mz m +  (а 1и 1 +  ■ • • +  а ши т +  Ь) >  Ô»

и, следовательно, что
( а д  +  . . .  +  amzm) -  (аЛ  +  . . .  +  атиш) >  ô. (10)

Поскольку (10) справедливо для всякой точки || иг . . .  ит || 
из U ', оно справедливо, в частности, для всякой точки 
из U*. Отсюда на основании теоремы 11.2 мы заключаем, 
что для всех 2Ç[0 , 1]

[aA  +  . . .  +  amzm] -  [ахгг (t) +  . . .  +  amrm (t)] >  ô. (11)
Пусть теперь F — функция распределения, которой 

соответствует точка || zx . . .  zm || пространства l) , то есть 
такая, что

1 i
h  =  5 гі dF (х ) — \  гі (0 d F  (*)»

0 о

1 1 
(X) dF (х) =  Ç rm (t ) dF(t).

Ô о
Из (11) мы заключаем, что 
i

{ [а ^ Ч - . . .  + a mzm} -

( 1 2 )

[« Л  ( t ) +  ■■■+ атгт (0]} dF (t) >   ̂ ô dF (t),

Ч



и, следовательно, поскольку все величины Ô; аѵ . . . ,  ат; 
zx, . . . ,  zm постоянны,

i i 
. . .  + a mzm] J d F  (t) — a1 ^ ^ ( t ) d F  (t) -  . . .

0
1

• • • -  am \  rm (0 dF CO > 6 § d F ( t ) ,

или
1

[alZl +  . . .  +  amz j  -  J rx(0 . . .
0

1

• • • -  <*m 5 W ^  (*) >  Ô>
0

или, наконец, на основании (12)
[aizi +  • • • + a mzm] - [ a 1z1 +  . . . .  +  amzm] >  ô,

или
0 > ô .

Но это противоречит условию положительности ô. Отсюда 
мы заключаем, что U ^ U ' ,  что и требовалось доказать.

Поскольку U' =  U, и поскольку мы видели, что мно­
жество U' ограниченное, замкнутое и выпуклое, мы за­
ключаем, что множество U также ограниченное, замкну­
тое и выпуклое. Это завершает доказательство. Доказа­
тельство для пространства W аналогично.

Т е о р е м а  11.5. П уст ь М  — платеж ная функция  
разделимой игры , и пусть

п

М ( Х ,  у ) -  2  ri {x) t i (y).
І=1

Тогда всякая смешанная стратегия (обоих игроков) экви­
валентна ступенчатой ф ункции с числом ступеней не 
больше п; в частности, каждый игрок имеет оптималь­
ную стратегию , которая является ступенчатой ф унк­
цией с числом ступеней не больше п .

Д  он  ав^® А дьство. Пусть F  — любая функция распре­
деления, и пусть и =  у иг . . .  и^ II — точка пространства U,



соответствующая ' функции F  (доказательство будет ана­
логичным, если мы берем функцию распределения G 
для Р 2 и рассматриваем точку пространства W, которая 
соответствует функции G). Поскольку пространство U по 
теореме 11.4 есть выпуклая оболочка связного множества 
U* и поскольку пространство U есть подмножество евкли­
дова п-мерного пространства, мы видим на основании 
теоремы 2.1, что имеются точки . . . ,  ц(п> из U* и 
элемент \\аг . . .  ап || из Sn такие, что

, и =  . . .  + а пи(пК

Поскольку и ^ \  . . . ,  то имеются ступенчатые
функции /* , I tn, такие, что (для г =  1, . . . ,  п) 
соответствует функции /*.. Тогда по теореме 11.1 мы ви­
дим, что функция / ,  определенная равенством

І  =  о,х ••• + an^tn i

соответствует точке и . Очевидно, I  есть ступенчатая функ­
ция, имеющая самое большее п  ступеней, ж I  ж F  эквива­
лентны, поскольку обе функции соответствуют одной и той 
же точке пространства U.

В частности, любая оптимальная стратегия F  (по тео­
реме 10.4 такая существует) эквивалентна ступенчатой 
функции / ,  имеющей самое большее ^  ступеней, и такая 
функция / ,  конечно, сама оптимальна.

Охарактеризуем теперь те точки пространств U и W, 
которые соответствуют оптимальным стратегиям. Для этого 
уместно определить отображение точек пространства U 
в множество точек пространства W  и отображение точек 
пространства W в множество точек пространства U. Если 
гг —любая точка пространства U, то образом точки и мы 
будем называть множество точек до пространства W  та­
ких, что

Е ( и ,  до) =  min.E (и, у), 
yew

Будем обозначать образ точки и через W (и). Аналогично, 
если до —любая точка пространства W, то образом точки 
w  мы будем называть множество всех точек и простран*«



ства U таких, что

Е ( и ,  до) =  m axi? (я, до).
ж G U

Образ точки до обозначим через Щдо).
Если точка и пространства U и,точка до пространст­

ва W  таковы, что ayÇW(w) и u £ U ( w ) ,  то мы называем 
точку и фиксированной точкой пространства U, а точку 
до — фиксированной точкой пространства W.

Т е о р е м а  11.6. Е сли F  — любая ф ункция распреде­
ления и если и — соответствующая ей точка простран­
ствах} , то F  есть оптимальная стратегия для Р г тогда 
и только тогда, когда точка и фиксированная. (Анало­
гично, функция распределения G есть оптимальная стра­
тегия для Р 2 тогда и только тогда, когда соответствую­
щая точка до пространства W есть фиксированная точка.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F 1 — функция распреде­
ления, и пусть и — соответствующая ей точка простран­
ства U. Если говорится, что и есть фиксированная точка 
пространства U, то это значит, что для некоторой точки 
до пространства W мы имеем до Ç W (и) и и £  U (до), то есть

Е  (и, до) — т і п Е  (и, у),
v£ W ( №  Е  (и, до) =  m axi? (я, до). ' '
я £ U

Если обозначить через Gï функцию распределения, кото­
рой соответствует точка до, то из определения функции 
Е  (и , до) следует, что равенства (13) равносильны равен­
ствам

E ( F V Gx) =  min Е  (F, Gt) =  m axE  (Fv  G),
F  € D G 6 D

которые, согласно теореме 10.5, означают, что F x есть 
оптимальная стратегия для Р ѵ

Т е о р е м а  11.7. Е сли и — любая фиксированная точка 
пространства U и w — любая фиксированная точка про­
странства W, то іг^и(до) и до£\Ѵ(гг).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку и есть фиксирован­
ная точка »рвѳ^ранства U, то существует точка до' про­
странства W такая, что u £ U ( w ' )  и до'£\Ѵ(и) ,  то есть



такая, что

и

Е  (в, до') =  m a x £  (æ, до') (14)
я £ U

Е ( и , до') =  min 2? (в, у). (15)
y e w

Аналогично, поскольку до есть фиксированная точка про­
странства W, то имеется точка гг' пространства U такая, 
что

'Е ( и ', до) =  m a x i? (я, до) (16)
* е и

и
2? (в', до) = m i n  Е  (гг', у). (17)

г/е w
Тогда мы имеем:

JE (гг, до) <  max 2£(;г, до) из определения максимума, 
л е и

=  2? (в', до) на основании (16),
=  т іп 2 ? (в ', у) на основании (17), 

y e w
< 2? (в', до') из определения минимума,
< т а х 2?(#,  до') из определения максимума,

* е и
= Е  (и, до') на основании (14),
=  min Е  (гг, у) на основании (15),

ve w
< 2? (в, до) из определения минимума.

Поскольку первый и последний члены этой цепи равенств 
и неравенств одинаковы, мы заключаем, что все входящие 
сюда величины равны, в частности.

Е  (в, до) -  m axЕ  (х> до), 
хеи

=  min Е  (в, у),  
y e w

а это значит, что в^ІІ(до) и до^\Ѵ(в),  что и требовалось 
доказать.



2. Пояснительный пример

Доказанные нами теоремы достаточны для того, чтобы 
дать общий метод подхода к задаче отыскания решений 
для разделимых игр: а) мы чертим кривые U* и W* 
(соответственно в m-мерном и w-мерном пространствах) и 
определяем их выпуклые оболочки, каковыми по теореме
11.4 являются соответственно U и W; б) мы находим 
W (гг) для любой точки и Ç U и U (w ) для любой точки 
w Ç W (это равнозначно отысканию точек в некоторых 
замкнутых выпуклых множествах, где данные линейные 
формы принимают свои минимальные и максимальные 
значения); в) используя результаты пункта б), мы нахо­
дим фиксированные точки пространств U и W; г) мы 
представляем фиксированные точки как выпуклые линей­
ные комбинации точек множеств U* и W* соответствен­
но и с помощью теоремы 11.1 находим функции распре­
деления, которым соответствуют фиксированные точки.. 
Эти функции распределения будут оптимальными страте­
гиями. Поясним этот метод на примере.

п Р и м ер  11.8. Платежная функция М  разделимой 
игры определяется следующим равенством (для любой 
точки \ \ху  II замкнутого единичного квадрата):

М  (Ху у) =  cos 2п х  cos 2щ  +  х  +  у- 
Здесь мы примем:

гг (ж) =  X, s; (у) =  у,
г2 (х) = cos 2itXy s2 (у) =  cos 2пуу 
r3 {x) =  1, *з(2/) =  1.

так что М  представлена следующим образом: .
м  {X, у) =  Г2 (x) s2 (у) f  (x ) ss (у) 4- r3 (x) st (y).

Очевидно, пространство U лежит в плоскости м3=  1, а 
пространство W  —в плоскости w3 =  1. Начертим для про­
стоты двумерное изображение этих пространств.

Кривая U* выражается следующими параметрическими 
уравнениями:

U ^ t y



Пространство И есть выпуклая оболочка кривой U*, пред­
ставляющая часть плоскости м3=  1, ограниченную пря­
молинейными отрезками A B , АС и B D  и дугой коси­
нусоиды CQD , как изображено на рис. 42 (на том же 
рисунке показано пространство W, которое тождественно 
пространству U).

иг Шг

Найдем координаты точки С", которые понадобятся 
нам впоследствии. Обозначим точку С' через || у х cos 2п у 11 1|. 
Наклон т  прямой А 'С ' такой же, щ к  наклон кривой

w2 =  cos 2яw1 

в ^очке w1 = y v  Следовательно,

т  =  CQS 2^Уі —1 =  — 2я sin 2я у1; (18)

отсюда мы получаем:

2яУі =  1 и І г і  =  ^ я ^ -  (19)
где 2 л у г — угол во втором квадранте. Решая это урав­
нение, мы находим с точностью до двух десятичных 
знаков:

^  =  0,37, 
т  =  — 4,55.

ч



Таким образом, координаты точки С' суть || 0,37 — 0,68 1 1|. 
Если F  — любая стратегия игрока Р х и G — любая страте­
гия Р 2, то математическое ожидание,Е  (F, G) равно

i i 
E  (F , G) =   ̂ cos 2пх dF  (x)  ̂ cos 2п у  dG (у) +

о o ' .
1 1 

+   ̂ x dF  (x) +   ̂ у  dG (у).
о о

Вспомним, что точка || иги21| принадлежит простран­
ству U тогда и только тогда, когда для некоторой функ­
ции F

i
іг1=   ̂ x  dF  (x),

0
1

и2=   ̂ co s2rt:z d F ( x ) y
0

и точка II wx w 2 1 И принадлежит пространству W  тогда 
и только тогда, когда для некоторой функции G

1
Щ =  \  у  dG (у),

0
1

w2 =   ̂ cos 2п у  dG (у).
о

Мы видим, что если Р г выбирает точку и =  \\и1 и2 1 1| из 
U, а выбирает точку ю — \ \ щ w2 1 1| из W, то матема­
тическое ожидание Е  (гг, w) для Р г определяется формулой

Е  (гг, w)  =  гг2оу2 +  гг14-а>і. (20)

Наша задача состоит в том, чтобы найти две точки 
и и w,  принадлежащие соответственно пространствам U 
и W и обладающие тем свойством, что

uÇU(o>) и w Ç W(m),



то есть такие, что

maх Е ( и ,  до) =  m ini? (гг, w) = E ( u t w).  
u e и w e w

Множество U (w) для всякой точки w  Ç W есть подмно­
жество правой границы BDQ  пространства U. В самом 
деле, допустим, что Ù содержит точку а =  || а2 1 1|, 
не находящуюся на BDQ. Пусть а' =  \\а1 + d  а2 1|| — 
горизонтальная проекция точки а на B D Q , где d  есть 
расстояние (положительное) от а до а \  Тогда из (20) мы 
видим, что

Е ( а ' ,  w ) = E ( a , w) +  d ,

а это показывает, что max Е  (и , w) не имеет места при
we и

гг =  а, то есть а не принадлежит к U (w). Аналогично, 
для всякой точки гг G IJ образ множества W (гг) есть под­
множество левой границы A 'C 'Q ' пространства W.

Теперь мы найдем W  (а) для произвольной точки а =  
=  II ах cos 2паг 1 1| дуги QD косинусоиды, образующей 

часть границы пространства U. Точка Ъ пространства W  
принадлежит к U (а) тогда и только тогда, когда

min Е ( а ,  w) =  E ( a y b).
w£W

В силу (20) это означает, что нам нужно найти точку 
II w 1 w 2 1 К на левой границе пространства W, для кото­
рой выражение

w± -|- w 2 cos 2яах 4  а1

минимально. Эта задача, очевидно, равнозначна следую­
щей: дано семейство прямых линий

w 1 +  w2 cos 2m 1 =  к ,

нужно найти прямые этого семейства, пересекающие про­
странство W, для которых к имеет минимальное значе­
ние, и затем найти точки, в которых эти прямые пере­
секают пространство W. Наклон каждой прямой этого 
семейства равен

— 1
cos 2ш г *



Поскольку II аг cos 2яах 1 1| есть точка на дуге косину­
соиды QD, то cos 2тсах отрицателен и, следовательно, 
наклон положителен. Отсюда следует, что минимальное 
значение к можно получить, если провести прямую

wx +  w2 cos 2 пах =  к

как можно левее, но так, чтобы она пересекала простран­
ство W. Это значит, что прямая должна проходить через 
точку Л', а поскольку ее наклон положителен, А ' будет 
единственной точкой в пространстве W, лежащей на этой 
прямой. Итак, если а лежит на дуге QD, W (а) =  || 0 1 1 1|.

Аналогично, если а =  \\а1 а2 1 1|— любая точка на пря­
молинейном отрезке D R , то W (а) состоит из точек про­
странства W, для которых имеет место минимум выраже­
ния

Е  (a, w) =  wx +  ах +  w2a2.

Следовательно, и в этом случае задача сводится к оты­
сканию прямых семейства

w x +  a2w2 =  к, (21)

пересекающих пространство W, для которых значение к 
минимально. А поскольку а2 отрицательно и наклон этих
прямых равен — і -  , мы находим, рассуждая так же,
как и раньте, что W (а) —1|0 1 1 1|.

Теперь мы берем а =  ||a x а2 1 1| на прямолинейном от­
резке R B  и находим W (а). Вспомнив, что m  есть наклон 
прямой А 'С ', мы рассмотрим три случая:

С л у ч а й  1
_1_
0,2

С л у ч а й  2

С л у ч а й  3

С л у ч а й л Ц ^ В  этом случае мы опять находим, что 
W (a) =  | |0  1 1 ||, используя по существу метод, приме-

>  \т\;



нявшийся выше. Единственное различие состоит в том, 
что теперь прямые (21) имеют отрицательный наклон; но 
поскольку абсолютная величина этого наклона больше 
наклона т  прямой А 'С ' , то отсюда следует, как и рань­
ше, что если прямая проводится как можно левее, но 
так, чтобы она пересекала пространство W, то у нее 
будет лишь одна общая точка с пространством W — точ­
ка А ' .

С л у ч а й  2. В этом случае прямые (21) имеют все 
такой же наклон, как прямая А 'С '. Следовательно, к  
минимально, когда (21) совпадает с А'С* . Очевидно, в 
этом случае W (а) состоит из всех точек прямолинейного 
отрезка А 'С '.

С л у ч а й  3. В этом случае прямые (21) имеют отри­
цательный наклон, который по абсолютной величине 
меньше, чем наклон прямой А 'С '. Поэтому точка 
w = \\w1 w2 1 II в пространстве W, для которой к  мини­
мально, должна быть точкой касания кривой C'Q ' с са­
мой нижней прямой семейства (21), еще пересекающей 
пространство W. Эта точка касания единственная, если 
а2 выбрано так, что имеет место случай 3. Следователь­
но, в этом случае W (а) состоит из одной точки кривой 
C 'D ', которая, очевидно, определяется выбором точки а. 
Итак, мы показали, как находить образ W (а) всех то­
чек а, лежащих на правой границе QDB  пространства U.

Путем точно такого же анализа ^можно найти образ 
U (Ъ) любой точки; лежащей на левой границе A 'C 'Q ' 
пространства W. Приведем без доказательства следую­
щие результаты этого анализа.

Пусть 6 =  116! Ь2 1|| — точка левой границы A 'C 'Q ' 
пространства W. Если Ь2>  0, то U (b) есть точка |j 1 1 1 1| 
пространства U. Еслц Ъ2 <  0, то мы имеем следующие 
условия:

1) Если наклон — прямых

иг +  Ь2и3 =  к (22)

меньше, чем наклон— m прямой D B , то U (6) — единст­
венная точка, лежащая на кривой QD границы прост­
ранства U.



2) Если наклон прямых (21) больше, чем — m, то 
U (b) есть точка В  пространства U.

3) Если — у  == — т, то U (Ь) есть весь прямолиней­
ный отрезок D B .

Мы можем теперь использовать эти выводы для того, 
чтобы определить, какие точки суть фиксированные.

Прежде всего мы замечаем, что A ' не есть фиксиро­
ванная точка, так как I ] ( А ' ) = В ,  и W (В) есть точка 
кривой C'Q '. Следовательно, по теореме 11.7 никакая 
точка а пространства U, для которой W ( a )  =  A ' y не мо­
жет быть фиксированной точкой.

Далее мы замечаем, что ни одна точка кривой C'Q ' 
не есть фиксированная, ибо для любой такой точки b 
U (b) состоит из одной точки а на кривой QD , a W (а) 
для любой точки а на кривой QD есть точка А \  Следо­
вательно, по теореме 11.7 никакая точка а пространства 
U, для которой U (а) есть точка кривой C 'Q \  не может 
быть фиксированной точкой. Это значит, что никакая 
точка а = \\ аг а2 1 1| отрезка D B , для которой

не может быть фиксированной точкой пространства U.
Из этого мы заключаем, что единственные фиксиро­

ванные точки пространства . U суть те точки, которые 
предусматриваются случаем 2 , то есть те точки а, для 
которых

. І І І - И -  f23»

Аналогичным образом мы заключаем, что фиксирован­
ные точки пространства W суть только те точки Ь> для 
которых

Т-| =  М -  (24)'2 I
Мы хотим теперь вычислить координаты точек про­
странства U (окажется, что есть лишь одна такая точ­
ка), для которых справедливо (23). Очевидно, поскольку 
наклон прящшиА'С' равен тл наклон прямой АС  также 
равен т\ поэтому из симметрии пространства U относи-



тельно прямой 1/2 мы заключаем, что наклон пря­
мой D B  равен — т . Итак, уравнение прямой D B  таково:

Следовательно,
1 =  — т  (Иі — 1).

1
а2 '1— т ( а 1— 1) ’

таким образом, мы имеем:
— 1

откуда
1—т («1 —1)

_  1 +  m-f-m2

т

Следовательно, единственная фиксированная точка про­
странства U есть точка

и = l + w- f - r a 2 i i
т2 т

Аналогично, единственная фиксированная точка прост­
ранства W  есть точка

w = 1—т л
т2 т

Цена игры (для как мы видим, равна
—  —  —  —  —   ̂_L^2

Е ( и ,  w) =  ul +  а»і +  и2о>а =

В заключение найдем функции распределения F  и G, 
. которые соответствуют фиксированным точкам

1-|-m +m 2 1
и =

Точка

w =

W  =

1 — т  1

1—т 1



может быть представлена выпуклой линейной комбина­
цией точки Л' =  [|0 1 1 II и точки С' =  \ \уг cos 2п у г 1 1|, 
если положить

=  =  +  іУѵ

откуда мы получаем:

* =  (25)Уіт,2 ' '
Функция распределения / 0 соответствует точке А' =  
=  || 0 1 1 1|, а функция распределения І у соответствует 

точке | |y 1 c o s 2ny1 1 1|. Следовательно, по теореме 11.1 
функция

С = ( 1 - * ) / 0 +  / / ѵ  (26)

где г/і и t определяются формулами (18), (19) и (25), 
соответствует точке С' =  || у і  cos 2л;у1 1 1| и поэтому она 
является оптимальной стратегией для Р 2. (Можно даже 
показать, что функция распределения G (26) единствен- 
пая  оптимальная стратегия для Р 2, но мы опустим это 
доказательство.) Подставляя в (25) значения у г и т, мы 
находим с точностью до двух десятичных знаков

* =  0,73.
Следовательно, цена игры равна примерно 1,05, а при­
ближенное значение наилучшей стратегии для Р 2 есть

0 ,2 7 /о  +  О ,7 3 /0,з7*
Аналогичным путем с помощью фиксированной точки 
и мы можем найти оптимальную (единственную) страте­
гию для Р ѵ

3. Фиксированные точки

В разборе предыдущего примера мы молчаливо до­
пускали, что пространство U может содержать фиксиро­
ванную точку на прямой B D  и, кроме того, фиксирован­
ную точку на дуге QD. Оказалось, что этого не может 
быть. Мы докажем сейчас теорему, которая показы­
вает, что если бы на BDQ  были две фиксированные точ­
ки, из кошьвдвдна не на B D , то отсюда вытекало бы, 
что имеется фиксированная точка внутри пространства U.



Т е о р е м а  11.9. Д л я  любой рдзделим/й игры множе­
ство фиксированных точек пространства U является  
замкнутым и выпуклым. (Это справедливо также для 
множества фиксированных точек пространства W .)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы докажем теорему для про­
странства U; доказательство дліупространства W анало­
гично. /

Пусть х а\  х і2\  . . . — последовательность фиксирован­
ных точек пространства U, Сходящаяся к точке у\ нам 
надо доказать, что у  также фиксированная.

Пусть точке соответствует функция распределения 
(і =  1, 2 , . . . ) .  Последовательность Н ІУ Я 2, . . .  функ­

ций распределения содержит (по теореме 8 .2) подпосле­
довательность Я  і , H t ,  . . . ,  которая сходится к функции 1 2
распределения F  во всякой точке непрерывности функ­
ции F . Для упрощения обозначений положим

F i = H if . ( /  =  1, 2 , . . . )
и

у(і) =  а*Ѵ (/ =  1, 2 , . . . ) .

Тогда у а\  ÿ(2), . . .  есть последовательность фиксирован­
ных точек пространства U, которая сходится к точке у; 
точке у№ соответствует функция распределения F i 
( і = 1 ,  2, . . . ) ,  последовательность F v  F 2> . . .  сходится 
к F  во всякой точке непрерывности функции F . По тео­
реме 9.23 мы заключаем, что точке у  соответствует функ­
ция распределения г .  На основании теоремы 11.6 мы 
видим, что каждая из функций Ft , поскольку она соот-. 
ветствует фиксированной точке у ^ \  есть оптимальная 
стратегия для Р ѵ  а по теореме 10.21 отсюда следует, 
что F  есть оптимальная стратегия для Р ѵ Поскольку у 
соответствует функции F , мы заключаем (также по тео­
реме 11.6), что у  есть фиксированная точка, что и тре­
бовалось доказать.

Чтобы убедиться в том, что множество фиксирован­
ных точек пространства U выпуклое, положим, что 
х ^ \  . . . ,  xW — любые фиксированные точки, F v  . . . ,  F r — 
соответствующие функции распределения, и || аг . . .  аг || — 
любой элемент множества Sr. Тогда по теореме 11.6 каж­
дая F { (і =  1, . .  г) есть оптимальная стратегия д л я іѴ
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Следовательно^о теореме 10.21 функция F , определенная 
равенством

F  =  a\F х +  • • • +  arFr у
есть оптимальная стратегия для Р ѵ Кроме того, по тео­
реме 11.1, точка

я =  а1я(1) +  . . .  агх ^
есть точка пространства Ü, и она соответствует функции 
F ; итак (снова по теореме 11.6), х  есть фиксированная 
точка, что и требовалось доказать.

Методы, которыми мы пользовались до сих пор, при­
менимы к любому представлению разделимой игры. Мы 
установим сейчас несколько теорем, которые применимы 
только к разделимым играм, представленным определен­
ным образом, но которые в этом случае часто позволяют 
найти решение более легким путем, чем применявшиеся 
раньше методы.

Рассмотрим разделимую игру, у которой платежная 
функция М  представлена в такой форме:

п п
м  (х, у) = 2  2  аи ri (*) *i (y) +j= 1 i=l

+  2  V i ( * )  +  S  cj S j (y) +  d,  (27) 
i=l ;=1

причем выполняются следующие условия: 1) функции 
rv  . . . ,  rn; sXy . . . ,  sn непрерывны на интервале [0 , 1] 
и 2) определитель

а 11 • • • а 1п

а т  • • • а пп

отличен от нуля. Всякое представление разделимой функ­
ции в форме (27), удовлетворяющее этим двум условиям, 
мы будем называть каноническим представлением  (или 
канонической формой) функции М .

Мы замечаем, что форма (27) не более и не менее об­
ща, чем форма (1), пока мы не накладываем условие 2). 
Преимѵшесхщ ф̂ормы (27) перед формой (1) для наших 
целей состоит в том, что применение формы (27) часто



избавляет нас от необходимости приписывать константам 
функциональные символы г{ и Sj и тем /Самым позволяет 
уменьшить размерность пространств,/содержащих мно­
жества U и W.

З а м е ч а н и е  11.10. Поскольку, как мы видели в 
начале главы, всякая разделима^ функция может быть 
представлена в виде 7

П /
Zj (х) sî (2/)> j= 1

где определитель равен 1, очевидно, всякая разделимая 
функция имеет каноническую форму.

П р и м е р  11.11. Пусть М  определена уравнением
М  (я, у) =  х у  — хеѵ +  2х cos у  +

+  2еху  +  Зехеу +  ех cos у  +  5 cos хеѵ — 3 cos x  cos y.
Если мы положим здесь:

г г (х) =  х,  s1 ( y ) ^ y i
r2 (x) = ex, s2 (y) = ev,
r3 (.x) =  cos x, ss (y) =  cos y,

TO
а п а 12 а із 1 - 1 2

а 21 й 22 а 2 з — 2 3 1
а з і а 32 а зз 0 5 - 3■X

Но если мы положим:

r' (x) =  x  — 2 cos x , s[ (y) =  y  +  ~  cos y,

. r'2 (x) =  ex +  cos s'2 (y) = ey — ~  cos y,

то
M  (x y y) =  r[ (x) s[ (y) -  r[ (x) s'2 (y) +
и + 2r'% (x) s[ (y) -f 37*' (x) s'% (y)

а11 й12 1 - 1

а21 а22 to 00

так что это представление каноническое.



Если
П П

м  (X, у ) =  2  2  аіі ГІ (х) si (у) +3=1 І~1
n n

+  2 Ьі Г і (х) +  2  cj S j {y) +  d (27) 
i—1 j—i

есть каноническое представление платежной функции раз­
делимой игры, то мы можем представить математическое 
ожидание для Р г следующим образом:

п п п п

Е  (и,  а>) =  2 2 %  ЩЩ + 2  \иі + 2  c)wi +  d =
г—i j = l  i = l  j—1

n n  n
=  2 (2 аи щ +  ч)ы)] +  2 biui +  d =

І—1 г=1 г= 1

І=1 j=:i
Поскольку

a n  . . . a ln

a n l  * • * ^nn

#  o>

то система уравнений
n
2  %  “i + c i = о,
г=1

2  ain ui + cn — оi=l

(28)

имеет единственное решение, как и система уравнении

2 «и- Wj  +  b t  =  о ,
i=l

2  ani wi ^~bn = o .  
j=i

(29)



Мы назовем решение системы уравнений (28) первой 
критической точкой игры (по отношению к данному пред­
ставлению), а решение системы (29) второй критической 
точкой игры (по отношению к данному представлению).

Может, конечно, оказаться, что первая критическая 
точка не лежит в пространстве U; мы знаем лишь то, 
что она лежит где-то в я-мерном пространстве, a U не 
обязательно должно включать все я-мерное пространство. 
Точно так же вторая критическая точка не обязательно 
лежит в пространстве W.

Т е о р е м а  11.12. П уст ь дана платеж ная ф ункция М  
разделимой игры в канонической форме (27); р  =  || Р і . . .  р п || 
и Я =  II Яі  • • • Яп II “  первая и вторая критические точки, 
jpÇ U и gÇ W. Тогда p  и q суть фиксированные точки , 
и цена игры равна

п п

у= 2  &іЛ+'<*-2 Wj+d.  
i = 1 j = l

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению критических 
точек мы имеем:

n

ацРі +  с, =  Q для / =  1, . . . ,  n (30)

И
n

аііЯі + А  =  0 для i =  І .........п. (31)

Мы имеем также для любой точки w =  \\w у . . .  wn || про­
странства W

n «  n

E  (p , w)  =  2 (2 aii Pi +  cj) wj •+ 2  hPi  +
з—і t = i  i = i

или из (30)
n

£ ( /> . Ш) =  Д  biPi +  d.

Поскольку это выражение не аависит от w,. отсюда сле­
дует, что

W(p) = W.



Аналогично
U( ?)  =  U.

Следовательно, и çÇW(jp) ,  так что р  и q суть
фиксированные точки, и

n n

Е { р ,  ?) =  S  &іЛ +  « * = 2  4 9 i  +  dі=1 і= 1
есть цена игры.

З а м е ч а н и е  11.13. Нужно искать каноническое 
представление функции М , которое включало бы воз­
можно меньше функций и Sj , так как если мы приме­
няем больше функций г{ и Sjt чем это необходимо, то сле­
дующая теорема становится бессмысленной. Если М  
выражено в форме (27), то U и W суть подмножества 
я-мерного евклидова пространства; а если, например, 
функции г{ линейно зависимы, то U будет лежать в гипер­
плоскости w-мерного евклидова пространства, и, следо­
вательно, его внутренняя часть I  (U) будет пустой, так 
что предположение второй части теоремы не будет вы­
полняться.

Т е о р е м а  11.14. П уст ь платеж ная ф ункция М  раз­
делимой игры задана в канонической форме (27) и I ( W) 
(внутренность пространства W) содержит фиксирован­
ную точку; тогда первая критическая точка принадле­
ж ит пространству U, и это единственная фиксирован­
ная точка пространства U. (Аналогично, если I  (U) со­
держит фиксированную точку, то вторая критическая 
точка принадлежит пространству W, и это единственная 
фиксированная точка пространства W .) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы докажем лишь первую 
часть теоремы; доказательство второй части аналогично.

Пусть t =  Il tx . . .  tn II — фиксированная точка простран­
ства W, лежащая в I  (W), z =  || z x . . .  zn \\ — некоторая 
фиксированная точка пространства U и р  =  Ц/?! . . .  р п || — 
первая критическая точка; мы хотим показать, что 
z - р . Предположим, что z ф  р. Поскольку р  есть един­
ственное решение уравнения (28), мы имеем для некото­
рого / с < п



Пусть h — действительное число противоположного 
знака по сравнению с g* и достаточно малое, чтобы точка

£ =  Il tx . . .  tk_i tk +  h tk+1 . . .  tn II 
лежала в W.

Мы имеем:
n n n

Е  (z, t) =  ^  (^j +  Cj) ^ 4- ^  +  d 
j=l i= 1 i=l

И

' n

£  (z, t) — E  (z, 0  +  ^ ( 2  a ikz i +  ck) == 
i= i

=  £  (z, t) +  hg <  E  (z, 0- (33)

Но это значит, что £ÇW(z) ,  а по теореме 11.7 это про­
тиворечит нашему допущению, что z и t суть фикси­
рованные точки.

Из теоремы 11.12 и 11.14 непосредственно вытекают 
такие следствия:

С л е д с т в и е  11.15. Пусть платежная функция раз­
делимой игры задана в канонической форме и первая 
критическая точка не принадлежит пространству U; тогда 
всякая фиксированная точка пространства W находится 
в В  (W) (границе пространства W). Аналогично, если 
вторая критическая точка не принадлежит пространству 
W, то всякая фиксированная точка пространства U на­
ходится в В (  U).

С л е д с т в и е  11.16. Пусть платежная функция раз­
делимой игры задана в канонической форме, р  и q — 
соответственно первая и вторая критические точки, 
/ ?Ç/ ( U)  и ? Ç / ( W) ;  тогда р  есть единственная фиксиро­
ванная точка пространства U, а # — единственная фикси­
рованная точка пространства W.

З а м е ч а н и е  11.17. Мы замечаем, что платежная 
функция М  примера 11.8 может быть представлена в 
канонической форме, если положить:

гг (x ) =  cos 2пху sx (у) =  cos 2пу,

r2 (x) =  x,  h ( y )  =  y>
r3 { x ) = - x ,  ss (y) =  y,



так что мы имеем:
М  (x , у) = г х (ж) (у ) +  г, (x) &J (у) +

+  (x) s3 (у) -  r3 (x) -f s3 (у).
Мы находим:

а 11 ^ І 2 а іг i 0 0

а 21 ^ 2 2 ^ 2 3 = 0 1 0

а 31 а В2 сосо
е

0 0 1

Но при этом выборе значений г{ и Sj мы видим, что 
первая критическая точка не принадлежит пространству 
U, а вторая не принадлежит пространству W; поэтому 
предложения 11.12, 11.14, 11.15 и 11.16 говорят лишь
о том, что фиксированные точки должны принадлежать 
границам пространств U и W. Но 5 ( U )  =  U,  поскольку 
т2 (х) и г3 (х) линейно зависимы; и аналогично В  (W) =  W. 
Поэтому предложения 11.12, 11.14, 11.15 и 11.16 в дей­
ствительности ничего нам не говорят.

4. Дальнейшие примеры

П р и м е р  11.18. Платежная функция М  разделимой 
игры удовлетворяет следующему равенству (для любой 
точки \ \ху\\  замкнутого единичного квадрата):
М  (х, у) — 3 cos 7х cos 8у  +  5 cos I x  sin 8?/ +

4- 2 sin I x  cos 8y  -f  sin I x  sin 82/.
Возьмем

r1 [x) =  cos I x , sL (y) =  cos 8y,  
r2 (x) =  sin I x , s2 (y) =  sin 8y y 

так что M  представится следующим образом: *
М  (х, у) =  3гг (x) sx (у) + 5гх (x) s2 (у) +

+  2Г2 (х)8г (у) +  г2 (х) s2 (у).
Итак, пространства U и W имеют два измерения. Для 
нахождения U* мы чертим кривую, соответствующую 
параметрическим уравнениям

cos It ,  
w2 =  sin l t .



Эта кривая, очевидно, есть окружность радиуса 1 с цент­
ром в начале координат (поскольку мы чертим кривую 
для 0 < £ < 1  и поскольку 7 > 2 я ,  то часть окружности 
чертится дважды, но сейчас это для нас безразлично). 
Следовательно, U (выпуклая оболочка множества U*) 
есть эта окружность вместе с ее внутренней частью. 
Аналогично, поскольку 8 >  2я, кривая W* тождест­
венна с U*, a W  тождественно с U.

Очевидно, данное представление является канони­
ческим, так как

Для этого примера уравнения (28) записываются так:

3 иг +  2 и2 =  0 ,
5м1 +  іг2 =  0,

а уравнения (29) так:

ЗйУх +  bw2 =  0 ,
2wx +  w2 =  0.

Решения этой системы, очевидно, такие: /? =  ||0  0 || и 
q =  || 0 Q||. Итак, первая критическая точка принадле­
жит множеству / ( UJ ,  а вторая — мнджеству / ( W ) .  Сле­
довательно, по теореме 11.16, р  — единственная фикси­
рованная точка пространства U, a q — единственная фик­
сированная точка пространства W .

Таким образом, задача отыскания решений данной 
«гры сводится к . задаче отыскания функций распреде­
ления, которым соответствует точка ||0  0 ||. Чтобы най­
ти конкретную оптимальную стратегию для Р 19 мы за­
мечаем, что точка у 0 0 II есть выпуклая линейная ком­
бинация двух точек II1 0 II и (| — 1 0 1|. Действительно,

IIО 0||=4-111 0Ц+4-ІІ-1 0||. ■ (34)

Поскольку II1 0 II есть точка множества U*, этой точке 
соответствует одноступенчатая функция / ,;  итак, мы



имеем:
i

1 =   ̂ гг (x) d l t (x ) =  г г (t) =  cos I t  у

i
0 =   ̂ r2 {x) d l t (x) =  r2 (t) =  sin 71.

о
Эти уравнения наряду с неравенством

0 < * < 1
2яуказывают, что либо t =* 0 , либо t =  ; итак, точка

Il 1 0 У соответствует одной из двух в ступенчатых функ­
ций: / 0 или І 2пр-  Аналогично замечаем, что точка
II — 1 0 [I соответствует ступенчатой функции / я/7* Из 
этих соотношений и из равенства (34) мы теперь заклю­
чаем на основании теоремы 11. 1, что функция распреде­
ления

1 т I 1 т 
1Г о » “g" я/?

есть оптимальная стратегия для Рг, и, очевидно, то же 
относится к функции распределения

1 1 
2 " /2 я /7 + “2 ^я/7-

Обобщая это рассуждение, мы находим, что наиболее 
общий вид функции распределения с двумя ступенями, 
соответствующей точке ||0  0 || пространства U, такой:

~2 2* 
л»где 0 <  <  t2 <  1 и t2 —11 =  . Итак, мы нашли беско­

нечное семейство оптимальных стратегий для Р Г
Аналогично можно написать общее выражение для 

оптимальной стратегии игрока Р 2, содержащей лишь две 
ступени:



Однако существуют также оптимальные стратегии 
больше чем с двумя ступенями. Если иа\  . . . ,  и іР) суть 
точки множества U* такие, что ]| 0 0 || находится в вы­
пуклой оболочке.множества {гг(1), . . . , г г (р)}, то мы можем 
выразить точку ПО 0 || как выпуклую линейную ком­
бинацию точек гг , . . . ,  и <ю и найти ступенчатую функ­
цию с р  ступенями, соответствующую точке ||0  0 1|. Так, 
например, рассмотрим три точки: || 1 0 |j, | |0 1 1|

1 Г зи — _ — _  в Чтобы выразить || 0 0 1| как выпуклую
линейную комбинацию этих точек, мы должны найти 
неотрицательные числа аѵ аг и а3, удовлетворяющие 
равенствам

~Ь 2̂ а3 =   ̂>

аі * 1 4" а'ъ * 0 +  я3 ^  ^ =  О,

аг• 0 +  а2* 1 +  а3 ^ ---- 2 ~ 0  ==

Решая совместно эти уравнения, получаем:

3—^ 3

йо -- -

6

Г з —1 
2

з - Г з
3

(35)

)
Поскольку, как легко видеть, І 0 соответствует точке

1 0 ||, І я/14 соответствует точке ||0 1 1| и І 4я/2і соот-
1 V I  '

0 II,  / Я / І 4

ветствует точке 2 2
что функция распределения

мы заключаем отсюда,

^ 2 ^ Я / і 4 +  а 3/ 4 я / 2 і  j

где ах, а2 и аз определяются уравнениями (35), есть 
оптимальная стратегия для Р г.

Конечно, существуют также оптимальные стратегии, 
не являющиеся ступенчатыми функциями. Так, функция



распределения F  такая, что 

F  (х) =  1х

F (х)

2я

1

для 0 <  X <

для 2 тс
~ Т <  1

есть непрерывная оптимальная стратегия для Р ѵ
Из теоремы 11.12 следует, что цена этой игры для Р г 

равна 0 .
П р и м е р  11.19. Платежная функция разделимой 

игры (для любой точки \\х у  II замкнутого единичного 
квадрата) удовлетворяет следующему равенству:
М  (x , у) =  3 cos Ах cos by  +  5 cos Ах sin by  +

+  sin i x  cos by +  sin i x  sin by  +
+  4 cos 4 x  +  sin i x  +  cos by  - f  2 sin by  +  3.

Мы примем здесь
r1 (x) =  cos Ax, sx (ÿ) =  cos by,  
r2 (x) =  s in 4x , s2 (ÿ) =  sin by,  

так что M  можно представить следующим образом:
М  (х, у) =  3гг (х) (у) +  5гх (ж) s2 (ÿ) 4 - г2 (ж) Sj (у) +

+  Г2 (ж) «2 (у) +  4г1 (ж) +  г2 (я) +  (у) +  2s2 (ÿ) +  3.
Мы замечаем, что

3 5
1 1 Ф 0,

и следовательно, М  представлена в канонической форме.
Вспомнив, что x  лежит в интервале [0, 1], мы видим, 

что кривая € *  есть часть окружности
u\^r ul = 1,

представленная на рис. 43 дугой ABC  (угол Z. АОС 
равен 4 радианам), и что пространством U является за­
штрихованная область. Пространство W изображается 
заштрихованной областью на рис. 44.

Первую критическую точку мы находим, решая 
уравнения

3 -f” 1̂2 ”f" 1 == 0 ,



Отсюда заключаем, что точка || ut и21| = JL !
2 2 являет­

ся внутренней точкой пространства U. Вторая крити­

ческая точка есть || хюг w21| = . Это внутрен­

няя точка пространства W. Из следствия 11.16 вытекает,

Рис. 43.

1 1  1 1 il 
что точки — у  ~2 и — у  — уII СУТЬ единственные
фиксированные точки соответственно пространств U и W. 
Следовательно, для отыскания решений этой игры нужно

ствуют точкам 1 4 1 и 1 ^  1
1 J2 2 2 2 это можно

сделать способом, аналогичным применявшемуся в при­
мере 11.18.

П р и м е р  11.20. Платежная функция разделимой 
игры для любой точки II X у  II замкнутого единичного 
квадрата удовлетворяет следующему равенству:
M  (X, у) =  3 [1 -f  cos 2пх] [1 +  eos 2пу] +

+  5 [1 +  cos 2пх] [1 +  sin 2пу] +
+  2 [1 +  sin 2пх] [1 +  cos 2пу] +

+  [1 +  sin 2пх] [1 +  sin 2пу].
Положив

Гх (х) =  1 +  COS 2 ПХ, 8г (у) =  1 +  cos 2 п у , 
rg (я) ев 1 +  8in 2 n x t s% (у) =  1 +  sin 2яу,



мы имеем:

М  {х, у) =  3г1 (x ) (у) +  5rx (x) s2 (у) +
+ 2 гг ( х )  ( у )  +  г, (ж) s2 (ÿ).

Теперь легко убедиться в том, что пространство U состоит 
из точек, лежащих на или внутри окружности

(«1- 1)а+ ( м 2- 1)2 =  1.
а пространство W состоит из точек, лежащих на или 
внутри окружности

(wx — I )2 +  (w2 — l )2 =  1.

Первая и вторая критические точки суть ||0  0 ||. По­
скольку начало координат не лежит ни в пространстве U, 
ни в пространстве W, мы видим из следствия 11.15, что 
фиксированные точки пространств U и W находятся на 
границе. Далее, граница пространства U есть окружность

(Иі — 1)* +  (и« —
Если бы U содержало две различные фиксированные 
точки (которые обе должны были бы лежать на этой 
окружности), то по теореме 11.9 все точки хорды, соеди­
няющей эти фиксированные точки, также были бы 
фиксированными. Это противоречило бы утверждению, что 
всякая фиксированная точка пространства U лежит на 
границе U. Поэтому пространство U содержит лишь 
одну фиксированную точку. Аналогично пространство W  
содержит тоже лишь одну фиксированную точку.

Поскольку в этом примере U* совпадает с ß ( U) ,  мы 
заключаем, что существуют оптимальные чистые стра­
тегии для первого и второго игроков, то есть игра 
имеет седловую точку.

Следующий пример показывает, что когда В  (U) и 
В  (W) содержат прямолинейные отрезки, то может быть 
бесконечное число фиксированных точек — если даже пер­
вая критическая точка не принадлежит пространству U, 
а вторая — пространству W.

П р и м е  Р'^44.21. Платежная функция разделимой 
игры удовлетворяет (для любой точки \\х у  || замкнутого



единичного квадрата) следующему равенству:
М  (x , у) =  5 [2 +  cos я (1 +  х)] [sin ny] -f  

+  2 [sin я (1 +  x)] [ — 2 4- cos ny] +  [sin я (1 +  æ)] [sin ny].  
Положив

г г (x) =  2 - f  cos я (1 - f  x), (ÿ) =  — 2 -f cos яг/, 
r2 (ж) =  sin я (1 +  x), s2 (y) =  sin яу,

мы имеем:
M  (х,у) =  5гг (x) s 2 (г/) +  2r2 (x ) sx(y) +  r2 (x) s2 (у), 

и отсюда
Е  (и, ѵ) =  ÖKjüa +  2и2ѵг +  и2ѵ2.

И первая, и вторая критические точки суть ||0  0 ||. Мы 
легко можем убедиться в том, что пространства U и W  
изображаются заштрихованными областями соответствен­
но на рис. 45 и на рис. 46. Далее, всякая точка отрезка 
A B  есть фиксированная точка пространства U, а всякая 
фиксированная точка отрезка А 'В ' есть фиксированная 
точка пространства W.

Рис. 45. Рис. 46.

В примере 11.20 мы видели, как можно использовать 
следствие 11 15 для разбора некоторых игр, в которых 
ни одно из пространств U или W не содержит в себе, 
своих критических точек. Следующий пример поясняет, 
как можно использовать это следствие для исследования 
игр, у которых одна критическая точка лежит в соот­
ветствующем ей пространстве, а другая не лежит.

П р и м е р  11.22. Платежная функция М  разделимой 
игры (для любой точки И од И замкнутого единичного 
квадрата) удовлетворяет следующему равенству:
M  (x, у) ~  3[cos 2пх] [2+со8 2 я у ]+ 5  [cos 2пх] [2 +  sin 2яу] +  

+  2 [sin 2пх] [2 +  cos 2mj] +  [sin 2пх] [2 +  sin 2яу].



Положив
(х) =  cos 2яя, $х (у) =  2 +  cos 2яг/,
(я) =  sin 2яя, s2 (у) =  2 +  sin 2яу,

мы можем легко убедиться*, что пространство U пред­
ставляет окружность

и\ +  и\ =  1

вместе с ее внутренней частью, а пространство W пред­
ставляет окружность

(а»1- 2)* +  ( а ; , - 2)* =  1

вместе с ее внутренней частью. В этом случае крити­
ческая точка есть ||0  0 1|. Эта точка не находится в W, 
но лежит внутри пространства U.

Поскольку вторая критическая точка не принадлежит 
пространству W, то на основании следствия 11.15 мы 
видим, что фиксированные точки пространства U нахо­
дятся только в Æ(U).  При помощи рассуждения, анало­
гичного тем, которые мы применяли для этой цели 
в примере 11.20, мы докажем, что в U есть лишь одна 
фиксированная точка, скажем, гг*. Но если бы в I  (W) 
находилась фиксированная точка пространства W, то по 
теореме 11.14 первая критическая точка )|0 0 || была бы 
фиксированной точкой пространства U. Это противоречит 
утверждению, что единственная фиксированная точка 
пространства U лежит в £ ( U) .  Следовательно, фиксиро­
ванные точки пространства W должны лежать только 
в В  (W); а поскольку W  есть круг, мы заключаем (опять 
при помощи таких же рассуждений, как в примере 11.20), 
что в W имеется лишь одна фиксированная точка. Итак, 
мы видим, как и в примере 11.20, что игра имеет 
седловую точку.

5. Решение прямоугольной игры как разделимой игры

В этом параграфе мы покажем на примере, что нря- 
моуготную  игру можно решать способами, применимы­
ми для разделимых игр. В примере рассматривается 
матрица З х Д * ^ о  излагаемый метод можно легко обоб­
щить на произвольные платежные матрицы. Рассмотрим



следующую платежную матрицу:

- 3 2 0
А = 0 1 2

1 2 1

Смешанная стратегия игрока Р 1 есть следующий вектор:
«  =  11»! и 2 1 —  Mj —  « 2 II» г д е  0 < « { < 1  ( і  =  1 ,  2 )  и
2

S  И і < 1 -  Смешанная стратегия игрока Р 2 есть вектор 
і=і
w =  \\w 1 w2 1 — ш, — И, где 0 <до{ < 1  (£ — 1, 2) и
2

2  о ь < 1 .  Математическое ожидание выигрыша Р г равно 
і=-і
Е  (гг, до) =  ( — — 2гг2) — 2гг2 + 1 )  w2 +

+  ( - и г +  и2 +  i)  = ( - 3 w 1 +  w2- i ) u 1 +

+  ( — 2wx — 2до2 -J-1) и2 +  (^а"1" )̂*

Во-первых, мы замечаем, что математическое ожидание 
выигрыша есть билинейная форма координат и и w. Из 
вышеприведенных неравенств мы видим также, что про­
странство U есть равнобедренный прямоугольный тре­
угольник с единичными катетами, а пространство W  
тождественно с пространством U V4 Во-вторых, отсюда 
вытекает, что пространства U и W суть замкнутые огра­
ниченные выпуклые множества. Таким образом, мы 
имеем такую ситуацию, как если бы у нас была следу­
ющая разделимая игра: Р г выбирает точку kÇU,  Р 2 
выбирает точку W, а платеж есть билинейная форма 
Е  (и, w ). Чтобы решить игру, исследуем фиксированные 
точки пространств U и W. При отыскании образа W (и) 
каждой точки и £ U уместно положить

P l=z — 3«! — 2и2, р2 =  их — 2и2 +  1.

В таблице. 1 представлены отображения на W  каждой 
точки и пространства U.

Положим теперь — За^ +  ДОа-  1» %wi —
— 2 о >2 +  1; д л я  э т о г о  случая в таблице 2  представлены 
отображения на U каждой точки w пространства W.



Т а б л и ц а  1
Образы точек пространства U

Для области, определенной
условиями, образ W  (и) точки u

и х Рі >  о ,  р2 >  о Il 0 0 ||
и* Рі < 0, Pi <  Pi Il i 0 ||
Us />2< 0, P 2 < P l 110 1 fl

где 0 <  о <  1и4 Р і= Р г<  о ||a 1—a II,
и5 P i —0 < p 2 II« o n, где 0< a < l
ив P2 =  Q < P i ІЮ a H, где 0 <  a <  1
и 7 Pi = P î =  0 lia PII. где 0< a ,  ß < l ,  

a + ß < l

Т а б л и ц а  2
Образы точек пространства W

Для области, определенной условиями, образ U (w) точки w

Wx ? 1 < 0 ,  g2 < 0 l i o  о ц
w„ ? 2 > 0 ,  ? i < g 2 ІЮ і| |
W3 « 1 > 0 ,  ? 2 < ? 1 IU о II
W4 ? 1 = ? 2  > 0 Il « l —a К, где 0 < a < l
W6 9i = 0  > g 2 Il a 0 II, где 0 < й < 1
We ? 2 = 0 > ? ! It0 в И, где 0 <  a < l
w 7 5 1 = 9 2 = 0 Il a 6 II, где 0 < a ,  6< 1,

a-\-b ^  1

С помощью этих таблиц мы можем определить, какие 
точки пространств U и W  суть фиксированные и, следо­
вательно, какие точки являются оптимальными страте­
гиями для Р г и для Р 2. Например, мы замечаем, что ни 
одна точка области не является фиксированной точ­
кой, ибо W (гг) =  || 0 0 ||, тогда как U (|| 0 0||) =  ||0  1 1|, 
и эти точки принадлежат области U2, а не U r  Подобно 
этому мы м^щем показать, что ни одна точка областей 
U2, U3 и U4 не является фиксированной. Рассмотрим



теперь область U5. Для нее мы имеем W (и) =  || а 0 ||. 
Полагаем до = | | а  0 ||, тогда

' II0 0 || для « > т

и  (w) =  < II0 a || для 1
а =  т ,

. 11° 111 для . 1 а < т

Поскольку и = | |  0 0 II Ç U5, то отсюда вытекает, что
II 0 0 II — фиксированная точка пространства U, а точка
II а  0 II, где а > у ,  есть фиксированная точка простран­
ства W. Другими словами,.мы имеем:

I I  0 0 I I  g U ( I I  а 0 I I  ) и I I  а 0| | б W ( | | 0  0| | ) ,

где а =  у  • Легко убедиться, что это единственные фик­
сированные точки. Следовательно, оптимальные стратегии 
игры таковы:

II0 0 1 у (для Рг)

II w 1 0 1 — w j ,  где y < ^ < l  (для Р 2).

Цена игры равна 1.

6 . Решение игры с ограничениями как разделимой игры

Предположим, что смешанные стратегии прямоуголь­
ной игры должны удовлетворять некоторым дополнитель­
ным линейным неравенствам, помимо тех, которые опре­
деляют смешанную стратегию; тогда мы имеем игру  
с ограничениями . Такие игры встречаются часто в мате­
матической статистике (см. главу XIII) ,  когда рассма­
триваются задачи статистического решения как игры 
между статистиком и природой, ибо статистик обычно 
имеет в памяти достаточно опытных данных относительно 
прошлого поведения природы в данной области, чтобы 
суметь по крайней мере установить верхние и нижние 
границы для частот ожидаемых явлений.



Дополнительные линейные неравенства в игре с огра­
ничениями приводят к тому, что пространство U и про­
странство W изменяются, но они по-прежнему остаются 
замкнутыми, ограниченными и выпуклыми. Платежная 
функция, конечно, остается неизменной и, в частности, 
билинейной. Поэтому можно применять методы, исполь­
зуемые для разделимых игр.

Мы можем решать игру путем исследования фикси­
рованных точек. Например, рассмотрим игру, разобран­
ную в предыдущем параграфе. Допустим, что мы нала­
гаем следующие дополнительные линейные ограничения 
на смешанные стратегии:

Математическое ожидание выигрыша остается прежнимі 
а именно:
Е  (гг, w) =  ( — Згг! — 2гг2) w l +

Из дополнительных неравенств вытекает, что простран­
ство U представляет собой четырехугольник ABCD  
(рис. 47, заштрихованная область), а пространство W — 
треугольник L M N  (рис. 48, заштрихованная область).

Мы решаем эту игру путем исследования фиксирован­
ных точек в пространствах U и W. Из геометрической 
структуры пространства U следует, что для всего про­
странства U мы имеем:

%  
Рис. 48.Рис. 47.

+  (Wj -  2м2 + 1) W2 +  ( — Mi +  w2 +  1).

Pi <  0 <  Рг-



Следовательно, образ W (и) всякой точки и простран­
ства U есть точка || 1 0 1|. Но U ( || 1 0 1| ) =  у  0 .

Следовательно, у  0 и || 1 0 || суть фиксированные
точки пространств U и W. Оптимальные стратегии игро­
ков суть

I л о
(для Р j),1  0

3 3
II1 О ОII (для Р 2).

Цена игры равна —-g- .

Библиографические замечания

Эта глава основана в большой степени на выводах, 
приведенных в работах Дрешера, Карлина и Шепли [35] 
и Дрешера и Карлина [34], а также на некоторых част­
ных сообщениях Дрешера. См. также работу Дрешера [32].

У п р а ж н е н и я

1. Покажите, что всякая разделимая игра, у которой платеж­
ная функция может быть записана в виде

М ( х ,  y) =  r (x) s (y) +  ar (x) +  bs (у) +  с,
имеет седловую точку. -ч

2. В примере 11.19 найдите дополнительно какие-либо опти­
мальные стратегии для обоих игроков.

3. При каких условиях для А, В у С и D  разделимая игра 
с платежной функцией
M  (x , у) =  A  cos Ix  cos S y - ^B  cos Ix  sin 8y

- j-C sin Ix  cos 8y - \ -D  sin Ix  sin 8y
будет иметь такие же оптимальные стратегии, как игра примера 
1 1 .18?

4. Решите разделимую игру, имеющую платежную функцию
/  4 0  Я t ГГ . Я  .М  (х, у) — 3 cos —  x cos - у  2/ -f-5 cos - у  x sm - y  y-f-

. _ , Я я . . я . я+  2 sin - y  x cos - y  y - \ - sin - y  x  sm - y  y.

5. Решите разделимую игру с платежной функцией
М ( х ,  у) =  ( х — у)*.



6. Решите разделимую игру с платежной функцией 

М [ х ,  3/) =  ( * - у ) ( 2 / - у ) + 2 ( ^ - 4 ) ( г / 3 - т )  +

+ 5 ( ж3- т )  С2' - т ) + 10 ( ж3~ т )  ( / - т )  •
7. Решите разделимую игру с платежной функцией 

М ( х ,  у) =  ( * - 2 ) ( ѵ — і )  +  2 ( * - 2 )  ( î / 3 - i )  +

+  5 ( ^ - 2 ) ( % - у ) + 1 0 ( * 3- 2 ) ( Ѵ - - .

8. Решите разделимую игру с платежной функцией

М  (х, y) =  cos 2пх  cos 2 п у х - \ - 2 у .

9. Решите разделимую игру с платежной функцией

М ( х ,  у) =  cos Artx cos 4т/-)--#-|-г/.

10. Докажите следующую теорему:
Пусть платежная функция разделимой игры имеет канони­

ческое представление
n n п п

м  (х, у ) = 2  2  s) (у)+ 2  ЬіП w + 2  c>si ( y ) + d  i~l j=l i=1 i=l
и w—любая точка пространства U, отличная от первой критиче­
ской точки; тогда

ü ( a i ) c B ( ü ) .

Аналогично, если w —любая точка пространства W, отличная от 
второй критической точки, то

W(u)c ä (W).
И. Докажите следующую теорему:
Если всякая фиксированная точка пространства U разделимой 

игры принадлежит множеству В  (U) и если В  (U) не содержит 
прямолинейных отрезков, то в пространстве U имеется одна 
и только одна фиксированная точка. Аналогичное утверждение 
справедливо для пространства W.

12. Пусть платежная функция разделимой игры есть

М  (x , у) =  АехеУ+ Вехеѵ*+ СехгеѴ+ Dex2e'ß  - f

+ E e * + F e xl,+ G e V + H e v t + K ,



где
А  В  
С D Ф о .

Найдите решения игры для различных значений А,  В , С, D, Е,  
F, G, Н  и К.

13. Найдите решения игры, имеющей платежную матрицу
1 2
3 0
2 1

и смешанные стратегии, подчиненные следующим ограничениям:
1 . ^ 4  

- 5 ^ і <  Т
1 1

— < æ i + æ 2< -2

14. Решите игру, имеющую платежную матрицу
3 39 30

33 9 0
28 4 25

и смешанные стратегии, подчиненные следующим ограничениям: 

20 "
xs > J  (^1 — 9 *1 )  .

1
Jq Уч. 2г/1} * > T '



ИГРЫ С ВЫПУКЛЫМИ ПЛАТЕЖНЫМИ  
ФУНКЦИЯМИ

1. Выпуклые функции

Другим классом игр (помимо игр с разделимыми пла­
тежными функциями), для которого сравнительно легко 
находить решения, является класс игр, имеющих пла­
тежную функцию, непрерывную и выпуклую относительно 
одной переменной. В этом параграфе мы приведем неко­
торые известные положения для этих игр.

Функция /  действительной переменной называется 
выпуклой в интервале (a, b)t если для всякого элемента
II %2 1| множества S2 и для любой пары различных чисел 
х х и х 2 интервала (a, b) мы имеем:

/  (^і#і +  ^2̂ 2) ^  /  (х і) +  ^2/  (#2)*
Если для ^ ^ 0 Д 2 ^ 0  всегда имеет место лишь строгое 

неравенство, то функция /  называется строго выпуклой.
Чтобы понять геометрический смысл понятия выпук­

лости, рассмотрим график на рис. 49.
Поскольку абсцисса точки Р г равна х ѵ  ордйната кри­

вой в точке Р г равна / ( х х), то есть
P 1A =  f ( x  1).

Аналогично
Р%С — /  (х2)

и
QD  =  /  (%1х 1 +  %2х 2).

Поскольку a é ^ fc c a  точки Q равна ^Зж1 +  Х2ж2, очевидно, 
Q делит отрезок Р гР 2 в отношении : Х2; кроме того,



поскольку числа ^  и оба положительны, Q лежит 
между Р х и Р 2. На основании подобия треугольников

мы заключаем, что В  делит АС  в отношении : Х2 и, 
следовательно,

QB =  (хг) +  X2f  (я2) •

Итак, из неравенства, определяющего выпуклую функ­
цию, вытекает, что

Q D < Q B ,

то есть график функции не может лежать выше прямо­
линейного отрезка, соединяющего ліббые две точки гра­
фика. Функция является строго выпуклой, если график 
функции всегда лежит ниж е данного прямолинейного 
отрезка.

Легко видеть, что единственные выпуклые функции, 
не являющиеся строго выпуклыми, суть функции, гра­
фики которых состоят частично или полностью из прямо­
линейных отрезков. Следующие функции выпуклы в ин­
тервале ( — оо, + о о ) ,  то есть во всяком конечном интер­
вале:

x4, 3 — 7х +  х 2, ех, е~ху \х\ .

Все эти функции, за исключением последней, строго 
выпуклые.

Очевидно, могут быть функции, выпуклые лишь 
в некоторых интервалах. Например, функция sin #



выпукла в интервале ( — я, 0), но она не является выпук­
лой в интервале (0 , я).

Из дифференциального исчисления известно, что функ­
ция является строго выпуклой в интервале, если она 
имеет положительную вторую производную во всякой 
точке интервала. С другой стороны, функция может быть 
строго выпуклой в интервале, если даже сша имеет вто­
рую производную не во всех точках интервала. Так, 
например, функция /, определенная условиями:

/  (я) =  2 +  (я +  4)г ( ж>0) ,

f ( x )  =  2 +  (х — 4)а (х <  0),

не имеет второй производной (и даже первой при ж =  0), 
но легко проверить, что эта функция строго выпуклая 
в интервале ( — от, +  от).

Если у функции двух переменных одна переменная 
фиксирована, то мы получаем функцию одной перемен­
ной, и эта функция может оказаться выпуклой (или 
строго выпуклой); так, функция

f ( x ,  у) =  Ъхг — І 0 у г 

строго выпуклая по х  для любого у у так как

но она не выпуклая по у  для любого х , так как

Функция
/  (X, у) =  X2 +  у 2 -  Ъху + 1

есть строго выпуклая функция по х  для любого у  
и строго выпуклая функция по у  для любого X .

Можно также обобщить понятие выпуклости на функ­
ции нескольких переменных. Если /  есть функция п 
переменных, то мы называем функцию /  выпуклой  внутри 
n-мерной области, если для всякого элемента || 1| 
множества и для любой пары различных точек 
\\х* . . .  жп [І и II ж,  . . .  хп \\ области выполняется соот-

-J4 =  - 2 0  < 0 .ду%
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ношение

/  (^1̂ 1 > ^1Хп “I“ ^2Хп) ^

• • • j %п) “h Я>2/  • • • » Хп).

Как и в случае функции одной переменной, мы назы­
ваем функцию /  строго выпуклой , если при Ф О, %2 Ф О 
имеет место строгое неравенство.

Это понятие выпуклости не сводится к понятию 
выпуклости по каждой переменной в отдельности. Так, 
функция f ( x , у) может быть выпуклой по х  Для любого у  
и выпуклой по у для любого х у -не будучи выпуклой 
по двум переменным одновременно. Например, функция

/  (хѵ  х 2) =  ХІ +  ХІ — 3XjX2 +  1

есть выпуклая функция по х г для любого х 2 и выпуклая 
функция по х 2 для любого х ѵ но она не является выпук­
лой функцией по х г и х 2 одновременно, в чем легко убе-

диться, если взять Х1 — ІК2 — -2 > || х і х ъ || =  || — 1 — 1 II и

II Уі Уа II =  I I 1  1  II-
В некотором смысле обратным понятию выпуклости 

является понятие вогнутости. Функция /  называется во­
гнут ой , если функция — /  выпуклая. Можно также гово­
рить о вогнутости по нескольким переменным, строгой 
вогнутости и т. д. Свойства вогнутости легко вывести 
из соответствующих * свойств выпуклости.

Л е м м а  12.1. П уст ь функция  /  непрерывна и строго 
выпукла в замкнутом интервале. Тогда /  принимает  
минимальное значение в одной и только в одной точке 
инт ервала .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку /  непрерывна, она 
принимает минимальное значение по меньшей мере в одной 
точке интервала. Но если /  принимает минимальное зна­
чение в двух различных точках а и Ь, то мы должны 
иметь в силу строгой выпуклости функции:

f (нг) < i  f'{а) + i  f(b) = i f{a) + i  f{a) = f{a)’
что противоречит тому условию, что в точке а дости­
гается минимум,



2. Единственная стратегия для одного игрока

Обратимся теперь к рассмотрению непрерывных игр, 
у которых платежные функции выпуклы для игрока, 
добивающегося минимума платежа.

Т е о р е м а  12.2. П уст ь М  (х , у) — платеж ная функ­
ция непрерывной игры , непрерывная по двум переменным 
и строго выпуклая по у для любого х . Тогда имеется 
единственная оптимальная стратегия для второго игро­
ка , являющаяся ступенчатой функцией первого порядка, 
то есть имеется число cÇ [0 , 1] такое, что единственной 
оптимальной стратегией для второго игрока является  
ступенчатая ф ункция  / с. Цена игры определяется фор­
мулой

ѵ =  min max M  (x , y ),
0< /y< l 0 < x < l

a константа с есть единственное решение уравнения  

max М  (х, с) =  и.
0<эс<1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку М  непрерывна, то 
из теоремы 10.4 вытекает, что существуют оптимальные 
смешанные стратегии для обоих игроков. Пусть ѵ — цена 
игры и — любая фиксированная оптимальная стратегия 
для первого игрока. Положим

i
ср( у ) = ^ М ( х ,  y ) dF*(x ) .  (1)

Из непрерывности функции М  можно легко вывести, 
что ф есть непрерывная функция от у . В самом деле, 
если М  непрерывна, то для всякого г имеется такое ô, 
что для J г/і — г/2 I <  ^  м ы  и м е е м :

\ М ( х ,  Ух) — M  (x, у2) I <  е.
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Т огда
i

i г . . .  • ' ' ' <Ф (Уі) -  Ф ( 2/ 2) I =  К [М  (Я, Уі) -  м  (x , ÿ 2)] dF* (x)
О

1
5 IМ (®, у 1) — М (х ,  у 2) [dF* (x )
1

<   ̂ IМ [x, Уі) — М  (x , I с^* (ж) <
О

1 1

<   ̂ 8 dF* (х) =  е  ̂ dF* (х) =  е.

Далее, из того, что М  (х, у) строго выпукла по у  для 
любого x , вытекает, что ф(у) строго выпукла по г/. 
В самом деле, по теореме 9.15

i
Ф [КУі  +  КУЛ = \ М  (я ДіУі +  КУг) d F * (х ) <  

о
i

<   ̂ 1КМ  (х > Уі) +  (х > у 2) ] dF* (х) =  
о

1 і

=  ^  ^ М (х, у х) dF* (а:) +   ̂ М (я, у 2) dF* (х) =  
о о

=  Ѵр (Уі) +  К  ф Ы -
Следовательно, ф Удовлетворяет условиям леммы 12.1, 

откуда мы заключаем, что ф принимает минимальное 
значение в одной и только одной точке с интервала 
[О, 1]. Итак,

ф (с )=  min <р(у)
о<у < і

и
Ф (с) <  Ф (У) Для у ф  с.

Покажем, что единственной оптимальной стратегией для 
второго игрока является функция распределения / с. 
Поскольку мы знаем, что у этого игрока имеется по 
меньшей мере одна оптимальная стратегия, достаточно 
показать, что всякая оптимальная стратегия этого игро­
ка тождественна с / с.



Пусть G* — любая оптимальная стратегия для второ­
го игрока. Покажем, что G* =  / c, то есть G*(ÿ) =  0 для 
у  <  с и G*(c) =  l. Для э̂того, очевидно, достаточно по­
казать, что для всякого положительного числа е мы имеем:

G* (с +  е) — G* (с — е) =  1.

Но поскольку ф непрерывна и принимает свое мини­
мальное значение только при с, имеется положительное ô, 
такое, что для 0 —е и для с +  е < г / < 1  мы имеем 
ф (ÿ)> ф  (с) +  ô> и такое, что для с —e < ÿ < c + 8  мы 
имеем ф(2/)>ф(с).  Отсюда мы заключаем, что
1 с—г с+ е

 ̂ ф (у ) dG* (у) =   ̂ ф (у) dG* (у) +   ̂ ф (у) dG* (у) +
О 0 с — 8

1 С— 8

+  \  4> (y )d G * (y )>   ̂ [ф(с) +  ö]dG*(y) +
C-J-8 О
С + 8  1

+   ̂ ф (с) rfG* (у) H- $ [Ф(с) +  0]йб*(у) =
С— 8 С + 8

1 С - 8  1

=   ̂ Ф (с) dG* (ÿ) +  § ô Л?* (У) +   ̂ ô (У) =“
О 0 с + е

=  ф (с) +  ô [G* ( С - г ) -  G* (0) +  G* (1) -  G* (с +  г)) =
=  ф (с) +  ô [1 +  G* (с — е) — G* (с +  е)].

Далее, на основании теоремы 9.22
i i i

Ѵ =   ̂ \ М (Х> У) dF* (ж (У)=  § Ф ( 2 / ) ( 2 / )  =
о о

1
=  min \  ф (у) dG (у) =  min ф (у) =  ф (с),

G£D J 0<у<1

и, следовательно,
Ф (с) > ф  (с) +  ô [1 +  G* (с — е) — G* (с +  е)]. 

Поскольку 0. мы заключаем отсюда, что
1 +  G* (с -  е) — G* (с +  е) <  0,



и, следовательно,
G* (с +  е) — G* (с — е) >  1.

Но, очевидно,
G* (с +  е) — G* (с — е) <  1,

и, следовательно,
G* (с +  е) — G* (с — е) =  1,

что и требовалось доказать.
Справедливость последнего предложения теоремы 

вытекает непосредственно из теоремы 10.17.
Совершенно такими же рассуждениями доказывается 

следующая теорема.
Т е о р е м а  12.3. Пусть М  — платежная функция 

непрерывной игры, непрерывная по обоим переменным 
и строго вогнутая по х для любого у . Тогда у  первого 
игрока имеется единственная оптимальная стратегия, 
являющаяся ступенчатой функцией первого порядка, то 
есть имеется число с Ç [0, 1] такое, что единственной 
оптимальной стратегией первого игрока является сту­
пенчатая функция / с. Цена игры ѵ определяется форму­
лой

ѵ =  шах min М  (х, у ),
0<х<1 0<у<1

а константа с есть единственное решение уравнения
' min М  (с, у) =  ѵ.
0 < ÿ < l

П р и м е р  12.4. Пусть

М (х ,  у) =  sin -я {г̂ у) .

Поскольку

=  - ( - т У 8Іп Я(а2+У) < 0  для и 0 < г / <  1,

то М  (х, у) есть вогнутая функция от х для любого у . 
Следовательно, по теореме 12.3

. я(аг +  г/)V =  max mm sm —v ‘ • .
0 < x < l 0 < y < l ^



Из рассмотрения графика sin для различных
фиксированных значений х мы легко получаем, что если 
0 <  x <  y  > то

я(х-4-у)  . пх  /ОЧmin s m —v 1 — sin —— , (2)
0 < у < 1  z  1

I
а если у  <  ж <  1, то

. я  (а? +  г/) . я  (а?4 - 1 )  /очmin s i n— =  s in —Цт-!— L . (о)
0<у<1 Z ^

Итак,

V—max Г max min sin , max min s i n— 1 =
Lo<*<±0̂ < 1 |<*< i0<v<1 J

[
. лх  . я  ( a r 4 - l )  “1max s m y  , max s i n— —- J =

/1^2 ^2

0<x<2 -<x<i

=  max I „ > 2 1 -  2

Кроме того,

mm sin-
0<-у<1

Я ( 1  +  2/ У  2

Ѵ іСледовательно, цена игры равна - у ,  и единственной
оптимальной стратегией для первого игрока является 
функция распределения 1 1 .

2

3. Стратегии для другого игрока

В приведенном выше примере мы могли определить 
оптимальную стратегию для первого игрока, но не для 
второго. Две следующие теоремы позволяют нам опре­
делить оптимальные стратегии для обоих игроков.

В этих теоремах символами М а) (ху у) и М (2> (х, у) 
мы обозначаем частные производные функции М  (ху у)
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соответственно по ж и у. Таким образом,

М “> (х, у) =  l i m у) (4)
z-» 0

И

М <2) (х, у )  =  1 і т М ( * ’ . (5 )
z-» 0 2

Поскольку мы ограничиваемся функциями, определен­
ными на замкнутом единичном квадрате (0 <  х <  1, 
0 < у <  1), то производные М ш (0, у), М а} (1, у ), М (2) (х> 0) 
и М (2) (x, 1), согласно этим определениям, не имели бы 
смысла. Поэтому под М (1) (0, у) мы будем подразумевать 
предел выражения (4), когда z  принимает лить положи­
тельные значения, а под М с1)(1,у)  мы будем подразу­
мевать предел этого выражения, когда z принимает 
лишь отрицательные значения. Аналогично определяются 
М Ц х ,  0) и М™ (х, 1).

Т е о р е м а  12.5. Пусть М  — платежная функция 
непрерывной игры, непрерывная по двум переменным; 
М (2) (x , ?/) существует для любых х и у  в единичном 
квадрате и М  (х, у) строго выпукла по у для любого х . 
Пусть Іу — единственная оптимальная стратегия для 
второго игрока, и ѵ — цена игры . у0 =  0 или г/0 =  1,
тоу первого игрока имеется оптимальная стратегия І х̂ у где 
константой x Q может быть любое число, удовлетворяю­
щее условиям:

0 х  ̂^  1,

M' (*0» Уо) =

^  ЯЛ” Ï 0 " ? ''  w l < 0  для у , - і .

Если 0 < г / 0 < 1 ,  то у  первого игрока имеется опти­
мальная стратегия следующего вида:

аІХі (ж) +  (1  -  a )  Іх% (x);

в качестве а, хг и х% можно взять любые числа,



удовлетворяющие условиям:

0 < ^ ! < 1 ,  0 < я 2< 1 ,  0 < а < 1 ,

М  (хѵ Уо) =  и, М  (#2, Уо) == V} 
м ™ ( х ѵ у о ) >0 ,  М (2)(*2> у0) < 0 ,

аМ (2) (жр ÿ0) +  (1 -  а) Л/(2) (я2, у 0) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим сначала, что г/0 =  0. 
Поскольку / 0 есть оптимальная стратегия для второго 
игрока, мы видим по теореме 10.6, что для всех х

i
 ̂ М  (x , у) d l 0 (у) <  V,

и, следовательно, для всех х

М  (х, 0) <  ѵ\ (6)

далее, поскольку по теореме 12.2

V =  max М  (я, 0),
0< я < 1

то существует æ0Ç[0, 1] такое, что

М  (хй, 0) =  v. (7)

Предположим теперь, что всякое число х0, удовлетворяю­
щее равенству (7), является таким, что

(х0, 0) <  0.

Тогда для всякого x Ç [0, 1] существует положительное е 
такое, что

м {х, у) < V для 0 < у  < е. (8)
Для каждого х мы определяем 8 (х) как верхнюю грань 
всех чисел е, удовлетворяющих неравенству* (7). Из 
непрерывности функции М  следует непрерывность функ­
ции 8 (ж) по x в замкнутом интервале [0, 1]; кроме то­
го, 8 (х) всегда положительна и, следовательно, имеет 
положительный минимум. Пусть е0 >  0 — мицимальное
20 д*к. Мак-Кинер



значение г(х ) .  Если мы выберем у х так, что 0 <  у х <  е0, 
то

max М  (х, у г) <  ѵ,
0<зс<1

и, следовательно, по теореме 12.2

V =  min max M  (;x , y) <  max M  (x , y x) <  v.
0 < y < i  0 < x < l  0 < x < l

Мы пришли к противоречию. Следовательно, существует 
число х0, которое удовлетворяет равенству (7), и, кроме 
того,

М (2)(х 0, 0 ) > 0 .  (9)

Пусть теперь х0 — любое число из интервала [0, 1], удов­
летворяющее условиям (7) и (9); покажем, что I Xq есть 
оптимальная стратегия для первого игрока. Но посколь­
ку М  (#0, у) — выпуклая функция от г/, то из (7) и (9) 
вытекает, что ѵ есть минимум функции М  (х0, у), так 
что для всякого у

i
v <  М  (х0, у ) = \ м  (x, у) d I Xo (х)

о
и, следовательно, по теореме 10.6, I Xq есть оптимальная 
стратегия для первого игрока, что и требовалось дока­
зать. Этим завершается доказательства для случая г/0 =  0. 

Доказательство для случая у 0 == 1 аналогично. 
Допустим теперь, что 0 <  у0 <  1. Как и в случае 

у0 =  0, мы видим, что для всех х
М { х , у й) < ѵ  (10)

и для некоторого х

М ( х , у 0) =  ѵ. (11)

Если бы любое х, удовлетворяющее условию (И),  
было таким, что

М<2) (x, у 0) <  0, (12)

то мы пришли бы к противоречию, как и в случае 
г/р~0.  Итак, имеется число х, которое удовлетворяет



условию (11), и, кроме того,
М І2У (X,  у 0) > 0 ,  

то есть имеется число х 1 такое, что 

0 < ^ < 1, \
м  {Хѵ  у0) =  V, I ( 1 3 )

Мж(хѵ Уо) >  0 .  J

Аналогично мы убеждаемся в том, что имеется число х 2 
такое, что

0 Х2 1 » 1
м  (х2> У о) =  V, (14)
М ™ ( х 2, у 0) <  0.  J

Рассмотрим теперь функцию

=  (хѵ y0) +  ( l - g ) M < «  (*2І г/0).

Мы замечаем, что

/(0) =  М«> (*2, У о) <  0
и

/  (1) =  М (2) (ж,, г/0) >  0.

Поскольку функция /  непрерывна, мы заключаем, что 
существует а, удовлетворяющее соотношениям

0 < а <  1,
/  (а )  =  а М (2) ( * , ,  у 0) +  (1  -  а )  М <2’ ( * „  у 0) =  0 .  j (1 5 )

Для завершения доказательства теоремы нам нужно 
лишь показать, что если х ѵ х2 и а —любые числа, 
удовлетворяющие условиям (13), (14) и (15), то функция 
распределения

а / Яі (х) - f  (1 -  а )  / * 2 (х)

есть оптимальная стратегия для первого игрока. Из 
того, что функция М  (x , у) непрерывна по у  для любо­
го x, мы Зсщщочаем, что функция

g (У) =  аМ  (хѵ у) +  (1 -  а) М  (х2, у)



выпукла по у . Кроме того, из уравнения (15) мы видим, 
что производная функции g (у) равна нулю при г/ =  у0. 
Следовательно, g (у) принимает минимальное значение 
в точке у0. Итак, поскольку на основании (13) и (14) 
мы имеем:

ёІУо) = а М  К -  У0) +  ( і - а ) М ( Х ъ ,  у0) =  аѵ +  ( і - а ) ѵ  =  ѵ,

то мы видим, что V есть минимальное значение функ­
ции g (у), то есть для всех у:

у < а М ( ж 1, у )  +  ( 1  — а )  М  (я 2, у),

Теперь теорема вытекает из теоремы 10.6.
Так же можно доказать следующую теорему, анало­

гичную только что доказанной.
Т е о р е м а  12.6. Пусть М  — платежная функция 

непрерывной игры , непрерывная по двум переменным; 
М ІѴ (x , у) существует для любого х и любого у в единич­
ном квадрате; М  (х , у) строго вогнута по х для любо­
го у; I * — единственная оптимальная стратегия для 
первого игрока, и ѵ — цена игры. Еслй х0 =  0 или я0 =  1, 
то имеется оптимсільная стратегия I Vq для второго 
игрока, в качестве константы у 0 можно взять любое 
число, удовлетворяющее условиям:

Если 0 <  х0 <  1, то имеется оптимальная стратегия 
для второго игрока, имеющая следующий вид:

или
i

У<  ̂М  (x, у) d  [а /Жі (x) +  (1 -  а) (х)].
6

0 <  2/0 <  1. 

м  (жо> У о) =  ».

а / Уі (ÿ) +  ( l - a ) / î/2(y),



причем в качестве констант а, у г и у 2 можно взять 
любые числа, удовлетворяющие условиям

З а м е ч а н и е  12.7. Следует заметить, что оптималь­
ные стратегии, существование которых было установлено 
в двух предыдущих теоремах, не обязательно являются 
единственными. Так, например, пусть

Функция М  удовлетворяет условию теоремы 12.5, так 
что у первого игрока существует оптимальная стратегия 
вида

но это не единственная оптимальная стратегия для пер­
вого игрока. В самом деле, поскольку М  (х, у) не зави­
сит от x,  то поведение первого игрока не влияет на пла­
теж; поэтому для первого игрока любая стратегия являет­
ся оптимальной.

З а м е ч а н и е  12.8. С помощью теоремы 12.6 легко 
найти оптимальную стратегию для второго игрока в игре, 
описанной в примере 12.4. Поскольку мы нашли, что

1для этой игры =  у  , то можно заключить, что у вто­
рого игрока имеется оптимальная стратегия следующего 
вида:

0 < ÿ i < l ,  0 < г / 2< 1 ,  0 < а <  1,

М  (х0, ÿj) =  V, М  (х0, у2) =  V,

(х о< Уі) >  °> (хо> Уі ) <  °> 

а М п> (ж0, г/х) +  (1 — а) М а) (ж0, у2) =  О

4. Замечания и примеры

а / У і  (у)  +  ( 1  —  а ) І у г {.У)’



где а, у г и у 2 удовлетворяют условиям:

0 < і/1< 1 ,  0 < у 2< 1 ,  0 < а  <  1,

аУ cos [ f  (т  ■+ У у ) ] +  T  cos [ т  (  Y + 2/2 )  ]  = 0 -

то мы заключаем, что у г — 0 и г/2 =  1. Из уравнения

ат со8[т(т+0)] + (1- а)т СО5Тт(т+1)]=0
мы заключаем далее, что а =  . Поэтому оптимальной
стратегией для второго игрока является функция рас­
пределения

Итак, оптимальный способ для второго игрока — выби­
рать 0 и 1 одинаково часто.

П р и м е р  12.9. Теперь при помощи способов, изложен­
ных в этой главе, мы найдем решение игры, имеющей 
платежную функцию

Поскольку единственные значения yÇ [ОД]? удовле­
творяющие уравнению

суть 0 и 1 и поскольку

и

(у) + 4 л  (у)-



йоскольку

a2Jkf=  16-6-5г/4> 0 ,ду*

то функция М  выпукла по у  для любого х. Поэтому 
на основании теоремы 12.2

V— min max (16ÿ6 — Ъху-\-х2) =  ^  .
0<г/<1 0<х<1

Кроме того, мы имеем:

откуда по теореме 12.2 мы заключаем, что единственной 
оптимальной стратегией для второго игрока является 
функция распределения

3
Так как функция М  имеет производные всюду, то

Л
условия теоремы 12.5 выполняются. Поскольку г/0 =  "з" 

и ѵ =  ТіІ) ’ нам тРебУется на^ти решение уравнения

М  ( * ’ Т ) = # 9 ’
то есть уравнения

1 6 ( т ) 6 - 3 ( т ) ж+а;2==й -

Мы сразу видим, что решение будет такое: #==0 и х =  і .  
Ввиду того, что

М<2> (х, у) =  дМ~ ^ ~ ~ =  96г/5 — Ъх,

мы имеем:



Следовательно, применяя обозначения теоремы 12.5, 
мы можем взять =  0 и х2 =  1.

Решая теперь уравнение

аМ<2>(0, - і ) + ( 1 - а ) А Г < « ( і ,  | )  =  0,

211мы находим, что а =  щ  . Следовательно, оптимальной
стратегией для первого игрока является функция рас­
пределения

211 г / \ i 32 г / \
’ 243 0 (Ж) 243 i  (ж) '

З а м е ч а н и е  12.10. Мы сформулировали теоремы
о выпуклых функциях в довольно слабой и частной фор­
ме из тех лишь соображений, чтобы избежать слишком 
сложных доказательств. Положения, установленные в этой 
главе, можно усилить и обобщить в нескольких напра­
влениях.

Во-первых, можно опустить в теоремах 12.5 и 12.6 
условие существования производных. Но в этом случае 
нужно использовать то положение, что выпуклая или 
вогнутая функция всегда имеет обе односторонние производ­
ные в каждой точке интервала определения функции, 
за исключением, быть может, конечного числа точек. 
Тогда условия, наложенные в заключительных предло­
жениях этих теорем на М М  (х0, г/х), (ж0, г/2), М<2> (хг, у0) 
и М (2> (х2, у0), заменяются соответствующими условиями 
для односторонних производных в указанных точках.

Во-вторых, условие строгой выпуклости или строгой 
вогнутости платёжной функции можно ослабить, заменив 
условием, что она соответственно просто выпукла или 
вогнута. Но в этом случае оптимальная стратегия для 
второго игрока, указанная в теореме 12.2 (или для пер­
вого игрока в теореме 12.3), вообще уже не является 
единственной.

Наконец, выводы могут быть распространены на слу­
чай, когда игроки вместо того, чтобы выбирать просто 
числа из замкнутого единичного интервала, выбирают 
точки из n-мерного единичного куба. В этом случае необ­
ходимо применять более общее понятие выпуклости 
(выпуклости по нескольким переменным).



Библиографические замечания

Теоремы, доказанные в этой главе, являются част­
ными случаями более общих теорем, доказательства 
которых можно найти в работе Боненблуста, Карлина 
и Шепли [11].

У пражнения
1. Приведите пример функции, строго выпуклой в интервале 

( — оо, + о о ), но не имеющей производной в точках а?=0, х = 1  
и х — 2.

2. Приведите пример функции /  двух переменных такой, что 
f (x,  у) вогнута по х для любого у  и вогнута по у  для любого х 1 
но не является вогнутой одновременно по совокупности х и у.

3. Покажите, что если функция /  непрерывна и строго вогну­
та в замкнутом интервале, то имеется одна и только одна точка 
интервала, в которой функция принимает свое максимальное зна­
чение.

4. Покажите, что сумма двух выпуклых функций выпукла, 
а произведение двух выпуклых функций не обязательно выпукло.

5. Платежная функция непрерывной игры есть
М ( х , 2/) =  sin (2х +  у)>

Найдите цену игры и оптимальные стратегии для обоих игроков.
6. Решите уравнение 5 главы XI способами, изложенными 

в настоящей главе.
7. Платежная функция непрерывной игры есть

М ( х , i/) == 80г/8 — Ьху-\-х*.

Найдите цену игры и оптимальные стратегии для обоих 
игроков.

8. Платежная функция непрерывной игры есть
М ( х ,  у)  =  Л г/10 — 4жг/ я6, 

где А — число, удовлетворяющее неравенствам
219

°<л<т-
Найдите цену игры и оптимальные стратегии для обоих игро­

ков (конечно, некоторые ответы могут быть выражены через пара­
метр А).

9. Докажите следующую теорему:
Пусть М ( х , у),  M  i (я, у), М 2 (я, У), • • • непрерывны на единич­

ном квадрате и

I М п (x , у ) — M  (x, у)  I <

для любого гсТГдля всех точек || х у  || из единичного квадрата. 
Пусть ѵп для любого п — цена непрерывной игры, имеющей пла­



тежную функцию М п (x, у)\ Fn (х) и Gn (у) — оптимальные стратегии 
соответственно для первого и второго игрока в этой игре; кроме 
того,

lim vn =  v t
П —> со

lim Fu ( x ) = F ( x ) ,
П ~>оо

lim  Gn (y) =  G(y) ,П—>00
где F и G—функции распределения. Тогда ѵ есть цена непрерыв­
ной игры, у которой платежная функция есть М ( х 1 у ) ) a F (х) 
и G (у) суть оптимальные стратегии соответственно для первого 
и второго игрока в этой игре.

10. Покажите, что если функция М  (х, у)  выпукла по у  для 
любого x  и если п —любое положительное целое число, то функ­
ция

М а {х, у) =  М ( x,  У )+ —

строго выпукла по у  для любого х.
И. Покажите (используя выводы упражнений 9 и 10), как 

можно усилить теоремы 12.2 и 12.5, заменив слова «строго 
выпуклые» словом «выпуклые».

12. Покажите, что функция, выпуклая в открытом интервале, 
непрерывна, и приведите пример функции, выпуклой в замкнутом 
интервале, но имеющей разрыв.

13. Покажите, что выпуклая функция имеет обе односторон­
ние производные (не обязательно равные) в любой точке интер­
вала определения, за исключением, быть может, конечного числа 
точек.

14. Сформулируйте и докажите (исполвяуя выводы упражне­
ния 13) обобщение теоремы 12.5, в котором не предполагается 
существование производной М  ^  (х, у).

15. В некоторую игру играют следующим образом: первый 
игрок выбирает точку || х± х2 \\ из замкнутого единичного квадра­
та, а второй игрок, не зная выбора первого игрока, выбирает 
точку К Уі у2 Il из того же квадрата. При этом выигрыш первого 
игрока равен

М  (хъ хъ  у г , у2),

где функция M  (хъ х2, у І9 у 2) строго вогнута по || хх х2 \\ для 
любых II Уі у 2 \\ и строго выпукла по || у̂  у 2 \\ для любых \ \ х1 х2 \\.

Покажите, что у каждого игрока имеется единственная чистая 
стратегия.



В главе I мы указали, что когда человек стремится 
получить как можно больше каких-либо благ, то его 
положение будет различно, в зависимости от того, должен 
ли он бороться только против сил природы или он выну­
жден также принимать во внимание поведение какого-то 
другого разумного существа, которое, возможно, хочет 
уменьшить то самое благо, которое первый хочет увели­
чить. Ситуации первого и второго вида можно рассматри­
вать как игры: первая ситуация представляет игру одного 
лица, а вторая — игру п лиц при п >  1. Как известно, 
природу, по существу, нельзя представить так, будто она 
пытается перехитрить нас и находится с нами в прямом 
антагонизме, какой встречается, например, в игре двух 
лиц с нулевой суммой. Поэтому игру одного лица с не­
нулевой суммой (игра одного лица с нулевой суммой, 
очевидно, совершенно тривиальна) можно рассматривать 
как задачу на отыскание максимума в классическом 
смысле, когда не нужно противодействовать ходам дру­
гого разумного существа.

Но несмотря на большое различие между этими двумя 
ситуациями, даже в игре с ненулевой суммой против при­
роды может случиться, что игрок захочет определить наи­
худшее, что может ему сделать природа, то есть вычис­
лить, какой минимум он может себе гарантировать при 
совершенно неблагоприятном стечении обстоятельств.

Подобные ситуации возникают, в частности, в стати­
стике, ибо статистик часто занимается задачами следую­
щего типа: добиться максимальной точности в опреде­
лении данн0#**етоимости; свести к минимуму стоимость 
определения какой-либо величины с данной точностью;



добиться максимальной выгоды для предпринимателя 
путем разработки соответствующего метода проверки 
его продукции (это применение статистики называют 
контролем качества).

Связь теории игр со статистикой оказалась столь тес­
ной, что в последние годы математики-статистики уделили 
этому вопросу много внимания. Мы тем не менее не будем 
формулировать общие теоремы по этому вопросу, огра­
ничиваясь рассмотрением некоторых специфических при­
меров применения теории игр к статистическим задачам.

Разбираемые нами примеры могут показаться почти 
тривиальными, что объясняется стремлением излагать 
вопрос без предварительного знакомства со статистиче­
ской теорией и желанием пользоваться столь малыми 
матрицами, чтобы их можно было решать без помощи 
вычислительных машин. Тем не менее в этих простых 
примерах участвуют те же принципы, что и в задачах, 
более близких к действительности.

Обычно статистик сталкивается с задачей составле­
ния некоторой оценки большого класса предметов на 
основе исследования выборки. (Так, например, полити­
ческий деятель может попытаться предсказать исход 
приближающихся выборов на основании интервью с изби­
рателями.) Статистик обычно может увеличить надеж­
ность своей оценки, увеличив размер выборки; но прове­
дение большего числа испытаний связано с дополнитель­
ными расходами. Цоэтому перед статистиком встает во­
прос — какой величины выборку ему лучше всего взять. 
В следующем примере приведена упрощенная идеализи­
рованная модель такой задачи.

П р и м е р  13.1. Известно, что в урне находятся два 
шара, каждый из которых либо черный, либо белый. 
Статистик S  должен определить, сколько там черных 
шаров. Если его предположение правильно, ему должно 
быть уплачено а; если его ответ отличается от правиль­
ного ответа на 1 (например, он указывает 1, когда в дей­
ствительности 2 черных шара, или указывает 2, когда 
в действительности 1 шар, и т. д.), то ему должно быть 
уплачено ß; если его ответ отличается от правильного 
ответа на 2 (указывает 0, когда в действительности 2 шара, 
или наоборот), ему должно быть уплачено у. Мы пола-



гаем, ч т о а > р > у ; н о  мы не делаем никаких предположе­
ний о том, положительны эти величины или отрицательны. 
Стоимость исследования одного шара для статистика 
равна Ô. В описываемом случае естественно предполо­
жить, что Ô ничтожно мало, но мы не налагаем такого 
ограничения. Чтобы задача в этом отношении была более 
правдоподобной, читатель может считать, что шары не. 
черные и белые, а имеют разные оттенки серого; если эти 
оттенки почти одинаковые, то могут потребоваться сложные 
исследования для определения, какого оттенка данный шар.

У S  имеется восемь возможных способов составить 
предположение о количестве черных шаров (то есть у него 
восемь чистых стратегий):

I. Не делать испытаний и предположить, что оба 
шара черные.

И. Не делать испытаний и предположить, что один 
шар черный и один белый.

III. Не делать испытаний и предположить, что оба 
шара белые.

IV. Проверить один шар и предположить, что другой 
шар такого же цвета, что и проверенный.

V. Проверить один шар и независимо от того, какого 
он цвета, предположить, что другой шар черный.

VI. Проверить один шар и независимо от того, какого 
он цвета, предположить, что другой шар белый.

VII. Проверить один шар и предположить, что другой 
шар противоположного цвета.

VIII. Проверить оба шара и объявить правильное 
число черных шаров (которое, конечно, теперь известно).

Мы не перечислили способов, хотя и логически воз­
можных, но нелепых, например, мы не рассматриваем 
возможность того, что S  проверит один шар и затем, 
если даже проверенный шар — белый, предположит, что 
оба шара черные.

Далее, у природы имеются три возможности: нет ни 
одного черного шара, один шар черный и оба шара чер­
ные. Мы обозначаем эти стратегии номерами 0, 1 и 2.

Рассмотрим платеж статистику S  при различных соче­
таниях этих стратегий.

Если &»*ц*именяет стратегию I, а природа применяет 
стратегию 0, то это значит, что S  предполагает, что два



шара черные, а в действительности нет ни одного черного 
шара. Таким образом, S  ошибается на два, и ему упла­
чивается у. Аналогичные простые рассуждения позво­
ляют нам учесть все случаи, когда S  применяет страте­
гии I, И, III или VIII, и случаи, когда природа приме­
няет стратегию 0 или стратегию 2.

# Чтобы понять, как вычисляется платеж в других слу­
чаях, допустим, например, что S  применяет стратегию V, 
а природа — стратегию 1. Тогда, если S  делает одно 
испытание, вероятность того, что испытываемый шар 
будет черным (как и вероятность того, что он будет бе­
лым), равна Ѵ2. Если он черный, то, поскольку S  приме­
няет стратегию V, он предполагает, что оба шара черные, 
и, следовательно, ошибается на 1; итак, платеж в этом 
случае, с учетом стоимости проведения испытания, будет 
равен ß — Ô. Если же испытываемый шар оказывается 
белым, то S  предполагает, что один шар белый, то есть 
указывает правильно, и, следовательно, он получит а — ô. 
Итак, математическое ожидание выигрыша для S  равно

y ( ß - ö ) + l ( a - 0 )  =  l ( a  +  ß ) - ö .

Продолжая рассуждать так же, мы получаем матрицу 1.

М а т р и ц а  1

0 1 2

I Y р а
II ß а ß
III а р Y
IV а — Ô p - ô a — ô

V p - ô ~2 (а 4“ ß) — à a — ô

VI а — ô Y  (a + ß )— ö ß - 0
VII p - ô а — ô P -ô
VIII а — 2ô a — 2ô а —20



Конечно, если бы S  знал вероятность применения при­
родой ее стратегий, то стоящая перед ним задача дости­
жения максимума была бы проста — ему нужно было бы 
выбрать строку, которая для данных частот столбцов 
дала бы ему максимальное математическое ожидание 
выигрыша. Мы предполагаем, что S  не знает, как будет 
себя вести природа, но и в этом случае он имеет возмож­
ность вычислить минимальную величину, которую он 
может надеяться получить при наиболее неблагоприятном 
возможном сочетании вероятностей, выбранных природой. 
Задача решается, если рассматривать матрицу 1 как 
платежную матрицу игры двух лиц с нулевой суммой. 
Если у S  нет оснований ожидать, что природа поступит 
так, а не иначе, то он вполне может считать, что всего 
разумнее для него (и, конечно, всего надежнее) выбрать 
стратегию так, как если бы он играл не против другого 
игрока, а против природы.

Цена игры для S  и оптимальные стратегии игры зави­
сят от относительных значений а, ß, у и Ô.

Так, если мы возьмем а=100, ß=0 ,  у = —100 и 0 =  1, 
то мы получим матрицу 2.

М а т р и ц а  2

0 1 2

I —100 0 100
II 0 100 0
III 100 0 —100
IV 99 —1 99
V —1 49 99
VI 99- 49 —1

VII —1 99 —1
VIII 98 98 98

У этой матрицы нет седловой точки. Легко убедиться, 
что цена игры для S  равна 98, оптимальная стратегия для 
S  — вектор II 0 0 0 0 0 0 0 1 II й оптимальная стратегия

Il 1 1 1для природЁГ— у  у  у  . Таким образом, в этом случае



Матрица 3

статистику всего лучше проверить оба шара. Это и не­
удивительно ввиду того, что стоимость испытания мала 
по сравнению с другими входящими сюда величинами. 
Напротив, если стоимость испытаний очень высока, то

всего лучше для статистика во­
все не делать испытаний. Так, 
допустим, что а=100, ß=0 ,  
Y = —100 и ô=200. Тогда мы 
получим матрицу 3.

Легко убедиться, что цена 
игры для S  равна 0, оптималь­
ная стратегия для S  равна
II 0 1 0 0 0 0 0 0||, а оптималь­
ная стратегия для природы —

. Итак, для статисти-

0 1 2

I —100 ' 0 100
II 0 100 0
III 100 0 —100
IV —100 —200 —100
V —200 —150 —100
VI —100 —150 —200
VII —200 —100 —200
VIII —300 —300 —300

-1 0 — 2 2
ка всего лучше всегда предпо­
лагать (не производя никаких 
испытаний), что один шар чер­
ный и один белый.

Наконец, если ô имеет промежуточную величину, то 
может оказаться, что для S  всего лучше применять сме­
шанную стратегию. Так, например, беря а= 100 , ß= 0 ,  
Y = —100 и ô= 50 , мы получаем
матрицу 4.

Легко убедиться, что цена 
игры для S  равна 25, опти­
мальная стратегия для S  —

Матрица 4

0 - І 0  - І 0 0 0 0 а оптималь­
ная стратегия для природы —

3 1 3
Т  Т  Т  (П0СК0ЛЬКУ минимум

каждой строки меньше 25, то 
у S  нет чистой оптимальной 
стратегии). Итак, оптимальный 
способ игры для S  следующий: 
он бросает правильную монету; 
если монета показывает герб, он предполагает (не делая 
испытаний), что один шар белый и один черный; если монета 
показывает решку, он проверяет один шар и предпола­
гает, что оба шара того же цвета, что и проверенный.

0 1 2

I —100 0 100
II 0 100 0
ІП 100 0 —100
IV 50 —50 50
V -5 0 0 50
VI 50 0 -5 0
VII —50 50 -5 0

VIII 0 0 0



З а м е ч а н и е  13.2. Другой способ решения подоб­
ных задач (который, однако, представляется мало обосно^ 
ванным) состоит в том, чтобы применить, так сказать* 
«довод от незнания». Это значит, что, поскольку мы со­
вершенно не знаем вероятностей распределения шаров, 
одинаково возможны следующие альтернативы: 1) оба 
шара черные, 2) первый шар черный, а второй белый, 
3) первый белый, а второй черный, 4) оба шара белые. 
Поскольку случай, когда один шар черный, есть соче­
тание случая (2) и случая (3), эти альтернативы сводятся 
к предположению, что природа применяет смешанную 

1 1 1
стратегию Y  ~4 * ВИДИМ и з  м а т Р и Ц ы  1, что если
при этом предположении S  применяет стратегию I, то 
математическое ожидание его выигрыша будет равно
1 1 1 1 о

“4̂  ̂  ̂ —4̂   ̂=  "4~ (а +■ +* Y) » математические ожидания 
выигрыша при других имеющихся у него стратегиях
будут:

I. (° +  2ß +  y) >

II. | ( 2 a  +  2ß),

III. - | ( a  +  2ß +  v).

IV. ± ( 2 a  +  2 ß - 4 0 ) ,

V. ± ( 2 a - t ~ 2 ß - 4 ö ) ,4:

VI. (2a +  2ß — 46),

VII. ~  (2a +  2ß — 40),

VIII.

Ю
4

001Ö

Как мы видим, при предположениях, что а
и Ô > 0 , величина, соответствующая стратегии
ляется наибтогатпей из семи первых величин.
21 л ;н. а:Гпі . - К ш іс п

Итак,



S  должен учитывать лишь стратегии II и VIII, то есть 

~  (2а +  2ß) и | ( 4 а - 8 0 ) .

Следовательно, если 2а f 2ß <  4а — 8ô, то есть если 
ô <  у  (а — ß), то S  должен проверить оба шара; если

ô > —(а —ß), ему не следует проводить никаких испы­
таний, но просто предположить, что один шар черный 
и один шар белый. Этот способ для матриц 2 и 3 при­
водит к такому же ответу, как и теоретико-игровой под­
ход, а в случае матрицы 4 —к другому ответу. В по­
следнем случае «довод от незнания» предписывает игроку 
S  всегда применять стратегию II. В этом случае, если 
природа действительно применяет смешанную стратегию

1 1 1
Т  ~2 Т  ’ ^  получит 50, то есть больше 25, которые 

он может себе гарантировать, применяя смешанную стра­
тегию 0 у 0 | 0 0 0 0 но следует заметить, что
применяя исключительно стратегию II, S  не может га~ 
рантировать себе даже 25, так как при этом, если при­
рода будет применять стратегию || 1 0 0 ||, он может 
надеяться получить лишь 0. Итак, оказывается, что 
в этом случае «довод от незнания» не дает для S  
такой же надежной стратегии, как стратегия, основанная 
на теории игр.

З а м е ч а н и е  13.3. Хотя мы рассмотрели пример 13.1 
как обычную игру двух лиц с нулевой суммой, нужно 
помнить, что природа на самом деле не является созна­
тельным разумным существом. Когда игрок S  применяет 
свою оптимальную стратегию для этой игры, он просто 
устанавливает нижнюю грань математического ожидания 
своего выигрыша; он может сознавать, что для него 
разумно поступать таким образом, но это не значит, 
что он считает природу недоброжелательным разумным 
существом. Его положение несколько походит на поло­
жение человека, который хочет поместить свои капиталы 
так, чтобы не оказаться банкротом ни от инфляции, 
ни от дефляции. Это не означает, что он непременно думает, 
что рынок будет всегда меняться наиболее неблагоприят-



пым цля него образом; но если он не в состоянии пред­
сказать сколько-нибудь точно движение цен, он, возможно, 
захочет должным образом подготовиться к любой случай­
ности.

Таким образом, если Ах — множество смешанных стра­
тегий, имеющихся у S , а А2 — множество смешанных стра­
тегий, имеющихся у природы, то S может вычислить 
величину

Ѵі =  шах min Е  ( |, г|),
ІЕАі тіеАз

где Е — математическое ожидание выигрыша; и, возможно, 
если он осторожен, он захочет поступать так, чтобы не­
пременно получить ѵѵ Его не очень интересует величина

ѵ2 =  min max Е  (g, tj) ,
TieAa S6Ai

и он не особенно стремится к тому, чтобы ѵ2 =  ѵг.
Это замечание находит практическое применение в том 

случае, когда S  имеет некоторые сведения относительно 
возможных смешанных стратегий природы и на основе 
этих сведений S  может ограничиться рассмотрением лишь 
некоторого подмножества логически возможных смешан­
ных стратегий природы; так, он может знать, что любая 
применяемая природой смешанная стратегия || % т]2 т]3|| бу-

1 1  1 дет такой, что, например, 0 < т ] ! < - ^ - и  или
3

Ліа +  Л22 +  Лз =  х -  в этом случае перед нами игра с огра­
ничениями, для которой теорема о минимаксе может быть 
неверной (как было показано, теорема вообще неверна, 
если множества стратегий, имеющихся у природы, не 
являются выпуклыми подмножествами евклидова простран­
ства). Все это не будет интересовать статистика, кото­
рый занимается лишь вопросом существования и значения 
величины

max mini? (£, ц)
fcgAi Т16А2

(где, конечно, А2 означает теперь множество стратегий, 
которыми 4Щ>аничена природа на основании сведений, 
имеющихся у S),



Обратимся теперь к примеру, поясняющему приме­
нение теории игр к контролю качества.

П р и м е р  13.4. Требуется изготовить некоторый 
очень дорогой объект, состоящий из соединения трех 
одинаковых частей, таких, что весь объект будет удов­
летворительным только в том случае, если удовлетво­
рительна каждая из этих частей. Для определенности 
мы будем подразумевать под объектом, например, колесо 
с тремя спицами. Для того чтобы колесо было удовлетво­
рительным, каждая спица должна, скажем, иметь опре­
деленную прочность (дороговизну колеса можно объяс­
нить, например, тем, что оно довольно большое и выре­
зается из одного куска кварца).

Потребитель этого колеса, А (правительство или, 
может быть, астрономическая лаборатория), сам не может 
изготовлять колеса; поэтому А заключает с предпринима­
телем М  следующий договор: А уплачивает М  определен­
ную сумму за изготовление колеса согласно техническим 
условиям (материал, размеры и т. д.); после того как 
колесо изготовлено в соответствии с этими техническими 
условиями, М  может либо выбросить его (ценность колеса 
как утильсырья принимается равной нулю), либо пере­
дать его А, который испытывает колесо в работе; если 
оно признано удовлетворительным, А платит М  допол­
нительную сумму а; если оно неудовлетворительно, М  
уплачивает А штраф ß (а и ßx конечно, положи­
тельны).

Но поскольку А уже уплатил М  за изготовление ко­
леса и поскольку А не желает допустить возможности, 
что М  изготовит колесо лишь ради этого первоначального 
платежа, А ставит дополнительное условие, что М  не 
должен выбрасывать колесо, если определенное испы­
тание не покажет его негодность (хотя при желании М  
может передать его А , не производя испытания). Это 
испытание можно производить на каждой из трех спиц, 
причем стоимость испытания каждой спицы для М  равна у. 
Испытание состоит в следующем: А признает колесо 
удовлетворительным тогда и только тогда, когда каждая 
спица, подвергаемая испытанию, выдержит его.

Теперь перед М  встает вопрос о том, испытывать не­
которые или все спицы, прежде чем принять колесо (то



есть прежде чем передать его Л). У него имеются четыре 
возможные линии поведения (четыре стратегии):

I. Принять колесо без испытания.
II. Выбрать наудачу одну из спиц и испытать ее. 

Если спица удовлетворительна, принять колесо. Если она 
неудовлетворительна, забраковать.

III. Испытать выбранную наудачу спицу. Если она 
негодная, забраковать колесо. Если она удовлетвори­
тельна, выбрать наудачу одну из остальных спиц и испы­
тать ее. Если эта спица негодная, забраковать колесо. 
Если она удовлетворительна, принять.

IV. Испытать выбранную наудачу спицу. Если она 
негодная, забраковать колесо, если удовлетворительна, 
выбрать наудачу одну из остальных спиц и испытать ее; 
если эта спица негодная, забраковать колесо. Если она 
удовлетворительна, испытать третью спицу и принять 
пли забраковать колесо в зависимости от качества послед­
ней спицы.

Далее, у природы имеются четыре возможности: может 
быть негодной ни одна, одна, две или три спицы. Мы обо­
значим эти стратегии природы номерами 0, 1, 2 и 3.

Исследуем, какова будет прибыль М  при различных 
сочетаниях этих стратегий.

Если М  применяет стратегию I, а природа — страте­
гию 0, то М  не производит испытаний и нет ни одной не­
исправной спицы. Следовательно, А признает колесо 
удовлетворительным и заплатит предпринимателю а. 
Выигрыш предпринимателя в этом случае равен а.

Если М  применяет стратегию II, а природа — страте­
гию 0, то М  производит одно испытание и А признает 
колесо удовлетворительным. Тогда М  получит от А 
сумму а, но ему нужно будет израсходовать на испы­
тание ô. Следовательно, выигрыш предпринимателя ра­
вен а — Ô.

Если М  применяет стратегию III, а природа — страте­
гию 0, то выигрыш предпринимателя будет а — 2ô, a если 
М  применяет стратегию IV, а природа — стратегию О, 
то выигрыш предпринимателя будет а — 3ô.

Если М  применяет стратегию I, а природа — страте­
гию 1, то передает колесо потребителю А, который 
признает его негодным. Тогда М  должен заплатить



цотребителю штраф ß; следовательно, его выигрыш равен 
~ ß (в этом случае, поскольку М  не производит испытаний, 
у него нет расходов на испытание).

Очевидно, когда М  применяет стратегию I, а при­
рода — стратегию 2 или 3, выигрыш предпринимателя 
также равен — ß.

Если природа применяет стратегию 3, то все спицы 
негодные. Тогда, если М  производит любое испытание, 
он обнаружит при первом испытании, что колесо негод­
ное и, следовательно, забракует его. Таким образом, пла­
теж предпринимателю М  равен лишь стоимости испы­
тания одной спицы, а именно — у.  Это относится к тому 
случаю, когда природа применяет стратегию 3, а М  при­
меняет стратегию II, III или IV.

Если М  применяет стратегию II, а природа—страте­
гию 1, то вероятность того, что М  обнаружит негодную

спицу, равна , а вероятность того, что он не обнаружит
2

ее, равна -g-. Если он обнаружит негодную спицу, он
получит — у. Если М  не обнаружит ее, он должен упла­
тить штраф ß, помимо расхода на испытание; итак, в этом 
случае платеж равен — ß—у . Следовательно, математи­
ческое ожидание выигрыша для М  равно

— +  — ß — Y )=^ — | - ß  — Y-
i .

Рассуждая аналогичным образом, мы видим, что если 
М  применяет стратегию II, а природа—стратегию 2, то 
математическое ожидание выигрыша предпринимателя М  
равно

ß - Y ) =  - y ß - Y -

Если М  применяет стратегию III, а природа — стра­
тегию 1, то вероятность того, что М  обнаружит негодную

1спицу при первом испытании, равна ; вероятность
того, что он обнаружит ее при втором испытании, равна, 

2 . 1 1следовательно, ^  ; вероятность того, что негоднаяО ш О



сгшца пройдет необнаруженной, равна 1 — +
Если негодную спицу обнаруживают при первом испы­
тании, выигрыш М  равен — у\ если ее обнаруживают 
при втором испытании, то выигрыш равен —2у; а если 
она остается необнаруженной, то выигрыш равен — ß— 
—2у. Следовательно, математическое ожидание выигрыша 
предпринимателя М  равно

4 ( - Y )  +  T ( - 2Y) +  y ( - ß - 2Y)= - | ß - T Y -
Продолжая рассуждать таким же образом, мы получаем 
матрицу 5.

М а т р и ц а  5

0 1 2 3

I а - ß - ß - ß

II а — у - | ß - Y - ? » - v — Y

III а — 2у " І г М Ь — Y

IV р 1 СО -<
î -2Ѵ - 4  Y — Y

Цена игры для М  и его оптимальные стратегии в этой 
игре зависят от соотношения величин а, ß и у*

Так, например, если мы берем а =100, ß=300 и у = 3  
(так что штраф за поставку негодного колеса очень велик 
по сравнению со стоимостью испытания), то мы получим 
матрицу 6.

Элемент матрицы, отмеченный звездочкой, предста­
вляет седловую точку. Итак, самое худшее, что может 
оказаться дJЩэ̂ пpeдпpинимaтeля — это одна негодная 
спица колеса и лучше всего для М применять стратегию IV



М а т р и ц а  6

0 1 2 3

I 100 — 300 — 300 — 300

II 97 — 203 — 103 — 3

ш 94 — 105 — 4 - 3

IV 91 — 6* — 4 — 3

(то есть испытать все спицы колеса). Применяя страте­
гию IV, М  может быть уверен, что его убыток будет не 
больше 6 (поэтому при составлении договора М  может 
с полным основанием настаивать на том, чтобы предпо­
лагаемый платеж потребителя А не меньше чем на 6 еди­
ниц превосходил стоимость изготовления).

Если же а —100, ß—ЗООи у —303 (так что производить 
испытание дорого), то мы получим матрицу 7.

М а т р и ц а  7

0 1 2 ' 3

I 100 — 300* — 300* — 300*

II — 203 — 503 —403 — 303

III — 506 — 605 — 404 — 303

IV - 8 0 9 — 606 — 404 — 303

Здесь три элемента, отмеченные звездочками, суть 
седловые точки. Таким образом, худшее, что может еде-



лать природа предпринимателю — это сделать негод­
ными одну или большее число спиц (безразлично, сколько 
именно). Для М  всего лучше применять стратегию I (то 
есть совсем не производить испытаний). Итак, при уве­
личенной стоимости испытаний он уже может гаранти­
ровать лишь то, что его убыток будет не больше 300.

При соответствующем выборе а, ß и у может даже 
оказаться, что матрица не имеет седловой точки. Так, 
если мы возьмем а —100,
ß — 900 и у = 300, то полу­
чим матрицу 8, которая 
не имеет седловой точки.

Легко убедиться, что 
оптимальная стратегия для 
природы будет теперь 

1_
4

М а т р и ц а  8

4 ° о4 оптималь­
ная стратегия для М  —

І 0  о

0 1 2 3

I 100 — 900 — 900 — 900

II - 2 0 0 — 900 — 600 — 300

III - 5 0 0 — 800 —400 —300

IV - 8 0 0 — 600 — 400 — 300

и цена игры
равна — 650. Итак, самая 
неприятная для М  страте­
гия природы следующая: 
вероятность того, что ко-

1лесо хорошее, равна , а
вероятность того, что у него неисправна одна спица, равна

. Для М  самое лучшее — бросить игральную кость и
затем поступить следующим образом: если кость показы­
вает 6, пропустить колесо без испытания; в остальных 
случаях испытывать все три спицы. Поскольку цена 
игры равна — 650, М  вправе требовать первоначального 
платежа по меньшей мере в 650 единиц, помимо стоимо­
сти изготовления.

Библиографические замечания
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и Вольфович [36J.



У и р а ж ii е и и зі

1. Наіідите цену игры и оитималыіую стратегию для S , если 
в матрице примера 13.1 а =  100, ß =  —100, у = —200 и 6 = 1 1 0 .

2. Покажите с помощью матрицы 1 примера 13.1, что любая 
оптимальная стратегия для S  в примере 13.1 должна всегда приписы­

вать частоту 0 стратегии VII. Каков 
интуитивный смысл этого факта?

3. Покажите, что если ß >  У
и ß >  а — ô, то в матрице 1 примера 
13.1 имеется оптимальная стратегия 
для природы, приписывающая стра­
тегии 1 частоту 0.

4. Покажите, что если 0 < ô  и 
Y < ß < a , то матрица 1 не имеет сед- 
ловой точки.

5. В примере 13.1 мы предполо­
жили, что платежи статистику S  за 
правильные или неправильные пред­
положения определяются верхней 
матрицей, где 0, 1 и 2 в левом

столбце указывшт число черных шаров, находящихся в урне 
по предположению S,  а числа в верхней строке указывают чис­
ло черных шаров, действительно находящихся в урне; так, если S  
предполагает, что один шар черный, а на самом деле два черных, 
то он получит ß; однако может случиться, что платежи (или штра­
фы) различны, в зависимости от 
того, является ли предполагаемое 
число слишком большим или слиш­
ком малым. Так, допустим, что 
платежи определяются нижней мат­
рицей. .

Найдите в этом случае платеж* 
ную матрицу (соответствующую мат­
рице 1). Найдите цепу игры и опти­
мальную стратегию для S , когда 
а = 100 , ß = 1 , р '= 0 ,ѵ = - 1 0 0 ,  ѵ' =
=  — 101 и 0=50.

6. Во ' многих случаях оказы­
вается, что стоимость двукратного 
испытания возрастает по сравнению 
со стоимостью однократного испы­
тания меньше чем в два раза. Как изменится матрица 1, если 
испытать один шар стоит Ö, а испытать два шара стоит ô-f-ô' (где 
0< 0' < 0)?

7. Сформулируйте задачу, аналогичную примеру 13.1, для 
случая, когда урна содержит три шара, и напишите матрицу, 
соответствующую матрице 1 (она будет иметь 19 строк и 4 столбца). 
Найдите оптимальные стратегии для S  при некоторых тидичнш

-значениях параметров.

0 1 2

0 а ß Y

1 ß ' а ß
i

2 Y ' ß ' Qt

0  l i 2
! i

0 а ß Y

1 ß (X P

2 Y ß а



8. Сформулируйте задачу, аналогичную примеру 13.1, для 
случая, когда урна содержит два шара, каждый из которых может 
быть черным, белым или красным, и напишите матрицу 1 (она будет 
иметь 34 строки и 6 столбцов). Найдите оптимальные стратегии для S  
при некоторых типичных значениях параметров.

9. Найдите оптимальную стратегию для М  в примере 13.4, 
если а = 100 , ß = 210 и у  =102.

10. Покажите, что при ß > 0  и у > 0  у природы имеется опти­
мальная стратегия, приписывающая столбцам 2 и 3 частоту 0.

11. При каких значениях параметров матрица 5 будет имеіть 
седловую точку?

12* Предприниматель М  должен произвести некоторое изде­
лие для потребителя А.  Потребитель согласен заплатить предпри­
нимателю М  некоторую сумму за изделие, произведенное соответ­
ственно некоторым общим техническим условиям. После того как 
изделие передано А , если А  признает ого удовлетворительным, 
он должен уплатить М  дополнительную сумму а; если оно неудов­
летворительно, М  должен уплатить А  штраф ß. М  может подверг­
нуть изделие двум независимым испытаниям таким, что если 
изделие проходит оба испытания, А  признает его удовлетворитель­
ным. Стоимость одного испытания для М  составляет у , а стоимость 
другого испытания составляет у '. Мы полагаем, что 0 < а , 0 < ß  
и 0 < y < y ' -  Перечислите возможные стратегии для М  и напишите 
матрицу, аналогичную матрице 5 примера 13.4. Найдите оптималь­
ные стратегии для М  при некоторых типичных значениях пара­
метров.

13. Предположим, что в ситуации, соответствующей матрице 2, 
статистик знает из прошлого опыта, что вероятность того, что нет 
пи одного черного шара, не больше V2о- Найдите цену игры и опти­
мальную стратегию для S.



В этой главе мы разберем особые типы задач на отыс­
кание минимума или максимума, а именно так называе­
мые задачи линейного программирования, которые часто 
встречаются в экономике и тесно связаны с теорией игр. 
Мы начнем с примера. Пусть некий человек Смит обна­
ружил, что для того, чтобы быть здоровым, ему необхо­
димо принимать по меньшей мере Ьх единиц составного 
химического вещества B t (витамина или некоторой соли) 
и по меньшей мере Ъ2 единиц составного химического 
вещества В 2. Допустим, далее, что он не может поку­
пать В х или В 2 в чистом виде, но может покупать лекар­
ство Сг по р х центов за унцию, причем каждая унция содер­
жит ап  единиц вещества В х и а12 единиц вещества В 2, 
и может также покупать лекарство С2 по р 2 центов за 
унцию, причем каждая унция содержит а21 единиц ве­
щества B t и а22 единиц вещества B2s Смиту надо решить, 
какие относительные количества лекарств Сг и С2 ему 
нужно покупать ежедневно, чтобы получить требуемое 
количество веществ В г и В2 по минимальной стоимости. 
Если Смит покупает x Y унций лекарства С1 и х2 унций 
лекарства С2, то это будет ему стоить

Р А  +  Р А ,

и он получит количества веществ В 1 и В 2 соответственно

а21#2



Следовательно, он хочет выбрать такие неотрицательные х х 
и х2> чтобы они удовлетворяли неравенствам

І" а 21Ж2 ^  ^І» 

а 12Х 1 ß 22’T 2 ^  ^2 

и чтобы одновременно величина

/ѴЧ +  /Ѵ  2
была возможно меньше.

При данных числовых значениях параметров эту за­
дачу можно решить простыми методами аналитической 
геометрии. Так, например, допустим, что

0ц ~  &22 “  1 ’ 1̂2 ^  2̂1 ~  Ьг ^ Ь 2 =  15,
=  Л  =  3.

Тогда нам нужно выбрать из пар чисел \\хг х2 \\, удов­
летворяющих условиям:

* * і > 0 ,  

ж2>°».
х х-\- 5х2>  15,
5 ^  +  >  15, 

пару у о?! :г2 у, для которой линейная форма

Хі +  Зт2

имеет минимум. Мы проводим прямые
хх +  Ъх2 =  15

и
5хх Аг х2 — 15,

как показано на рис. 50, и заключаем, что пары \\хх х2 \\, 
удовлетворяющие данным неравенствам, суть координаты 
точек заштрихованной области рисунка. Мы проводим 
также семейство параллельных прямых

х х +  Зх2 — р
для разных значений /?, как показано на рисунке. Из 
рисунка 50 следует, что наименьшее значение р  мы



получим, выбрав х 2 \\ так, чтобьГпрямая
х 1 +  Зх2 =  р

проходила через Л —точку пересечения прямых
хг +  Ъх2 =  15,
Ъхх +  х2 =  15.

Решая совместно эти два уравнения, мы находим:
о

x i =  а:2 =  у  .

Итак, самый дешевый курс лечения получается в том 
случае, если брать по 5/2 унции лекарств Сх и С2; при

»2*?£

этом^необходимое количество веществ Вх и В2 будет по­
лучено за

у  +  3 ~  =  10 центов.

Нужно заметить, что при некоторых значениях р х и р 2 
решение этой задачи не обеспечит Смиту получение точно 
Ьх и Ь2 единиц веществ В х и В 2. Так, предположим, что 
значения аІѴ а12, а21, а22, Ьх и Ь2 такие, как указано выше, 
но р х =  1 и р2 — 20. В этом случае оказывается, что самая



дешевая комбинация лекарств получается, если взять 
в качестве пар || хг х2 1| координаты точки В  на рис. 50, то 
есть если взять х х =  15 и х2 — 0. Тогда Смит получит 
самое дешевое требуемое лечение, покупая лишь Сѵ но 
совсем не покупая С2\ при этом он за

15 -f 20-0 =  15 центов 

получает единиц вещества В х

15 +  5* 0 =  15

и единиц вёщества В 2

5-15 + 0  =  75 >  15.

Заметим, что обычные способы отыскания максиму­
мов и минимумов с помощью дифференциального исчис­
ления мало помогают при решении задач, подобных опи­
санной выше. Это объясняется тем, что минимальные или 
максимальные значения функций достигаются в точках 
границы заштрихованной области, а не в тех точках, где 
производные равны нулю.

Наконец, следует заметить, что примененный нами 
геометрический способ решения задачи был бы чрезвы­
чайно громоздким при решении задач с большим числом 
переменных. Так, например, если бы нужно было сделать 
выбор из шесзчи лекарств, а не из двух, то при этом 
способе нужно было бы рассматривать области шести­
мерного пространства. Поскольку задачи такого рода 
очень важны (они возникают, например, при составлении 
графика движения товарных поездов, перевозящих дан­
ное количество товаров при минимальных затратах или 
в минимальное время), необходимо иметь общие методы 
их решения..

Так возник особый раздел математики, который назы­
вается линейным программированием. Под задачей линей­
ного программирования понимается задача отыскания 
минимального или максимального значения линейной 
функции, когда переменные подчиняются линейным не­
равенствам. Общую задачу линейного программирования 
можно сформулировать следующим образом: выбрать 
рреди гс-мерных векторов || у г .. . уп ||, удовлетворяющие



неравенствам

а п У і  +  • • • +  а тУп  >

^т\Уі ~Ь • • • ^тпУп ^
n-мерный вектор | | ^ i . . . ÿ n ||, для которого достигается 
минимум или максимум линейной функции

Р і У і  +  • • • +  РпУп-

Мы не дадим какой-либо общей теории линейного про­
граммирования, так как это находится вне рамок на­
стоящей книги, а ограничимся указанием некоторых связей 
между этим вопросом и. теорией игр. Мы увидим, что 
задачу решения произвольной прямоугольной игры можно 
рассматривать как особую задачу линейного программи­
рования, и обратно, многие задачи линейного програм­
мирования можно привести к задачам теории игр.

Но прежде чем приступить к рассмотрению связи 
между линейным программированием и теорией игр, сде­
лаем несколько очевидных замечаний о существовании 
решений задач линейного программирования.

Преждё всего очевидно, что задача линейного про­
граммирования не обязательно должна иметь решение. 
Может оказаться, например, что данные неравенства не­
совместимы. Так, не имеет решения, задача отыскания 
минимума функции ,

У\  +  2г/2 

при соблюдении неравенств

Уі +  У2>3,
~2 / і “ 2/2>4.

Но даже в случае совместности неравенств задача 
может не иметь решения вследствие неограниченности 
множества точек, координаты которых удовлетворяют 
данным неравенствам. Так, не имеет решения задача 
отыскания минимума функции



при соблюдении неравенств

У i ^ >

2/г ^
С другой стороны, задача линейного программирования 
может иметь больше одного решения. Так, любая пара 
| | ÿ iÿa |l является решением задачи отыскания минимума 
функции

O-ÿx +  O-ÿjj, 
при соблюдении неравенств

0-Уі>0 ,
0-ÿ2>0.

Легко показать, что любая выпуклая линейная ком­
бинация решений задачи линейного программирования 
также есть решение; поэтому, если задача линейного 
программирования имеет больше одного решения, то она 
имеет бесконечное число решений.

Наконец, следует указать, что многие задачи, с пер­
вого взгляда не являющиеся задачами линейного про­
граммирования, можно легко преобразовать в задачи этого 
типа. Так, задача отыскания минимума функции

Р 1У1 + Р 2У2 + Р * У *  

при соблюдении равенств

ацУі +  аи у а= Ь ѵ 

®ІіУі “t" ®22?/г =  2̂>
очевидно, равнозначна задаче отыскания минимума функ­
ции

Р іУ і  +  Р 2У2 +  РзУз 

при соблюдении неравенств

«1і2/і +  «122/2 >  К
йиУі а\гУі >  і̂» 
аг і У і  +  аму 2> Ь г ,

®%\У\ ~ а%чУ% 2̂>



эта задача уже является задачей линейного программи­
рования.

Мы покажем теперь, что решение произвольной пря­
моугольной игры можно свести к решению задачи линей­
ного программирования. Разберем эту задачу для игры 
с матрицей 3 x 2  (это ограничение мы налагаем лишь для 
упрощения обозначений; в случае игры т х  п исследо­
вание аналогично).

Пусть матрица игры такая:

all a12
a2\ a2 2

CO <MCO«

и v — цена игры.
Цена v есть наименьшее число z такое, что для неко­

торого элемента | | j/iÿ2 || множества S2

а и У і+  ai2y 2< z ,  

^2іУі а22У2 ^  
<*9іУі “1~ ^ 3 2  2/2 ^

(1)

а по теореме 2.10 стратегия | | ÿ i ÿ2|| оптимальна для 1 \  
тогда и только тогда, когда у г и у 2 удовлетворяют 
неравенствам (1), с заменой z на Ѵ  Но, очевидно, три 
числа у г , у2 и z удовлетворяют неравенствам (1) тогда 
и только тогда, когда имеются такие неотрицательные
числа z что

а і іУі  "Ь ^12^2 "Ь 

а2іУі +  Ч 2У2 +  *2 =  2, 

а ъ\У\  "f ^ъгУг 2з —

ТО есть такие, что

* =  «11̂ ! -Г 0і2.Ѵ2 +  д̂,

( а 2 і &ц) УI (#22 а іг) У2 ^  Z 2 ~~ z i =  0 ,  

(a3j — а^) уі f  (ащ — а1?) yÇ -f z3 — Zj =  0.



Итак, рассматривая систему

г  —  а п У і  +  а і2Уг +  ^ і »

(«21 -  «11) Уі  -h («22 -  а 12) У2 +  Ч  -  z i  =  °>
(«31 « ii) 2/1 +  («32 “  « 12) 2/2 +  Z3 ~~ Zl —

2/1 + y2 Уі>0,  г/2> 0 ,  
z1> 0 ,  z2>  0, z3> 0 ,

(2)

мы видим, что y есть наименьшее значение 2, которое 
определяется некоторыми числами у ѵ у2, zx, z2 и z3, удов­
летворяющими системе (2). Далее, стратегия || у х у 21| опти­
мальна для Р 2 тогда и только тогда, когда y v  у 2> zv  z2 и z3 
(для некоторых zv  z2 и z3) удовлетворяют системе (2) 
прн-замене z на ѵ. Итак, задача отыскания цены игры 
и оптимальных стратегий для игрока Р 2 сводится к реше­
нию системы (2) как задачи линейного программирования. 
Подобным же образом мы можем решить задачу отыска­
ния оптимальных стратегий для игрока Р х; в этом случае 
задача линейного программирования представляет задачу 
отыскания максимума некоторой величины.

Таким образом, мы нашли, что задача решения про­
извольной прямоугольной игры может быть приведена 
к линейному программированию особой формы:

(В только что рассмотренной игре мы имели п =  5 
и их-  у ѵ и2 =  у2, u3 =  zv  û  — z2, u 5 =  z3. Особый характер 
этой задачи линейного программирования появляется 
вследствие включения п последних неравенств ггх>  0, . .. 
. . . , и п> 0 . )  Обратно, всякая задача линейного програм­
мирования этого специального вида равнозначна задаче 
прямоугольной игры. Мы не будем проводить доказа­
тельство справедливости этого утверждения, а ограни­
чимся написанием матрицы соответствующей игры. Для

Z =  P іИі+ • • • +  Рпип> ' 
ап иг +  . .. + а 1пип > Ь ѵ

«m lWl «mn^n
Ul >  0 ,

(3)

un > 0 .



задачи линейного программирования, заданной систе­
мой (3), матрица игры, при условии, что мы хотим свести 
к минимуму величину z, будет такова:

0 . . 0 а п  . .' • a ml - P l

0 . . ■ 0 « т  ■ ■ ^ тп - Р п

- « 1 1  •• ■ - < І , п  0 • • . 0 ht

а т1 ' ' Æmn U . . . 0
' P l  • • Рп ^І ■ ■ - Ъ т 0

Можно теперь показать, что справедливо следующее 
предложение: задача линейного программирования, задан­
ная системой (3), имеет решение тогда и только тогда, 
когда в игре с матрицей В  есть оптимальная страте­
гия у х х . .  . х т+п+1 II такая, что хт+п+1 Ф 0; далее, если
ІІ х \ * • • х т + п + і  II "  оптимальная стратегия игры такая, что 
Хт+п +1 ф 0 ,  и если мы положим

Х1
”1 =  —  »т̂ + п + і

it т̂+п + і
\l

z  == P l u l +  • • • +  Pt iPn’

t o  Ui,  , un и z  представляют решение задачи линейного 
программирования;

Библиографические замечания

Доказательство равнозначности задачи решения игры 
с задачей линейного программирования смотрите в рабо­
тах Данцига [24] или Гейля, Куна и Таккера [41]. Дру­
гие выводы, связанные с теорией линейного программи­
рования, смотрите в работах Данцига [23], [25] и [26] 
и Данцига и Вуда [27]*).

*) Принципиальные основы линейного программирования изло­
жены в работах JI. В. Канторовича [197] —[200] и Г. III. Рубин­
штейна [204], [205]. ( П р и м .  р е д . )



У п р а ж н е н и я

1. Найдите максимальное значение линейной функции
я+У

дли je и /у, удовлетворяющих неравенствам

у — х <  10,
2!/-{-# °>6, 
у \-2х 45.

2. Найдите максимальное значение линейной функции
2у — х

дли x и у , удовлетворяющих неравенствам упражнения 1.
3. Найдите максимальное значение линейной функции

У -f 2̂
для x и у, удовлетворяющих неравенствам упражнения 1. Най­
дите все пары | | #2/ | | ,  дающие этот максимум.

4. Пусть p, q, а, Ъ и с —такие числа, что

Покажите, что следующая задача линейного программирования 
не имеет решения: найти максимальное значение функции

рх+ду
для х н у , удовлетворяющих неравенству

ах-\ -Ьу > с .

5. Пусть числа p,  q, Ьъ Ъ2, ап , а12, а21 и а22 такие, что

аи
«21

а12
а22 > 0 .

Покажите, что при этом следующие задачи линейного программи­
рования равнозначны:

З а д а ч а  А.  Найти максимум функции
px +  qy,

где х н у  подчинены неравенствам

апх^гаі2У> h> 
a2lx ~\~а22У ^  2̂*

З а д а ч а  Б.  Найти максимум функции
(a22p — a21q) ul -\-(an q — a v2p ) иъ



где ui п и2 подчинены неравенствам
І̂» 2 ̂  &2 ‘

З а д а ч а  £ . Найти максимум функции

(a 2lP а2іЯ) Wl~\~(a l l Q —  а 12Р) Щ Л ~ ( а 22Р— а 2\Ч) b i  +  (a u q — а п Р )  &2>

где Wi и w2 подчинены неравенствам
Щ >0, w2>  0.

6. Сформулируйте и решите упражнение, аналогичное упраж­
нению 5, при условии, что

ап
а2Ѵ

а п  а 12 

2̂1 С̂22
7. Разберите задачу А  упражнении 5 при допущении, что

а12 
а 22

< 0.

=  0.

8. Пусть и =  \ \и1 . . .  ип II и иг =  \\и[ . . .  и^|| — два вектора, 
которые удовлетворяют неравенствам (3) и дают z максимальное 
значение. Покажите, что любая линейная комбинация и ж и' 
также удовлетворяет этим неравенствам и дает z максимальное 
значение.

9. Пусть II х\  . . .  #m+n+i II—оптимальная стратегия в игре, 
имеющей матрицу

в =

0 . . . 0  а п  . • • а ті . —  Р і

0 ... 0 а 1п . • * а т п '* - Р п
— а 11 '• i ja 3 о . .  0 h

— а т \  • . .  0 Ът
Р і  . . Р п — Ъ i . . ■ Ьт 0

И пусть Хт+п+1 ф 0. Положим

X

ит+п “

х т+п+1  

%т + п

Покажите, что || их . . .  і
нейного программирования: найти числа и и  
нималыюе значение функции

т̂+п + І
есть решение следующей задачи ли- 

, ип, дающие ми-

/Ѵ'і + +  Рп«п.



при соблюдении неравенств
• • •  ~ Ь Лі / і и /г ^  &і* 

а т і мі +  • • •  + а ,ппи п > Ь п ,

иі ^

ип^ 0 .
У к а з а н и е :  обратите внимание на то, что матрица В косо­

симметрическая, и, следовательно, цена игры равна нулю.



1. Характеристические функции

До сих пор мы ограничивались рассмотрением игр 
двух лиц, и в этой области сумели дать интуитивно прием­
лемые определения цены игры (для каждого игрока) 
и оптимальных стратегий. Теперь мы обратимся к конеч­
ным играм с числом игроков больше двух.

К сожалению, для этого, более широкого класса игр 
нет теории, которая была бы интуитивно столь же прием­
лема, как теория игр двух лиц. Хотя большая часть 
книги фон Неймана и Моргенштерна [92] (примерно 
400 страниц из 600) посвящена играм с числом игроков 
больше двух, математики в основном, по-видимому, не 
удовлетворены теорией, изложенной в этой книге. За 
последние несколько лет по этому "разделу теории игр 
было проведено сравнительно мало исследований.

Несмотря на то, что теория игр п лиц при 7г>2 на­
ходится в не совсем удовлетворительном состоянии, уча­
щемуся необходимо ознакомиться с этой теорией в ее 
современном виде, ибо, бесспорно, в ней имеются неко­
торые разумные элементы, хотя и требующие дальней­
шего усовершенствования. Посему этот параграф будет 
посвящен изложению элементов теории игр п лиц в том 
виде, как ее разработали фон Нейман и Моргенштерн. 
Мы будем, конечно, по мере возможности приводить 
интуитивные обоснования вводимых определений, но 
основные определения будут даны в том виде, как они 
имеются у фон Неймана и Моргенштерна, если даже вводи­
мые понятия покажутся странными и не относящимися 
к делу.



Прежде всего мы заметим, что когда конечная игра п 
лиц включает частичную информацию, наличие больше 
чем одного хода у какого-нибудь игрока, случайные ходы 
и тому подобное, то все же возможно, введя понятие стра­
тегии, описать эквивалентную «прямоугольную» игру, 
то есть игру, в которой каждый игрок делает один и только 
один выбор из конечного множества; причем не знает выбо­
ров других игроков. Это было пояснено в примере 5.10.

Таким образом, мы можем ограничиться рассмотре­
нием прямоугольных игр п лиц с нулевой суммой. Такая 
игра имеет п ходов; на i-и ходу (і =  1, 2, . . ., п) игрок Р {, 
не зная исхода ни одного из предыдущих ходов, выбирает 
число из конечного множества С.. После того как сде­
ланы п ходов, игрок P t (£ =  1, . . . , п) получает сумму 

M t (xv  х2, . . ., хп).

Поскольку игра имеет нулевую сумму, функции 
М х, М 2, ..., М п удовлетворяют (тождественно по хг, ... 
. . .  , хп) равенству

71
2  М І (.Х1, . хп) =  0.

і— 1

Сделаем теперь несколько необходимых замечаний
о значениях, принимаемых платежными функциями. Оче­
видно, для игроков эти значения должны быть хорошими 
или плохими, причем, например, они должны считать 
+ 2  лучше, чем +1» 0 или —1. Но чтобы дать надлежа­
щий разбор игр с числом игроков больше двух, предста­
вляется необходимым принять дополнительное допуще­
ние о том, что значения платежных функций являются 
объективными и переносимыми. Так, + 2  нужно пони­
мать как нечто вроде «получения двух долларов» или 
«получения двух фунтов спагетти»*), а не что-нибудь 
типа «получения двух единиц вкусового удовольствия», 
ибо спагетти суть нечто внешнее по отношению к нам, 
и его можно передавать от одного человека к другому, 
а вкусовое удовольствие существует только для каждого 
индивидуума, и его нельзя переносить от одного к дру­
гому (в самом деле, далеко не очевидно, что можно при­

*) Тонкие макароны.



писать какой-нибудь практический смысл такому утвер­
ждению, как «Тони получает столько же вкусового удо­
вольствия от тарелки спагетти, как Чанг от чашки риса»).

Поскольку, таким образом, платеж считается объек­
тивным и переносимым, ничто не препятствует игрокам 
производить между собой такие платежи («побочные»), 
как возмещение за какие-нибудь виды сотрудничества. 
Так, например, может случиться, что игрок Р г выиграет 
гораздо больше, если он убедит игрока Р 2 выбрать не­
которое число (например, М г (2, 2, z) может быть больше, 
чем М г (х, г/, z) при у ф 2), если даже этот выбор не даст Р 2 
непосредственной выгоды (например, может быть, что 
М 2(х , у , z) не зависит от х, у  и z и всегда имеет постоян­
ное значение г;). В таком случае, очевидно, игроку Р х 
следует уплатить игроку Р 2 дополнительную сумму, 
чтобы убедить его сделать выбор, выгодный для Р х. 
Теория игр п лиц в основном рассматривает вопросы о 
том, какие сочетания («коалиции») игроков будут обра­
зованы и какие вознаграждения будут уплачивать 
игроки друг другу в виде приманок для вступления в 
коалиции.

Для обозначения игроков мы до сих пор применяли 
символы Р ѵ iР2, . . ., Рп. Однако впредь будет несколько 
удобнее обозначать их просто цифрами 1, 2, . . . ,  п. 
Мы будем обозначать множество игроков через N, так что

N =  {1, 2, и}ч
Допустим теперь,5 что игроки множества N группи­

руются в две коалиции: Т и N — Т =  — Т, так что чле­
ны коалиции Т сотрудничают между собой в выборе стра­
тегий, и тоже сотрудничают между собой члены коали­
ции — Т. Тогда мы можем рассматривать Т и — Т 
как двух игроков в игре двух лиц. Итак, предположим, 
что в первоначальной игре игрок і (г =  1, . . . ,  п) выби­
рает число из конечного множества Ct и пусть Т =
=  {і’і» • • • » Іг) и Т =  {/і> • • • » /s)* Тогда в образованной 
нами искусственной игре двух лиц с игроками' Т и — Т 
коллективный игрок Т выбирает элемент из декартова 
произведения С множеств СІ1? С{ , и аналогично
коллективный игрок — Т выбирает элемент из декартова 
произведения С' множеств С^, . . Су .



Пусть С =  { А Ѵ А и) и С' =  {Ви . . . ,  Вѵ]. Тогда, 
очевидно, имеются функции М ІУ М 2, . . . ,  М п такие, что

М і (Аі9 В к)

есть платеж игроку і, когда применяет стратегию А^ 
и — Т применяет стратегию Bk; действительно, если .

^• =  11^! ••• x ir II и B k =  II ткі . . .  a^J,
ТО

М Х (АІ> B h)= * M i(x !..........х„),
где M t есть i-я платежная функция первоначальной игры. 
Если Т применяет стратегию А^ а — Т применяет стра­
тегию В к, то общий платеж игроку Т будет

М т ( А }, 5 fc) = 2 ^ i ( ^ .  Bk)>
i £ T

а общий платеж игроку — Т будет

М _Т(Л,., Bh) =  ^ i M i (Aj , Bk).
i е —т

Поскольку первоначальная игра имела нулевую сумму, то 

М _ т ( Л  , ~  Мт (Aj, В к).
Поскольку множество С содержит и элементов, смешан­
ная стратегия игрока Т есть элемент множества Su. Ана­
логично, смешанная стратегия игрока — Т есть элемент 
множества S v.

Но если Т применяет смешанную стратегию || а х . .  . аи || 
и — Т применяет смешанную стратегию || ß2 . . .  ß j|, 
то общее математическое ожидание выигрыша для Т равно

« Д ,  '
k—i j= 1

a общее математическое ожидание выигрыша для — Т 
равно

) М - Т (А1, B h) a $ k.
k=l j=i

Положив =  Ца! . . .  аѵ \\ и ß =  || ßx ••• ß„||, мы можем 
представить эти математические ожидания соответственно



как
Е т(а, ß) и £_т(а ,  ß).

Поскольку M-.rr(Aj, Ак) =  —М ^ ( А Ah) для всех / и к , 
то очевидно, что

£ _ т (а, р) =  — (а, ß). (1)
Ha основании теории 'прямоугольных игр двух лиц 

мы заключаем:
max min (а, ß) =  min max Е т (а, ß).
а £ s u ß, € s v ß e s u a 6 s u

Полагаем
ü (T) =  max min E T (a, ß).

a G su ßesv
Итак, мы имеем функцию ѵ, определенную для вся­

кого подмножества Т множества N и значение которой 
представляет для любого Т общую сумму, которую могут 
надеяться получить члены множества Т, если они соста­
вят коалицию; мы называем и характеристической функ­
цией игры. Ввиду того, что платеж переносим, мы впра­
ве предполагать, что все вопросы относительно коалиции 
и побочных платежей можно решить на основании одной 
лишь характеристической функции; например, если плата 
игроку за присоединение к некоторой коалиции в данной 
игре равна я, то она будет точно так же равна я в лю­
бой другой игре с такой же характеристической функцией. 
Этот вопрос, очевидно, мог быть разрешен определенно, 
если бы мы могли дать надлежащую теорию игр п лиц 
только на основе характеристических функций. Фон Ней­
ман и Моргенштерн полагают, что им это удалось сделать.

Мы установим теперь некоторые математические свой­
ства характеристических функций.

Т е о р е м а  15.1. Пусть ѵ — характеристическая функ­
ция игры п лии с нулевой суммой, где N — множество 
игроков. Тогда

( 1 )  V ( N )  =  0 ;

(2) для любого подмножества Т множества N мы 
имеем ѵ{ — Т) — — t>(T);

(3) если R и Т — непересекающиеся подмножества мно­
жества N, то

Р (R U Т) >  у (R) +  V (Т).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства (1) разде­
лим игроков множества N на две коалиции N и N — N *= Л, 
тогда не существует стратегий для второй коалиции 
(пустого множества игроков), а стратегия (чистая) первой 
коалиции есть упорядоченный n-мерный вектор || х х . . .  х п |j, 
где xt Ç С| (і =  1, . . . ,  ri). Следовательно, каждая из функ­
ций M t есть функция одного лишь элемента множе­
ства С. Итак, для любой стратегии А^ выбранной коа­
лицией N, общий платеж коалиции N (ввиду того, 
что первоначальная игра имела нулевую сумму) равен

A h  И ,) =  Ц М ; ( 4 > 0 .
г 6 N

Отсюда непосредственно следует, что
и и

V (N) =  max Ец (а) =  max [ 2  Мц (А}) а̂ ] =  max 0* а;] -  О,
а е su а е s u ;= 1 а е su j= l

что и требовалось доказать.
Для доказательства (2) пишем:

V ( — Т) =  max min Е-т (a, ß) =  max min ( — E i  (а , ß)) =
о s su ß e s0 « e s nßesB

=  — min maxÆ’-r (a, ß) =  —max min E T (a,ß) =  — y(T).  
« € s u ß6s„ ßesu a g s u

Мы докажем (3) только для игры трех лиц; доказа­
тельство для общего случая по существу такое же, но тре­
бует более сложных понятий. Пусть N =  {1, 2, 3}; мы по­
кажем, что

о({1, 2 })>  V ({1}) -\-ѵ  ({2}).

Пусть стратегии (чистые) игроков 1, 2 и 3 суть соответ­
ственно

С х =  { 1 ,  2 ,  . .  . ,  r a j } ,

С2 — {1, 2..........щ},



Тогда чистые стратегии коалиции двух лиц {£, /), где
і <  /, образуют множество СІУ упорядоченных пар| |хг/| | ,  
где х ^ С і и 2/ÇCy. Итак, содержит nt чистых страте­
гий, a Сі;- содержит чистых стратегий.

Смешанная стратегия игрока 1 есть вектор || ах . . .  ап11| 
множества Sni, который приписывает частоту (г =  1, . .  . 
. . . ,  пг) чистой стратегии і\ аналогичные стратегии име­
ются у игроков 2 и 3. Смешанная стратегия коалиции 
{1, 2) есть вектор

I I  а 1»1 а 1,2 а 1,п2 а 2,1 а п1?п2 I I
множества Snin2, который приписывает частоту аі); чистой 
стратегии | |і/| |; аналогичные стратегии имеются у коали­
ций {1, 3} и {2, 3}.

Пусть а* =  у аг . . .  а*х || — элемент множества Snj та­
кой, что

V ({1}) =  max min 2?{і}(т), I) =  min ^ { ^( a f  g). (2)
 ̂e snj S G Sn2n3 * G sn2n3

Пусть ß* =  у ß* . . .  ß*̂  Il — элемент множества Sn2 та­

кой, что
V ({2}) =  max min Е {2} (г|> I) =  min Е {2} (ß*, I). (3)

11  ̂Sri2 ^  Sniri2 ^  Snin2
Легко убедиться, что вектор

К Р Г а Г К  . . .  anjßn2 II 

принадлежит множеству Sni„2. Поэтому имеем: 
у({1,  2}) =  max min Е {1 2} (т|, |)  =

=  max min /• ?£/<> ̂е sni„2 s е sMs i.i.fe
> m in  У М {і,2}(г. /> =



Поскольку минимальное значение суммы двух функций 
не меньше суммы их минимальных значений, мы заклю­
чаем из (4), что

о ({1, 2}) >  min [ У  М х (г, /, к) a fß fo] +
I £Sn3 i t j ' k

+  min [Л/2(г\ j ,  к)  a*ß*£ft]. (5)

Пусть теперь || у* . . . у$31| — элемент множества Sn3 
такой, что

2 М х ( і , / ,  к) a î t f y i  =  min S  М г  (i ,  /, к)  afß?^; (6)
i, j , h ^ Sn3 l ’ h k

и пусть II ô* . . .  ô 3̂ II — элемент множества Sng такой, что

2  М г (г, / ,  к)  afßföft =  min 2  М 2 (i ,  /, /с) afßft, .  (7)
г, І, h l£ s n3 i, i, ft

Из (5), (6) и (7) мы получаем: 

у ({1, 2}) > 2 ^ 1  (і. / . к) afp?YÎ +  . 2 ^ 2  (і, /. к) afßföjf.
i.j.ft г,,,* ^

Поскольку |І ß* .. . ß£2 II Ç S„2 и II y* • • • Y«31| € S„3> мы заклю­
чаем, что вектор

II РГѴГ ßiY» • ■ • Р*2Ѵ*з II
принадлежит множеству Sn2n3- Следовательно,

2  М х (г, /, А) afß̂ Yft >  min 2  (*'. h  k) a *U  * =  
i, i, h ^ Sn2n3 *’ ’■

=  min £ {i} (a*, i) . (9)

Из (2) и (9) мы заключаем, что

2 М, { і ,  /, A r )  afßfYif>»({!})• (10)
h
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Так же заключаем, что

2  М2 (і, /, к) atm *k >  ѵ ({2})- (11)
І, j, k

Наконец, из (8), (9) и (11) мы видим, что

і>({1, 2}) >  V ({1}) +  V ({2}),

что и требовалось доказать.
Мы вскоре докажем теорему, обратную теореме 15.1, 

а именно, что всякая функция ѵ, удовлетворяющая трем 
условиям теоремы 15.1, есть характеристическая функция 
некоторой игры с нулевой суммой. Для этого уместно 
предварительно вывести некоторые простые следствия 
из трех условий теоремы 15.1.

Л е м м а  15.2. Пусть N — некоторое множество и ѵ — 
действительная функция, определенная для всякого под- 
множества Т множества N и удовлетворяющая условиям 
теоремы 15.1. Тогда

(1) t» (Л) =  0;
(2) если Тх, . . ., Тг — непересекающиеся подмножества 

множества N, то

t»(TxU ••• LITr) >  V (Tj) H- . . .  + 1» (Tr);

(3) если Tj, . . . ,  TP — непересешющиеся подмножества 
множества N, сумма которых есть N, то

t;(T1) + . . . + o ( T r) < 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение (1) вытекаем непо* 
средственно из устювий (1) и (2) теоремы 15.1, ибо

V (Л) =  V ( — N) =  -г V (N) =  —0 =  0.

Утверждение (2) выводится из условия (3) теоремы 15.1 
индукцией по г. Утверждение (3) вытекает из утвержде­
ния (2) и условия (1) теоремы 15.1, ибо

t» (Тх) +  . . .  +  у (Tr) <  V (Тхи  •. • и  Т,)= о (N) =  0.

Теперь мы можем доказать упомянутую выше теорему, 
обратную теореме 15.1.



Т е о р е м а  15.3. Пусть N — конечное множество, 
состоящее из п игроков и ѵ — действительная функция, 
определенная для всякого подмножества Т множества N 
и удовлетворяющая трем условиям теоремы 15.1. Тогда 
существует игра п лиц с нулевой суммой, для которой 
v является характеристической функцией.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы определяем игру, в которой 
игроки суть члены множества N, следующим образом: 
каждый член х множества N делает один ход, состоящий 
в выборе подмножества Т х множества N такого, что 
x Ç TÄ; при совершении каждого из этих ходов игроку 
неизвестны ходы других игроков.

Чтобы определить платежные функции, мы введем 
сначала вспомогательное понятие характерного подмно­
жества множества N.

Подмножество Т множества N называется характер- 
ним (по отношению к данной партии игры), если либо

(а) Тх =  Т для всякого х в Т, либо
(б) Т есть множество, содержащее только один эле­

мент x, который не принадлежит никакому множеству, 
удовлетворяющему условию (а).

Легко видеть, что для данной партии игры характер­
ные подмножества множества N не пересекаются и их 
сумма есть N.

Предположим теперь, что для данной партии игры 
характерные подмножества множества N суть Т15 . . . ,  Тр 
и что Ту (/ =  1, . . р) содержит иу элементов. Тогда, 
если игрок і ( і  — 1, . . . , п )  принадлежит множеству Tj,  
то выигрыш его определяется так:

где и — данная функция.
Мы покажем сначала, что игра, определенная таким 

образом, есть игра с нулевой суммой. Предположим, как 
и раньше, что для данной партии характерные подмно­
жества суть Т1э . . . ,  Тр, где Ту содержит лу элементов. 
Мы замечаем, что выигрыши любых двух членов одного 
и того же щюжества Ту одинаковы. Следовательно, сумма 
выигрышей членов множества Ту для любого /  равна

V



просто произведению rij на выигрыш каждого члена 
множества Т,, то есть

'•([»-1’та-я-S'1 т ] -
3 Г= 1

Сумма выигрышей всех членов множества N равна, 
следовательно, 
p р

j— 1 3 r =  1

=  2 и т у ) - | і > у і > ( т г) =
j—1 j — 1 r—1

=  2 » ( Т ;) - 7 » ^ ( Г , )  =  °.
j=l Г—1

Для завершения доказательства теоремы остается 
теперь показать, что ѵ есть характеристическая функция 
игры, определенной выше. Предположим, что ѵ — харак­
теристическая функция этой игры; нам нужно показать, 
что для всякого подмножества Т множества N мы имеем 
ô(T) =  t»(T).

По условию теоремы, ѵ удовлетворяет трем условиям 
теоремы 15.1, a ѵ удовлетворяет этим условиям потому, 
что она есть характеристическая функция игры с нуле­
вой суммой. Отсюда вытекает, что ѵ и ѵ- удовлетворяют 
также трем условиям леммы 15.2.

Мы покажем сначала, что для всякого подмножества 
Т множества N

ѵ ( Т ) > ѵ ( Т ) .

Для Т =  А это вытекает из условия (1) леммы 15.2. 
В случае Т Ф А  игроки множества Т могут образовать 
коалицию и условиться, что каждый член х множества Т 
будет выбирать Тх = Т. При этом Т станет характерным 
множеством относительно рассматриваемой партии. Пред­
положим, что характерные множества партии суть 
Тѵ . . . ,  Тр, где Tj =  Т. Тогда каждый игрок множества Т



получает

и, следовательно, общий выигрыш членов множества Т 
равен

Г— 1 г= 1
Поскольку члены множества Т могут гарантировать 

себе, что они получат по меньшей мере

ѵ ( Т ) - ^ % и ( Т г),
г= 1

мы заключаем, что

ö ( T ) > o ( T ) — 5 - 2 о ( Т г). (12)
Г= 1

Из условия (3) леммы 15.2 мы видим, что

! > ( Т Г) < 0 .  (13)
Г=1

Из (12) и (13) с учетом положительности пх и п мы за­
ключаем, что

ѵ ( Т ) > ѵ ( Т ) .  (14)

Поскольку (14) справедливо для всех подмножеств Т 
множества N, то оно остается справедливым после замены 
Т на — Т. Итак,

F ( - T ) > ü ( - T ) .
На основании условия (2) теоремы 15.1 из этого 

вытекает
- Б ( Т ) >  - о ( Т ) ,

и, следовательно,
“  ѵ ( Т) >Ъ( Т) .  (15)

23*



Из (14) и (15) мы заключаем, что
Б(Т) = о(Т).

Это завершает доказательство теоремы.
З а м е ч а н и е  15.4. Теорема 15.3. показывает, что 

три условия теоремы 15.1 достаточны для полного опре­
деления характеристических функций. Поэтому, когда 
мы будем говорить впредь о характеристических функ­
циях, нам не нужно упоминать об игре, которая их по­
рождает; нам нужно лишь предположить, что они удов­
летворяют трем, условиям теоремы 15.1.

2. Приведенная форма

Основные вопросы, которые мы разбирали в теории 
игр п лиц,— это, как было сказано выше, вопросы о том, 
насколько сильны будут стремления игроков образовы­
вать коалиции и какие взносы игроки должны уплачи­
вать друг другу при вступлении в данную коалицию. 
Если две игры не’различаются в этом отношении (хотя бы 
их платежные функции и характеристические функции 
и были различны), то с нашей точки зрения они будут 
по существу одинаковы. Уместно дать какое-нибудь назва­
ние такому соотношению между двумя играми; мы назо­
вем это соотношение стратегической эквивалентностью.

Конечно, понятие стратегической эквивалентности есть 
лишь интуитивное понятие без какого-либо математиче­
ского содержания, ибо оно основано на таких понятиях, 
как «стремление к образовании? коалиции», которые сами 
не были определены математически. Но, очевидно, это 
понятие чрезвычайно важно для нашей цели, и одна из 
основных задач теории игр — найти для него точное 
математическое определение. Можно привести приемле­
мые интуитивные доводы, которые покажут, что неко­
торые условия достаточны для стратегической эквива­
лентности; мы сделаем это в следующих абзацах.

Допустим, что йам даны две прямоугольные игры п 
лиц с нулевой суммой Г и Г', и в обеих играх игрок і 
( і =  1, делает выбор из множества С{; пусть пла­
тежные функции в Г и Г' суть соответственном!, . . . ,МП 
и . М[ ,  . . . ,  М'п. Допустим, далее, что существует поло­



жительное число к , такое, что для і =  1, п и для 
любого элемента || хг . . .  хп || из декартового произведения 
множеств С1? . . . ,  Сп

Мі  {х^ • • • » Хп) ^  кМі (x ĵ . . . ,  жп). (16)
Тогда интуитивно очевидно, что игры Г и Г' стратеги­
чески эквивалентны, так как мы можем рассматривать к 
просто как константу, изменяющую денежную единицу 
(например, из центов или шиллингов в доллары), а пове­
дение разумного человека в игре не зависит от единиц, 
в которых выражается платеж. Итак, мы нашли доста­
точное условие для стратегической эквивалентности.

Другое достаточное условие мы получим, заменив 
условие (16) нижеследующим: существует п чисел аѵ . . . ,  ап 
таких, что

«1 +  • • • +  О'п =  О, 
и для г =  1, . .  ., п и для любого элемента || х г . . .  хп || 
из декартового произведения множеств С1? . . . ,  Сп

М % (#і, • • • » х п) =: ( х • J хп) -f- (17)
Чтобы в этом случае убедиться в стратегической экви­

валентности Г и Г', заметим, что платежи игроку і в Г' 
такие же, как в Г, с той разницей, что он получает 
дополнительную сумму а{ (которая, конечно, может быть 
отрицательной) и эту сумму игрок і получает неза­
висимо от течения игры. Таким образом, очевидно, что 
стратегии игры Г' не изменились бы, если бы платежи 
аѵ . . . ,  ап производились в начале игры, а не в конце, 
и если бы их совсем не было, как это имеет место 
в игре Г.

Далее мы видим, что для того, чтобы Г и Г' были 
стратегически эквивалентны, в действительности не обя­
зательно предполагать, как мы делали раньше, что 
классы, из которых игроки делают выборы, действительно 
тождественны, достаточно просто предположить, что они 
могут быть поставлены соответствующим способом во 
взаимно однозначное соответствие.

Эти соображения подсказывают нам ввести следующее 
понятие S -эквивалентности, которое, как вытекает из 
наших интуитивных доводов, представляет собой доста­
точное услойй^для стратегической эквивалентности.



О п р е д е л е н и е  15.5. Пусть Г и Г' — две игры п лиц 
с нулевой суммой, в которых выборы производятся соот­
ветственно из множеств Сг . . . , С П и CJ.........Ci, и пла­
тежные функции суть соответственно М ѵ ..., М п и ... 
. . . ,  Мп . Игры Г и Г' называются S-эквивалентными, 
если существуют функции fv  . . . ,  /п, действительные 
числа аѵ . .  ., ап и действительное положительное число /с, 
удовлетворяющие следующим условиям:

1) 2 а *  =  0;
1 = 1

2) fi ( і=  1) • • - , п) отображает C t взаимно однозначным 
образом на С[.

3) Для і =  1, . . . ,  п и для любого элемента || xL . . .  хп \\ 
декартова произведения множеств Сѵ . . . ,  Сп

М і (хх, . . . ,  хп) =  кМі  [/х (а )̂, . .  ., /п (#л)] +

Доказательства следующих двух теорем мы оставляем 
в качестве упражнений.

Т е о р е м а  15.6. Соотношение S-эквивалентности реф­
лексивно, симметрично и транзитивно.

Т е о р е м а  15.7. Если Г и Т ' —две игры п лиц с нуле­
вой суммой, которые S-эквивалентны относительно кон­
стант аѵ . .  ., ап и к и если ѵ и & — характеристиче­
ские функции игр  Г и Г' соответственно, то для любого 
подмножества Т множества N

t>(T) =  /« /(T )+  г ѵ
iE T

В силу теоремы 15.7 две характеристические функции
V и ѵ' называются S-эквивалентными, если они удовле­
творяют уравнению этой теоремы, то есть если имеется 
положительная константа к и константы аѵ . . . ,  ап

п
(при 2  аі — 0) такие, что для всякого подмножества Т 

і = і
множества N

ѵ(Т)  =  кѵ' (Т) +  2 а * .
і£Т

Согласно теореме 15.6 соотношение S-эквивалентности 
разбивает класс всех игр п лиц с нулевой суммой на 
цепересекающиеся классы такие, что любые два элемента



одного класса S-эквивалентны, а элементы разных клас­
сов не S-эквивалентны. Для некоторых целей желательно 
иметь возможность выбирать из этих классов особенно 
простой элемент; для этого мы сформулируем следующее 
определение.

О п р е д е л е н и е  15.8. Игра п лиц с характеристи­
ческой функцией V называется игрой в приведенной ф орм е , 
если

V ({1}) =  V ({2}) =  . . .  =  V ({n}) =  Y.
где либо y — 0, либо — 1- Когда эти уравнения спра­
ведливы, мы говорим также, что характеристическая 
функция есть характеристическая функция в приведен- 
ной форме с модулем у .

Т е о р е м а  15.9. Если ѵ — характеристическая функ­
ция в приведенной форме с модулем у и если Т — подмно­
жество множества N, содержащее р  элементов, то

р у ^ ѵ ( Т ) < £ ( р - п ) у .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (2) леммы 15.2 мы 
видим, что

2 о ( { і } ) < о ( Т ) ,
І£Т #

и, следовательно,
р у < ѵ ( Т ) .  (18)

Так как неравенство (18) справедливо для любого Т, то 
мы можем заменить в нем Т на — Т; поскольку — Т 
содержит n — р  элементов, мы получаем отсюда, что

(n - j t > ) Y < » ( - T ) .  (19)
Из (19) мы заключаем, на основании условия (2) тео­
ремы 15.1, что

( п - р )  у < — О ( Т ) ,
и, следовательно,

о ( Т ) < ( р - * ) ѵ -  (20)
Уравнения (18) и (20) совместно и выражают указанную 
теорему.

С л е д с т в и е  15.10. Если и есть характеристическая 
функция в приведенной форме с модулем 0, то для



всякого подмножества Т множества N
о(Т) =  0.

В самом деле, на основании теоремы 15.9 мы имеем: 
р - 0 < у  (T )< (jo  — п)-0,

откуда
ѵ(Т) =  0,

что и требовалось доказать.
Т е о р е м а , 15.11 Если ѵ и ѵ' суть S-эквивалентные 

характеристические функции в приведенной форме, то 
для всякого подмножества Т множества N

ѵ' (Т) =  о(Т).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть модули функций ѵ и ѵ' 

равны соответственно у и у \  Поскольку ѵ и ѵ* S-экви­
валентны, то существует положительное число к и числа 
аѵ . . .  , ап, сумма которых равна 0 , такие, что для 
всякого подмножества Т множества N

ѵ'(Т) =  кѵ(Т) +  2  <4- (21)
і ет

В частности, •
ѵ' ({i}) =  кѵ ( { i } )  +  a4 ( i  =  1, . . .  , n ) .  (22)

Складывая все уравнения системы (22), мы полу­
чаем: ,

2  t>' ({£}) =  к 2  1> ((0) +  2  at =  к 2  о ({£}); 
і = і  і= і i = l  i = l

и, следовательно, поскольку обе функции в приведенной 
форме,

пу‘ =  кпу.
Итак,

Y' =  Ау,

и, кроме того, y и y' либо оба равны нулю, либо оба 
равны — 1. Если оба равны нулю, то на основании 
следствия 15.10 мы имеем для всякого Т



Если оба модуля равны —1, то к =  1, и, следовательно, 
из (22) мы имеем:

( - 1 )  =  ( 1 ) ( - 1 )  +  а„
так что а{ =  0 (для £ =  1, . . .  , п)\ таким образом, из (21). 
мы имеем для любого Т

ü'(T) =  äu ( T) +  2  Лі «1-0( Т)  +  О =  о(Т),
і g T

что завершает доказательство.
Т е о р е м а  15.12. Всякая характеристическая функ­

ция S-эквивалентна одной и только одной характеристи­
ческой функции в приведенной форме.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ѵ—характеристическая 
функция. Чтобы показать, что и S-эквивалентна характе­
ристической функции в приведенной форме, мы будем

n
различать два случая, соответственно для ^ ^ ( Ф ) ^ ®

і—1
п

или 2  ѵ (Ф) Ф 0 . 
і —1

В первом случае мы берем к =  1 и а{ == — ѵ ({і}) 
(i =  1, . .  . , п). Тогда

-  2  o ( { f } ) - 0 .
і=1 г—1

Далее, по теореме 15.7 характеристическая функция у', 
S-эквивалентная функции ѵ относительно этих констант, 
удовлетворяет для і =  1, . . .  , п условию

V9 ( ф )  =  ко  ({ i} )  +  at =  Ь  ({i}) -  0 ({i}) =  0 .
n

Если 2  y ({г}) Ф 0, мы берем:
І—1

2  *({*;)
i=l

и для г =  1, . . .  , /г

2  о ( И)
i=1



Тогда
п

п п I  0 ( 4 } )
оп

і—1
И
v' ({Î}) =  to ({*}) + at =

2  И М
І— 1

П

п

і= 1

Тот факт, что характеристическая функция не S-экви­
валентна двум различным характеристическим функциям 
в приведенной форме, вытекает из теоремы 15.11 и из 
того, что соотношение S-эквивалентности транзитивно.

З а м е ч а н и е  15.13. Из теорем 15.12 и 15.7 следует, 
что для того чтобы дать надлежащую теорию всех игр п 
лиц с нулевой суммой, достаточно рассмотреть лишь 
игры в приведенной форме.

Следствие 15.10 показывает, что игры в приведенной 
форме с модулем 0 резко отличаются от игр с модулем
— 1. Действительно, из 15.10 мы видим, что когда 
модуль равен 0, любое множество игроков получает 0 ; 
итак, в такой игре нет смысла образовывать коалиции, 
и не может быть^речи о побочных платежах для того, 
чтобы побудить игрока вступить в коалицию; следова­
тельно, для таких игр не нужно никакой особой теории. 
Поэтому мы можем впредь ограничиться играми в приве­
денной форме с модулем — 1. Мы будем называть такие 
игры существенными, в отличие от игр с модулем 0 , 
которые будут называться несущественными.

Игры не в приведенной форме мы называем суще­
ственными или несущественными в зависимости от того, 
являются ли они S-эквивалентными существенным или 
несущественным играм в приведенной форме.

Следующие две теоремы дают условия того, чтобы 
игры (не обязательно в приведенной форме) были несу­
щественными; доказательства мы оставим в качестве 
упражнений.



Т е о р е м а  15.14. Игра несущественна тогда и только 
тогда, когда ее характеристическая функция ѵ удовлетво­
ряет условию

2 »(Ш) =  о. 
і=1

Т е о р е м а  15.15. Игра несущественна тогда и толь­
ко тогда, когда ее характеристическая функция ѵ такая, 
что если Р  f] Т =  Л, мы имеем:

o ( R U T )  =  o(R) +  o(T).

Итак, в существенной игре имеет место положитель­
ная тенденция к образованию коалиции.

Из следствия 15.10 мы видим, что для любого п 
в пределах S-эквивалентности имеется лишь одна несуще­
ственная игра п лиц. Интересно отметить, что для п =  3 
имеется также лишь одна существенная игра п лиц 
в приведенной форме. В самом деле, если ѵ — характери­
стическая функция такой игры, то мы имеем:

»({1}) =  0 ( {2} ) =о( { 3} ) =  - 1 ,  

и, следовательно, на основании условия (2) теоремы 15.1 
ѵ({2, 3}) v ({1, 3}) =  v ({1, 2j) =  +  1; 

поскольку мы имеем также
о(Л) =  о({1, 2, 3}) =  0 ,

то мы заключаем отсюда, что значение функции ѵ (Т) 
определено для любого Т. Итак, можно говорить об опре­
деленной существенной игре трех лиц в приведенной форме.

Напротив, для п > 3 имеется бесконечное число 
существенных игр п лиц в приведенной форме. Мы ис­
следуем этот вопрос несколько подробнее для п — 4.

Если и — характеристическая функция существенной 
игры 4 лиц в приведенной форме, то мы сразу видим, 
что

0 (0 
-1 1 

0 ( Т ) Н  I , когда Т состоит из f
Т Г

2 элементов. (23) 

4



Итак, значение функции ѵ(Т)  определено, за исключе­
нием случая, когда Т содержит два элемента. Но в силу 
того, что

ѵ([2,  3})= - и ( { 1 ,  4}),
о ({1, 3 ) ) =  - ѵ ( { 2 ,  4}), 
ѵ ({ і ,  2}) =  - ѵ ( { Ъ ,  4}),

значения ѵ будут полностью определены, если мы зада­
дим значения функций ѵ( [ і ,  4}), у ({2, 4}) и ѵ ({3, 4j). 

Далее, по теореме 15.9 мы видим, что если Т есть

(24)

(25)

(26)

Далее, легко убедиться, что если хѵ х 2 и х3 — любые 
числа, удовлетворяющие соотношению (26), и если мы 
определяем ѵ (Т) соотношениями (23), (24) и (25), то 
и есть характеристическая функция существенной игры 
четырех лиц в приведенной форме. Для этого необходимо 
лишь показать, что функция ѵ, определенная таким 
образом, удовлетворяет условиям теоремы 15.1.

Итак, если числа х ѵ х2 и х3 мы рассматриваем как 
декартовы координаты точки в трехмерном евклидовом 
пространстве, то совокупность существенных игр четырех 
лиц в приведенной форме, очевидно, соответствует вза­
имно однозначно точкам \\хг х2 х2 \\, координаты которых 
удовлетворяют условию (26) (это точки некоторого куба).

любое множество с двумя элементами, то

— 2 < ü  (Т) < 2 .

Итак, если мы положим
У({1. 4}) =  2a:x, 
v({2,  4j) =  2х 2, 
ü({3, 4» =  2^з,

то мы будем иметь
у ({2, 3}) =  -  2z lf 
о({1, 3 } )=  - 2 х „  
о({1, 2)) =  — 2х3

и
— 1 < ж {< 1  для і = 1, 2, 3.



Применяя геометрическую терминологию, мы можем 
сказать, что в то время как есть лишь одна существен­
ная игра трех лиц в приведенной форме, существенных 
игр четырех лиц в приведенной форме имеется бесконеч­
ность в кубе.

П р и м е р  15.16. Игра, называемая «один лишний», 
проводится следующим образом: каждый из игроков (их 
всего три) пишет на листке бумаги «герб» или «решка». 
После того, как каждый игрок выбрал слово, судья 
сравнивает три написанных слова; если все игроки на­
писали одно слово, нет никаких платежей; в противном 
случае оказавшийся в одиночестве платит остальным по 
доллару.

Таким образом, если М ѵ М 2 и М 3—платежные функ­
ции для трех игроков и если обозначим «герб» как «1», 
а «решку» как «2», то

М г ( 1, 1, 1 ) = Л М 2 ,  2, 2) =  0,

М г ( 1, 1, 2 ) = М 1 (2, 2, 1) =  Л/ 1 (1, 2, I H M ,  (2, 1, 2) =  1,
М г ( 1, 2, 2 ) - -= ^ (2 , 1, 1 )=  - 2 .

и аналогично для М 2 и М 3.
Предположим теперь, что игроки 2 и 3 составляют 

коалицию против игрока 1. Игрок 1 имеет, очевидно, 
лишь две стратегии: он может выбрать 1 или 2. Коали­
ция {2, 3} имеет четыре стратегии: оба игрока могут 
выбрать 1; оба игрока могут выбрать 2; игрок 2 выби­
рает 1, а игрок 3 выбирает 2; игрок 2 выбирает 2, 
а игрок 3 выбирает 1. Из определения функции М х мы 
легко можем вычислить платежную матрицу игрока 1 
для различных выбранных стратегий. Так, если, напри­
мер, игрок 1 выбирает 1, а коалиция {2, 3} выбирает 
II1 2 II, то поскольку М г ( 1, 1, 2) =  1, выигрыш игрока 1 
будет равен 1. Полной матрицей будет матрица 1.

М а т р и ц а  1

1 111 1 II 111 2 И II 2 1 II II 2 2 II

1 0 1 1 — 2

2 ! i  11 1 1 0



Поскольку второй и третий столбцы матрицы 1 пре­
восходят первый, мы видим, что если коалиция {2, 3} 
хочет применять оптимальную стратегию, то игроки не 
будут никогда применять стратегии || 1 2 || и || 2 1 ||. 
Решая матрицу, мы находим, что цена игры (для игро­
ка 1) равна — 1. Итак,

 ̂( { ! } ) = - ! ,
и, следовательно,

ѵ({2,  3 } ) - 1 .

Из симметрии мы заключаем, что
^({2}) =^({3}) =  — 1

3}) =  ir({l, 2]) =  1.

Далее (как и для любой игры трех лиц с нулевой 
суммой)

о(Л) =  о({1, 2, 3}) = 0 .

Итак, мы полностью определили характеристическую 
функцию этой игры. Платежная функция в этом случае 
оказывается такой, что характеристическая функция уже 
имеет приведенную форму.

Библиографические замечания

Материал этой главы можно найти главным образом 
у фон Неймана и Моргенштерна [92]. Полный разбор 
S-эквивалентности еЪть у Мак-Кинси [74].

У п р а ж н е н и я

1. В прямоугольной игре трех лиц с нулевой суммой каждый 
игрок совершает выбор из множества {1, 2}. Платежные функции 
определены следующим образом:

М г { 1, 1, 1 ) = + 1 ,  ЛМ1. 1, ! ) = + ! >  М 3 (і ,  1, 1 )=  — 2,
Aft ( 1, 1, 2) =  — 1, M t {  1, 1, 2 ) ~  — 1, M 3 ( 1, 1, 2 ) = + 2 ,
M A  1, 2, 1 )=  +  1, M 2 ( 1, 2, 1 ) = + 1 ,  M 3 (1, 2, 1 )=  — 2,
Mx( 1, 2, 2 )=  — 1, M2 ( 1, 2, 2) — — 1, M z { 1, 2, 2 ) = + 2 ,
M x (2, 1, 1 )=  — 1, M2(2, 1, 1 ) = — 1, M 3 (2, 1, l ) = + 2 ,
M i  (2, 1, 2 ) = + 1 »  ЛМ 2, 1, 2 ) = + l ,  M3 (2, 1, 2 ) = — 2,
M i  (2, 2, I) =  — 1, M2(2, 2, 1 )=  — 1, M 3 (2, 2, l ) = + 2 ,
МгС2, 2 2 ) = +  1, M2 (2, 2, 2 ) = + l ,  M 3 (2, 2, 2 ) = — 2.



Найдите характеристическую функцию игры.
2. Найдите характеристическую функцию в приведенной форме, 

которая S-эквивалентна следующей характеристической функции ѵ 
для игры четырех лиц:

и(Л) =  0, ѵ({2,  3}) =  0,
и ({ !} )=  - 1 ,  »({2, 4}) =  О,

ѵ ({2})=  —2, t;({3, 4» =  0,
t / ( { 3 } ) = - 2 ,  2, 3}) =  0,
v ({4}) =  0, v ({1, 2, 4}) =  2,

»({1, 2}) =  0, i>({l, 3, 4}) =  2,
v({i,  3}) =  0, о ({2, 3, 4}) =  1,
v ( { l ,  4}) =  0, o ({ l, 2, 3, 4}) =  0.

3. Определите игру «один лишний» для четырех игроков (по 
аналогии с вариантом для трех игроков, описанным в примере 
15.16) и найдите ее характеристическую функцию.

4. Докажите теорему 15.6.
5. Докажите теорему 15.7.
6. Докажите теорему 15.14.
7. Докажите теорему 15.15.
8. Игра п лиц называется симметричной , если во всех случаях, 

когда Тг и Т2 — два подмножества множества N с одинаковым 
числом элементов, ѵ (Тх) =  ѵ (Т2). Покажите, что имеется лишь 
одна симметричная существенная игра четырех лиц в приведенной 
форме, и найдите ее характеристическую функцию.

9. Покажите, что имеется бесконечное число симметричных 
существенных игр пяти лиц в приведенной форме.

10. Покажите, что для игры, определенной в доказательстве 
теоремы 15.3, характерные подмножества множества N не пере­
секаются, и их сумма есть N.



РЕШЕНИЯ ИГР п  ЛИЦ 

1. Исход

Как было указано, в играх п лиц мы интересуемся 
вопросами о том, какие коалиции могут быть образованы 
и что будет уплачено каждому игроку (после производ­
ства побочных платежей) в случае образования данной 
коалиции. Выигрыши нескольких игроков данной коали­
ции и побочные платежи можно представить как вектор 

x Y х2 . .  . .яп |і, где хі (і =  1, . . . ,  п) есть сумма,, которую 
получает і-й игрок.

Но поскольку игра имеет нулевую сумму, так что 
деньги не создаются и не уничтожаются, очевидно, вы­
игрыши игроков должны в сумме давать нуль, то есть

І  *4 =  0 . *
І=1-i

Мы замечаем далее, что такой вектор || хг . . .  хп || может 
быть реализован только в том случае, если для каждого 
і мы имеем:

х{ > ѵ {{ і } ) ,

так как игрок і может позаботиться о том, чтобы полу­
чить V ({г}) самостоятельно (то есть если даже он не мо­
жет убедить какого-либо другого игрока сотрудничать с 
ним), и поэтому он наверное отвергнет любую систему 
распределения, которая даст ему меньше, чем ѵ ({£}).

Поскольку мы часто будем говорить о векторах, удов­
летворяющих указанным двум условиям, уместно дать 
им название.



О п р е д е л е н и е  16.1. Под исходом для игры п лиц 
с характеристической функцией ѵ мы будем понимать 
вектор

І І > 1  . . .  Хп II
такой, что

1) =  о 
І=1

И

2) se. >  V ({г}) для і =  1, . . . ,  п.

З а м е ч а н и е  16.2. Можно подумать, что второе усло­
вие нашего определения может быть усилено так, чтобы 
в нем говорилось, что если Т есть любое подмножество 
множества N, то

2 * ч > И Т ). 
і е т

Но интуитивные основания этого более сильного усло­
вия не столь очевидны, как основания более слабого ус­
ловия. В самом деле, хотя игроки множества Т, составив 
коалицию, могут быть уверены, что коллективно они по­
лучат £>(Т), совсем не очевидно, что они захотят объеди­
ниться таким образом. Далее, с формальной точки зрения 
можно легко показать, что при таком условии класс исходов 
вообще будет пустым. Так, например, если бы этому ус­
ловию удовлетворял исход \\хг х2 х3 \\ для существенной 
игры трех лиц в приведенной форме, то мы имели бы

х  ̂+  х ^ ѵ Ц І ,  2}) =  1, 

и, следовательно, поскольку ж1 +  ж2 +  д:3 =  0 ,

z3>  1 >
или

#3 ^   ̂»
поскольку

^з>^({3}) =  - 1» 
мы имели бы отсюда



Аналогичным образом мы могли бы получить
х2 =  — 1

и
#1 =  1,

а это противоречит допущению, что х 1 +  х 2 -f х3 — 0 ; итак, 
для этой игры не существовало бы исхода.

З а м е ч а н и е  16.3. Легко убедиться, что множество 
всех исходов для игры п лиц есть выпуклое подмноже­
ство я-мерного евклидова пространства. Поэтому если 
имеются два различные исхода для данной игры, то 
имеется бесконечное число исходов. Мы замечаем, что 
несущественная игра имеет лишь один исход, а именно 
| | t > ( ' l } )  . . .  v ( { ns) | | .  Напротив, существенная игра имеет 
бесконечное число исходов.

Исход II у г . . .  уп II игрок і, очевидно, предпочтет ис­
ходу \ \ х г . . .  яп ||, если он даст ему больше, то есть 
если

У г >

Аналогично, подмножество Т множества N всех игроков 
предпочтет исход \\уг . . .  уп ||, если

Уі >  х і Для всех і из Т.
Однако, если не будет иметь место соотношение

, о ( Т ) > 2 уі. 'vi € T

то предпочтение исхода \ \у1 . . .  уп \\ со стороны Т будет 
необоснованным, так как игроки окажутся не в состоянии 
(без посторонней помощи) гарантировать себе, что они 
получат сумму, которую им позволяет получить этот 
исход.

Эти соображения приводят нас к понятию предпочте­
ния. Мы имеем в виду обоснованное предпочтение со 
стороны непустого множества игроков, которое определяет­
ся следующим образом.

О п р е д е л е н и е  16.4. Пусть \ \у1 . . .  уп \\ и ' \ \х г . . .  
. . .  хп || — исходы в игре, имеющей характеристическую 
функцию v , и Т —некоторое подмножество игроков. 
Тогда мы говорим, что \\уг . . .  уп || предпочтительней



Il xi • • • x n I I  no отношению к T, если выполняются сле­
дующие условия:

1) Т Ф  Л.
2) f ( T ) >  S y , .

i 6 T
3) У і > Щ  для всех і в Т.
Когда II ух . . .  уп К предпочтительней \\хх . . .  жп || по 

отношению к Т, мы пишем:

ІІУі ••• y « II >-11*1 *»||-
Т

Если II у х . . .  уп II предпочтительней \\хх . . .  #Л !| по отно­
шению к любому множеству Т, то мы говорим, что || ух . . .
• • • Уп II предпочтительней \\хх . . .  яп || и пишем:

IIУі ••• г / « I I Н К  ••• *пІІ-
З а м е ч а н и е  16.5. Интересно исследовать некоторые 

общие свойства соотношения предпочтения.
*Из условия (1) определения 16.4 следует, что один 

исход не может быть предпочтительней другого по отно­
шению к пустому множеству. Далее, из условия (2) оп­
ределения 16.1 и из 16.4 мы видим, что один исход не 
может быть предпочтительней другого по отношению к 
множеству, состоящему из одного элемента, ибо если бы 
мы имели

It Уж •••  Уп\  І Н К  ••• я» II.

то мы могли бы заключить из условия (2) определения 
16.1 и условия (2) определения 16.4, что

У і  =  о ({/>)»
и, следовательно, из условия (3) определения 16.4, что

и ({*'))> Si-
Это противоречило бы условию (2) определения 16.1. 
Аналогично, мы видим на основании условия (1) опре­
деления 16.1, что один исход не может быть предпочти­
тельней другого по отношению к множеству N всех 
игроков. Итак, если один исход предпочтительней дру­
гого по отновщдию к множеству Т, то Т должно содер­
жать не менее 2 и не более (тг — 1) членов.



Из условия (3) определения 16.4 очевидно, что исход 
не может быть предпочтительней самого себя (по отно­
шению к любому множеству Т). Далее, для любого фи­
ксированного множества Т соотношение предпочтения по 
отношению к Т транзитивно, то есть, если

Il h. • • •  zn  II II Уі • • •  Уп II
T

И

Il Ух • • • Уп II >  Il x \  • • • x n II.
T

то также
Il Z1 • • • Zn II >  Il 4  . . .  Xn  ||.

T

Итак, соотношение предпочтения по отношению к фи­
ксированному множеству Т есть так называемое «частич­
ное упорядочение». Это не есть «полное упорядочение», 
так как обычно будут существовать исходы, из которых 
ни один не предпочтительней другого; так, например, в 
существенной игре трех лиц в приведенной форме ни 
один из исходов

II 0,1 - 0,1 0 II,
11 - 0 , 1  0,1 о II

не предпочтительней другого по отношению к мно­
жеству {1, 2).

Однако, рассматривая соотношение предпочтения вооб­
ще (то есть когда предпочтение рассматривается не по 
отношению к фиксированному множеству Т), мы имеем 
более сложную ситуацию. В этом случае также справед­
ливо, что никакой исход не предпочтительней самого себя, 
но соотношение предпочтения уже не транзитивно. Так, 
например, рассмотрим следующие три исхода:

II 0,1 0,1 - 0 , 2  II,
II 0 0 0 у,
Ц- 0 , 1  0,2 - 0 , 1  II

для существенной игры трех лиц в приведенной форме. 
Мы видим, что

II0,1 0,1 —0,2 II >  | |0 0 0[| 
{ 1.2 >



И

IIО О ОII >  II - 0 , 1  0,2 —0,1 II,
{ 1 , 3 }

так что
II 0,1 0,1 —0,2 II >  IIО О ОII

и
IIО О ОII > | |  —0,1 0,2 - 0 , 1  II;

но с другой стороны, мы видим, что соотношение
II0,1 0,1 - 0 , 2 К > | |  - 0 , 1  0,2 —0,1 у

неверно. В самом деле, можно даже привести пример 
игры пяти лиц с двумя исходами, из которых каждый 
предпочтительней другого.

2. Определение решения

Мы хотим теперь рассмотреть вопрос о том, какие 
исходы могут возникнуть в действительных партиях игры. 
Сначала нам представляется следующий ответ: исход 
сх =  К et! . . .  ап || может быть реализован в партии игры, 
если не существует исхода ß, который предпочтительней 
а, так как ни одно множество игроков не имело бы 
никакого повода к тому, чтобы сменить а на какой- 
нибудь другой исход; поэтому, если при заключении сде­
лок был бы предложен исход а, то каждый понял бы, 
что он не может получить больше, чем ему обещает дать 
исход а; так было бы достигнуто соглашение.

Но, к сожалению, вообще не существует такого ис­
хода. Действительно, мы можем показать (за исключе­
нием случая несущественной игры, в которой имеется 
лишь один исход), что всякому исходу может быть пред­
почтен какой-нибудь другой исход. Пусть \\хг . . .  хп \\ — 
какой-нибудь исход в существенной игре п лиц. Тогда 
существует целое число /с, такое, что

Ч  >»( {*} ) .  
ибо иначе мы имели бы по теореме 15.14

2  *і =  І  v ({о) <  о, 
І=1 і— 1



что противоречит условию (1) определения 16.1. Если 
мы положим

Ук =  ѵ({к})
и

x k — v({k} )
П—1 для i Ф к ,

то легко убедиться, что \ \у1 . . .  уп || есть исход, который 
может быть предпочтен исходу || хг . . .  хп \\ по отноше­
нию к множеству {1, . . . ,  ft — 1, ft-f-1, . .  ., n}.

Поскольку мы таким образом зашли, по-видимому, 
в тупик, вернемся назад и рассмотрим существенную игру 
трех лиц в приведенной форме. Здесь, по-видимому, име­
ются лишь три возможности — три способа образования 
коалиции. Если игроки 1 и 2 образуют коалицию, то 
можно вполне обоснованно предположить, что они возьмут 
совместно столько, сколько смогут (а именно, + 1), а 
выигрыш игрока 3  составит, следовательно, — 1. Далее, 
ввиду того, ^то игра полностью симметрична (так что ни 
один из игроков не находится в. более выгодном положе­
нии по сравнению с другим), мы могли бы интуитивно 
ожидать, что они разделят свои выигрыши поровну; 
следовательно, если игроки 1 и 2 объединяются, мы долж-

1 1 I
ны получить исход у  ~2 —'  ̂ • ^°Д°бН0 этому, если 
объединяются игроки 1 и 3 ,  мы д о л ж й ы  ожидать исход 

, а если объединяются игроки 2 и 3, -  исход2

11 2 2
множество трех исходов:

Таким образом, мы получаем следующее

1
1  - 1

1 —  1 JL
2 2 » 2 1 2 » - i т •

Это множество характеризуется тем, что ни один из 
исходов не предпочтительней другого. Кроме того, всяко­
му другому исходу можно предпочесть по меньшей мере 
один член множества А. Действительно, допустим, что
II #і з?2 хз II есть исход, который не содержится в А и ко­
торому нельзя предпочесть 
А. Поскольку исходу || хх х2

ни один элемент множества 
х3 II не предпочитается исход



і і м
2 2#

1 1и поскольку у  +  у —І» мы заключаем, что
мы должны иметь либо

Хх у  ,

либо

х 2 >  у  .

Предположим, что справедливо первое из этих нера­
венств (если справедливо второе, доказательство анало­
гично), то есть

x i > Y  •
Далее, поскольку исходу х2 х3 \\ не предпочитает­

ся 1 11 у  2  , ТО мы видим, что либо

,  а:2> Т
либо

^ 3 > у  •

Допустим опять, что справедливо первое из этих не­
равенств. Для другого случая доказательство аналогично. 
Тогда мы имеем

* і > 4
и

*2> у .

Поскольку
^1+ ^ 2=  — Я3< 1,

мы заключаем, что



так что \\хг хг x3||ÇA, а это противоречит принятому 
условию. %

Только что установленные свойства множества А на­
столько важны, что уместно дать наименование множе­
ствам исходов, обладающих этими свойствами.

О п р е д е л е н и е  16.6. Множество А исходов данной 
игры п лиц называется решением игры, если

1) ни одному элементу множества А нельзя отдать 
предпочтение но отношению к другому элементу множе­
ства А;

2) всякому элементу, не входящему в А, можно пред­
почесть некоторый элемент множества А.

З а м е ч а н и е  16.7. В развитой фон Нейманом теории 
игр п лиц понятие «решений» в только что определен­
ном смысле занимает центральное место. Теория состоит 
по существу в отыскании решений и рассмотрении их 
свойств.

Интуитивное обоснование употребления слова «реше­
ние», конечно, сильно отличается от того, которое было 
дано для игр двух лиц. %

В первом случае под решением подразумевалось мно­
жество вероятностей, с которыми игроку нужно выбирать 
свои чистые стратегии, чтобы получить максимальный 
ожидаемый выигрыш. Но в случае игр п лиц (для п >  2) 
решение имеет целью просто указать множество воз­
можных способов распределения выигрышей в конце 
партии.

Некоторых математиков не удовлетворяла интуитив­
ная основа этого понятия, и был поднят вопрос о том, 
даст ли игроку знание решения данной игры п лиц воз­
можность играть в нее с большим математическим ожи­
данием выигрыша, чем если бы он совершенно не знал 
этой теории. Если бы можно было привести пример иг­
ры, не обладающей решением в смысле фон Неймана, 
то, очевидно, те, кто утверждает, что это понятие решения 
не представляет надлежащей основы для теории игр п 
лиц, были бы вполне правы в своей критике. Поэтому 
очень важно показать, что всякая игра п лиц имеет ре­
шение (в данном смысле), но, к сожалению, этого не 
удалось пока сделать; мы знаем лишь то, что некоторые 
частные виды игр имеют решения (например, известно,



что все игры трех лиц и все игры четырех лиц имеют 
решения, но этого не было показано для игр пяти лиц). 
Мы увидим, что эта общая задача может быть приведе­
на к соответствующей задаче для игр в приведенной форме.

3. Изоморфные игры
О п р е д е л е н и е  16.8. Две игры п лиц ѵ и ѵ' назы­

ваются изоморфными, если существует взаимно однознач­
ное соответствие«----->между исходами игр ѵ и ѵ' такое,
что если а и ß — исходы для ѵ и а' и ß' — исходы для
v' и а<----->а' и ß<----->ß', то для всякого подмножества
игроков Т

а >- ß в игре v 
т

тогда и только тогда, когда
а' >- ß' в игре ѵ'. 

т
Легко показать, что соотношение изоморфизма рефлексив­
но, симметрично и транзитивно. Кроме того, мы имеем 
следующую очевидную теорему.

Т е о р е м а  16.9. Предположим, что игры ѵ и ѵщ изо-
морфны при соотношении <----->, А — решение игры ѵ и
A' —множество всех исходов а' такое, что а<----->а' для
некоторого а в А. Тогда A' есть решение игры ѵ \

Следующая теорема гласит, что S-эквивалентность есть 
достаточное условие для изоморфизма. Можно также по­
казать (доказательство мы опускаем), что это условие 
необходимо.

Т е о р е м а  16.10. Пусть ѵ и ѵ' — две игры, S-эквива- 
лентньіе при константах к и ах, . . . ,  ап. Если || хх .. . хп || 
есть какой-либо исход для и, мы положим

11*1 • •• * » | Н ------ • •• k x n  +  a n \ \ ■

Тогда соотношение <-----> устанавливает изоморфизм
между v и ѵ \

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала покажем, что если
II х х . . .  хп II — какой-либо исход для ѵ, то || кхг +  аг . . .  кхп +

п
+  ап || —исхо^ для ѵ'. В самом деле, поскольку ^  аК — 0,



мы имеем
n п п

2  (kxi "t" ai) S  2  a t =  Ä - 0  +  0  =  0 .  
i = l  i = l  i = 1

Далее, для каждого i мы имеем (из условия S-экви­
валентности):

ѵ'({і}) =  ки ({г}) +  а*; 

a поскольку (ввиду того, что || хг . . .  хп || есть исход для и)

({*'})>
мы заключаем, что

кхі +  аі > ѵ г ( { і}),

что и требовалось доказать.
Для завершения доказательства достаточно показать, 

что если Т — любое подмножество игроков и если 
U хг . . .  хп II и II у х . . .  уп I! — такие исходы (для о), что 

II *і • • • х п II >- II Ух • • • Уп II в игре v,т
то
II кхг ч «1 . . .  кхп +  ап II >- II ку1 +  а1 . . .  куп +  ап || в игре ѵ \

т
Но для любого члена і множества Т мы имеем

>  Уі ,
и, в силу положительности к , ч

' >  куІУ
следовательно,

kxt + 'at >  ку{ +  at.
Далее, поскольку

I  хі < ѵ (Т),
i  6 T

мы видим на основании теоремы 15.7, что

2  (кхі +  аі) = к  2  хі +  ' ï  < kv (T) +  J  й{ =  у ' (T).
i Ç T  i 6 T i £ T  i  £ T

Теорема доказана.
С л е д с т в и е  16.11. Пусть ѵ и v ' — две игры, S-экви­

валентные при константах к и alf . . . , а п, А —решение



игры и, и А' -  множество всех исходов, имеющих форму

II Ьгі +  ві . . .  кхп +  ап ||,

где \\хг . . .æn ||ÇA. Тогда А' есть решение игры ѵ'.
Это следует из теорем 16.10 и 16.9.
С л е д с т в и е  16.12. Если всякая игра в приведенной 

форме имеет решение, то всякая соответствующая ей про­
извольная игра имеет решение.

Это следует из теоремы 15.12 и следствия 16.11.
З а м е ч а н и е  16.13. Итак, чтобы показать, что 

всякая игра имеет решение, достаточно показать, что 
всякая игра в приведенной форме имеет решение (при­
чем следствие 16.11 позволит нам даже найти решения 
произвольных игр, если мы сможем найти решения всех 
игр в приведенной форме). Кроме того, как мы видели, 
всегда имеется лишь один исход для несущественной 
игры в приведенной форме, а именно || 0 0 . . . 0 1| , 
и множество, состоящее из этого одного исхода, есть 
тривиальное решение. Поэтому остается лишь показать, 
что всякая существенная игра в приведенной форме 
имеет решение; но эта задача оказывается довольно труд­
ной. Следует заметить, что поскольку существенная игра 
трех лиц в приведенной форме имеет решение, то отсюда 
вытекает, что всякая игра трех лиц имеет решение.

З а м е ч а н и е  16.14. Можно подумать, что для того, 
чтобы считать определение решения удовлетворитель­
ным, необходимо, чтобы данная игра имела единственное 
решение. Однако фон Нейман не согласен с этим взглядом 
и считает, что данное решение представляет просто при­
нятый обществом стандарт поведения, и, следовательно, 
может и должно быть много решений, соответствующих 
многим возможным устойчивым состояниям общества. 
Его позиция в этом отношении станет нам более ясной 
после того, как мы найдем способ отыскания всех реше­
ний игр трех лиц.

4. Игры трех лиц

Для нахождения решения существенной игры трех 
лиц в приведенной форме уместно ввести новую систему 
координат ДЖГ евклидовой плоскости.



В качестве осей возьмем три проходящие через одну 
точку прямые, составляющие между собой углы 60°, 
а под координатами произвольной точки будем подразу­
мевать расстояния от этой точки до указанных трех

прямых, причем расстояния считаются положительными 
или отрицательными соответственно тому, как показано 
на рис. 51 (так, например, хг положительно для точек, 
лежащих выше горизонтальной прямой, и отрицательно 
для точек, лежащих ниже этой прямой).

Поскольку, как известно, точки евклидовой плоскости 
можно представить с помощью лишь двух координат 
(как, например, в обычной декартовой системе), мы должны 
ожидать, что эти три координаты не будут взаимно не­
зависимы. И действительно, можно легко показать (с по­
мощью некоторых тригонометрических соотношений), что 
для всякой точки II хг х2 х3 у мы имеем

Хі +  х2 -f х 3 =  0 .

Далее, если хІУ х2 и х3 — три числа, сумма которых 
равна нулю, то в плоскости существует точка, координаты 
которой суть II хх х2 х3 у. Итак, мы имеем координатную 
систему, которая автоматически удовлетворяет одному 
из условий, определяющих исход (для игры трех лиц). 
Другое условие говорит, что точка, соответствующая 
исходу, должна лежать в заштрихованном треугольнике, 
как показано на рис. 52. Таким образом, эта заштрихо­



ванная область, которую мы будем называть «фунда­
ментальным треугольником», представляет все исходы 
для этой игры.

Мы обратимся теперь к геометрическому представле­
нию соотношения предпочтения. Мы видели, что один 
исход не может быть предпочтен другому по отношению

к пустому множеству, множеству, состоящему из одно­
го элемента, или множеству всех игроков, поэтому 
нужно рассмотреть в случае игр трех лиц лишь предпоч­
тение по отношению к двухэлементным множествам.

Далее мы замечаем, что если || х1 х2 х31| — какой-либо 
исход, то

^  +  a:2<t ) ( { l ,  2}).

В самом деле, если бы мы имели

+   ̂({1. 2})» 
то мы могли бы заключить, что

- х 8 > - у ( { 3 } ) ,

и, следовательно,
жз <  у ({3})-

Но это проМйоречит опредедению исхода. Аналогично



мы заключаем, что
£i +  £3<t>({l ,  3})

И
х2-{-х3^ ѵ  ({2У 3}).

Итак, двухэлементное множество Т в игре трех лиц всег­
да удовлетворяет условию (2) определения 16.4, и мы за­
ключаем. что исход \\хг х2 х3 II должен быть предпочтен

исходу I у г у2 2/з I тогда и 
только тогда, когда либо

хг >г/з и х2 >  у2і 

либо 
хг > у г и х3 >  у3, 

либо

х2 >  у 2 и х3 >  ÿ3.

Отсюда мы заключаем, что 
исход Ü хг х2 х3 у предпоч­
тительней, чем те исходы, 
которые лежат в заштрихо­

ванных областях рис. ù'ô (за исключением трех граничных 
прямых, проходящих через точку х2 х3 \\). Мы видим, 
кроме того, что всякая точка в незаштрихованных об­
ластях представляет исход, более прёйпочтительный, чем 
исход И #1 х2 х31|. Таким образом, если \\хх х2 хѣ)\ и
II Уі У2 Уз II — Два исхода, ни один из которых не пред­
почтительней другого, то соответствующие точки лежат 
на прямой, параллельной одной из координатных осей.

Мы обратимся теперь к задаче определения всех ре­
шений этой игры. Поскольку игра существенная, мы ви­
дим из построения в замечании 16.5, что всякое решение 
А должно содержать по меньшей мере два исхода. Кроме 
того, всякие два элемента множества А должны лежать 
на прямой, параллельной одной из координатных осей 
(ибо иначе один из них следовало бы предпочесть дру­
гому, что противоречит условию (1) определения 16.6).

Мы будем различать два случая, соответственно тому, 
лежат ли все точки множества А на одной прямой или



нет. Во втором случае мы приходим к решению
1 1  - 1 1 1 — 1 — - 1  1 1
2 2 1 > ! 2 2 j 2 2

которое рассматривалось раньше. В первом случае мы 
заключаем, что А должно содержать все трчки внутри 
фундаментального треугольника, лежащие на данной 
прямой, и, кроме того, что должно выполняться одно 
из следующих трех условий:

1) А состоит из всех исходов || с х2 х3 ||, где с
фиксировано и удовлетворяет неравенствам —1 <  с <  у  ;

2) А состоит из всех исходов || хг с х3 1|, где с 
фиксировано и удовлетворяет неравенствам —1

3) А состоит из всех исходрв -|| хг х2 с | | , где с 
фиксировано и удовлетворяет неравенствам —1 < С < у  .

З а м е ч а н и е  16.15. Таким образом, для существен­
ной игры трех лиц мы имеем затруднительное изобилие 
решений. Помимо конечного решения (состоящего из трех 
исходов), с которого мы начали наше исследование, мы 
нашли бесконечный набор бесконечных решений. Кроме 
того, всякая точка фундаментального треугольника лежит 
по меньшей мере в одном из описанных множеств, так 
что всякий исход принадлежит хотя бы одному решению; 
итак, ни один из возможных исходов не исключается.

Фон Нейман объясняет эту ситуацию тем, что, как 
было упомянуто раньше, различные решения предста­
вляют разные стандарты общественного поведения. В рас­
сматриваемой игре трех лиц он называет единственное 
конечное решение «^дискриминированным», а другие 
решения «дискриминированными». Так, например, реше­
ние, соответствующее указанному выше условию (3), 
представляет общественное соглашение, по которому 
игроки 1 и 2 решают исключить игрока 3 из своих пере­
говоров, но дают ему фиксированную сумму с (чем мень­
ше с, тем, конечно, хуже для игрока 3). Как игроки раз­
делят между собой сумму — с, теория не решает; 
предполагается, что это будет определяться такими по­
сторонними факторами, как сила убеждения и упорство 
игроков.  ̂ ^  ‘



Если представить все это в возможно более благо­
приятном свете, то, по-видимому, эти выводы указывают, 
что когда три человека играют в существенную игру трех 
лиц в приведенной форме, то либо (1) двое из них должны 
решить исключить третьего из всех переговоров и произ­
вольно назначить ему фиксированную сумму с, решив 
между собой (каким-нибудь способом, который не уточ­
няется), как разделить сумму — с; либо (2) никто не 
исключается из переговоров, но два из них решают дать 
третьему —1 и разделить между собой поровну + 1.

Трудно поверить, что эти знания дадут возможность 
играть увереннее и с большей выгодой, особенно если 
другие два игрока не знают этого правильного способа 
игры. Поэтому теория игр п лиц, по-видимому, еще не 
является вполне удовлетворительной.
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хгі У п р а ж н е н и я

1. Характеристическая функция ѵ некоторой игры пяти лиц 
определена следующим образом:

у (Т )=  0, если Т содержит 0 элементов,
V (Т) =  —1, если Т содержит 1 элемент,
у (Т )=  0, если Т содержит 2 элемента,

• и(Т) =  0, если Т содержит 3 элемента,
и(Т) =  + 1 , если Т содержит 4 элемента,
и (Т )=  0, если Т содержит 5 элементов.

Покажите, что каждый из двух исходов
а =  I I— 0,1 — 0,1 — 0,2 — 0,2 + 0 , 6  И,
Р — II — 0,2 —0,2 - 0,1 - 0,1 + 0,6 И

предпочтительней другого.



2. Покажите, что если имеются два исхода для игры п лиц, каж­
дый из которых предпочтительней другого, то п >  5.

3. Покажите, что в существенной игре трех лиц в приведен­
ной форме существуют три исхода, которые не предпочтительней 
каких-либо других исходов. Обобщите этот вывод на случай су­
щественной игры п лиц.

4. Найдите все решения игры трех лиц, у которой характе­
ристическая функция и определена следующим образом:

V ( Л )  =  0 ,  о ( { 1 ,  2 } )  =  8 ,

V ( { 1 } ) =  — 4 ,  ѵ( { і ,  3 } )  =  3 ,

^ ( { 2 } ) = — 3 .   ̂ ({2, 3 » = 4 ,

ѵ ( { 3 } ) =  — 8 ,  о ( { 1 , 2 , 3 } ) - = 0 .

5. Докажите теорему 16.9.
6. Покажите, что соотношение изоморфизма игр рефлексивно, 

симметрично и транзитивно.
7. Характеристическая функция ѵ некоторой игры четырех лиц 

определена следующим образом:

о (Т )=  0, если Т содержит 0 элементов,
с;(Т) =  —1, если Т содержит 1 элемент,
і>(Т)= 0, если Т содержит 2 элемента,
у(Т) =  -Ь1, если Т содержит 3 элемента,
£>(Т)= 0, если Т содержит 4 элемента.

Покажите, что следующее множество из тринадцати исходов 
есть решение игры:

IО О О О I

о т - 1

1 1— 1 о —
2 2

0 т

1 1JL ±  о — 1 2 2
1 1 _L _  i  _£ о
2 2

1 1 
0 ?  т  - 1
_1 і  о і

1 2 2
1 \ 

- •  0 Т  1

1 1
2 2

1> 2

» — 1

> 0

-1 О

- 4

І  0
А  ■ 
2

8. Найдите другое решение игры, определенной в упражнении 7.



ИГРЫ, В КОТОРЫХ СУММА ВЫИГРЫШЕЙ 
МОЖЕТ БЫТЬ НЕ РАВНА НУЛЮ.

ТЕОРИЯ ФОН НЕЙМАНА — МОРГЕНШТЕРНА

1. Характеристические функции

До сих пор мы рассматривали лишь игры с нулевой 
суммой, то есть игры, в которых сумма математических 
ожиданий выигрышей игроков равна нулю. Хотя салон­
ные игры часто относятся к этому виду, игры с ненуле­
вой суммой (как было упомянуто в главе I) очень важны 
с точки зрения применений в экономике. Так, например, 
если мы рассматриваем взаимодействие профессиональ­
ного союза и промышленной фирмы как игру двух лиц, 
то, очевидно, эта игра не есть игра с нулевой суммой, так 
как некоторые действия (например, соглашение о дого­
воре) выгодны oöemf сторонам. Поэтому теория игр с не­
нулевой суммой занимает чрезвычайно важное место 
в развитии общественных наук.

Эта глава будет посвящена изучению игр, в которых 
условие нулевой суммы может не выполняться. Но по­
скольку нежелательно исключать из рассмотрения игры 
с нулевой суммой, мы будем применять выражение «игры 
общего видк» для обозначения игр как с нулевой, таки с не­
нулевой суммой; мы будем говорить просто «игра» вместо 
«игра общего вида», когда это не может привести к не­
доразумениям.

К сожалению, оказывается, что несмотря на большое 
значение игр общего вида для общественных наук, до сих 
пор не существует исследования таких игр, которое 
можно было бы считать достаточно удовлетворительным.



Не будем давать полного изложения теорий, разработан­
ных в этой области, ограничимся лишь кратким очерком 
теории фон Неймана и Моргенштерна.

При рассмотрении игр общего вида очевидно, прежде 
всего, что нам нужно рассматривать лишь игры в прямо­
угольной форме. В самом деле, введя понятие стратегии, 
мы всегда можем привести всякую игру общего вида к 
игре в прямоугольной форме.

Таким образом, игра п лиц общего вида с игроками 
{1, . . . ,  п) будет полностью задана, если мы опишем п мно­
жеств {Сі, . . . , С п}, из которых игроки производят выбо­
ры, и п платежных функций {М ІУ . . . , A f n}. Партия игры 
состоит в следующем: игрок і ( і  =  1, . .  . ,п)  выбирает эле­
мент из множества Ct и сообщает свой выбор судье 
(но не другим игрокам); после того как выборы сделаны, 
судья уплачивает игроку сумму

М г (х1$

Если каждое из множеств С* конечно, мы называем 
самую игру конечной. Игра есть игра с нулевой суммой, 
если в тех случаях, когда \\хг . . .  хп \\ принадлежит де-
картовому произведёнию Сх X . . .  X Ся множеств Сі.........Сп,
мы имеем:

n
2  Mt (#i> • § •, xn) —0.
i—1

В дальнейшем мы обычно не будем предполагать, что 
это равенство выполняется.

С некоторой точки зрения можно рассматривать игру 
п лиц общего вида как особый вид игры (п 4- 1) лица. 
Действительно, пусть у нас имеется игра п лиц общего 
вида с игроками {1, . . . , / і } ,  множествами для выбора 
{С*, . . . , С П} и платежными функциями {М ѵ  . , . , М П}; 
возьмем произвольное множество СЛ+1 и определим функ­
цию М п+ІУ положив для любого элемента \\хх . . .  х п || из 
произведения Сг X . . .  X Сп

п
м п. • • .  » * » )  =  -  S  M t (xlt <сп).

й*



Тогда мы можем рассматривать {Сх, . . . ,  Сп, Сп+1} и 
{М г, . .  . ,Afn, Мп+1} как множества для выбора и пла­
тежные функции игры (п + 1) лица с игроками 
{1, . . . ,  п, п +  1}; кроме того, из способа, которым была оп­
ределена М п+Ѵ мы сразу видим, что эта новая игра есть 
игра с нулевой суммой.

Конечно, отсюда не следует, что это построение позво­
ляет нам одним шагом привести теорию игр общего вида 
к играм с нулевой суммой, ибо построенная выше игра 
(п 1) лица имеет некоторые особые свойства. Прежде 
всего, значения^ которые принимают платежные функции, 
не зависят от выбора, производимого игроком л + 1; и, 
что более существенно, игрока и +  1, поскольку он яв­
ляется лишь математической фикцией по отношению к 
первоначальной игре, нельзя представлять себе как всту­
пающего в коалиции или производящего побочные пла­
тежи. Тем не менее это представление игры п лиц обще­
го вида как игры п + 1  лица с нулевой суммой приносит 
некоторую формальную пользу.

Пусть Г — игра п лиц общего вида и Г' — введенное 
выше ее представление как игры (п + 1) лица с нулевой 
суммой. Из выводов главы XV мы видим, что Г' имеет 
характеристическую функцию, то есть имеется действи­
тельная функция V, определенная на всех подмножествах 
множества Nn+1 =  {1, . . . ,  n, тг+ 1} игроков игры Г' и та­
кая, что ü (Т) для всякого подмножества Т множества 
Nn+1 изображает сумму, которую могут выиграть игроки 
подмножества Т, если они ~ объединяются в коалицию. 
Указанная функция ѵ тем более определена на множе­
стве Nn =  {1, . . . ,  и} игроков первоначальной игры, и 
о(Т) для любого подмножества Т множества Nn также 
изображает сумму, которую могут выиграть игроки под­
множества Т, если они составят коалицию. Мы называем 
такую функцию ѵ (когда ее независимые переменные 
ограничены подмножествами множества Nn) характерис­
тической функцией первоначальной игры Г.

Легко показать, что если Г — игра с нулевой суммой, 
то характеристическая функция игры Г, определенная 
выше, тождественна с характеристической функцией, 
определенной в главе XV. Итак, наше новое определение 
совместимо с прежним определением, и мы можем гово-



рить о характеристцческих функциях игр вообще, неза­
висимо от того, с нулевой или ненулевой суммой наши 
игры.

Мы имеем далее следующую теорему.
Т е о р е м а  17.1. Если ѵ—характеристическая функция  

игры ( общего вида) с игроками Nn =  {l, то
1) V (Л) =  0;
2) если R и Т — непересекающиеся подмножества мно­

жестве Nn, то
/ (R U  Т) >  у (R) +  V (Т).

, Кроме того, если ѵ — любая действительная функция , 
onредс. генная на классе всех подмножеств множества Nn и удо­
влетворяющая условиям (1) и (2), то существует игра (общего 
вида) Г, имеющая характеристическую функцию ѵ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если ѵ — характеристическая 
функция игры общего вида Г с игроками Nn, то по опре­
делению существует игра с нулевой суммой Г' и игро­
ками Nn+1, такая, что характеристическая функпия ѵ' игры 
Г' удовлетворяет равенству

ü (Т) =  ѵ9 (Т  ̂ для T ç N n. (1)

По условию (1) леммы 15.2 мы видим, что
о'(Л) =  0, (2)

а из условия (3) теоремы 15.1, если R и Т суть непере­
секающиеся подмножества множества Nn+3 (и тем более 
если они непересекающиеся подмножества множества Nn), 
мы имеем:

ѵ9 (R U T ) > t /  (R) +  ü' (Т). (3)

Первая часть теоремы вытекает из соотношений (2) 
и (3) при наличии равенства (1).

Чтобы доказать вторую часть теоремы, предположим, 
что V — любая действительная функция, определенная на 
классе всех подмножеств множества Nn и удовлетворя­
ющая условиям (1) и (2). Мы определяем функцию ѵ' 
на классе всех подмножеств множества Nn+1 следующим 
образом:

Ѵ( Т)  =о(Т) ,  если ( n + l ) g T ,  (4)
ѵ' (Т) =  -  V (Nn+1— Т), если ( п + 1) g Т. (5)



Из (4) и из определения характеристической функции 
игры общего вида мы видим, что остается показать, что 
и* есть характеристическая функция игры (п +  1) лица 
с нулевой суммой. В самом деле, на основании теоремы 
15.3 достаточно показать, что ѵ' удовлетворяет трем 
условиям теоремы 15.1. Но на основании условия (1) 
и соотношения (5) сразу следует, что ѵ' удовлетворяет 
условию (1) теоремы 15.1; а из (5) непосредственно вы­
текает, что v ' удовлетворяет условию (2) теоремы 15.1. 
Далее, если ни R, ни Т не содержат (n +  1), то условие (3) 
теоремы 15.1 следует прямо из условия (2) и из (4); 
а если и R, и Т содержат (тг +  1), то условие (3) теоре­
мы 15.1 тривиально верно. Поэтому достаточно показать, 
что условие (3) теоремы 15.1 выполняется, если п + 1 
принадлежит одному из множеств R или Т, но не при­
надлежит другому. Не нарушая общности, мы можем 
предположить, что

(n- f - l )çR,  (6)
(л+  1)6 Т. (7)

Множества Т и Nn+1— (R(JT) суть непересекающиеся 
подмножества множества Nn; следовательно, на основании 
условия (2)

О (T|J[Nn*i -  (RU T)]) > v ( T ) - \ - u  [Nn+1 -  (RUT)]. (8)

Поскольку R и T не пересекаются,'T er Nn+1 - R и, сле­
довательно, 1

T U [Nn*i -  (R U T)] =  T U [Nn+1 — R] =  Nn+1 -  R. (9) 
Из (8) и (9) имеем:

о (Nn+i-  R) >  t» (T) +  о [Nn+1 -  (RUT)], 

и, следовательно, на основании (5) и (4)

-  у ' (R) >  У' (Т) — v' (R(JT). (10)
Из (10) путем перестановки членов мы заключаем, что 

xf (R|JT) >  v' (R) +  v' (T), 
что и требовалось доказать.



Теперь можно перенести понятие S-эквивалентности 
и интуитивные доводы, служащие для его обоснования, 
с игр с нулевой суммой на игры общего вида.

О п р е д е л е н и е  17.2. Две характеристические функ­
ции п лиц (для игр п лиц общего вида) ѵ и ѵ' назы­
ваются S-эквивалентными, если существует положитель­
ная константа / с и п  чисел Aj.........ûn таких, что для
всякого подмножества Т множества Nn

о(Т) =  *о'(Т) +  2 а , .
ІЕТ

З а м е ч а н и е  17.3. Поскольку мы уже не ограни­
чиваемся играми с нулевой суммой, нам нет необходимости 
при определении S-эквивалентности налагать ограниче­
ние, что

S a i =  0.
І=1

Поэтому нужно заметить, что определение 17.2 не­
сколько расширяет класс игр, S-эквивалентных данной 
игре с нулевой суммой, по сравнению с определением 15.5 
(и замечанием, следующим за теоремой 15.7).

В самом деле, игры с нулевой суммой по новому 
определению могут быть S-эквивалентны играм с постоян­
ной суммой, то есть играм, у которых характеристические 
функции удовлетворяют условию

u(T) +  o(Nn- T )  =  t>(Nn)

для всякого подмножества Т множества N. Во избежа­
ние связанных с этим недоразумений мы будем впредь 
всегда применять термин «S-эквивалентность» в смысле 
определения 17.2.

Следующее понятие приведенных форм игр общего 
вида, очевидно, совпадает с понятием приведенных форм 
игр с нулевой суммой, определенным в 15.8.

О п р е д е л е н и е  17.4. Игра п лиц общего вида 
с характеристической функцией ѵ называется игрой в при­
веденной форме, если

Ь(Г1}) =  ^({2})--------* ({ * } )  =  Y.



где либо либо у  =  — 1, и, кроме того,
v  (N n) =  0.

Мы называем у модулем функции о.
Доказательство следующей теоремы аналогично до­

казательству теоремы 15.12.
Т е о р е м а  17.5. Если ѵ—характеристическая функ­

ция какой-либо игры общего вида, то ѵ S-эквивалентна 
одной и только одной характеристической функции в при­
веденной форме.

Как и в случае игр с нулевой суммой, мы называем 
игру общего вида существенной, если она S-эквивалентна 
игре в приведенной форме с модулем —1; в противном 
случае она называется несущественной.

2. Исходы и решения

Как и в случае игр с нулевой суммой, введем понятие 
упорядоченной системы ||х г . . .  хп \\ действительных чисел 
для обозначения распределения денег между игроками 
в конце партии. Как и раньше, нам не нужно рассматри­
вать распределения, при которых кто-нибудь из игроков 
получает меньше, чем он мог получить без посторонней 
помощи; поэтому мы налагаем условие

Хі >ѵ( { і ) )  (г =  1, . . . ,  п).

Далее, поскольку мы допускаем соглашения и подобные 
платежи между игроками, представляется уместным рас­
сматривать лишь такие распределения \ \хг . . . х п \\9 что

2  Хі =  ѵ( {1 .........п}).
І=1

В самом деле, игроки, очевидно, могут совместно поза­
ботиться о том, чтобы получить v ({1, . . .  ; /г}), составив 
коалицию, так сказать, «против природы». А если было бы 
предположено такое распределение, что

п

2  жг <  0  ({1» • • • >  П))-г=1
то можно было бы указать способ игры и способ рас­
пределения платежей в конце партии, который даст



игроку і (і =  1, п) больше, чем х{, а именно, такой 
способ игры, что каждый игрок получит

п

.........п} ) - Е жі ]  > хі ■
і= 1

Поэтому мы определяем исход для игры общего вида 
следующим образом:

О п р е д е л е н и е  17.6. Исходом игры общего вида, 
имеющей характеристическую функцию ѵ, мы называ­
ем вектор

и*» • • •«»и
такой, что

1) 2  *і =  о({1. ••• .  п})і=1
и

2) Для і =  1, . . . ,  п.

З а м е ч а н и е  17.7. В том случае, если игра общего 
вида оказывается игрой с нулевой суммой, мы получаем 
такое же понятие исхода из определения 17.6, как и из 
определения 16.1. В самом деле, условие (2) определе­
ния 17.6 тождественно с условием (2) определения 16.1; 
а если игра является игрой с нулевой суммой, мы имеем:

г>({1, . . . ,  п}) =  0 ,

так что условие (1) определения 17.6 такое же, как 
условие (1) определения 16.1.

Мы можем теперь ввести понятия предпочтения и ре­
шения точно так же, как и в случае игр с нулевой сум­
мой (см. определения 16.4 и 16.6). Замечания относи­
тельно этих ионятий, сделанные в главе 16, относятся 
естественно и к играм общего вида. В частности, остается 
справедливым, что S-эквивалентные игры изоморфны по 
отношению к предпочтению; таким образом, нам и здесь 
нужно рассматривать лишь приведенные формы игр.

Чтобы пояснить понятие решения, мы найдем все 
решения игр" двух лиц в приведенной форме. Если



V—характеристическая функция такой игры, то 
£>(Т) =  0, когда Т содержит 0 элементов, 
ü(T) =  y> когда Т содержит 1 элемент, 
у(Т) =  0, когда Т содержит 2 элемента.

Таким образом, характеристическая функция вполне 
определена, если дано у, и нам нужно различать лишь 
два случая, когда у =  0 или у =  — 1.

Если у —0, то и равна тождественно нулю, и игра 
является несущественной. В этом случае имеется лишь 
один исход, а именно ||0 0 ||, а множество, состоящее 
из него, есть решение (очевидно, единственное возможное).

Если у — — 1» то имеется бесконечное число решений, 
а именно, множество всех пар || аг2 |І» таких, что

— 1 < ж ь — 1 < £ 2
и

1̂ +  2̂ =  °-
Итак, исход есть любая упорядоченная пара вида 

\ х  — х \ \ 9 где — 1 < # < 1 .  Но мы замечаем, что ни один 
исход не может быть предпочтен другому; это можно 
видеть из рассмотрения различных возможных множеств 
игроков. Так, например, если бы мы имели

II ж - * | | > ^ | | у  -У ІІ^  
то мы получили бы і

ÿ < æ < 0 ({ 1}),
и, следовательно,

У <  О ({!}).
что противоречит условию, что || у  — у  || есть исход.
Итак, множество всех исходов также есть решение и, 
очевидно, единственное.

Отсюда следует, что решение существенной игры двух 
лиц (общего вида) в неприведенной форме есть множество 
всех пар | |#іЖ2|І» гДе х і и х 2 удовлетворяют условиям

»({1JX ® !, 
о  ({2}) ̂  Xj, 

X ,  4- Ж, =  о({1, 2)).



Истолкование этого результата для игры двух лиц 
с ненулевой суммой следующее: игроки должны найти 
способ игры, который обеспечит им максимальную сумму 
выигрышей, а затем разделить между собой эту сумму 
таким образом, чтобы каждый получил по меньшей мере 
то, что он мог бы получить при «самостоятельной» игре, 
когда другой игрок стремился бы причинить ему воз­
можно больше вреда. Помимо этого последнего условия, 
теория не указывает способа, как нужно разделить 
выигрыши.

п Р и м ер  17.8. Рассмотрим игру двух лиц, в кото­
рой у каждого игрока имеются две стратегии и в которой 
платежные матрицы следующие:

1 - 2 1 3
- 1  1 » 4 - 1

(так, например, если игрок 1 выбирает свою первую 
стратегию, а игрок 2 — свою вторую стратегию, то первый 
игрок получает —2, а второй игрок получает 3).

Но ѵ({ і ) )  есть цена игры с нулевой суммой, имеющей 
матрицу

1 —2 
- 1  1 *

Итак,

* ({ !} )=  - у -

Игрок 1 может быть уверен, что, применяя смешанную 
и 2 1стратегию у  у  , он получит по меньшей мере —у .

Подобно этому ѵ({2}) есть цена игры с нулевой суммой, 
имеющей матрицу

1 4
3 - 1  •

Итак,

ü ({2}) =  у  .
4 3Игрок 2, прШР&няя смешанную стратегию у  у  , может



13 „с гарантией получить по меньшей мере у  . Для отыска­
ния ѵ({1,  2}) мы просто берем максимальное значение 
сумм соответствующих элементов двух первоначально 
данных матриц:

°({1> 2}) =  3.
Наконец,

і/(Л) =  0.

Следовательно, решение этой игры есть множество 
всех пар таких, что

X! +  Х2 =  3,

* 1>  - J  •
^  13Х% ^  у  *

Таким образом, игроки могут рассчитывать на то, что 
они получат

1 , 47 Q 13 . 4 7 //1 оѵ# ! — — 5 + 35Ѳ и х 2 7 + 35(1 Ѳ),

где Ѳ —число, лежащее между 0 и 1, которое опреде­
ляется переговорами между игроками.

Можно также найти все решения игры трех лиц с не­
нулевой суммой. Это исследование яЬ слишком трудное, 
но мы его опустим.’ Вместо этого обратимся к критике 
одного из основных допущений теории фон Неймана.

Следует заметить, что вся теория фон Неймана для игр 
общего вида основана на понятии характеристической 
функции. Это значит, что если две игры имеют одинаковые 
характеристические функции, то они имеют одинаковые 
решения. Но кажется спорным, является ли это интуитив­
но достаточным. Связанные с этим интуитивные затруд­
нения можно пояснить на следующем примере.

П р и м е р  17.9. Рассмотрим игру двух лиц в прямо­
угольной форме, в которой у первого игрока имеется 
лишь одна (чистая) стратегия, а у второго — две страте­
гии. Платежные матрицы игры таковы:



*
Таким образом, если второй игрок применяет страте­

гию 1, то первый игрок получает 0 , а второй игрок 
—1000; если он применяет стратегию 2, то первый игрок 
получает 10, а второй игрок получает 0 (это, конечно, 
игра с ненулевой суммой).

Интуитивно представляется обоснованным предполо­
жение, что игрок 1 находится в лучшем положении, чем 
игрок 2. В самом деле, если игрок 2 хочет поступать так, 
чтобы добиться максимальной величины своего выигрыша, 
то он выберет стратегию 2 и получит 0 вместо — 1000, 
и в этом случае игрок 1 получит 10. Можно, конечно, 
подумать, что игрок 2 сможет получить от игрока 1 не­
которую долю от этой суммы 10, угрожая применить 
стратегию 1, которая приведет к уменьшению выигрыша 
игрока 1 с 10 до 0; но ввиду того, что игрок 2 сам потеряет 
слишком много, если он выполнит свою угрозу (действи­
тельно, он потеряет гораздо больше, чем игрок 1), мало­
вероятно, чтобы игрок 1 принял угрозу всерьез. Угрожая 
таким образом, игрок 2 уподобится рабочему, который 
сказал бы своему хозяину: «Поскольку вы получаете 
прибыль от моего труда, я требую, чтобы вы разделили 
эту прибыль со мной; если вы откажетесь, я изувечу себя 
так, что впредь я буду не в состоянии работать, и вы не 
получите от меня никакой прибыли», рабочий вряд ли 
мог бы ожидать чего-нибудь другого, кроме отказа такому 
требованию.

Однако для нашей цели даже не обязательно говорить, 
что игрок 1 сможет сохранить всю сумму 10; наше поло­
жение будет доказано, если мы признаем, что игроки 1 
и 2 находятся не в одинаковых условиях, так что игрок 1 
сможет сохранить больше 5. Возможно, правильная поста­
новка этой интуитивной задачи — это спросить себя, 
будет ли нам безразличным при игре в эту игру взять 
на себя роль игрока 1 или роль игрока 2 .

Большинство предпочтут быть игроком 1, и даже 
большинство заплатили бы деньги, чтобы быть игроком 1, 
а не игроком 2.

Если признается, что в этой игре игрок 1 в лучшем 
положении, чем игрок 2, то ясно, что всякое «решение» 
игры долщцо быть определено так, чтобы отразить эту 
асимметрию. ï ïo  для решения в смысле фон Неймана это



не выполняется, ибо, как мы видели, решение опреде­
ляется полностью через характеристическую функцию, 
а характеристическая функция этой игры симметрична 
относительно первого и второго игрока; действительно, 
легко проверить, что характеристическая функция ѵ 
такова:

о(А) =  0,
» ( { ! } )  =  о  ( { 2 } )  =  О,  

ѵ ( { і ,  2}) =  10.

Таким образом, решение этой игры в смысле фон Ней­
мана есть множество всех упорядоченных пар \\х у ||, 
где X и у  — неотрицательные числа, сумма которых рав­
на 10.

Библиографическое замечание

Материал этой главы взят в основном из работы 
фон Неймана и Моргенштерна [92], главы 5 и 6.

У п р а ж н е н и я

1. Рассмотрим следующую игру: в одно из гнезд барабана 
револьвера кладется пуля (другие гнезда оставляются пустыми); 
каждый из игроков крутит барабан, приставляет револьвер к своей 
голове и нажимает собачку. Игроки играют по очереди, пока все 
не пройдут по разу или пока один из них Hg застрелится. Платеж 
каждому игроку — либ<р смерть, либо чувство облегчения, по­
являющееся при избавлении от смерти.

Является ли эта игра игрой с нулевой суммой?
2. Рассмотрим игру двух лиц, в которой у каждого игрока 

имеются две стратегии и платежные матрицы для обоих игроков 
таковы:

| і  3 — 1 2
|о  10 > 5 1

Найдите характеристическую функцию этой игры.
3. Найдите приведенную форму следующей характеристической 

функции для игры трех лиц:
V (А) =  0,

ѵ (Ш ) =  о, 
*({2} )= 1, 
*({3})= 4 ,

г({1, 2}) =  3, i 

*({1. 3 })= 6 , 
ѵ({2,  3 } )= 7 , 

»({1, 2, 3 } )= 8 .

f



4. Найдите решение (в смысле фон Неймана) для игры трех 
лиц, имеющей следующую характеристическую функцию:

ѵ (Л) =  0,

27 ({1}) =  г> ({2}) =  г? ({3})= —1,

»({1, 2}) =  г? ({1, 3}) =  г? ({2, 3}) =  г? ({1, 2, 3}) =  0.

5. Докажите теорему 17.5.
6. Докажите теорему 15.9 для игр общего вида.
7. Докажите теорему 15.15 для игр общего вида.



НЕКОТОРЫЕ НЕРЕШЕННЫЕ ЗАДАЧИ 

1. Два вида задач

Теперь учащийся уже без сомнения понял, что теория 
игр еще далека от завершения. Конечно, в любом 
разделе математики, как бы он ни был стар, по- 
прежнему встречаются трудные задачи; но в устано­
вившихся дисциплинах (таких, как, например, теория 
чисел) нерешенные задачи имеют четкий и определенный 
характер; все, по-видимому, точно знают, что означает, 
скажем, Великая теорема Ферма; дело лишь в том, чтобы 
найти доказательство или опровержение этого ясно сфор­
мулированного предложения. В теории игр мы также 
встречаемся с трудными задачами, так сказать, «принци­
пиального» характера. Под этим подразумеваются зада­
чи, подобные следующей: какие формальные обобще­
ния математической теории могут быть полезны в прак­
тических приложениях и какие изменения нужно произ­
вести в существующей теории, чтобы ее можно было при­
менить к данным практическим ситуациям. В наиболее 
общем смысле эти задачи сводятся к вопросу о том, какой 
формальный математический аппарат лучше всего при­
годен в качестве орудия исследования ситуаций, встре­
чающихся при столкновениях между разумными деяте­
лями; таким образом, принципиальные задачи, в про­
тивоположность, так сказать, «техническим», связаны 
с вопросом о том, какой наукой должна быть теория игр, 
а не о том, какие теоремы можно установить в разделах 
теории (об этом уже достигнуто принципиальное согла­
шение).



Конечно, это различие между техническими и прин- 
. ципиальными задачами не очень резкое: многие задачи 

являются отчасти техническими и отчасти принципиаль­
ными. В этой главе мы рассмотрим три из наиболее важ­
ных нерешенных задач теории игр; первая из них отчасти 
техническая, а остальные две в основном принцпиальные.

2. Игры, проводимые на пространстве функций

Разбирая в главе VII бесконечные игры, мы очень 
быстро перешли к частному случаю непрерывной игры, 
в которой каждый игрок выбирает число из замкнутого 
единичного интервала, а все исследование в следующих 
главах ограничивалось этим случаем и его тривиальными 
модификациями.

Но поскольку непрерывные (бесконечные) игры ана­
логичны прямоугольным (конечным) играм, можно поду­
мать, что введением стратегий мы могли бы привести вся­
кую бесконечную игру к непрерывной, как и всякую конеч­
ную игру введением стратегий можно привести к прямо­
угольной игре. Однако, к сожалению, это не всегда так, 
ибо вполне возможно, что, например, число стратегий ока­
жется так велико, что их даже нельзя поставить во взаим­
но однозначное соответствие с действительными числами 
замкнутого единичного интервала.

Так, например, предположим, что игра имеет четыре 
хода:

Ход I. Р 1 выбирает действительное число хх.
Ход II. Р2, зная значение хѵ  выбирает действительное 

число у х.
Ход III. jРХ1 зная у ъ  но забыв хх, выбирает действи­

тельное число х2.
Ход IV. Р 2, зная ух и жа, но забыв хх, выбирает дей­

ствительное число у2.
Платеж при этом есть некоторая функция четырех 

переменных х х, х2, у л и у2. Чистая стратегия игрока Р х 
есть упорядоченная пара || a f || , где а — действительное 
число, а /  — функция одного действительного перемен­
ного ух; чистая стратегия игрока Р 2 есть упорядоченная 
паРа II g .гДе g — функция одного действительного 
переменного хх, a h — функция двух действительных



переменных ух и х2. Поскольку функций действительного 
переменного больше, чем действительных чисел (в самом 
деле, если с — число действительных чисел, то имеется 
2е функций действительного переменного*)), очевидно, 
ни стратегии игрока Р г, ни стратегии игрока Р 2 нельзя 
поставить во взаимно однозначное соответствие с точ­
ками замкнутого единичного интервала, и, следовательно, 
эту игру нельзя свести к непрерывной.

В действительности легко описать игры, в которых 
каждый игрок имеет лишь один ход и ни один из игроков 
не знает о выборе другого, но которые не эквивалентны 
непрерывным играм. Чтобы облегчить описание простой 
игры подобного рода, обозначим через F множество всех 
функций /, определенных на замкнутом единичном интер­
вале, таких, что 0 < / ( # ) < 1  (для 0 < # < 1) и интеграл 
i

\^f(x)dx существует. Игра состоит теперь в следующем: 
о
Р х выбирает элемент /  множества F, а Р 2, не зная, какой 
выбор сделал Р х, выбирает элемент g множества F; 
затем игрок Р х платит игроку Р 2 сумму

i
M ( f , g ) = ^ [ f ( x ) - g ( x ) f d x .

о
Поскольку, как известно, F содержит больше элементов, 
чем имеется действительных чисел, м^ опять видим, что 
эту игру нельзя привести к непрерывной, изменив обо­
значения элементов множества F.

Очевидно, платежная функция игры только что опи­
санного вида не обязательно имеет седловую точку, и по­
этому естественно предположить, что игроки применят 
смешанные стратегии. В данном случае смешанная стра­
тегия есть функция распределения на множестве F или, 
как иногда говорят, функция распределения на про- 
странстве функццй. Но теперь возникает вопрос: ка­
кому классу А подмножеств множества F приписывать

*) Эта условная запись означает, что мощность множества дей­
ствительных функций существенно превышает мощность конти­
нуума (с). (Прим. ред.)



функции распределения? Легко показать, что мы не 
можем получить интуитивно приемлемых выводов, ес­
ли предположим, что А есть класс всех подмножеств 
множества F; а, с другой стороны, раз мы начали 
исключать подмножества из F, неясно, где нужно 
остановиться. Очевидно, этот вопрос связан с вопросом 
о том, как мы определим математическое ожидание для Р г, 
если Р г применяет функцию распределения F на F, а Р 2 
применяет функцию распределения G на F.

Для сравнения можно заметить, что наше опреде­
ление функции распределения на единичном интервале 
(в главе VIII) сводится к предположению, что вероят­
ность определена на всяком множестве, измеримом по 
Лебегу. Но не очевидно, имеется ли столь же естествен­
ный класс подмножеств пространства функций.

Эта задача в том виде, как она описана, является 
почти полностью принципиальной. Задача отыскания 
интуитивно удовлетворительного способа введения функ­
ций распределения на пространстве функций оказы­
вается чрезвычайно трудной, и вполне возможно, что 
ее решение не будет найдено. В этом случае еще останется 
техническая задача выбора некоторого большого под­
класса игр на пространстве функций, которые можно 
было бы решать, не прибегая к понятию функции рас­
пределения; приемлемым кандидатом, допускающим та­
кую трактовку, представляется класс игр на простран­
стве функций, состоящий из игр, выпуклых для игрока, 
стремящегося к минимальному платежу (определение 
выпуклых функций, данное в главе XII,  можно легко 
обобщить на функции, у которых аргументы суть функции).

3. Псевдоигры

Другой важный вопрос — это задача отыскания ра­
ционального способа исследования конфликтных ситуа­
ций, формально не являющихся играми с нулевой сум­
мой, но весьма похожих на них. Чтобы дать им название, 
условимся называть такие ситуации псев оиграми.

Один из случаев, когда конфликтная ситуация не 
является идэрй.— это случай запрещения игрокам при­
менять смешанные стратегии. Ситуации такого рода



особенно часто могут возникнуть в связи с военными 
действиями. Так, предположим, что два члена боевой 
группы вынуждены разлучиться и не могут общаться 
между собой или со своей базой ввиду опасности раскры­
тия своих местоположений противнику. При этом, если 
даже для них может быть желательно применять сов­
местно смешанную стратегию, они могут быть не в со­
стоянии это сделать. (Можно подумать, что они могли бы 
избегнуть затруднения просто тем, что каждый из них 
возьмет с собой соответствующий случайный перечень 
стратегий, которые нужно применять последовательно; 
но даже этот способ может быть неосуществим из-за того, 
что захват такого перечня противником причинил бы 
слишком большой ущерб.) В таком случае может ока­
заться, что «игра» не будет иметь «цены», и обычную 
теорию игр двух лиц с нулевой суммой уже нельзя будет 
применять. Очевидно, игроки вынуждены ограничить 
свои стратегии поведения, и может оказаться, что игра 
не будет иметь оптимальных стратегий поведения.

Сходные обстоятельства могут привести к псевдоиграм, 
нарушающим допущение 5, г) главы VI, то есть к таким 
играм, партии которых пересекают одно и то же инфор­
мационное множество более одного раза.

Задача исследования таких псевдоигр оказывается 
тесно связанной с задачей определения оптимальных 
способов проведения игры в нормализованной форме, 
в которой значения элементов плате^Ййой матрицы точно 
неизвестны, но должны лишь удовлетворять некоторым 
неравенствам.

В связи с этим мы упомянем здесь ситуации, которые 
формально не являются играми (ввиду некоторых особен­
ностей платежных функций). Мы всегда предполагали, 
что значения платежных функций можно переносить от 
одного игрока к другому и они имеют для всех одинако­
вую полезность. Но на практике, очевидно, может ока­
заться, что значения платежной функции представляют, 
например, денежные суммы, и финансовые положения 
игроков столь различны, что для одних доллар имеет 
гораздо большее значение, чем для других; может даже 
оказаться, что значения платежной функции предста­
вляют такие вещи, как удовлетворение, происходящее



от выигрыша шахматной партии, или смерть при про­
игрыше в игре, описанной в упражнении 1 к главе XVII,— 
вещи, совсем не переносимые. Поэтому нам остается труд­
ная задача — как определить решение игры, в которой 
наложены ограничения на возможность переноса цен­
ностей.

4. Игры с ненулевой суммой и игры п  лиц

В настоящее время в теории игр наиболее остро ощу­
щается необходимость в более удовлетворительной теории 
игр с ненулевой суммой и игр п лиц (для тг>2).

Теория фон Неймана в лучшем случае рассматривает 
лишь довольно частный вид таких игр: игры, в которых 
допускаются соглашения, переговоры и побочные пла­
тежи между игроками. Конечно, в действительности мно­
гие ситуации, к которым мы хотели бы применять тео­
рию игр, не относятся к этому виду. Так, если мы хотим 
рассматривать поведение трех акционерных обществ как 
игру, мы сталкиваемся с тем, что закон, направленный 
против трестов, запрещает им составлять коалицию. 
(Иногда говорят, что такую ситуацию по существу сле­
дует рассматривать как игру четырех лиц, в которой 
правительство представляет четвертого игрока; но под­
ход к этой более широкой ситуации как к игре привел 
бы, между прочим, к странному допущению, что прави­
тельство может вступать в коалицию с частной фирмой.) 
Кроме того, коалиции и побочные платежи запрещены 
и в большинстве салонных игр.

В связи с этим следует заметить, что Нэш различает 
некооперативные и кооперативные игры. В первых играх 
между игроками не допускается никакой связи, в част­
ности им не разрешено составлять соглашения о побоч­
ных платежах; в кооперативной игре связь допустима.

Нэш считает некооперативные игры основными и пы­
тается свести кооперативные игры к некооперативным 
следующим образом: переговоры кооперативной игры 
включаются как формальные ходы в некооперативную 
игру (эти ходы состоят, например, из таких действий, 
как предложение побочного платежа одним игроком 
другому). іГсвою очередь он исследует некооперативные



игры, вводя понятие точки равновесия (это понятие было 
объяснено в главе VI настоящей книги).

Нужно заметить, что теория Нэша хотя и предста­
вляет значительный шаг вперед, имеет некоторые серьез­
ные недостатки, и, конечно, ее нельзя рассматривать как 
окончательное решение принципиальных задач этой 
области.

Во-первых, что касается некооперативной игры, то 
знание положения точек равновесия может не принести 
особенной пользы. Так, рассмотрим игру двух лиц (с не­
нулевой суммой), имеющую следующие матрицы:

со1 - 2 0

Осо1

1 - 2 » 10 40

Поскольку 4 >  1 и —20 >  —30, мы видим, что имеется 
точка равновесия в верхнем левом углу (так что, если Р г 
применяет первую строку, то для Р 2 самое лучшее при­
менять первый столбец; и обратно, если Р 2 применяет 
первый столбец, то для Р х самое лучшее применять пер­
вую строку). Подобно этому, поскольку —2 >  —3 и 
40>  10, имеется точка равновесия также в нижнем правом 
углу. В данном случае Р г предпочтет, конечно, точку 
равновесия в верхнем левом углу, а Р 2 предпочтет точ­
ку равновесия в. нижнем правом углу. Теория Нэша, 
по-видимому, не проливает света на вопрос о том, как 
вести себя в игре, имеющей такро пару платежных 
матриц. ,

Во-вторых, если бы даже теория некооперативных игр 
и была в удовлетворительном состоянии, возникают труд­
ности при приведении кооперативных игр к некоопера­
тивным. На практике чрезвычайно трудно ввести в коо­
перативные игры ходы, соответствующие переговорам, 
так, чтобы отразить все бесконечное разнообразие, допу­
стимое в кооперативной игре, в то же время не давая 
одному из игроков искусственного преимущества (ска­
жем, вследствие того, что он имеет возможность сделать 
предложение первым). Поэтому, несмотря на все остро­
умие, проявленное при различных подходах к задаче 
игр п лиц и игр с ненулевой суммой, мы, по-видимому, 
еще не пришли к удовлетворительному понятию решения



такой игры. Это ставит перед математиками настоятель­
ную и очень важную задачу, вызванную необходимостью 
применения теории игр к очень широкому классу прак­
тических ситуаций.
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Матрица кососимметрическая 74
— обратная 82
— платежная 18
— присоединенная (adj А)  82 
—»свойства 80
Метод отображения* 250
— приближенного определения 

цены игры 109
Множество 38—41, 372
— А исходов игры п лиц (ре­

шение) 376
— информационное 125
— решений прямоугольной иг­

ры 77
— Tj (Г) оптимальных страте­

гий игрока Рі  77
— экстремальное К (X) 45 
Модуль функции 392



Нижняя граница множества 29
— — — точная (нижняя грань) 

29
Нормализация 117 

Образ точки 260 

Партия 14
— с нулевой суммой 16 
Подматрица 83
Подмножество характерное 353 
Подразбиение 195 
Полупространства, соответству­

ющие данной гиперплоскости

Производная функции в точке 
слева (справа) 205 

Пространство U 252
— W 253 
Псевдоигры 403

Расстояние между точками из 
Е„ 38

Расширение элемента х  на і-м 
месте 64 

Решение игры 37, 69, 77, 86, 211, 
221, 287, 290, 368, 373, 376, 392

Соответствие точки и из про­
странства U и функции рас­
пределения F  253 

Соотношение превосходства 61,
64

— — для смешанных стратегий 
104

— предпочтения исходов (>-) 
371

— — — по отношению к неко­
торому подмножеству игроков 
Т ( Н  370

т
Стратегии эквивалентные 252 
Стратегия 118, 142
— наилучшая 104
— оптимальная, свойства 52, 221
— поведения 158
— — оптимальная 160
— смешанная 33, 36
— —- оптимальная 37, 211
— чистая 37

Теорема для непрерывных игр 
основная 209, 213

— оминимаксе 33, 49
— Френкеля 43
Теория фон Неймана и Морген- 

штерна 386
Точка критическая первая (вто­

рая) 276
— предельная 39
— равновесия 150
— разбиения 195
— седловая 24
— — стратегическая 37
— фиксированная 261, 271

Усечение игры с полной инфор­
мацией 151

— стратегии 153

Форма приведенная 356
Функции характеристические S-  

эквивалентные 358, 391
Функция возрастающая 177
— выпуклая 295, 297
— — строго 295, 298
— непрерывная справа (слева) 

в точке 179
— неубывающая 176
— платежная партии 148
— — стратегии 148
— распределения (интеграль­

ная) 174, 176, 180
------ на пространстве функций

402
— —, свойства 180
— ступенчатая с п ступенями 

187
— характеристическая 345, 348, 

386, 388
— — в приведенной форме с мо­

дулем (y) 359

Ход 14
— случайный 130

Цена игры 28, 37. 170, 210
— непрерывной игры 209

Частота оптимальная 36




