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Введение

Одно из направлений развития вычислительных технологий в настоящее 
время — это появление мощных математических пакетов, позволяющих мак­
симально упростить процесс подготовки задачи, ее решения и анализа ре­
зультатов. При использовании таких средств, как Маріе, МаіНсасІ. МаіНе- 
піаііса или МЛТ1.ЛВ. решение дифференциального или трансцендентного 
уравнения, аналитическое либо численное дифференцирование и интегриро­
вание, обращение матрицы, решение проблемы собственных значений, вы­
числение предела, разложение в ряд и многие другие задачи решаются с по­
мощью одной команды. Но, конечно, эту команду нужно правильно приме­
нить: надо корректно сформулировать задачу; знать, в каком виде искать 
решение и т. д. Иными словами, применение математических пакетов позво­
ляет ускорить и упростить выполнение рутинных действий, выкладок и изба­
вить от появления досадных ошибок, но:

Математические пакеты не избавляют от необходимости думать!

Среди нескольких десятков математических пакетов (четыре из них перечис­
лены ранее) особого внимания заслуживает система инженерных и научных 
расчетов МАТЬАВ [15, 16, 36]. В отличие от других пакетов, МАТЬАВ 
в одинаковой мере ориентирован на применение как символических, так и 
численных методов. Включенное в МАТЬАВ ядро Маріе хорошо справляется 
с символическими вычислениями [58], а сам МАТЬАВ и его многочисленные 
инструментарии, описанные, например, в [16, 53, 54, 57], прекрасно работают 
с числами.

Интересная особенность, реализованная разработчиками МАТЬАВ, — это 
его способность встраиваться в другие приложения \Ѵіпс1о\ѵ5 и динамически 
обмениваться с ними данными. Так, автором этой книги предложен механизм 
интеграции системы МАТЬАВ в \ѴеЬ-страницу [20], который позволяет пуб­
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ликовать в сети Интернет интерактивные учебники с прямым доступом к 
МЛТІ.ЛВ. В частности, именно по такой технологии создана и размещена в 
Интернете электронная версия данной книги, доступная по адресу [21]. На 
ней читатель может найти все программы из этой книги, запустить их на счет 
прямо со страницы и получить нужные ему результаты. Переработанная вер­
сия этого сайта размещена на диске, прилагаемом к книге.

Немаловажным фактором широкого распространения этого продукта являет­
ся также ценовая политика компании МаЙіѴѴогкз Іпс. (производителя 
МЛТ1.ЛВ). которая позволяет вузам приобретать МЛТ1.ЛВ со значительны­
ми скидками. Это делает систему МЛТ1.ЛВ. на наш взгляд, наиболее подхо­
дящей средой для обучения студентов методам решения математических 
задач.
Всеобщая компьютеризация коснулась и сферы образования. Сегодня уже 
немыслимо представить изучение математики и различных ее спецкурсов без 
проведения лабораторных работ в компьютерном классе. Внедрение вычис­
лительной техники в учебный процесс поставило на повестку дня задачу соз­
дания учебников по различным дисциплинам, ориентированных на примене­
ние компьютеров и, в частности, на использование математических пакетов. 
Например, широко распространенные учебники по вариационному исчисле­
нию [3, 7, 14, 28, 30, 41, 45, 48] были написаны в 70-е годы прошлого столе­
тия или даже раньше. Несомненно, они остаются прекрасными в научном и 
методическом плане книгами. Но их авторы не предвидели и не могли пред­
видеть столь бурной компьютеризации. Поэтому необходима адаптация кур­
са вариационного исчисления к использованию современных компьютерных 
технологий. Первые попытки в этом направлении— [19, 35]. Часть /  этой 
книги, посвященная вариационному исчислению, написана на основе [19].
Несколько иная ситуация сложилась в математической статистике. Здесь 
также в классических учебниках, задачниках и пособиях [6 , 8 — 11, 25, 31, 37, 
38, 44, 47] мало затрагиваются проблемы использования вычислительной 
техники, хотя сама постановка задач математической статистики уже предпо­
лагает такое использование, и в каждом математическом пакете есть даже 
специальный инструментарий для решения задач статистики. В МАТЬАВ это 
[57]. Многие его функции описаны в справочниках [16, 36] и на странице 
[42]. Из зарубежных изданий можно отметить [49, 50, 55]. Однако системати­
ческого изложения вузовского курса математической статистики с решением 
задач в среде МАТЬАВ автору найти не удалось. Восполнить этот пробел 
призвана часть II  книги, посвященная математической статистике. Ее осно­
ва— методическое пособие [23].
И уж совсем парадоксальная ситуация сложилась в теории графов. В класси­
ческих учебниках [5, 18, 32, 43] реализации алгоритмов на ЭВМ уделяется
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значительное внимание. Множество различных программ описано в [2]. Кни­
га [33] посвящена анализу алгоритмов комбинаторной оптимизации, в том 
числе и теории графов. Однако создатели математических пакетов почему-то 
обошли эти задачи стороной. Только в Маріе есть средства для решения задач 
теории графов [12]. Некоторые задачи дискретной математики решены с по­
мощью МАТЬАВ в [26]. Но отдельного инструментария МАТЬАВ для реше­
ния задач теории графов до недавних пор не было. Лишь в конце 2003 года 
автором этой книги был разработан и размещен на сайте компании 
МаіН\Ѵогк§ Іпс. набор функций (инструментарий) для решения задач на гра­
фах СгТНеогу ТооІЬох. Он доступен для свободного копирования по адресу 
[51], страница "МаіНепіаис§ — ОепегаГ ("Математика — общие вопросы"), и 
на момент написания этой книги (октябрь 2004 года) входит в десятку лиде­
ров данной категории. Некоторые функции этого пакета описаны в [22]. 
В части III книги различные задачи теории графов решаются с помощью 
функций СгТНеогу ТооІЬох.

Структура и содержание книги
Настоящая книга написана на основе лекций, практических и лабораторных 
занятий по различным математическим курсам, которые автор на протяжении 
20 лет преподает студентам Национального технического университета 
"Харьковский политехнический институт". Она состоит из введения, трех 
частей, двух приложений и списка литературы. Во введении, которое вы сей­
час читаете, дается краткий обзор содержания книги и список программного 
обеспечения, которое необходимо для полноценной работы с ней. Каждая из 
трех частей включает главы, посвященные соответственно вариационному 
исчислению, математической статистике и теории графов. В приложении 1 
рассмотрены некоторые приемы программирования в среде МАТЬАВ. Если 
вы раньше не работали с этим пакетом, чтение книги целесообразно начать с 
него. В пртожении 2 описано содержимое компакт-диска, прилагаемого к 
книге.

Почти все главы книги построены примерно одинаково. Вначале излагается 
теория. Здесь читатель найдет готовый конспект лекций по данной теме. Да­
лее (или в конце главы) следуют вопросы для самопроверки. Затем рассмат­
ривается решение примеров и составление программ. Решение везде дово­
дится до численного результата, обычно с построением графика или рисунка. 
Глава 26 посвящена генерации вариантов индивидуальных домашних зада­
ний (ИДЗ), а для части I  на диске, приложенном к книге, имеются по 30 ва­
риантов ИДЗ по каждой теме. Содержание диска описано в пртожении 2.
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Для облегчения перекрестных ссылок все формулы, определения, теоремы, 
рисунки и т. п. имеют двойную нумерацию, включающую номер главы. Ко­
нец примера, определения или доказательства отмечен символом □ .

Необходимое программное обеспечение
Электронная версия, размещенная на диске, представляет переработанный 
вариант сайта автора [21], включая механизм взаимосвязи с МЛТ1.ЛВ. Для ее 
чтения понадобится Іпіегпеі Ехріогег версии 4.0 или выше. Другие браузеры, 
в частности № 1:зсаре Соптіиипісаіог. Ваі! или Орега, не поддерживают в 
должной мере всевозможные динамические эффекты. Поэтому при написа­
нии электронного варианта этой книги был использован Іпіегпеі Ехріогег и 
язык программирования ѴВЗсгірі. Как правило, при установке на компьютер 
системы \Ѵіпс1о\ѵ§ автоматически устанавливается и Іпіегпеі Ехріогег.
В корневом каталоге диска-приложения находится главный файл книги 
іпсіех.інті. Загрузив его, вы попадете в оглавление. Далее следуйте по обыч­
ным перекрестным ссылкам. Документ можно загрузить как непосредственно 
с компакт-диска, так и переписав предварительно все его содержимое на же­
сткий диск компьютера, сохраняя структуру папок. При этом никакой ин­
сталляции не требуется: весь документ состоит только из \ѴеЬ-с граііии. ри­
сунков к ним, таблиц стилей и файлов сценариев.
В электронный вариант книги, размещенный на диске, встроен механизм 
взаимосвязи с МЛТ1.ЛВ. описанный в [20]. Для правильной совместной ра­
боты с МЛТ1.ЛВ нужно изменить некоторые настройки вашего обозревателя. 
Выполните следующие действия.
1. Войдите в меню Сервис | Свойства обозревателя.
2. Откройте страницу Безопасность.
3. Выберите зону Интернет.
4. Включите уровень безопасности Другой.
5. Найдите переключатель Использование элементов АсііѵеХ, не поме­

ченных как безопасные (это в конце страницы). Переключите флажок в 
положение Предлагать, как показано на рис. 1.

6 . Нажмите кнопку ОК, чтобы принять изменение, и обновите загрузку 
страницы.

Теперь ваш обозреватель, загрузив страницу с диска или через Интернет, 
сможет подключить МАТЬАВ, установленный на вашем локальном компью­
тере (если он, конечно, есть). Не забудьте при загрузке страницы ответить Да 
на вопрос: Разрешить ли загрузку АсііѵеХ-элементов, не помеченных как 
безопасные?
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Рис 1. Настройка обозревателя на совместную работу с МЛТЬЛВ

Далее, на вашем компьютере должен быть инсталлирован МАТЬАВ версии 5, 
6  или 7. Если у вас его нет, то вы сможете только читать электронную версию 
книги в интерактивном режиме, но не сможете считать свои варианты задач. 
Для полноценной работы с книгой установите МАТЬАВ. Полная его версия 
занимает диск или два и требует для своей установки более 800 Мбайт. Но 
если отказаться от некоторых инструментариев (в МАТЬАВ они называются 
ТооІЬохез), то можно значительно сократить объем дискового пространства 
При решении задач из этой книги нам понадобятся следующие инструмен­
тарии:

□  8утЬо1іс ТооІЬох (инструментарий для символьных вычислений);

□  Рагііаі БіГГегепііаІ Е^иа1:іоп8  ТооІЬох, или сокращенно РБЕ ТооІЬох (ин­
струментарий для дифференциальных уравнений в частных производных);

□  Оріішіхаііоп ТооІЬох (инструментарий для оптимизации);

□  8 іа 1 і$1 іе$ ТооІЬох (инструментарий для статистики).

Их инсталлируйте обязательно. Для экономии места можно также ограни­
читься одной из двух справочных служб; или в формате НТМЬ, или в форма­
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те Р1)І\ Первая доступна для просмотра через тот же Іпіегпеі Ехріогег, а вто­
рая — через АсгоЬаІ: Кеасіег. Они полностью дублируют друг друга.

К сожалению, в некоторых вариантах 6 -й версии МАТЬАВ есть проблемы 
с кодировкой символов кириллицы. Так, буква я (Л8С11-код 255, т. е. все 
единицы в двоичной системе), видимо, используется разработчиками 
МАТЬАВ в своих, служебных целях, т. к. она не воспринимается даже в ком­
ментариях. Поэтому, если у вас установлена такая версия, замените везде 
в областях ввода маленькую букву я на большую я.
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ГЛАВА 1

Введение 
в вариационное исчисление

1.1. Основная задача вариационного 
исчисления
При рассмотрении новых объектов их стараются связать с уже знакомыми. 
И мы при изучении курса вариационного исчисления будем опираться на 
известные нам определения математического анализа
До сих пор в обычном курсе анализа вы имели дело с функциями. В вариаци­
онном исчислении мы встретимся с новым видом математических 
объектов— функционалами. Чем же отличаются функционалы от функций? 
Давайте вспомним известное вам определение функции.

Определение 1.1. Функцией называется любое правило, по которому 
заданному числу х из некоторого их множества ставится в соответствие 
число у. □
Мы обозначаем функцию так:

У=)<х). (1-1)

Множество чисел х, для которых определена функция у, называется 
областью определения функции. Обычно область определения функции — 
это интервал или система интервалов (открытых, полуоткрытых, закрытых), 
или вся числовая ось. Хотя, в общем случае, это не обязательно.

Если числу а  ставится в соответствие функция, то а  тоже является функцией, 
но уже зависящей от параметра:

_)'=_)'(д', а). ( 1 .2 )

Ее можно рассматривать как функцию двух аргументов.
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А вот если функции ставится в соответствие число, то это будет функционал.

Определение 1.2. Функционалом называется любое правило, по которому 
заданной функции _)<*) из некоторого их множества ставится в соответствие 
число./. □
Обозначим функционал так:

./=Л К *)). (1.3)
Множество функций _)<*), на которых определен функционал .7, назовем 
классом функций.
В (І.З) записан простейший случай зависимости. В общем случае 
функционал .7 может зависеть не от одной, а от нескольких функций, причем 
функции могут быть нескольких переменных. Функционал .7 может зависеть 
также от производных этих функций.
Функционал (І.З) можно рассматривать как функцию очень большого (в пре­
деле — бесконечного) числа переменных— значений функции Д.ѵ) в различ­
ных точках Л'е [а, Ь], как показано на рис. I. I.

Рис. 1.1. Функционал —  это предел функции многих переменных

Вместо .70<Л')), как было в (1.3), мы здесь записываем:

= ■!()’], У2,)’3, •••)• (1-4)
Конечно, такая аналогия весьма условна. В обычной функции многих 
переменных значения, например, аргументов _у2 М0 ГУТ сильно отличаться 
друг от друга (если это допускается областью определения функции). 
В функционале ситуация принципиально иная. Например, если функция 
3 <Л')— непрерывная, то значения соседних аргументов не могут сильно
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отличаться. Если у(х) —  дифференцируемая, то, к примеру, в точке у 2 не 
может быть излома, и т. д. Но с другой стороны, эта аналогия полезна, т. к. 
она используется в численных методах (см. главу 16).

ПРИМЕР 1.1. Длина линии, соединяющей точки М](х\,у{) и Д/Д.ѵ> г<). — это 
функционал:

Здесь классом функций, на котором определен наш функционал, является 
множество дифференцируемых на {х\,х2} функций, проходящих через точки 
М](Х],у{) и Д/Д.ѵ> )•'). Дифференцируемых— потому что нам нужно вычис­
лять производную от функций у(х); проходящих через точки М](Х],у{) и 
Д/Д.ѵ'.>•') — потому что так задано в условии задачи. □

О п ред елен и е 1.3. Основной задачей вариационного исчисления является 
исследование на экстремум функционалов, т. е. нахождение таких функций 
(из данного класса), которые доставляют функционалу наибольшее или наи­
меньшее значение. Такие функции называются экстремачями. □
Так, в примере І.І экстремалью является прямая, соединяющая точки 
МС^ъ^і) и Д/Д.ѵ> )•'): эта функция доставляет минимум функционалу (1.5) на 
соответствующем классе.

Задачи, связанные с исследованием функционалов на экстремум, интересова­
ли человечество давно. Из глубокой древности до нас дошли четыре 
классические задачи вариационного исчисления. Это задача Дидоны, задача
о брахистохроне, задача о якорной цепи и задача о геодезических линиях.

З а д а ч а  Д идоны . По одному из мифов, Дидона (рис. 1.2) была сестрой фи­
никийского царя Пигмалиона, который убил ее мужа, чтобы воспользоваться 
его богатством. Она покинула Финикию и поселилась в Северной Африке, 
где царь Иарб обещал дать ей столько земли, сколько покроет воловья шкура. 
Дидона разрезала шкуру на тонкие ремни и отмерила ими участок, на кото­
ром основала город Карфаген (рис. 1.3). А задача, которую решила Дидона, 
стала классической задачей вариационного исчисления: линией заданной 
длины Ь, соединяющей точки <9(0,0) и М2(х2, 0), требуется охватить макси­
мальную площадь 5, расположенную под линией и выше оси Ох (рис. 1.4). 
Здесь мы выбрали систему координат так, чтобы ее начало совпало с одним

(1.5)

1.2. Классические задачи и принципы 
вариационного исчисления
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Рис. 1.2. Дидона

Рис. 1.3. Развалины Карфагена (Тунис)
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Рис. 1.4. Задача Дидоны

из концов линии, ось Ох направили вдоль береговой линии, а ось Оу — пер­
пендикулярно ей вглубь суши. □
Если правый конец Л'2 неподвижен, то решением задачи Дидоны будет сег­
мент круга, а если может скользить вдоль оси Ох — то полукруг. Эта задача 
относится к классу изоперкметрическт (линия имеет постоянный периметр, 
т. е. длину). Мы будем решать ее в главе 14.
Оценим, какую площадь имел Карфаген в момент его основания. Воловья 
шкура имеет площадь 5ш« 2 м 2. С помощью примитивных инструментов ее 
можно разрезать на полоски шириной к «5 мм. Длина полученной веревки 
1=8ш/к& 400 м. Этой веревкой можно охватить полукруг радиуса 
і? = //л« 127,3 м. Площадь такого полукруга 5г = 7тЛ2/2«25 465 м2. Два с поло­
виной гектара — не очень-то и много.
Обобщением этой задачи является взвешенная задача Дидоны. Здесь разные 
участки земли имеют разную стоимость:

с = с{х,у), (1.6)

и требуется максимизировать не площадь ^(д-)), а суммарную стоимость зе­
мельного участка:

-'2 (Лх) ^
С М * ) ) = I  1 С( Х’У)<ІУ сіх - •шах. (1.7)
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Решение этой задачи — уже не обязательно дуга окружности. Если, напри­
мер, прибрежные участки более ценные, чем расположенные вдали от берега, 
то граница города растянется вдоль береговой линии, как показано на 
рис. 1.5.

Рис. 1.5. Взвешенная задача Дидоны

Задача о брахистохроне. Брахистохрона (от греч. (Зра^ютост— крат­
чайший и хроѵост— время) в узком смысле слова— это кривая наискорей­
шего спуска, т. е. та из всевозможных кривых, соединяющих две точки О и 
М2, вдоль которой материальная точка, катящаяся без трения из точки О под 
действием силы тяжести, в кратчайшее время достигнет точки М2 (рис. 1.6).

Рис. 1.6. Задача о брахистохроне
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Начало системы координат на рисунке мы поместили в точку старта, ось Ох 
направили горизонтально вдоль траектории движения (она считается пло­
ской), а ось Оу — вертикально вниз. □
Если вы заранее не знаете, то вряд ли догадаетесь, что решением этой задачи 
является циклоида. Да, да, та самая циклоида— след точки на ободе колеса, 
которое катится без трения по оси Ох. Мы решим эту задачу в главе 2.
Брахистохрона в широком смысле слова— это также линия наискорейшего 
прохождения дистанции, но уже не обязательно в поле силы тяжести. Напри­
мер, согласно принципу Ферма (Ріегге Рёгтаі, 1601— 1665, рис. 1.7), свет, рас­
пространяясь в среде с переменной оптической плотностью (показателем 
преломления) п{х, у), движется именно по брахистохроне. Он стремится 
прийти из точки М](д'],_)’]) в точку М2{_х-2,у 2) за минимально возможное время. 
И линией, по которой он распространяется, уже будет не обязательно прямая 
(рис. 1.8). Чтобы минимизировать время прохождения дистанции, большую 
часть своего пути свет стремится пройти в среде с меньшей оптической плот­
ностью (его скорость там выше). □

Рис. 1.7. П. Ферма

меньшая оптическая плотность

г̂і&эУг)

Рис. 1.8. Распространение света (принцип Ферма)
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Задача О якорной цепи. Найти форму провисания якорной цепи. Или, что 
то же самое, найти форму провисания тонкой абсолютно гибкой нерастяжи­
мой нити, соединяющей точки М] и М2 (рис. 1.9). □

Рис. 1.9. Задача о якорной цепи

Решением этой задачи является гиперболический косинус, который иногда 
так и называют: цепная линия.
Как и задача Дидоны, эта задача является изопериметрической, и мы решим 
ее в главе 14.
Конечно, у этой задачи также есть обобщения: линия может быть переменной 
плотности, иметь конечную гибкость, быть растяжимой и т. д.

Задача о геодезической линии. На заданной поверхности требуется най­
ти линию минимальной длины, которая соединяет две заданные точки по­
верхности М] и М2 (рис. 1.10). □
Решение этой задачи зависит от вида поверхности. В главе 14 мы рассмотрим 
пример решения для одной конкретной поверхности.
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Рис. 1.10. Задача о взвешенной геодезической линии

Обобщение этой задачи— нахождение взвешенной геодезической линии, 
когда на поверхности распределена некоторая весовая функция с, и требуется 
минимизировать общий вес пути.
На рис. 1.10 показана как раз такая ситуация: по дорожке нашему Деду Мо­
розу бежать легко, а по снегу — трудно. Поэтому он интуитивно выбирает 
более длинный, но быстрый путь: сначала как можно скорее стремится выйти 
на дорожку, а потом движется по ней. Хорошей иллюстрацией к задаче о гео­
дезической линии является пословица "Умный в гору не пойдет, умный гору 
обойдет".

Если проанализировать эти классические задачи, то видно, что их можно раз­
бить на две группы. В одних задачах мы сами пытаемся улучшить решение: 
максимизировать площадь, минимизировать путь и т.д . Типичные приме­
ры — это задача Дидоны и задача о геодезической линии. Другие задачи яв­
ляются следствием некоторых основополагающих принципов (законов при­
роды). Так, распространение света по брахистохроне является следствием 
принципа Ферма, форма провисания якорной цепи — это следствие известно­
го закона механики: любое тело стремится занять положение устойчивого 
равновесия, когда его энергия минимальна.

Подобные законы, сформулированные как задачи вариационного исчисления, 
носят название вариационных принципов. С одним из них мы уже познакоми­
лись — это принцип Ферма. Другой важный вариационный принцип, кото­
рый часто применяется в механике, — это принцип Остроградского — Га-
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Рис. 1.11. М. В. Остроградский Рис. 1.12. У. Р. Гамильтон

лшлыпоіш (Михаил Васильевич Остроградский, 1801— 1862, рис. 1.11, и 
Уильям Роуэн Гамильтон (\Уі11іат Яоѵѵап НатіНоп), 1805— 1865, рис. 1.12).

Принцип Остроградского — Гамильтона. Среди всех возможных (т. е. 
совместимых со связями) движений системы материальных точек в действи­
тельности осуществляется такое, которое доставляет стационарное значение 
функционалу Он называется "действие по Остроградскому — Гамильтону" 
и вычисляется по формуле:

где Т — кинетическая энергия системы, V — ее потенциальная энергия, і — 
время, [7], Ь ]— интервал времени, на котором рассматривается движение 
системы.
Таким образом, законы движения механических систем могут быть получены 
как следствие вариационного принципа Остроградского — Гамильтона. 
В следующих главах мы научимся выводить эти законы.

Давайте вспомним, как мы определяли экстремум функции нескольких пере­
менных

( 1.8 )

1.3. Классы функций

*2 , ...,*„) =.Их). (1.9)

Здесь вектор аргументов обозначен х.
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Определение 1.4. Точка х0 называется точкой минимума функции _у(х), ес­
ли эту точку хо можно окружить некоторой малой 8-окрестностью, в которой 
Ѵх выполняется условие: _у(х) >Д х0). Если при этом Ѵх из этой 8-окрест­
ности, кроме х0, будет выполняться ̂ (х)>^(х0), то говорят, что в точке х0 дос­
тигается строгий минимум. Аналогично дается определение максимума 
(строгого максимума). □
Хотелось бы таким же образом определить экстремум и для функционалов, 
но что такое 8-окрестность функции? Для точки хеД, мы под 8-окрестностью 
точки х0 понимаем «-мерный круг радиуса 8 с центром в точке х0.

Определение 1.5. Ь-окрестностъ точки х0 — это множество точек х, для 
которых выполняется условие:

Здесь X/ — координаты точки х, а хОІ— координаты х0. Для п = 2 малая 
8-окрестность точки х0 показана на рис. 1. 13.

Правильнее было бы сказать так: мы вначале определили для точки х е Ки 
норму, как квадратный корень из суммы квадратов ее координат, потом ввели 
понятие расстояния (норма разности), а затем уже определили 8-окрестность 
точки х0 как такое множество точек, для которых их расстояние до х0 мень­
ше 8. Попробуем пойти по этому же пути для функций. Более подробно эти 
вопросы рассматриваются в курсе функционального анализа. Здесь мы огра­
ничимся только теми понятиями, которые будут нам нужны для решения за­
дач вариационного исчисления.

( 1. 10)

(Яо.Уо)

Рис. 1.13. 6-окрестность точки х0 в смысле (1.10)
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Функцию /(х )  на [а, Ъ] можно рассматривать как оо-мерный вектор (см. рис. 1.1): 
координатные оси — это значения хе [а, Ь], а сами значения координат — это 
значения функции /(х). Вместо суммы, участвующей в определении 1.5, мы 
можем записать, например, интеграл. Тем самым мы определим некоторый 
кчасс функций.

О п ред елен и е 1.6. Классом функций Ь2 на [а, Ь] называется множество 
функций, интегрируемых в квадрате на [а, Ь], для которых норма вычисляет­
ся по формуле

Если возможны различные толкования, название класса проставляют в виде 
индекса внизу после определения нормы. Саму норму обозначают не одинар­
ными вертикальными черточками, как модуль, а двойными. В определе­
нии 1 . 6  требуется, чтобы функция была интегрируемой в квадрате на [а, Ь], 
т. к. там вычисляется такой интеграл.

Используя определение 1.6, можно ввести понятие 8 -окрестности функции 
у 0(х) в классе Ь2. Это такие функции у(х), для которых норма разности их от 
уо(х) меньше 8 :

ПРИМЕР 1.2. Посмотрите на рис. 1.14. Здесь сплошной жирной линией на­
рисована исходная функция уо(х), а еще две функции нарисованы так: сплош­
ной тонкой линией — У](х), а штриховой — у 2(х).
Функция у 2(х) отличается от у 0(х) значительно, но только на небольшом ин­
тервале. Наоборот, уі(х) отличается от >’0(л-) хоть и не так сильно, но на всем 
отрезке [а, Ь]. Площадь между ѵі(.ѵ) и у 0(х) больше площади между у 2(х) и 
уо(х). Поэтому, если вычислять по ( 1. 12) расстояние (норму разности) между 
ѵ*і(.ѵ) и уо(х), с одной стороны, и у 2(х) и г„(.ѵ) с другой, то окажется, что

С классом функций Ь2 вы имели дело в теории рядов Фурье. Там, в частности, 
доказывается, что из всех тригонометрических многочленов степени п наи­
лучшее приближение к функции у(х) в смысле ( 1 . 1 2 ) имеет такой многочлен, 
коэффициенты которого совпадают с коэффициентами Фурье функции у(х). 
На этом далее строится доказательство сходимости рядов Фурье.

( І .П )

( I -1 2 )

Уі { хУ У о (* ) \ [ >  I у2 { хУ уо (* ) ■ □ (1.13)
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Рис. 1.14. В классе Ь2 функция Ѵі(л-) находится дальше от ѵ0(л"), чем у2(х)

В вариационном исчислении класс Ь2 применяется редко. Здесь используются 
другие классы, которые мы сейчас и рассмотрим.

Определение 1.7. Классом функций Со на [а, />] называется множество 
функций, непрерывных на [а, Ь], для которых норма вычисляется по формуле

II / ( * )  II = шах У ( х )  I . □  (1.14)
"  ̂о Ѵхе[х| ,х2] '

При таком определении нормы две функции ѵ’о(л) и ѵ’(л-) считаются близкими, 
если максимум модуля их разности мал. Так, например, 8 -окрестность функ­
ции ѵ’о(л') в классе С0 — это такие функции ѵ’(л'). для которых норма разности 
их о т ѵ’о(л') меньше 8 :

I у ( х у у 0(х)  || = шах к ( х ) ^ 0 (х ) |< 8 . (1.15)
II МЧ> \/х ц х А,х2у

ПРИМЕР 1.3. Посмотрите еще раз на рис. 1.14. Здесь максимальная разность 
между у>2(х) и_)'о(л') больше, чем между у }(д-) и_)’0(л')- Поэтому, если вычислять 
расстояние по ( 1 . 15), то

I я ( хУ У о( х ) |(о <|| Уі ( хУ у0( х ) ||Г) . (1.16)

Функция _)'](д') в смысле С0 находится ближе к ѵ’0(л'). чем >’:(л"). П

Определение 1.8. Близостью 0-го порядка называется близость в смыс­
ле Со- □
В формуле ( 1. 15) _у(д') близка к ѵ’0(л') в смысле близости 0-го порядка: норма их 
разности в С0 мала.
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Определение 1.9. Классом функций С і на [а,Ъ] называется множество 
функций, дифференцируемых в [а, Ь], для которых норма вычисляется:

Близкими в С] будут такие функции, которые и сами мало отличаются друг 
от друга, и производные их отличаются мало.

Определение 1.10. Близостью 1-го порядка называется близость в смыс­
ле С]. □

ПРИМЕР 1.4. На рис. 1.15 функции З'і(д') (сплошная тонкая линия) и _)ъ(л') 
(штриховая) мало отличаются от .уоС*) (сплошная жирная линия) по модулю. 
Значит, обе они близки к .уоС*) в смысле близости 0-го порядка. Но функция 
у>2(х) сильно отличается от ѵ’0(л') по значениям производной, а ѵ’і(л-) — нет. По­
этому )>] (л*) будет близка к .уоС*) в смысле близости I -го порядка, а _)ъ(л') — нет. 
Получается, что множество функций, близких к данной в смысле близости 
І-го порядка, является подмножеством множества функций, близких к дан­
ной в смысле близости 0-го порядка. Говорят, что класс С\ является подклас­
сом класса Со. □

Отсюда следуют два важных вывода, которые мы будем далее использовать.

Вывод 1.1. Если какое-либо свойство выполняется для всех функций из Со, 
то оно тем более будет выполняться и для всех функций из вложенного в Со 
класса С]. □

Вывод 1.2. Если какая-либо функция принадлежит С], то она тем более бу­
дет принадлежать и охватывающему С] классу Со. □
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Так, на рис. 1.15 уі(х) близка к_у0(я) в смысле С\ (т. е. принадлежит множеству 
функций, близких к у 0(х) в смысле Сі). Поэтому она будет также близка к 
уо(х) и в смысле Со. Здесь мы применяем вывод 1.2 и говорим:

✓  Если две функции близки в смысле близости 1-го порядка, то они 
тем более будут близки в смысле близости 0 -го порядка.

Действительно, пусть две функции мало отличаются одна от другой и по зна­
чениям функции, и по значениям производной, т. е. близки в С]. Тогда они, 
в частности, мало отличаются по значениям функции, т. е. близки в Со.
А вот обратная ситуация. Пусть мы показали, что какое-то свойство выпол­
няется для всех функций, близких к_у0(*) в смысле С0, т. е. и дт уі(х), и для 
у2(х) с рис. 1.15. Тогда в силу вывода 1.1 это свойство должно иметь место и 
для всех функций, близких к_у0(*) в смысле Сь в частности, ддяу^х).
Иногда норма в Сі вычисляется не по (1.17), а по формуле:

Несложно убедиться, что функции, близкие в смысле нормы (1.18), будут 
также близкими и в смысле (1.17), и наоборот. Сформулируем соответст­
вующие теоремы.

■ ТЕОРЕМА 1.1. Если функции у](х) и у 2(х) близки в классе Сі в смысле 
определения (1.17), то они будут близки и в смысле (1.18).
Доказательство. Зададим малое 8 , и вычислим 8 ] =8/2. Поскольку функции 
У](х) и у2(х) близки в С] в смысле (1.17), то и значения самих функций, и зна­
чения их производных могут отличаться лишь на малую величину, напри­
мер, на 8 ]:

иначе максимальная из этих величин будет больше 8 ]. Но тогда сумма этих 
малых величин будет равна 8  — величине малой. □

■ ТЕОРЕМА 1.2 (обратная). Если функции уі(х) и у2(х) близки в классе С] 
в смысле определения ( 1 . 18), то они будут близки и в смысле ( 1 . 17).
Доказательство проведите самостоятельно. □

Определение 1.11. Классом функций С& на [а, Ь] называется множество 
функций, А: раз дифференцируемых в [а, Ь], для которых норма вычисляется:

/ ( * ) = шах
К-і Ѵхе[х, ,х2]

(I 18)

, Л і Ы * ( х Ь й ( і ) І< 5' ;
шах I уК х^ у ' ^ х ) |< 8 ,;

Х/хбІ Х| ,х> I
(1.19)
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/ ( х )  I I  = т а х | т а х  | / ( х ) | ,  т а х  | / ' (  х) |,,.., т а х  х)
Ѵ ’ Щ  ^ л ф ь - г , ] 1 Ѵ П  Ѵ л 'е [л '| ,л*>] Ѵ П  Ѵ л - ф - , ,л - 2 ] Ѵ ’

.□ (1.20)

Иногда вместо (1.20) используют формулу, аналогичную (1.18): берут сумму 
максимумов модулей функции и ее производных до к-го порядка включи­
тельно.
Близкими в С к будут такие функции, которые и сами мало отличаются друг 
от друга, и их производные до А-го порядка включительно отличаются мало. 
Теоремы 1.1 и 1.2 имеют место и здесь. Сформулируйте и докажите их само­
стоятельно.

Определение 1.12. Близость в смысле Ск называется близостью А-го по­
рядка. □
Видно, что класс Сы является подклассом класса ( \:: в Ск і входят не все 
функции из С к, а только та их часть, для которых еще (к і I )-е производные 
отличаются мало. Классы С0, С], ..., Ск вкладываются друг в друга, как мат­
решки (рис. 1.16). Самая большая матрешка— это класс Со, следующая по 
вложенности — С], и т. д.

Рис. 1.16. Классы функций: С0, С ь С„,...

Конечно, и самая большая наша матрешка Со может быть, в свою очередь, 
вложена в еще большую, например, в /,2 -
Выводы 1.1 и 1.2, которые мы сделали для Со и С], можно обобщить.

Вывод 1.3. Если какое-либо свойство выполняется для всех функций из Сь 
то оно тем более будет выполняться и для всех функций из вложенного в Ск 
класса Сы- П
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Вывод 1.4. Если какая-либо функция принадлежит С к, то она тем более бу­
дет принадлежать и охватывающему С к классу С ц . □
В частности:

^  Если две функции близки в смысле близости Л-го порядка, то они 
тем более будут близки в смысле близости (Л-І)-го порядка.

ПРИМЕР 1.5. Найти расстояние в С0 и С| между функциями у](х)=х и 
Уг{х) = Іп х на отрезке л: е [е^ , е].
Для вычисления расстояния в классе Со используем формулу (1.15):

У^( х ) - у 7( х) = шах I * -  1п * I. ( 1 -2 1 )
11 1Ѵ ' П  у ^ Л *]1 1

Чтобы вычислить максимальную по модулю разность между двумя функция­
ми, воспользуемся обычными приемами нахождения наибольшего значения 
функции на отрезке. Найдем все экстремумы функцииу і(х )-у 2(х) в интервале 
х<=(е~\е), затем вычислим значения этой функции на краях интервала и вы­
берем наибольшее по модулю значение — это и будет расстояние между у^х)  
и у2(х) в Со. Исследуем на экстремум:

у1(х)^у '2( х ) ^  !- = 0 ; => * = 1 ; у  ( 1) - у2 ( і) = 1 . ( 1 .2 2 )

Значения функцииу^{х)-уг{х) на краях отрезка*е[е- 1,е]:

^ ^ - , ^ , ^ - , ) = -  + 1=— «1,36787944117144;
4 '  4 '  е е (1-23)

у (  е ) -  у2 (е)  = е -1  * 1,71828182845905 .

Из трех вычисленных значений функции (они все положительные) выбираем 
максимальное — это и есть расстояние между функциями в С0:

I ^ ( х ) - . ь ( х )  ||(, = е - \ «1,71828182845905. (1.24)

Нарисуем с помощью МАТЬАВ графики наших функций у](х) и у2(х) 
(см. рис. 1.17). Опишем функции в виде символических выражений, т.к . 
дальше нам нужно будет построить и графики их производных

сіеаг аіі % очистили все 
зутз х % символический аргумент 
у1=х; % описали функции 
у2=1од(х);
хр1=1іпзрасе(ехр (-1),ехр (1)); % массив для графика
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у1р1=БиЬз(у1,х,хр1); % вычислили функции 
у2р1=зиЪз(у2,х,хрі);
ріоѣ(хрі,уірі,'-Ь',хрі,у2р1,'-г') % рисуем 
зеѣ (деѣ (дсі, ' СиггегѵЬАхез

' РопШате' , 'Тітез Ыеи Еотап Суг' , ' Роп-ЬЗіге' ,10) 
-Ьі-Це ([' \ М  Графики функций ' . . .

' \гт\і1:у\гт_1 (\іѣх\гт) и \іѣу\гт_2 (\іѣх\гт) ' ]) 
хІаЪеІ('\іЪс1) % метка оси ОХ
уІаЬеІ('\іѣу\гт_1(\іѣх\гт), \іѣу\гт_2(\іѣх\гт)') 
сіа=сіазресЬ; % получили масштаб 
сіа(1:2)=юіп (6а (1:2)); % уравниваем 
сіазресЬ (сіа) ; % установили
х1іт([ехр(-І) ехр(1)]); % пределы по оси ОХ

Графики функций/^*) и/2(дг)
3

2 .5

2

1.5

Г-1

1
-Ч* 

с
0 .5  

О

- 0 .5  

-1
0 .5  1 1.5  2 2.5

Рис. 1.17. Графики функций Ѵі(д-) иі^.ѵ), нарисованные с помощью МЛТЬЛВ

Действительно, на графике видно, что максимальная по модулю разность 
между функциями _)’](.*)=.* и уг(х) = Іпл' на отрезке х€.\_е~',е~\ достигается на 
правом краю, прих = е.
Теперь найдем расстояние между нашими функциями в С]. Для этого исполь­
зуем формулу (1.17) (расстояние в С] в смысле (1.18) найдите самостоятель­
но). Максимальная по модулю разность между значениями функции у нас
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есть — это (1.24). Найдем максимальную по модулю разность между произ­
водными. Экстремумы внутри интервала (е~\е):

Уі(х ) - У 2 ( х ) = - Т  = 0 '’ = (1.25)х

Значения на концах интервала:

У!(е~' )-У2(е~' )= 1 - е * -1,71828182845905;

1 е - 1  (1'26) 
у { ( е ) -У 2(е) = 1 —  = ----- *0,63212055882856 .

е е

Максимальная по модулю разность между производными:

шах 1 -е  |*1,71828182845905; (1.27)
1 ,е̂

а расстояние между у^х)  и у2(х) в С] — это максимальная из двух величин: 
(1.24) и (1.27):

I у ( х У у 2(х)  ||(, = е -1  * 1,71828182845905. (1.28)

Проверим этот результат с помощью МАТЬАВ: нарисуем графики производ­
ных наших функций. Дифференцирование проводим аналитически, с по­
мощью команды Далее выполняем те же действия, что и в предыдущей 
зоне ввода: подставляем значения аргументов, рисуем график, подписываем 
заголовок и метки осей, выравниваем масштаб и устанавливаем границы по 
оси Ох. Результат показан на рис. 1.18.

Оу1=с!і^ (уі, ' х ') % вычисляем производные 
Оу2=с1ігг (у2, ' х ')
Пу1р1=БиЬз(Буі,х ,хрі); % подставляем аргументы 
Оу2р1=зиЪз(Бу2,х,хрі);
^ідиге % новая фигура
ріоѣ(хрі,Буірі,'-Ъ',хрі,Бу2р1,'-г') % рисуем 
зеѣ (деѣ (дс^, ' СиггепЬАхез

' РопШаше' , 'Тіюез Ыеи Ношап Суг' , ' РопѣЗіге' ,10)
-Ьі-Ые ([' \ М  Графики функций ' . . .

' \гт\і1:у\гпі' ’_1 (\іЪс\гт) и \іѣу\гт''_2 (\іѣх\гт) ' ]) 
хІаЪеІ('\іЪс1) % метка оси ОХ
уІаЬеІ (' \іѣу\гт' ’_1 (\іѣх\гт) , \іѣу\гт' '_2 (\іѣх\гт) ') 
йа^азресЬ; % получили масштаб 
сіа(1:2)=юіп(с1а(1:2)) ; % уравниваем
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с іазресЬ  (сіа) ; % у стан о в и л и
х1іт([ехр(-І) ехр(1)]); % пределы по оси ОХ
О у і =

0 у 2 =

1 / х

Графики функций/'(х) яУ-(х)
3 Г-Г---------1---------Т---------,-------

О '---------1---------1---------1---------<­0.5 1 1.5 2 2.5

Рис. 1.18. Графики функций ѵ'і(л) и у ’2(х), нарисованные с помощью МЛТЬЛВ

Мы видим, что максимальная по модулю разность значений производных 
достигается на левом краю отрезка, п щ х  = е~'. □

СО 8 71ХПРИМЕР 1.6. Установить порядок близости кривых у ( х ) ~ —----- и у 0(х) = 0
п" + I

на отрезке [0 , 2  л] при п —>■ оо.

Видно, что Ѵхе[0,2л]: Ііт у ( х ) -  у0 ( х) = 0, т .к . |созих|<1, поэтому функ-Я-ѴОО
ции _)’(.*) и ѵ’о(л') будут близки в С0: максимум модуля их разности при 
можно сделать сколь угодно малым.
Оценим близость этих функций в С], С2, .... Производные наших функций:

у ( х ) ~  -  П8,,т  ПХ ; у ’о(х) = 0 , и максимальная разность (по модулю) между ни- 
п" + I
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I / /  \  / /  \  Iми также СТремится к нулю при п ^ - о о: Ііпі \ у  ( х) -  у 0 ( х) = Ііш —-------1 = 0 .
/?->х ' ' /?->х У1~ ]

Значит, наши функции близки и в С].

Продолжаем исследование. Вторые производные: у ”(х)  ~ - П Сі° 5ПХ;
гг + 1

у"о(х) = 0. При п —» да не существует предела от функции |у"(х)|, поэтому в 
классе С2 (а тем более в Сз, С4 и т. д.) наши функции близкими не являются.

СО 5 ТІХОтвет. Функции у ( х ) - —----- и _̂0(л:) = 0 на отрезке х е [0 ,2л] при « ^ а о
и~ + 1

близки в смысле близости 1-го (и 0-го), но не 2-го порядка. □

1.4. Экстремум функционала
Теперь мы по аналогии с определением 1.4 можем дать определение точки 
экстремума функционала. Конечно, такой точкой будет функция.

Определение 1.13. Ф ункция уй(х) называется точкой минимума функцио­
нала Лу{х)), если \/у(х) из ее малой 8 -окрестности выполняется условие: 
Лу{х)) >Лу0{х)). Если при этом \/у(х) из этой 8 -окрестности, кроме уо(х), будет 
выполняться Лу{х)) > .І(у,{х)). то говорят, что на функции у 0(х) достигается 
строгий минимум. Аналогично дается определение максимума (строгого 
максимума) функционала. □
В этом определении участвует 8 -окрестность функции, а мы определяли 
8 -окрестность для конкретного класса функций. Вот в соответствии с этим и 
говорят об экстремуме функционала в классах С0, Сь ..., С*,...

Определение 1.14. Функция у 0(х) называется точкой экстремума к-го по­
рядка функционала Лу{х)), если соответствующее условие из определения
1 . 13 выполняется в 8 -окрестности функции Ѵ’о(л-) в Ск. □
Пусть на функции у0(х) достигается экстремум А-го порядка. Какой вывод мы 
тогда можем сделать из этого: что достигается экстремум (Л-І)-го или (&+1)-го 
порядка? Давайте разберемся. Если, например, на уо(х) достигается минимум 
А’-го порядка, то \/у(х), которые мало отличаются от у 0(х) по значениям функ­
ции, значениям I -й производной, значениям 2 -й производной и т. д., значени­
ям к-ш производной, будет выполняться Лу{х))>Луй{х)). Если при пом  ѵ(.ѵ) 
будет мало отличаться от_у0(л:) еще и по значениям (А:+1)-й производной, то 
хуже от этого не будет: другие условия малого отличия не нарушаются, появ­
ляется новое, дополнительное условие. Поэтому по-прежнему будет выпол­
няться ./(у(х)) > ./(з’о(л')). Если же, наоборот, значения к-х производных отли­
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чаются значительно, то может уже оказаться, что условие ./(ѵ’(л-)) >./(ѵ’о(л')) не 
выполняется. Таким образом, мы должны здесь применить вывод 1.3:

✓ Если на функции у0(х) достигается экстремум А-го порядка, то будет 
достигаться и экстремум (к+ 1 )-го порядка.

Здесь можно провести такую аналогию с функцией нескольких переменных 
(рис. 1.19). Пусть в точке (Д'оО'о) достигается строгий минимум функции двух 
переменных/(х ,у): в любой точке круга малого радиуса 8 с центром в точке 
(д'о,.)’о), кроме самой этой точки, будет выполняться условие:/{х,у)>/{хо,уо). 
Но тогда минимум в точке (л'оО’о) будет достигаться и на любом подмножест­
ве точек этого круга, в котором содержится точка (л'оО’о)! Например, в интер­
вале (д'о -  8, д'о + 8) при у=уо.

Рис. 1.19. Минимум в области и ее подобласти

Определение 1.15. Экстремум 0-го порядка называется сильным. Экстре­
мум І-го порядка называется слабым (или слабым 1-го порядка). Экстремум 
А’-го порядка называется слабым экстремумом к-го порядка. □
Таким образом, если на какой-то функции достигается сильный экстремум, 
то достигается и слабый (любого порядка). Если на какой-то функции дости­
гается слабый экстремум меньшего порядка, то достигается и слабый экстре­
мум большего порядка.

1.5. Непрерывность и варьируемость 
функционала
Как же исследовать функционал на экстремум? Для этого нужны условия: 
необходимые— чтобы найти функции, на которых может достигаться экс­
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тремум, и достаточные, чтобы проверить, достигается ли экстремум. Для вы­
вода этих условий вновь обратимся к функции п переменных (1.9). Мы знаем, 
что необходимым условием экстремума такой функции является равенство 
нулю всех частных производных:

Разумеется, функция _у(х) при этом должна быть дифференцируемой: ее при­
ращение Ау в некоторой точке должно быть представимо в виде суммы двух 
слагаемых: линейного относительно вектора малых приращений сіх и беско­
нечно малой величины высшего порядка малости относительно |<іх|:

Здесь С — вектор постоянных величин (частные производные в точке), Р — 
бесконечно малая величина.
Для того чтобы мы вообще могли говорить о дифференцируемости, наша 
функция _у(х) обязательно должна быть непрерывной: бесконечно малому 
приращению аргументов сіх должно соответствовать бесконечно малое при­
ращение функции.
Давайте теперь разбираться с функционалами. Введем понятие, аналогичное 
понятию дифференциала аргумента, и дадим определение непрерывности 
функционала.

О п ред елен и е 1.16. Вариацией (или приращением) функции у(х) на функ­
ции >’о(л-) называется:

О п ред елен и е 1.17. Вариация называется мачой в смысле малости к-\ о по­
рядка, если ее норма в классе С* мала, т. е. не превышает сколь угодно малого 
заданного наперед числа г|:

Для нашего функционала вариация функции — это аналог бесконечно малого 
приращения аргументов функции нескольких переменных X х)? т- е- диффе­
ренциала аргументов йх.

Если вариация 8 _у — малая А’-го порядка, то функции у(х) и у 0(х) и сами отли­
чаются мало, и их производные до Л-го порядка включительно также отлича­

( 1.29)

или, что то же самое, равенство нулю полного дифференциала:

сІу{х) = 0 . (1.30)

Ау = (С, сіх) + р |й?х| . (1-31)

Ъу{х)=у{х)-уо{х). □ (1.32)

(1.33)
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ются мало. Однако производные более высокого, например, {к+1 )-го порядка, 
могут уже отличаться значительно. Согласно выводу 1.4, мы можем утвер­
ждать:

✓  Если вариация 8 _у— малая к-\ о порядка, то она будет малой и 
(к - 1 )-го порядка.

Из (1.32) следует, что операции варьирования и дифференцирования переста- 
вимы. Поэтому, когда мы будем писать 8у(к\  то это означает и 8 (у®), и (8у)(к\
Вариация функции 8 _у вызывает приращение функционала./.

О п ред елен и е 1.18. Приращением функционала ̂  на функции )’0(л-). соответ­
ствующим вариации функции 8 _у, называется:

Будет ли приращение функционала А У малым, если вариация функции — ма­
лая? Если да, то мы может сказать, что наш функционал— непрерывный. 
Дадим точное определение непрерывности.

О п ред елен и е 1.19. Функционал Лу{х)) называется непрерывным на функ­
ции у 0(х) в смысле непрерывности А’-го порядка, если малой (в смысле мало­
сти Л-го порядка) вариации функции 8 _у соответствует малое приращение 
функционала Лу). Или функционал Лу{х)) называется непрерывным на функ­
ции у 0(х) в смысле непрерывности А-го порядка, если для любого сколь угод­
но малого заданного наперед положительного числа б  существует такое ма­
лое число г), что, как только мы сделаем норму вариации функции 8 _у 
(в смысле С к) меньше г|, так сразу модуль приращения функционала станет 
меньше б . □

У вас не возникает ощущения, что вы где-то уже это слышали? Конечно, это 
же обычное определение предела! В нашем случае этот предел выглядит так:

Здесь норма вариации функции ||6 у|| вычисляется в С*, поэтому мы и говорим 
о непрерывности функционала в определенном классе С*.
Что следует из непрерывности Л-го порядка: непрерывность (Л-І)-го порядка 
или (&+1)-го? Как всегда, давайте анализировать. Пусть, например, наш 
функционал непрерывен в смысле непрерывности I -го порядка. Приращение 
функционала стремится к нулю, когда максимальная из двух величин: т ах |8 _у| 
и т ах |8 _у'| стремится к нулю. Если при этом еще и тах |8 _у"| —» 0, то хуже от 
этого не будет: все равно будет А 0. А вот если отказаться, например, от

А Л у0)= Л у0 + 5 у )-Л у0). □ (1.34)

( 1.35)
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требования тах |8 /| —»■ 0, то оставшегося условия тах|8)>| —>■ 0 может уже ока­
заться недостаточно для того, чтобы Л./—» 0. Поэтому:

✓  Если функционал .7 непрерывен в смысле непрерывности А-го по­
рядка, то он будет непрерывен и в смысле непрерывности (к+1 )-го по­
рядка.

ПРИМЕР 1.7. Исследовать на непрерывность функционал

Щ х ))= * х о ) ,П  (1.36)

где л'ое[а, Ь], а функция _)<.*) непрерывна в [а, Ь] и имеет непрерывные произ­
водные нужного порядка (рис. 1.20).

Сначала исследуем функционал (1.36) на непрерывность в Со. Дадим малое 
приращение (вариацию) функции .Уоі*) в С0: 5>’(.ѵ). Поскольку 5>’(.ѵ) — малая в 
С0, то максимальное Ѵд-е [а, Ь] по модулю значение 8_у(л') мало. Следователь­
но, мало и 8)<л'о). Приращение функционала в этом случае:

Л ./0 'о (л ')) = ./0 'о (л ') +  8 Д л - ) ) - . /0 'о ( * ) ) =  З'о(л'о) +  8з<л'о)-3'о(л'о) =  8.)<л'о), ( 1.3 7 )

а это — величина малая. Таким образом, функционал (1.36) непрерывен в С0, 
а значит, и в С\, и т. д. На рис. 1.20 мы видим: малое изменение ординат 
функции мало меняет наш функционал, даже если производные меняются 
сильно.

ПРИМЕР 1.8. Исследовать на непрерывность функционал
і

• ) )  = \ \ у ' ( х ) \ ( і х ,  (1.38)
о
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где функция у(х) непрерывна в [0 ; 1 ] и имеет непрерывные производные нуж­
ного порядка.

Дадим исходной функции у0(х) малую вариацию 8}ф0- Найдем приращение 
функционала:

Если — малая в С\, т. е. и 8 _Их), и 6 у'(*)— малые, то и приращение 
функционала будет малым:

Значит, наш функционал непрерывен в С\ (а значит, и в Сі_, Сз и т. д.). Пусть 
теперь 8 _Их) — малая в С0, но не в Сь т. е. 6 у(*) — малая, а 6 у'(*) — нет. По­
кажем, что в этом случае функционал (1.38) разрывен. Возьмем уо(х) = 0, а

это — см. пример 1.6 ). Значение функционала на исходной функции, очевид­
но, равно нулю. Вычислим приращение функционала:

Второе слагаемое (интеграл) по лемме Римана стремится к нулю при п —» да 
(вспомните теорию рядов Фурье!), но первое— это константа. Поэтому по­
лучаем, что приращение функционала (1.3 8 ) на сколь угодно малой вариации 
функции превышает 0,5. Значит, функционал (1.38) разрывен в С0. □
С непрерывностью мы разобрались. Теперь введем понятие, аналогичное 
дифференцируемости. Нам нужно будет выделять из приращения функцио­
нала главную, линейную часть. Но записать ее так, как в (1.31) эта часть за­
писана для функции, мы не можем: у нас нет понятия скалярного произведе­
ния. Поэтому введем понятие линейного функционала, а затем используем 
его в определении варьируемости (это аналог дифференцируемости).

А^ ( л ( х) ) = Л .иЦ-хО+з/С*) | л  - } |  ^ ( * )  I
о о (1.39)

-Л  (| Ж * )  | + | 8/ ( * )  | ) Л  ̂ } \ у ' о ( х ) \ (іх = }| 8/ ( * )  | й х -
о о о

Д У ^о С х ))^ } | '(* )  | СІХ< шах | 8 / ( х )  |< || 8 ^ (х )  ||(, . (1.40)
п хе1. ’ 1 1

81П УІХ
8_у(х) = ------- . Эта вариация— малая в Со, но не в С] при « ^ д а  (докажите

п

М л И Ь  Л 8 У ( х) | йх — Л со$пх | йх > }со& пх йх
о о о (1.41)
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О п ред елен и е 1.20. Функционал Ь(у) называется линейным, если: 

Ь ІС ф + С ^)  = С,Ду,) + С2Ь(у2). □

ПРИМЕР 1.9 линейного функционала:

(1.42)

Л(у) = |  ( р ( х ) у  + д(х)у'^)с]х. □ (1.43)

О п ред елен и е 1.21. Функционал У(у) называется варьируемым на функции 
у(х), если его приращение на этой функции А У, соответствующее вариации 
функции 8 _у, можно представить в виде суммы двух слагаемых:

1. Линейного относительно 5ѵ’ функционала Ь(у, 8_у) (этот функционал зави­
сит еще и от у  — той функции, в окрестности которой вычисляется при­
ращение, но линейность требуется только по второму аргументу 6 у).

2. Бесконечно малого функционала высшего порядка малости по сравнению 
с 8 _у (мы его можем представить как произведение просто бесконечно ма­
лого относительно 8 _у функционала Р(у, 8 _у) на ||6 у||):

В определении варьируемости участвует норма вариации функции, поэтому 
мы должны рассматривать варьируемость в конкретном классе функций, т. е. 
говорить о варьируемости 0-го, І-го, ..., А-го порядка. Согласно выводу І.З, 
если функционал является варьируемым для всех функций из какого-либо 
класса, то он будет варьируемым и для всех функций из подкласса этого 
класса. Поэтому:

✓  Если функционал ^  варьируемый в С*, то он будет варьируемым и 
В С м .

Для дифференцируемой функции (ее приращение вычисляется по формуле 
( 1.31)) дифференциал сіу — это главная, линейная относительно сіх, часть 
приращения функции: I -е слагаемое формулы ( 1.31):

ДУ0 О = 8 з0  + Р ^ , 8з0118.И|. □

Здесь Р(у, 8_у) — бесконечно малый относительно 8 _у функционал:

(1.44)

( 1.45)

1.6. Вариация функционала

с!у = (С,с]х). (1.46)
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Для варьируемого функционала аналогом дифференциала функции будет ва­
риация.

О п ред елен и е 1.22. Вариацией Ы(у) функционала Лу) на функции у(х) на­
зывается главная, линейная относительно 8>\ часть его приращения на этой 
функции А .1. □

Согласно (1.44), вариация будет линейным относительно 8 _у функционалом. 
Конечно, вариация будет также зависеть и от той функции у(х), на которой 
она вычисляется. Применяя вывод 1.3, мы можем сказать:

✓  Если 3 6 ./(_ѵ’) в С к, то она существует и в С к [.

Как же вычислить вариацию функционала? Здесь возможны различные под­
ходы. Мы рассмотрим два способа, которые будем применять дальше при 
исследовании функционалов на экстремум.
Первый способ вычисления вариации функционала. Даем бесконечно ма­
лое приращение 8 _у функции у(х) — аргументу нашего функционала. Вычис­
ляем приращение А У, вызванное этой вариацией. Раскладываем его в ряд 
Тейлора и удерживаем только линейные члены. □
Этот способ мы будем использовать в следующих главах при выводе диффе­
ренциальных уравнений Эйлера. А сейчас рассмотрим второй способ, кото­
рый нам понадобится при выводе необходимого условия экстремума
Второй способ вычисления вариации функционала. Пусть у 0(х) — та 
функция, на которой нам нужно вычислить вариацию функционала 8  У. Рас­
смотрим класс функций вида

у{х)=у0{х) + ац{х), (1.47)

где а  — бесконечно малая величина, а ц(х) — фиксированная функция. Этот 
класс является более узким, чем исходный класс функций: в нем все ордина­
ты меняются пропорционально одному числовому параметру а.
На рис. 1.21 жирной сплошной линией показана исходная функция уо(х), тон­
кими сплошными линиями— несколько функций из класса (1.47) и тонкой 
штриховой линией — функция, не принадлежащая классу (1.47).

Мы знаем, что если существует 8  У на каком-либо классе функций, то она су­
ществует и на более узком классе. Поэтому по способу 2 мы будем вычислять 
вариацию функционала на классе функций (1.47). Так как в функциях (1.47) 
уо(х) и і](л') — фиксированные, то функционал на функциях вида (1.47) стано­
вится фактически функцией одной переменной а:

Лу{х))= Луо{х) + аг| (х)) = Ѵ(а), (1.48)
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Рис. 1.21. Функции для 2-го способа вычисления б ./

причем К(0) соответствует функционалу, вычисленному на исходной функ­
ции з'о(л')- Найдем приращение функционала:

Л./0'о) =./0'о + атіЬЛѴо) = Нос)- ПО). (1.49)

Так как функционал — варьируемый, то по (1.44) имеем:

л./0'о) = ̂ 0'о, аг|) + РО'0 , аті) ||агі||, (1.50)

или, с учетом линейности (1.42):

А Л ) > о ) =  а І 0 ' о ,  Л )  + М  Р О ’о ,  “ Л )  І І Л І І -  ( 1 - 5 1 )

Нам нужно выделить в этом выражении линейный функционал это и
будет интересующая нас вариация функционала Для этого разделим обе час­
ти (1.51) на а  и перейдем к пределу при а ^ О .  В правой части 1-е слагаемое 
даст интересующую нас величину Д)>0,г|)- Второе слагаемое стремится к ну­
лю. Действительно, первый множитель |а| / а  ограничен по модулю, третий 
множитель ||г||| — это норма фиксированной функции— постоянная величи­
на, а вот второй множитель р — это бесконечно малая величина, она стре­
мится к нулю при а  —»■ 0. Следовательно, предел правой части — это вариа­
ция функционала 8.7. Найдем предел левой части. В силу (1.49):

„ М Л ^ ^ Ь ^ . )  Л ’(ѵ.) 
а^о а  а - 0  сіа

(1.52)
а = 0

Таким образом, вычисление вариации функционала по второму правилу сво­
дится к вычислению производной по а  от ,/{у0 + осг|) при а  = 0:

.□  (1.53)
а=0
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1.7. Необходимое условие 
экстремума функционала
Как мы знаем, для дифференцируемой функции нескольких переменных не­
обходимым условием экстремума является равенство нулю всех частных 
производных (1.29) или полного дифференциала (1.30). Для функционалов 
частные производные не определены, а аналогом дифференциала является 
вариация.

■ ТЕОРЕМА 1.3 (необходимое условие экстремума функционала).
Если варьируемый функционал Лу) достигает экстремума на у 0(х) — "внут­
ренней" функции области определения функционала, то вариация функцио­
нала на этой функции равна нулю: 8 Лу${х)) = 0.
Под внутренней функцией мы понимаем такую, которая не лежит на границе 
области определения, т. е. функцию, для которой вариация в любой точке 
может быть и положительной, и отрицательной.
Доказательство. Пусть функционал Лу{х)) достигает экстремума нау0(х) — 
"внутренней" функции области определения функционала Выберем функ­
цию Г|(л:) настолько малой, чтобы при любых малых а  функции вида 
Ѵ{а)=./(\’о{х) і аі](л')) находились в области определения и при положитель­
ных, и при отрицательных а. Значению а  = 0 соответствует ./(ѵ’0(л-)) = Ѵ(0) — 
экстремальное значение. Необходимое условие экстремума функции одной 
переменной Ѵ(а) — это равенство нулю ее производной: Р(0) = 0. Но по 
( 1.52)—(1.53) это соответствует тому, что равна нулю вариация функциона­
ла. □
Замечание 1.1. Эта теорема также имеет место, если функционал зависит не 
от одной, а от нескольких функций. Для доказательства достаточно зафикси­
ровать все функции, кроме одной, на экстремалях (как на рис. 1.19). Тогда 
функционал будет зависеть только от одной функции и будет достигать экс­
тремума, когда его вариация по этой функции будет равна нулю. □
Замечание 1.2. Эта теорема также имеет место, если функционал зависит от 
функции нескольких переменных. В этом случае в классе функций (1.47) 
функции уо, у  и г| будут зависеть не от одной, а от нескольких переменных. □

1.8. Основная лемма 
вариационного исчисления
Мы сейчас сформулируем и докажем одну простую лемму. Она играет на­
столько важную роль в вариационном исчислении, что так и называется: ос­
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новная лемма вариационного исчисления. Дальше она будет использоваться 
при выводе дифференциальных уравнений Эйлера Вот эта лемма.

■ ЛЕММА 1.1. Если \/ц{х)<ЕСк на {х\,хг\ интеграл от произведения этой 
функции на другую функцию Ф(х)еС^ по [X], х2] равен нулю:

то это возможно только в том случае, если Ф(.ѵ) = 0 Ѵхе [хь х2]. 
Доказательство. Проведем доказательство от противного. Пусть в какой- 
либо точке .Ѵіі̂ [.Ѵі..Ѵ'|: Ф(.ѵ)^(). Для определенности будем считать, что 
Ф(.\'о) = Л >0. Вы когда-то изучали свойства функций, непрерывных на интер­
вале, и знаете: если непрерывная функция в какой-то точке Хо отлична от ну­
ля, то существует некоторая малая окрестность этой точки, в которой функ­
ция тоже отлична от нуля и имеет тот же знак, что и в точке Хо. У нас 
Ф(х)еСь т. е. является непрерывной. Поэтому наверняка существует некото­
рый отрезок [х^,х+], в котором Ф(.ѵ) > 0.

Покажем теперь, как можно построить такую функцию г|(*)еС*, что ( 1.54) 
будет нарушаться. Возьмем Г|(л:) в виде:

За счет показателя п можно добиться дифференцируемости нужное число раз, 
а за счет к — сделать функцию сколь угодно большой или малой. Нарисуем с 
помощью МАТЬАВ пример такой функции (рис. 1.22). Посмотрите в причо- 
жении 1, как строить графики.
сіеаг аіі % очистили все 
Хтіпиз=0.4;
Хр1из=0.6;
п=2;
к=1;
х=1іпзрасе(Хтіпиз,Хріиз);
у=к. * (х-Хтігшз) . Л (2*п) . * (х-Хр1из) . Л (2*п) ;
р1оѣ([0 х 1],[0 у 0]) % рисуем
зеѣ (деѣ (дс^, 1 СиггеггЬАхез'),...

' РопШате1 , "Гітез Ыеи Ношап Суг' , ' РогѵЬЗіие' ,10) 
ѣіѣіе('\ М График функции \гт\е!а\гт(\іѣх\гт)') 
хІаЬеІ('\іЪс1) % метка оси ОХ

(1.54)

(1.55)
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уІаЬеІ('\е1а\гт(\іЪс\гт)') % метка оси ОТ 
х1іт([0 1]); % пределы по оси ОХ

Рис. 1.22. График функции г|(д-), нарисованный с помощью МЛТЬЛВ 

Тогда ( 1.54) будет нарушаться:

%2+
| ф  ( * ) л ( * ) ^  = |  Ф ( х ) ц ( х ) ( 1х>  О, (1.56)
Х| Х _

т. к. каждый из сомножителей в подынтегральной функции положительный. 
Аналогично, если в какой-либо точке Ф(л'о)<0, то для этой же г|(д-) интеграл
(1.56) будет отрицательный. Отсюда по принципу от противного следует, что 
если Ѵг|(д') будет выполняться (1.54), то это возможно, только если Ф(д-) = 0 
Ѵд'е[л'і,л'2]. □

Замечание 1.3. Основная лемма вариационного исчисления справедлива и 
для функции нескольких переменных. Сформулируем и докажем ее для 
функции двух переменных. Формулируется она так: если Ѵг|(д',_)’)еС і в об­
ласти Б  имеет место

Д ф  { х , у ) ц {х , у ) ( 18 ^ ъ ,  (1.57)
('->)

то это возможно только в том случае, если Ф(л',_у) = 0 У(х.у)<=1).
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Доказательство проводится так же, методом от противного. Предположим, 
что в какой-то точке (хо ,уо)^В ‘ Ф(л'о,>’о) = А > 0 . Значит, существует некото­
рая малая 8 -окрестность точки (хо,уо), в которой Ф(хо,};о)> 0. Построим функ­
цию ц(х,у) в виде:

Нарисуем трехмерный график этой функции с помощью МАТЬАВ. Посмот­
рите, как вычисляется функция г на заданной сетке. Мы проводим вычисле­
ния по первой части формулы (1.58), а затем умножаем поэлементно на бу­
левский массив. При этом происходит автоматическое приведение типов, и 
булевский массив преобразуется в массив нулей и единиц. Таким образом, 
в области В  вычисления проводятся по первой части (1.58), а вне I) будет 0. 
Результат показан на рис. 1.23.

сіеаг аіі % очистили все 
х0=0.5; 
у0=0.5;
Йе1-Ьа=0. 2 ;
п=2;
к=1 ;
[X,У] =яіезЬдгісі (Ііпзрасе (0,1) , Ііпзрасе (0,1)) ; 
г=к. * ((Х-хО) . Л2+ (Т-уО) . Л2-сіе1ѣаЛ2) . Лп. *. . .

((йе1ѣаЛ2-(Х-хО).Л2-(У-уО).Л2)>0); 
зш±(ХД,г) % рисуем 
зеѣ (деѣ (дс^, ' СиггегѵЬАхез'),...

' РопШаше' , 'Тіюез Ыеи Ношап Суг' , ' РогѵЬЗіие' ,10)
-Ьі-Це ([' \ М  График функции ' . . .

' \гт\еѣа\гт(\іѣх\гт,\і1:у\гпі) ' ]) % заголовок 
хІаЬеІ('\іѣх') % метка оси ОХ 
уІаЬеІ (' \іѣу') % метка оси ОТ
2ІаЪе1 ('\еѣа\гт(\іЪс\гт,\і1:у\гпі)') % метка оси 02

Для этой функции ц(х,у) условие (1.57) будет нарушаться: подынтегральная 
функция будет отлична от нуля (причем положительна) только в 8 -окрест­
ности точки (х0,уо), поэтому интеграл (1.57) будет положительный. Анало­
гично, если в какой-то точке Ф(д-0. у,,) < 0- то для подобранной нами функции 
ц(х,у) интеграл (1.57) будет отрицательный. Следовательно, добиться вы­
полнения (1.57) при произвольной ц(х,у) можно, только если Ф(х,у) = 
- О П ѵ . і І ^ / А

(1.58)
0; .ѵ і? 1).
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Рис. 1.23. График функции г|(л-, ѵ), нарисованный с помощью МЛТЬЛВ

1.9. Вопросы для самопроверки
1. Что такое функционал? Чем он отличается от функции?
2. В чем состоит основная задача вариационного исчисления?
3. Какие классические задачи вариационного исчисления вы знаете?
4. Что называется классом функций? Какие классы вы знаете?

5. Какое утверждение правильное: Со с  С] или С] с  Со?
6. Какое утверждение правильное: С ^сС ы  или Сы с  (V?
7. Сформулируйте и докажите теоремы I. I и 1.2 для С*.
8. Найдите расстояние 2-го порядка между функциями _)’](.*)=.* и =

1 —соз х  на отрезке

9. Найдите расстояние 1001-го порядка между функциями у\(х) = ех и 
у>2(х)=х на отрезке [0; 1].

10. Установите порядок близости функций х) - 8ІПХ и _у2 (х)  = зіп —
п п

к функции 3'о(л') = 0  на отрезке х  е [0 , 2л] при п —»■ оо.
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11. Какой экстремум называется сильным? слабым? слабым А’-го порядка?
12. Если на функции у(х) достигается сильный экстремум, то достигается ли 

слабый? А если достигается слабый, то достигается ли сильный?
13. Если на функции у(х) достигается экстремум к-го порядка, то будет ли на 

ней достигаться экстремум (&+1 )-го порядка? (Л-І)-го порядка?
14. Какой функционал называется непрерывным?
15. Что следует из непрерывности к-го порядка: непрерывность (&+1)-го или 

(к—\ )-го порядка?
16. Исследуйте на непрерывность функционал Лу{х)) = тах\у(х)\, где функ­

ц и я ^ )  непрерывна на отрезке [х],х2] и имеет непрерывные производные 
любого нужного порядка.

на функции у 0(х) = 0 .
18. Какой функционал называется линейным?
19. Какой функционал называется варьируемым?
20. Если функционал , / — варьируемый в С к, то будет ли он варьируемым 

в (Ѵі? в (а ,?
21. Что называется вариацией функционала? Как она вычисляется? Какие вы 

знаете способы ее вычисления?
22. Сформулируйте необходимое условие экстремума функционала Как оно 

доказывается?
23. Сформулируйте основную лемму вариационного исчисления и докажи-

17. Исследуйте на непрерывность функционал
о

те ее.



ГЛАВА 2

Элементарная задача 
вариационного исчисления

2.1. Дифференциальное уравнение Эйлера
Рассмотрим функционал, зависящий от функции одной переменной _)<*) и ее 
производной _)’'(Д'):

где Г(х, у, у') —  непрерывная функция трех переменных и дифференцируемая 
функция двух своих последних аргументов.

Определение 2.1. Задача вариационного исчисления (2.1—2.2) называется
элементарной. □
Найдем решение этой задачи. Необходимым условием экстремума функцио­
нала является равенство нулю его вариации, вычисленной на экстремальной 
функции Ѵ’о(Л');

В нашем случае 8.70') вызывается вариацией независимой переменной —  
функции Д.т) и ее производной _)>'(*):

(2.1)

с заданными граничными условиями:

(2.2)

8 Л > ’ о )  =  0 . (2.3)

.К*) =Уо(х) + 8){х); у'(х) =у'0(х) + 8у'(х), (2.4)
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причем в силу граничных условий (2.2) вариация функции на концах интер­
вала равна нулю:

8Кл' і) = 8)<л'2) = 0. (2.5)

Экстремаль .УоС*) и допустимые функции, удовлетворяющие условиям (2.5), 
показаны на рис. 2.1.

Рис. 2.1. Экстремаль и допустимые функции

Все допустимые функции удовлетворяют граничным условиям (2.2) и имеют 
малую вариацию (по крайней мере в смысле С0) относительно экстремали 
_)’о ( л ' ) -  Необходимое условие экстремума функционала (2.3) требует, чтобы і ш  

любой такой вариации функции 8ѵ’ вариация функционала 8.7 обращалась 
в нуль.

Вычислим вариацию функционала как линейную часть его приращения А.7. 
Мы знаем два способа вычисления 8Л}>). Воспользуемся первым способом: 
разложим /’’(л\ ѵ’о + 8>'. ѵ о + 8у') в ряд Тейлора в окрестности экстремальной 
функции ѵ’о(л-) с удержанием только линейных членов:

Р{х, Уо + 5у,у'о + 8у 1) = Р{х,у0,у'0) + Р}(х ,у0,у'0) 5у + іу  (х,)’о,у'о) 8 / .  (2.6)

Здесь символами 7% и обозначены частные производные от функции Р  по 
ее второму и третьему аргументам (в вариационном исчислении в частных 
производных штрих вверху обычно не ставится). Вычислим функционал (2.1) 
на функции Р  с приращениями (т. е. вычисленной по (2.6)), и вычтем из него 
функционал, вычисленный на исходной функции без приращений. Поскольку 
мы в (2.6) удержали только линейные члены, то получим не приращение 
функционала, а линейную часть этого приращения, т. е. вариацию:

Х'У Х'У

д'/ {Уо)^ I +5У’Уо + 5 / )  = |  (Л' 5у + 8 / ) * -  (2-7)
Д| Д|
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Преобразуем полученное выражение, интегрируя 2-е слагаемое по частям:

Ы (Уо) = \РУЬУ<Ь + (ру 8 ^ 2 -\^Ъуііх = \\ Ру
сіх СІХ

Ьусіх-О. (2.8)

При интегрировании по частям внеинтегральное слагаемое равно нулю из-за 
граничных условий на концах интервала (2.5). Остается интеграл от произве­
дения двух функций, который должен быть равен нулю. Так как вариация 
функции 8_у(д')— произвольная, то в силу основной леммы вариационного 
исчисления первый сомножитель под интегралом должен равняться нулю. 
Таким образом, функция, на которой достигается экстремум, должна удовле­
творять дифференциальному уравнению

сіК.
Рѵ----- -  = 0 .

сіх
(2.9)

Определение 2.2. Уравнение (2.9) называется дифференциальным уравне­
нием Эшера (ЬеопЬагсі Еиіег, 1707— 1783, рис. 2.2). □

Рис. 2.2. Л. Эйлер

Оно является в общем случае уравнением второго порядка Действительно, 
функция /• зависит от аргументов х, у  и у': /•’, и /•’,---- это частные производ­
ные от Р  по ее второму и третьему аргументам, они также зависят только от 
этих аргументов. А с1РѴ'/с1х— это полная производная по х  от частной произ­
водной РѴ', и в выражении для с1Рѵ'/с1х появится уже вторая производная у".
В нашем случае уравнение Эйлера дополняется двумя граничными условия­
ми (2.2). Так как это не начальные, а граничные условия, то теорема Коши 
о существовании и единственности решения дифференциального уравнения
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здесь неприменима. Иными словами, решение задачи (2.9) с граничными ус­
ловиями (2 .2 ) не обязательно существует, а если существует, то оно не обяза­
тельно единственное. Все зависит от вида уравнения Эйлера (2.9) и разреши­
мости системы уравнений для граничных условий (2 .2 ).

О п ред елен и е 2.3. Любое решение задачи (2.9) с граничными условия­
ми (2 .2 ) называется экстремалью. □
Это определение не противоречит определению 1.3, а обобщает его. Посколь­
ку (2.3) — это только необходимое условие экстремума, но не достаточное, 
то экстремаль — это кривая, на которой может достигаться экстремум (а мо­
жет и не достигаться). Для проверки наличия экстремума на найденной экс­
тремали служат различные достаточные условия экстремума, которые мы 
изучим дальше, в главе 13.

ПРИМЕР 2.1. Рассмотрим пример, который легко решить аналитически. 
Требуется найти экстремум функционала

Для нахождения произвольных постоянных С] и С2 подставим решение (2.16) 
в граничные условия (2 . 1 1 ):

(2-10)
о

при граничных условиях

(2.11)

Найдем частные производные Ру и / у :

Ру = \2х; РУ' = 2у'. 

Вычислим полную производную по х от Ру>:

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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>/(0) = С2 = 0 ;  
д;(1) = 1 + С, +С2 =1.

(2.17)

Видно, что система (2.17) имеет единственное решение. Решая эту систему, 
найдем значения С] и С2:

Действительно ли на этой кривой достигается экстремум? И если да, то ка­
кой: минимум или максимум? Далее, в главе 13, мы рассмотрим достаточ­
ные условия экстремума. В частности, мы выведем условие Лежандра: если 
на экстремали выполняется условие / у у > 0 , а на функциях, близких к экс­
тремали, для произвольных у '  имеет место / у / >  0 , то достигается сильный 
минимум. В нашем случае это выполняется:

и, следовательно, на нашей экстремали достигается сильный минимум. Про­
верим этот результат: вычислим ./(у) на нескольких функциях вида Ѵа- .ѵ\ Эти 
функции удовлетворяют граничным условиям (2 . 1 1 ) и, следовательно, явля­
ются допустимыми. Для вычислений применим МАТЬАВ.

сіеаг аіі % очистили все
зутз х % описали символический аргумент
к=1:5; % показатели степени
у=х.Лк; % символические функции
Оу=с1і^ (у,х) ; % производные
р=Оу.А2+12*х.*у; % подынтегральные функции
і^іп-ЬСР^ОД) ; % функционалы
Лп=еѵа1 (іі) ; % посчитали значения
сНзр('к а(хАк)') % печатаем заголовок
^ргіпі^('%сі %12.10^\п',[к;Лп]) % печатаем результаты
к СГ(хЛк)
1 5 .0000000000

2 4 .3333333333

3 4 .2000000000

4 4 .2857142857

5 4 .4920634921

(2.18)

и тогда уравнение экстремали имеет вид:

(2.19)

Ру’у’ = 2 > 0 , (2.20)

Действительно, полученный результат не противоречит выводу о том, что на 
функцииу{х)=хъ достигается минимум. Но, конечно же, проведенная провер­
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ка не доказывает этот факт. Ведь мы проверили только несколько из беско­
нечного числа функций, графики которых проходят через точки М](0 , 0 ) и 
Д/'(1.1)! Доказательством могут служить необходимые и достаточные усло­
вия экстремума функционала. □

ПРИМЕР 2.2. Найти экстремаль функционала

Находим произвольные постоянные из граничных условий (2.22). Подставля­
ем решение (2.25) в эти граничные условия:

Мы видим, что из полученной системы уравнений можно найти только С\ = 1, 
а Сі может быть произвольной. Поэтому данная вариационная задача имеет 
бесчисленное множество решений вида

На любой из этих функций функционал Лу) принимает постоянное значе­
ние (какое — мы сейчас посчитаем). Проверка по достаточному условию Ле­
жандра дает:

поэтому на экстремалях (2.27) достигается сильный минимум.
Посчитаем значение функционала (2.21) на функциях вида (2.27) и нарисуем 
несколько экстремалей с помощью МАТЬАВ (рис. 2.3).

(2.21)
о

при граничных условиях

(2 .22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

у(х) = С08 X + С2 ЗІП X (2.27)

(2.28)
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Рис. 2.3. Несколько экстремалей в примере 2.2

сіеаг аіі % очистили память
зутз х % описали символическую переменную
С2=-2:2; % несколько констант
у=соз(х)+С2*зіп(х); % функции
1Эу=сН^ (у,х) ; % производные
Р=Оу.Л2-у.Л2; % подынтегральные функции
^іпі:(Р,х,0,2*рі) % функционалы
хр1=1іпзрасе(0,2*рі); % абсциссы для графика
^ідиге % новая фигура
Ьоісі оп % для рисования нескольких графиков 
^ог к=1:Іепд-Иі (Л"), % заполняем ординаты и рисуем 
ур1=зиЬз(у(к),х,хр1); % ординаты 
р1оѣ(хр1,ур1) % рисуем 

епй
Ъоісі оіі
зеѣ(деѣ(дс^,'СиггепІАхез

' РопШате' , 'Тітез Ыеи Нотап Суг' , ' РопІЗіге' ,10) 
х1іт([0 2*рі]) % установили пределы по оси ОХ 
сіа=сіазресЬ; 
сіа (1:2) =тіп (сіа (1:2)) ; 
сіазресЬ (сіа) ; % одинаковый масштаб
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ѣ іѣ іе  ( ' \М П ример 2 . 2 ' )
х ІаЪ еІ (' \ і Ъ с \ г т 1) % м етка о си  ОХ
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т )  ')  % м етка осзи ОТ
а =
[ 0, 0, 0, 0, 0]

На каждой из наших функций функционал равен нулю. □

2.2. Частные случаи уравнений Эйлера
Иногда решение уравнения Эйлера существенно упрощается. Рассмотрим 
соответствующие частные случаи.

2.2.1. Подынтегральная функция )  
не зависит явно от у'
В этом случае /у  = 0, и уравнение Эйлера становится конечным. В его реше­
нии уже нет произвольных постоянных. Оно не обязательно удовлетворяет 
граничным условиям (2.2). Если эти условия удовлетворяются, то мы полу­
чим экстремаль, а если нет — то нет и решений у данной вариационной за­
дачи.

ПРИМЕР 2.3. Решить вариационную задачу:

Здесь подынтегральная функция Р(х, у, у ") = у  , т. е. не зависит от у'. Диффе­
ренциальное уравнение Эйлера (2.9) фактически стало конечным:

На непрерывных функциях (т. е. в классе С0 и во всех вложенных в него клас­
сах) экстремум (минимум) достигается только при граничных условиях

(2.29)

(2.30)

Его решение:

у  = 0 . (2.31)

(2.32)

При других граничных условиях экстремума нет. □
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2.2.2. Подынтегральная функция )  
линейно зависит от у'
Пусть подынтегральная функция Р  линейно зависит от у', т. е. имеет струк­
туру:

Р(х,у,у') = Р(х,у) + 0(х,у)у'. (2.33)

Выведем уравнение Эйлера.

р  _ ^ = дР + у'<!Я__49_=
с/х ду ду с/х

Ж + у Ш - Ё в _ д О .  .  =  д Р _ д О _  =  0

ду ду дх ду ду дх

(2.34)

Если условие
дР дО--------— = 0 (2.35)
ду дх

не выполняется, то (2.34) — конечное уравнение. Здесь возможны два вари­
анта:
□ если линия, определяемая этим уравнением, удовлетворяет граничным 

условиям, то в этом случае она является экстремалью;
□ если граничные условия не удовлетворяются— то нет и решений у 

данной вариационной задачи.
Если же (2.35) выполняется, то вариационная задача теряет смысл: интеграл 
от функции вида (2.33) в этом случае вообще не зависит от линии интегриро­
вания. На любой кривой, соединяющей граничные точки М\{х\, и М2(х2, у2), 
функционал принимает одинаковое значение. Вы ведь помните: (2.35) — это 
условие независимости криволинейного интеграла от линии интегрирования!

ПРИМЕР 2.4. Решить вариационную задачу:

^ у )  = I  ( / + .т / ) Л ^ е х й - ;  (2-36)
о ■ а.

Выводим уравнение Эйлера:

сііх’)
2 у ---- -—- = 0; 2 у - 2 х -  0. (2.37)

сіх

Его решение:
у= х .  (2 .3 8 )
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Подставляем граничные условия:

Гу(0) = 0; (удовлетворяется)

Ыо=«-
Если а = 1, то линия у= х  является решением данной вариационной задачи. 
При аФ 1 решений нет. □

ПРИМЕР 2.5. Решить вариационную задачу:

•/00  = I  (^  + ху')гіх^ехіг; 1У ̂ ) “  ^  ’ (2.40)
ж, {у{х2) ^ у 2-

Выводим уравнение Эйлера:

(2.41)
(ІХ  (ІХ

Уравнение обратилось в тождество. Любая кривая, проходящая через гра­
ничные точки, доставляет функционалу одно и то же значение:

х2 (  \  (Х2'У2) , ,
^ (у )~  11 у + *—  \сІх- |  усіх + хсіу -  (ху)\^ ’>2 ^Х2уг -Х\У\- (2.42)

Функционал не зависит от линии интегрирования— вариационная задача 
теряет смысл. □

2.2.3. Подынтегральная функция )  
не зависит явно от у'
В этом случае в уравнении Эйлера (2.9) первое слагаемое равно нулю. По­
скольку при этом полная производная по х от /у  обращается в нуль, то сама 
функция РУ' должна быть постоянной. Эта функция зависит только от аргу­
ментов х и у'. Поэтому имеем первый интеграл:

Ру.{х,у') = Сь (2.43)

Это — уравнение уже не 2-го, а 1 -го порядка, причем не содержащее в явном 
виде у. Возможно, оно решается легче, чем исходное уравнение 2-го порядка 
(2.9). Можно, например, попытаться разрешить (2.43) относительно у', а затем 
проинтегрировать.

ПРИМЕР 2.6. Материальная точка движется из положения М^{х\,у{) в поло­
жение М2{х2,уі) со скоростью, прямо пропорциональной координате х: ѵ = кх.
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По какой траектории она должна двигаться, чтобы прийти из М\(х\,у\) 
в М2{х2,у2) за минимально возможное время (рис. 2.4)?

Выведем функционал. Скорость — это производная пути по времени:

_сЛ
(ІІ

Отсюда находим дифференциал времени:

, (Л л/ 1 + у'2сіхш ~ — = л----------- .
ѵ кх

Все время прохождения траектории от М](.*],_)’]) до М2(х2,у2):

і у] 1 + у'2 (ІХ
Ч у ) - Г кх

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Требуется минимизировать этот функционал при граничных условиях

ІУ(Х])^У]1
[у(х2) = у2-

(2.47)

Подынтегральная функция не зависит от у. Запишем первый интеграл урав­
нения Эйлера (2.43) (множитель к внесем в Сі):

Кл[\
У - = с . (2 .4 8 )

Л'\/ 1 + у ‘
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Полученное дифференциальное уравнение 1-го порядка решим путем введе­
ния параметра:

у ' = сЩ(. (2.49)

Из дифференциального уравнения (2.48) находим переменную х:

У сіе/ соз ( х ^ ---- , = ---- . = ----- = С] созI. (2.50)
С] V 1 + у'2 С] 7 1  + сі§2 ?

Здесь мы переобозначили константу: С\=  1/С]. Теперь находим

с]у = сЩ 1сЬс=—сХ% ^Сізіп Ш = -С \соз іЛ. (2.51)

Интегрируем:
у= -С \*т і+ С 2. (2.52)

Вновь переобозначим С\ = С\ и исключим параметр I из полученной системы 
уравнений:

\ х - С Л соз 1\
П ■ < п  2̂-53)[у = - Ц  зіп/ + С2.

Для этого во втором уравнении перенесем С2 налево, возведем обе части в 
квадрат и сложим:

х2 + (у -С 2)2 = С І (2.54)

Полученные экстремали — окружности с центрами на оси Оу. Произвольные 
постоянные С\ и С2 можно найти из граничных условий. Мы не будем этого 
делать: вы решали подобные задачи при изучении курса аналитической гео­
метрии. □

2.2.4. Подынтегральная функция )  
зависит только от у'
Функция Р  зависит в общем случае от трех аргументов: х, у  и у'. Поэтому 
полную производную по х от Ру> (второе слагаемое уравнения Эйлера (2.9)) 
можно расписать так:

<*Р? _ дРу | дРу (іу | дРу <1у'
(іх дх ду сіх ду' сіх ' ху ' ' уУ'  ' ' уУ

Ъ + Г ууУ ' + КуУ ', (2.55)

а само уравнение Эйлера записать в развернутом виде, через частные произ­
водные:

Р у - Р # -Р * У '-Р ? ? У " =  0- (2 .56)
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Если Р  зависит только от у', то в (2.56) частные производные по д- и ѵ обра­
щаются в нуль, и остается только последнее слагаемое:

Руу у"=0. (2.57)

Произведение равно нулю, когда хотя бы один из сомножителей обращается 
в нуль. Поэтому экстремали находятся из уравнения

/ '= 0  (2.58)

или уравнения
РуУ = 0. (2.59)

Решения уравнения (2.58) — это различные прямые:

у  = С]Х + С2- (2.60)

Уравнение (2.59) — это конечное уравнение относительно у'; оно имеет ка­
кие-то корни:

/ = * і ; 
у' = &,;
* 1 (2.61) 

/  = *„•

Каждое из этих решений определяет прямую, т. е. является частным случаем 
общего уравнения прямой (2.60). Таким образом, экстремали функционала, 
зависящего только от у, — это прямые.

ПРИМЕР 2.7. Найти кратчайшее расстояние между двумя точками Л/|(.Ѵ|. ѵ*() 
И М2{Х2,Уі).
Составим функционал:

* 2  .---------------------

Б (у )~ \ф + У '2( іх ^ т т .  (2.62)
хі

Подынтегральная функция зависит только от у ' — решением будет прямая 
(2.60). Подставив граничные условия, найдем С] и С2. Вы ведь умеете прово­
дить прямую через 2 точки? □

2.2.5. Подынтегральная функция )  
не зависит явно от х
В этом случае в уравнении (2.56) тождественно равно нулю второе слагаемое: 
там есть частная производная по х.
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Остается:

Но такой же вид имеет и полная производная по х от выражения

Р -уТ у= С и

(2.63)

(2.64)
Действительно, продифференцируем (2.64). При дифференцировании учтем, 
что Р  и ее частные производные от х не зависят:

что после сокращения на у ' совпадает с (2.63). Таким образом, если подынте­
гральная функция не зависит явно от х, и решением не является горизонталь­
ная прямая (у' ф 0), то дифференциальное уравнение Эйлера (2.9) имеет пер­
вый интеграл (2.64). Он является уравнением 1-го порядка, которое решается 
проще, чем исходное уравнение (2.9).

ПРИМЕР 2.8. Задача о брахистохроне (см. раздел 1.2). Выберем систему ко­
ординат так, как показано на рис. 1.6. Поместим начало координат в точку 
старта <9(0,0). Ось Ох направим горизонтально вдоль траектории движения, 
а Оу— вертикально вниз. Для вывода функционала воспользуемся законом 
сохранения энергии. Ввиду отсутствия диссипативных сил

где Т — кинетическая энергия, II— потенциальная, индекс 0 означает на­
чальный момент времени. В начальный момент скорость нулевая, поэтому

Начало отсчета потенциальной энергии также выберем в точке М](0,0). По­
этому

Здесь т — масса, § — ускорение силы тяжести. Знак "минус" появился пото­
му, что ось Оу направлена вниз, и увеличению координаты у  соответствует 
уменьшение потенциальной энергии II. Составляем уравнение закона сохра­
нения энергии:

(2.65)

Т+ ІІ=Т0+ІІ0, (2 .66)

Г0 = 0. (2.67)

гу0=о.
В любой точке М(х,у) кинетическая энергия

(2 .68)

т _ ШѴ
2 '

Потенциальная энергия в этой же точке М(х,у) равна
V=-т8у.

(2.69)

(2.70)
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шѵ
—  ~тпёУ = 0. (2.71)

Отсюда находим скорость ѵ, которая является производной пути по времени:

^ -  = ѵ = т]2Іу. (2.72)
<М

Дифференциал времени равен:

Л =  а  (2 ? 3 )

4 2ёУ лІ̂ -ёУ

а все время прохождения дистанции будет:

Ф_ ,2

Т ( у ) ^ —̂ =  [ + У—ёх^-т 'т . (2.74)
Ѵ2Я ж, 4 у

Подынтегральная функция в этом функционале не зависит явно от х. Гори­
зонтальные прямые не являются решениями: у'Ф  0. Запишем первый интеграл 
уравнения Эйлера (2.64). Постоянный множитель перед интегралом можно 
сократить (или внести в С]). Имеем:

Ф '2
У У' , „ =С;. (2.75)Фу фуФ + У2

Упрощаем. После приведения к общему знаменателю получим:

ФуФ + У2
= Су. (2.76)

Возведем в квадрат и переобозначим константу:

у { Щ ,2) = Сь (2.77)
Решим уравнение при помощи введения параметра:

У=сЩ(. (2.78)
Из уравнения (2.77) переменная у  выражается через параметр:

у(\ + сЦ?і) = - ^ г  = С]\> 
ѵ 7 8111 I (2.79)
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Теперь найдем х. Вначале находим сіх:

сіу СЛзіп/созЛЙ _ _ . 7 т _ /, . ч ,йх~  —  --------------- ~2С\вт ійі -  СД1 -соз2п  Л, (2.80)
У  С\%і

а затем интегрируем:

* = -^-(2*-8Іп 2*). (2.81)

Еще раз переобозначим константу: С]/2^>Сі и параметр: 2 Из (2.79) и 
(2.81) получаем уравнения циклоиды:

[х = С , { і -$т і)  + С2-,
[ д ^ С ^ І - С О З * ) .

Произвольные постоянные С] и С2 находим из граничных условий. Подстав­
ляем левую точку М](0,0):

_у = 0; => со8/=1; —> / - 0: —> х = Сг = 0. (2.83)

Теперь подставим правую точку Д/Д.ѵ> г<) и найдем С] и соответствующее 
значение параметра і2 из решения системы нелинейных уравнений:

[С, (і7 -з іп /,)  -х-,;
{ ]) 2 2! 2 (2.84)
[С, ( і  -С 0 5  і У ) -  у 2 .

Мы будем решать эту систему дальше в этой главе, в разделе 2.4.3.
Исследуем полученную экстремаль на выполнение достаточных условий экс­
тремума по Лежандру. Вычислим Руу :

РуУ =------- 1------г . (2.85)
4~у{\+У2}

У нас )’> 0: второй сомножитель знаменателя всегда положительный, поэтому 
Руу> 0 для всех с. близких к экстремали, и для всех у'. В соответствии с дос­
таточным условием Лежандра достигается сильный минимум. □

2.3. Вопросы для самопроверки
1. Какую вариационную задачу мы решаем?
2. Как выводится дифференциальное уравнение Эйлера?
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3. Где используется в выводе дифференциального уравнения Эйлера основ­
ная лемма вариационного исчисления?

4. Почему обращается в нуль внеинтегральное слагаемое в формуле (2.8) 
при интегрировании по частям?

5. Чем отличается частная производная от полной?
6. Какие вы знаете методы решения дифференциальных уравнений 2-го по­

рядка?
7. Всегда ли решение вариационной задачи будет единственным? От чего 

это зависит?
8. Какие частные случаи уравнения Эйлера вы знаете?
9. В каких случаях уравнение Эйлера перестает быть дифференциальным и 

становится конечным?
10. В каких случаях вариационная задача теряет смысл?
11. Как записывается 1 -й интеграл уравнения Эйлера, если подынтегральная 

функция Р  не зависит явно от у?
12. Каким будет решение уравнения Эйлера, если подынтегральная функция 

Р  зависит только от г'?
13. Как решается уравнение Эйлера, если подынтегральная функция Р  не за­

висит явно от у'?
14. Как решается задача о брахистохроне?

2.4. Примеры выполнения заданий
2.4.1. Задание 1
Найти экстремаль функционала

■і(у)~ I (х2 + у2 + у'2 )Л  —» ехіг ; |^ ( |)  ^  * (2.86)

Исследовать полученную экстремаль на достаточные условия экстремума 
Вычислить значение функционала на найденной экстремали и, для сравне­
ния, на прямой, соединяющей точки М](Х],у]) и М2(х2,у 2). Построить график 
решения.
В этом примере подынтегральная функция Р{х,у,уг) является функцией обще­
го вида, поэтому составим уравнение Эйлера в виде (2.9) и решим его. Затем 
построим график решения. Попутно исследуем на выполнение достаточных 
условий экстремума и вычислим значение функционала на экстремали и от­
резке прямой М]М2.
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Применим для решения задачи МАТЬАВ. Посмотрите в приложении 1, как 
выполняются символические вычисления в МАТЬАВ, решаются конечные и 
дифференциальные уравнения, строятся графики.
Очистим память. Напечатаем заголовок решаемой задачи. Если хотите, за­
дайте другую строку для вывода (например, свою фамилию). Опишем симво­
лические переменные [58]. Для решения уравнения Эйлера используем при­
нятые в МАТЬАВ обозначения производных: Будляу'и Б2удля у". Аргумент 
обозначим х, а функцию — у. 
с і е а г  а і і  % очистили память
сН зр ( 1 Решаем за д а н и е  2 . 1 ’ ) % выводим заго л о в о к  задач и  

з у т з  х  у  ІЭу Б2у % описали символические переменные
Решаем задание 2.1

Вводим подынтегральную функцию и граничные условия. Печатаем их. Что­
бы напечатать символ ’, нужно его удвоить. Здесь вы должны поставить свои 
исходные данные: подынтегральную функцию Р  и граничные условия X], у\,
Х2, У2-

Р=хА2+ уА24С>уА2 ; % поды нтегральная функция
х 1 = -1 ;  % граничные условия

у1= 1;
х2=1;
у2= 2;

сН зр ( 1 Исходные данны е: 1)
^ргіп-Ь^ ( 1 Подынтегральная функция Р ( х , у , у 1 1) =% з\п1 , сЬ аг (Р ) )

^ргіп-Ь^ ( 1 Граничное усл ов и е с л е в а : у  (%сі) =% й\п1 ,х 1 ,у 1 )
^ргіп-Ь^( 1 Граничное усл ов и е сп р а в а : у (%сі) =% й\п1 ,х 2 ,у 2 )

Исходные данные:
Подынтегральная функция Г(х,у,у1)=хл2+ул2+Оул2 
Граничное условие слева: у(-1)=1 
Граничное условие справа: у (1)=2

Начинаем вывод дифференциального уравнения Эйлера (2.9). Найдем част­
ные производные Ру и /у . Напечатаем их.

йРс1у=с1і^ (Р ,у )  ; % вычислили Ру 
йРс1у1=с1і^ (Р,О у) ; % вычислили Р у 1 
^ р г іп ѣ г ( 1Ру=% з\п1, сЬ а г(й Р й у )) 
г р г іп ѣ г  ( 1 Р у 1 1 =% з\п1, сЬ аг (сІРсІуІ))

Гу=2*у
Гу’=2*Бу
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В уравнение Эйлера (2.9) входит полная производная сіРу/сіх. Вычислим ее 
по обычной формуле дифференцирования сложной функции:

сІК, дК, дК, дК,
— ^  = — ^  + — ^ у '  + ̂ - у " .  (2.87)
сіх дх ду ду'

Напечатаем ее. Напечатаем также величину Руу, необходимую для проверки 
достаточных условий экстремума по признаку Лежандра

а_арауі_ах=аігг(агауі,х); % Рху'х 
а_арауі_ау=аігг(агауі,у ); % руу'
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^ (с1Шу1,Пу) ; % Р у ' у ' -у сл о в и е  Лежандра
с!ЕѴ1сіх=с1_с1Рс1у1_сіх+с1_с1Рс1у1_с1у*Пу+с1_с1Рсіу1_с1у1 *Т>2у;
г р г іп ѣ г ( 1а к у 11/а х = % з\п 1, с ь а г (а к у іа х ) )
сН зр ( 1 Условие Л ежандра: ' )
г р г і п и  ( 1 р у 11 у 11 =% з\п1, с ііа г  (а _ а ш у і _ а у і ) )
сіРу' / 6х=2*В2у
Условие Лежандра:
Еу'у'=2

Составим левую часть дифференциального уравнения Эйлера (2.9) и упро­
стим ее. Преобразуем символическую переменную Еиіег в строку.

Е и 1ег= зію р іе  (йРйу-сіРуІсіх) ; % уравнение Эйлера 
й ес[Е и 1ег=[сЬ аг(Е и іег) ' = 0 ' ] ;  % в  стр ок у; добавили =0 
гргігѵЬ^ (' Уравнение Э йлера: \п % з\п ' , сіедЕ иІег)
Уравнение Эйлера:
2*у-2*Б2у=0

Мы составили уравнение Эйлера, теперь решим его. Команда азоіѵе позволя­
ет находить как общее решение дифференциального уравнения, так и частное 
его решение, удовлетворяющее заданным начальным или граничным услови­
ям. В следующих главах при решении других заданий нам нужно будет иметь 
общее решение уравнения Эйлера. Найдем его.

Зо1=сізо1ѵе (сіедЕ и Іег, ’х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 
Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % решений н ет  или б о л ее  одн ого  

е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  
е і з е

сН зр ( ' Общее решение уравнения Э йлера: ' )  
гргігѵЬ^ ( ' у  (х) =% з\п ' ,  с ііа г  ( З о і ) ) 

епй
Общее решение уравнения Эйлера: 
у (х) =С1*зіпЬ (х) +С2*соз1і (х)
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Сформируем теперь уравнения для граничных условий. Подставим в найден­
ное аналитическое решение зоі граничные точки X] и х2, и приравняем их со­
ответственно У) и у2.

Зо1Ь еЛ = зи Ь з (З о 1 ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  
З о1К ід Ы := зи Ь з(З о і, х , х 2 ) ; % подставили х2  
Е ф е ? Ъ =  [сЬ аг (З о 1 Ь еЛ ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1  
Ес{Кід1тЪ= [сЬ аг (ЗоІЕідІтЬ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у 2 ) ) ] ; % =у2 
сН зр ( ' Уравнения для граничных у сл о в и й : ' )  
гргігѵЬ^ (' % з\п' , ЕдЬе^-Ь, ЕдЕідІгЬ)
Уравнения для граничных условий:
-С1*зіп1і (1) +С2*соз1і (1) =1 
С1*зіп1і (1) +С2*соз1і (1) =2

Решаем полученную систему конечных уравнений — находим значения про­
извольных постоянных с і  и 0 2 . Присваиваем найденные решения символиче­
ским константам, полученным при решении дифференциального уравнения. 
Теперь вычисляем аналитическое решение 5оі2і. Такое вычисление сводится 
к тому, что в него будут подставлены найденные значения констант сі и С2. 
Печатаем найденное уравнение экстремали.

Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь,ЕсрідІтЬ, 'С 1, С2 ')  ; % решаем си стем у  
С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения 
С2=Соп.С2; % символическим константам  С1 и  С2 
З о 1 2 1 = ѵ р а (е ѵ а 1 (З о і) , 1 4 ) ;  % подставили С1,С2 
сН зр ( ' Уравнение эк стр ем ал и : ' )  
гргігѵЬ^ ( 'у  (х) =% з\п' ,с ! іа г  (З о 1 2 1 ))
Уравнение экстремали:
у (х)=.4254590б4119б7*зіпЬ(х)+.97208141049585*созЬ(х)

Вычислим значения функционала (2.86) на найденной экстремали и на пря­
мой, соединяющей точки М\ и М2. Подставим в подынтегральную функцию Р 
аналитические выражения для этих линий и их производных, а затем проин­
тегрируем. Напечатаем результаты.

Рехѣг=зиЬ з (Р , {у ,ІЭ у}, { З о 1 2 1 ,с Н ^  (З о 1 2 1 ,х )  }) ; 
і1ехѣг=еѵа1 ( іп Ь  (Рехѣг , х , х 1 , х 2 ) ) 
у 1 і п = ( х - х і ) * ( у 2 - у 1 ) / (х 2 -х 1 )+ у 1 ;
Р 1іп= зиЬ з (Р , {у  ,Б у } , { у 1 і п , с і і ^  ( у 1 і п ,х ) }) ;
Л іп = е ѵ а 1  ( іп Ь ( Р і і п , х , х і , х 2 ) )
^хіг =

4.75035801121746 
Л іп  =

5.83333333333333
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В данном примере условие Лежандра говорит о сильном минимуме, что под­
тверждается полученным результатом: значение функционала на экстремали 
меньше, чем на другой допустимой функции. А как в вашем варианте: какой 
экстремум достигается? И подтверждается ли этот результат сравнением ве­
личин аехі;г и л і п ?  Если нет, то не забудьте, что найденный экстремум — 
только локальный, а не глобальный! Попробуйте вычислить значение функ­
ционала не на прямой М\М2, а на какой-нибудь другой допустимой кривой, 
достаточно близкой к экстремали. Например, можно наложить на экстремаль 
несколько полуволн синусоиды, смещенной и деформированной вдоль оси 
(9л* так, чтобы [0, тс] => [л'ьД'з].

: > : |Д : |Н Н Н  1 1
2.2------ ,------ ,------ ,------ ,------ ,-----

д д _____ і_____ і______і_____ і______і_____ і_____ і______і_____ і_____
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Рис. 2.5. График экстремали в задании 2.1

И наконец, строим график. Задаем массив аргументов для рисования графика 
функции и вычисляем значения функции. Рисуем график (рис. 2.5), подписы­
ваем заголовок и координатные оси установленным шрифтом.

х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % за д а ем  м ассив а б сц и сс  
у 2 1 = з и Ъ з (З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ); % вычислили ординаты  
^ ід и г е  % фигура
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у 2 1 ,’ - г 1) % рисуем  график красной линией  
зеѣ  (деѣ  ( д с і , 1 СиггегѵЬАхез

1 Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , 'РоггЬЗіге' ,1 0 )
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-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  2 . 1 ' )  % загол ов ок
хІаЪ еІ (' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т )  ')  % метка осзи ОТ

2.4.2. Задание 2
Найти экстремаль функционала

Л(у)=  I ( у 7 + 2УзН х -  Ъх )й& —> ехіг;

Исследовать на выполнение достаточных условий экстремума Построить 
график решения.
В этом примере подынтегральная функция Р{х,у,уг) не зависит явно от у. 
Первый интеграл уравнения Эйлера имеет вид (2.43). Составим программу 
для решения этой вариационной задачи. Вначале введем исходные данные. 
У нас будет первый интеграл уравнения Эйлера, поэтому ни сама функция у ,  
ни ее вторая производная у"  нам не нужны, и мы их не описываем. Поставьте 
свою подынтегральную функцию и граничные условия.

с і е а г  а і і  % очистили в с е
с і і з р ( ' Решаем за д а н и е  2 . 2 ' )  % загол ов ок  задач и  
з у т з  х  ІЭу % описали символические переменные 
Р=ОуА2+2*О у*зіп1і (х ) - 5 * х А2 ; % поды нтегральная функция 
х 1 = -1 ;  % граничные условия

с іізр  (' Исходные данны е: ')
СргіггЬС ( ' Подынтегральная функция Р ( х , у ' ')  =% з\п' , с ііа г  (Р ) ) 
СргіггЬС (' Граничное усл ов и е с л е в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 1 ,у 1 )  
СргіггЬС ( ' Граничное усл ов и е сп р а в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 2 ,у 2 )
Решаем задание 2.2 
Исходные данные:
Подынтегральная функция Е(х,у')=0уЛ2+2*0у*зіпЬ(х)-5*хл2 
Граничное условие слева: у(-1)=2 
Граничное условие справа: у (1)=3

Строим первый интеграл и решаем полученное дифференциальное уравне­
ние. Названия констант сі и С2 используются в команде азоіѵе, поэтому при 
составлении 1-го интеграла уравнения Эйлера обозначим константу с . Все 
использованные здесь функции и операторы МАТЬАВ были описаны ранее, 
в задании 1.

у1= 2;
х2=1;
у2= 3;
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сіШ у1= зітр 1е (с ііг г  (Р ,Б у )) ; % Р у '
йес[Еи1ег= [сЬ аг (йРсіуІ) ' =С' ] ; % составил и  уравнение  
сНзр (' Первый и н теграл  уравнения Э йлера: ') 
гргігѵЬ^ (' % з\п ', сіедЕ иІег)
Зо1=сізо1ѵе (с іе д Е и Іе г ,’х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % решений н ет  или б о л ее  одн ого  
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

е і з е
сН зр ( ' Общее решение уравнения Э йлера: ' )  
гргігѵЬ^ ( ' у  (х) =% з\п ' ,  с ііа г  ( З о і ) ) 

епй
Первый интеграл уравнения Эйлера:
2*0у+2*зіп1і (х) =0
Общее решение уравнения Эйлера:
у (х) =-соз!і (х) +1/2*С*х+С1

В переменной зоі получено общее решение, произвольные постоянные обо­
значены с  и с і .  Найдем их. Для этого подставим в зоі граничные точки X] и 
Х2- Приравняем полученные выражения соответственноуі и у2. Тем самым мы 
сформируем систему уравнений.

З о1Ь еЛ = зи Ь з ( З о 1 ,х ,з у ю ( х 1 ) ) ; % подставили х і  
Зо1Кід]тЬ=зиЪз (З о 1 ,х ,з у ю ( х 2 ) ) ; % подставили х2  
Е ф е ? Ъ =  [сЬ аг (З о 1 Ь еЛ ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1  
ЕфідЬ-Ь= [сЬ аг (ЗоІЕідІгЬ) ' = ' с ііа г  ( з у т ( у 2 ) ) ] ; % =у2  
сН зр ( ' Уравнения для граничных у сл о в и й : ' )
^ргіп-Ь^ (' % з\п' , ЕдЬе^-Ь, ЕдЕідІгЬ)
Уравнения для граничных условий:
-созіі(і)-1/2*0+01=2 
-созЬ.(1)+1/2*0+01=3

Решим полученную систему— найдем произвольные постоянные с  и с і .  
Подставим их в решение зоі. Ограничим решение 14 знаками. Напечатаем 
уравнение найденной экстремали.

Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^ѣ, Е ф ід Ь Ѣ , ' С, С 1')  ; % решаем 
С=Соп. С; % присваиваем полученные решения 
С1=Соп.С1; % символическим переменным С и  С1 
З о 1 2 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о і) , 1 4 ) ;  % подставили С1, С 
сН зр ( ' Уравнение эк стр ем ал и : ' )
^ р г іп М  ( 'у  (х) =% з\п' ,с ! іа г  (З о 1 2 2 ))
Уравнение экстремали:
у(х)=-1.*созЬ.(х)+.50000000000000*х+4.0430806348152
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Дальнейшие действия не отличаются от описанных в задании 1. Рисуем гра­
фик (рис. 2.6) и вычисляем РѵѴ, которая нужна для проверки достаточных 
условий экстремума по признаку Лежандра

х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % задал и  м ассив а б сц и сс  
у 2 2 = з и Ъ з (З о 1 2 2 ,х ,х р 1 ); % вычислили ординаты  
^ ід и г е  % фигура
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у 2 2 , ' - г ' )  % рисуем  график красной линией  
зеѣ  (деѣ  ( д с і , ' СиггегѵЬАхез

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , 'РоггЬЗіге' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  2 . 2 ' )  % загол ов ок
х І а Ь е І ( ' \ і ѣ х ')  % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ
Ь ед= сН ^ (сіРс1у1,Пу) ; % Р у 'у '
с іізр  ( ' Д остаточное усл ов и е Л ежандра: ' )
СргіггЬС (' Р у ' 'у ' ' =% з\п' ,  с ііа г  (Ь е д ))
Д остаточное усл ови е Лежандра:
Р у 'у ' =2

: > : |Д : |Н Н Н  1 2
3.2

2

1.8
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

л

Рис. 2.6. Г р аф и к  эк стр е м ал и  в за д ан и и  2 .2

Проанализируйте достаточное условие Лежандра Достигается ли экстремум 
на вашей экстремали? Если да, то какой?
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2.4.3. Задание 3
Решить задачу о брахистохроне, соединяющей точки М](0,0) и М2(2 ,1).
Мы уже решили эту задачу аналитически (см. пример 2.8). Нам осталось най­
ти значение константы С] и параметра в конечной точке Ь из решения систе­
мы уравнений (2.84). Составим программу для решения этого примера Вна­
чале введем исходные данные задачи. Подставьте свою правую точку.

с і е а г  а і і  % очистили в с е
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 2 . 3 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и  
х2=2 ; 
у2=1 ;
^ргіп-Ь^ ( ' Правая т о ч к а : у  (%сі) =% й\п' ,х 2 ,у 2 )
Решаем задание 2.3 
Правая точка: у (2)=1

Составляем систему уравнений (2.84). Левую часть каждого уравнения мы 
задаем сразу в виде строки. В правой части переводим числовые переменные 
х2 и у2 в их строковые представления с помощью функции пші2зі;г. Ранее мы 
использовали конструкцию сііаг (зут(у2 )). Оба варианта работают правиль­
но — вы можете это проверить. Решаем полученную систему уравнений ана­
литически. Печатаем решения.

е д 1 = [ ' С 1*(ѣ 2 -з іп (Ѣ 2 ) )= ' пш п2зѣг( х 2 ) ] ;
е<%2= [ ' С1* (1 - с о з  (Ѣ 2)) = ' пшп2зѣг (у2) ] ;
гргігѵЬ^( ' Система ур ав н ен и й :\п % з\п % з\п ', е д і , е д 2 )
З о 1 = з о 1 ѵ е (е ч і, е д 2 , ' 0 1 , ^ 2 ' ) ;
С 1 = е ѵ а 1 (З о і. С 1 );
Ѣ 2 = еѵ а 1 (З о і ,Ь 2 ) ;
сН зр ( ' Найденное реш ение: ' )
гргігѵЬ^ (' К онстанта С1=%10. 5 ^ \п ' , С1)
^ргіп-Ь^ ( ' Параметр Ѣ2=%10. 5 ^ \п ' ,Ь 2 )  
сН зр ( ' Уравнения брахистохроны : ' )  
гргігѵЬ^ ( 'х(-Ь) =%10.5^ ( ѣ - з іп ( ѣ ) ) \п '  ,С1)
^ргіп-Ь^ ( 'у  (ѣ)=% 10.5^ (1 - с о з  (ѣ ) ) \п '  ,С1)
Система уравнений:
0 1* (1;2-зіп (1:2 ) )=2 
0 1* (1-соз (1:2 ) )=1  
Найденное решение:
Константа 01= 0.51720 
Параметр 1:2= 3.50837 
Уравнения брахистохроны: 
х ( Ь ) = 0.51720 (1:-зіп(1:) ) 
у (1:) = 0.51720 (1-соз (1:) )
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Рисуем график (рис. 2.7) полученной брахистохроны. Выбираем начало ко­
ординат в левом верхнем углу с помощью команды ахіз. Задаем границы по 
оси Ох, чтобы график занимал все место на рисунке. Выравниваем масштабы 
по осям координат: брахистохрона должна выглядеть неискаженной. Надпи­
сываем заголовок и метки осей.

ѣ = 1 іп з р а с е (0 ,Ѣ 2 ) ; % задал и  м ассив параметров  
х=С 1*( ѣ - з іп ( ѣ ) ) ;  % вычислили абсциссы  
у = С 1 * (1 -с о з (ѣ ) ) ;  % вычислили ординаты  
^ ід и г е  % фигура 
р 1 о ѣ (х ,у )  % рисуем  график  
з е ѣ ( д е ѣ ( д с і , ' С иггепІА хез

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Р о п І З іг е ' ,1 0 )  
а х і з  ±з % установили 0 в  левом верхнем  угл у  
х 1 і т ( [ 0  х 2 ] )  % установили пределы по о си  Ох 
йа=йазресгЬ; 
сіа (1 :2 )  ч п іп  (сіа (1 : 2 ) )  ; 
сіазресЬ (сіа) ; % одинаковый масштаб 
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  2 .3  -  за д а ч а  о  брахи стохрон е ')  
х Іа Ь е І  ( ' \ і ѣ х \ г т ( \ і ѣ ѣ \ г т ) ')  % м етка о си  ОХ 
у Іа Ь е І  ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і ѣ ѣ \ г т ) ')  % м етка о си  ОТ

Задание 2.3 - задача о брахистохроне
0 

0.2 

0.4 

О.б 

0.8

1

1.2

1.4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

*(0

Рис. 2.7. Брахистохрона в задании 2.3
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2.5. Задание
Для своего варианта функционалов 1, 2, 3 найти экстремали, построить их 
графики и исследовать на выполнение достаточных условий экстремума Ва­
рианты заданий находятся на компакт-диске.



ГЛАВА 3

Функционалы, зависящие 
от нескольких функций

3.1. Система 
дифференциальных уравнений Эйлера
В предыдущей главе 2 мы рассмотрели функционал (2.1), зависящий от одной 
функции у  и ее производной у'. Пусть теперь функционал зависит не от од­
ной, а от нескольких функций одной переменной и их первых производных:

•*{УѵУ2> — >У„) = \ р  ( ^ , ^ - ^ ^ . ^ - - , ^ )  Л ^ -ех Іг . (ЗЛ)
-ч

Экстремаль функционала должна удовлетворять в общем случае 2п гранич­
ным условиям:

л ( ^ )  = л і ;  І У п М ^ У п й  ( 3 2 )

У1(х2) = н 2; \уг(х2) = ук> [Уп(х2)^Уп2-

Ранее мы вывели необходимое условие экстремума любого функционала ра­
венство нулю его вариации, вычисленной на экстремали. Для функционала
(3.1), зависящего от нескольких функций, оно записывается так:

8УО’юО’2<ь ...О’ио) = 0, (3.3)

где {_Ѵ]о(л')-> .Ѵ2 о(л'), ..., _)'„о(л')} — экстремали. Воспользуемся выводами 1.1 и 1.3, 
которые мы сформулировали в главе 1. В нашем случае они дают следующее:

✓  Если достигается экстремум некоторого функционала на множестве 
варьируемых функций О’юС'ОО’гоС'О* —О’ноС'О}* то будет достигаться
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экстремум и на более узком классе функций: когда варьируется только 
одна из них, а остальные зафиксированы на экстремалях.

Поэтому мы можем в функционале (3.1) зафиксировать на экстремалях все 
функции, кроме одной у^х). Получаем функционал, зависящий от одной 
функции _)’,(*)• На экстремали ѵ,о(а ) она должна удовлетворять уравнению Эй­
лера (2.9). Остальные функции входят в это уравнение как параметры: они 
зафиксированы на экстремалях.
Повторяя эти рассуждения для каждой функции, приходим к выводу, что для 
нахождения экстремалей нужно решить систему п дифференциальных урав­
нений Эйлера

дополненную 2п граничными условиями (3.2).

Данную вариационную задачу при п = 2 можно интерпретировать геометри­
чески. Обозначим функции через _)<*) и г(д-). Тогда задача сводится к отыска­
нию линии, проходящей через заданные две точки М](Х],у\,2]) и М2{Х2,У2,22) 
и доставляющей экстремум функционалу (3.1). На рис. 3.1 жирной линией 
показана пространственная кривая — экстремаль, а тонкими — допустимые 
функции. Все допустимые функции удовлетворяют граничным условиям: 
проходят через точки М](Х],у\,2]) и М2(Х2,у2,гі)-

(3.4)

х

Рис. 3.1. Экстремаль и допустимые функции
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ПРИМЕР 3.1. Найти экстремум функционала, зависящего от двух функций:

2
./(у, г ) - 1  ( у 2 + 2 2 + 2уг)сіх —» ехіг (3.5)

при граничных условиях

Я ° )  = 0;
п

У І2

К0) = 0;
(3.6)

Составляем систему дифференциальных уравнений Эйлера(З.І):

<1сіР,

Л - ^  = 0;
'  с!х

- с/х' ' ’ ' 12 2 -2 у"  -  0; \у * - 2  = 0;

2 у - ± ( 2 г ')  = 0: = 1 ,'
сіх

■у = 0.
(3.7)

Решаем полученную систему дифференциальных уравнений 2-го порядка 
путем сведения к одному дифференциальному уравнению. Дважды диффе­
ренцируем 1-е уравнение и исключаем г" с помощью 2-го уравнения:

У ' .1-0. (3.8)

Составляем характеристическое уравнение и находим его корни:
/.' 1-0: А., = 1; А^=—1; ХЗА = ±/. (3.9)

В соответствии с найденными корнями записываем общее решение диффе­
ренциального уравнения (3.8):

у(х) = СісЬх + С2зЬх + Сзсозх + С4зіш:. (3.10)
Теперь из 1-го уравнения системы (3.7) находим г(х):

г(х) = С] сЬх + С2зЬл: -  С3созх -  Сф'тх. (3.11)
Осталось найти произвольные постоянные из граничных условий (3.6). Под­
ставляем найденные решения (3.10) и (3.11) в (3.6):

■^0) = С] +С3 =0;

Л | 1  = СісЬ |- + С2зІі|- + С4 = 1;

г(0) = С, ^С 3 =0;

г | | ]  = С]С н|  + с28н| - с4 =-

(3 .1 2 )
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Решая совместно 1-е и 3-е уравнения (например, складывая и вычитая), полу­
чим единственное решение: С\ = 0; С3 = 0. Аналогично 2-е и 4-е уравнения 
дают также единственное решение: Сг = 0; = 1. Таким образом, решением 
вариационной задачи (3.5—3.6) является экстремаль:

(3.13)
X) -  —8111 X,

и это решение — единственное. □

3.2. Вопросы для самопроверки
1. Какую вариационную задачу мы решаем?
2. Как выводится система дифференциальных уравнений Эйлера?
3. Выведите систему дифференциальных уравнений Эйлера непосредствен­

но, по аналогии с формулами (2.6—2.9).
4. Какие вы знаете методы решения систем дифференциальных уравнений?
5. Всегда ли вариационная задача (3.1—3.2) будет иметь решение? Всегда ли 

это решение будет единственным? От чего это зависит?

3.3. Пример выполнения задания
Найти экстремаль функционала, зависящего от двух функций, при заданных 
граничных условиях:

А у , - У  I ̂  + ̂  + {^ ^ 1: (ЗЛ4)
и построить график экстремали в виде двух функций у(х), г(х) и в виде про­
странственной кривой. Вычислить значение функционала на экстремали и 
какой-либо другой допустимой кривой.
Применим МАТЬАВ для решения данной задачи. При написании будем ис­
пользовать фрагменты программы решения задания 2.1. Вначале опишем не­
обходимые данные и введем их.
с і е а г  а і і
с і і з р ( ' Решаем за д а н и е 3 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и  
з у т з  х  у  г  Оу В 2 у  В г  0 2 г % описали переменные 
Р=ОуА2+ОгА2 + 2 * у * г ; % поды нтегральная функция 
х 1 = -2 ; % вводим граничные условия
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уі=і ;
г 1=0 ; 
х2=2 ; 
у2=0 ; 
г2=2 ;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
гргігѵЬ^ (' Подынтегральная функция Р (х ,у  , у ' 1 , 2 , 2 ' ')  =% з\п' , сЬ аг (Р ))
сН зр ( ' Граничные условия с л е в а : ' )
гргігѵЬ^ ( 'у  (%й)=%с1; 2 (%сі) =%сі\п' ,Х І ,у 1 ,Х І ,2 І )
сН зр ( ' Граничные условия с п р а в а : ' )
^ р г іп М  ( 'у  (%й)=%с1; 2 (%сі) =%сі\п' ,х 2  ,у 2  ,х 2 , г2)
Решаем задание 3 
Исходные данные:
Подынтегральная функция Е(х,у,у',г,г')=ОуЛ2+ОгЛ2+2*у*г  
Граничные условия слева: 
у (-2 )=1; г (-2 ) =0 
Граничные условия справа: 
у (2 ) =0; г (2 ) =2

Находим частные производные Ру, Р2, /у  и /у, и вычисляем полные произ­
водные йРу’Шх и сіР:’/сіх по правилу (2.87). Из этих величин формируем сис­
тему дифференциальных уравнений Эйлера.
ашу=аігг(р,у) 
ашуі=аігг(р,пу) ; 
а_арауі_ах=аігг(агауі,х); 
а_ара.у1_а.у=сигг (ашуі ,у) ; 
а_арауі_ауі=сіігг (арауі ,Бу) ; 
а_арауі_а2=аігг(агауі,г); 
а_арауі_а2і=аігг (ашуі,ог) ,• 
аруіах=сі_арауі_ах+а_арауі_ау*пу+. . .

а_агауі_ауі*02у+а_агауі_а2*02+а_арсіуі_сі2і*022;
<ЗШ 2=сІі^ (Р, г) ; 
а р а г і= с і іг г (р ,0 2 )  ;
й_с1РсІ2І_сіх=с1ігг (ЙРСІ2І , х ) ; 
а _ а р а г і_ а у = с ііг г  ( а г а г і , у )
а_арагі_ауі=сіігг (ашгі, оу) ; 
а_арагі_а2=сіігг (агагі, г) ; 
а_арагі_агі=аігг(ашгі,ог),• 
аргіах=сі_арагі_ах+а_арагі_ау*пу+. . .

а_арагі_ауі*о2у+а_арагі_аг*ог+а_арагі_агі*о2г;
Е и 1егУ =зію ріе (йРсІу-сІРуІсіх) ;
Е и іе г 2 = з ію р іе  (йРйг-сІРгІсіх) ;
сіЕиУ= [с Ь а г (ЕиІегУ) '= 0 ' ] ;  % уравнение У
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сіЕи2=[сЬ аг(Е и 1ег2) '= 0 ' ] ;  % уравнение 2
СргіггЬС (' Система уравнений Э йлера: \п% з\п% з\п' ,(ЗЕиТ,сЗЕи2)
Система уравнений Эйлера:
2*г-2*Б2у=0
2*у-2*Б2г=0

Решаем систему уравнений Эйлера, проверяем существование и единствен­
ность решения, печатаем аналитические решения.
Зо1=сізо1ѵе (сЗЕиТ, сЗЕи2, ' х ')  ; % решаем

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % н ет  решений или б о л ее  одн ого  решения 
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

е і з е
Зо1Т = З о1 .у ;
З о1 2 = З о 1 . г ;
сН зр ( ' Общее решение системы уравнений Э йлера: ' )  
гргіггМ  ( 'у  (х)=% з\пг (х)=% з\п ' , сЬ аг (ЗоГУ) ,с ! іа г  (З о 1 2 )) 

епй
Общее решение системы уравнений Эйлера:
у(х)=1/4*С1*ехр(-х)+1/4*С1*ехр(х)+1/2*С1*соз(х)+1/2*С2*зіп(х) +
1/4*С2*ехр(х)-1/4*С2*ехр(-х)-1/2*СЗ*соз(х)+1/4*СЗ*ехр(х)+1/4*СЗ*ехр(-х)- 
1/2*С4*зіп(х)+1/4*С4*ехр(х)-1/4*С4*ехр(-х)
г(х)=-1/2*С1*соз(х)+1/4*С1*ехр(х)+1/4*С1*ехр(-х)-1/2*С2*зіп(х) +
1/4*С2*ехр(х)-1/4*С2*ехр(-х)+1/4*СЗ*ехр(-х)+1/4*СЗ*ехр(х)+1/2*СЗ*соз(х) + 
1/2*С4*зіп(х)+1/4*С4*ехр(х)-1/4*С4*ехр(-х)

Подставляем в полученное решение граничные условия, формируем систему 
уравнений для нахождения произвольных постоянных Печатаем ее. При 
подстановке сразу ограничиваем точность 14 знаками.
З о 1 Ь У = зи Ь з(З о ІУ ,х ,х 1 ); % х і  в  у  
З о 1 Ь 2 = з и Ъ з (З о 1 2 ,х ,х 1 ); % х і  в  2 

Зо1КУ=зиЬз(З оІУ , х , х 2 ) ;  % х2 в  у  
З о 1 Н 2 = зи Ь з (З о 1 2 ,х ,х 2 ); % х2 в  2 

ЕдЬУ= [сЬ аг (ѵра (ЗоІЬУ, 1 4 ) )  1 = 1 сЬ аг (з у т  ( у і ) ) ] ;
Е дЬ 2= [сЬ аг(ѵ р а (Зо1Ь 2,1 4 ) )  '= ' с Ь а г ( з у т ( г і ) ) ] ;
ЕсрУ= [сЬ аг (ѵра (ЗоІКУ, 1 4 ) )  1 = 1 сЬ аг ( з у т ( у 2 ) ) ] ;
Еср2= [с ііа г  (ѵра (Зо1Е 2,1 4 ) )  ' = ' с ііа г  ( з у т ( г 2 ) ) ] ; 
сН зр ( ' Граничные у сл о в и я : ' )
^ргігѵЬ^ (' % з  \ п ' , ЕдЬУ, ЕдЬ2, ЕдНТ, ЕдЕ2)
Граничные условия:
1.6730244272683*01-2.2680789173363*02+
2.0891712638155*03-1.3587814 905107*04=1 
2.0891712638155*01-1.3587814 905107*02+
1.673024 4272683*03-2.2680789173363*04=0
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1.673024 4272683*01+2.2680789173364*02+
2.0891712638154*03+1.3587814 905107*04=0 
2.0891712638154*01+1.3587814 905107*02+
1.673024 4272683*03+2.2680789173364*04=2

Решаем полученную систему уравнений и находим из ее решения произволь­
ные постоянные. Найденные константы подставляем в решение. Печатаем 
полученные уравнения экстремали.
С оп = зо1ѵ е(ЕдЬУ, ЕдЬ2, ЕдЕУ, ЕдЕ2, ' С 1, С 2, СЗ, С 4' ) ;
С1=Соп.С1;
С2=Соп.С2;
СЗ=Соп. СЗ;
С4=Соп.С4;
З о 1 3 Т = ѵ р а (е ѵ а і(З о ІТ ), 14) ;
З о 1 3 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о 1 2 ) ,1 4 ) ;  
сН зр ( ' Уравнения эк стр ем ал и : ' )
гргіггМ  ( 'у  (х)=% з\пг (х)=% з\п ' , с ііа г  (ЗоІЗТ) ,с ! іа г  (З о 1 3 2 ))
Уравнения экстремали:
у(х) = .652107 65216302е-1*ехр(-х) +.13414 09064 0925*ехр(х) +
.6007494904 3049*соз(х)-.824 81262772102*зіп(х) 
г (х)=-.6007494904 3049*соз(х)+ .13414 09064 0925*ехр(х) +
.б52107б521б302е-1*ехр(-х)+.82481262772102*зіп(х)

Вычисляем значения функционала (3.14) на найденной экстремали и для 
сравнения на прямой, соединяющей точки М\ и М2. Для этого подставляем в 
подынтегральную функцию Р  аналитические выражения для этих линий и их 
производных, упрощаем, а затем интегрируем и вычисляем значение инте­
грала. Печатаем результаты.

Рех-Ьг=зію р іе  (зиЪз (Р , { у , 2 ,О у ,П г } , . . .
{3 0 1 3 Т ,3 0 1 3 2 ,с1 ± гг (3 0 1 3 Т ,х ) ,с И г г (З о 1 3 2 ,х )  } ) )  ; 

а ех ѣ г = е ѵ а 1 (іп Ь (Р ехѣ г , х , х 1 , х 2 ) ) 
у1 ± п = ( х - х і ) * ( у 2 - у 1 ) / (х 2 -х 1 )+ у 1 ;
2І ± п = ( х - х і ) * ( г 2 - г 1 ) / ( х 2 - х 1 ) +2 І ;
Р 1 іп = з ію р 1 е ( з и Ь з ( Р ,{ у ,2 ,О у ,П г } , . . .

{ у 1 і п , г 1 і п , с і і ^  (у 1 іп ,х )  ( г 1 іп ,х )  } ) )  ;
Л іп = е ѵ а 1  ( іп Ь (Р І іп , х , х і , х 2 ) )
^еx1:̂  =

1.94492120385672 
Ліп =

3.91666666666667

Задаем значения аргументов и вычисляем функции. Вначале рисуем на одном 
рисунке графики функций: у(х) красной сплошной линией и г(х) синей штри­
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ховой— это рис. 3.2. Затем на другом рисунке (рис. 3.3) изображаем трех­
мерный график полученной пространственной линии. Выбираем точку про­
смотра. Показываем сетку и ограничивающий параллелепипед (контур).

'Задание 3 - проекции
2 . 5 ------------ 1------------ 1------------ 1-------------1------------ 1—

1 _____ і_____ і_____ і_____ і_____ і_____ і_____ і_____
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

х

Рис. 3.2. Графики функций у(х) и г(х) в задании 3

х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % м ассив а б сц и сс  
уЗ=Б иЬ з(З оІЗУ , х , х р 1 ) ; % ординаты  
г З = з и Ь з (З о 1 Э 2 ,х ,х р 1 ); % аппликаты 
^ ід и г е  % фигура
р 1 о - Ь ( х р 1 ,у З , ' - г ' ,х р 1 ,г З ,  ' — Ъ ') % рисуем  график 
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  3 -  проекц ии') % загол ов ок
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) , \ і ѣ г \ г т ( \ і ѣ х \ г т ) ')
^ ід и г е  % фигура
р І о ѣ З ( х р 1 ,у З ,г З , ' - г ' )  % рисуем  ЗБ -график 
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , 'Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  3 -  трехмерный граф ик') % загол ов ок
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с ')  % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % м етка о си  ОТ
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г Іа Ь еІ  (' \ і ѣ г \ г т ( \ і Ъ с \ г т )  ')  % метка осзи 02  
ѵ іею  (2 0 5 ,3 0 )  % выбрали точку просзмотра 
д г іс і оп  % показали сет к у  
Ьох оп  % показали внешний контур

Задание 3 - трехмерный график

Л
Рис. 3.3. Г рафик пространственной кривой в задании 3

3.4. Задание
Для своего варианта функционала найти экстремаль и построить ее графики: 
проекции и трехмерный. Вычислить значение функционала на экстремали и 
какой-либо другой допустимой функции. Варианты заданий имеются на ком­
пакт-диске.



ГЛАВА 4

Функционалы, зависящие 
от производных высших порядков

4.1. Дифференциальное уравнение 
Эйлера — Пуассона
Рассмотрим теперь функционал, зависящий от функции одной переменной и 
ее производных I -го и 2-го порядка

Посмотрите внимательно на формулу (4.2): в отличие от главы 2, здесь для 
искомой функции заданы не только ее значения на концах интервала, но и 
первые производные в граничных точках. Это значит, что класс допустимых 
функций здесь более узкий, чем на рис. 2.1: нужно, чтобы все допустимые 
функции имели на концах отрезка [д'ь.ъ] не только заданные значения, но и 
имели заданный угол наклона касательной в этих точках На рис. 4.1 показа­
ны экстремаль (жирная линия), допустимые функции (тонкие сплошные ли­
нии) и несколько недопустимых функций (штриховые линии). В недопусти­
мых функциях какое-либо из граничных условий (4.2) нарушается.
Как и для других задач, необходимым условием экстремума функционала
(4.1) является равенство нулю его вариации, вычисленной на экстремали 
_Уо(л'): §./0'о) = 0- Для вывода вариации вначале запишем приращение нашего

(4.1)

с граничными условиями вида

(4.2)
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функционала на экстремали^- Оно вызывается вариациями функции_)’0(ХК ее 
первой и второй производныхУоС*) и Ѵ’ " о (а ) ;

Л2
А -/ (Уо)^  I (р {х,Уо + &Уо’Уо + ЬУо,Уо + &У оУ р і х’Уо’Уо’Уо )) )  (4.3)

-ч

Воспользуемся первым способом вычисления вариации функционала вычис­
лим 5.7 как линейную часть его приращения. Разложим первое слагаемое 
формулы (4.3) в ряд Тейлора в окрестности экстремали и удержим только 
линейные члены. Это разложение отличается от формул (2.6—2.7) наличием 
дополнительного слагаемого 7ѵ8у ” и тем, что функция /• и частные произ­
водные от нее зависят еще и от аргументау"0. Получим вариацию 8./{у0у.

8 .7 ( у 0) = ]  ( ^  + ^ .  8 /  + Ту 8 / )  (іх . (4.4)

Теперь слагаемое, содержащее 1-ю производную, проинтегрируем по частям 
один раз, а слагаемое, содержащее 2-ю производную, — 2 раза. При интегри­
ровании по частям учтем, что в силу граничных условий на концах интервала 
8 _)'(л'і) = 8 _)'(л'2 ) = 8 _)''(л'і) = 8 _)''(л'2 ) = 0. Второе слагаемое интегрируем, как в фор­
муле (2 .8 ):

Д 2 |Т Д 2 (ЛР -' 2 (Лр
I Р Л у' сіх = (р . бИГ -  I - ^ 8 >> с і х - - \ — —ёусіх. (4.5)

Ѵ ' сіх : сіх
Д| д , д .
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Третье слагаемое дважды интегрируем по частям:

д 2 > др  -' 2 др
[ Ру,Ьу" сіх = (р .  8 / ) Г  -  [ - ^ - 8 /  Лс = - \  — — 8 /  ах* \  ̂ / \%,  ̂ СІ\ //ѵСІХ

с1К„ 
-* - 8 у  

<іх

\ а2 Р,
+ \ ^ ^ Ъ у  (Іх = \- — г^У  •1 а (х -  ^  Г І Ѵ -

В итоге из (4.4) получаем:

к

а2Р,
(4.6)

<іх

аРѵ, а2Рѵ Л
(ІХ сіх2

8у (іх-  0. (4.7)

В силу произвольности вариации функции 8Дд') по основной лемме вариаци­
онного исчисления первый сомножитель под интегралом должен равняться 
нулю. Таким образом, экстремаль должна удовлетворять уравнению

ар, а^р .
Рѵ----- -  + ---- ^- = 0.

ах ах-
(4.8)

Определение 4.1. Уравнение (4.8) называется дифференциальным уравне­
нием Эшера — Пуассона (8ішеоп-Оепіз Роіззоп, 1781-1840, рис. 4.2). □

Рис. 4.2. С.-Д. Пуассон

Оно является в общем случае уравнением 4-го порядка: функция Р и ее част­
ные производные зависят от х, у, у ' и у", поэтому вторая полная производная 
по х будет уже включать 4-ю производную. Дополняется это уравнение че­
тырьмя граничными условиями (4.2).
Выведем теперь уравнение Эйлера — Пуассона, если функционал зависит от 
функции и ее производных до »-го порядка включительно:
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Л2

■1{у)^ |  ^  (х,У,У',У*, У",—, У(п) ) ^ х ^  екіг
ХІ

и дополняется 2п граничными условиями вида:

(4.9)

(у (х ,)^у ,;  |У (л ,) = Х; ІУ"_Ч хі) = Л 
[у(х2) ^ у 2і [ / ( х , ) ^ ;  {УИ_1^Л2 ) = ̂ И_1).

(4.10)

Здесь в граничных точках должны быть заданы значения функции и ее про­
изводных до (и -  1 )-го порядка включительно.
Уравнение Эйлера — Пуассона для задачи (4.9—4.10) выводится аналогично. 
После разложения приращения функционала в ряд Тейлора и удержания ли­
нейных слагаемых линейная часть приращения функционала будет иметь 
вид:

х2
6 У (я ,) = I ( ^  Ьу + Ру 8 /  + Ру, 8 /  + Ру,Ъут + ... + Р}И 8у{п))  (ІХ  . (4.11) 

*|

Теперь, как и при выводе формул (4.5—4.8), интегрируем по частям: первое 
слагаемое — один раз, второе — два, ..., и-е — и раз. Все внеинтегральные 
слагаемые в силу граничных условий (4.10) обратятся в 0, и мы по основной 
лемме вариационного исчисления получим уравнение Эйлера— Пуассона:

Р..
сір. 4 %  с13Р},
йх сЪс (ІХ •Н )"

сГ'Р

сЬГ
- =  0. (4.12)

Это уравнение порядка 2п, оно дополняется 2п граничными условиями (4.10): 
значения искомой функции и ее производных до (и-І)-го порядка включи­
тельно на концах интервалах] и х2 должны равняться заданным величинам.

ПРИМЕР 4.1. Найти экстремаль функционала

^ ( у ) ^  |  (у*2 ^ у 2 +х2')сіх (4.13)

при заданных граничных условиях

Х ° )  = і; 

'(!)■ *

У ( 0 ) = 0 ;
л

у \-2
(4 .1 4 )
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Составляем дифференциальное уравнение Эйлера— Пуассона вида (4.8):
,тр л -  р  А  А~

Гу - ~ г  + ̂ і  = - 1у - - г { ъ )  + ̂ т { гу ')  = - 1у  + 2^ ѵ =0- (4-15)ах ах~ ах ах~
Упрощаем его:

У ѵ- у  = 0. (4.16)
Составляем характеристическое уравнение и находим его корни:

Г * - 1 = 0 ; А., = 1; А^=—1; = ±і. (4.17)
В соответствии с найденными корнями записываем общее решение диффе­
ренциального уравнения (4.16):

у(х) = СісЬх + С2зЬх + Сзсозх + Сф'тх. (4.18)
Находим произвольные постоянные из граничных условий (4.14). Подставля­
ем их в решение (4.18) и его производную:

у( 0) = С] +С3 =1;

У\ ^  = С]с Н | + С28Н | + С4 = 0; 

/ ( 0 )  = С2 +С 4 =0;

>,( | ]  = СІ8Ь|  + С2сЬ" С3=-1
Из 1-го и 3-го уравнений выражаем С'з и С4 :

(С3 -1  -  С]; 
ІС4 = -С 2.

Подставляем их во 2-е и 4-е уравнения:

(4.19)

(4.20)

С, сН — + С, зН — -  С, = 0;
1 2 2 2 2

С, зН — + С, сН — -1 + С, = -1.
1 2 2 2 1

(4.21)

После очевидных упрощений имеем однородную систему линейных алгеб­
раических уравнений относительно С] и С2:

С]с Ь -  + С, зЬ -  
1 2 21 2

= 0;

С,| з1 і| + 1 +С2 с1 і| = 0,
(4.22)
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главный определитель которой

(4.23)

поэтому система (4.22) имеет единственное решение: С] = 0; С2 = 0. Отсюда 
находим из (4.20): Сз = 1; С4 = 0; уравнение экстремали будет:

и это решение — единственное. □

4.2. Вопросы для самопроверки
1. Какую вариационную задачу мы решаем?
2. Каким является класс допустимых функций в данной задаче: более узким 

или более широким, чем в задаче (2 . 1 )?
3. Почему обращаются в нуль внеинтегральные слагаемые в выводе (4.5— 

4.7)?
4. Какие вы знаете методы решения дифференциальных уравнений высших 

порядков?
5. Всегда ли вариационные задачи (4.1—4.2) и (4.9—4.10) будут иметь реше­

ние? Всегда ли это решение будет единственным? От чего это зависит?

Применим для решения задачи МАТЬАВ. Вначале вводим исходные данные.
сіеаг аіі
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 4 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и  
з у т з  х  у  Ву В 2 у  В З у  В 4 у  % описали переменные 
Р=02ул2-2*ІЭул2+4*у*О у+ул2 - 2 * у * з іп  (х) ;

у(х) = СОЗ X, (4.24)

4.3. Пример выполнения задания
Найти экстремаль функционала при заданных граничных условиях

Л( у)  = I ( у"2 -  2 / 2 + 4уу' + у2 ^2_у8Іііх)<&;
(4.25)
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х 1 = -1 ;

уі=і ;
О у1=-1;
х2=1;
у2= 2;
О у2=-1;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
с іізр  (' Подынтегральная функция: ')
СргіггЬС ( ' Р ( х ,у ,у '  ' , у "  "  )=% з\п' ,с і іа г  (Р )) 
сН зр ( ' Граничные условия с л е в а : ' )
СргіггЬС ( 'у  (%й)=%с1; у '  ' (%сі) =%сі\п' , х і ,у 1  ,х 1  ,Б у1) 
сН зр ( ' Граничные условия с п р а в а : ' )
^ргіпѣ^ ( ' у  (%<3) =%сі; у 1 1 (%сі) =%<3\п' ,х 2 ,у 2 ,х 2 ,ІЭ у 2 )
Решаем задание 4 
Исходные данные:
Подынтегральная функция:
Р(х,у,у',у'')=02уЛ2-2*0уЛ2+4*у*0у+уЛ2-2*у*зіп(х)
Граничные условия слева: 
у (-1) =1 ; у'(-1 )= - 1  
Граничные условия справа:
У (1)=2 ; у'(1)=-1

Для вывода дифференциального уравнения Эйлера — Пуассона нам надо 
сформировать полные производные (ІРу! <1х и с/'/•',••/с/.ѵ'. Формируем их с ис­
пользованием формулы (2.87). Вначале находим частные производные Ру, Ру 
и Ру", а затем строим по ним с1Ру>/ <3х.
ашу=аігг(р,у) ; 
арауі=аігг(р,оу);
ак ау2= сіігг  (Р ,Б 2у) ;
а _ а р а у і_ а х = а іг г ( а г а у і , х ) ;
а _ а к а у і_ а у = с ііг г  (а к а у і ,у )  ; 
а_акауі_ауі=сіігг (акауі ,оу) ; 
а_акауі_ау2=сіігг (акауі ,о2у) ;
с!Еуісіх=й_йРс!у1_<Ах+с!_йРс!у1_йу*Пу+с!_йРсіу1_с!у1 *02у+с1_с1Рс1у1_с1у2 *БЗу
ЙРуІСІХ =
4*0у-4*02у

Далее находим по такому же принципу с / ' с / х ' . 
а _ а р а у 2 _ а х = а іг г (а г а у г , х ) ;
а _ а р а у 2 _ а у = а іг г ( а к а у 2 ,у ) ;
а_акау2_ауі=сіігг (акауг ,оУ) ; 
а_акау2_ау2=сіігг (акауг ,в2у) ;
с!ЕѴ2сіх=с1_с1Рс1у2_сіх+с1_с1Рс1у2_с1у*Пу+с1_с1Рсіу2_с1у1 *02у+с1_с1Рс1у2_с1у2 *ОЗу;
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а_арсіу2ах_ах= сіігг  (а н у г а х , х ) ; 
а _ а ш у 2 а х _ а у = а ± г г  (а р у 2 а х ,у ) ;
а_арау2ах_ауі=аігг(акугах,бУ) ; % а< <аку" ) /а х )/а у ' 
а_ашу2ах_ау2=а±гг(ару2ах,Б2у ) ; % а ( (аку'')  /ах) /а у '' 
а_арау2ах_ауЗ=аігг(ару2ах,БЗу); % а ( <аку' ' ) /а х )/а у ' ' '  
а2Ру2ах2=а_аЕ,ау2ах_ах+а_аЕ ,ау2ах_ау*оу+а_аЕ ’а у 2 а х _ а у і* о 2 у ;  
а2р у2ах2= а2р у2ах2+ а_ар ау2ах_ау2*п зу+ а_ар ау2ах_ауз*п 4у  
агр у2ах2  =
2*04у

Формируем из этих данных уравнение Эйлера — Пуассона.
Е и 1 е г = з іт р 1 е (а Р а у -а Р у іа х + а 2 Р у 2 а х 2 );
аес[Е и 1ег= [сЬ аг(Е и іег) ' = 0 ' ] ;  % составил и  уравнение
^ р г іп ѣ ^ ( ' Уравнение Э й л ера-П уассон а: \п % з\п ' , а едЕ и Іег)
Уравнение Эйлера-Пуассона:
2*у-2*зіп(х)+4*О2у+2*Б4у=0

Находим общее решение, проверяем существование и единственность.
З о 1 = а з о 1 ѵ е (а е д Е и Іе г ,’х ' ) ;  % решаем уравнение

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % н ет  решений или б о л ее  одн ого  решения 
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

е і з е
а і з р ( 1 Общее решение уравнения Э й л ер а-П уассон а: ' )  
гргігѵЬ^ ( ' у  (х) =% з\п ' ,  сЬ аг ( З о і ) ) 

еп а
Общее решение уравнения Эйлера-Пуассона: 
у(х)=-1/8*зіп(х)*хЛ2-1/4*соз(х)*х+1/4*зіп(х)+
С1*зіп(х)+С2*соз(х)+С3*зіп(х)*х+С4*соз(х)*х

Вычисляем производную от полученного решения— она необходима для 
формирования граничных условий. Вычисляем произвольные постоянные и 
находим частное решение.
а у а х = а ± г г ( З о 1 ,х ) ; % нашли производную  
з Г У = зи Ъ з(З о 1 ,х ,х 1 ); % подставили х і  в  у (х )  
зЮ У=зиЬз (аУа х ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  в  у '  (х) 
згУ = зи Ь з( З о і , х , х 2 ) ; % подставили х2 в  у (х )  
зг О У = зи Ъ з(а у а х ,х ,х 2 ); % подставили х2 в  у ' ( х )  
е1 У = [сЬ а г (ѵ р а (зГУ, 1 4 ))  ' = ' с Ь а г (зу ю ( у і ) ) ] ;  
еШУ= [сЬ аг (ѵра (зШ У , 1 4 ) )  ' = ' сЬ аг ( з у т (О у і)) ] ; 
ег У = [сЬ а г (ѵ р а (згУ ,1 4 ) )  1= 1 с Ь а г ( з у т ( у 2 ) ) ] ;  
егО У =[сЬ аг(ѵ р а (згБ У ,1 4 ) )  '= ' с Ь а г (з у т (О у 2 )) ] ;  
а і з р ( ' Граничные у сл о в и я : ' )
^ргіп-Ь^ (' % з\п ', еГУ, еШ У , ег У , егБУ)
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Соп=зо1ѵе(еІУ,еІБУ,егУ,егБУ,'С1,С2,СЗ,С4');
С1=Соп.С1;
С2=Соп.С2;
СЗ=Соп.СЗ;
С4=Соп.С4;
Зо14=ѵра(еѵаі(Зоі),14); % подставили С1-С4 
сіізр (' Уравнение экстремали: ')
р̂гіп-Ь^ ('у (х) =%з\п',сЬаг (Зо14))
Граничные условия:
.2989170336605е-1-.841470984 807 90*01+
.54 030230586814*02+.841470984 807 90*03-.54 030230586814*04=1 
-.67537788233518е-1+.54 030230586814*01+
.841470984 807 90*02-1.38177329067 60*03-.3011686789397 6*С4=-1 
-.2989170336605е-1+.841470984 807 90*01+
.54 030230586814*02+.841470984 807 90*03+.54 030230586814*04=2 
-.67537788233518е-1+.54 030230586814*01­
.841470984 807 90*02+1.38177329067 60*03-.3011686789397 6*С4=-1 
Уравнение экстремали: 
у(х)=-.12500000000000*3іп(х)*хЛ2+
1.7137 646983880*соз(х)*х-.381198105394 82*зіп(х)+
1.424 8525550552*соз(х)+.86770535427108*3іп(х)*х

:>а Д - і Н І І ё  4

д д _____ і_____ і______і_____ і______і_____ і_____ і______і_____ і_____
■-1 -0.8 -О.в -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Рис. 4.3. Экстремаль в задании 4
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Задаем массив аргументов, вычисляем функцию и рисуем ее. Результат пока­
зан на рис. 4.3.
х р 1 = 1 іп з р а с е (х і , х 2 ) ; % м ассив аргум ентов
у 4 = з и Ъ з (З о 1 4 ,х ,х р 1 ) ; % вычислили функцию
^ ід и г е  % фигура
р іо ѣ ( х р і , у 4 , ' - г ')  % рисуем
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггеггЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' РогѵЬЗіие' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  4 ') % загол ов ок
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ

4.4. Задание
Для своего варианта функционала найти экстремаль и построить ее график 
Найти значение функционала на экстремали и какой-либо близкой допусти­
мой функции. Для этой последней задачи дописать соответствующий фраг­
мент программы самостоятельно. Посмотрите в главах 2 и 3, как это сделать. 
Варианты заданий есть на компакт-диске.



ГЛАВА 5

Функционалы, 
зависящие от функции 
нескольких переменных

5.1. Дифференциальное уравнение 
Эйлера — Остроградского
Исследуем на экстремум функционал, зависящий от функции двух перемен­
ных и ее частных производных І-го порядка:

с заданными условиями на контуре С — границе области

Будем далее обозначать р = дг/дх, ц = діІду. Необходимым условием экстре­
мума функционала является равенство нулю его вариации, вычисленной на 
экстремали 20(х,у): сЗ./(г0) = 0. Найдем эту вариацию как линейную часть при­
ращения функционала. Она вызывается вариациями функций г, р  и причем 
на контуре С: 8г = 0. После разложения функции /-'(л-, у. />■ </) в ряд Тейлора в 
окрестности экстремали и удержания линейных членов вариация функциона­
ла на экстремали имеет вид

В главах 2 и 4 мы преобразовывали все слагаемые, кроме первого, с помощью 
интегрирования по частям. Здесь этот прием применить не удается, т. к. у нас 
двойной интеграл. Однако мы можем использовать формулу Грина, дающую 
тот же результат.

(5.1)

2(х,у)|г = гг(л-, у). (5.2)

(5.3)
О
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Заметим прежде всего, что

Здесь дРр/дх и дРС1/д у — так называемые "полные частные производные", 
т. е. частные производные, вычисляемые при условии, что в дифференцируе­
мой функции сделаны подстановки: г=г(х,у), р=р(х,у), д = д(х,у). Подставив
(5.4) в (5.3), получим:

Вычислим интеграл от первых двух слагаемых по формуле Грина, положив

т. к. на контуре С — границе области В: & = 0. Таким образом, в интеграле
(5.5) остаются только три последних слагаемых:

Необходимое условие экстремума — равенство нулю этой вариации. В силу 
произвольности вариации функции 8г(х,у) по основной лемме вариационного 
исчисления должен быть равен нулю множитель при & в подынтегральной 
функции:

О пределение 5.1. Уравнение (5.8) называется дифференциальным уравне­
нием Эйлера — Остроградского (см. рис. 1. 11). □
Это дифференциальное уравнение в частных производных, оно дополняется 
граничным условием (5.2).

Замечание 5.1. Если функционал зависит от функции п переменных 
г(хі,х2, ...,х„) и ее первых частных производных, то уравнение Эйлера — Ост­
роградского будет иметь вид

0(х,у) = РрЫ, Р(х,у) = -Р (1&2.

(5.6)
+ ()сіу -  (^Ррдгііу -  РцЬгсІх -  О,

С с

(5.7)

дх ду
(5.8)
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(5.9)

где рк = дг/дхк. При выводе этого уравнения используются многомерные ана­
логи формулы Грина: формулы Стокса и Остроградского — Гаусса. □

Замечание 5.2. Если функционал зависит от функции двух переменных г(х,у) 
и ее частных производных до «-го порядка включительно, то уравнение Эй­
лера — Остроградского — Пуассона будет иметь вид

Замечание 5.3. И наконец, если функционал будет зависеть от нескольких 
функций нескольких переменных (и их частных производных), то мы будем 
уже иметь систему дифференциальных уравнений Эйлера — Остроградского 
(и, возможно, Пуассона). □

ПРИМЕР 5.1. Найти экстремаль функционала:

дР дР. д2Р д2Р: д2Р.“х ,____ ".та ,____ ,________ -_УУ
дх ду дх2 дхду ду2

(5.10)

(5.11)

в прямоугольной области хе [ 0, а]; ̂ е [0 , Ь], показанной на рис. 5.1. 

Граничные условия: на правой стороне х = а:

(5.12)

на остальных сторонах г = 0.

Выведем вначале уравнение Эйлера — Остроградского вида (5.8):

(5 .1 3 )
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или, после сокращения на 2:

д12 + д12 
дх2 ду2

пу
(5.14)

Граничные условия по переменной у  однородные, поэтому будем искать ре­
шение в виде ряда Фурье по собственным функциям У„(_)>), которые равны:

Ф У з̂іп ппу
(5.15)

Рис. 5.1. Область решения примера 5.1 

Ищем решение в виде ряда:

. ппу
и(х,у)  = Ъ х п (х)зіп- (5.16)

Это решение удовлетворяет граничным условиям на нижней и верхней сто­
ронах: при у  = 0 и у  = Ь. Для нахождения функций Х„(х) подставим решение 
(5.16) в уравнение (5.14):

51Пппу 7 7
К /Г 7Г

п(х) 51Пппу

7 7п п \ (5.17)

п = ]  \

. ппу . 71)' 51П-----— X 51П---- .

Ъ Ъ

Левая часть (5.17) —  это разложение в ряд Фурье по У„(_)’)• Разложим в такой 
же ряд и правую часть. Собственно, она уже разложена: в этом ряде присут-
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ствует только первый член (и = 1), а коэффициенты при остальных гармони­
ках равны нулю. Мы знаем, что два ряда Фурье тождественно равны друг 
другу тогда и только тогда, когда равны все их коэффициенты. Поэтому 
из (5.17) получаем бесконечную систему дифференциальных уравнений для 
функций Хп(х):

Граничные условия для (5.18) получим, раскладывая граничные условия на 
левой и правой сторонах в ряд Фурье по У „(у). На левой стороне х = 0 мы име­
ем г = О, коэффициенты разложения этой функции — нулевые:

На правой стороне х = а у нас есть граничное условие (5.12). Подставляем в 
него решение (5.16):

Решаем систему дифференциальных уравнений (5.18) при граничных услови­
ях (5.19) и (5.21). При и> 1:

Во втором уравнении второй множитель (гиперболический синус) не равен 
нулю, поэтому С2 = 0. Таким образом, Ѵи> 1: Хп(х) = 0. Найдем теперь Л'і(.ѵ). 
Дифференциальное уравнение для него— это 1-е уравнение системы (5.18). 
Вспомните, как решаются такие уравнения: нужно взять сумму общего реше­

(5.18)
Х '„ { х ) - ^ г Х п(х) = 0; «>1.

Х„(0) = 0 Ѵи. (5.19)

(5.20)

Это возможно тогда и только тогда, когда

п > 1.
(5.21)

п%х (5.22)

Подставляем граничные условия:

Х ( 0 )  = СІ=0;

Ч ( а )  = С,8Ь =  = 0. ̂ п\ ) 2 ъ
(5.23)
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ния соответствующего однородного уравнения (вида (5.22)) и частного реше­
ния неоднородного уравнения. Проделайте эти выкладки самостоятельно. 
В результате получим:

Произвольные постоянные С\ и Сі_ найдем из граничных условий (5.19)

На рис. 5.2 показано, как выглядит график этой функции (мы здесь взяли 
а = 1, Ъ = 2),
с і е а г  а і і  % очистили память 
а= 1; % задал и  размеры  
Ъ=2;
х = 1 іп з р а с е ( 0 ,а ,4  0 ) ;  
у = 1 іп з р а с е ( 0 ,Ъ ,8 0 ) ;
[Х ,У ]= ю езЬ дгіс1 (х ,у ) ; % сет к а

Ц= ( ( р і Л2+ЪЛ2*а) /  ( р іЛ2*зіп 1 і (р і* а /Ъ ) ) *зіп1і (р і*Х /Ъ ) - .  . .
ЪЛ2 * Х /р іЛ2 ) .* з іп ( р і * У / Ъ ) ; % вычисляем функцию 

зиг^  (Х ,У ,1;) % рисуем  повер хность  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггепЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )  
йа=с1азресЬ; % текущие масштабы о сей  
с іа (1 :2 )= ю іп (с 1 а (1 :2 )) ; % одинаковые масштабы 
й азресЬ  (й а ) ; % установили одинаковые масштабы

(5.24)

и (5.21):
ХД0) = С, = 0;

'  х М = с , ^ - ^  = \.
Ъ ж

(5.25)

Отсюда находим
Ъ2а

1 Н--- т~ 2 і2тг ж +Ь а (5.26),т ха 9 , жа ’
зп —  Ж 5І1 —

Ъ Ъ

Решение нашей задачи — это одна первая гармоника ряда (5.16):
/

и{х,у) (5.27)
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ѣ іѣ іе  ( ' \М П ример 5 . 1 ' )  
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % ось  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')  % ось  ОТ
2ІаЪ е1 ( ' \ і Ь Л г т ( \ і Ъ с \ г т , \ і 1:у \г т )  ')  % ось  02

Пример 5.1

%

Рис. 5.2. Решение примера 5.1

5.2. Вопросы для самопроверки
1. Какую вариационную задачу мы решаем?
2. Как выводится дифференциальное уравнение Эйлера— Остроградского?
3. Где используется в выводе дифференциального уравнения Эйлера— Ост­

роградского основная лемма вариационного исчисления?
4. Почему мы не можем использовать формулу интегрирования по частям? 

Чем мы ее заменяем?
5. Обязательно ли будет достигаться экстремум функционала на решении 

дифференциального уравнения Эйлера— Остроградского?
6. Какие вы знаете методы решения дифференциальных уравнений в част­

ных производных?
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7. Всегда ли решение вариационной задачи будет единственным? От чего это 
зависит?

8. Выведите систему дифференциальных уравнений Эйлера — Остроград­
ского для функционала, зависящего от нескольких функций нескольких 
переменных.

5.3. Пример выполнения задания
Найти экстремум функционала

^ ( 2 \ \  
+ 2 22ѵ + 10 ут. зіп х  + —

V ' V 5 )}
(5.28)

в области Б, которая представляет квадрат со стороной 0,4 м, скругленный по 
верхнему краю дугой окружности радиуса 0,4 м, с добавкой полукруга слева 
и с вырезанной частью эллиптического очертания справа Центр полукруга 
находится посередине левой стороны, а центр эллипса — на расстоянии 0,1 м 
наружу от середины правой стороны. Эллипс с полуосями 0,2 м и 0,1 м по­
вернут на 30° против часовой стрелки. Начало координат выберем в центре 
полукруга (рис. 5.3).

Рис. 5.3. Область решения задания 5
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Граничные условия: на нижней стороне и изменяется по параболическому 
закону в зависимости от х с максимальным значением -КГ*м посередине 
стороны, на остальных сторонах и = 0.
Составим программу для решения данной задачи. Вначале очистим рабочую 
область от предыдущих задач. Опишем необходимые переменные и введем 
исходные данные. Нам будут нужны символические переменные для аргу­
ментов х И у, функции 2, первых и вторых частных производных Бгх, Огу,  

0 2 г х 2 , 0 2 г х у  и 0 2 г у 2 . Вводим подынтегральную функцию е (символическое 
выражение), граничное условие гс там, где оно не равно нулю (также симво­
лическое выражение), и строковую переменную Ьс, показывающую, где 
именно граничное условие отлично от нуля. Не забудьте, что при вычислени­
ях мы имеем дело с округленными значениями. Поэтому пишите условие Ъс 
так, чтобы захватить нужную вам сторону.
с і е а г  а і і
сН зр ( ' Решаем за д а н и е  5 ' )
з у т з  х  у  г Огх Огу 0 2 гх2 0 2 г х у  02 гу 2
Р=О2хл2+2*О гул2 + 1 0 * у * 2 * ( з і п (х )+ х А2 / 5 ) ;
г с = х * ( х - 0 .4 ) / 4 0 0 ;  % граничное усл ови е
Ь с = 'у < - 0 .1 9 9 9 ' ; % участок  границы, г д е  за д а н а  г с
с іізр  (' Исходные данны е: ')
с іізр  (' Подынтегральная функция: ')
г р г іп ѣ г ( 1Р=% з\п1, с Ь а г (Р ))
сН зр ( ' Граничное у с л о в и е : ' )
гргігѵЬ^ (' при %з: 2=%з; \ п ' , Ь с , сЬ аг ( г с ) )
сН зр ( ' н а  остальны х уч астк ах  г = 0 . ' )
Решаем задание 5 
Исходные данные:
Подынтегральная функция:
Р=Огхл2+2*Огул2+10*у*г*(зіп(х)+1/5*хл2)
Граничное условие:
при у<-0.1999: г=1/400*х*(х-2/5);
на остальных участках 2=0 .

Найдем частные производные Р2, Рр и Рч. Сформируем из них полные част­
ные производные дРр/дх и дР^ду. При их формировании учитываем, что
2 = г(х,у), р=р(х,у), с/^ с/(х.у). Используем формулу (2.87). Формируем урав­
нение Эйлера — Остроградского. Как мы увидим дальше, нам нужно будет 
иметь уравнение именно в виде (5.14), когда слева записаны частные произ­
водные и сама функция г, а справа — известные функции. Поэтому вычислим 
отдельно левую и правую части. Правую часть получим, когда в выражение 
Р:-дРр/ дх-дРС1/ ду подставим 2 = 0, и вместо всех частных производных 
также подставим нуль. Тогда левая часть — это все остальное.
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(Х В йг=<іт  (Р , г) ; 
а р а р = с ііг г (р ,о г х )  ; 
аРйч=с1ігг (Р , Огу) ; 
а_ара.р_ах=сигг(с1ра.р,х) 
й_с1Рс1р_с1г=с1ігг (йРйр, г) ;
а_арар_ар=аігг(арар,огх),• 
а_сіра.р_січ=сіігг ( а р ф ^ г у )
аррах=а_арар_ах+а_арар_аг *огх+а_арар_ар*о2 гх2+ а_арар_ад*ог гх у  
а_ар ад_ау= сіігг  (а р а д ,у )  ;
с!_с1Рс1д_с1г=с1ігг (сіРсід, г) ;
а_ар ад_ар = сіігг  (а р а ч ^ г х )  ,• 
а_ар ад_ач = сіігг  (а р а я ^ г у )  ,•
аРчс1у=с1_с1Рс1д_с1у+с1_сіРс1д_с1г*Огу+а_с1Рс1д_с1р*П2гху+а_с1Рс1д_с1д*П2гу2;
Е и 1ег= зію р іе  (сіРсіг-сіРрсіх-сіРдсіу) ;
Е и К = -з и Ъ з (Е и іе г ,{ г ,0 2 2 х 2 ,0 2 2 у 2 ,0 2 г х у } , {О ,0 , 0 , 0 } ) ;
ЕиЬ=Еи1ег+ЕиК; % л евая  ч асть  уравнения  
йес[Еи1ег= [сЬ аг (ЕиЬ) ' = ' с ііа г (Е и К )]; % уравнение  
сН зр ( ' Уравнение Э й лер а-О стр огр адск ого: ' )
^ргіпѣ^ (' % з\п ', сіедЕ иІег)
Уравнение Эйлера — Остроградского:
-2*Б2гх2-4*О2гу2=-10*у*зіп(х)-2*у*хл2

Для решения дифференциальных уравнений в частных производных в 
МАТЬАВ есть специальный инструментарий— Рагііаі ОІНегепііаІ Рсцлаиоп 
ТооІЬох (РБЕ ТооІЬох) [54], в котором используется метод конечных элемен­
тов (МКЭ, Йіе Гіпііе еіетепіз теііюсі— РЕМ). Для применения РІ)Р нужно 
привести дифференциальное уравнение к виду

Здесь и(х,у) — искомая функция, С — матрица 2x2, элементы которой явля-
9  9  9 9 9ются коэффициентами при д~и/ дх~, д~и/дхду, д~и/ ду~; а — коэффициент при 

щ / — правая часть, к, — заданные функции х, у. Величины С, а,/, к, г,
§ могут быть как постоянными, так и переменными. В последнем случае 

они должны вычисляться в центрах тяжести конечных элементов и задавать­
ся как массивы.

-  с1іѵ(С§гас1и) + сш = /  

и дополнить его граничными условиями Дирихле

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Посмотрите на выведенное нами уравнение Эйлера— Остроградского: не зря 
мы приводили его к виду (5.29)!
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Процесс решения дифференциального уравнения в частных производных при 
помощи РІЖ состоит из следующих этапов.
1. Задание геометрии (области решения) и построение сетки из конечных 

элементов.
2. Задание граничных условий (функций к, г, ^, §).
3. Задание функций, входящих в дифференциальное уравнение (С, а,/).
4. Решение дифференциального уравнения.
5. Отображение результатов в виде графика
Область решения в РІЖ строится из примитивов (простейших областей). 
Примитивами являются круг, многоугольник, прямоугольник и эллипс. Из 
них можно составлять сложные области, используя логические операции "+" 
("или"), "*" ("и") и "-" ("и не"). Операции "+" и "*" имеют одинаковый при­
оритет, а операция "-" более низкий. Таким образом, чтобы задать геометрию 
области, нужно задать:
□ простейшие области (примитивы);
□ формулу для построения области из примитивов с помощью логических 

операций"+", "*",
Примитивы задаются в виде матрицы. Число столбцов этой матрицы равно 
числу примитивов, каждый ее столбец содержит данные по одному примити­
ву. Будем обозначать эту матрицу идентификатором да.

Рассмотрим, как задаются различные примитивы. Чтобы задать круг, нужно 
в соответствующий столбец матрицы д а  занести числа в таком порядке:
□ первое число — это 1 (признак круга);
□ 2-е и 3-е числа — это х-я и у-я координаты центра;
□ 4-е число — радиус круга.
Таким образом, положение круга на плоскости будет полностью определено. 
Аналогично задаются и другие примитивы.
Чтобы задать многоугольник, нужно в соответствующий столбец занести чис­
ла в таком порядке:
□ первое число — это 2 (признак многоугольника);
□ 2-е число — это п — число вершин;
□ следующие п чисел содержат х-е координаты вершин;
□ следующие п чисел — это_у-е координаты вершин.
Прямоугольник задается так же, как и многоугольник, но первое число — 
это 3 (признак прямоугольника).
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Для задания эллипса нужно в соответствующий столбец занести числа в 
таком порядке:
□ первое число — 4 (признак эллипса);
□ 2-е и 3-е числа — это х-я и у-я координаты центра;
□ 4-е и 5-е числа — это длины полуосей;
□ 6-е число— угол поворота эллипса (в радианах, положительный пово­

рот — против часовой стрелки).
Если столбцы полученной матрицы да имеют различную длину, нужно до­
полнить более короткие столбцы нулями.
Чтобы сформировать из этих примитивов область, нужно задать в программе 
формулу, с помощью которой такая область будет формироваться из столб­
цов матрицы да. В этой формуле столбцы матрицы да будут обозначены ка­
кими-либо буквами, поэтому нужно также задать соответствие между буква­
ми в формуле и столбцами матрицы. Такое соответствие задается строкой, 
каждый символ которой соответствует одному столбцу. Можно, например, 
задать строку вида ’аЬсае^дЬ' (или более длинную, если это необходимо). 
Тогда в формуле для построения области буквой а будет обозначен 1-й стол­
бец (примитив), буквой ь  — 2-й и т. д.
Формирование области выполняется с помощью команды аесзд. В результате 
работы этой процедуры возвращаются 2 массива, которые мы обозначим: аі 
и Ы;. Массив а і — это разложенная матрица геометрии (Йіе сіесотрозесі 
§еоте1гу піаігіх). Она имеет не более 12 строк и пе столбцов, где пе — число 
элементарных участков границы. Элементарный участок границы— это 
часть какого-либо примитива с монотонным изменением х и у. Так, напри­
мер, круглая или эллиптическая области имеют 4 элементарных участка гра­
ницы, разделяемые самой правой, левой, верхней и нижней точками. Каждый 
столбец массива аі соответствует одному участку границы и содержит такие 
числа:
□ 1 -е число — это тип линии, которая образует данную границу:

• 1 — окружность,
• 2 — многоугольник,
• 3 — прямоугольник,
• 4 — эллипс.

□ 2-е и 3-е числа — это начальная и конечная х-е координаты участка гра­
ницы;

□ 4-е и 5-е числа — это_у-е координаты начальной и конечной точки участка 
границы;
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□ 6-е и 7-е числа— это номера примитивов, которые находятся слева и 
справа от данного участка границы. Эти номера берутся в соответствии с 
нумерацией примитивов в массиве да , число 0 соответствует внешней гра­
нице. Остальные числа зависят от того, какая линия образует границу (т. е. 
от 1 -го числа);

□ для окружности 8-е и 9-е числа— это координаты центра окружности, 
10-е число — радиус окружности;

□ для прямолинейной границы ничего не задается (граница уже полностью 
определена);

□ для эллиптической границы 8-е и 9-е числа содержат координаты центра 
эллипса, 10-е и 11-е — величины полуосей и 12-е — угол поворота.

В массиве Ы: возвращается булевская таблица соответствия примитивов и 
построенной области (более подробно о Ы: можно узнать по команде Ьеір 
йесзд).
Внутренние границы удаляются командой сздйеі. Эта команда возвращает 
новые разложенную матрицу геометрии и таблицу соответствия, с удаленны­
ми внутренними границами. С помощью команды рйедріоі: можно нарисовать 
полученную область.
Наша область образована следующими примитивами:
□ квадрат со стороной 0,4;
□ круг радиусом 0,4 с центром в точке (0,2; -0,2); он отрезает от квадрата 

верхнюю часть;
□ круг радиусом 0,1 с центром в начале координат; он добавляется к об­

ласти;
□ эллипс с центром в точке (0,5; 0), с полуосями 0,2; 0,1, повернутый на угол 

30°; он вырезается из области.
Зададим эти примитивы в виде матрицы. В 1 -м столбце запишем данные для 
прямоугольника, во 2-м и 3-м — для кругов, и в 4-м — для эллипса. Уравня­
ем длины всех столбцов.
Затем сформируем из этих примитивов область. Обозначим столбцы матрицы 
буквами а, Ъ, с, сі. Тогда область может быть получена с помощью формулы 
П = а* Ъ + с-сі. Действительно, из квадрата а кругом Ь вырезается область, 
затем к ней добавляется круг с, и из полученной области вырезается эллипс сі. 
Напечатаем число элементарных участков границы. Изобразим полученную 
область графически (рис. 5.4). Выровняем масштабы по осям координат. 
Надпишем заголовок и метки осей.
д й = [ 2 ; 4 ; 0 ; 0 . 4 ; 0 . 4 ; 0 ; - 0 . 2 ; - 0 . 2 ; 0 . 2 ; 0 . 2 ] ; % многоугольник  
д й = [д с і,[ 1 ; 0 . 2 ; - 0 . 2 ; 0 . 4 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ] ;  % верхняя окружность
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дй=[дсі, [ 1 ; 0 ; 0 ; 0 .1 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ]  ] ; % л евая  окружность  
д й = [ д с і , [ 4 ; 0 . 5 ; 0 ; 0 . 2 ; 0 . 1 ; р і / 6 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ] ; % эллипс  
п з = ' аЬссі' ;  % стр ока со о т в ет ств и я  столбцов  
Ио= ' (а * Ъ + с )-й ' ;  % формула операций  
[с і1 ,Ъ Ѣ ]= сіесзд (д сі,^ о ,п з) ; % формируем обл асть  
[сі11,Ъ Ѣ 1]=сздсіе1 (сИ,ЪѢ) ; % удалили внутренние границы 
п е = з і г е (с И 1 ,2 ) ; % число участк ов границы 
^ р г іп і^  (' Число участк ов границы пе=%сі\п' ,п е )
^ ід и г е  % фигура
рсЗедрІоѣ(сИ І) % нарисовали обл асть  
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С иггепІА хез

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  
сіа=сіазрес'Ь; % текущие масштабы о сей  
с іа (1 :2 )= ю іп (с 1 а (1 :2 )) ; % одинаковые масштабы 
сіазресЬ (сіа) ; % установили одинаковые масштабы 
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  5 -  обл асть  реш ения')  
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % ось  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')  % ось  ОТ 
Число участков границы пе=11

Задание 5 - область р еш ен и я
0.2 

0.15 

0.1 
0.05 

0
-0.05 

- 0.1 

-0.15 

- 0.2
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

х

Рис. 5.4. Область решения в задании 5

Разбивка полученной области на треугольные конечные элементы осуществ­
ляется командой іпіыезіі, которая возвращает 3 выходных параметра: р, е 
и ь. Смысл их следующий:
□ в переменной р возвращаются координаты узлов сформированной сетки. 

Массив р имеет размеры 2 х цр, где пр — число узлов.
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В нем содержатся:
• 1 -я строка — х-е координаты узлов;
• 2-я — _у-е координаты;

□ в переменной 1; возвращаются данные по треугольникам. Это массив раз­
мером 4хгіеі, где пеі — число элементов:
• первые 3 строки содержат номера узлов для каждого элемента в поряд­

ке обхода против часовой стрелки;
• 4-е число— это номер подобласти. Если мы удалим все внутренние 

границы, то у нас будет только одна подобласть, и все числа 4-й строки 
будут 1.

В переменной е возвращаются данные по граничным точкам сетки. Размер 
массива е 7хп/„ где щ — число участков границы в сетке МКЭ. В каждом 
столбце массива е содержатся данные по одной граничной линии. Числа это­
го столбца такие:

• 1 -е и 2-е числа — это номера узлов (в том порядке, в котором они пере­
числены в массиве р);

• 3-е и 4-е числа содержат начальное и конечное значения параметра 
длины в начальной и конечной точках. Параметр длины точки — это 
отношение расстояния от начала участка границы до данной точки к 
общей длине участка границы;

• 5-е число содержит номер участка границы;
• 6-е и 7-е числа— это номера подобластей слева и справа от данной 

границы. Если мы удалим все внутренние границы, то из 6-го и 7-го 
чисел одно число будет равно 1, а другое — 0;

Заметим, что щ ф пе\ пе — это число элементарных участков границы (дуг ок­
ружностей или эллипсов, отрезков прямых), а щ — это число сторон конеч­
ных элементов, которые выходят на границу. Обычно щ > пе.
Полученную сетку МКЭ можно один или несколько раз измельчить при по­
мощи команды ге^іпетезь. Эту команду можно использовать, например, 
в цикле для достижения нужной точности вычислений.
Изобразить сетку разбиения можно командой раетезь.
Сформируем треугольную сетку МКЭ и измельчим ее. Напечатаем количест­
во узлов, элементов, граничных линий. Нарисуем полученную сетку 
(рис. 5.5). Выровняем масштабы по осям, надпишем заголовок, метки осей.
[р,е,-Ь]=іпі-ЬтеБЬ(сі11) ; % формируем РЕМ-сетку 
[р,е,'Ь]=геСіпеіпез1і(й11,р,е,'Ь) ; % измельчаем
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п р = Б Іг е( р , 2 ) ; % число узл ов  
п е 1 = Б Іг е ( 1 ,2 ) ;  % число элем ентов  
п Ь = зІ2е ( е , 2 ) ; % число граничных линий 
СргіггЬС (' Число у зл о в  пр=%й\п' , пр)
^ р г іп і^  (' Число элем ентов пе1=%сі\п' ,п е1 )  
іргіггМ ' (' Число граничных линий пЬ=%сі\п' , пЬ)
^ ід и г е  % фигура
рсіетезЬ  (р , е , 1) % рисуем  сет к у
зеѣ  (деѣ  ( д с і , ' СиггегѵЬАхез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  
сіа=сіазрес'Ь; % текущие масштабы о сей  
с іа (1 :2 )= ю іп (с 1 а (1 :2 )) ; % одинаковые масштабы 
сіазресЬ (сіа) ; % установили одинаковые масштабы 
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  5 -  сет к а  МКЭ')  
х І а Ь е І ( ' \ і ѣ х ')  % ось  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')  % ось  ОТ 
Число узлов пр^506 
Число элементов пе1=924 
Число граничных линий пі^86

'Задание 5 - сетка МКЭ

х

Рис. 5.5. Сетка МКЭ в задании 5

Следующий этап — это задание граничных условий. Граничные условия мож­
но задать или в виде матрицы граничных условий (Ьоипсіагу сопсІШоп таітіх),
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или в виде ш-файла граничных условий (Ьоипсіагу М-Гііе). Второй вариант 
проще. Файл граничных условий должен иметь такую структуру:

ІЛ, д, Ь, г] =рйеЬоипс1 (р, е , и ,  -Ьіте)

Входные параметры: р, е —  данные по сетке разбиения, и —  решение, ъ іт е  —  
время. Выходные параметры—  матрицы граничных условий Дирихле (5.30) 
или Неймана (5.31). РОК ТооІЬох позволяет решать параболические и гипер­
болические уравнения (зависящие от времени), а также нелинейные задачи, 
поэтому граничные условия и параметры дифференциального уравнения мо­
гут зависеть также от времени и решения.

Для граничных условий Неймана выходные параметры д и д должны содер­
жать значения параметров # и % в средних точках границ. Размер д: ІѴ2хп/„ 
где N —  число уравнений системы, а щ  —  число сторон конечных элементов, 
выходящих на границу. Размер д: Ых-щ. В каждом из столбцов этих матриц 
должны возвращаться коэффициенты р ^ в  средних точках соответствую­
щей границы. Для нескольких уравнений элементы д должны следовать по 
столбцам. Так, например, для 2-х уравнений в каждом столбце д нужно воз­
вратить #2ъ Ч\2, Чі2• В случае граничных условий Дирихле в этих матри­
цах должны возвращаться нулевые значения.

Для граничных условий Дирихле должны формироваться выходные парамет­
ры ь и г. Массив ь. имеет размеры ІѴ2х(2«/,) и содержит значения И во всех 
начальных точках каждой граничной линии и сразу за ними—  в конечных 
точках граничных линий. Размер массива г: ІѴх(2«/,), этот массив заполняется 
аналогично.
У нас заданы граничные условия Дирихле, поэтому сформируем файл для их 
вычисления. Число уравнений у нас Ы= 1, число точек граничных линий щ 
находим из массива е. Формируем строки для записи в файл и записываем их. 
Файл размещаем в рабочем каталоге системы МАТЬАВ. Имена всех файлов, 
которые мы будем записывать в каталоги МАТЬАВ, мы будем начинать с 
префикса му. Файлов с такими именами в каталогах МАТЬАВ нет, поэтому 
мы ничего не испортим. Файл граничных условий назовем мувоипа.т. Это —  
обычный текстовый файл. Расширение т  говорит о том, что МАТЬАВ будет 
воспринимать его как свою функцию, причем имя функции должно совпадать 
с именем файла.

з { 1 }  = '& дпсЬіоп [д ,д ,1 і,г]=М уВ ои п с1(р ,е ,и ,'Ы л іе) 
з { 2 } = ' п Ь = з і г е ( е ,2 ) ; ' ;  % число граничных линий 
з { 3 } = 'ч = г е г о з ( 1 ,п Ь ) ; д = г е г о з ( 1 ,п Ь ) ; ' ;  
з { 4 } = 'Ь = о п е з (1 ,2 * п Ь ); г = г е г о з ( 1 ,2 * п Ь ) ; ' ;  
з { 5 } = ' х = [ р ( 1 , е ( 1 , : ) ) , р ( 1 , е ( 2 , : ) ) ] ; 1; % стол бец  х  
з { 6 } = ' у = [ р ( 2 , е ( 1 , : ) ) , р ( 2 , е ( 2 , : ) ) ] ; ' ;  % стол бец  у
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б {7 } = [ 'туЬ =^ іп сі(' Ъс % номера нужных точек
з { 8 }  = 'хЫ = х(туЪ ) ; уЫ = у  (туЪ) ; ' ; % нужные точки
2С^=зиЪз (гс, {х,у}, {зут( ’х Ы ') ,зут( ’у Ы ') }) ;
з { 9 } = [ 'г ( т у Ь ) = '  ѵ е с Ь о г іг е (г с ^ )  % вычислили
г і1 е п а т е = & д 1 1 ^ і1 е (р м й ,'М уВ ои п й .т ') ;  % файл
сН зр ( [ ' Т екст файла граничных условий ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )
гргігѵЬ^ (' % з\п' , з { : } )
^ іс і= ^ ор еп (гі1еп ап іе , 'м ' ) ; % открыли файл 
^ р г іп ѣ ^ ( ^ ій ,'% з \п ' , з { : } ) ;  % за п и сы в а ем а  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла граничных условий Б : \  Ід1іп\Ма1:1аЬ\МуВоипс1.т:
^ипс-Ьіоп Іл, д, Ь, г] =МуВоипс1 (р, е , и ,  -Ьіте) 
п Ь = з і г е ( е , 2 ) ;
д = г е г о з ( 1 ,п Ь ) ; д = г е г о з ( 1 ,п Ь ) ;
Ь = о п е з ( 1 , 2*пЬ ); г = г е г о з ( 1 , 2*пЬ ); 
х= [р (1, е (1, :) ) , р (1, е (2, :) ) ] ; 
у=[р (2, е (1, :) ) ,р (2, е  (2, :) ) ] ;
туЬ=^іпсі (у<^0.1999) ; 
хЫ =х (туЬ) ; уЫ = у (туЬ) ; 
г  (ту Ь )= 1 . /4  0 0 .* х Ы .*  ( х Ы - 2 , / 5 )  ;

Давайте посмотрим, какой файл мы сформировали и как мы это сделали. За­
писываем в массив ячеек з нужные строки. Первая строка —  это заголовок. 
Он должен соответствовать шаблону, приведенному выше. Во 2-й строке мы 
находим пъ—  число сторон конечных элементов, выходящих на границу. 
В 3-й и 4-й строках задаем нулевые массивы <3, д, г  и единичный массив ь 
нужных размерностей для граничных условий Неймана и Дирихле. Массив из 
нулей задается функцией гег о з ,  а массив из единиц—  функцией опез. Гра­
ничные условия Неймана (5.31) мы больше трогать не будем, они так и оста­
нутся нулевыми. А вот в граничных условиях Дирихле массив г не весь дол­
жен быть нулевым: в некоторых граничных точках, определенных условием 
Ьс, элементы массива г должны вычисляться по формуле гс. Поэтому в 5-й и 
6-й строках мы из всех узлов р выбираем граничные точки. В 7-й строке мы с 
помощью функции гіпа находим номера тех точек, которые удовлетворяют 
условию Ьс. Эти номера записываются в массиве туЬ. В 8-й строке из всех 
граничных точек отбираются те, для которых условие Ьс выполняется. Коор­
динаты этих точек—  в массивах хЫ  и уЫ . Теперь в элементы массива г 
с номерами туЬ нужно записать результат вычисления по формуле гс. Мы 
сначала подставляем в формулу гс  вместо аргументов х и у массивы хЫ  и 
уЫ , переведенные в символические переменные, а затем в 9-й строке записы­
ваем соответствующую формулу. Формулу мы векторизуем с помощью 
функции ѵ е с і о г і г е ,  т. е. расставляем точки перед арифметическими опера­
циями. Теперь вычисления будут проводиться над массивами поэлементно, а 
не по правилам матричной алгебры.
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Итак, мы сформировали массив ячеек-строк з. Нужно теперь записать его в 
файл одного из каталогов, доступных системе МАТЬАВ. Сформируем имя 
файла с помощью функции ^ и і і а і е .  Текущий каталог МАТЬАВ получаем 
функцией ржі. Записываем содержимое массива з вначале в нашу область вы­
вода, а затем —  в файл. Перед записью открываем файл (функция ^ореп), а 
после записи —  закрываем (функция ^ с іо з е ) .

Следующий этап —  задание функций, входящих в дифференциачъное уравне­
ние. Каждая из функций С, а ,/м о ж ет  быть задана в следующих видах:

□  в виде константы;

□  в виде вектор-строки значений функции в центрах масс треугольников. 
Если для матрицы С задаются 2 строки, то подразумевается, что С —  диа­
гональная, и задаются с\ \ и сц. Если для матрицы С задаются 4 строки, то 
подразумевается, что это элементы матрицы С в порядке сц, сі1, Си, Сці

□  в виде текстового выражения, составленного по правилам МАТЬАВ, по 
которому можно вычислить соответствующую функцию в центрах масс 
треугольников. Эта функция может зависеть от переменных х, у, за , и, их, 
иу, 1;. Смысл этих переменных: 1; —  время (скаляр); остальные перемен­
ны е—  векторы-строки, представляющие значения в центрах масс тре­
угольников: х, у —  координаты центров масс; з а —  номер подобласти; и, 
их, иу —  решение и его частные производные;

□  в виде последовательности выражений, рассмотренных в предыдущем 
пункте. Эти выражения должны быть отделены друг от друга знаками !. 
Они воспринимаются как различные задания функции в разных подобла­
стях. Этих выражений должно быть столько, сколько есть различных 
подобластей, т. е. тах(1;(4,:) ) , где 1;—  массив, возвращаемый командой 
іпі-ЬтезЬ;

□  в виде имени определенной пользователем функции МАТЬАВ (т. е. 
т-файла), который представляет функцию, зависящую от аргументов 
(р, ь, и, ъ іте ), где р ,  1: —  данные по сетке разбиения, и —  решение, -ьіте —  
время.

Найдем С, а, /  Элементы матрицы С —  это коэффициенты при частных про­
изводных. При их вычислении учтем, что коэффициенты при с^и/дхду и 
с^и/дудх одинаковые. Число а —  это коэффициент при и в дифференциаль­
ном уравнении. Параметр /  вычисляем вначале в узлах, а затем в центрах тя­
жести конечных элементов.

а = еѵ а 1 (зи Ъ з(Е иЬ ,{г,В2гх2,В2гху ,В2гу2], { 1 , 0 , 0 , 0 } ) ) ;  
с 1 1 = е ѵ а 1 (зи Ъ з(Е и Ь ,{г,02гх2,02гху,02гу2}, { 0 , 1 , 0 , 0 } ) ) ;  
с 1 2 = е ѵ а 1 (зи Ъ з(Е и Ь ,{г,В2гх2,В2гху,В2гу2}, { 0 , 0 , 1 , 0 } ) ) / 2 ;
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с 2 2 = е ѵ а 1 (з и Ъ з (Е и Ь ,{ г ,0 2 2 х 2 ,0 2 2 х у ,0 2 г у 2 } , {О ,0 , 0 , 1 } ) ) ;  
с = - [ с і і ; с 1 2 ; с 1 2 ; с 2 2 ] ;
СргіггЬС (' Параметры: а=%сі\п' , а)
а із р ( 1с=1)
^ргіп-Ь^ (' %сі %сі\п' , с )

(з іл ір іе  ( с Н ^  (ЕиК,х) ) = 0 )  , % х  н е  входи т  
^ р = зи Ь з(Е и К ,у ,р ( 2 , : ) ) ;  % подставили только у  

е і з е і ^  ( з ію р іе ( с 1 і^  (ЕиК,у) ) = 0 )  , % у  н е  входи т  
^ р = зи Ь з (Е и Н ,х ,р (1 ,: ) ) ;  % подставили только х  

е і з е
^ р = зи Ь з(Е и Н ,{х ,у } , { р ( 1 , : ) , р ( 2 , : ) } ) ;  % 2 в  у зл а х  

епй
^ = ( ^ р ( ѣ ( 1 ,: ) ) + ^ р ( ѣ ( 2 ,: ) ) + ^ р ( ѣ ( 3 ,: ) ) ) / 3 ;  % в  центр ах тяж ести
Параме тры: а= О 
С=
2 О
О 4

Решаем наше дифференциальное уравнение с помощью функции а з з е т р а е .  
Рисуем график решения командой раеріо-ь (рис. 5.6). Показываем конечно­
элементную сетку и не показываем линейку соответствия цветов. Команда 
а х і з  возвращает или устанавливает границы рисунка по осям. Мы получили 
текущие границы, выровняли масштаб по осям Ох и Оу, а затем восстановили 
старые границы. Надписываем оси. Выбираем палитру. Показываем сетку и 
контур. Осталось почистить за собой: убрать из текущего каталога записан­
ный туда файл м увоипа.т .  Делаем это командой аеіе-ье.

и=аззетр<іе ( 'МуВоипй' ,р ,е , - Ь ,с ,а ,^ )  ; % решили 
^ ід и г е  % фигура
р с іе р Іо -Ь ф ^ -Ь , 'хуй а ѣ а ' ,и ,  ' г й а ѣ а ' ,и ,  . . .

’т е з Ь ' , 'о п ' , ' с о І о г Ь а г ' , 'оЕЕ ')  ; % рисуем  
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' СиггепЬАхез

' Р оп Ш ате' , " Г іт ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )  
ѵ = а х із ;  % границы о сей  
йа=с1азресЬ; % масштаб о сей  
с іа (1 :2 )= т іп (с 1 а (1 :2 ) ) ; % т і п  и з  двух  
й азр есЬ (й а) % выравниваем масштаб о сей  
а х і з ( ѵ ) ; % оставили границы  
с о іо г т а р  й е^ аи іѣ  % палитра по умолчанию 
д г ій  оп  % показали сет к у  
Ьох оп  % показали внешний контур  
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  5 -  реш ение')  % загол ов ок  
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ
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у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')  % м етка о си  ОТ
2ІаЬ е1 ( ' \ і ѣ 2 \ г т ( \ і Ъ с \ г т , \ і 1: у \ г т ) ')  % м етка о си  02  
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )  % удалили файл граничных условий

Задание 5 - решение

4

2

Я: ок

-2

-4
0.2

Рис. 5.6. Решение задания 5

5.4. Задание
Для своего варианта функционала выведите дифференциальное уравнение 
Эйлера —  Остроградского и решите его МКЭ. Нарисуйте область решения, 
сетку МКЭ и трехмерную поверхность —  график решения. Варианты заданий 
есть на компакт-диске.



ГЛАВА 6

Вариационная задача 
в параметрической форме

6.1. Когда это нужно?
В некоторых случаях решение вариационной задачи удобнее искать в пара­
метрической форме. Чаще всего это происходит тогда, когда функция _у(д') 
неоднозначная. Например, на рис. 6.1 показано решение изопериметрической 
вариационной задачи: максимизировать площадь 5, ограниченную кривой 
_ИХ), которая соединяет точки М]{хиу\) и М2{х2,у2), и отрезком прямой М\М2, 
при дополнительном ограничении-равенстве на длину дуги М]М2 = 1= сопзі 
(это задача Дидоны —  см. главу 14).
Если длина дуги / не очень большая, то проблем нет: задачу можно решать и 
в явном виде, т. к. в этом случае функция _)<*) однозначная. Но если / значи­
тельно больше расстояния между точками М\ и М2, то решением этой задачи 
будет неоднозначная функция, которую удобнее записывать в параметриче­
ской форме:

Тогда мы имеем вариационную задачу для двух функций, но уже однознач­
ных: нужно максимизировать функционал:

(6. 1)

(6.2)

при заданных граничных условиях

(6 .3 )
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и при дополнительном условии

ь р
| ѵ х Х + у  С І І - 1 - СОП5І . (6.4)
I,

Здесь точкой вверху обозначено дифференцирование по параметру/:
Задачи такого типа называются изопериметрическими, мы их будем решать 
дальше, в главе 14. Сейчас нам важен факт, что иногда такую задачу удобно 
решать именно в параметрической форме.

Рис. 6.1. Вариационная задача, которую удобно решать в параметрической форме

6.2. Переход к параметру 
в элементарной задаче 
вариационного исчисления
Рассмотрим элементарную задачу вариационного исчисления (2.1— 2.2). 
Пусть по каким-то причинам нам удобно решать ее в параметрической фор­
ме. Перейдем к параметрическому заданию (6.1). Вспомните, как находится 
производная функции, заданной параметрически. Имеем:

■/ Ы 0 > у(0 )= ;(і),  у ( і ) ■КО

х{і )
(6.5)



Гпава 6. Вариационная задача в параметрической форме 123

Заметим, что в полученном выражении подынтегральная функция Р  обладает 
двумя интересными свойствами:
1. Она не содержит I в явном виде.

2. Она является однородной функцией 1-го измерения по отношению к х(і)

и у(уі), т. е. одновременное умножение этих аргументов на постоянный
множитель к приводит к умножению Р  на этот же множитель.

Таким образом, после перехода к параметру мы имеем не общий случай 
функционала, зависящего от двух функций (3.1), а только частный случай 
такой задачи с указанными выше свойствами. Если бы мы переходили к ка­
кому-либо другому параметру х, то вид функционала остался бы таким же:

Имеет ли место обратное утверждение? Можно ли сказать, что любой функ­
ционал, зависящий от двух функций и обладающий указанными выше свой­
ствами 1 и 2, будет давать параметрическое решение, т. е. решение, завися­
щее только от траектории движения, а не от конкретного закона движения по 
этой траектории? Оказывается, да!

■ ТЕОРЕМА 6.1. Если в функционале, зависящем от двух функций:

подынтегральная функция Р  не зависит явно от 1 (нет первого аргумента) и
• •

является однородной функцией 1-го измерения относительно х(і)  и у ( і ) ,  то 
функционал ^  зависит лишь от вида кривой (6.1), а не от ее конкретного па­
раметрического представления.

Доказательство. Перейдем в (6.7) к новому параметру х путем замены

Такая замена означает, что мы по той же самой кривой будем двигаться по 
другому закону (с другой скоростью). Подставим (6.8) в функционал (6.7). 
В (6.7) точкой вверху обозначено дифференцирование по I. При подстановке 
используем обычное правило дифференцирования сложной функции: сначала 
берем производную по х и умножаем ее на производную от х по Р.

2 ( \ 
,І^х(і), у ( і) )~  | ф  і, х{і), у{і), х (і), у ( і ) (ІІ , (6.7)

(6.8)
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.і(х{х), ^ (т ) ^ \ ф  I д с ^ ,  Ф (0> (0
сіт

сіу * 
—  г
СІХ

сіт

ф(0
(6.9)

Подынтегральная функция Р —  однородная функция 1-го измерения относи­

тельно 3-го и 4-го своих аргументов, поэтому множитель ср(/) можно выне­
сти за знак функции Р  и сократить. Таким образом, мы получим такой же 
вид, как и (6.7) —  вариационная задача не изменилась. □

Из этой теоремы следует интересный факт. Если мы запишем систему диф­
ференциальных уравнений Эйлера (3.4) для задачи (6.7):

(1Ф.
Ф ----- — = 0 ;

(6.10)

Ф,

Л
а  ф .

— -  = о ,
Л

то эти уравнения не будут независимыми! Действительно, если бы они были 
независимыми, то мы чаще всего получали бы единственную кривую, удов­
летворяющую этим уравнениям и граничным условиям вида (6.3) (хотя, если 
быть точным, то не всегда). Однако здесь мы точно знаем, что в силу дока­
занной выше теоремы системе (6.10) при любых граничных условиях будет 
удовлетворять бесконечное множество кривых, отличающихся одна от дру­
гой законом движения по одной и той же линии. Значит, одно из уравнений 
(6.10) является следствием другого. При решении можно взять одно из них и 
дополнить выбором закона движения по линии.

ПРИМЕР мы рассмотрим дальше, в главе 14, при решении задачи на услов­
ный экстремум.

6.3. Вопросы для самопроверки
1. Когда удобно решать вариационную задачу в параметрической форме?

2. Какими свойствами обладает подынтегральная функция в простейшей за­
даче вариационного исчисления после перехода к параметру?

3. Можно ли утверждать обратное?
4. Как формулируется и доказывается соответствующая теорема?

5. Являются ли уравнения системы уравнений Эйлера для задачи в 
параметрической форме независимыми? Почему?



ГЛАВА 7

Естественные 
граничные условия

7.1. Элементарная задача вариационного 
исчисления без граничного условия
Вернемся к элементарной задаче вариационного исчисления для функциона­
ла (2.1), зависящего от функции одной переменной и ее производной. Но в 
отличие от (2 .2 ), будем считать, что граничное условие задано только на ле­
вом конце:

.К*! ) = )’ь (7.1)

а на правом конце д'2 значение функции может быть произвольным, т. е. экс­
тремум функционала (2 . 1) ищется на классе функций с закрепленным левым 
концом и свободным правым. Этот класс —  более широкий, чем представ­
ленный на рис. 2.1. На рис. 7.1 показаны экстремаль (жирная линия), допус­
тимые (тонкие сплошные) и недопустимые (штриховые линии) функции для 
данной вариационной задачи.
В допустимых функциях разрешается малое их изменение на полуотрезке 
(д'ь л-:], т. е. может варьироваться также и ордината правой точки. А вот варь­
ирование левой точки уже недопустимо.
Необходимым условием экстремума функционала является равенство нулю 
его вариации на экстремали: 8.7=0. Для вычисления вариации 8.7 повторим 
выкладки главы 2. Равенство (2.4) имеет место, но вместо двух граничных 
условий (2.5) имеем только одно:

5К*і) = 0, (7.2)

т. к. закреплена только левая точка. Следующие выражения (2.6— 2.7) оста­
ются в силе, а вот при интегрировании по частям из-за различия в граничных 
условиях появляется новое слагаемое:
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8 ^ [ у 0) -  I  Ру 5у сіх + ^Ру, 8у) ~ -  ах =

+Ік
Л у

СІХ

(7.3)

8_у <іх ~ О .

Посмотрите на отличие от (2.8): в (7.3) внеинтегральное слагаемое не обрати­
лось в 0 , т. к. граничное на правом конце не задано.

Рис. 7.1. Экстремаль, допустимые и недопустимые функции

Давайте проанализируем: когда же полученное выражение обратится в нуль 
при произвольных вариациях функции 83'? Может ли это произойти за счет 
компенсации знаков в 1-м и 2-м слагаемых? Очевидно нет! Действительно, 
если мы будем варьировать функцию _)<*) так, что правый конец ее будет не­
подвижен: 8_)'(д'2)  = 0, т о  1-е, внеинтегральное слагаемое в формуле (7.3) не 
будет изменяться, а 2-е —  будет. А нам нужно, чтобы сумма обращалась в 
нуль при любом варьировании ѵ’(л'). в т. ч. и при таком, какое мы только что 
применили. Следовательно, (7.3) не может обратиться в 0 за счет компенса­
ции знаков слагаемых. Значит, обязательно каждое из слагаемых в (7.3) 
должно обращаться в нуль по отдельности. В частности, 2-е слагаемое по ос­
новной лемме вариационного исчисления дает дифференциальное уравнение 
Эйлера (3.9), а 1-е слагаемое из-за произвольности 8_)<.ъ) дает недостающее 
граничное условие на правом конце:

Ту(л-2) = 0. (7.4)

Определение 7.1. Граничное условие вида (7.4) называется естествен­
ным. □
Его смысл следующий: если из всех экстремалей, удовлетворяющих задан­
ному граничному условию слева (7.1) и различным граничным условиям
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справа, выбрать функцию, доставляющую экстремум функционалу, то эта 
функция будет удовлетворять естественному граничному условию на правом 
конце (7.4).

К выводу естественного граничного условия можно подойти и путем таких 
рассуждений. Мы знаем, что если некоторое свойство выполняется для всех 
функций какого-либо класса, то оно тем более будет выполняться для всех 
функций из подкласса данного класса. В частности, если экстремум функ­
ционала достигается на классе функций с произвольным значением у(х2), то 
он тем более будет достигаться на более узком классе функций: с неподвиж­
ной правой точкой. Следовательно, экстремаль должна удовлетворять диф­
ференциальному уравнению Эйлера (2.9). Отсюда следует, что в уравнении 
(7.3) второе слагаемое обращается в 0, а из 1-го слагаемого получаем естест­
венное граничное условие (7.4).

Совершенно аналогично можно вывести естественное граничное условие на 
левом конце (если таковое отсутствует), а также оба.

ПРИМЕР 7.1. Решить пример 2.1 при незаданном граничном условии на 
правом конце.

Общее решение имеет вид (2.16). Естественное граничное условие (7.4) 
по (2.12) дает:

Составляем систему уравнений для нахождения произвольных постоянных

Проверим с помощью МАТЬАВ, чему равен функционал (2.10) на кри­
вой (7.7):

с і е а г  а і і  % очистили в с е  
з у т з  х  % описали символический аргум ент  
у = х А3 -3 * х ;  % символическая функция 
О у=с1і^  ( у ,х )  ; % производная  
Р=ОуА2+ 12*х*у; % поды нтегральная функция 
і^ іп -Ь С Р ^ О Д ) ; % функционал 
Лп=еѵа1 (іі) % посчитали зн ач ен и е  
Дп =

/ ( 1 )  = 0. (7.5)

(7.6)

Отсюда С] = —3, и решение задачи:

у(х)=х3 -Зх . (7.7)

- 4 . 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Видно, что полученное значение меньше результата примера 2.1: там было 
Лііп = 4,2. Это и не удивительно: раз мы ищем минимум на более широком 
классе функций, то он будет, по крайней мере, не больше, а, может быть, и 
меньше, чем минимум на более узком классе функций.

К этому результату можно прийти и другим путем. Возьмем все функции ви­
да (2.16) (общее решение уравнения Эйлера), и выберем из них те, что удов­
летворяют граничному условию на левом конце. Из 1-го уравнения (2.17) 
имеем: Сг = 0; и любое решение уравнения Эйлера, проходящее через точку 
М](0,0), имеет вид:

Каким же нужно взять Сь чтобы функционал (2.10) принял экстремальное 
значение? Решим эту задачу с помощью МАТЬАВ:

с і е а г  а і і  % очистили в с е
з у т з  х  С1 % описали символические переменные 
у = х А3+С1*х; % символическая функция 
О у=с1і^  ( у ,х )  ; % производная по х  
Р=ОуА2+ 12*х*у; % поды нтегральная функция 
і^ іп -Ь С Р ^ О Д ) ; % функционал 
оа=с1±гг(а,С 1) ; % производная по С1 
е с р с ііа г  (Оіі) ; % преобразов ал и  в  строку  
С 1= зо1ѵ е(ед ) % решаем уравнение <&1/сіС1=0

Получили тот же самый результат: С] = -3 . □

ПРИМЕР 7.2. Задача о брахистохроне с подвижным правым концом. Пусть в 
задаче о брахистохроне левая точка задана: М ](0,0), на правом конце Х2 орди­
н а т а ^  не задана. Требуется при этих условиях найти самую "брахистохрони- 
стую" брахистохрону: так подобрать іч  чтобы время прохождения дистанции 
нашим лыжником (см. рис. 1.6) было минимальным.

Решение задачи о брахистохроне —  циклоида (2.82) —  после удовлетворения 
левому граничному условию (2.83) имеет вид:

у{х) = х ъ + С]Х. (7.8)

01
-3

(7.9)

Константу С] найдем из естественного граничного условия (7.4). Выведем 
его. Продифференцируем подынтегральную функцию в функционале (2.74) 
по_у':
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У

} х/2̂ Ѵ̂ +У'
Это выражение обращается в 0 при

У'(х2) = 0.

Для функции, заданной параметрически

■ = 0 . (7.10)

(7.11)

зіп? ■ = 0,
^соз I

(7.12)

что дает нетривиальное решение (=п. Иными словами, в данной задаче есте­
ственное граничное условие приводит к требованию: на правом конце каса­
тельная к брахистохроне должна быть горизонтальной. Именно такая кривая 
будет линией наискорейшего спуска из всех возможных кривых, соединяю­
щих точку М](0,0) и точку с абсциссой х2 и любой ординатой. Теперь из (7.9) 
находим С].

(7.13)

и решение задачи имеет вид:

* = — ( / - з і п / ) ; 
л

у  -  —  (1 -с о з  і) .
71

□ (7.14)

7.2. Функционал, 
зависящий от нескольких функций, 
без граничного условия
Точно так же решается задача для функционала вида (3.1), зависящего от не­
скольких функций, если граничные условия заданы только на одном из кон­
цов (например, на левом). В этом случае недостающие граничные условия на 
правом конце выводятся аналогично и имеют вид

Для функционала, зависящего от двух функций, на рис. 7.2 показаны экстре­
маль (жирная линия) и допустимые функции (тонкие).
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X

Рис. 7.2. Экстремаль и допустимые функции

Посмотрите: в допустимых функциях правый конец может скользить по 
плоскости х= х2, а не быть зафиксированным в одной точке, как в главе 3.

ПРИМЕР 7.3. Решить пример 3.1 с подвижным правым концом: найти экс­
тремаль функционала (3.5), когда граничные условия (3.6) заданы только на 
левом конце интервала, при х = 0.
Общее решение системы уравнений Эйлера нами было найдено —  это 
(3.10— 3.11). Для нахождения произвольных постоянных выведем естествен­
ные граничные условия вида (7.15).

Составляем систему уравнений для нахождения произвольных постоянных 
В нее войдут 2 уравнения (3.12)—  1-е и 3-е, и уравнения (7.16).

(7.16)

' ^ 0 )  = С] +С 3 = 0;

(7 . 17)
г (0 )  = С, ^ С 3 = 0 ;
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Из 1-го и 3-го уравнений находим единственные значения С\ = 0 и С3 = 0. Те­
перь 2-е (или 4-е) уравнение дает единственное решение С2 = 0. Оставшаяся 
константа С4 вообще в систему уравнений не входит—  она произвольная. 
Таким образом решение нашей вариационной задачи:

Если вы внимательно посмотрите на это решение, то увидите, что (3.13) —  
это его частный случай, т. е. найденное ранее решение (3.13) также удовле­
творяет естественным граничным условиям (7.15). Вычислите функционал 
(3.5) на решении (7.18) и убедитесь, что он вообще не зависит от С4. Чему он 
равен? □

1. Какую вариационную задачу мы решаем?
2. Является ли класс допустимых функций в данной задаче более широким 

или более узким, чем в задачах, которые мы рассматривали в главах 2—5?

3. Где меньше минимальное значение функционала: в задаче с закрепленным 
концом или со свободным?

4. Выведите естественные граничные условия (7.15).

5. Выведите естественное граничное условие для функционала (4.1), завися­
щего от функции и ее производных до 2-го порядка включительно, если 
граничные условия вида (4.2) заданы только на левом конце интервалах], 
а на правом конце х2 заданы:

• только значение функции (вариант 1);

• только значение производной (вариант 2 );

• вообще ничего не задано (вариант 3).

Найти экстремаль функционала, рассмотренного ранее в задании 1 главы 2, 
при том же самом граничном условии на левом конце и при незаданном гра­
ничном условии на правом конце. Сравнить решение с решением задания 1 
главы 2 .

у ( х ) ^ С 4 8Іпх; 

г(х)  -  -С 4 зіпх.
(7.18)

7.3. Вопросы для самопроверки

7.4. Примеры выполнения заданий
7.4.1. Задание 1
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Составим программу для решения этой задачи. Так как нам нужно сравнить 
решение с заданием 1 главы 2 , воспользуемся программой для этого примера 
как заготовкой. Внесем в нее такие изменения:
□  изменим заголовок задачи: теперь это задание 7.1, а не 2.1;
□  уберем печати всех промежуточных результатов;
□  добавим печать естественного граничного условия (7.4);

□  вычислим значение функционала только на экстремали —  решении зада­
ния 2.1 и обозначим его а2і;

□  на прямой М\М2 вычислять значение функционала не будем;
□  не рисуем кривую —  потом нарисуем все вместе.

с і е а г  а і і  % очистили память
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 7 . 1 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и
з у т з  х  у  ІЭу Б2у % описали символические переменные
Р=хЛ2+ уЛ2-ШуЛ2 ; % поды нтегральная функция
х 1 = -1 ;  % граничные условия
у1= 1;
х2=1;
у2= 2;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
гргігѵЬ^ ( ' Подынтегральная функция Р ( х , у , у ' ')  =% з\п' , сЬ аг (Р ) )
гргігѵЬ^ (' Граничное усл ов и е с л е в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 1 ,у 1 )
гргігѵЬ^ ( ' Граничное усл ов и е сп р а в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 2 ,у 2 )
йРс1у=с1і^ (Р ,у )  ; % вычислили Ру
йРс1у1=с1і^ (Р,О у) ; % вычислили Ру'
сН зр ( ' Е стест в ен н ое  граничное у с л о в и е : ' )
г р г іп ѣ г  (' % з=0\п' , сЬ аг (сіРсіуІ))
а_арауі_ах=аігг(арауі,х ) ; % ру-х
а_ара.уі_а.у=сіігг(сірауі,у); % ру'у
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^(с1Рс1у1,Пу) ; % Р у 'у '-у с л о в и е  Лежандра 
с!Еуісіх=й_йРс!у1_<Ах+с!_йРс!у1_йу*Пу+с!_с!Рсіу1_с!у1 *Т>2у;
Е и 1ег= зію р іе  (йРйу-сіРуІсіх) ; % уравнение Эйлера 
йес[Еи1ег= [с Ь а г (Е и іег) ' = 0 ' ] ;  % добавили =0 
Зо1=сізо1ѵе (сіедЕ и Іег, ' х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 

Іепд-Ь Ь (ЗоІ)~=1 % решений н ет  или б о л ее  одн ого  
е г г о г ( ' Нет решений н ет  или бо л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

епй
Зо1Ье^-Ь=зиЬз (З о і  ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  
З о1К ід Ы := зи Ь з(З о і, х , х 2 ) ; % подставили х2  
Ефе ? Ъ =  [сЬ аг (З о 1 Ь еЛ ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1  
Ес{Кід1тЪ= [сЬ аг (ЗоІЕідІтЬ) ' = ' сЬ аг (з у ю (у 2 )) ] ; % =у2  
Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь, ЕсрідІгЬ, 'С 1, С2 ')  ; % решаем си стем у
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С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения 
С2=Соп.С2; % символическим константам С1 и  С2 
З о 1 2 1 = ѵ р а (е ѵ а 1 (З о і) , 1 4 ) ;  % подставили С1,С2 
Р 2 1 = з и Ь з (Р ,{ у ,О у } ,{ З о 1 2 1 ,с ііг г (З о 1 2 1 ,х )  }) ; 
і121=еѵа1 ( іп і : ( Р 2 1 ,х ,х 1 ,х 2 ) )
х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % за д а ем  м ассив а б сц и сс  
у 2 1 = з и Ь з (З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ) ; % вычислили ординаты
Решаем задание 7 .1  
Исходные данные:
Подынтегральная функция Е ( х , у , у ' ) =хЛ2+уЛ2+ОуЛ2 
Граничное условие с л е в а :  у ( -1 )= 1  
Граничное условие с п р а в а : у (1)=2 
Естественное граничное у с л о в и е :
2*Бу=0 
321  =

4.75035801121746

Теперь переходим к решению нашего задания. Аналитическое решение диф­
ференциального уравнения Эйлера получено —  оно такое же, как и для зада­
ния 2.1. Для нахождения произвольных постоянных нам нужно сформировать 
систему уравнений. Граничное условие слева—  такое же. Формируем есте­
ственное граничное условие на правом конце. Для этого в формулу (7.4) под­
ставляем сначала у  и у', а затем х2 во все выражения вместо х.

й удх= сіігг  (З о і , х ) ; % йу/сЪс
сН зр ( ' П роизводная о т  общ его реш ения: ' )
г р г іп ѣ г  ( 1 % з\п1 , с ііа г  (й у а х ))
КідЬШа-Ь=зиЬз (сіРсіуІ, { у ,Б у } , {Зо1,сіусіх}) ; % подставляем  у ,  у '  
Зо1КідЬШ а-Ь=зиЬз (К ід Ь Ш а і:,х ,х 2 ) ; % подставили х2  
ЕфідЬ-Ша-Ь= [ сЬ аг (ѵра (ЗоІЕідІтШа-Ь ,1 4 ) )  ' = 0 ' ] ; 
сН зр ( ' Е стественны е граничные у сл о в и я : ' )
СргіггЬС (' % з\п' , ЕдЬе^-Ь, ЕдЕідЬШ аѣ)
Производная от общего решения:
С1*соз1і (х) +С2*зіп1і (х)
Естественные граничные у с л о в и я :
-С1*зіп1і (1) +С2*соз1і (1) =1 
3 .0861612696304*01+2.3504 02387287 6*02=0

Решаем систему уравнений Едьеа и Едкідьшаі: —  находим произвольные 
постоянные. Подставляем их в решение. Находим значение функционала на 
полученной экстремали.

Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь, Е ф ід Ь Ш а ѣ , ' С 1, С2 ')  ;
С1=Соп.С1;
С2=Соп.С2;
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З о 1 7 1 = ѵ р а (е ѵ а 1 (З о і) , 1 4 ) ;  % подставили С1, С2 
с іізр  (' Уравнение эк стр ем ал и : ')
€ргіх&± ( 'у  (х) =% з\п' ,с ! іа г  (З о 1 7 1 ))
Р71=зиЬз (Р , {у ,ІЭ у}, {Зо171 ,с !± ^  (Зо171 ,х )  }) ;
^ 1 = е ѵ а 1  (іп-Ь(Р71 ,х ,х 1  , х 2 ) )
Уравнение экстремали:
у(х)=-.31237109659900*зіпЬ.(х)+.410154272 004 5 9*созЬ.(х)
Л 1  =

1.63069424674247

Получилось ли у вас л к з 2і? Если нет, то почему? Проанализируйте поведе­
ние функционала (его величину) на кривых, близких к экстремалям —  реше­
ниям заданий 2.1 и 7.1.

Рис. 7.3. Решение задания 7.1

Далее, как и в задании 2.1, заполняем таблицу и строим графики решений 
двух заданий на одном рисунке (рис. 7.3): красная сплошная линия —  реше­
ние нашего задания 7.1, а синяя пунктирная —  решение задания 2.1.

у 7 1 = з и Ь з (З о 1 7 1 ,х ,х р 1 ) ; % подставили х  
^ ід и г е  % фигура
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у 2 1 ,1: Ь ' , х р 1 , у 7 1 , ' - г ' )  % 2 графика н а  1 рисунке
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зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггепЬАхез
' Р оп Ш ате' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )  

ѣ іѣ іе  ( ' \М З а д а н и е  7 . 1 ' )  % загол ов ок  
х Іа Ь е І  (' \ і ѣ х ')  % м етка осзи ОХ 
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т )  ')  % метка осзи ОТ

7.4.2. Задание 2
Найти экстремаль функционала (3.14), рассмотренного ранее в главе 3, при 
тех же самых граничных условиях на левом конце и при незаданных гранич­
ных условиях на правом конце. Сравнить решение с решением задания из 
главы 3.
Программу для решения этого примера будем составлять на основе програм­
мы для задания из главы 3. Внесем в нее такие же изменения, как и в про­
грамму предыдущего задания 7.1. А именно: уберем все печати, кроме ис­
ходных данных и естественных граничных условий / у  и Значение функ­
ционала вычислим только на экстремали—  решении задания 3. Графики 
также пока не строим.

сзіеаг  а і і
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 7 . 2 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и
з у т з  х  у  г  Оу И2у Вг 02  г % описзали переменные
Р=Оул2-Ш2А2 + 2 * у * 2 ;
х 1 = -2 ;
у і = і ;
г 1=0 ;
х2=2 ;
у2=0 ;
г2=2 ;
с іізр  (' Исзходные данны е: ')
^ргіп-М  ( ' Р ( х , у , у ' ' , 2 , 2  ' ' )=% з\п' ,с і іа г  (Р )) 
сНзр (' Граничные усзловия сзлева: ')
^ргіп-Ь^ ( 'у  (%й)=%с1; г (%сі) =%сі\п' , х 1 , у 1 , х 1 , 2І )  
сНзр (' Граничные усзловия с п р а в а : ')
^ргіп-Ь^ ( 'у  (%й)=%сі; г (%сі) =%сі\п' ,х 2  ,у 2  ,х 2 , г2)
а ш у = а іг г ( р ,у )  ; 
а р а у і= а іг г ( р ,о у ) ; 
а _ а р а у і_ а х = а іг г ( а р а у і , х ) ; 
а_ара.у1_а.у=сигг ( а ш у і  ,у )  ; 
а _ а к а у і_ а у і= с ііг г  (а к а у і ,Б у) ; 
а _ а р а у і_ а г = с ііг г  (а р а у і , г) ; 
а _ а р а у і_ а 2 і= а іг г ( а р а у і , о г ) ,• 
а р у іа х = сі_ а р а у і_ а х + а _ а р а у і_ а у * п у + . . .  

а_ар ау1_ау1*02у+ а_ар ау1_а2*02+ а_ар ау1_а21*022;
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<ЗРсІ2= с І і^  (Р, г) ; 
а р а г і= с і іг г (р ,о г )  ; 
й_сіРсІ2І _ с іх = с іі^  (сіРсігІ, х ) ; 
а _ а р а г і_ а у = а іг г  ( а г а г і , у )
а _ а р а г і_ а у і= а іг г ( а г а г і , о у ) ; 
а_арагі_аг=аігг(агагі, г) ; 
а _ а р а г і_ а г і= а іг г  ( а ш г і , о г )  ; 
а р г іа х = с і_ а р а г і_ а х + а _ а р а г і_ а у * п у + . . .

а _ а р а г і_ а у і* о 2 у + а _ а р а г і_ а г * о г + а _ а р а г і_ а г і* о 2 г ;  
с і і з р ( ' Е стественны е граничные условия н а  правом к о н ц е: ' )  
гр г іп ѣ г  ( 1 % з=0\п1 , сЬ аг (сіРсіуІ) , с ііа г  (сіРсігІ))
Еи1егУ=зі т р і е  (йРсІу-сІРуІсіх) ;
Е и іе г 2 = з ію р іе  (йРйг-сІРгІсіх) ; 
сіЕиУ=[с Ь а г (ЕиІегУ) '= 0 ' ] ;  % уравнение У 
сіЕи2=[с Ь а г (Е и1ег2) '= 0 ' ] ;  % уравнение 2 
Зо1=сізо1ѵе (сЗЕиУ, сЗЕи2, ' х ')  ; % решаем

Іепд-ЬЬ(Зоі)~=1, % решений нет или более одного 
еггог('Решений нет или более о дн ог о!'); 

еізе
Зо1У = З о1.у;
З о1 2 = З о 1 . г ; 

епй
Зо1ЬУ =зиЬз(З оІУ , х , х 1 ) ; % х і  в  у  
З о 1 Ь 2 = з и Ъ з (З о 1 2 ,х ,х 1 ); % х і  в  г 
З о1 Н У = зи Ь з(З о 1 У ,х ,х 2 ); % х2 в  у  
З о 1 К 2 = зи Ъ з(З о 1 2 ,х ,х 2 ); % х2 в  г 
ЕдЬУ= [сЬ аг (ѵра (ЗоІЬУ, 1 4 ) )  1 = 1 сЬ аг (з у т  ( у і ) ) ] ;
Е дЬ 2= [сЬ аг(ѵ р а (Зо1Ь 2,1 4 ) )  '= ' с Ь а г ( з у т ( г і ) ) ] ;
ЕсрУ= [сЬ аг (ѵра (ЗоІКУ, 1 4 ) )  ' = ' с ііа г  ( з у т ( у 2 ) ) ] ;
Еср2= [сЬ аг (ѵра (Зо1Е 2,1 4 ) )  ' = ' с ііа г  ( з у т ( г 2 ) ) ] ;
С оп = зо1ѵ е(ЕдЬУ, ЕдЬ2, ЕдНУ, ЕдЕ2, ' С 1, С 2, СЗ, С 4' ) ;
С1=Соп.С1;
С2=Соп.С2;
СЗ=Соп. СЗ;
С4=Соп.С4;
З о 1Э У = ѵ р а(еѵ а і(З оІУ ), 14) ;
З о 1 Э 2 = ѵ р а (еѵ а і(З о 1 2 ) ,1 4 ) ;
Р 3 = з ію р 1 е (з и Ь з (Р ,{ у ,2 ,О у ,П г } , . . .

{3 0 1 3 У ,3 0 1 3 2 ,с 1 ± г г (3 0 1 3 У ,х ),й і г г ( З о 1 3 2 ,х ) } ) ) ;
Л = е ѵ а 1 (і п ѣ (Р З , х , х і , х 2 ) )  % зн ач ен и е функционала 
х р 1 = 1 іп з р а с е (х 1 ,х 2 ) ; % м ассив а б сц и сс  
у З = зи Ь з(З о 1 Э У ,х ,х р 1 ); % вычислили ординаты  
2 3 = з и Ь з (З о 1 Э 2 ,х ,х р 1 ); % вычислили аппликаты
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Решаем задание 7 .2  
Исходные данные:
Р ( х , у , у ' , г , г ' ) =Оул2+Огл2+2*у*г 
Граничные условия с л е в а : 
у ( -2)=1; г ( -2) =0 
Граничные условия с п р а в а : 
у  (2) =0; г (2) =2
Естественные граничные условия на правом к о н ц е :
2*Бу=0 
2*Ог=0 
Л  =

1.94492120385672

Формируем естественные граничные условия (7.15): подставляем в / у  и Р2> 
вычисленные у, г, у г', а затем х= х2, и приравниваем полученные выражения 
нулю.

й удх= сіігг  (З оІУ , х) ;
Йгсіх=с1ігг (З о 1 2 ,х )  ;
с і і з р ( 1 Производные о т  общ его реш ения: 1)
гргігѵЬ^ С у 1 1 (х) =% з\пг1 1 (х) =% з\п1 , с ііа г  (йусіх) , сЬ аг (сігсіх)) 
гпУ=зиЬз (сіРсіуІ, { у , г , В г ] , {Зо1У,Зо12,с1ус1х,с12с1х}) ; 
т 2 = з и Ь з  (сіРсігІ, { у , 2 , Б у },  {Зо1У,Зо12,с1ус1х,с12с1х}) ;
Зо1НЫУ=зиЬз ( т У ,х ,х 2 )  ; % подставили х2  
Зо1НЫ2=зиЬз ( т 2 , х , х 2 ) ;
ЕфЫУ= [сЬ аг (ѵра (ЗоІНЫУ, 1 4 ) )  1 = 0 1 ] ;
ЕдШ 2= [сЬ аг (ѵра (Зо1НЫ2,1 4 ) )  1 = 0 1 ] ; 
сН зр ( 1 Е стественны е граничные у сл о в и я : 1)
^ргігѵЬ^ ( 1 % з\п’ ,ЕдгаТУ,ЕдЕЫ2)
Производные от общего решения:
Уі (х )= -1 /4 * С 1 * е х р ( -х )+ 1 /4 * С 1 * е х р ( х ) -1/ 2*С1* з і п ( х ) + 1 /4 * С 2 * е х р ( -х )+

1 /4 * С 2 * е х р (х )+ 1 /2 * С 2 * со з (х ) -1 /4 * С З * ех р ( -х )+ 1 /4 * С З * ех р (х )+ 1 /2 * С З * з іп (х ) -  
1 /2*С 4*соз(х )+ 1 /4*С 4*ехр(х )+1 /4*С 4*ехр(-х )  

г ’ (х )= -1 /4 * С 1 * е х р ( -х )+ 1 / 4*С1*ехр(х)+ 1 /2 * С 1 * з іп (х ) - 1 /2 * С 2 * с о з ( х ) + 
1 /4 * С 2 * ех р (х )+ 1 /4 * С 2 * ех р ( -х ) -1 /4 * С З * е х р ( -х )+ 1 /4 * С З * е х р (х ) -  
1 /2 * С З * з іп (х )+1 /4*С 4*ехр(-х )+ 1 /4*С 4*ехр(х )+ 1 /2*С 4*соз(х )

Естественные граничные у с л о в и я :
2.7175629810214*01+3.34 604 88545366*02+

4.536157834 6728*03+4.178342527 6309*04=0 
4.536157834 6728*01+4.178342527 6309*02+

2.7175629810214*03+3.34 604 88545366*04=0

Решаем полученную систему уравнений и подставляем значения найденных 
констант в у(х) и г(х). Печатаем найденные решения. Вычисляем значение 
функционала на экстремали.
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Соп=зо1ѵе (ЕчЬУ, Е ф 2 , ЕчНЫТ, Е дШ 2, ' С 1, С2, СЗ, С4 ')  ;
С1=Соп.С1;
С2=Соп. С 2;
СЗ=Соп. СЗ;
С4=Соп.С4;
З о 1 7 2 У = ѵ р а (еѵ а і(З о ІУ ), 14) ;
З о 1 7 2 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о 1 2 ) ,1 4 ) ;  
сН зр ( ' Найдена эк ст р ем ал ь : ' )
гргіггМ  ( 'у  (х)=% з\пг (х)=% з\п ' , сЬ аг (Зо172У) ,с і іа г  (З О І7 2 2 ))
Р 7 2 = з ію р 1 е (з и Ь з (Р ,{ у ,2 ,О у ,П г } , . . .

{ З о 1 7 2 У , З о 1 7 2 2 , с И г г ( З о 1 7 2 У , х ) (З о 1 7 2 2 ,х ) } ) ) ;  
а 7 2 = еѵ а і ( іп і: (Р72 ,х ,х 1  , х 2 ) )
Найдена эк с т р е м а л ь :
у (х) = . 67 64 49492б 5 8 б 0 е-1 * е х р (-1 .* х )  + . 12389604634 005е-2*ехр(х)  +

.31832853810872* с о з ( х ) - . 69556054538131*зіп(х)  
г ( х ) = . 67 64 4949 2 6 5 8 6 0 е - 1 * е х р ( - 1 .* х ) + .12389604634 0 0 5 е -2 * е х р (х ) -

.31832853810872* с о з ( х ) + . 69556054538131*3іп (х )
Л 2 =

-0 .07924599130544

Выполняется ли в вашем варианте Л 2<зз? Если нет, то проанализируйте по­
ведение функционала на кривых, близких к экстремалям —  решениям зада­
ний 3 и 7.2.
Заполняем таблицу для построения графика. Строим на трех отдельных гра­
фиках результаты вычислений. Вначале (на рис. 7.4) строим двумерные гра­
фики функций у(х): сплошной красной линией для нашего задания 7.2, а 
пунктирной синей—  для задания из главы 3. Затем на новом рисунке 
(рис. 7.5) строим двумерные графики функций г(х): также сплошной красной 
линией для нашего задания, а пунктирной синей—  для задания главы 3. 
И, наконец, строим трехмерный график (рис. 7.6): сплошная красная линия —  
решение нашего задания, а пунктирная синяя —  задание главы 3. Выбираем 
точку просмотра. Показываем сетку и контур.

у 7 2 = з и Ь з (З о 1 7 2 У ,х ,х р 1 );
2 7 2 = з и Ь з (З о 1 7 2 2 ,х ,х р 1 );
^ ід и г е  % фигура
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у З , ' :Ъ ', х р 1 ,у 7 2 , ' - г ' )  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггегѵЬАхез' ) , . . .

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' РогѵЬЗіге' ,1 0 )  
ѣ і ѣ і е ( ' \М З а д а н и е  7 .2  -  функции \г т \ і1 :у \г п і( \ іѣ х \г п і)  ')  
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ 
^ ід и г е  % фигура
р іо ѣ ( х р і , г З , ' :Ъ ', х р і , г 7 2 , ' - г ')
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Рис. 7.4. Решение задания 7 .2 —  функции ѵ(л-)

Рис. 7.5. Решение задания 7.2 —  функции г(х)
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зеѣ  (деѣ  (дсП, ' Сиггеп-ЬАхез
' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыем Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' ,1 0 )  

ѣ і ѣ і е ( ' \М З а д а н и е  7 .2  -  функции \ г т \ і ѣ г \ г т ( \ і ѣ х \ г т )  ')  
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % м етка о си  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ г \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ 
^ ід и г е  % фигура
р І о ѣ З ( х р 1 ,у З ,г З , ' : Ъ ' ,х р 1 ,у 7 2 ,г 7 2 , ' - г ' )  
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

' Р опШ ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' ,1 0 )  
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  7 .2  -  ЗБ -графики') % загол ов ок  
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % м етка о си  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ 
г І а Ь е І ( ' \ і ѣ г \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  02  
ѵ іе ю (2 0 5 ,3 0 )  % точка просмотра  
д г іс і оп  % показали сет к у  
Ьох оп  % показали внешний контур

7.4.3. Задание 3
Решить задачу о брахистохроне, соединяющей точку М ](0,0) с точкой М2, 
у которой задана абсцисса .ъ = 2 и не задана ордината >’:■ Сравнить решение
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полученной задачи с решением задачи при закрепленном правом конце 
М2(2, 1). Вычислить время прохождения дистанции лыжником, показанным 
на рис. 1.6, в том и другом случае. Нарисовать графики.
Мы уже решили эту задачу аналитически (7.14). Нам нужно оформить реше­
ние численно и сравнить его с решением задания 3 главы 2. Начнем с повто­
рения старого примера: введем исходные данные и повторим решение зада­
ния 3 главы 2. Чтобы не путать обозначения, во всех переменных, относя­
щихся к этому решению, поставим суффикс 23.

с і е а г  а і і  % очистили в с е
сН зр ( ' Решаем пример 7 . 3 ' )  % загол ов ок  задач и  
х2=2 ; 
у2=1 ;
гргігѵЬ^( ' Условие н а  правом конце: у(%сі)=%сі\п' ,х 2 ,у 2 )  
е д 1 = [ ' С 1*(ѣ 2 -з іп (Ѣ 2 ) )= ' пш п2зѣг( х 2 ) ] ;  
е д 2 = [ ' С 1 * ( 1 - с о з (Ѣ 2))= ' пш п2зѣг( у 2 ) ] ;
З о 1 = з о 1 ѵ е (е ч і, е д 2 , ' 0 1 , ^ 2 ' ) ;
С 1 = е ѵ а 1 (З о і. С 1 );
Ѣ 2 = еѵ а 1 (З о і,Ь2) ;
Ѣ 2 3 = 1 іп зр а с е (0 ,Ѣ 2 ); % задал и  м ассив параметров  
х 2 3 = С 1 * (Ѣ 2 3 -з іп (Ѣ 2 3 )) ;  % вычислили абсциссы  
у 2 3 = С 1 * (1 -с о з (Ѣ 23)) ;  % вычислили ординаты
Решаем пример 7 .3
Условие на правом конце: у (2 )= 1

Теперь найдем решение нашей задачи: запрограммируем вычисления по 
формуле (7.14). Напечатаем найденное решение.

Ѣ 7 3 = 1 іп зр а се ( 0 ,р і ) ;  
х 7 3 = х 2 /р і* (Ѣ 7 3 -з іп (Ѣ 7 3 )) ;  
у 7 3 = х 2 /р і* ( 1 - с о з (1 7 3 ) ) ;
с і і з р ( ' Б рахистохрона при подвижном правом к о н ц е: ' )  
гргігѵЬ^ ( 'х(-Ь) =%12. 6і* ( ѣ - з іп ( ѣ ) ) \п '  ,х 2 /р і )  
гргігѵЬ^ ( 'у  (ѣ)=% 12. 6і* ( 1 - с о з  (ѣ ) ) \п '  ,х 2 /р і )
Брахистохрона при подвижном правом к о н ц е : 
х(1;)= 0. 636620* (1;-зіп (1:) ) 
у (1: )=  0. 636620* (1 -соз  (1:) )

Вычислим значение функционала (2.74) для обоих вариантов. Решение у нас 
получено в параметрической форме, поэтому дифференциал длины дуги бу­
дет иметь несколько иной вид, чем при явном задании. Вспомните, как он 
записывается для функции, заданной параметрически. Описываем необходи­
мые символические переменные, строим из них подынтегральную функцию. 
Вычисляем функционалы для обоих вариантов и печатаем их
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д = 9 .8 1 ;  % ускорени е силы тяж ести
з у т з  Ь Е % описали символические переменные
х= Е *( ѣ - з іп ( ѣ ) ) ;  % символические уравнения
у = Е * (1 -с о з (ѣ ) ) ;  % брахистохроны
Р = зіт р 1 е  ( ( (с ііг г  ( х , Ь) Л2 + сіігг  ( у , Ь) Л2 ) / .  . .

(2 * д * у )) Л0 . 5 ) ; % поды нтегральная функция 
Р 2 3 = зи Ь з(Р ,Е ,С 1 ); % функция для задан и я  2 .3  
^ 3 = е ѵ а 1  ( іп і : (Р 2 3 ,1 ,0 , 1 2 ) )  ; % время для задан и я  2 .3  
Р 73= зи Ь з( Р ,Е ,х 2 / р і ) ; % функция для задан и я  7 .3  
і1 7 3 = е ѵ а 1 ( іп ѣ (Р 7 3 ,ѣ ,0 ,р і) ) ;  % время для задан и я  7 .3  
с і і з р ( ' Время прохождения ди стан ц и и : ' )  
г р г іг л г  ( ' Т23=%12. 8^ с\пТ73=% 12.8* с\п< ,а23,л3) 
Время прохождения дистанции:
Т23= 0.80556383 с 
Т73= 0.80030482 с

Какое время оказалось меньше?

'Задание 7.3 - 2 брахистохроны
0 

0.2 

0.4 

О.б

ч
О.Е

1

1.4
О 0.2 0.4 О.б 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

<0

Рис. 7.7. Решение задания 7.3 —  две брахистохроны

Теперь рисуем обе брахистохроны на одном графике (рис. 7.7). Как обычно, 
синей пунктирной линией рисуем решение старого задания 2.3, а красной 
сплошной —  нашего 7.3.

^ ід и г е  % фигура
р 1 о ѣ ( х 2 3 ,у 2 3 , ' : Ъ ' , х 7 3 ,у 7 3 , ' - г ' )  % рисуем  график
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зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггепЬАхез
' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' РоггЬ Зіге' ,1 0 )  

а х і з  ±з % установили 0 в  левом верхнем  угл у  
х 1 іл і( [0  х 2 ] )  % установили пределы по о си  Ох 
йа=с1азресЬ; 
с іа (1 :2 )= т іп (с 1 а (1 :2 ) )  ; 
й азресЬ  (сіа) ; % выравниваем масштаб 
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  7 . 3 - 2  брахистохроны ')  
х Іа Ь е І  ( ' \ і ѣ х \ г т ( \ і ѣ ѣ \ г т ) ')  % ось  ОХ 
у Іа Ь е І  ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і ѣ ѣ \ г т ) ')  % ось  ОТ

7.5. Задание
1. Для своего варианта задания 1 главы 2 найти экстремаль, если у 2 не зада­

но. Сравнить решение с решением задания 1 главы 2. Вычислить значение 
функционала на найденном решении.

2. Для своего варианта задания главы 3 найти экстремаль, если у 2 и г2 не за­
даны. Сравнить решение с решением задания главы 3. Вычислить значе­
ние функционала на найденном решении.

3. Для своего варианта брахистохроны из главы 2 найти экстремаль, если_у2 
не задано. Сравнить решение с решением задания 3 главы 2. Вычислить 
время прохождения дистанции в обоих случаях.



ГЛАВА 8

Условия трансверсальности

8.1. Условия трансверсальности 
в элементарной задаче 
вариационного исчисления
Вернемся вновь к элементарной задаче вариационного исчисления. Исследу­
ем на экстремум функционал (2.1). Но пусть граничное условие вида (2.2) 
задано только на левом конце: 3'(л'і)=3'і; а на правом конце д'2 (неизвестном!) 
график функции проходит через точку М2{х2,уі), лежащую на заданной линии 
З' = ф(д'). На рис. 8.1 показаны экстремаль (жирная линия) и допустимые 
функции (тонкие линии). Штриховой линией показан график функции 
3' = Ф(дс).

Рис. 8.1. Вариационная задача с подвижным правым концом
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Это —  обобщение задачи из предыдущей главы 7: здесь правая точка может 
двигаться не по вертикали, как на рис. 7.1, а по заданной линии.
Выведем необходимое условие экстремума для такого функционала Дадим 
малое приращение (вариацию) функции на экстремали —  8_у — и вычислим 
приращение функционала А У(уо) на этой экстремали. В отличие от (2.7), здесь 
приращение получает также и правая то ч ках , поэтому

Разобьем первый интеграл на 2 слагаемых: по отрезкам [хь х2] и [х2, х2+8х2]:

С первым интегралом мы уже несколько раз встречались. Применим для его 
преобразования первый способ вычисления вариации: разложим первое его 
слагаемое (с приращениями функций) в ряд Тейлора и удержим только ли­
нейные члены. Тем самым мы перейдем от приращения функционала АЛу$) к 
линейной части этого приращения —  вариации 8 Луо). Таким образом, первое 
слагаемое (обозначим его 8 Уі(у0)) будет иметь такой же вид, как и (7.3):

Для вычисления второго интеграла в (8.2) воспользуемся теоремой о среднем. 
По этой теореме интеграл на любом интервале равен подынтегральной функ­
ции в некоторой средней точке интервала, умноженной на ширину интервала. 
У нас интервал [х2, х2 + дх2] —  малый, подынтегральная функция —  непре­
рывная, поэтому с точностью до бесконечно малых величин высшего порядка 
малости (нам ведь нужна только линейная часть!) мы можем вычислить по­
дынтегральную функцию в левой точке: при х= х2. Более того, мы можем и 
подынтегральную функцию Р  вычислять на кривой без вариации, т. к. учет 8_у 
и 8_у' приведет только лишь к появлению малых высшего порядка малости. 
Таким образом, с точностью до бесконечно малых величин высшего порядка 
малости можно считать, что:

А '/ {Уо) = |  Р { х , у 0 +8у,у'0 +8у ' ) г іх^  $ Р (х , у 0,Уо)сіх. (8.1)

Оъ) = I  ( ^ (  х, Уо + буо, Уо + буо) -  Р{х,Уо> Уо)) )
(8 .2)

8_у й х .
дх

(8.3)

(8 .4 )
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Теперь складываем (8.3) и (8 .4)—  получаем вариацию функционала для на­
шей задачи:

+ Н .  , л + І к
Л у

СІХ
8у сіх. (8.5)

Преобразуем первые 2 слагаемых. Из рис. 8.2 видно, что величина 5)>|т=т 

связана с ду2 соотношением

\х = х ,  "  5 у 2 ^У' {х 2)дХ2 . (8.6)

Поэтому в (8.5) первые 2 слагаемых объединяются:

+ Р І-х2 ЬХ2 = РУ\ Х=Х2 (^ 2  - У ' ^ 2) ^ 2) + Р  Ц  8*2 = 

^  + (Ф' - У ) ^ . ) |  8*,.
(8.7)

Окончательно получаем выражение для вариации функционала на нашей экс­
тремали:

5 7 ( л Н р  + (ф' - / ) / ; . ) |  5*2 + І  /г
Л у

СІХ
5)>(Іх=0. (8.8)
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Проанализируем полученное выражение так же, как мы это делали в главе 7. 
Может ли (8.8) обращаться в нуль за счет компенсации слагаемых? Если мы 
будем варьировать функцию у(х) так, что правая точка не будет изменяться, 
то в (8.8) 1-е слагаемое не изменится, а 2-е будет меняться. Но нам нужно, 
чтобы (8.8) обращалось в нуль при любых 6у(*)! Поэтому мы должны сделать 
вывод, что в (8.8) обязательно каждое слагаемое должно обращаться в нуль 
в отдельности. Или, как мы говорили в главе 7, если функционал достигает 
экстремума на классе функций с подвижной правой точкой, то он тем более 
должен достигать экстремума и на более узком классе функций: с неподвиж­
ной правой точкой.

Из равенства нулю 2-го слагаемого (8.8) по основной лемме вариационного 
исчисления следует, что подынтегральная функция должна удовлетворять 
дифференциальному уравнению Эйлера (2.9), а из равенства нулю 1-го сла­
гаемого (8.8) получаем: т. к. дх2 —  произвольная, то должно обращаться в 
нуль выражение:

О п р е д е л е н и е  8.1. Выражение вида (8.9) называется условием трансвер- 
сачьности. □
Оно фактически является недостающим граничным условием на правом кон­
це. Смысл его такой: если двигать точку М2(х2,у2) по линии у  -  ф(х) и по по­
лученным двум точкам строить экстремали (решения уравнения Эйлера), то 
из всех экстремалей доставлять экстремум функционалу будет та, которая 
удовлетворяет условию трансверсальности (8.9).

Таким образом, для решения данной вариационной задачи нужно решить 
дифференциальное уравнение Эйлера, а затем найти произвольные постоян­
ные С], С2 и координаты точки М2(х2,у2) из решения системы 4-х нелинейных 
уравнений

Но, конечно, можно найти решение этой вариационной задачи и по-другому. 
Если задать пробное значение х2, то по нему можно найти у2 -  (р (х2), а затем 
по известным граничным условиям построить решение уравнения Эйлера 
у  = у(х, С], С2). На этой кривой функционал ^  принимает некоторое значение, 
которое, в конечном счете, является функцией х2- Таким образом, вариацион-

(8.9)

У (^2 ’ ’ С2) ~ У2 •> 
у2 =ср ( х2) ; (8.10)

( М ф' - У ) ' , ) і =о.
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ная задача сводится к исследованию на экстремум функции одной перемен­
ной Дх2). Если искать этот экстремум аналитически (находить производную и 
приравнивать ее нулю), то мы и получим условие трансверсальности (8.9). 
Если же решать эту задачу численно, то вместо системы 4-х уравнений (8.10) 
мы получаем экстремум функции одной переменной.

Аналогично можно вывести естественное граничное условие на левом конце 
(если таковое отсутствует), а также оба.

ПРИМЕР 8.1. Найти экстремаль функционала

Здесь левая точка—  неподвижная, а правая движется по заданной линии 
у = х - 5. Решаем вначале дифференциальное уравнение Эйлера Подынте­
гральная функция не зависит явно от х, поэтому записываем I -й интеграл в 
виде (2.64):

Решаем полученное уравнение подстановкой у'=-сЩ  (. Находим параметри­
ческое выражение для у(():

(8-II)

при граничных условиях

(8.12)

Р - У Р у = С , ;

(8.13)

у ----- ~С\\ у( і )  ~С\  зіп^-
5ІІ1?

(8.14)

Затем вычисляем йх\

(8.15)

и параметрическое выражение для х(1) будет:

х(І) = С]СОЗ (+ Сі_. (8 .1 6 )
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Исключая из (8.14) и (8.16) параметр (, получим:

(8.17)

Таким образом, экстремали —  это окружности с центрами на оси Ох. Для на­
хождения произвольных постоянных С], С2 и координат правой точки х2, у 2 
записываем систему уравнений вида (8.10):

Четвертое уравнение мы пока что не вывели, но сейчас выведем. Вначале уп­
ростим первые три. Из 1 -го уравнения следует, что С2 = ±С]. По смыслу зада­
чи С]=К>0 —  радиус окружности, и центр окружности также находится 
справа от 0, поэтому С2 = К > 0. Следовательно, 1-е уравнение из (8.18) можно 
исключить, заменив в остальных С] =С2 = К.
Выводим теперь необходимые данные для 4-го уравнения. Из правого гра­
ничного условия (8.12) имеем: (р'= 1. Найдем у', дифференцируя неявно за­
данную функцию (8.17):

у̂ 2 _,С̂2 ~~ ?

^ С 2)2 + я =С,2;
(8.18)у2 = х, - 5 ;

(8.19)

Теперь выводим 4-е уравнение системы (8.18):

(8.20)1 О і о1+ г ' + у - у ~ 1 + /
=  п

Из четырех уравнений системы (8.18) остается три:

( х ^ Щ Ч у І ^ К 2;
у2 — х2 - 5 ; (8.21)
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Осталось решить полученную систему из 3-х уравнений с 3-мя неизвестны­
ми. Из 2-го и 3-го уравнений следует, что

х2- у 2 = К = 5. (8.22)

Теперь подставляем Я = 5 и у2 =х2 -  5 в 1 -е уравнение и находим д'2:

- 5 ) ? + ( ^ - 5 ) ? =25; х2 - 5 ± —;=.
ѵ2

(8.23)

Таким образом, имеем два решения. Оба они описываются уравнением ок­
ружности:

(л- -5 )2+ /  = 25 (8.24)

и представляют верхнюю и нижнюю ее части отд'] = 0 до х2 из (8.23). Графики 
полученных решений показаны на рис. 8.3. □

8.2. Условия трансверсальности 
для функционала, зависящего 
от двух функций
Рассмотрим теперь функционал вида (3.1), но для упрощения выкладок пусть 
ОН зависит ТОЛЬКО ОТ двух функций _)<Л'), Г(Л ').
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-'2
|  ^ (х,у,г,  у', г') сіх^-екіг. (8.25)

Пусть для него задано только граничное условие прид'=л'ь а при х ~ х 2 экс­
тремаль (пространственная линия) проходит через точку М2{х2,у і,22), лежа­
щую на заданной поверхности или линии, как показано на рис. 8.4.

И в этом случае поступим так же, как и ранее. Составим приращение функ­
ционала на нашей экстремали, и найдем его главную, линейную часть —  ва­
риацию:

х2 +Ъх2

8 ^  -  I  ( р ( х , у 0 + ду,20 + д2, у '0 + ду',2Г0 + 82' ) -
х >

х 2

-  |  (ру$у + К 82 + Ру&у' + К&г'^сЬс + (8.26)
-ч

х2 +Ъх2

+ I  Р (х, у0 + 6у, 20 + 82, Уд + 8у', 2Г0 + 82') ёх .
д 2

Первый интеграл в (8.26), как и в (8.3), вычисляем с помощью интегрирова­
ния по частям:
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г ГГ (//ѵ ч
\

-  [ \ р у — >- 8^ + Р. 8г
Л  ; к с/х

<іх. (8.27)

Второй интеграл в (8.26), как и в (8.4), вычисляем по теореме о среднем: бе­
рем подынтегральную функцию без приращений аргументов в точке и ум­
ножаем на малую ширину интервала. С точностью до бесконечно малых ве­
личин высшего порядка малости второй интеграл равен:

Ь.12 - р ( х , у , 2,у ',2 ') Ъх2. (8.28)

Складываем (8.27) и (8.28)—  получаем необходимое условие экстремума 
нашего функционала (8.25):

6 ./ = ( ^ ф  + іѵ & ) + Р\ 8х,

( (  С І Р / г сІР Л
К ------- Ъу + р  ~ 8г

ОII

и  ёх У

(8.29)

Здесь справедлив тот же самый принцип, о котором мы уже говорили: если 
какая-либо кривая доставляет экстремум функционалу на классе функций с 
подвижной правой точкой, то она тем более будет доставлять ему экстремум 
на более узком классе функций: с неподвижной правой точкой. Следователь­
но, в (8.29) обязательно должен обращаться в нуль последний интеграл, и 
обязательно —  сумма первых двух слагаемых. Из обращения в нуль интегра­
ла в (8.29) следует (в силу основной леммы вариационного исчисления), что 
экстремаль должна удовлетворять системе дифференциальных уравнений 
Эйлера вида (3.4). А сумма первых двух слагаемых дает:

(ру$ у  + Р Л г)I + Р Ц  5 х2 ^ 0 .

Учитывая, что соотношение (8.6) имеет место и для функции г(х):

§ 2\х=х1~ § 22 -  2 '(х2)8 х2,

запишем результат:

{ р - у ' Р ^ - г ' р А  6 х ,+ іѵ | Ьу2 + Р.] 8г, = 0 .
V ■ ' У  * /  г= г_ 2 У\ х=х ,  7 2  ‘ >х = х 2 2

(8.30)

(8.31)

(8.32)

Отсюда можно вывести условия трансверсальности для различных случаев 
граничных условий на правом конце.
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Пусть, например, правая точка Д/Длѵ. ѵч-.') лежит на заданной поверхности 
2 = (р(х,у). В этом случае в выражении (8.32) 8х2 и 8у2 независимые, а 8г2 на­
ходится дифференцированием уравнения поверхности:

Подставим (8.33) в (8.32) и приравняем нулю коэффициенты при независи­
мых 8х2 и  8у2. Получаем условия трансверсальности для этого случая:

Для нахождения 4-х произвольных постоянных и 3-х координат точки М2 мы 
имеем систему семи нелинейных уравнений:
□  два граничных условия на левом конце;
□  два граничных условия на неизвестном правом конце;

□  точка М2 находится на поверхности г = ср (х,у);
□  два условия трансверсальности (8.34).
Смысл условий трансверсальности (8.34) следующий: если правую точку 
двигать по поверхности г = (р(х, у), и по полученным двум точкам строить 
экстремаль, то из всех этих экстремалей самое экстремальное значение функ­
ционалу (8.25) доставит та пространственная кривая, для которой выполня­
ются условия (8.34).
Поэтому вместо решения системы семи нелинейных уравнений (8.34) можно, 
как и в случае (8.10), исследовать на экстремум функционал У, зависящий от 
двух переменных х2,у 2: по ним вначале находим г2 = (р (х2,у2У, затем по из­
вестным теперь граничным условиям строим решения уравнений Эйлера 
у(х, С], С2, Сз, С4) и г(х, Сь С2, С3, С4) и вычисляем значение функционала,/ на 
этих функциях. Аналитическое исследование на экстремум функции ^ х 2,у2) 
(приравнивание нулю частных производных) дает условия трансверсальности
(8.34), а численное может быть проведено различными методами.
Пусть теперь правая точка М2{х2,у2, 22) находится на заданной линии

В этом случае в (8.32) независимым будет только 8х2, а 8у2 и 8г2 находятся 
дифференцированием уравнений (8.35):

8г2 -  фД*2, Уі)8х2 + ф}!{х2, у2)8у2. (8.33)

( р - / / у + ( Ф; - г ^ - ) |  = ° ;
(8.34)

(8.35)

8у 2-(р '(х2)8х2; 822-ц і '( х 2)8х2. (8 .3 6 )
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Подставим эти выражения в (8.32). Приравнивая нулю коэффициент при не­
зависимой 8x2, получим условие трансверсальности для данного вида гранич­
ных условий на правом конце:

( ^  + ( ф '- / ) ^ . + ( у ' - г ' ) * : . ) |  = 0 . (8.37)

Для нахождения 4-х произвольных постоянных и 3-х координат точки М2 мы 
в этом случае будем иметь такую систему семи нелинейных уравнений:

□  два граничных условия на левом конце;

□  два граничных условия на неизвестном правом конце;

□  точка М2 находится на линии (8.35) (два уравнения);

□  условие трансверсальности (8.37).

Смысл условия трансверсальности (8.37) следующий: если правую точку 
двигать по линии (8.35), и по полученным двум точкам строить экстремаль, 
то из всех этих экстремалей самое экстремальное значение функционалу 
(8.25) доставит та пространственная кривая, для которой выполняются усло­
вия (8.37).

8.3. Вопросы для самопроверки
1. Выведите условие трансверсальности для элементарной задачи вариаци­

онного исчисления (2 . 1), когда граничное условие задано только на пра­
вом конце, а левый конец движется по заданной плоской линии.

2. Выведите условия трансверсальности для элементарной задачи вариаци­
онного исчисления (2 . 1), когда оба конца движутся по заданным линиям.

3. Выведите условие трансверсальности для функционала вида (4.1), если 
граничные условия (4.2) заданы только на левом конце интервала а 
правый конец движется по заданной линии у  -  ср(х), причем угол а  между 
экстремалью и кривой у  -  ф(х) в точке сопряжения х2 задан (вариант а) или 
произвольный (вариант Ъ).

4. Выведите условия трансверсальности для функционала (5.1), если граница 
области В  может скользить по заданной поверхности.

5. Выведите из уравнения (8.32) условия трансверсальности, если правая 
точка вообще не задана. Сколько должно быть таких условий? Какие ва­
риации в (8.32) будут произвольными?

6 . Выведите из (8.32) естественные граничные условия вида (7.4) как част­
ный случай.
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7. Разработайте алгоритм численного решения задачи на экстремум функ­
ционала (8.25), когда правая точка движется по линии (8.35).

8. В какой задаче максимальное значение функционала больше (или мини­
мальное меньше): при закрепленном правом конце или при его движении 
по заданной линии (поверхности)?

8.4. Примеры выполнения заданий
8.4.1. Задание 1
Найти экстремаль функционала, рассмотренного ранее в задании 1 главы 2. 
Граничное условие на левом конце то же, что и в задании 1 главы 2, а правый 
конец движется по заданной линии:

^ у )  = 1 (х2 + У + / 2) Л ;  И “ 1)_1, , (8.38)
V  [ у 2 =  4 - 2л5 .

Сравнить решение с решением задания 1 главы 2. Вычислить значение функ­
ционала на обеих кривых.
Программу для решения этого примера будем составлять на основе програм­
мы для задания 1 главы 2. Оставим полностью решение этого задания, но пе­
чатать будем только исходные данные и результаты.

с і е а г  а і і  % очистили в с е
сН зр ( ' Решаем за д а н и е  8 . 1 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и  
з у т з  х  у  ІЭу Б2у % описали символические переменные 
Р=хА2+ уА2-ЮуА2 ; % вводим подынтегральную функцию 
х 1 = -1 ;
у і= і ;
х2=1;
у2= 2;
р Ь і= 4 -2 * х А2 ; % усл ови е н а  правом конце 
с іізр  (' Исходные данны е: ')
СргіггЬС ( ' Р ( х ,у ,у '  ' )=% з\п' , с Ь а г (Р ))
гргігѵЬ^ (' Граничное усл ов и е с л е в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 1 ,у 1 )  
гргігѵЬ^ ( ' Граничное усл ов и е сп р а в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 2 ,у 2 )
^ргіп-Ь^( ' Ограничение н а  правом конце: у=% з\п ' , с Ь а г (р Ь і) )
ЙЕУу=ЙІМ (Р ,у )  ; % вычислили Ру 
йРс1у1=с1і^ (Р,О у) ; % вычислили Ру' 
а_арауі_ах=аігг(арауі,х); % ру-х 
а _ а р а .у і_ а .у = с ііг г (с ір а у і,у ); % р у 'у
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^(с1Рс1у1,Пу) ; % Р у 'у '-у с л о в и е  Лежандра 
с!Еуісіх=й_йРс!у1_<Ах+с!_йРс!у1_йу*Пу+с!_с!Рсіу1_с!у1 *І)2у;
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Е и 1ег= зію р іе  (йРсіу-сіРуІсіх) ; % уравнение Эйлера 
<Зес[Еи1ег= [с Ь а г (Е и іег) ' = 0 ' ] ;  % добавили =0 
Зо1=сізо1ѵе (сіедЕ и Іег, ’х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % решений н ет  или б о л ее  одн ого  решения 
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

епй
Зо1Ь еЛ = зи Ь з (З о 1 ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  
З о1К ід Ы := зи Ь з(З о і, х , х 2 ) ; % подставили х2  
ЕдЬегъ= [сЬ аг (З о 1 Ь еЛ ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1  
ЕфідЬ-Ь= [сЬ аг (ЗоІЕідІгЬ) ' = ' с ііа г  ( з у т ( у 2 ) ) ] ; % =у2  
Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь, ЕсрідІгЬ, 'С 1, С2 ')  ; % решаем си стем у  
С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения 
С2=Соп.С2; % символическим константам С1 и  С2 
З о 1 2 1 = ѵ р а (е ѵ а і(З о і) ,1 4 ) ;
х р 1 = 1 іп з р а с е (х 1 ,х 2 ) ; % за д а ем  м ассив а б сц и сс  
у 2 1 = з и Ь з (З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ) ; % вычислили ординаты  
сН зр ( ' Уравнение эк стр ем ал и : ' )  
гргігѵЬ^ ( 'у  (х) =% з\п' ,с ! іа г  (З о 1 2 1 ))
Р21=зиЬз (Р , {у ,ІЭ у}, { З о 1 2 1 ,с Н ^  (З о 1 2 1 ,х )  }) ;
321 = еѵ а 1 (і п ѣ (Р21 , х , х і , х 2 ) )  % зн ач ен и е функционала 
Решаем задание 8 .1 
Исходные данные:
Р ( х , у , у ' ) =хЛ2+уЛ2-ЮуЛ2 
Граничное условие с л е в а :  у ( -1 )= 1  
Граничное условие с п р а в а : у (1)=2 
Ограничение на правом конце: у=4-2*хЛ2 
Уравнение экстремали:
у (х) = .42545906411967*зігйі(х) + . 97208141049585*соз1і(х)
321 =

4.75035801121746

Приступим теперь к решению нашего задания. Для нахождения произволь­
ных постоянных С], С2 и правой точки х2, у 2 нужно решить систему нелиней­
ных уравнений (8.10). Мы будем ее решать численно, с помощью функции 
^зо іѵ е .  Ей нужно будет передать в качестве параметра имя функции, в кото­
рой вычисляются левые части уравнений (8.10). Построим такую функцию.

Вначале запишем заголовок функции и переобозначим переменные. Сформи­
руем первые 3 уравнения. После этого выведем условие трансверсальности. 
Если записывать 4-е уравнение в одну строку, то эта строка получится очень 
длинной. Поэтому вычислим предварительно функции у(х2), у'(х2), §'(х2), 
Р(х2), Ру(х2), а затем сформируем строки с левой частью 4-го уравнения. За­
писываем все в файл (в рабочем каталоге) и для контроля выводим в область 
вывода.
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з  {1} = ' &дпсЬіоп у  = М у Р и п с ( х ) % загол ов ок
з { 2 } = 'С 1 = х (1 ) ; С 2=х( 2 ) ;  х г = х ( 3 ) ; у г = х ( 4 ) ; у = х ; ' ;
з { 3 }  = [ ' у (1) = ' с Ь а г (З о ІЬ е Л ) с і і а г ( з у т ( у і ) )
з { 4 } = [ 'у ( 2 ) = '  с ііа г  (зиЬ з ( З о 1 ,х , з у т (  ' х г ' ) ) )  ’ - у г ; ' ] ;
з { 5 } = [ 'у ( 3 ) = '  с ііа г  (зиЬ з ( р Ь і ,х , з у т (  ' х г ' ) ) )  ’ - у г ; ' ] ;
у х г = зи Ь з( З о і , х , з у т ( ' х г ' ) ) ;  % х<=хг
Йусіх=с1і^ (З о 1 ,х )  ;
сіусіххг=зиЪз (с іу с іх ,х ,з у т (  ' х г ' ) )  ;
йрЬісІх=с1ігг (рЬ і ,х )  ;
с1рЬісіххг=зиЬз (сірЬісіх, х , з у т  (' х г ' ) )  ;
Рхг=зиЬ з (Р , { х ,у ,О у } , { з у т (  ' х г ' ) , з у т (  ’у х г ' ) , з у т (  'Й усіххг') }) ;
йШ у1хг=зиЪ з (сіРсіуІ, {х , у , Б у } ,  { з у т (  ' х г ') , з у т (  ' у х г ')  , з у т ( 'сіусіххг')  }) ;
з { 6 } = [ 'у х г = '  с Ь а г(у х г )
з { 7 }  = [ 'Йусіххг=' сЬ аг (сіусіххг) ' ; ' ] ;
з { 8 } = [ 'Е х г = ' с Ь а г (Рхг)
з  {9} = [ '  й рЬ ісіххг= ' сЬ аг (сірЬісіххг) ' ; ' ] ;
з  {10} = [ '  а г а у 1 х г = ' сЬ аг (а ш у іх г )  ' ; ' ] ;
з {11} = 'у  (4) =Рхг+ (сірЬісіххг-сіусіххг) *сіРсіу1хг; ' ;
^ І1еп ат е= ^ и 11^ і1е(р и сі, ’М уР и п с.т ') ; % файл 
сН зр ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )  
гргігѵЬ^ (' % з\п' , з { : } )  ;
^ іс і= ^ ор еп (гі1еп ап іе , ’м ' ) ; % открыли файл 
^ргігѵЬ^(^і<3, '% з\п' , з { : } )  ; % запи сали  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрьшаем файл
Текст файла Б : \  І д і  іп\Ма1:1аЬ\МуЕ\іпс. т :
^ипс-Ьіоп у = МуРипс (х)
С1=х(1); С2=х(2); х г = х (3 ) ;  у г = х (4 ) ;  у=х; 
у  (1) =-С1*зіп1і (1) +С2*соз1і (1) - 1 ;  
у  (2)= С 1*з іп Ь (х г ) +С2*созЬ.(хг) - у г ;  
у (3)= 4 -2 * х гЛ2 - у г ;  
ухг=С1*зіпЬ.(хг)+С2*созЬ .(хг); 
сіус1ххг=С1*соз1і (хг) +С2*зіпЬ (хг) ;
Е’хг= хгл2+ухгл2+сІусІххгл2 ; 
сірЬ. і  сіхх г = - 4 * х г  ; 
сіМу1х г=2 *сіусіххг ;
у  (4) =Рхг+ (сірііісіххг-сіусіххг) МРсІуІхг;

В качестве начального приближения задаем те значения констант, которые 
получились из решения задания 1 главы 2, точку М2(х2, у 2) также берем из 
условия этого задания. Задаем параметры процесса решения: точность и мак­
симально допустимое число итераций. Решаем систему нелинейных уравне­
ний, анализируем критерий окончания процесса

х іп іѣ = [ е ѵ а 1 (С 1 );е ѵ а 1 ( С 2 ) ; х 2 ; у 2 ] ; % начальное приближение 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (' ^ з о іѵ е ')  ; % опции по умолчанию
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ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (о р ѣ іо п з , 'Б і з р іа у ' ,  'оіі' , .  . .
'М а х іѣ е г ', 1 0 0 0 , 'Т о І Х ' ,1 е - 8 ) ; % изменили опции 

[х г е г о , ^ ѵ а і, ех і-Ь ^ Іа д ]= ^ зо 1 ѵ е( ' МуРипс' , х і п і ѣ , о р ѣ іо п з ) ;  
ех іѣ ^ 1 а д > 0 , % анализируем  критерий окончания  

сН зр ( ' Решение н а й д ен о ' ) ;  
е і з е і ^  е х іѣ 0 а д < 0 ,

сН зр ( ' Решение н е  найдено -  н ет  сход и м ост и ' ) ;  
е і з е

с і і з р ( [ ' П роведено максимально допустим ое ' . . .
'количество итераций -  сходим ость м едл ен н ая ' ] ) ;

епй
Решение найдено

Формируем аналитическое решение. Печатаем его. Вычисляем и печатаем 
значение функционала.

С1=ѵра( з у т ( х г е г о ( 1 ) ) , 1 4 ) ;
С2=ѵра( з у т ( х г е г о ( 2 ) ) , 1 4 ) ;  
х 2 п = х г е г о ( 3 ) ;  
у 2 п = х г е г о (4 ) ;
З о 1 8 1 = ѵ р а (е ѵ а і(З о і) ,1 4 ) ;  
сН зр ( ' Уравнение эк стр ем ал и : ' )
^ р г іп М  ( 'у  (х) =% з\п' ,с ! іа г  (З о 1 8 1 ))
^ргіп-М  (' Правый конец х2=%12. 6 ^ \п ' , х2п)
Р81=зиЪз (Р , {у ,ІЭ у}, { З о 1 8 1 ,с Н ^  (З о 1 8 1 ,х )  }) ; 
а 8 1 = е ѵ а 1 ( іп ѣ (Р 8 1 ,х ,х 1 ,х 2 п ) )
Уравнение экстремали:
у (х)= - .  287 99990398088*зіпЬ.(х) + . 42871522987б22*созЬ.(х)
Правый конец х2= 1 .34  8332 
391 =

2.16340838859935

Заполняем таблицу для построения графика функций у(х) и ф(х). Мы будем 
рисовать функцию ф(х) на небольшом участке вблизи новой и старой точек 
Хг. Строим на одном рисунке (рис. 8.5) три графика: решение задания 1 гла­
вы 2, функцию ф(х) и решение нашего задания. В конце уберем за собой —  
сотрем записанный ранее файл.

х р Ь і= 1 іп з р а с е ( т іп (х 2 , х 2 п ) - 0 . 0 5 ,т а х ( х 2 , х 2 п )+ 0 .0 5 ) ;  
у р Ь і= з и Ь з(р Ь і, х , х р Ь і ) ; % р Ь і(х )  
х 8 1 = 1 іп з р а с е ( х і , х 2 п ) ; % абсциссы  
у 8 1 = з и Ь з (З о 1 8 1 ,х ,х 8 1 ) ; % ординаты  
^ ід и г е  % фигура
р 1 о ѣ (х р 1 ,у 2 1 , ' — Ъ ',х р ! і і ,у р 1 іі ,  ' : д ' ,х 8 1 ,у 8 1 ,  ' - г ')  % рисуем
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зеѣ  (деѣ  (дсП, ' Сиггеп-ЬАхез
' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыем Еотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  

ѣ іѣ іе  ( ' \М З а д а н и е  8 . 1 ' )  % загол ов ок  
хІаЪ еІ (' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ
уІаЬеІ (' \іѣу\гт(\іЪс\гт) , \р!іі (\іѣх\гт) ') % метка осзи ОТ 
йеіеѣе(^ііепате) % удалили файл

Рис. 8.5. Решение задания 8.1

В нашем варианте процесс решения системы нелинейных уравнений (8.10) 
успешно проработал и нашел решение. А как в вашем варианте? Если про­
цесс плохо сходится, попробуйте вместо решения системы (8.10) воспользо­
ваться алгоритмом, изложенным после вывода формулы (8.10). Или подбери­
те другую функцию у -ер (л*), проходящую через точку М2(Х2,у2)-

8.4.2. Задание 2
Найти экстремаль функционала (3.14), рассмотренного ранее в главе 3, при 
тех же граничных условиях слева, но при условии, что правый конец нахо­
дится на заданной поверхности.

^  (у,г)  = ]  (у '2 + 2 2 + 2уя)& , | ^ _ 2 ) = д. = 4 . (8.39)
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Сравнить решение с решением задания главы 3: вычислить значения функ­
ционалов для обеих задач.

Программу для решения этого примера будем составлять на основе програм­
мы для задания главы 3 по принципам, изложенным в предыдущем задании. 
Оставим полностью решение задания главы 3, которое нам нужно для срав­
нения, но напечатаем только исходные данные и результаты. Мы находим 
решение, заполняем таблицу для построения графика, а график пока не стро­
им: будем потом строить все вместе.

с і е а г  а і і
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 8 . 2 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и
з у т з  х  у  г  Оу В 2у Вг 0 2 г % описали переменные
Р=ОуЛ2+ОгЛ2 + 2 * у * 2 ; % вводим подынтегральную функцию
х 1 = -2 ; % вводим граничные условия
у і = і ;
г 1=0 ;
х2=2 ;
у2=0 ;
г2=2 ;
р Ь і= 4 - (х Л2+ уЛ2 ) / 2 ;  
с іізр  (' Исходные данны е: ')
^ргіп-Ь^ ( ' Р ( х , у , у ' ' , 2 , 2  ' ' )=% з\п' ,с і іа г  (Р ) ) 
сН зр ( ' Граничные условия с л е в а : ' )
^ргіп-Ь^ ( 'у  (%й)=%с1; 2 (%сі) =%сі\п' , Х І , у 1 , Х І , 2І)  
сН зр ( ' Граничные условия с п р а в а : ' )
^ р г іп М  ( 'у  (%й)=%сі; 2 (%сі) =%сі\п' ,х 2  ,у 2  , х 2 , г2)  
сН зр ( ' Ограничивающая поверхность  сп р а в а : ' )
^ р г іп М  (' 2 ( х , у )  =% з\п' , сЬ аг ( р Ь і ) ) 
а р а у = а іг г ( р ,у ) ; 
а р а у і= а іг г ( р ,о у ) ; 
а _ а р а у і_ а х = а іг г ( а р а у і , х ) ; 
а_ара.у1_а.у=сигг (а р а у і ,у )  ; 
а _ а к а у і_ а у і= с ііг г  (а к а у і ,Б у) ; 
а _ а р а у і_ а 2 = а іг г ( а р а у і , г ) ; 
а _ а р а у і_ а 2 і= а іг г ( а р а у і , о г ) ,• 
а р у іа х = сі_ а р а у і_ а х + а _ а р а у і_ а у * п у + . . .

а _ а р а у і_ а у і* 0 2 у + а _ а р а у і_ а 2 * 0 2 + а _ а р а у і_ а 2 і* 0 2 2 ;  
с!Рсі2=с!і ^  (Р , г) ;
а р а 2 і= с ііг г (р ,0 2 )  ;
Й_СІРСІ2І_СІХ=СІІ^ (СІРЙ2І  , х ) ; 
а _ а р а г і_ а у = с ііг г  ( а р а г і , у )
а _ а р а 2 і_ а у і= а іг г ( а р а г і , о у ) ;
а  сіРсігі а 2= а іг г (а р а 2 і , 2 ) ;
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а_ар сі2 і_сі2 і= с!ігг  ( а ш и і , ог) ,• 
а р г іа х = с і_ а р а г і_ а х + а _ а р а г і_ а у * п у + . . .

а _ а р а г і_ а у і* о 2 у + а _ а р а г і_ а г * о г + а _ а р а г і_ а г і* о 2 г ;  
Еи1егУ=зі т р і е  (сіРсіу-сіРуІсіх) ;
Е и іе г 2 = з іт р іе  (йРйг-сІРгІсіх) ; 
сіЕиУ=[с Ь а г (ЕиІегУ) '= 0 ' ] ;  % уравнение У 
<Жи2=[с Ь а г (Е и1ег2) '= 0 ' ] ;  % уравнение 2 
Зо1=сізо1ѵе (сЗЕиУ, сЗЕи2, ' х ')  ; % решаем

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % решений н ет  или б о л ее  о д н о г о  

е г г о г ( ' Решений н ет  или б о л ее  о д н о г о ! ' ) ;  
е і з е

Зо1У = З о1.у;
З о1 2 = З о 1 . г ; 

епй
Зо1ЬУ =зиЬз(З оІУ , х , х 1 ) ; % х і  в  у  
З о 1 Ь 2 = з и Ъ з (З о 1 2 ,х ,х 1 ); % х і  в  г 
З о 1 К У = зи Ъ з(З о1У ,х ,х2 ); % х2 в  у  
З о 1 К 2 = зи Ъ з(З о 1 2 ,х ,х 2 ); % х2 в  г 
ЕдЬУ= [сЬ аг (ѵра (ЗоІЬУ, 1 4 ) )  1 = 1 с ііа г  (з у т  ( у і ) ) ] ;
Е дЬ 2= [сЬ аг(ѵ р а (Зо1Ь 2,1 4 ) )  '= ' с Ь а г ( з у т ( г і ) ) ] ;
ЕсрУ= [с ііа г  (ѵра (ЗоІКУ,1 4 ) )  ' = ' с ііа г  ( з у т ( у 2 ) ) ] ;
Еср2= [сЬ аг (ѵра (Зо1Е 2,1 4 ) )  ' = ' с ііа г  ( з у т ( г 2 ) ) ] ; 
Соп=зо1ѵе(ЕдЬУ, ЕдЬ2, ЕдНУ, ЕдЕ2, ' С 1, С 2, СЗ, С 4' ) ;  
С1=Соп.С1;
С2=Соп. С 2;
СЗ=Соп. СЗ;
С4=Соп.С4;
З о 1Э У = ѵ р а(еѵ а і(З оІУ ), 14) ;
З о 1 Э 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о 1 2 ),1 4 ) ;  
сН зр ( ' Уравнения эк стр ем ал и : ' )
гргіггМ  ( 'у  (х)=% з\пг (х)=% з\п ' , с ііа г  (ЗоІЗУ) ,с ! іа г  (З о 1 3 2 )) 
Р 3 1 = з ію р 1 е (з и Ь з (Р ,{ у ,2 ,О у ,П г } , . . .

{3 0 1 3 У ,3 0 1 3 2 ,с 1 ± г г (3 0 1 3 У ,х ),й і г г ( З о 1 3 2 ,х ) } ) ) ;  
а 3 1 = е ѵ а 1 (іп ѣ (Р 3 1 , х , х 1 , х 2 ) ) 
х р 1 = 1 іп з р а с е (х 1 ,х 2 ) ; % м ассив а б сц и сс  
у З = зи Ь з(З о 1 Э У ,х ,х р 1 ); % вычислили ординаты  
2 3 = з и Ь з (З о 1 Э 2 ,х ,х р 1 ); % вычислили аппликаты  
Решаем задание 8 .2 
Исходные данные:
Р ( х , у , у ' , г , г ' ) =ОуЛ2+ОгЛ2+2*у*г 
Граничные условия с л е в а : 
у ( -2)=1; г ( -2) =0 
Граничные условия с п р а в а : 
у  (2) =0; г (2) =2
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Ограничивающая поверхность с п р а в а : 
г ( х , у ) = 4 - 1 / 2 * х л2 - 1 /2 * у л2 
Уравнения экстремали:
у(х) = . 652107 б521б302е-1*ехр ( - 1 . *х) + . 13414 09064 0925*ехр(х) +
.6007494904 3049 * с о з (х ) - . 824 8 1 2 6 2 7 72102*з іп (х) 
г (х )  = .652107 65216302е-1*ехр( - 1 . *х) + . 13414 09064 092 5 * ех р (х )-  
.6007494904 3049 * со з (х )+ .8 2 4  81262772102*зіп(х)
ЗЪІ =

1.94492120385672

Нам нужно решить систему семи нелинейных уравнений, перечисленных по­
сле вывода формулы (8.34), для нахождения 4-х произвольных постоянных и 
3-х координат точки М2. Сформируем строки, описывающие уравнения этой 
системы. Вначале запишем заголовок функции и переобозначим переменные. 
Граничные условия слева и справа дают первые 4 уравнения. Точка М2 нахо­
дится на поверхности г = ср (х,у) —  это 5-е уравнение. 6-е и 7-е уравнения да­
ют условия трансверсальности (8.34). Сформируем их. Вначале вычислим 
вспомогательные функции у(х2), г(х2), у'(х2), г'(х2), Ф -(.ѵ.'). Ф,(ѵ.'). Р(х2), Ру(х2), 
Р:'(х2). Переведем эти символические величины в строки и сформируем из 
них 6-е и 7-е уравнения. Запишем полученные строки в файл и в область вы­
вода.

з  {1} = 1ги п сЬ іоп  у  = М у Р и п с ( х ) % загол ов ок  
з { 2 } = [ ’С 1 = х (1 ); С 2 = х (2 ); С 3 = х (3 ); С 4 = х (4 ); 1 . . .

1х г = х ( 5 ) ; у г = х ( 6 ) ; г г = х ( 7 ) ; у = х ; 1] ;  
з { 3 }  = [ ’у (1) = ’ с ііаг(ЗоІЬ Т ) с ііа г  ( з у т ( у і ) ) ' ; ' ] ;
з { 4 }  = [ ' у (2) = ' с ііа г  (Зо1Ь2) с і і а г ( з у т ( г і ) ) ' ; ' ] ;
з { 5 }  = [ ' у  (3) = ' с ііа г  (зиЬ з ( З о 1 Т ,х ,з у т (  ' х г ' ) ) )  ’ - у г ; ' ] ;  
з { 6 }  = [ ' у  (4) = ' с ііа г  (зиЪз ( З о 1 2 ,х , з у т ( ' х г ' ) ) )  ' - г г ; ' ] ;
Ье^-ЬЕд5=зиЬз (р Ь і, { х , у } , { з у т (  ’х г ' ) , з у т (  ’у г ' ) }) ;
з { 7 }  = [ ' у  (5) = ' сЬ аг (Ье^ЬЕд5) ' - г г ; ' ] ;  % уравнение 5
у х г = зи Ь з(З оІУ , х , з у т ( ' х г ' ) ) ;
г х г = з и Ь з ( З о 1 2 ,х ,з у т ( 'х г ' ) ) ;
й удх= сіігг  (З оІУ , х) ;
йусіххг=зиЪз (с іу с іх ,х ,з у т (  ' х г ' ) )  ;
с1гсіх=с1ігг(З о 1 2 ,х )  ;
с1гсіххг=зиЪз (сігсіх, х , з у т  (' х г ' ) )  ;
йрЬісІх=с1ігг (рЬ і ,х )  ;
а р ы а у = а іг г ( р ы ,у )  ;
с1рЬісіххг=зиЬз (сірЬісіх, { х , у } , { з у т (  ' х г ' ) , з у т (  ' у х г ' ) }) ; 
йр1іісіухг=зиЪз (сірЬісіу, { х , у } , { з у т (  ' х г ' ) , з у т (  ' у х г ' ) }) ;
Р х г = з и Ь з (Р ,{ х ,у ,0у , 2 , 0 2 } , { з у т ( ' х г ' ) , . . .

зу т  (' у х г ')  , з у т  (' й усіххг')  , з у т  (' г х г ')  , зу т  (' сігсіххг')  }) ;
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йШ у1хг=зиЪ з (сіШ уІ, { х ,у ,О у ,2 ,П г } , { з у т (  ' х г ' ) , . . .
з у т  (' у х г ')  , з у т  (' й усіххг')  , з у т  (' г х г ')  , зу т  (' сігсіххг')  }) ; 

йШ г 1хг=зиЬ з (сіШ гІ, { х ,у ,О у ,2 ,П г } , { з у т (  ' х г ' ) , . . .
з у т  (' у х г ')  , з у т  (' й усіххг')  , з у т  (' г х г ')  , зу т  (' сігсіххг')  }) ; 

з { 8 }  = [ 'у х г = ' с і і а г (ухг) 
з { 9 } = [ ' г х г= ' с Ь а г (г х г )  
з { 1 0 }  = [ 'й усіххг= ' сЬ аг (сіусіххг) 1 ; 1 ] ; 
з { 1 1 }  = [ 'Й2СІххг=' с Ь а г (йгсіххг) 
з { 1 2 }  = [ ' Ехг=' с ііа г (Е х г)  
з  {13} = [ 1 й рЬ ісіххг= ' сЬ аг (йрЬісіххг) ' ; ' ] ; 
з  {14} = [ '  сірЬ ісіухг=1 сЬ аг (йрЫ йухг) ' ; ' ] ; 
з { 1 5 } = [ 'а Р й у1хг= ' с Ь а г (йР йуІхг) ' ; ' ] ; 
з { 1 6 } = [ , аР аг1хг= ' с Ь а г (йР йгІхг) ' ; ' ] ; 
з { 1 7 }  = [ ' у  (6) =Рхг-с1усіххг*с1Рс1у1хг+' . . .

' (сІрЬісЬсхг-сІгсІххг) *сИГсІ2І х г ;  ' ] ; 
з { 1 8 }  = 'у  (7)=сіЕ’с1у1хг+с1р1ііс1ухг*сіЕ’с І2 І х г ; ' ;
^ І1 еп а т е= ^ и 1 1 ^ і1 е (р м й ,'М у Р и п с .т ') ;  % имя файла 
сН зр ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )  
гргігѵЬ^ (' % з\п' , з { : } )  ;
^ іс і= ^ о р е п (г і1 е п а т е ,'м ' ) ;  % открыли файл 
^ р г іп і^  (^ іс і, ' % з\п' , з {  : }) ; % запи сали  в  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрьшаем файл
Текст файла Б : \  І д і  іп\Ма1:1аЬ\МуЕ\іпс. т :
^ипс-Ьіоп у = МуРипс (х)
С1=х(1); С2=х(2); С3=х(3); С4=х( 4 ) ; х г = х (5);  у г = х (б ) ;  г г = х ( 7 ) ;  у=х; 
у  ( 1 )= 1 /4*С1*ехр(2 )+ 1 /4*С1*ехр( - 2 ) + 1 /2 * С 1 * с о з (2 ) -1 /4 * С 2 * е х р (2) + 
1 /4*С 2*ехр( - 2 ) - 1 /2 * С 2 * з і п ( 2 ) + 1 /4*СЗ*ехр( 2 ) + 1 /4*СЗ*ехр( - 2 ) -  
1/ 2*С З *соз(2 )+ 1 /2 * С 4 * з іп (2 )+ 1 /4*С4*ехр( -2) - 1/ 4*С4*ехр(2) —1; 
у ( 2 )= 1 /4*С1*ехр(2 )+ 1 /4*С1*ехр( - 2 ) - 1 /2 * С 1 * с о з (2 )+ 1 /2 * С 2 * з іп (2)+ 
1 /4*С 2*ехр( - 2 ) - 1 / 4*С2*ехр(2 )+ 1 /4*С З*ехр(2 )+1 /4*С З *ехр(-2) + 
1 /2 * С З * с о з ( 2 ) - 1 / 4*С4*ехр( 2 ) + 1 /4*С4*ехр( - 2 ) - 1 / 2 * С 4 * з іп ( 2 ) - 0 ;  
у (3)= 1 /4 * С 1 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 1 * е х р (х г )+ 1 /2 * С 1 * с о з (х г ) -1 /4 * С 2 * е х р ( -х г )+ 
1 /4 * С 2 * ех р (х г)+ 1 /2 * С 2 * з іп (х г)+ 1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г ) -  
1 /2 * С З * с о з (х г ) - 1 /2 * С 4 * з і п (х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г ) -1 /4 * С 4 * е х р ( -х г ) -у г ;  
у (4)= 1 /4 * С 1 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 1 * е х р (х г ) -1 /2 * С 1 * с о з (х г ) - 1 /2 * С 2 * з і п ( х г ) + 
1 /4 * С 2 * е х р (х г ) -1 /4 * С 2 * е х р (-х г )+ 1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г )+ 
1 /2 * С З * с о з (х г ) -1 /4 * С 4 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г )+ 1 /2 * 0 4 * з і п ( х г ) - г г ;  
у  (5)= 4 - 1 /2 * х г Л2 - 1 /2 * у г Л2 - г г ;
у х г = 1 /4 * С 1 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 1 * е х р (х г )+ 1 /2 * С 1 * с о з (х г ) -1 /4 * С 2 * е х р (-х г )+ 
1 /4 * С 2 * ех р (х г)+ 1 /2 * С 2 * з іп (х г)+ 1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г ) -  
1 /2 * С З * с о з (х г ) - 1 /2 * С 4 * з і п ( х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г ) -1 /4 * С 4 * е х р ( -х г ) ; 
гх г= 1 /4 * С 1 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 1 * е х р (х г ) -1 /2 * С 1 * с о з (х г ) - 1 /2 * С 2 * з і п ( х г ) + 
1 /4 * С 2 * е х р (х г ) -1 /4 * С 2 * е х р (-х г )+ 1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г )+ 
1 /2 * С З * с о з (х г ) -1 /4 * С 4 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г )+ 1 /2 * 0 4 * з і п ( х г ) ;
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сІусІххг=-1/4*С1*ехр (-хг)  +1/4*С1*ехр (хг) -1 /2 * С 1 * з іп  (хг) +1/4*С2*ехр (-хг)  + 
1 /4 * С 2 * е х р (х г )+ 1 /2 * С 2 * с о з (х г ) -1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г )+
1 /2 * С З * з іп ( х г ) - 1 /2 * С 4 * с о з (х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р ( -х г ) ;
еІ2СІххг=-1/ 4*С1*ехр (-хг)  +1/4*С1*ехр (хг) +1/2*01 * з іп  (хг) -1 /2*С 2*соз  (хг) +
1 /4 * С 2 * е х р (х г )+ 1 /4 * С 2 * е х р ( -х г ) -1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г ) -
1 /2 * С З * з іп (х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г )+ 1 /2 * С 4 * с о з (х г ) ;
Рхг=йус1х х г л2+с1гс1х х г л2+2*ухг*гхг ;
сІрЬісІххг=-хг;
сІрЬісІухг=-ухг;
й М у1х г=2 Мусіххг ;
сІМг1хг=2*сІгсІххг;
у (б) =Е’хг-й у й х х г* й М у1хг+ (сірііісіххг-сігсіххг) * й М г1хг ;  
у  (7) = й М у1хг+ й р Ы й у х г* й М г1хг  ;

Этот файл будет одним из параметров вызова функции ^зо іѵ е ,  которая реша­
ет систему нелинейных уравнений. Другой параметр—  начальное прибли­
жение. В качестве начальных значений констант и координат точки М2 зада­
ем данные из решения задания 3. Настраиваем параметры процесса решения. 
Решаем систему нелинейных уравнений. Печатаем критерий окончания.

х іп іѣ = [ е ѵ а 1 (С 1 );е ѵ а 1 (С 2 );е ѵ а 1 (С З );е ѵ а 1 ( С 4 ) ; х 2 ; у 2 ; г 2 ] ; 
ор -Ь іоп з^ р -Ь ітзеѣ  (' ^ з о іѵ е ')  ; % опции по умолчанию 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (о р ѣ іо п з , 'Б і з р іа у ' , 'оЕЕ' , . . .

'М ах іѣ ег ' , 1 0 0 0 , 'Т о І Х ' ,1 е - 8 ) ;
[х г е г о , ^ ѵ а і, ех і-Ь ^ Іа д ]= ^ зо 1 ѵ е( ' МуРипс' , х і п і ѣ , о р ѣ іо п з ) ;  

ехі-Ь ^1ад>0, 
сН зр ( ' Решение н а й д ен о ' ) ;  

е і з е і ^  ехі-Ь ^1ад<0,
сН зр ( ' Решение н е  найдено -  н ет  сход и м ост и ' ) ;  

е і з е
с і і з р ( [ ' П роведено максимально допустим ое ' . . .

'количество итераций -  сходим ость м едл ен н ая ' ] ) ;
епй
Решение найдено

Подставляем найденные значения констант в решение —  находим уравнения 
экстремали. Вычисляем значение функционала на экстремали.

С1=ѵра( з у т ( х г е г о ( 1 ) ) , 1 4 ) ;
С2=ѵра( з у т ( х г е г о ( 2 ) ) , 1 4 ) ;
С3=ѵра (з у т (х г е г о  (3 ) )  ,1 4 )  ;
С4=ѵра(з у т ( х г е г о (4 ) )  ,1 4 )  ; 
х 2 п = х г е г о ( 5 ) ;  
у 2 п = х г е г о ( 6 ) ;  
г 2 п = х г е г о ( 7 ) ;
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З о 1 8 2 У = ѵ р а (еѵ а і(З о ІУ ), 14) ;
З о 1 8 2 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о 1 2 ) ,1 4 ) ;  
сН зр ( ' Уравнения эк стр ем ал и : ' )
^ р г іп М  ( 'у  (х)=% з\пг (х)=% з\п ' , с ііа г  (ЗОІ82У) ,с ! іа г  (З О І8 2 2 ))
^ р г іп ѣ ^ ( ' Правая т о ч к а : х2=%12. 6 ^ \п ' , х2п)
Р 8 2 = з ію р 1 е (з и Ь з (Р ,{ у ,2 ,О у ,П г } , . . .

{ З о 1 8 2 У , З о 1 8 2 2 , с И г г ( З о 1 8 2 У , х ) (З о 1 8 2 2 ,х ) } ) ) ;  
і182=еѵа1 (іп ѣ  (Р 82 , х , х і , х 2 п ) )
Уравнения экстремали:
у (х)= .677030625371 6 5 е -1 * е х р ( - 1 . * х ) - . 19339166422550е-2*ехр(х)+
.40918386066712* с о з ( х ) - . 73714117010392* з іп (х )
г (х)= .677030625371 6 5 е -1 * е х р ( - 1 . * х ) - . 19339166422550е-2*ехр(х)-  
.40918386066712* с о з ( х ) + . 73714117010392* з іп (х )
Правая точ ка : х2= 2 .4  01870 
382 =

-0 .60687741704535

Составляем таблицу для графика поверхности г = <р (х,у). Чтобы не затенять 
чертеж, будем рисовать эту поверхность только вблизи точек М2 (старой и 
новой). Затем заполняем таблицу значений найденного решения и рисуем 
график нашего задания и, для сравнения, задания главы 3 (рис. 8.6).

[х і ,у і]= ю е з 1 ід г іс 1 (1 іп з р а с е (п і іп (х 2 ,х 2 п ) - 0 .1 ,п іа х (х 2 ,х 2 п )+ 0 .1 ,1 0 )  , . . .
І і п з р а с е ( т і п (у 2 ,у 2 п ) - 0 . 1 ,ш а х (у 2 ,у 2 п )+ 0 .1 ,1 0 ) ) ;

2= зи Ь з( р Ь і , { х , у } , { х і , у і } ) ; % вычислили р Ь і ( х ,у )  н а  с ет к е  
х 8 2 = 1 іп з р а с е ( х і , х 2 п ) ; % м ассив а б сц и сс  
у 8 2 = з и Ь з (З о 1 8 2 У ,х ,х 8 2 );
2 8 2 = зи Ь з (З о 1 8 2 2 ,х ,х 8 2 ) ;
^ ід и г е  % фигура
р І о ѣ З ( х р 1 ,у З ,г З , ' — Ъ ', х і , у і , г , ' : д ' ,х 8 2 ,у 8 2 , г 8 2 , ' - г ' )  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггегѵЬАхез' ) , . . .

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , 'Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  8 . 2 ' )  % загол ов ок
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОУ
г Іа Ь еІ  (' \ іѣ г \г т ( \ іЪ с \г п і )  ')  % метка о си  02
ѵ і е и (2 0 5 ,3 0 )  % точка просм отра
д г ій  оп  % показали сет к у
Ьох оп  % показали внешний контур
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )  % удалили файл

Сошелся ли у вас процесс решения системы нелинейных уравнений? Если 
нет, то реализуйте алгоритм, описанный после вывода формулы (8.34), или 
подберите другую поверхность г = <р (х,у). Поверхность должна проходить
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через точку М2(х2,у2), которая задана в вашем варианте задания главы 3 —  
тогда можно будет сравнивать решения (значения функционалов).

Рис. 8.6. Решение задания 8.2

8.4.3. Задание 3
Найти экстремаль функционала, рассмотренного ранее в задании главы 3 и 
предыдущем примере, при условии, что правый конец экстремали находится 
на заданной линии.

. / ( , , , ) = ] ( / + ^ + 2 2' (8.40)

Сравнить результат с решением задания главы 3. Посчитать значения функ­
ционалов на экстремалях для обоих случаев.

Напишем программу для этого задания на основе программы предыдущего 
задания. Изменятся исходные данные. Решение задания главы 3 оставляем 
без изменения.

с і е а г  а і і
с і і з р ( ' Решаем за д а н и е 8 . 3 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и
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з у т з  х  у  г  Оу В2у  Бг 02  г % описали переменные 
Р=Оул2+Огл2 + 2 * у * 2 ; % вводим подынтегральную функцию 
х 1 = -2 ; % вводим граничные условия

у і= і ;
г 1=0 ; 
х2=2 ; 
у2=0 ; 
г2=2 ;
р Ь і= 4 -х А2 ;
р з і= 6 * е х р ( х - 2 ) - 4 ;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
^ргіп-М  ( ' Р ( х , у , у ' ' , 2 , 2  ' ' )=% з\п' ,с і іа г  (Р )) 
сН зр ( ' Граничные условия с л е в а : ' )
^ргіп-М  ( 'у  (%й)=%сі; г (%сі) =%сі\п' , х 1 , у 1 , х 1 , 2І )  
сН зр ( ' Граничные условия с п р а в а : ' )
^ р г іп М  ( 'у  (%й)=%с1; г (%сі) =%сі\п' ,х 2  ,у 2  ,х 2 , г2) 
сН зр ( ' Ограничивающая линия сп р а в а : ' )
^ р г іп М  ( ' у (х )= % з\п 2 (х )= % з\п ' , с Ь а г ( р Ь і ) , с Ь а г ( р з і ) ) 
а р а у = а іг г ( р ,у ) ; 
а р а у і= а іг г ( р ,о у ) ;
а _ а р а у і_ а х = а іг г  ( а ш у і , х ) ; 
а_ара.у1_а.у=сигг ( а ш у і  ,у )  ; 
а _ а к а у і_ а у і= с ііг г  (а к а у і ,Б у) ; 
а _ а р а у і_ а 2 = а іг г ( а р а у і , г ) ; 
а _ а р а у і_ а 2 і= а іг г ( а р а у і , о г ) ; 
а р у іа х = сі_ а р а у і_ а х + а _ а р а у і_ а у * п у + . . .

а_ар ау1_ау1*02у+ а_ар ау1_а2*02+ а_ар ау1_а21*022;  
йРсІ2=с1ігг (Р , г) ; 
а р а 2 і= с ііг г (р ,0 2 )  ;
Й_СІРСІ2І_СІХ=СІІ^ (СІРЙ2І  , х ) ; 
а _ а р а г і_ а у = с ііг г  ( а р а г і , у )
а _ а р а 2 і_ а у і= а іг г ( а р а г і , о у ) ; 
а _ а р а г і_ а 2 = с ііг г  ( а р а г і , г) ; 
а _ а р а г і_ а г і= а іг г ( а р а г і , о г ) ; 
а р г іа х = с і_ а р а г і_ а х + а _ а р а г і_ а у * п у + . . .

а _ а р а г і_ а у і* о 2 у + а _ а р а г і_ а г * о г + а _ а р а г і_ а г і* о 2 г ;  
Е и 1егУ =зію ріе (йРсІу-сІРуІсіх) ;
Е и іе г 2 = з ію р іе  (йРйг-сІРгІсіх) ; 
сіЕиУ=[с Ь а г (ЕиІегУ) '= 0 ' ] ;  % уравнение У 
<Жи2=[с Ь а г (Е и1ег2) '= 0 ' ] ;  % уравнение 2 
Зо1=сізо1ѵе (сЗЕиУ, сЗЕи2, ' х ')  ; % решаем

Іепд-Ь Ь (ЗоІ)~=1 % решений н ет  или б о л ее  о д н о г о  

е г г о г ('Решений н ет  или б о л ее  о д н о г о !');
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е і з е
Зо1У = З о1.у;
З о1 2 = З о 1 . г ; 

епй
Зо1 Ь У = зи Ъ з(З о 1 У ,х ,х 1 ); % х і  в  у  
З о 1 Ь 2 = з и Ъ з (З о 1 2 ,х ,х 1 ); % х і  в  2 
Зо1КУ=зиЬз(З оІУ , х , х 2 ) ;  % х2 в  у  
З о 1 К 2 = зи Ъ з(З о 1 2 ,х ,х 2 ); % х2 в  2 
ЕдЬУ= [сЬ аг (ѵра (З о ІІУ ,1 4 ) )  1 = 1 с ііа г  (зую ( у і ) ) ] ;
Е дЬ 2= [сЬ аг(ѵ р а (Зо1Ь 2,1 4 ) )  '= ' с Ь а г ( з у т ( г і ) ) ] ;
ЕсрУ= [сЬ аг (ѵра (ЗоІКУ,1 4 ) )  ' = ' с ііа г  ( з у т ( у 2 ) ) ] ;
Еср2= [сЬ аг (ѵра (Зо1Е 2,1 4 ) )  ' = ' сЬ аг (з у т  ( г 2 ) ) ] ;
Соп=зо1ѵе (ЕдЬУ, Е<%Ь2, , ЕдНУ, ЕдЕ2, ' С 1, С 2, СЗ, С4 ')  ;
С1=Соп.С1;
С2=Соп. С 2;
СЗ=Соп. СЗ;
С4=Соп.С4;
З о 1Э У = ѵ р а(еѵ а і(З оІУ ), 14) ;
З о 1 3 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о 1 2 ) ,1 4 ) ;  
сН зр ( ' Уравнения эк стр ем ал и : ' )
гргіггМ  ( 'у  (х)=% з\пг (х)=% з\п ' , сЬ аг (ЗоІЗУ) ,с ! іа г  (З о 1 3 2 )) 
Р 3 1 = зію р 1 е(зи Ъ з( Р , { у , 2 ,О у ,П г } , . . .

{3 0 1 3 У ,3 0 1 3 2 ,с 1 ± г г (3 0 1 3 У ,х ),й і г г ( З о 1 3 2 ,х ) } ) ) ;
031=еѵ а1 (іггЬ(Р31 ,х ,х 1  , х 2 ) ) 
х р 1 = 1 іп з р а с е (х 1 ,х 2 ) ; % м ассив а б сц и сс  
у З = зи Ь з(З о 1 Э У ,х ,х р 1 ); % вычислили ординаты  
2 3 = з и Ь з (З о 1 Э 2 ,х ,х р 1 ); % вычислили аппликаты  
Решаем задание 8 .3 
Исходные данные:
Р (х, у , у ' ,  г ,  г ' ) =ОуЛ2-ЮгЛ2+2*у*г 
Граничные условия с л е в а : 
у ( -2)=1; г ( -2) =0 
Граничные условия с п р а в а : 
у  (2) =0; г (2) =2 
Ограничивающая линия с п р а в а : 
у ( х ) = 4 - х Л2 
г (х) =б*ехр (х -2) -4 
Уравнения экстремали:
у(х) = . 652107 б521б302е-1*ехр ( - 1 . *х) + . 13414 090б4 0925*ехр(х) + 
.6007494904 3049 * с о з (х ) - . 824 8 1 2 6 2 7 72102*з іп (х) 
г (х )  = .652107 65216302е-1*ехр( - 1 . *х) + . 13414 09064 092 5 * ех р (х )-  
.6007494904 3049 * со з (х )+ .8 2 4  81262772102*зіп(х)
зъі =

1.94492120385672
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Заполняем файл, который вычисляет левые части системы нелинейных урав­
нений, описанных после вывода формулы (8.37). Вначале записываем заголо­
вок и переобозначаем переменные. Первые 4 уравнения —  это граничные ус­
ловия на концах. Следующие 2 уравнения: точка М2 находится на линии
(8.35). 7-е уравнение—  это условие трансверсальности (8.37). Формируем 
его. Записываем функцию в файл и область вывода

з  {1} = ' ги п сЬ іоп  у  = МуРипс( х ) % загол ов ок  
з { 2 } = [ 'С 1 = х ( 1 ) ; С 2 = х (2 ); С 3 = х (3 ); С 4 = х (4 ); '  . . .

'х г = х ( 5 ) ; у г = х ( 6 ) ; г г = х ( 7 ) ; у = х ; ' ] ;  
з { 3 } = [ 'у ( 1 ) = '  сііаг(ЗоІЬ У ) с ііа г  ( з у т ( у і ) ) ' ; ' ] ;  
з { 4 }  = [ ' у (2) = ' с і і а г (Зо1Ь2) с ііа г  ( з у т ( г і ) ) ' ; ' ] ;
з { 5 }  = [ ' у  (3) = ' с ііа г  (зиЬ з ( З о 1 Т ,х ,з у т (  ' х г ' ) ) )  ’ - у г ; ' ] ;  
з { 6 }  = [ ' у  (4) = ' с ііа г  (зиЬ з ( З о 1 2 ,х ,з у т (  ' х г ' ) ) )  ' - г г ; ' ] ;  
з { 7 }  = [ ' у  (5) = ' с ііа г  (зиЬ з ( р Ь і ,х , з у т (  ' х г ' ) ) )  ' - у г ; ' ] ;  
з { 8 }  = [ ' у  (6) = ' с ііа г  (зиЬ з ( р з і , х , з у т (  ' х г ' ) ) )  ' - г г ; ' ] ;  
у х г = зи Ь з(З оІУ , х , з у т ( ' х г ' ) ) ;  
г х г = з и Ь з ( З о 1 2 ,х ,з у т ( 'х г ' ) ) ;
Й удх=сіігг (З оІУ , х) ; 
сіусіххг=зиЪз (с іу с іх ,х ,з у т (  ' х г ' ) )  ;
Й г с іх = с іі^ (З о 1 2 ,х )  ; 
с1гсіххг=зиЪз (сігсіх, х , з у т  (' х г ' ) )  ; 
йрЬісІх=с1ігг (рЬ і ,х )  ; 
с1рЬісіххг=зиЬз (сірЬісіх, х , з у т  (' х г ' ) )  ;
Й р з іс іх = с і і^ (р з і ,х )  ;
Йрз іс іххг= зи Ь з (сірзіс іх , х , з у т  (' х г ' ) )  ;
Р х г = з и Ь з (Р ,{ х ,у ,О у ,2 , П г } , { з у т ( ' х г ' ) , . . .

зу т  ('  у х г ')  , з у т  (' Йусіххг')  , з у т  (' г х г ')  , зу т  (' сігсіххг')  }) ; 
йШ у1хг=зиЪ з (сіШ уІ, { х , у , О у , 2 , П г } , { з у т (  ' х г ' ) , . . .

зу т  ('  у х г ')  , з у т  (' Йусіххг')  , з у т  (' г х г ')  , зу т  (' сігсіххг')  }) ; 
йШ г 1хг=зиЬ з (сіШ гІ, { х , у , О у , 2 , П г } , { з у т (  ' х г ' ) , . . .

зу т  ('  у х г ')  , з у т  (' Йусіххг')  , з у т  (' г х г ') , з у т  ('  сігсіххг')  }) ; 
з { 9 }  = [ 'у х г = ' с і і а г (ухг) ' ; ' ] ;  
з { 1 0 } = [ ' г х г= ' сЬ а г (г х г )  ' ; ' ] ;  
з { 1 1 }  = [ 'Йусіххг=' сЬ аг (Йусіххг) ' ; ' ] ; 
з { 1 2 }  = [ 'сі2сіххг=' с Ь а г (сігсіххг) ' ; ' ] ;  
з { 1 3 } = [ 'Р х г = ' сЬ аг(Р хг) ' ; ' ] ;  
з  {14} = [ '  й р Ь ісіххг= ' сЬ аг (сірЬісіххг) ' ; ' ] ;
з  {15} = [ '  Й р зіс іххг= ' сЬ аг (Й рзісіххг) ' ; ' ] ; 
з { 1 6 }  = [ ' сіРс1у1хг=' сЬ аг (сіШ уІхг) ' ; ' ] ; 
з { 1 7 } = [ 'аРЙ2І х г = ' с Ь а г (йР йгІхг) ' ; ' ] ;  
з { 1 8 }  = [ 'у  (7 )= Р хг+  (йрЬісіххг-сіусіххг) *сіШ у1хг+' . . .

' (сірзісіххг-сігсіххг) *с1РсІ2І х г ;  ' ] ;
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г і1 е п а т е = & д 1 1 ^ і1 е (р ж і,'М уР и п с.т ') ;  % имя файла 
сН зр ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )
СргіггЬС( ' %з\ п' , з { : } ) ;
^ іс і= ^ ор еп (гі1еп ап іе , ' м ' ) ; % открьшаем файл 
^ р г і п ѣ ^ ( ^ і й , ' % з \ п ' , з { : } ) ;  % записы ваем в  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б : \  І д і  іп\Ма1:1аЬ\МуЕ\іпс. т :
^ипсЬіоп у = МуРипс (х)
С1=х(1 ) ;  С2=х(2 ) ;  С3=х(3); С4=х(4); 
х г = х (5 ) ;  у г = х (6) ;  г г = х (7 ) ;  у=х;
у ( 1 )= 1 /4*С1*ехр(2 )+ 1 /4*С1*ехр( - 2 ) + 1 /2 * С 1 * с о з (2 ) -1 /4 * С 2 * е х р (2)+ 
1 /4*С 2*ехр( - 2 ) - 1 /2 * С 2 * з і п ( 2 ) + 1 /4*СЗ*ехр( 2 ) + 1 /4*СЗ*ехр( - 2 ) -  
1 /2 * С З * с о з (2 )+ 1 /2 * С 4 * з іп (2 )+ 1 /4*С4*ехр( - 2 ) - 1 / 4*С4*ехр(2 )—1; 
у ( 2 )= 1 /4*С1*ехр(2 )+ 1 /4*С1*ехр( - 2 ) - 1 /2 * С 1 * с о з (2 )+ 1 /2 * С 2 * з іп (2) + 
1 /4*С 2*ехр( - 2 ) - 1 / 4*С2*ехр(2 )+ 1 /4*С З*ехр(2 )+1 /4*С З *ехр(-2 )+
1 /2 * С З * с о з ( 2 ) - 1 / 4*С4*ехр( 2 ) + 1 /4*С4*ехр( - 2 ) - 1 / 2 * С 4 * з іп ( 2 ) - 0 ;  
у (3)= 1 /4 * С 1 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 1 * е х р (х г )+ 1 /2 * С 1 * с о з (х г ) -1 /4 * С 2 * е х р ( -х г )+ 
1 /4 * С 2 * ех р (х г)+ 1 /2 * С 2 * з іп (х г)+ 1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г ) -  
1 /2 * С З * с о з (х г ) - 1 /2 * С 4 * з і п (х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г ) -1 /4 * С 4 * е х р ( -х г ) -у г ;  
у (4)= 1 /4 * С 1 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 1 * е х р (х г ) -1 /2 * С 1 * с о з (х г ) - 1 /2 * С 2 * з і п ( х г ) + 
1 /4 * С 2 * е х р (х г ) -1 /4 * С 2 * е х р (-х г )+ 1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г )+ 
1 /2 * С З * с о з (х г ) -1 /4 * С 4 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г )+ 1 /2 * 0 4 * з і п ( х г ) - г г ;  
у (5)= 4 -х г Л2 - у г ;  
у (б) =6*ехр ( х г -2) - 4 - г г ;
у х г = 1 /4 * С 1 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 1 * е х р (х г )+ 1 /2 * С 1 * с о з (х г ) -1 /4 * С 2 * е х р (-х г )+ 
1 /4 * С 2 * ех р (х г)+ 1 /2 * С 2 * з іп (х г)+ 1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г ) -  
1 /2 * С З * с о з (х г ) - 1 /2 * С 4 * з і п ( х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г ) -1 /4 * С 4 * е х р ( -х г ) ; 
гх г= 1 /4 * С 1 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 1 * е х р (х г ) -1 /2 * С 1 * с о з (х г ) - 1 /2 * С 2 * з і п ( х г ) + 
1 /4 * С 2 * е х р (х г ) -1 /4 * С 2 * е х р (-х г )+ 1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г )+ 
1 /2 * С З * с о з (х г ) -1 /4 * С 4 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г )+ 1 /2 * 0 4 * з і п ( х г ) ; 
с!ус1ххг=-1/4*С1*ехр (-хг)  +1/4*С1*ехр (хг) -1 /2 * С 1 * з іп  (хг) +1/4*С2*ехр (-хг)  + 
1 /4*С 2 * ех р (х г)+1/ 2*С2* с о з (х г ) -1 /4 * С З * е х р ( - х г ) + 1 /4 * С З * е х р ( х г ) + 
1 /2 * С З * з іп ( х г ) - 1 /2 * С 4 * с о з (х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р ( -х г ) ; 
с!гс1ххг=-1/4*С1*ехр (-хг)  +1/4*С1*ехр (хг) +1/2*01 * з іп  (хг) -1 /2*С 2*соз  (хг) + 
1 /4 * С 2 * е х р (х г )+ 1 /4 * С 2 * е х р ( -х г ) -1 /4 * С З * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С З * е х р (х г ) -  
1 /2 * С З * з іп (х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р ( -х г )+ 1 /4 * С 4 * е х р (х г )+ 1 /2 * С 4 * с о з (х г ) ; 
Рхг=сІусІххгл2+сІгсІххгл2+2*ухг*гхг ;  
сірЫ сіхх г=-2 * х г  ;
Йрзіс1ххг=6*ехр ( х г -2) ; 
сіМу1хг=2 *сіусіххг ; 
сІМг1хг=2*сІгсІххг;
у (7) =Рхг+ (сірЬісіххг-сіусіххг) *сіМу1хг+ (сірзісіххг-сігсіххг) *сіМ г1хг;
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Задаем начальное приближение, параметры процедуры решения и решаем 
полученную систему. Найденные значения констант подставляем в общее 
решение. Вычисляем значение функционала на полученной экстремали.

х іп іѣ = [ е ѵ а 1 (С 1 );е ѵ а 1 (С 2 );е ѵ а 1 (С З );е ѵ а 1 ( С 4 ) ; х 2 ; у 2 ; г 2 ] ; 
ор-Ьіопз^р-Ьіюзе-Ь (' ^ з о іѵ е ')  ; % опции по умолчанию 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (о р ѣ іо п з , 'Б і з р іа у ' , 'оЕ€' , . . .

'М а х іѣ е г ', 1 0 0 0 , 'Т о ІХ ', 1 е - 8 ) ; % изменили опции 
[х г е г о , ^ ѵ а і, ех і-Ь ^ Іа д ]= ^ зо 1 ѵ е( ' МуРипс' , х і п і ѣ , о р ѣ іо п з ) ;  

ехі-Ь ^1ад>0, 
сН зр ( ' Решение н а й д ен о ' ) ;  

е і з е і ^  ехі-Ь ^1ад<0,
сН зр ( ' Решение н е  найдено -  н ет  сход и м ост и ' ) ;  

е і з е
с і і з р ( [ ' П роведено максимально допустим ое ' . . .

'количество итераций -  сходим ость м едл ен н ая ' ] ) ;
епй
С1=ѵра( з у т ( х г е г о ( 1 ) ) , 1 4 ) ;
С2=ѵра( з у т ( х г е г о ( 2 ) ) , 1 4 ) ;
С3=ѵра (з у т (х г е г о  ( 3) )  , 14 )  ;
С4=ѵра(з у т ( х г е г о (4 ) )  , 14 )  ; 
х 2 п = х г е г о ( 5 ) ;  
у 2 п = х г е г о ( 6 ) ;  
г 2 п = х г е г о ( 7 ) ;
З о 1 8 Э Т = ѵ р а (еѵ а і(З о ІТ ),1 4 ) ;
З о 1 8 Э 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о 1 2 ),1 4 ) ;  
сН зр ( ' Уравнения эк стр ем ал и : ' )
г р г іп И  ( 'у  (х)=% з\пг (х)=% з\п ' , с ііа г  (ЗоІВЗТ) ,с ! іа г  (З О І8 3 2 ))
^ р г іп И ( ' Правая т о ч к а : х2=%12. 6 ^ \п ' , х2п)
Р 8 3 = зію р 1 е(з и Ь з ( Р , { у , 2 , Оу , П г } , . . .

{ 3 0 І8 3 Т ,3 0 І8 3 2 ,с 1 іг г (3 0 І 8 3 Т ,х )  (З о 1 8 3 2 ,х )  } ) )  ;
і1 8 3= еѵ а1(іп ѣ (Р 83 , х , х і , х 2 ) )
Решение найдено 
Уравнения экстремали:
у(х) = .65204 98420 0 0 1 5 е -1 * е х р ( - 1 . *х) + .13445653920418*ехр(х) +
. 705177235139 1 0 е - 1 * с о з (х ) - . 58214 8054 0 2 9 7 5 * з іп (х) 
г (х) = . 652049 8 4 2 0 0 0 15е-1*ехр (-1 .*х )  + .134 45653920418*ехр(х)-  
.705177235139 1 0 е - 1 * с о з (х ) + . 58214 8054 0 2 9 7 5 * з іп (х)
Правая точ ка : х2= 1 .911380
аѳз =

1.93213435309514

Вычисляем таблицу значений функции (8.35) и решения нашей задачи, рису­
ем графики нашего решения и решения задания главы 3 (рис. 8.7). Ограничи­
вающую линию рисуем на небольшом участке. Удаляем файл.
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хЪ=1іпзрасе(тіп(х2,х2п)-0.1,тах(х2,х2п)+0.1); 
уі=БиЬз(рЬі,х ,хЪ); % рЬі(х)
2І = з и Ъ з ( р з і ,х ,х Ъ ) ; % р з і (х) 
х 8 3 = 1 іп з р а с е ( х і , х 2 п ) ; % м ассив а б сц и сс  
у 8 3 = зи Ъ з( 3 0 І 8 3 Т ,х ,х 8 3 ) ;
2 8 3 = зи Ь з( 3 0 І 8 3 2 ,х ,х 8 3 ) ;
^ ід и г е  % фигура
р І о ѣ З ( х р 1 , у З , г З , ' — Ъ ' , х Ъ , у і , г і , ' : д ' , х 8 3 , у 8 3 , г 8 3 , ' - г ' )  
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  8 . 3 ' )  % загол ов ок  
х І а Ь е І ( ' \ і ѣ х ')  % м етка о си  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ 
г І а Ь е І ( ' \ і ѣ г \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ') % метка о си  02 
ѵ іе ю (2 0 5 ,3 0 )  % точка просм отра  
д г іс і оп  % показали сет к у  
Ьох оп  % показали внешний контур  
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )  % удалили файл

Задание 8.3

X

Рис. 8.7. Решение задания 8.3

Сошелся ли у вас процесс решения системы нелинейных уравнений? Если 
нет, то реализуйте алгоритм, разработанный вами (см. вопрос 7 для самопро­
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верки). Или попробуйте подобрать другую линию. Она должна проходить 
через точку М2(х2, у2), которая задана в вашем варианте задания главы 3 —  
тогда можно будет сравнивать решения (значения функционалов).

8.5. Задание
1. Для своего варианта задания 1 главы 2 найти экстремаль при условии, что 

правый конец движется по заданной линии. Сравнить решение с решением 
задания 1 главы 2. Если процесс численного решения системы нелиней­
ных уравнений расходится, применить алгоритм, описанный после вывода 
системы (8.10), или подобрать другую линию.

2. Для своего варианта задания главы 3 найти экстремаль при условии, что 
правый конец движется по заданной поверхности. Сравнить решение с 
решением задания главы 3. Если процесс численного решения системы 
нелинейных уравнений расходится, применить алгоритм, описанный по­
сле вывода уравнений (8.34), или подобрать другую поверхность.

3. Для своего варианта задания главы 3 найти экстремаль при условии, что 
правый конец движется по заданной линии. Сравнить решение с решением 
задания главы 3. Если процесс численного решения системы нелинейных 
уравнений расходится, применить алгоритм, разработанный вами при от­
вете на 7-й вопрос (см. вопросы для самопроверки) или подобрать другую 
линию.

Уравнения линий и поверхностей для каждого варианта есть на диске.



ГЛАВА 9

Отражение экстремалей

9.1. Отражение экстремалей 
в элементарной задаче 
вариационного исчисления
Рассмотрим элементарную задачу вариационного исчисления для функцио­
нала (2.1), зависящего от функции одной переменной и ее производной. 
Пусть для этого функционала заданы граничные условия (2.2) и дополни­
тельное требование: экстремаль Дд-) касается заданной кривой ѵ =  ср (д-) в не­
известной точке М0(д'о,3'о), где д'ое[л'ь л'2]. В точке М0(д'о,.)’о) экстремаль не обя­
зательно должна быть гладкой. На рис. 9 .1 показаны экстремаль (жирная ли­
ния), допустимые функции (тонкие сплошные линии) и линия отражения 
(штриховая).

Выведем необходимые условия экстремума для этой вариационной задачи. 
При этом мы применим те рассуждения, которые уже несколько раз исполь­
зовали. А именно: если функционал достигает экстремума на более широком 
классе функций, то он тем более будет достигать экстремума и на подклассе 
этого класса. Так, у нас функционал .70') достигает экстремума на интервале 
[л-], л-2] , т. е. на классе функций, варьируемых на всем этом интервале (разуме­
ется, при выполнении граничных условий (2.2) и условия касания кривой 

=  (д') в точке д'о). Значит, он будет достигать экстремума и тогда, когда, на­
пример, на интервале [д'ьЛ'о] функция будет варьироваться, а на интервале 
[л*о, л*2І —  нет (и наоборот). Иными словами, наш функционал достигает экс­
тремума на каждом из интервалов [д'ьЛ'о] и [л'о,л'2] в отдельности. Следова­
тельно, на каждом из этих интервалов экстремаль должна удовлетворять 
дифференциальному уравнению Эйлера (2.9). Обозначим решения этого 
уравнения на левом интервале У(л), а на правом —  у1(д-). Каждое из них со­
держат по 2 произвольных постоянных: Сь С2 и С[, С'2 соответственно. Кроме
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того, неизвестны также 2 координаты точки касания х0 и ѵ’0. Для определения 
этих шести неизвестных мы имеем уравнения:

□  граничное условие на левом конце У(лі)=.)>ь

□  граничное условие на правом конце У(л'2)= .)’2 ;

□  У (д') проходит через точку М0: У(д'о) =.Иь

□  У (д ')  также проходит через точку М0: У  (д'о) =уо;

□  точка М0 лежит на линии у -  ср (д-): _)>0 =  ф (л'о)-

Недостает еще одного уравнения. Смысл этого уравнения: где именно на 
кривой у - ф (X) нужно взять точку д'о, чтобы построенные на участках [д'ьЛ'о] и 
[л*о, д*2І экстремали доставляли нашему функционалу экстремальное значение? 
Как всегда, мы получим недостающее уравнение из необходимого условия 
экстремума функционала: 8 .7=0 . Вариация функционала на каждом из двух 
участков 8.7] и 8.72 вызывается вариацией функции ѵ’(л-) (вместе с ее произ­
водной У  (л-)) и вариацией точки 8л'о. Для 8.7] точка ль —  правая. В главе 8 бы­
ло выведено условие трансверсальности (8.9) для функционала с подвижной 
правой границей. В нашей задаче это 8.7]:

8.7, = ( ^  +  ( ф ^ У ) ^ , ) |  8х0. (9.1)
4 ; Ідг—дг0 —0

Мы здесь взяли левосторонний предел, т. к. предел справа будет другим: там 
будет другая функция Д.ѵ). Аналогично вы вывели в главе 8 условие транс-
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версальности для задачи с подвижным левым концом (см. первый вопрос для 
самопроверки в главе 8):

Приравнивая сумму этих вариаций нулю и учитывая, что 8х0—  произволь­
ная, получим недостающее 6-е уравнение:

Уравнение (9.3) является условием трансверсальности для задачи отражения. 
Его смысл следующий: если точку хо двигать по линии у -  ср (х) и находить 
пару экстремалей (решений уравнения Эйлера) у'{х) и уг(х), удовлетворяющих 
граничным условиям, то доставлять экстремум функционалу будет та пара 
функций, которая удовлетворяет условию трансверсальности (9.3). При таком 
подходе функционал становится функцией одной переменной х0. Необходи­
мое условие экстремума, записанное в аналитическом виде, и дает условие 
трансверсальности (9.3). Но, конечно же, находить минимум функции одной 
переменной можно и численно.

ПРИМЕР 9.1. Отражение света. Пусть свет распространяется в среде с пере­
менной скоростью ѵ(х,у). Он идет из точки М](Х],у]) в точку М2(х2,у2) с отра­
жением от линии у -  ср (х) так, как это показано на рис. 9.1. Требуется иссле­
довать поведение луча в точке отражения М0(х0,уо).
Согласно принципу Ферма свет распространяется по такой траектории у(х), 
по которой время его движения минимально. Следовательно, задача сводится 
к минимизации функционала Т(у{х)) —  времени движения по траекторииу(х), 
при граничных условиях М](Х],у{), М2(х2,у2) и дополнительном условии: от­
ражении экстремали в точке М0(хо,уо). Выведем этот функционал. Скорость 
ѵ(х, у) —  это производная от пути по времени, поэтому имеем:

Составим условие трансверсальности (9.3). Вначале упростим выражение

(9.2)

(9.3)

Р + {Ч'-У')Р?:

( 9 . 5 )
1 + / 2 + {ф' - / ) /  і + фУ
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Поскольку в точке отражения М0(х0,у0) скорость света одинакова и при 
л —»Л4)-0, и при л'^л'о +  0, то условие трансверсальности (9.3) будет иметь 
вид

Введем в рассмотрение углы:

□  а —  угол наклона касательной кривой _)> =  ср(д:) к оси Ох в точке 
і§  ос =  ср '(л'о);

□  Р —  угол наклона экстремали к оси Ох в точке Л'о слева; і§ (3 =_)''(л'о-0);

□  (3_ —  угол наклона экстремали к оси Ох в точке Л'0 справа; і§ р_=.)>'(*о +  0);

□  / —  угол падения;

□  /_ —  угол отражения.

Эти углы показаны на рис. 9.2. Соотношения между ними:

і + фУ і + фУ
(9.6)

/_ =  Р_ -  ос
71

К -  —  Р+ +  а  .
71

(9.7)
2 2

у А нор 
к линии(

у(х

касательная 
к линии отражения

У =Ф )

X

Рис. 9.2. К задаче об отражении света

В этих обозначениях условие трансверсальности, которое у нас уже имеет 
вид (9.6), записывается так:
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V 1 + Щ2 Р_ V 1 + Щ2 Р+

Далее —  обычные тригонометрические преобразования. Учитывая, что угол 
Р  ̂—  тупой, имеем:

-со8Р_(1 + *8а*8Р-) = «»8Р+(1 + *8а*8Р+);
_ з іп а  . з іп а  .

-СОЗР_----------8111 Р_ =СОЗР+ + --------8111 р+ ;
соза соза

^созасозР_ -зіп азіп р _ = со засо зР + +зіп азіп р + 

-соз(р_ -  а )  =  соз(р+ -  а ) ;
(9.9)

л я .
^соз | г + — =  с о з ----- 1 .

- 2 )  и
зіш_ = зіп /+;

и окончательно —  угол падения равен углу отражения:

1 = и .  (9.Ю)

Вывод: если при любой скорости распространения света ѵ(х, у) свет приходит 
из точки Д/|(.Ѵ|. г і) в точку Д/'(.ѵ'.>•') путем отражения в точке Мо(хо,уо), то 
в этой точке угол падения равен углу отражения (см. также задачу о прелом­
лении света в главе 10). □

9.2. Вопросы для самопроверки
1. Пусть на нашей экстремали достигается минимум. На какой функции зна­

чение функционала будет меньше: на кривой без отражения или с отраже­
нием?

2. Выведите условия трансверсальности для задачи отражения функционала 
вида (3.1), зависящего от двух функций, при отражении от заданной по­
верхности 2 = (р (Х,у).

3. Выведите условия трансверсальности для задачи отражения функционала 
вида (3.1), зависящего от двух функций, при отражении от заданной линии 
У  =  ср ( .V ) .  2 = Ц /  ( V ) .

9.3. Пример выполнения задания
Найти экстремаль функционала, рассмотренного ранее в задании 1 главы 2, 
при тех же граничных условиях и при дополнительном требовании: экстре­
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маль касается заданной линии в точке М0(х0,у0). Сравнить решение с решени­
ем задания 1 главы 2: вычислить значения функционалов на обеих экстре­
малях:

'/ (у ) =  I ( * 2 + У + / 2) л ;  д,о = ° » 8 - ° » 2л«- (9Л 1)

Для составления программы воспользуемся программой для решения зада­
ния 8.1, а также другими программами, составленными ранее. Как и в преды­
дущих задачах, вначале найдем решение задания 1 главы 2.

с іе а г  а і і  % очистили в се
сН зр( ' Решаем задание 9 ')  % выводим заголовок задачи  
зутз х  у  Оу Б2у % описали символические переменные 
Р=хА2+у А2+ОуА2 ; % подынтегральная функция 
х 1 = -1 ;  % вводим граничные условия
у і= і  ;
х 2 = 1 ;
у 2 = 2 ;
р Ы = 0 .8 - 0 .  2 * х А2 ; % линия отражения 
сіізр ( '  Исходные данные: ')
СргіггЬС ( 'Р ( х ,у ,у '  ' )=% з\п ' , сЬ аг (Р ))
^ргіп-Ь^ ( '  Граничное условие с л е в а : у  (%сі) =%й\п' ,х 1 ,у 1 )
^ргіп-Ь^ ( ' Граничное условие справа: у  (%сі) =%й\п' ,х 2 ,у 2 )
^ргіп-Ь^ ( '  Линия отражения: у=% з\п ' , сііаг (р Ь і)) 
й Ш у = с!і^  (Е%у) ; % вычислили Ру 
<ЗШ у1=сіі^ (Р,Оу) ; % вычислили Ру'
а _ а р а у і_ а х = а іг г (а г а у і, х ) ; % р у '*  
а_арауі_ау=аігг(агауі,у ) ; % ру'у
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^ (с1Шу1,Пу) ; % Р у ' у ' -условие Лежандра 
с!Еуісіх=й_йРс!у1_<Ах+с!_йРс!у1_йу*Пу+с!_йРсіу1_с!у1 *Т>2у;
Еи1ег=зію ріе (йРсіу-сіРуІсіх) ; % уравнение Эйлера 
йес[Еи1ег= [с Ь а г (Еи іег) ' = 0 ' ] ;  % добавили =0  
Зо1=сізо1ѵе (сіед Е и Іег,’х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 

Іепд-ЬЬ(Зоі)~ = 1 , % решений нет или более одного 
е г г о г ( ' Нет решений или более одного решения! ' ) ;  

епй
Зо1Ье^-Ь=зиЬз (Зоі ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  
Зо1К ідЫ :=зиЬ з(Зоі, х , х 2 ) ; % подставили х2 
Е ф е?Ъ =  [сЬ аг (Зо1ЬеЛ ) ' =  ' сЬ аг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1  
Ес{Кід1тЪ= [сЬ аг (ЗоІЕідІтЬ) ' =  ' сЬ аг (зу ю (у 2)) ] ; % =у2  
Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь, ЕсрідІгЬ, ' С 1, С2 ')  ; % решаем систему 
С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения 
С2=Соп.С2; % символическим константам С1 и С2
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З о 121= ѵ р а (е ѵ а 1 (З о і), 1 4 ) ;  % подставили С1, С2 
х р 1=1іп зр а се( х 1 ,х 2 ) ; % задаем массив абсцисс 
у 2 1 = зи Ъ з(З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ); % вычислили ординаты 
сН зр( ' Уравнение экстремали: ' )
СргіггЬС ( 'у  (х) =% з\п ' ,с !іа г  (З о 1 2 1 ))
Р21=зиЪз (Р , {у ,ІЭ у }, {З о 1 2 1 ,с Н ^  (З о 121,х ) } )  ; 
ё 2 1 = е ѵ а 1 (іп ѣ (Р21 , х , х і , х 2 ) )  % значение функционала 
Решаем задание 9 
Исходные данные:
Р ( х , у , у ' ) = х Л2+ у Л2+ОуЛ2 
Граничное условие с л е в а :  у ( - 1 ) = 1  
Граничное условие сп р а в а : у (1 )=2  
Линия отражения: у = 4 / 5 - 1 / 5 * х л2 
Уравнение экстремали:
у (х) =  .4 2 5 4 5 9 0 6 4 1 1 9 6 7 *з і г й і(х )  + . 9 7 2 08 14 10 49585*соз1і(х)
321  =

4 .7 5 0 3 5 8 0 1 1 2 1 7 4 6

Начинаем формирование файла для вычисления левых частей системы шести 
нелинейных уравнений, описанных в начале главы. Записываем заголовок 
функции. Присваиваем аргументы нужным параметрам. Чтобы записать пер­
вые 4 уравнения, необходимо в аналитическое решение подставить нужные 
константы. Поэтому восстанавливаем символические константы и находим 
решения на левом и правом участках в нужных точках. Формируем первые 
5 уравнений системы. Вычисляем необходимые функции для условия транс­
версальности (9.3). Формируем строки для 6-го уравнения. Записываем функ­
ции в файл и в область вывода.

з { 1 } = ' СипсЫоп у  =  М у Р и п с ( х ) % заголовок  
з { 2 } = [ 'С 1 1 = х ( 1 ) ; С 21=х( 2 ) ;  С 1 г = х (3 ) ;  С 2 г = х (4 ) ;

’х 0 = х (5 ) ;  у 0 = х ( 6 ) ;  у = х ; ' ] ;  
зутз С1 С2 С И  С21 С1г С2г % символические константы 
у1=зиЬз (З о і, { С 1, С2} ,  { С И , С 21})  ; 
у 1 х 1 = з и Ь з (у 1 ,х ,х 1 ) ; 
у1х 0=зи Ь з( у і , х , з у т ( ' х 0 ' ) ) ;  
у г= зи Ь з( З о і , {С 1 ,С 2 } , { С 1 г ,С 2 г } ) ; 
у гх 0=зи Ь з( у г ,х ,з у т ( 'х 0 ' ) ) ;  
у г х 2 = з и Ь з (у г ,х ,х 2 ) ; 
р Ь іх0=зи Ь з(р Ь і, х , з у т ( ' х 0 ' ) ) ;  
з { 3 }  =  [ ' у (1) =  ' с і іа г (у іх і)  с Ь а г ( з у т ( у і ) )
з { 4 } = [ ’у ( 2 ) = '  сЬаг(уІхО ) ’ -у О ;1] ;  
з { 5 } = [ ’у ( 3 ) = '  сЬаг(угхО ) ’ -у О ;1] ;  
з { 6 } = [ ' у ( 4 ) = '  сЬ аг(у гх 2) с Ь а г (з у т (у 2 ))
з { 7 } = [ ' у ( 5 ) = '  с Ь а г (рЬіхО) ’ - у 0 ; ' ] ;
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й у 1=сН ^ (у 1 ,х ) ; 
й у г= с Н ^  (у г ,х )  ;
Й рЬі=с1і^ (рЬі ,х ) ; 
йу10=зиЪ з(й у і, х , з у т ( ' хО' ) ) ;  
йугО =зиЬз(дуг, х , з у т ( ' хО' ) ) ;  
йр!ііО=зиЪз (сірЬі, х , зут ( '  хО' ) )  ;
Р 1 0 = зи Ъ з(Р ,{х ,у ,О у }, {з у т ( 'х О ' ) , з у т ( 'уІхО ' ) ,з у т ( 'й у Ю ' ) } ) ;
Р гО = зи Ъ з(Р ,{х ,у ,О у }, {з у т ( 'х О ' ) , з у т ( ’угхО' ) ,з у т ( 'й у г О ' ) } ) ;
(2Р10=зиЪз (сіРсіуІ, {х ,у ,О у } , {з у т (  'хО ')  ,з у т (  'у Іх О ')  ,з у т (  'й уЮ ')  } )  ;
сіРгО=зиЬз (сіРсіуІ, {х ,у ,О у } , {з у т (  'хО ')  ,з у т (  ’угхО ')  ,з у т (  'йугО')  } )  ;
з { 8 }  =  [ 'у1хО =' сііаг(уІхО )
з { 9 }  =  ['у гх О = ' сііаг(угхО )
з { 1 0 }  =  [ 'й у 10= ' сІгаг(сіуІО)
з { 1 1 } =  [ '  сі.угО= ' сііаг (сіугО) ' ; ' ] ;
з { 1 2 }  =  ['ар Ь іО =' сііаг (йрЬіО) ' ; ' ] ;
з { 1 3 }  =  [ , Р 1 0 = | сііаг(РІО )
з {1 4 }= [ 'Р г О = ' сЬаг(РгО )
з { 1 5 }  =  [ , а Р 10= ' сііаг(сіРІО)
з { 1 6 } = [ , аРгО=' сЬаг(йРгО)
з { 1 7 }  =  [ 'у ( 6 )  =  (Р10+(а.р1іі0-а.у10)*с1Р10)-(Рг0+(а.р1іі0-а.уг0)*с1Рг0) ; ' ]  ; 
гі1еп ате=& д11^і1е (р ж і,'М уРипс.т') ; % имя файла 
сН зр( [ ' Текст файла ' ^ ііе п а т е  ' : ' ] )  
гргігѵЬ^ ( '  % з\п ' , з { : } )  ;
^ іс і=^о р е п (гі1е п а т е ,'м ') ;  % открыли файл 
^ргігѵЬ^(^і<3, '% з\п ' , з { : } )  ; % записали файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б : \ І д і  іп\Ма1:1аЬ\МуЕ\іпс. т :
^ипс-Ьіоп у =  МуРипс (х)
С 1 1 = х ( 1 ) ;  С 2 1 = х ( 2 ) ;  С 1 г = х ( 3 ) ;  С 2 г = х ( 4 ) ;  х О = х (5 ) ;  у 0 = х ( 6 ) ;  у=х ;
у  (1) = -С 11*зіп 1і (1) +С21*соз1і (1) - 1 ;
у  (2 )= С 1 1 * з іп Ь (хО)+С21*созЬ.(хО)-уО;
у  (3) = С 1 г*з іп Ь .(хО)+С2г*созЬ.(хО)-уО;
у (4 )= С 1 г * з іп Ь ( 1 ) +С 2г*созЬ.( 1 ) - 2 ;
у ( 5 ) = 4 / 5 - 1 / 5 * х О л2-уО;
у1хО=С11*зіпЬ.(хО)+С21*созЬ.(хО);
угхО =С 1г*зіпЬ.(хО)+С2г*созЬ.(хО);
сіу10=С11*соз1і (хО) +С 21*зіп Ь  (хО) ;
сіугО=С1г*соз1і (хО) +С 2 г*з іп Ь  (хО) ;
с !р 1 іі0= -2 /5*х0 ;
Р10= х 0л2+ у 1х 0 л2+с1у 10л2 ;
РгО=хОл2+угхОл2+с1угОл2 ;
йЕ10=2*йу10;
сІІГгО=2 *сІугО;
у  (6 ) =  (Р10+ (сірІііО-сіуІО) МРЮ ) -  (РгО+ (сірІпіО—сіугО) МРгО) ;
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Для быстрой сходимости численного метода решения системы нелинейных 
уравнений нужно удачно задать начальное приближение. Зададим х0 посере­
дине интервала [X],х2], ау<> = Ф(х<>). Начальные значения произвольных посто­
янных С„ С2 и С[, С2 найдем из условия, что линии у'{х) и уг(х) являются экс­
тремалями каждая на своем участке. Тем самым пять из шести уравнений бу­
дут удовлетворены. Запишем на каждом участке систему уравнений —  
граничных условий и решим ее. Сформируем начальное приближение.

Іх 0 = (х 1 + х 2 )/ 2 ;  % середина интервала 
іу 0 = е ѵ а 1 (зиЪ з(р Ь і, х ,з у т (іх О )) ) ;  
зутз С ІІе^ѣ  С21е±Ь  С Іг ід Ы  С2гідЫ : 
у іе ^ ^ з и ѣ з  (З о і, {С 1 ,С 2 } , { с і і е ^ ^ с г і е ^ ѣ } ) ; 
у1х1=зиЬз (у1е^-Ь,х, з у т ( х і ) ) ; 
у1хО=зиЬз (у1е^-Ь,х, з у т (іх О )) ;
Е ч 1=[с Ь а г (у іх і)  '= '  с Ь а г (зу т (у 1 ) ) ] ;
Ед2= [сЬ аг (уІхО) ' = '  сЬаг (зу т  (іу О )) ] ;
Соп=зо1ѵе (Е д і, Е д 2, ' с і і е ^ ^ с г і е ^ ѣ ' ) ;
С11егъ=Соп. С І І е Л  ;
С21егѣ=Соп. С 2 1 е Л  ;
угід1гЬ=зиЪз (З о і, {С 1,С 2} , {С Іг ід Ы ,С 2 г ід Ы :}) ; 
угх2=зи Ьз (у г і д Ы , х , зут  (х 2) )  ; 
угхО=зиЬз (у г і д Ы , х , зут  (іхО) )  ;
Ед1= [ сііаг (у гх 2) ' = '  сЬаг (зут  (у 2) )  ] ;
Ец2=  [сЬ аг (угхО) ' = '  сЬаг (зу т  (іу О )) ] ;
Соп=зо1ѵе (Е д і, Ещ2, ' СІгідІгЬ, С2гід1гЬ')  ;
С1гід1тЬ=Соп. СІгідІтЬ;
С2гідЬЪ=Соп. С2гідЬѢ;
х іп іѣ =[е ѵ а 1  (С ІІе Л ) ;еѵ а 1  (С 21еЛ ) ; .  . .

е ѵ а і (С Іг ід Ы ) ;еѵ а 1  (С2гід1тЬ) ;іх О ;іу О ] ; 
сН зр( ' Начальное приближение: ' )
г р г і п «  ( [  ■ си = % 1 2 . б г \п с 2 і= % і2 . б г \п с іг= % і2 . б г\п  • . . .  

'С 2г=% 12 .б г\п х 0=% 12 .б г\п у 0=% 12 .б г\п '],х і п і ѣ ) ;
Начальное приближение:
011=  0 .1 9 9 5 1 0  
021=  0 .8 0 0 0 0 0  
0 1 г =  0 .6 5 1 4 0 8  
0 2 г=  0 .8 0 0 0 0 0  
х 0=  0 .0 00 00 0  
у 0=  0 .8 0 0 0 0 0

Задаем параметры процесса решения: точность и максимально допустимое 
число итераций. Решаем систему нелинейных уравнений, анализируем кри­
терий окончания процесса. Печатаем решения. Вычисляем значение функ­
ционала.
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ор-Ьіопз^р-Ьіюзе-Ь ( '  ^ з о іѵ е ')  ; % опции по умолчанию 
орѣіопз=орѣілізеѣ(орѣіопз, 'Б із р іа у ' , ' о Е € ' , .  . .

'М ахіѣег' , 1 0 0 0 , 'Т о І Х ' ,1 е - 8 ) ;
[х ге го , ^ ѵ а і , ех і-Ь ^Іа д ]=^зо 1ѵе( ' МуРипс' , х іп іѣ , орѣіопз) ;  

ех іѣ ^1ад >0 , 
сН зр( ' Решение найдено' ) ;  

е і з е і ^  е х іѣ 0 а д < 0 ,
сН зр( ' Решение не найдено -  нет сходимости' ) ;  

е із е
сіізр ( [ ' Проведено максимально допустимое ' . . .

' количество итераций -  сходимость медленная' ] ) ;
епй
С 11=ѵра(з у т (х г е г о ( 1 ) ) , 1 4 ) ;
С 21=ѵра(з у т (х г е г о ( 2 ) ) , 1 4 ) ;
С1г=ѵра (зу т (х ге го  (3 ) )  ,1 4 )  ;
С2г=ѵра (зу т (х ге го  (4 ) )  ,1 4 )  ;
х 0 = х г е го ( 5 ) ;
у 0 = х г е г о (6 ) ;
у 1 = ѵ р а (е ѵ а і (у і ) , 1 4 ) ;
уг=ѵра (е ѵ а і (уг) ,1 4 )  ;
сН зр( ' Уравнения экстремали: ' )
г р гіп ѣ г ( 1Т іе ^ ѣ (х )=%з\пУгідЬѢ(х )=% з\п 1, с Ь а г ( у і ) , с Ь а г (у г ) ) 
гргігѵЬ^ ( '  Точка отражения: х0=% 12. 6 ^ \п ' , х0)
Р 9 1 = з и Ъ з (Р ,{у ,О у },{у 1 ,с И г г (у 1 ,х )  } )  ;
Р 9 г = з и Ь з (Р ,{у ,О у }, { у г ,й і г г ( у г ,х ) } ) ;
а 9 = е ѵ а 1 (іп і:( Р 9 1 ,х ,х 1 ,х 0 ) ) + е ѵ а 1 (іп і:(Р 9 г ,х ,х 0 ,х 2 ) )
Решение найдено 
Уравнения экстремали:
У і е а  (х) =  . 212082141237  9б*зіп1і (х) + .  8095747 9301323*соз1і (х)
УгідЫ ; (х) =  . 5202075бб3б393*зіп1і (х) + .  899921504 900 61*соз1і (х)
Точка отражения: х0=  - 0 . 3 0 2 0 7  9 
39 =

4 .7 8 1 1 5 2 5 2 7 5 4 6 3 8

Заполняем таблицы для графиков функций_у =  ф(х) и решения задачи. Строим 
графики нашего решения и решения задания 1 главы 2. Он показан на 
рис. 9.3. Функцию у - ф(х) строим на небольшом участке слева и справа от 
точки отражения. Удаляем созданный файл.

х і = 1 і п з р а с е ( х 0 - 0 .2 ,х 0 + 0 .2 ) ; % аргументы для р Ь і(х) 
у і = з и Ь з ( р Ь і ,х ,х і ) ; % вычислили р Ь і(х) 
х1=хр1 (^іпсМ хрКхО)) ; % аргументы на левом участке 
хг=хр1 (^іпсі (х р 1>=х 0)) ; % аргументы на правом участке 
у9=[зи Ь з (у 1 ,х ,х 1 )  ,зиЬ з ( у г ,х ,х г ) ]  ;
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р 1 о ѣ ( х р 1 , у 2 1 , 1— Ь ' 1: д ' , х р 1 , у 9 , 1- г 1) % рисуем 
зеѣ  (деѣ (д с ^ , ' Сиггеп-ЬАхез

' РопШ ате' , 'Т іт е з  Ыем Еотап С уг' , 'РоггЬЗіге' ,1 0 )
-Ьі-Ые ( '  \М Задание 9 ')  % заголовок  
х Іа Ь е І( ' \ і ѣ х ')  % метка оси ОХ
у І а Ь е І( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) , \ р Ь і ( \ і Ъ с \г т ) ')  % метка оси ОТ 
й е іеѣ е(^ііеп ат е ) % удалили файл

:!: |Д: |НИн 9

2.2 |------- ,------- ,------- ,------- ,------- ,-----

0 (5_____і_____і_____і_____і_____і_____і_____і_____і_____і_____
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х

Рис. 9.3. Решение задания 9

В нашем варианте процесс решения системы нелинейных уравнений нашел 
решение. А как в вашем варианте? Если процесс плохо сходится, попробуйте 
вместо решения системы воспользоваться алгоритмом, изложенным после 
формулы (9.3). Или подберите другую функцию у -ср (.*), проходящую через 
точку М0(х0,у0).
Проанализируйте: почему в нашем задании значение функционала получи­
лось больше, чем в задании 1 главы 21

9.4. Задание
Для своего варианта задания 1 главы 2 найти экстремаль при дополнительном 
условии, что эта экстремаль касается заданной линии. Уравнения линий от­
ражения есть на компакт-диске —  приложении к книге.



ГЛАВА 1 О

Преломление экстремалей

1О.1. Преломление экстремалей 
в элементарной задаче
Эта задача очень похожа на задачу отражения экстремалей, рассмотренную 
нами в предыдущей главе 9. Чем же они отличаются? Пусть кривая _)> =  ср(д:) 
разделяет плоскость хОу на две области, и точки М](хі, _)’]) и М2{х2, у2) распо­
ложены по разные стороны от этой кривой (рис. 10.1).

Рассмотрим элементарную задачу вариационного исчисления для функцио­
нала:

Он отличается от функционала, рассмотренного в главе 9 тем, что в нем по­
дынтегральные функции слева и справа от точки М0{хо, .уо) —  разные. И все! 
На рис. 10.1 показаны экстремаль (жирная линия), допустимые функции 
(тонкие сплошные линии) и линия преломления (штриховая).

Вывод необходимого условия экстремума будет очень похожим на вывод 
главы 9. Раз наш функционал (10.1) достигает экстремума на всем интервале 
[л-], л-2] , т. е. при варьировании функций ѵ’(л-) на обоих участках, то он будет 
достигать экстремума и на более узком классе функций: когда варьируется 
функция только на одном из интервалов: [д'ьЛ'о] или [л-,:ь х2| ■ При этом можно 
еще и точку д-0 считать неподвижной, т. е. дополнительно сузить класс допус­
тимых функций. Поэтому каждая из кривых У(л), У(л') является решением
уравнения Эйлера для своей функции Р  и содержит по 2 произвольные по­

/ / г Г
стоянные: ( (Л и ( (Л . Для нахождения этих 4-х констант и 2-х координат 
точки преломления М0(х0, ѵ0) У нас есть уравнения:

( 10. 1)
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□  граничное условие на левом конце У(лі)=.)>ь

□  граничное условие на правом концеУ (д'2)=зъ ;

□  У(д') проходит через точку М0: У(л'о) =.Иь

□  / (х )  также проходит через М0: У  (д'о) ~уо*

□  точка М0 лежит на линии у -  ср (д-): _)>0 =  9  (л'о)-

Рис. 10.1. Преломление экстремалей

Недостающее шестое уравнение получим из необходимого условия экстре­
мума функционала: 8 .7=0 . Оно отличается от (9.3) только тем, что в левую и 
правую части равенства входят разные функции Г:

( У + ( Ф ^ / ) ^ . ) |  = ( ^ + ( ф ' - / ) ^ ; ) |  . (Ю.2)
V 4 ' ■ ' Ід'=л'0 -0 ѵ ' ' 1л-л'о+0

Уравнение (10.2) является условием трансверсальности для задачи преломле­
ния. Его смысл такой: если точку д-0 двигать по линии ѵ =  ср (д-) и находить па­
ру экстремалей (решений уравнения Эйлера) У (д') и У (.ѵ ) , удовлетворяющих 
граничным условиям, то доставлять экстремум функционалу будет та пара 
функций, для которой выполняется условие трансверсальности (10.2). Как и в 
задаче отражения, при таком подходе функционал становится функцией од­
ной переменной д-0. Необходимое условие экстремума, записанное в аналити­
ческом виде, дает условие трансверсальности (10.2), численное решение сво­
дится к нахождению экстремума функции одной переменной.

ПРИМЕР 10.1. Преломление света. Пусть свет распространяется в среде, 
разделенной на 2 части линией раздела у -  ф (л*). С левой стороны от этой ли-
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нии скорость света Ѵ](х, у), а с правой —  ѵ2(х, у). Свет идет из точки М](Х],у]) 
в точку Д/Д.ѵ'.>•') с преломлением на линии у ^  <р(х) так, как это показано 
на рис. 10.1. Требуется исследовать поведение луча в точке преломления
М0{х0,у0).
Воспользуемся опять принципом Ферма: свет распространяется по такой тра­
ектории у(х), по которой время его движения минимально. Следовательно, 
задача сводится к минимизации функционала Т(у{х)) —  времени движения по 
всей траектории у(х): от точки М {̂х\,у\) до М1{х2,уг) при преломлении экс­
тремали в точке Мо(хо,уо). По аналогии с (9.4) мы можем записать наш функ­
ционал:

Разумеется, в каждом из интегралов будет своя функция: у'{х) и уг(х). Выра­
жение для условия трансверсальности нами было выведено (9.5):

В отличие от задачи отражения, здесь скорости света в точке М0(х0,у0) при 
Х^-Хо-О и при Х^-Хо + О —  разные (10.2), поэтому условие трансверсально­
сти будет иметь вид

Введем в рассмотрение те же углы, что и в предыдущей главе:

□  а  —  угол наклона касательной к кривой у -  ср (х) к оси Ох в точке х0; 
* § а  =  (р'(*о);

□  Р- —  угол наклона экстремали к оси Ох в точке х0 слева; 1:§ Р =  (У(л'о -  0))

П р. —  угол ее наклона к оси Ох в точке х0 справа; ііі Р+= (г'(.ѵ,-0))':

□  / —  угол падения;

□  і+ —  угол преломления.

Эти углы показаны на рис. 10.2. Учитывая, что угол Р+—  отрицательный, 
запишем соотношения между ними:

(10.3)

(10.4)

1 + срУ 1 + срУ
(10.5)

ѵ, {х ,у)^\  + у'2 ѵ2 {х,у )у і \ + у '2

і- -  Р_ -  а
% і+ -  —  а  +  р+ .

л
( 10.6)

2 2
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В этих обозначениях из (10.5) имеем:

1 +  *ёси§р_ _  1 +  *ёса § р +

{х ,у )^  1 +  *82 Р- ѵ2 (х*у ) V 1 +  * Г Р +
(Ю .7)

Рис. 10.2. К задаче о преломлении света

Теперь, как и в главе 9, проводим тригонометрические преобразования. По­
скольку угол Р — тупой, имеем:

со§Р_ (1 + 1§а1:§Р_) созР+ (1 + 1§а1:§Р+) 

ѵ^(х,у) ѵ2(х,у)  ’

созасозР_ + 5ІпазіпР_ созасозР+ + 5ІпазіпР+ ^
ѵ^(х,у) ѵ2 (х,у)

соз(р_^а) соз(р+ ^ а )

(х,у) ѵ2 (х,у)  ’ (10.8)

СОЗ | /_ +  1 С05 I /+ ^

ѵі (х>у ) ѵ2(х>у )
5ІП/_ 5ІПЛ

Ѵ1 (Х>У) ѵі ( Х’У)
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Окончательно из (10.8) получаем классический закон преломления света:

5 і п і  ѵ , ( х , у )
----- - =  и  , (10.9)
зіпг+ ѵ2(х,у)

т. е. отношение синуса угла падения к синусу угла преломления равно отно­
шению скоростей света в точке преломления или, что то же самое, отноше­
нию коэффициентов преломления на границе раздела двух сред. Вывод: если 
свет приходит из точки М](Х],у{) в точку М2(х2,у2) путем преломления в точке 
Мо(хо,^о), то в этой точке отношение синуса угла падения к синусу угла пре­
ломления равно отношению скоростей света в точке преломления (см. также 
задачу об отражении света в главе 9). □

10.2. Вопрос для самопроверки
Выведите условие трансверсальности в задаче преломления для функционала 
(3.1), зависящего от двух функций, когда экстремаль преломляется на задан­
ной поверхности.

10.3. Пример выполнения задания
Найти экстремаль функционала

Х(} ]
Л {у) -  I  (я2 + у2 + у 2) Л +  I  ( у 2 +  2у'5Ъ х -  5х2) йх\

( 10.10)

=  4 -2 е *> .

Если вы внимательно посмотрите на этот пример, то увидите, что слева от 
неизвестной точки преломления мы взяли подынтегральную функцию и гра­
ничное условие из задания 1 главы 2, а справа —  из задания 2 той же главы. 
Будем составлять программу для решения нашего примера на основе про­
граммы для задания главы 9 с использованием других программ. Описываем 
необходимые переменные и вводим исходные данные.

с і е а г  а і і  % очистили в с е
сН зр( ' Решаем задание 1 0 ')  % выводим заго л о во к  задачи 
зу т з  х  у  ІЭу Б2у % описали символические переменные 
Р 1=хЛ2 + у Л2+ОуЛ2 ; 
х 1 = - 1 ; 
у і = і ;

И -'И ;
и  ( 0  =  3;
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Рг=Е>ул2+2*Е>у*зіп1і (х) - 5 * х А2 ;
х 2 = 1 ;
у 2 = 3 ;
р Ь і= 4 -2 * е х р (х ); % линия преломления 
сН зр( ' Исходные данные на левом уч астке: ' )  
гргігѵЬ^ ( '  Р1е^'Ь=%з\п1 , сЬ аг (Р 1 ))
^ргіп-Ь^ ( 1 Граничное условие с л е в а : у  (%сі) =% а\п1 ,х 1 ,у 1 )  
сН зр( 1 Исходные данные на правом уч астке: 1) 
гр гіп ѣ г ( 1 РгідЬ'Ь=%з\п1 , сЬ аг (Р г ) )
^ргіп-Ь^( 1 Граничное условие справа: у (%сі) =% а\п1 ,х 2 ,у 2 )
^ргіп-Ь^ ( 1 Линия преломления: р Ьі=% з\п1 , сЬ аг (р Ь і))
Решаем задание 10
Исходные данные на левом у ч а с т к е :
Р1е 1;1: = х л2+ у л2+Оул2
Граничное условие с л е в а :  у ( - 1 ) = 1
Исходные данные на правом у ч а с т к е :
Е’гідМ:=ОуЛ2+2*Оу*зіп1і (х) - 5 * х л2 
Граничное условие сп р а в а : у (1 )=3  
Линия преломления: р ! і і= 4 -2 * е х р  (х)

Составляем и решаем дифференциальное уравнение Эйлера на левом участ­
ке. Для этого воспользуемся фрагментом программы для задания 1 главы 2, в 
котором во всех переменных добавим суффикс і, т. к. решение ищется на ле­
вом участке.

й Р іа у = с і і г г (Р 1 ,у )  ; 
а р іа у і= с іігг  (р і ,оу) ;
а_аЕчауі_ах=аігг(аріауі,х); % а <арі/ау1)/ах 
а_аріауі_ау=аігг(аріауі,у); % а <арі/ау1)/ау 
а_аріауі_ауі=аігг(аріауі,иу); % а <арі/ау1)/ау■ 
аЕЧуіах=а_аЕчауі_ах+а_аЕчауі_ау*оу+а_аЕчауі_ауі*о2у;
Еи1егЬ=з ію р іе (а Р іа у -а Р Іу іа х ); 
аес[Еи1егЬ=[сЬаг(ЕиІегЬ) ' = 0 ' ] ;  % уравнение 
З о 1 Іі= а зо 1 ѵ е (а е д Е и Іе гЬ ,'х '); % решаем уравнение Эйлера 

Іепд-ЬЬ (ЗоІЬ) ~ = 1 , % решений нет или более одного 
е г г о г ( ' Нет решений или более одного решения! ' ) ;  

епа
а і з р ( 1 Решение на левом уч астке: ' )  
гргігѵЬ^ ( '  У1е^'Ь=%з\п1 , сііаг (З о ІЬ ))
Решение на левом у ч а с т к е :
У1еЯ:=С1*зігйі (х) +С2*созЬ. (х)

Для формирования первого интеграла уравнения Эйлера на правом участке 
используем фрагмент программы для задания 2 главы 2, но во всех перемен­
ных добавим суффикс г.
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сІРгсІу1=БІтр1е (Рг ,Б у )) ; % а Р г/й у '
<Зес[Еи1егЕ= [сЬ аг (йРгйуІ) ' =С ' ] ; % уравнение 
Зо1Е=сізо1ѵе (сіедЕиІегЕ, ’х ' ) ; % решаем

Іепд-ЬЬ (ЗоІЕ) ~ = 1 , % решений нет или более одного 
е г г о г ( ' Нет решений или более одного решения! ' ) ;  

епй
сН зр( ' Решение на правом уч астке: ' )  
гр гіп ѣ г ( 1 Угід1тЬ=%з\п1 , сЬ аг (З о ІЕ ))
Решение на правом у ч а с т к е :
Угід1тЬ=-соз1і (х) +1/2*С *х+С 1

Начинаем формирование системы нелинейных уравнений (см. начало главы) 
для определения произвольных постоянных и координат точки преломления. 
Записываем заголовок функции, переобозначаем переменные. Описываем 
необходимые символические переменные. Находим аналитические выраже­
ния для решений на обоих интервалах в необходимых точках. Первые 4 урав­
нения —  это граничные условия. Пятое уравнение —  точка лежит на кривой 
у - (р(х). Далее формируем условие трансверсальности (10.2). Для этого вы­
числяем входящие в (10.2) функции в нужных точках, переводим в строки 9 
вспомогательных функций и записываем само уравнение. Записываем систе­
му уравнений в файл и в область вывода.

з {1 }  = '  &дпсЬіоп у  =  М у Р и п с ( х ) % заголовок  
з { 2 } = [ 'С 1 1 = х ( 1 ) ; С 21=х( 2 ) ;  С 1 г = х (3 ) ;  С 2 г = х (4 ) ; '  . . .

’х 0 = х (5 ) ;  у 0 = х ( 6 ) ;  у = х ; ' ] ;  
зутз С С1 С2 С И  С21 С1г С2г % описали переменные 
у1=зиЬз (ЗоІЬ , { С 1, С2} ,  { С И , С 21})  ; 
у 1 х 1 = з и Ь з (у 1 ,х ,х 1 ) ; 
у1хО=зиЬз( у і , х , з у т ( ' хО' ) ) ;  
у г= зи Ь з(З о ІЕ ,{С 1 ,С } , { С 1 г ,С 2 г } ) ; 
у г х О = з и Ь з (у г ,х ,з у т (’хО' ) ) ;  
у г х 2 = з и Ь з (у г ,х ,х 2 ) ; 
рЬіхО =зиЬз(рЬі, х , з у т ( ' хО' ) ) ;  
з { 3 } = [  ' у (1) =  ' с і іа г (у іх і)  сііаг ( з у т ( у і ) )
з { 4 } = [ ,у ( 2 ) = '  сііаг(уІхО ) ’ - у О ; ' ] ;  
з { 5 }  =  [ 'у ( 3 )  =  ' с і іа г (угхО) ’ - у О ; ' ] ;  
з { 6 } = [ ' у ( 4 ) = '  сЬ аг(у гх 2) сііаг (з у т (у 2 ))
з { 7 }  =  [ ,у (5 )  =  ' сііаг(рЬіхО) ’ - у О ; ' ] ;  
йу1сіх=сіі^ (у 1 ,х ) ; 
й угсіх=сіі^  (у г ,х )  ; 
йр1іісіх=сіі^ (рЬі ,х ) ; 
сір1ііО=зиЪз (сірЬісіх,х, з у т ( ' хО' ) )  ; 
йу10=зиЬз (сіуісіх, х , зут ( '  хО' ) )  ; 
йугО=зиЬз (сіугсіх, х , зут ( '  хО' ) )  ;
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Р 1 0 = зи Ъ з (Р 1 ,{х ,у ,О у }, { з у т ( ’хО' ) , з у т ( 'уІхО ' ) ,з у т ( 'й у Ю ' ) } ) ;
Р гО = зи Ъ з(Р г ,{х ,у ,О у }, { з у т ( ' хО' ) , з у т ( ’угхО ' ) , з у т ( ' йугО' ) } ) ;
сШ.О=зиЪз (сИЧсіуІ, {х ,у ,О у } , {з у т (  ’хО')  ,з у т (  'у Іх О ')  ,з у т (  ’сЗуЮ')  } )  ;
сіРгО=зиЬз (сіРгсіуІ, { х , у , Бу} ,  {з у т (  ’хО')  ,з у т (  ’угхО ')  ,з у т (  ’сЗугО')  } )  ;
з { 8 } = [  'у1хО =' сііаг(уІхО )
з { 9 }  =  ['у гх О = ' сііаг(угхО )
з { 1 0 }  =  [ 'й у 10= ' сІгаг(сіуІО)
з { 1 1 }  =  [ 'а.угО=' сііаг (йугО) ' ; ' ] ;
з { 1 2 }  =  ['ар Ь іО =' сііаг (ф ЬіО ) ' ; ' ] ;
з { 1 3 }  =  [ , Р 1 0 = | сЬаг(РЮ )
з {1 4 }= [ 'Р г О = ' сЬаг(РгО )
з { 1 5 }  =  [ , а Р 10= ' сііаг (сіРІО)
з { 1 6 } = [ , аРгО=' сЬаг(йРгО)
з { 1 7 }  =  [ 'у ( 6 )  =  (Р 10+(ф 1іі0-а .у10)*с1Р 10)-(Рг0+(а .р 1іі0-а.уг0)*с1Р г0) ; ' ] ; 
гі1еп а те =& д 11^і1е(рм й,’М уРипс.т') ;  % имя файла 
сН зр( [ ' Текст файла ' ^ ііе п а т е  ' : ' ] )
^ргіп-Ь^ ( '  % з\п ' , з { : } )  ;
^ іс!=го р еп (гі1еп ате, 'м ')  ; % открыли файл 
^ргігѵЬ^(^ісі, '% з\п ' , з { : } )  ; % записали файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрьшаем файл
Текст файла Б : \ І д і  іп\Ма1:1аЬ\МуЕ\іпс. т :
^ипс-Ьіоп у =  МуРипс (х)
С 1 1 = х ( 1 ) ;  С 2 1 = х ( 2 ) ;  С 1 г = х ( 3 ) ;  С 2 г = х ( 4 ) ;  
х 0 = х ( 5 ) ;  у 0= х ( 6 ) ;  у=х ;  
у  (1) = -С 11*зіп 1і (1) +С21*соз1і (1) -  (1) ; 
у  (2 )= С 1 1 * з іп Ь (хО)+С21*созЬ.(хО)-уО; 
у  (3) =-созЬ. (хО) +1/2*С 2г*хО +С 1г-уО ; 
у  (4) =-созЬ. (1) + 1 /2 * С 2 г+ С 1 г — (3) ; 
у (5 )= 4 -2 * е х р (х О )-у О ;  
у1хО=С11*зіпЬ.(хО)+С21*созЬ.(хО); 
угхО =-соз!і  (хО) +1 /2*С 2г*хО + С 1г ;  
сіу10=С11*соз1і (хО) +С 21*зіп Ь  (хО) ; 
сіугО=-зігйі (хО) + 1 /2 * С 2 г ;  
с ір1іі0=-2*ехр (хО) ;
Р10= х 0Л2+ у 1х 0 Л2+с1у 10Л2 ;
РгО=сІугОл2+2*сІугО*зігйі (хО) -5 * х О л2;
йЕ10=2*йу10;
сІІГгО=2*сІугО+2*зігйі (хО) ;
у  (6 ) =  (Р10+ (сірІііО-сіуІО) МРЮ ) -  (РгО+ (сірІпіО—сіугО) МРгО) ;

Зададим начальное приближение для процедуры решения системы нелиней­
ных уравнений. Начальную точку М0(хо, ^о) берем посередине интервала 
[.Х],Х2] на линии (р(х). Начальные значения произвольных постоянных С„
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С2 и С[, С2 находим из условий, что каждая из кривых у'{х), уг{х) является экс­
тремалью на своем участке. Запишем на каждом участке систему уравне­
ний —  граничных условий и решим ее. Напечатаем полученное начальное 
приближение.

Іх 0 = (х 1 + х 2 )/ 2 ;  % середина интервала 
іу 0 = е ѵ а 1 (зиЪ з(р Ь і, х ,з у т (іх О )) ) ;  
зутз С И е Л  С21е±Ь  С Іг ід Ы  С2гідЫ : 
у іе ^ ^ з и ѣ з  (ЗоІЬ , {С 1 ,С 2 } , { С ІІе Е і,С 2 1 е ?Ь })  ; 
у1е^ѣх1=зиЬз (у 1 е Л ,х ,х 1 )  ; 
у1е^ѣхО=зиЬз ( у 1 е Л ,х ,  іхО) ;
Е д 1 = [сЬ а г(у іе ^ ѣ х і) '= '  с Ь а г (з у т ( у і ) ) ] ;
Ед2= [сЬ аг (уІе^ѣхО) ' = '  сііаг (зу т  (іу О )) ] ;
С оп=зо1ѵе(Ед1,Ед2, ' с і і е ^ ^ с г і е ^ ѣ ' ) ; % решаем 
С11егѣ=Соп. С І І е Л  ;
С21егѣ=Соп. С 2 1 е Л  ;
угід1гЬ=зиЪз (ЗоІК, {С 1,С } , {С Іг ід Ы ,С 2 г ід Ы :}) ; 
угід1гЬх2=зиЪз (у гід1гЬ ,х ,х2) ; 
угід1гЬхО=зиЪз (угід1гЬ ,х,іхО ) ;
Ед1= [ сііаг (угід1гЬх2) ' = '  сЬ аг (зут  (у 2) )  ] ;
Ец2= [сЬ аг (угідЬЪсО) ' = '  сііаг (зу т  (іу О )) ] ;
Соп=зо1ѵе (Е д і, Е д 2, ' СІгідІгЬ, С2гід1тЬ')  ; % решаем 
С1гід1тЬ=Соп. СІгідІтЬ;
С2гідЬЪ=Соп. С2гідЬѢ;
х іп іѣ =[е ѵ а 1  (С ІІе Л ) ;еѵ а 1  (С 21еЛ ) ; .  . .

е ѵ а і (С Іг ід Ы ) ;еѵ а 1  (С2гід1тЬ) ;іх О ;іу О ] ; 
сН зр( ' Начальное приближение: ' )
г р г і п «  ( [  ■ си = % 1 2 . б г \п с 2 і= % і2 . б г \п с іг= % і2 . б г\п  • . . .  

'С 2г=% 12 .б г\п х 0=% 12 .б г\п у 0=% 12 .б г\п '],х і п і ѣ ) ;
Начальное приближение:
011=  1 .7 7 5 1 5 2  
021=  2 .0 0 0 0 0 0  
С1г =  3 .0 0 0 0 0 0  
С2г= 3 .0 8 6 1 6 1  
х 0=  0 .0 0 00 00  
у 0=  2 .0 0 0 0 0 0

Задаем параметры процесса решения: точность и максимально допустимое 
число итераций. Решаем систему нелинейных уравнений, анализируем кри­
терий окончания процесса. Находим и печатаем аналитические решения на 
интервалах.

ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь ( '  ^ з о іѵ е ')  ; % опции по умолчанию 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (орѣіопз, 'Б із р іа у ' ,  ’о ^ ' , .  . .

'М ахіѣег' , 1 0 0 0 , 'Т о І Х ' ,1 е - 8 ) ;
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[х ге го , ^ ѵ а і , ех і-Ь ^Іа д ]=^зо 1ѵе( ' МуРипс' , х іп іѣ , орѣіопз) ;  
ех іѣ ^1ад >0 , 

сН зр( ' Решение найдено' ) ;  
е і з е і ^  е х іѣ 0 а д < 0 ,

сН зр( ' Решение не найдено -  нет сходимости' ) ;  
е із е

сіізр ( [ ' Проведено максимально допустимое ' . . .
' количество итераций -  сходимость медленная' ] ) ;

епй
С 11=ѵра(з у т (х г е г о ( 1 ) ) , 1 4 ) ;
С 21=ѵра(з у т (х г е г о ( 2 ) ) , 1 4 ) ;
С1г=ѵра (зу т (х ге го  (3 ) )  ,1 4 )  ;
С2г=ѵра (зу т (х ге го  (4 ) )  ,1 4 )  ;
хО =хгего( 5 ) ;
у 0 = х г е г о (6 ) ;
у 1 = ѵ р а (е ѵ а і (у і ) , 1 4 ) ;
уг=ѵра (е ѵ а і (уг) ,1 4 )  ;
сН зр( ' Уравнения экстремали: ' )
г р гіп ѣ г ( 1Т іе ^ ѣ (х )=%з\пУгідЬѢ(х )=% з\п 1, с Ь а г ( у і ) , с Ь а г (у г ) ) 
гргігѵЬ^ ( '  Точка преломления х0=% 12. 6 ^ \п ' , хО)
Решение найдено 
Уравнения экстремали:
У Іе Я ;  (х) =2 . 14 89817259098*з іп1і (х) +2 . 28470б1973741*соз1і  (х)
УгідЫ ; ( х ) = - 1 . *со з !і  ( х ) + 1 . 3 0 9 9 0 3 2 1 4 7 1 1 3 * х + 3 .2331774201031
Точка преломления х0=  - 0 .0 7 1 1 7 8

Заполняем таблицы для построения графиков функции у -  (р (х) и решения. 
Строим графики (см. рис. 10.3). Функцию ф(х) строим на небольшом участке 
слева и справа от точки преломления. Удаляем созданный файл.

х р 1=1іп зр а се( х 1 ,х 2 ) ; % массив абсцисс 
х і = 1 і п з р а с е ( х 0 - 0 .2 ,х 0 + 0 .2 ) ; % абсциссы р Ь і(х) 
у і = з и Ь з ( р Ь і ,х ,х і ) ; % р Ь і(х)
х1=хр1 (^іпсК хрК хО )) ; % абсциссы на левом участке 
х г= х р 1 (^іпсі (х р 1>=х 0)) ;  % абсциссы на правом участке 
у 1 0 = [ з и Ь з ( у 1 ,х ,х 1 ) ,з и Ь з ( у г ,х ,х г ) ] ; 
р 1 о ѣ ( х і ,у і , ' : д ' , х р 1 , у 1 0 , ' - г ' )  % рисуем график 
зеѣ (деѣ (д с ^ , ' СиггеггЬАхез' ) , . . .

' РопШ ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , 'Роп ѣЗіге' ,1 0 )
-Ьі-Це ( '  \М Задание 1 0 ')  % заголовок  
х Іа Ъ е І( ' \ і Ъ с 1) % метка оси ОХ 
у І а Ь е І( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) , \ р Ь і ( \ і ѣ х \ г т ) ')  
й е іеѣ е(^ііеп ат е ) % удалили файл



Глава 10. Преломление экстремалей 195

Рис. 10.3. Решение задания 10

В нашем варианте процесс решения системы нелинейных уравнений нашел 
решение. А как у вас? Если процесс плохо сходится, попробуйте вместо ре­
шения системы шести нелинейных уравнений найти экстремум функции од­
ной переменной, варьируя положение Л'0, как описано в начале главы. Или 
подберите другую функцию у-  ср (л*).

10.4. Задание
Решить задачу преломления экстремалей для функционала вида ( 10 .1). По­
дынтегральную функцию на участке [д'ьЛ'о] и граничное условие на левом 
конце Л/|(л'[. ѵ’[) взять из своего варианта задания 1 главы 2, а функцию на 
правом участке [л'о,л'2] и правое граничное условие М2{х2,у і) —  из своего ва­
рианта задания 2 главы 2. Линия преломления для каждого варианта есть на 
диске.



ГЛАВА 1 1

Экстремали 
с угловыми точками

11.1. Откуда берутся угловые точки?
Экстремали с точками излома встречаются не только в задачах отражения и 
преломления экстремалей. Точки излома могут появляться также и в обыч­
ных задачах вариационного исчисления без дополнительных условий. Давай­
те рассмотрим пример.

ПРИМЕР 11.1. Решить вариационную задачу:

Подынтегральная функция - / ) '  > 0 ;  поэтому на любой линии
.70') ^  0- Если на какой-либо линии окажется, что .70') =  0, то понятно, что это 
минимум. Рассмотрим функцию

график которой показан на рис. 11. 1 жирной линией. На этой функции 
.70') =  0, т. е. она доставляет минимум нашему функционалу, а значит, являет­
ся экстремалью.

Но функция ( 11.2) —  не единственная экстремаль функционала ( 11. 1). Такой 
же минимум .70') =  0 доставляют и другие функции, состоящие из участков 
прямыху = х  + С \ А у  = С. Они показаны на рис. I І.І тонкими линиями (сплош­
ными и штриховыми). Все эти линии непрерывные, но с изломами.

Если взять гладкие кривые, то на них .70') можно как угодно близко прибли­
зить к нулю, но минимальное, нулевое значение достигается только на лома-

( 11-1)

( 11.2)
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ных линиях. Действительно, на кривых участках у' —  переменная, значит 
у  ф о и у  ф 1. Поэтому Р{х,у,у') = У 2( 1 -у')2 >  0; и .700 >  0. □

Выведем условия, при которых возможно существование экстремалей с угло­
выми точками. Рассмотрим элементарную задачу вариационного исчисления 
(2.1— 2.2). Пусть на некоторой непрерывной кривой с изломами у.т) достига­
ется экстремум. Очевидно, что тогда и на каждом гладком участке также бу­
дет достигаться экстремум. Действительно, мы ведь можем рассмотреть бо­
лее узкий класс функций: когда все участки, кроме одного —  фиксирован­
ные, а только один варьируется. На этом более узком классе функций также 
достигается экстремум. Следовательно, каждый из гладких участков обяза­
тельно удовлетворяет уравнению Эйлера (2.9).

Будем считать для упрощения, что есть только одна точка излома, как это 
показано на рис. 11.2 (здесь показаны экстремаль —  жирная линия и близкие 
кривые —  тонкие). Если это не так, то применим наши рассуждения к каждой 
угловой точке.

Таким образом, мы имеем задачу вариационного исчисления для функцио­
нала

■*0 Х2 
Л(у) = | (х,у,у') СІХ+ | і7(х,у,у') (ІХ (1 1.3)

Х1 х()

при заданных граничных условиях вида (2.2) на обоих концах интервала 
[л' і, л'2]. Обе линии: У(л-) и У(л') являются решениями уравнения Эйлера (2.9). 
Каждая из них содержит по 2 произвольные постоянные (всего 4). Для их на­
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хождения у нас есть 2 граничных условия вида (2.2). Еще 2 недостающие 
уравнения мы получим из необходимого условия экстремума: 8 .7=0 . Обозна­
чим вариации функционала на участках соответственно 8.7] и 8.72- Каждая из 
этих вариаций вызывается вариацией функции 8у вместе с ее производной 8 /  
и вариацией точки М0: дхо и дуо, причем 8д'о и 8_)’о —  обе независимые (две не­
зависимые величины дадут два условия). В главе 8 мы выводили подобную 
вариацию. Если воспользоваться средней частью формулы (8.7), заменив в 
ней нижний индекс 2 на 0, то это и будет 8.7]: в наших обозначениях эта ва­
риация выглядит так:

Щ = ( р - / / у ) | 8л-о+/у (11-4)

Вариация 8.72 отличается от 8.7] тем, что М0 будет не правой, а левой точкой. 
Вы ведь выводили условие трансверсальности для подвижной точки слева? 
Вот как оно выглядит:

&72 = - ( Г - у % .) 8х0 - Ру. | (11.5)
ѵ у * Ьо+0 1*0+0

Складывая (11.4) и (11.5), получим:

- (' - " л и  ч + (Н - .  и ь = ° -  ("-б)
Здесь 8д'о и 8_у’о —  независимые, поэтому имеем 2 недостающих условия для 
нахождения произвольных постоянных:
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(г - у 'Гу )1_,, = (г - у Ъ )

Ѵ̂І = ̂ І • ̂ 1х„-0  ̂ 1х„+0

1х,,+0
(11.7)

Если нам удастся найти какие-либо точки М„. удовлетворяющие условиям 
(11.7) при разных значениях у' слева и справа, то они могут быть точками из­
лома экстремали. Если же условия (11.7) выполняются только при одинако­
вых у' слева и справа, то экстремаль в этой точке может быть только гладкой.

ПРИМЕР 11.2. Найти экстремали с изломами:

а

■і{у)^| [у'2 - у2) гіх’, а > 0 .
о

Проверяем 2-е условие из (11.7):

Р,\ = Р\ ; 2 / ̂ Ідгп-О  ̂ Іх„+0 І х , - 0
2 / ІЛо+0

( 11-8)

(11.9)

Получили условие гладкости кривой. Изломов нет, экстремалями могут быть 
только гладкие кривые. □

ПРИМЕР 11.1 (продолжение). Исследуем подробнее пример 11.1. Функ­
ционал (I І .І )  зависит только от у .  Согласно разделу 2.2.4 экстремалями мо­
гут быть только прямые:

у = С]х + С2. (11.10)

Выведем условия (11.7). Найдем вначале:

іу =2У ( і - У ) 2+ У 22(і - У ) ( - і) = 2У( і - У ) ( і - У - У )  = 2У(і - У ) ( і - 2У);  

^ - У ^ у  = У 2(і - У ) 2- 2 У ( і - У ) ( і -2У)  = У2(і - У ) ( і - У - 2 ( і -2У))  =

= У2 о - У ) ( - 1+ЗУ) = - у 2 (1 - У )(1 - з у ) .

Теперь записываем условия (11.7):

У О - Л О - З / ^ / О - Л О - З / ) ^ ;

у Ѵ - / ) ( і - 2 у ' ) \ . ^ = / ( і - / ) 0 - 2 у ') [ , 0 ■
( 11.11)

Возможны ли здесь решения вида у'(х0 -  0) фу'(х0 +  0) ? Решим эту систему 
с помощью МАТЬАВ. Обозначим у'(х0 -  0) =  а; у'(хо + 0) = Ь. Составим строки- 
уравнения системы, решим систему. Напечатаем решения.
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с іе а г  а і і  % очистили в се
е д 1 = 'а Л2 * ( 1 - а ) * (1 -3 * а )= Ь л2 * ( 1 - Ь ) * (1 -3 * Ъ ) ' ;  
е ч 2 = 1 а* (1 -а )  * (1 -2 * а )= Ь *  (1-Ь ) * (1-2*Ъ ) ' ; 
зо 1 = зо 1 ѵ е (е ч і, е д 2 , ' а , Ь ' ) ;  % решаем систему 
п =1еп д№ (зо1.а) ; % количество решений 
іо х  к = 1 :п ,

^ргігѵЬ^ ( '  а  (%<3) =% з\п ' , к , сііаг ( з о і . а  (к ) ) )  ;
^ргігѵЬ^ ( ' Ъ (%<3) =% з\п ' , к , сііаг ( з о і . Ъ (к ) ) )  ; 

епй
а (1 ) =Ъ 
Ь (1 )=Ь 
а (2 )= 1  
Ь (2) =0 
а ( 3 ) = 0  

Ь ( 3 ) = 1

Посмотрите: первое решение —  тривиальное: а = Ь. А  вот второе и третье —  
это то, что нам нужно: {а =  1; Ъ = 0} и {а  =  0; Ъ= 1}. То есть нетривиальные 
решения системы (11.11) —  это:

Таким образом, ломаные экстремали могут быть только отрезками прямых 
вида у = х  + С и у = С.

1. Какую вариационную задачу мы решаем?

2. Выведите условия существования экстремалей с изломами для функцио­
нала (3.1), зависящего от двух функций.

/ ( ^ - 0 )  =  0;

/ ( * о  + 0 )  =  1;

у'(хо -  0) =  1; 

( )
( 11.12)

11.2. Вопросы для самопроверки
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Односторонние вариации

12.1. Запрет на пребывание экстремали 
в заданной области
Рассмотрим элементарную задачу вариационного исчисления для функцио­
нала (2.1) при граничных условиях (2.2) и при дополнительном условии: до­
пустимая кривая не должна попасть в область Д  ограниченную линией Ь: 
_)’ =  ср(д') (рис. 12.1). Будем предполагать, что решение задачи нетривиальное, 
т. е. если область Б  не запретная, то экстремаль проходит через нее, как пока­
зано тонкой линией.

Рис. 12.1. Односторонние вариации

Для этой задачи экстремаль состоит из дуг, лежащих вне Д  и частей Ь. При 
этом на границе области Б  (дуга А В) возможны только односторонние ва­
риации функции Дл'): в сторону вне области /.). Для упрощения выкладок рас­
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смотрим случай, когда имеется только одна точка сопряжения М0 (рис. 12.2). 
Допустимыми в этой задаче являются функции, которые от точки М]{хиу\) 
до М0 проходят вне области /.). а на участке [л'о- л':| совпадают с границей /.).

Как обычно, применим тот принцип, который мы уже раньше использовали: 
если функционал достигает экстремума на классе функций с подвижной точ­
кой л'о, то он тем более будет достигать экстремума на более узком классе 
функций: когда точка Л'о неподвижна. Следовательно, на интервале [д'ьЛ'о] ис­
комая экстремаль должна удовлетворять дифференциальному уравнению Эй­
лера (2.9). В решение этого уравнения входят 2 произвольные константы С] и 
( Ч Кроме того, неизвестны 2 координаты точки касания Л/0. Для нахождения 
этих четырех величин у нас есть уравнения:

□  граничное условие на левом конце: _)>(*], С], С2)=уй
□  граничное условие в неизвестной точке М0: _)'(д-0, С], С2)= у 0:

□  точка М0 находится на линии Ь: ѵ0 =  9  (л'о)-

Недостающее 4-е уравнение (условие трансверсальности) выведем из необ­
ходимого условия экстремума функционала: 8 .7=0 . Наш функционал состоит 
из суммы двух слагаемых вида (2.1): на интервалах [д'ьЛ'о] и [хо,^]:

■%
•і {у {х))^  | (х ,у ,у ')& +  | (х,у,у')(1х . (12.1)

Х1 Х()

Вариация функционала на первом участке [д'ьЛ'о] вызывается вариацией 
функции _у(д') вместе с ее производной и вариацией правой точки М0. На вто­
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ром же участке варьируется только положение левой точки х0, а функция у{х) 
здесь не варьируется: мы находимся на линии _у =  ф (х)—  границе области /.). 
Вычислим вариации функционала 5./[ на участке М]М0 и 5 .Л на участке 
М0М2. Первую из этих величин 8 У] мы находили ранее при выводе условий 
трансверсальности в главе 8. Это формула (8.9), в которой вместо Х2 стоит хо.

8 ^ ( ^  +  ( ф ^ / ) ^ , ) |  & 0 . (12.2)
4 '  ' \х=х()

Наша задача отличается от рассмотренной в разделе 8.1 тем, что в ней есть 
еще второй участок —  кусочек дуги линии Ь. На этом втором участке функ­
ция не варьируется, варьируется только положение точки хо. Поэтому

Л\ Л\ Л"; ; 4“ Й.Ѵ;1

Ы2 -  I  Р (х ,у ,у ')ёх - |  Т7 (х ,у ,у ')г іх ~ -  I  Р(х,<$ (х),<$'(х)) ёх . (12.3)
■%+&% х0 х0

Интервал интегрирования здесь—  малый, поэтому по теореме о среднем 
с точностью до бесконечно малых величин высшего порядка малости имеем:

Ы 2 - -р(х,ц>  ^ ^ ' ^ ) )  | & 0 . (12.4)

Сложим (12.2) и (12.4) —  найдем вариацию нашего функционала Так как 8х0 
произвольная, то множитель при дхо равен 0:

( р ( х ,у ,у ' у р ( х ,ѣ ц>') + ( ^ у ' ) р у)\х̂  -  0 . (12.5)

Формально мы уже получили условие трансверсальности для нашей задачи, 
но его можно упростить. Разложим первое слагаемое в (12.5) в ряд Тейлора 
по 3-му аргументу в окрестности ф', и удержим малые только 1-го порядка. 
Это можно делать, т. к. мы находим вариацию функционала —  линейную 
часть его приращения. Имеем:

Р{х,у,уг) =  Р(х, у, ф’) +  ру(х,у, ф’) О '—ф'). (12.6)

Подставим (12.6) в (12.5) и учтем, что в точке сопряжения х0 выполняется 
условие у(х) -  ф(.ѵ):

Іх-х()

Применим еще раз теорему о среднем к выражению (12.7). С точностью до 
бесконечно малых высшего порядка

( ( / - Ф ' ) 4 ѵ ( * 0 ' . / ) ) = 0 . ( 12.8)
Х = Х п
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Если экстремум на данной экстремали действительно достигается, то выпол­
няется достаточное условие Лежандра (см. главу 13), и РууФ 0. Тогда из (12.8) 
получаем условие сопряжения

Условие сопряжения (12.9) является условием трансверсальности для нашей 
задачи. Его смысл следующий. Если на кривой у -  ф(х) выбирать различные 
точки х0, по полученным точкам х0 строить экстремали на участке [х],х0] и 
добавлять к ним участки дуг функции ср(х) на интервале [х0,х2], то доставлять 
экстремум функционалу (12.1) будет та линия, для которой выполняется ус­
ловие гладкости в точке сопряжения (12.9).

Таким образом, для нахождения двух произвольных констант, входящих в 
выражение для экстремали, и координат точки сопряжения Ма(хо,уо) у нас 
есть 4 уравнения:

Другой путь решения данной задачи —  вместо решения системы 4-х уравне­
ний (12.10) минимизировать функцию одной переменной х0. Она строится 
следующим образом:

1. По Хо находим у0 -  ф(.Ѵп).

2. Берем решение уравнения Эйлера для нашего функционала и подставляем 
в него граничные условия Д/і(.ѵі.Ѵі) и Ма(хо,уо)-

3. Вычисляем значение функционала (2.1) на найденной кривой в интервале 
М]М0 и прибавляем к нему значение функционала на функции у ^  <р(х) 
в интервале М0М2.

Далее минимизируем полученный функционал, который теперь является 
функцией одной переменной х0. Аналитическое выражение для необходимого 
условия экстремума дает нам условие трансверсальности (12.9).

ПРИМЕР 12.1. Решить вариационную задачу:

/(*< ,) = ср'(*о). (12.9)

С,,С2 ) =  ;>>]; 

у (х0 ,С], С2) =

Уо = ф (* )) ;
( 12.10)

Подынтегральная функция в данном функционале зависит только от у', по­
этому экстремалями могут быть только прямые (2.60). Если бы не было огра­
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ничения-запрета на нахождение экстремали внутри круга, то очевидное ре­
шение—  прямая у = х /2. Она удовлетворяет граничным условиям при л- =  0 и 
х =  10, и доставляет минимум нашему функционалу. Но из-за наличия допол­
нительного ограничения нужно решить систему (12.10). Найдем вначале про­
изводную от линии у =  ф(д:), которой является в нашем случае окружность 
(х -1 0 )2+ /  =  25:

1 0 — х
2(х-\ 0) + 2уу' ~ 0 ;  /  =  Ф' =  - - А  (12.12)

Теперь составляем систему вида (12.10):

С2 =  0;

С] +  С2 =  у§,

< ( ^ - 1 0 ) 2+ ^  = 2 5 ; (12.13)

. 1 Уо '

Исключаем С2 =  0:

Уо =  С Л ’
< С2х0 =  1 0 ^ х 0 ; (12.14)

(х0 ^ Ю )2+ С 2л:02 = 2 5 .

Решаем 3-е уравнение системы (12.14) после подстановки в него 2 -го —  на­
ходим ,ѵ„:

( ^ - 1 0 ) 2 + (1 0 -д * ))д*) = 2 5 ; ^10х0 = ^ 7 5 ; х0 = 7 ,5 . (12.15) 

Теперь из 2-го уравнения (12.14) находим Сь а из 1-го — у0:

7 ,5С 2 = 2 ,5 ;  С2 = | ;  У °= ± ^ -  (12Л6)

Из граничного условия на правом конце имеем решение:

< Ш 7 )

Оно показано на рис. 12.3. Показана также экстремаль для задачи без запрет­
ной области. □
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12.2. Вопрос для самопроверки
Выведите условия сопряжения функционала (З.І), зависящего от двух функ­
ций, когда в пространстве задана поверхность, ограничивающая некоторую 
запретную область.

12.3. Пример выполнения задания
Найти экстремаль функционала, рассмотренного в задании 1 главы 2, при до­
полнительном ограничении: запрете на вхождение экстремали в заданную 
область:

'/ (у ) =  I ( х 2 +  г  +  / 2) л ;  ^ ” 2 - ^ - 1)2 ' ( 12Л8)

Сравнить решение с решением задания 1 главы 2. Вычислить значения функ­
ционалов на обеих функциях. Построить графики.

Составим программу для решения данного примера на основе созданных ра­
нее программ. Описываем необходимые переменные и вводим исходные 
данные. Оставляем решение задания 1 главы 2.

с іе а г  а і і  % очистили память 
сіізр ( 1 Решаем задание 1 2 1)
зутз х  у  Ву В2у % описали символические переменные
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Р=хл2+у л2-Шул2 ;
х 1 = -1 ;
у і = і ;
х 2 = 1 ;
у 2 = 2 ;
р Ь і= 2 - ( х - 1 ) А2 ;  % граница запретной области 
сН зр( ' Исходные данные: ' )
^ р г іп М ( 'Р ( х , у , у ' ' )= % з \п ', с Ь а г (Р ))
^ргіп-Ь^ ( '  Граничное условие с л е в а : у  (%сі) =%й\п' ,х 1 ,у 1 )
^ргіп-Ь^ ( ' Граничное условие справа: у  (%сі) =%й\п' ,х 2 ,у 2 )
^ргіп-Ь^( ' Граница запретной области: у=% з\п ' , с Ь а г (р Ь і))
<ЗРсіу=сіі^ (Р ,у ) ; % вычислили Ру 
йРс1у1=с1і^ (Р ,Бу) ; % вычислили Ру' 
а_арауі_ах=аігг(арауі, х ) ,• % ру'х 
а_ар а.уі_а.у=сіігг(сір ауі,у); % р у 'у
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^(с1Рс1у1,Пу) ; % Р у 'у '-у с л о в и е  Лежандра 
с!Еуісіх=с!_йРс!у1_<Ах+с!_йРс!у1_йу*Пу+с!_йРсіу1_с!у1 *02у  ;
Е и 1ег=зіюріе (йРйу-сіРуІсіх) ;
йес[Еи1ег= [с Ь а г (Еи іег) ' = 0 ' ] ;  % добавили =0  
Зо1=йзо1ѵе (сіед Е и Іег,’х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 

Іепд-ЬЬ(Зоі)~=1  % решений нет или более одного 
е г г о г ( ' Нет решений или более одного решения! ' ) ;  

епй
Зо1Ье^-Ь=зиЬз (Зоі ,х ,х 1 )  ; % подставили х і
Зо1К ідЫ :=зиЬ з(Зоі, х , х 2 ) ; % подставили х2
Е ф е?Ъ =  [сЬ аг (Зо1ЬеЛ ) ' =  ' сііаг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1
ЕфідЬ-Ь= [сЬ аг (ЗоІЕідІгЬ) ' =  ' сііаг (з у т (у 2 )) ] ; % =у2
Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь,Еф ідЬѢ , ' С 1, С2 ')  ; % решаем систему уравнений
С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения
С2=Соп.С2; % символическим константам С1 и С2
З о 1 2 1 = ѵ р а (е ѵ а і(З о і), 1 4 ) ;  % подставляем С 1,С 2, вычисляем с  14 зн . 
х р 1=1іп зр а се( х 1 ,х 2 ) ; % задаем массив абсцисс 
у 2 1 = з и Ь з(З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ); % вычислили ординаты
Решаем задание 12 
Исходные данные:
Р ( х , у , у ' ) = х л2+ у л2+Оул2 
Граничное условие с л е в а :  у ( - 1 ) = 1  
Граничное условие сп р а в а : у (1 )=2  
Граница запретной области: у = 2 - ( х - 1 ) Л2

Сохраняем численные значения найденных произвольных постоянных. Они 
будут нам нужны как начальное приближение при решении системы нели­
нейных уравнений вида (12.10). Формируем эту систему. Записываем ее в 
файл и в область вывода.
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С 1е=еѵа1(С 1 );
С 2е=еѵа1(С 2 );
з  {1 }  = ' &дпсЬіоп у  =  М у Р и п с ( х ) % заголовок
з { 2 } = 'С 1 = х ( 1 ) ; С 2=х ( 2 ) ;  х 0 = х (3 ) ;  у 0 = х (4 ) ;  у = х ; ' ;
зутз С1 С2 % описали символические константы
у х 1 = з и Ь з (З о 1 ,х ,х 1 );
ухО=зиЬз(З о і, х , з у т ( ' хО' ) ) ;
йусіх=с1і^ (З о 1,х ) ;
йрЬісіх=с1ігг (рЬі ,х ) ;
йусіххО=зиЪз (сіусіх, х , зут  ( '  хО' ) )  ;
рЬіхО =зиЬз(рЬі, х , з у т ( ' хО' ) ) ;
йр1іісіххО=зиЪз (сірЬісіх, х , зут  ( '  хО' ) )  ;
з { 3 }  =  [ ' у (1) =  ' с ііа г(у х і) сііаг ( з у т ( у і ) )
з { 4 } = [ ' у ( 2 ) = '  сЬаг(ухО) ' -уО; ' ] ;  % уравнение 2
з { 5 }  =  [ ' у (3) =  ' сііаг(рЬіхО) ' - у О ; ' ] ;  % уравнение 3
з { 6 } = [ 'йусіххО=', сііаг(йусіххО) ,
з { 7 }  =  [ ' сірЬісіххО=' , сЬаг (сірЬісіххО) , ' ; ' ] ;
з  { 8 }  = '  у  (4) =сіусіххО -сірЬісіххО; ' ;
г і1еп а т е =^и 11^і1е  (рѵкі, 'МуРипс.т ')  ;
сіізр ( [ '  Текст файла ' ^ ііе п а т е  ' : ' ] )  % файл
гргігѵЬ^ ( '  % з\п ' , з { : } )
^ іс!=го р еп (гі1еп ате, ' м' )  ; % открыли файл 
^ р гіп і^  (^ісі, ' % з\п ' , з {  : } )  ; % записали в  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б : \ І д і  іп\Ма1:1аЪ\МуРипс. т :
^ипс-Ьіоп у =  МуРипс (х)
С 1 = х (1 ) ;  С 2 = х ( 2 ) ;  х 0 = х ( 3 ) ;  у 0 = х ( 4 ) ;  у =х ;  
у  (1) =-С 1*зіп 1і (1) +С2*соз1і (1) -  (1) ; 
у (2 )= С 1 * з іп Ь (хО)+С2*созЬ.(хО)-уО; 
у ( 3 ) = 2 - (х О -1 )Л2 - у 0 ;  
сіусіххО=С1*соз1і (хО) +С 2*зіп Ь (хО) ; 
сір1іісІххО =-2 *хО+2 ; 
у  (4) =с!ус1х х 0-с1р1ііс1х х 0 ;

В качестве начального приближения для произвольных постоянных берем их 
значения из решения задания 1 главы 2. Начальное приближение для точ­
ки Мо —  точка М2. Решаем полученную систему нелинейных уравнений. Пе­
чатаем аналитическое решение.

х іп і-Ь =[С 1е ;С 2е ;х 2 ;у 2] ; % начальное приближение 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь ( '  ^ з о іѵ е ')  ; % опции по умолчанию 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (орѣіопз, 'Б із р іа у ' , 'о Е €' , . . .

'М ахіѣег' , 1 0 0 0 , 'Т о І Х ' ,1 е - 8 ) ;
[х ге го , ^ ѵ а і , ех і-Ь ^Іа д ]=^зо 1ѵе( ' МуРипс' , х іп іѣ , орѣіопз) ;
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ехі-Ь^1ад>0, 
сН зр( ' Решение найдено' ) ;  

е і з е і ^  ехі-М 1ад<0,
сН зр( ' Решение не найдено -  нет сходимости' ) ;  

е із е
сіізр ( [ ' Проведено максимально допустимое число ' . . .

' итераций -  сходимость медленная' ] )  ;
епй
С1=ѵра(з у т (х г е г о ( 1 ) ) , 1 4 ) ;
С2=ѵра(з у т (х г е г о ( 2 ) ) , 1 4 ) ;  
хО =хгего( 3 ) ;  
у 0 = х г е г о (4 ) ;
З о 1 1 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о і), 1 4 ) ;  % аналитическое решение 
сН зр( ' Уравнение экстремали: ' )  
г р г іп ѣ г ( 'у = % з \п ', сЬ а г(З о 1 1 2 ))
^ргіп-Ь^ ( '  Точка касания: х0=% 12. 6 ^ \п ' , хО)
Решение найдено 
Уравнение экстремали:
у = . 7 630 977 0719858 *з іп Ь .( х ) + 1 .2 2  92250278 8 98 *созЬ.(х)
Точка касания: х0=  0 .3 6 4 1 1 2

Вычисляем и печатаем значения функционалов на обеих кривых Заполняем 
таблицы для функции ф(х) и для решения. Строим графики: решения нашего 
примера, решения задания 1 главы 2 (для сравнения) и функции у  =  ф(х). Ре­
зультат показан на рис. 12.4.

Р21=зиЬз (Р , {у ,ІЭ у }, {З о 1 2 1 ,с Н ^  (З о 121,х ) } )  ; 
і121=еѵа1(іп і:( Р 2 1 ,х ,х 1 ,х 2 ) )
Р 121еЛ =зи Ь з (Р , { у , О у } , {Зо112 ,с Н ^  (Зо112 ,х ) } )  ;
Р 12г ід1тЬ=зиЪз (Р , { у , Б у } , {р Ь і ,с 1 і^  (р Ь і,х ) } )  ;
Л 2 = е ѵ а 1  ( і п і (Р 121е^-Ь ,х,х1 , х 0 ) ) +еѵа1 ( іп і(Р 1 2 г ід Ы :,х ,х О ,х 2 ) ) 
хі=1іп зр асе(х О -О . 4 ,х 2 ) ; % аргументы для р Ь і(х )  
у і = з и Ь з ( р Ь і ,х ,х і ) ; % р Ь і(х )
х1=хр1 (^іпсК хрК хО )) ; % аргументы слева от точки касания 
х г= х р 1 (^іпсі (х р 1>=х 0)) ;  % аргументы справа от точки касания 
у 1 2 = [з и Ь з (З о 1 1 2 ,х ,х 1 ) ,з и Ъ з (р Ь і, х , х г ) ] ;  
р1 о ѣ ( х р 1 , у 2 1 , ' — Ъ ' , х і , у і , ' : д ' , х р 1 , у 1 2 , ' - г ' , х О , у О , ' т о ' )  
зеѣ (деѣ (д с ^ , ' Сиггеп-ЬАхез' ) , . . .

' РопШ ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' РогѵЬЗіге' , 10)
-Ьі-Ые ( '  \М Задание 1 2 ' )  % заголовок  
х Іа Ь е І( ' \ і ѣ х ')  % метка оси ОХ
у І а Ь е І( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) , \ р Ь і ( \ і ѣ х \ г т ) ')  % метка оси ОТ 
й е іеѣ е(^ііеп ат е ) % удалили файл
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321 =
4 .7 503 58 0 11 21 74 6  

312 =
5 . 52 738 105 35 725 7

'Задание 12
2.2------ .------ .-------1------ 1-------1-----

0 д____ і____ і____ і____ і____ і____ і____ і____ і____ і____
-1 -0.8 -О.б -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 О.б 0.8 1

х

Рис. 12.4. Решение задания 12

В нашем варианте процесс решения системы нелинейных уравнений (12.10) 
успешно проработал и нашел решение. А как в вашем варианте? Если про­
цесс плохо сходится, попробуйте вместо решения системы (12.10) воспользо­
ваться алгоритмом, изложенным после формулы (12.10). Или подберите дру­
гую функцию у - ср (л-), проходящую через точку М2(Х2,у>2)-

12.4. Задание
Решить задание 1 главы 2 при дополнительном условии, что экстремаль не 
может заходить в запрещенную область Б. Уравнение границы области для 
каждого варианта имеется на диске. Сравнить результат с решением зада­
ния 1 главы 2.



ГЛАВА 1 3

Достаточные условия 
экстремума

13.1. Собственное и центральное поле
Ну, вот мы, наконец, добрались и до вопросов, связанных с достаточными 
условиями экстремума функционалов. Мы ограничимся только простейшим 
случаем: элементарной задачей (2.1— 2.2). Пусть такая задача решена, т. е. 
найдена экстремаль, и нам надо проверить: действительно ли на этой экстре­
мали достигается экстремум функционала ./{у), и если да, то какой (т. е. 
минимум или максимум, сильный или слабый, а если слабый, то какого по­
рядка).
Рассмотрение этого вопроса мы начнем с некоторых определений.

Определение 13.1. Пусть задано однопараметрическое семейство кривых 
_)'=_)'(д', С). Говорят, что это семейство образует поле (или собственное поле) 
в некоторой области Д  если через любую точку Мо{хо,уо) е / )  проходит един­
ственная кривая семейства. □

Математически это записывается так:

ЗІС0-.у(х0,Со)=Уо, (13.1)

т. е. для любой точки Мо{хо,уо) из области Б  существует единственное значе­
ние С  =  Со, такое, что кривая семейства _)’=_)<*, С 0) проходит через точку 
М0(х0,у0).

Определение 13.2. Угловой коэффициент касательной к линиям семейства 
в любой точке поляр{х,у) называется функцией наклона поля. □

ПРИМЕР 13.1. Пусть задана область И —  круг х7 +У  < I . Рассмотрим в этой 
области семейство кривых: у = х  + С. Данное семейство образует поле 
(рис. ІЗ.І). Функция наклона поля в любой точке р(х,у)=  I, т. к. все линии 
семейства —  прямые. □
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>
х

Рис. 13.1. Собственное поле в примере 13.1

ПРИМЕР 13.2. В той же области И: х +у  < \ задано I-параметрическое 
семейство линий _)’ =  (.*- С ) 2 -  I. Они поля не образуют (рис. 13.2), т. к. через 
каждую точку области Б  проходит не одна, а две линии семейства. □

Рис. 13.2. Эти линии из примера 13.2 поля не образуют
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Следующее определение, с которым мы познакомимся, —  это центральное 
поле.

Определение 13.3. Пусть все линии семейства С) проходят через
некоторую точку М0{хо,уо)^0- Очевидно, такое семейство не образует поля в 
Б. Но, если кривые семейства С) полностью покрывают всю область
Д  и нигде больше, кроме точки М0(д'0,3'о), не пересекаются, то такое семейст­
во называется центральным полем. □

В центральном поле, в отличие от собственного, допускается пересечение 
всех линий семейства, но только в одной точке.

ПРИМЕР 13.3. В той же самой области і): х +у  < I семейство линий у = Сх, 
дополненное вертикальной прямой х = 0, образует центральное поле 
(рис. ІЗ.З). Линии этого семейства полностью заполняют область/) и пересе­
каются все в единственной точке 0 (0 ,0 ). Функция наклона этого поля в каж­
дой точке, кроме точек с нулевой абсциссой, равна: р (х ,у )=у /х . На оси орди­
нат функция наклона поля не определена □

Заметим, что, если рассмотреть это же семейство в области Д :  
(л*- 1,5)2+ У  < I, показанной на рис. ІЗ.З, то в этой области рассматриваемое 
семейство кривых образует уже собственное поле, т. к. центр семейства 
теперь не попадает в область Д .
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13.2. Поле экстремалей
Перейдем теперь от любого поля к полю экстремалей. Рассмотрим элемен­
тарную задачу вариационного исчисления (2.1— 2.2). Нам известно, что ре­
шение дифференциального уравнения Эйлера (2.9) —  это двухпараметриче­
ское семейство кривых, т. к. в него входят 2 произвольные постоянные: 
у=у(х,С],С 2). Пусть мы одну из них каким-то образом зафиксировали, на­
пример, удовлетворили одному из граничных условий (2.2). Тогда у нас оста­
нется однопараметрическое семейство кривых С), и каждая из кривых 
этого семейства является экстремалью, т. е. удовлетворяет дифференциаль­
ному уравнению Эйлера (2.9). Это семейство может образовывать (или не 
образовывать) поле (собственное или центральное) в некоторой области Б.

Определение 13.4. Полем экстремалей задачи (2 .1— 2.2) называется собст­
венное или центральное поле_)’=_)<*, С), такое, что:

□  ѴС кривая _)>=_)>(;*, С) является экстремалью, т. е. решением дифференци­
ального уравнения Эйлера (2.9);

□  V граничных условий (2.2) 3 !С о , такое, что кривая _)’=_)<*, Со) удовлетворя­
ет (2.2);

□  кривая _)>=_)>(;*, Со) не лежит на границе области /.). в которой семейство
С) образует поле.

В этом случае говорят, что экстремаль (решение задачи (2.1— 2.2)) включена 
в поле экстремалей. □

На рис. 13.4 показаны собственное поле экстремалей (а) и центральное по­
ле (б).

Рис. 13.4. Поле экстремалей: а) собственное; б) центральное
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ПРИМЕР 13.4. Построить поле экстремалей для вариационной задачи:

а
■; (у )^  I  ( у 2 - / ) ^ ;  ,у(0) =  0 ;  у(а) = Ъ, (13.2)

о
где а > 0.

Дифференциальное уравнение Эйлера имеет вид:

у"+у  =  0. (13.3)

Его общее решение:

У = С]СОЗ Л' +  С2 зіп X. (13.4)

Удовлетворив граничному условию на левом конце, получим

Я 0 ) =  С і= 0 ; => Я л') =  ^2 5Іпл'. (13.5)

Имеем однопараметрическое семейство кривых, показанное на рис. 13.5.

Рис. 13.5. Решение примера 13.4

При а  <71 это семейство образует центральное поле в области д*е[0, а] (беско­
нечная вертикальная полоса) с центром в точке 0 (0 ,0 ): через любую точку 
М2(а, Ь) проходит только одна экстремаль, и любая экстремаль —  внутренняя 
линия области. Если же а> п ,  то семейство (13.5) поля не образует: появляет­
ся второй узел в точке (л, 0). □
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13.3. Функция Вейерштрасса
Выведем достаточные условия экстремума для элементарной задачи вариа­
ционного исчисления (2.1— 2.2). Пусть найдена экстремаль Ь, уравнение ко­
торой _)’=_)’(.*), и она включена в некоторое собственное или центральное поле 
экстремалей с функцией наклона р{х,у). Мы будем рассматривать только та­
кие экстремали. На практике чаще всего такое поле можно построить. Какие 
же условия должны выполняться, чтобы мы могли точно сказать: на кривой С 
достигается, например, минимум? Очевидно, минимум будет достигаться 
(см. определение минимума в главе 1), если на близких допустимых кривых 

приращение функционала будет строго положительным:

А ^(у) =  | і7(х,у,у')гіх- (х,у,у')сІх> О, (13.6)
У., 1,

и порядок минимума (сильный или слабый) определяется классом, в котором 
кривые Ь и Ь] близкие. На рис. 13.6 жирной линией показана экстремаль Ь, 
включенная в центральное поле экстремалей (тонкие сплошные линии), и до­
пустимые кривые (штриховые линии).

Преобразуем формулу (13.6). Пока что она неудобна для дальнейших выкла­
док: в ней есть разность интегралов от одной и той же функции, но по разным 
путям интегрирования. Нам было бы удобнее иметь разность интегралов от 
разных функций, но по одному и тому же пути. Попытаемся привести (13.6) 
к такому виду. Для этого рассмотрим вспомогательный функционал

( 13.7)
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где р{х,у) —  функция наклона поля. Этот функционал обладает очень инте­
ресными свойствами.
Во-первых, если линия интегрирования Ь\ совпадает с экстремалью Ь, то он 
обращается в функционал (2.1). Действительно, на линии Ь функция наклона 
поля р(х,у) совпадает с углом наклона касательной к экстремали )'', и

Ѵ{у)1 {х ,у ,У)&  = ^ у ) .  (13.8)
/,

А во-вторых, функционал (13.7) вообще не зависит от линии интегрирования. 
Для доказательства этого факта перепишем (13.7) в виде криволинейного ин­
теграла 2-го рода:

ѵ (у) = Д  р (х’У’Р)^Ррр(х’У’Р) + ̂ рр(х’У’Р )У х ^

= | [р[х,у,р)~рРр[х,у,р))& + Рр[х,у,р) ду.
і-1

Теперь обозначим

\ Р( х , у )  = Р ( х , у , р ) - р Р р ( х , у , р ) ;

Щ х,у ) - рр (х,у ,р ) і

и проверим выполнение необходимого и достаточного условия независимо­
сти криволинейного интеграла 2-го рода от линии интегрирования:

—  ^ Р  + Р  р
Ох  ХР РРУ х

ЗР / \
—  =  Р у  +  Р р Р у  -  Р у Р р  -  Р  \ р у р +  Р р р Р у  )  =  Р у -  Р Р у р  -  Р Р у Р р р  ;

°у (із. и)
Р + Р р — Р  + ѵР + ѵѵ Рхр рр I X 1 у г  ур / / »  рр

д д _ _ д Р _

дх ду

=  ^ѵ+Р Р ур  +  Ррр (Рх+ РРу ) )  -  Ру •

Любая точка кривой Ь\ лежит на какой-либо экстремали, и тамр(х,у)=у', по­
этому

Р ? ...........<6лЧ
дх ду

Р  + Р  + Р р + рхр ур рр \ г х  У  у дх

-Р,дх) у дх у дх

Р у -
(13.12)

Ф1 (//ѴРѵ + р Р у р + Р р р - е - І - Р ^ - ^ - Р ^ - ^ - Р ^  О
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т. к. в любой точке любой экстремали поля удовлетворяется дифференциаль­
ное уравнение Эйлера (2.9).

Что же нам дает этот вспомогательный функционал (13.7)? Посмотрите: с его 
помощью мы теперь можем легко преобразовать приращение функционала 
(13.6). В (13.6) —  разность двух функционалов по разным путям, но от одно­
го и того же выражения. Мы же его преобразуем в разность интегралов по 
одному и тому же пути, но от разных выражений. Для этого вместо 2-го сла­
гаемого в (13.6) подставим равный ему функционал (13.7):

(х,у,у')<1х- \ И *  ,У ,р) + (у '^ р )Р р (Х, У , р ) ) =
1, | л,

=  | (р (х ,у , у ' ) - Р { х ,у ,р ) - ( у ' - р ) Р р (х, у ,р))сіх .
(13.13)

Определение 13.5. Подынтегральная функция в выражении (13.13) назы­
вается функцией Вейериипрасса (Кагі ТЬеосІог \ѴІ1Ііе1т ХѴеіегхігахх. 1815—  
1897, рис. 13.7) и обозначается:

Е(х,у,р,у’) =  Р(х,у,у')- {у’- р ) РР(х,у,р). □  (13.14)

Через функцию Вейерштрасса Е (х ,у ,р ,у ’) выражается приращение функцио­
нала:

^■і(у)~ \ р (х ,у ,р ,у ') (іх. (13.15)

Теперь, используя функцию Вейерштрасса, мы можем перейти к выводу дос­
таточных условий экстремума.

Рис. 13.7. К. Вейерштрасс
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13.4. Достаточные условия Вейерштрасса 
экстремума функционала
Будем считать, что Х2>Х]. Тогда, если на экстремали у(х) достигается мини­
мум, то на близких кривых приращение функционала (13.15) будет строго 
больше нуля, а значит, и функция Вейерштрасса Е(х,у,р,у') должна быть по­
ложительной (для максимума—  отрицательной). Если речь идет о нестрогом 
экстремуме, то соответствующие неравенства могут быть нестрогими. В за­
висимости от класса кривых, на котором выполняются данные условия, мы 
можем говорить о сильном или слабом экстремуме. Так, если близкие кри­
вые —  такие, в которых значения функций отличаются мало, а значения про­
изводных могут отличаться сильно, то мы говорим о сильном экстремуме. 
Если же класс функций —  более узкий: и значения функции, и значения про­
изводной отличаются мало, то мы можем говорить лишь о слабом экстре­
муме.

Таким образом, мы доказали следующие условия.

Достаточные условия Вейерштрасса (13.1) сильного минимума. Функция 
у(х) доставляет сильный минимум ф ункционалу^), если:

□  она является решением дифференциального уравнения Эйлера (2.9) при 
граничных условиях (2.2), т. е. если выполняются необходимые условия 
экстремума;

□  ее можно включить в поле экстремалей;

□  \/(х,у), близких к экстремали, и \/у' (не обязательно близких к р(х,у)) 
функция Вейерштрасса Е{х,у,р,у ')>О (или > 0  для строгого сильного ми­
нимума). □

Достаточные условия Вейерштрасса (13.2) слабого минимума. Функция 
у(х) доставляет слабый минимум ф ункционалу^), если:

□  то же самое: она является решением дифференциального уравнения Эйле­
ра (2.9) при граничных условиях (2.2), т. е. если выполняются необходи­
мые условия экстремума;

□  то же самое: ее можно включить в поле экстремалей;

□  \/(х,у), близких к экстремали, и Ѵу', близких к р(х,у), функция Вейер­
штрасса Е{х,у,р,у') >  0 (или >  0 для строгого слабого минимума). □

В достаточных условиях максимума нужно знак в третьем требовании заме­
нить на противоположный.

ПРИМЕР 13.5. Найти экстремали заданного функционала и исследовать их 
на выполнение достаточных условий Вейерштрасса:
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, м = к *  И 0> = “ : ; >00 ;I [у (а ) -Ь ; Ь>  0 .
(13.16)

Подынтегральная функция зависит только от_у', поэтому решениями являют­
ся прямые:

у = С]х + С2. (13.17)

Имеем двухпараметрическое семейство линий. Подставляем вначале гранич­
ное условие на левом конце —  пытаемся построить поле экстремалей:

у(0) =  С2 =  0: => _)<*) =  Сй'- (13.18)

Получили центральное поле экстремалей. Константу С] находим из гранич­
ного условия на правом конце:

С^а = Ь; С , = - > 0 ;  у(х) = — .
а а

(13.19)

Таким образом, 1-е и 2-е условия выполнены: получена линия, удовлетво­
ряющая дифференциальному уравнению Эйлера, граничным условиям и 
включенная в центральное поле экстремалей. Это поле и включенная в него 
экстремаль показаны на рис. 13.8, функция наклона поляр(х,у)=у/х.

Осталось выяснить знак функции Вейерштрасса Е(х,у,р,у'). Вычисляем по 
формуле (13.14):
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р(х ,у ,у ') = у * ; 

р (х ,у ,р )~  р 31 

Рр {х,У,р) = 1р2\ (13.20)

Е (х,у ,р ,у') = у'3 - р ъ - ( /  - р )3 р 2 = ( У - р ) ( ^ + У р - 2 р - ) 

= ( У - р ) ( У - р ) { У  + 2р) = ( у ' - р ) 2 (у'+ 2 р ).

Как мы видим, функция Вейерштрасса Е{х,у,р,уг) вообще не зависит от х, у, 
а зависит только от аргументов у' и р. Первый сомножитель—  неотрицатель­
ный. Выясним знак 2-го сомножителя на кривых, близких к экстремали 
(13.19). На этой экстремали функция поля р(х,у) = Ыа. Исли у' близкая к Ыа\ 
у'=Ы а +  б , где б  —  малая величина, то

Функция Вейерштрасса Е(х,у,р,у')>0 на кривых, достаточно близких к 
экстремали по значениям производной, следовательно, слабый минимум 
точно достигается. Проверим, достигается ли сильный минимум. Если взять 
у' не близкой к Ыа, то слагаемое (у' +  2р) может уже изменить свой знак. Так, 
если, например, взятьу'=-ЗЫа, т о у '+ 2 р = -Ь /а < 0 .  Поэтому сильный мини­
мум здесь не достигается.

Ответ. Экстремаль (13.19) доставляет функционалу (13.16) только слабый 
минимум, но не сильный. □

ПРИМЕР 13.6. Найти экстремали функционала и исследовать их на выпол­
нение достаточных условий Вейерштрасса:

Здесь подынтегральная функция не зависит явно от х —  записываем первый 
интеграл уравнения Эйлера (2.64):

Получили биквадратное уравнение относительно у'. Его решения —  это ка­
кие-то числа (константы), зависящие от С]. Переобозначив решения (обозна­
чив их снова Сі), найдем экстремали, которые будут прямыми:

у' + 2р (13.21)

Л(у) =  I  ( б / 2 ^у'4 +  уу' )̂(іх
а

О

(13.23)
з / 4 -  6 / 2 -  С, =  0 .

у'=Сй  => у(х) =  С,х + С2. ( 13.24)
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Решение совпадает с решением предыдущего примера, и граничные усло­
вия—  те же. Поэтому экстремалью будет прямая (13.19), и она также вклю­
чается в поле экстремалей (13.19), показанное на рис. 13.8. Вычислим функ­
цию Вейерштрасса(13.14) с помощью МАТЬАВ.

с іе а г  а і і  % очистили память
зутз у  ІЭу р % описали символические переменные 
Р=6*ІЭуЛ2-О уЛ4+у*Оу % задали Р ( х , у , у ' )
Рхур=зиЬз(Р,О у,р) % вычислили Р ( х , у , р )
Р р = й і^  (Рхур,р) % вычислили с іР (х ,у ,р )/йр  
Е=зілір1е (Р-Рхур- (Оу-р) *Рр) % вычислили Е ( х , у , р , у ' )
Г =
6*Оул2-Оул4+у*Бу 
ІГхур =
б*рл2 - р л4+у*р 
Гр =
1 2 * р - 4 * р л3+у
Е =
-  (3*р л2-6+2*Оу*р+О ул2 ) * ( -Б у + р )л2

Очевидно знак Е(х,у,р,у') определяется знаком 1-го сомножителя. Обозначим 
его Е] и запишем в виде:

Нам предстоит выяснить: при каких у' (и насколько близких к Ыа) эта вели­
чина Е ]> 0? Будем рассматривать (13.25) как квадратный трехчлен относи­
тельно у'. Он обращается в 0 при выполнении условия:

Если р  таково, что в (13.26) будет 2 действительных различных корня, то это 
означает, что при разных у' величина Е\ будет иметь разный знак, и сильного 
экстремума быть уже не может. Если же при некоторых значениях р  в выра­
жении (13.26) будут комплексные корни, то знак Е] будет постоянный при 
любых у', и, как нетрудно заметить, этот знак отрицательный. Поэтому при 
т е х р, при которых оба корня (13 .2 6 )—  комплексные, будет сильный макси­
мум. Комплексные корни (13.26) будут при таких значенияхр\

При кратном корне также будет Е ]= -р < 0 ,  а значит, сильный максимум.

Исследуем теперь знак Е] при действительных различных корнях (13.26), т. е. 
при р 2 <  3. Мы уже знаем, что в этом случае при значительном изменении у' 
знак Е] не сохраняется, т. е. сильного экстремума нет. А как насчет слабого

Е] = -у'2 -2ру'+ (6-З р2). (13.25)

(13.26)

6 - 2 р 7 < 0 ;  р 1 > 3 ;  р > 4 3 . (13.27)
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экстремума? Может быть, знак Е] сохраняется при малом отклонении у' от 
р  = Ыа! Проверим: положим у'=р  + б, где б —  малое. Тогда

Е] - -^ р  + б ) 2 - 2 р ( р  + б )  + 6 -З р 2 -

~ ^ р 2 - І р е - е 2 - 2 р 2 -2 р е  + 6 - 3 р 2 = 6 ^ 6 р 2 - 4 р е - е 2 =  (13.28) 

=  (с точностью до малых высшего порядка) =  6 -  6р2 -  4р е .

При малых б  эта величина будет положительной при 6 -6 р 2>0 , т. е. при р <  1 
(р у нас положительное). Значит, при р  <  1 достигается слабый минимум. 
Если же р >  1, то при малых б  знак Е} будет отрицательный—  достигается 
слабый максимум. Области различных экстремумов для этого примера пока­
заны на рис. 13.9. □

Рис. 13.9. Различные экстремумы в примере 13.6
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13.5. Достаточные условия Лежандра 
экстремума функционала
Рассмотрим еще одно достаточное условие, более простое, чем условие Вей­
ерштрасса. Вспомним, какие достаточные условия экстремума мы имели для 
функции одной переменной _у(д').

Во-первых, у нас было самое общее условие: приращение функции в окрест­
ности точки экстремума должно сохранять свой знак Для функционалов ана­
логичное условие —  это достаточное условие Вейерштрасса.

і

Рис. 13.10. Л. М. Лежандр

А во-вторых, для функции одной переменной мы имели еще одно, более про­
стое достаточное условие: если функция —  дважды дифференцируемая, то, 
если в стационарной точке у">0, то в этой точке —  минимум, а если_у"<0 —  
то максимум. Аналогом этого условия для функционалов и будет достаточ­
ное условие Леж андра  (Асігіеп Магіе Ье§епсіге, 1752— 1833, рис. 13.10). Для 
его вывода разложим подынтегральную функцию нашей задачи (2.1) Р(х,у,у') 
по формуле Тейлора по 3-му аргументу у' в окрестности значения у'=р. При 
этом ограничимся только формулой 1-го порядка:

и! Л и! \ Рр Іх’У’Р)< , \ Ррр(х’У’Ч)< ,Р {х ,у ,у )  = Р {х ,у ,р ) + ̂ —^̂ ------ { у - р )  + ̂ Ч ^ )-------\ У ~ р ) • О 3-29)

Здесь ц —  средняя "точка" между у' и р, а последнее слагаемое —  остаточный 
член в форме Лагранжа. Если сравнить это выражение с функцией Вейер-
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штрасса (13.14), то мы видим, что функция Вейерштрасса равна фактически 
этому остаточному члену:

Е (х,у ,р ,у') = Р ( х ,у ,у ' ) -Р (х ,у ,р )~ (У -р )Р р (х ,у ,р)  =

На функциях, близких к экстремали, первый множитель всегда положителен, 
поэтому знак функции Вейерштрасса определяется знаком выражения 
Ррр(х.у.с/). Если вблизи экстремали эта функция существует и непрерывна, 
мы можем исследовать знак выражения Руу. Если Руу >  0 на всех функциях, 
близких к экстремали в смысле близости 0-го порядка (т. е. мало отличаю­
щихся от у  по ординатам и как угодно отличающихся по производной), то на 
нашей экстремали функция Вейерштрасса положительна, а значит, достига­
ется сильный минимум. Если же /•', •, • > 0 на всех функциях, близких к экстре­
мали в смысле близости 1 -го порядка (т. е. мало отличающихся от у  по орди­
натам и мало отличающихся по производной), то на экстремали достигается 
только слабый минимум. Аналогично формулируется достаточное условие 
максимума (сильного или слабого). Именно в этом (проверке знака Руу) и со­
стоит достаточное условие Лежандра.

ПРИМЕР 13.7. Задача о брахистохроне. Проверим подынтегральную функ­
цию функционала (2.74):

Выражение Руу> 0 для всех у ,  не обязательно близких к р, следовательно, 
в данной задаче достигается сильный минимум. □

р =  1 V1 +  у '2 .
4у ’

(13.31)

13.6. Вопросы для самопроверки
1. Чем вообще необходимые условия экстремума отличаются от доста­

точных?
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2. Что такое однопараметрическое семейство кривых? Как его можно полу­
чить из общего решения дифференциального уравнения Эйлера?

3. Что такое собственное поле? Центральное поле? Чем они отличаются?

4. Как получается поле экстремалей?

5. Для чего нам понадобилось вводить вспомогательный функционал Ѵ(у) 
при выводе А Ду)?

6. Что такое функция Вейерштрасса? Зачем мы ее вводим?

7. Как формулируется достаточный признак Вейерштрасса?

8. Как формулируется достаточный признак Лежандра? Как он выводится?

9. Выведите достаточные условия экстремума для функционалов, рассмот­
ренных в главах 3—5.



ГЛАВА 14

Условный экстремум 
функционалов

14.1. Вариационная задача для функционала 
с голономными ограничениями
Рассмотрим функционал вида (3.1), зависящий от п функций, с граничными 
условиями (3.2), при дополнительном условии, что эти п функций связаны 
между собой т ограничениями-равенствами (т <п):

ф,Ы-2,-.л) = о; (|4|)
у =  1,#и.

Будем предполагать, что условия (14.1) независимы между собой и не проти­
воречат граничным условиям (3.2).

Связи вида (14.1) называются голономными (конечными, недифференциаль­
ными). Бывают еще и неголономные (дифференциальные) связи, в которые 
входят не только сами функции у-„ но и их производные. О них мы поговорим 
дальше.

Как же можно решить задачу (3.1, 3.2, 14.1)? Простейший способ—  это по­
пытаться решить нелинейную систему (14.1) относительно каких-либо т пе­
ременных (выразить их через остальные п -т  функций), и исключить их за­
тем из функционала (3.1). Тем самым мы упростим вариационную задачу: 
вместо функционала, зависящего от п функций, получим функционал, зави­
сящий только лишь от {п-т ) функций.

Но, как и для функции п переменных при ограничениях-равенствах, здесь 
удобнее применить метод неопределенных множителей Лагранж а  (.ІозерЬ 
Ьоиіз Ьа§гап§е, 1736— 1813, рис. 14.1). Рассмотрим его вывод. Во многом он 
будет похож на вывод этого метода для функции п переменных.
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Рис. 14.1. Ж. Л. Лагранж

Итак, как обычно, исходим из необходимого условия экстремума функциона­
ла: его вариация на экстремали равна нулю. Для функционала (3.1) его ва­
риация вызывается вариациями всех функций 5у/ и их производных 5у'. 
В соответствии с 1-м способом вычисляем вариацию путем разложения по­
дынтегральной функции (3.1) в ряд Тейлора с удержанием только линейных 
членов:

Далее интегрируем по частям, как мы делали в (2.8). Внеинтегральные сла­
гаемые обращаются в нуль в силу граничных условий (3.2), и остается:

Если бы все 8уі были бы независимыми, можно было бы приравнять нулю 
каждую скобочку, и мы бы получили систему дифференциальных уравнений 
Эйлера (3.4) (в главе 3 мы вывели ее из других соображений). Но здесь мы не 
можем этого сделать: вариации функций 5у/ не являются независимыми', они 
связаны продифференцированными соотношениями (14.1):

(14.3)

( 14.4 )

у =  і,/и.
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Здесь мы опять можем пойти по пути исключения зависимых переменных 
можно решить систему (14.4) относительно зависимых вариаций. Эта систе­
м а—  линейная, и решается легко (мы предполагаем, что уравнения (14.1) 
независимые, поэтому ранг матрицы коэффициентов системы (14.4) равен т). 
Далее подставляем полученные т вариаций, выраженные через остальные 
п-пі, в (14.3), и приравниваем нулю коэффициенты при независимых п -т  
вариациях 8у/. Но мы снова поступим по-другому: умножим каждое из урав­
нений (14.4) на произвольную функцию ^ /х ) (равенство нулю сохранится), 
проинтегрируем по интервалу [хі,х2] (опять равенство нулю сохранится), 
сложим их между собой и прибавим к (14.3) (снова получим равенство нулю). 
Вот что будет после перегруппировки слагаемых:

П
Л г- ЛРУ, V ", / \ЭФ /' К ------— + У Х А х)— -

* дх р  /Ѵ '  дУі
Ъу1дх =  0 .  (14.5)

Здесь из п вариаций ду, независимыми будут только п—т штук, а остальные 
т —  зависимые. Какие из них считать независимыми, а какие —  зависимы­
ми, не имеет значения: все равно мы получим, как сейчас увидим, одинако­
вый результат. Пусть мы определились в этом вопросе: выбрали какие-то 
п -т  вариаций в качестве независимых. За счет выбора т функций Х^х) мы 
всегда можем добиться того, чтобы скобочки при т зависимых 8у/ в выраже­
нии (14.5) обратились в нуль: нужно просто решить соответствующую систе­
му линейных уравнений, а мы предположили, что она решается. После этой 
процедуры в (14.5) остаются только независимые 8у/, а значит, множители 
при них (те же скобочки) также обращаются в нуль. Таким образом, имеем 
систему п модифицированных уравнений Эйлера:

дР , ® дер.

* дх Р  Л  ’ ду, (14.6)

і-\ ,п ;

дополненную т уравнениями связи (14.1). Этих п + т уравнений достаточно 
для нахождения п искомых функций у,(х) и т вспомогательных функций \{х), 
которые играют роль неопределенных множителей Лагранжа в нашей задаче.

Конечно же, как и в классическом методе неопределенных множителей Ла­
гранжа, мы введем в рассмотрение функцию Лагранжа:

],А,2,...Дт) =
т (14.7)

= Р{х,Я>У2 > — >У„>У{>У2> — >Уп) + 2 М хК/(Л’Лѵ,}0-
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Если мы построим дифференциальные уравнения Эйлера для функции Ь, то 
увидим, что уравнения для у/ совпадают с (14.6), а уравнения для Х,(х) —  
с (14.1):

к .

сіх

СІХ

сіх /=1 ■ ду>, 

= %{УѵУг ,- ,У „ )  = 0-

(14.8)

Значит, задача фактически свелась к исследованию на обычный безусловный 
экстремум функционала с подынтегральной функцией (14.7):

•**{Я,У2> — >Уа>Я>У2> — >Ун>\>Ь2> — >Ю  =
X {2 пг

= 1  р ( х , я , у 2,—,уа, х , у2 , —, у ’а) + х м х) ф / и ^ - - - > л ) сіх .
(14.9)

Этот функционал зависит от п + т функций, но дополняется граничными ус­
ловиями (4.2) только для п функций ѵ,(х). Для функций Лагранжа Х,(х) гра­
ничные условия не нужны, т. к. уравнения Эйлера для них получаются алгеб­
раическими (14.1).

ПРИМЕР 14.1. Найти кратчайшее расстояние между точками Л(Я,0,0) 
и В{О, Я, Н) на цилиндрической поверхности д'2 +у2 = Я2 (рис. 14.2).

Рис. 14.2. Пример 14.1: муха ползет из точки А в точку В  по кратчайшему пути
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Здесь удобнее в качестве аргумента выбрать г, а искомые функции обозна­
чить х(г) и і (-). Тогда не возникает многозначности в этих функциях, и задача 
формулируется следующим образом:

I--------5------7і (х , у )~ \ ^  1 + ха + у 2й?г—>тіп ;
о

1*(0) = Л ; Ы Н )  = 0 ; 

Ы 0Ь ° ;  Ы Я ) = Л ;

ср(х,у) = х2 + у 2 -  К2 -  0 .

(14.10)

Составляем функцию Лагранжа:

і (х , у ,Х)  = ^  1 + х'2 + у'2 +Х ( г ) ( ^  + у 2 - К 2) (14.11)

Система дифференциальных уравнений Эйлера имеет вид:

с \

= 0 :
СІ2 СІ2

СІЬ , сі
I ----- — = Тку -  —-

ак оЪ

г2 г2■X + у

У

\ ^  1 + х'2 + у'2
= 0

А І^Ѵ
СІ2

? ? г»? пх~ + у~ -К~ -  0 .

(14.12)

Вычислим отдельно полную производную в 1-м уравнении (во 2-м выраже­
ние будет симметричным):

д_
СІ2 О о-х~ + у  "

к"^ і + х °  + у
х /Т /2 /2-х + у

о о -х~ + у  "

* '(  1 + *'2 + / 2 ) -  * '(* '* ' + / / )  д.» + ху 2
(14.13)

~хуу

( ]  + х , 2 + У 2 Т г ( \ + х '2 + у '2Ѵ2
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Подставим (14.13) и симметричное ему выражение в (14.12):

2/..ѵ •

2/.г -

( \ + х ,2+ у  2у

у " [ \  + х '2^-х 'у 'х "

( \ +х '2 +у '2Ѵ2

=  0 .

= 0 ; (14.14)

2 2 г»1 пхг + у  - К  -  0 .

Теперь нам предстоит решить полученную систему нелинейных дифферен­
циальных уравнений. Будем стараться сохранить симметрию при ее решении. 
Исключим из 1-го и 2-го уравнений X:

х ' ( і + у * ) - х ’у У  у " ( \  + х ,2у  х У х"

2 х( О о ■Х“ + у  " ) 2 2 у ( \  + х'2 + у 2) 2 ' (14.15)

2 2 г»2 /лх  + у  - К  ^  0 .

Введем параметр /(-) вдоль оси г следующим образом:

(х -  Ксо5( ;
[ у -К5ІШ  .

(14.16)

Это можно сделать, т. к. у нас есть 2-е уравнение (14.15). Теперь оно удовле­
творяется, а в 1-м уравнении перейдем к параметру I. Дифференцируя (14.16), 
найдем:

= ; (х" -  -К со з( • і '1 - К 5іп(-(" ;

Іу' = Ксо$і- і ' : 1 /  = - /гз іп /- / '2 +Ксо5І-і".
(14.17)

Подставим полученные выражения в 1-е уравнение (14.15). Числитель левой 
части:

х"^ 1 + у 7) - * у у '  = у к с 0 5 ( '( '7 -7?ЗІП/• /" )(  1 + К7 сов7 і - У  ) + 

+Е2 8ІІ11С05І ■ і'2 (-Л8ІП і -і'2 + К созі
(14.18)
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числитель правой части:

у ’ ( 1 + х'2\-х'у'хи-(-КзіШ-і '2 + 7?со5/-/')( 1 + К2 зіп2 ( -?,2)+
. ч (14.19)

+К2 8ІП ( СО$( • ('2 (-КС05( • ('2 -  К51П( • (*у

Решаем 1-е уравнение (14.15) как пропорцию, сокращая на одинаковые мно­
жители в знаменателе и числителе:

( ^ ' 2 с о з / - / 'з іп / ) (  1 + К2і'2 соз2 /)з іп / +

+ ш '2 ЗІІГ (С05((-К('2 5ІП/+ К("С05(^)-

= ( - і '2 8ІП/ + /"сОЗ/)( 1 + К2і'2 ЗІіТ і ) о 5 І  +

+Ш'2 8ІІ1 ?С082 ((-К ('2 СО$( -  Ш" 8ІП і )  .

Раскрываем скобки и упрощаем:

Ч ' 2 8 І П / С 0 8 / - / ' 8 І П 2 ( - К 2( '4 ЗІП/СОЗ3 І  -  К 2 і ' 2 і "  $1П2 (С 0 5 2 (  +

+К2І,2і"8ІІГ І С082 І -  К2і'4 8ІП3 (СОЗ( -

-  - ( '2 ЗІП/СОЗ/ + ("С052 I -  К2!'4 8ІІ13 (С05І + К2("('2 8ІП2 ^СОЗ2 ( - 

—К2{'4 8ІІ1 /СОЗ3 І -  К2(,2("8ІІ12 (СОЗ2 І .

Решение этого уравнения: 

Подставляем его в (14.16):

Г х ^ Л с о з ^ г  + С , ) ; 
= /?зіп(С]2 + С2) •

(14.20)

(14.21)

Приводим подобные и переносим все в одну сторону:

("=0. (14.22)

/(г) = С,г + С2. (14.23)

(14.24)

(14.25)

Граничные условия при г = 0 дают:

Г*(0) = ЛсозС2 = К;
\у (0)  = Я5ІпС2 =0;

что соответствует С2 = 0. Теперь подставляем граничные условия при г = Н:

\х(Н) = Ксо5СН = 0;
\ ) [ 1 (14.26)
\ у (Н ) ^К 5 тС ]Н ^ К ;
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а это дает С\Н =пИ , т. е. С| = я/2//. Окончательное решение вариационной 
задачи (14.10) —  это винтовая линия:

х(г) = і?соз
□ (14.27)

14.2. Вариационная задача 
с неголономными ограничениями

Пусть теперь вместо голономных ограничений (14.1) имеются неголономные, 
т. е. такие, в левые части которых входят, кроме функций, и производные

(ф ] ( у ,  у2, ■■■’Уп’Уѵ У2’■■■’Уп)^0 ’ (14.28)

Что изменится в этом случае? Очевидно, (14.2) и (14.3) остаются в силе. Но 
при дифференцировании ограничений вместо (14.4) будем иметь

« 5ф. « 5ф,

/=1 дуі ,:=1 дуі

у = 1 ,т.

(14.29)

В (14.5) появится новое слагаемое:

„ г

I  X
(ІР. ® . ч бф ; 1 ® . .бф,

К -------^ + Х ^ / М —  + Х ^ / М — -  8у'і
* йх Р  Л  ’ дУі Ь  Л  ’ ду] ■'

сЬс = 0 .  (14.30)

Его можно также проинтегрировать по частям, как мы это делали при выводе
(14.3). Получим:

х 2 п

I X
V

„  / ч5ф/ <і Р ..------— + Х Х  :(Х)--- -------
сіх ~~і{ /ѵ ’ ду ., <іх

1 I \ ѵ^ ік Л х ) — -

Л  ’ ду]
Ъу1 сЫ = 0 .  (14.31)
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Теперь те же самые рассуждения, что мы проводили после получения форму­
лы (14.5), приводят вместо (14.6) к уравнениям

х Ч ,  ( А  I \ 5(Р / Р ..------- - + У  X Лх )— --------Х, (х)— -
Л дх Ы  /Ѵ '  ду дх{  /Ѵ ; ду'

\ \

(14.32)

і  — \ , п .

Введя в рассмотрение функцию Лагранжа (14.7), где все % зависят уже, ко­
нечно, и от производных, получим, что дифференциальные уравнения Эйлера 
для нее будут как раз давать (14.32) и ограничения (14.28): вместо (14.8) у нас 
будет:

Ь..

к ,

д і ,
-------—  =  р удх дх ду, дх

К, (х)— -
. д }ч

\Л

) )
= 0;

дЬѴ;

дх

(14.33)

Значит, мы и в этом случае можем ввести в рассмотрение вспомогательный 
функционал (14.9) и исследовать его на обычный экстремум. Конечно, в этом 
случае в (14.9) все функции сру- зависят не только от функций#-, но и от их 
производных. А в остальном задача при неголономных ограничениях решает­
ся так же, как и при голономных.

14.3. Изопериметрические задачи
Определение 14.1. Изопериметрической задачей в узком смысле слова на­
зывается задача исследования на экстремум функционала для одной или двух 
функций одной переменной (т. е. для плоской или пространственной линии) 
при ограничении-равенстве на длину этой линии. □

Типичными примерами изопериметрических задач в узком смысле слова яв­
ляются задача Дидоны и задача о цепной линии (см. главу 1).

Определение 14.2. Изопериметрической задачей в широком смысле слова 
называется вариационная задача вида (З.І— 3.2) при дополнительных так на­
зываемых "изопериметрических" условиях: ограничениях-равенствах вида

\ рАх,Уі , у2, . . . ,ув,Ж,у'2, . . . ,у '„) дх = Іі = сопй; □ (14.34)

у = 1 ,т.
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Здесь число ограничений-равенств т может быть и меньше, и равно, и даже 
больше числа функций п. Так, например, в задаче Дидоны мы имеем одну 
функцию и одно ограничение-равенство, т. е. т = п.
Рассмотрим, как можно решить изопериметрическую задачу с помощью ме­
тода неопределенных множителей Лагранжа Для этого нам нужно попытать­
ся как-то перейти от ограничений в виде (14.34) к голономным ограничениям 
вида (14.1) или неголономным вида (14.28). Поступим следующим образом. 
Введем в рассмотрение новые, дополнительные переменные 2, с помощью 
соотношений:

, (*) = \ р ] (х ,у ],у 2, . . . ,у п,уІ,у'2,...,у 'п) сіх;
(14.35)

и = і ’т -

Тогда для функций 2, имеем дифференциальные соотношения:

[р]{х,У і,у2, . . . ,у п,Ж,Уг,— ,Уп)- (14.36)
;т:

и граничные условия:

(х ,) = 0 ; 

2] ( хі ) ^ 1] ; (14.37)

./п.

Теперь мы можем считать, что наш функционал (4.1) зависит не только от п 
функций уі и их производных, но и от т функций 2/ и их производных (хотя 
эти 2) и не входят в функционал явно). Но для функций г, у нас есть гранич­
ные условия (14.37) и неголономные ограничения (14.36)! Тем самым мы 
свели изопериметрическую задачу к задаче на условный экстремум. Приме­
няем теперь метод неопределенных множителей Лагранжа Записываем 
вспомогательный функционал вида (14.9), зависящий от (п + т) функций и т 
множителей Лагранжа:

Уп>21 )

)
(14.38)

где

р * (уи . . . ,у а,ъ , . . . ,2 т,& ...,у;,,2[,...,2 ;п,К " - > К )  =
т

= Р ( х ,у ^ . . . ,у п,у[,...,у 'п) + Х М * )  ( Р ^ Х ^ - ч У п Ж - ’У п )-2) ) -
(14.39)
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Составляем уравнения Эйлера. Запишем вначале уравнения для перемен­
ных 2)\

Оказывается, в изопериметрической задаче все множители Лагранжа посто­
янны:

Это несколько упрощает дальнейшие выкладки. Записываем теперь уравне­
ния Эйлера для переменныху ь уже с учетом (14.41):

Третья группа уравнений Эйлера—  для переменных X, —  дает ограничения 
(14.36).
Из (14.42) мы видим, что вспомогательный функционал может быть построен 
значительно проще, чем (14.38— 14.39): он не будет зависеть от перемен­
ных г,, и множители Лагранжа будут постоянными:

Таким образом, для получения необходимых условий экстремума в изопери­
метрической задаче нужно составить вспомогательный функционал (14.43), 
где ѴАу = сопз1:, записать для него систему уравнений Эйлера и решить ее. 
Произвольные постоянные (их 2п штук) и т множителей Лагранжа Ау на­
ходятся из 2п граничных условий (4.2) и т условий изопериметрич- 
ности (14.35).
Заметим, что система уравнений Эйлера не изменится, если функционал 
(14.43) умножить на постоянный множитель (д,0:

(14.40)йх йх

(14.41)

I -  \,п.

т ) (14.43)
] Р { х ,у і , . . . ,у п,у[,...,у 'п) + ^ Х ^ ^ х ^ — іУ п Ж — іУп)

(14.44)
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где Ро = Р; Ц) = Но теперь задача приобрела симметричную форму! И ка­
кую из Р) теперь считать целевой функцией, а какие —  ограничениями, не 
имеет значения. Отсюда следует очень важный принцип двойственности 
теории оптимизации', решение задачи на экстремум функционала А при ог­
раничении на функционал В  —  такое же, как и решение задачи на экстремум 
функционала В  при ограничении на функционал А.
Более подробное исследование вопросов теории двойственности не входит 
в нашу задачу.

ПРИМЕР 14.2. Задача о цепной линии (см. главу 1). Математически эта за­
дача ставится так: для функции у(х), проходящей через 2 заданные точки 
М \{х\,у\) и Д / Д . ѵ минимизировать потенциальную энергию (у-ю коорди­
нату центра тяжести) при условии, что длина линии постоянна и больше дли­
ны отрезка М\М2. Полистайте свои старые конспекты по математическому 
анализу и вспомните, как находится центр тяжести плоской однородной ли­
нии. Вот какую задачу мы будем решать:

Составляем вспомогательную функцию вида (14.43) для нашего функцио­
нала:

г = у ^  1 + / 2 ; Ъ=УІ 1 + / 2 ; р* ^ Р  + Щ ^ { у  + 1 ) 4 \  + у '2 ■ (14.46)

Для нее нам теперь нужно записать уравнение Эйлера Эта функция не зави­
сит явно от х, поэтому записываем 1-й интеграл в виде (2.64):

Решаем полученное уравнение с помощью гиперболической подстановки

(14.45)

V 1+У

Умножаем на корень в знаменателе и упрощаем:

Р* ~ У %  . (14.47)

(14.48)

(вспомните основную формулу гиперболической геометрии: с \\х -$ \ \х =  1):

у'=5Ы; у  = С]сЫ-Х. ( 14.49)
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Мы выразили через параметр ( переменную г. далее находим х: 

сіу ~ С] зЬ (Л ; сіх~ —  ~ С ]сіі ; х  -  + С2 ■
У

Исключаем параметр I из полученного решения:

(14.50)

(14.51)

Решение нашей задачи —  гиперболический косинус, который так и называет­
ся: цепная линия. Произвольные постоянные С], С2 и неопределенный множи­
тель Лагранжа X находим из граничных условий и условия изопериметрично- 
сти (постоянства длины):

Ее можно решить численно и подставить полученные значения С\, С2 и X 
в решение (14.51). □

ПРИМЕР 14.3. Задача Дидоны. Требуется максимизировать площадь между 
кривой, соединяющей точки М](0,0) и М2(х2, 0), и осью Ох при условии, что 
длина дуги линии постоянна и больше длины отрезка М\М2. В одном вариан­
те абсцисса правой точки х2 задана, в другом —  правая точка может свободно 
перемещаться вдоль оси Ох. Мы решим оба варианта задачи. Вот ее матема­
тическая формулировка:

У{Хі)  = У2’ (14.52)

Имеем систему 3-х нелинейных уравнений:

С, с і і ^ - ^

(14.53)
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Второй вариант (подвижная правая точка скользит вдоль оси Ох) отличается 
от первого (неподвижная правая точка) только граничными условиями. Диф­
ференциальное уравнение Эйлера будет одинаковым в обоих случаях.
Составляем подынтегральную функцию для вспомогательного функционала 
вида (14.43):

Р  = у; ру = >/ \ + у ' 2 ; К' = Р  + Щ  = у  + ХЛІ 1 + у'2 . (14.55)

Как и в задаче о цепной линии, здесь подынтегральная функция не зависит 
явно отх, поэтому записываем 1-й интеграл уравнения Эйлера вида (3.64):

Г  - у'Р* ^ у  + "Ц 1 + / 2 - у ’Х . У -С]  . (14.56)
л/ і +  У 2

Умножаем на знаменатель (он никогда не равен нулю) и упрощаем:

у 4  1 + У2 +\(і  + у 2) - \ у 2 = с ^  1+У2 ; ( у - С ^ І  + У2 = - Х .  (14.57)

Здесь удобнее ввести параметр путем тригонометрической подстановки:

У = сІ§/; ——— - - X ;  у - С] -Хѣ\ п і .  (14.58)
зіп?

Находим х:

с і у - -Х со 5 (с і ( ;  й х -  —  - - Х % т і й і \  х - С 2 +Хсо 5І .  (14.59)
У

Исключаем параметр I из последних уравнений (14.58— 14.59). Получаем 
уравнение окружности:

(х -  С2)2 + (у-С])2 = X2. (14.60)

Значит, решением задачи Дидоны является дуга окружности. Ее центр и ра­
диус мы найдем из двух граничных условий и условия изопериметричности.

Вариант 1. Правая точка задана: М2(х2, 0). В этом случае имеем систему 3-х 
уравнений с 3-мя неизвестными, которую удобнее решать в параметрической 
форме, т. к. явное уравнениеу(х) может быть неоднозначным (рис. 14.3).
Введем в рассмотрение углы: с*] (начальный) и а 2 (конечный, он отрицатель­
ный, т. к. отсчитывается по часовой стрелке). Центральный угол, охватывае­
мый дугой, равен:

а  = а і - а 2. (14.61)
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Рис. 14.3. Задача Дидоны —  вариант 1, выполненный с помощью МЛТЬЛВ 

Получаем систему 2-х уравнений для нахождения неизвестных К и а:

Я а -1 ;

2І?8ІП — = х , .

Ее можно решить численно, а затем найти:

х-,

(14.62)

С  =-

с, =
К2 -  С,2 ; а  > 7т; (14.63)

а  < 7т.

Вариант 2. Правая точка М2(.ъ, 0) скользит вдоль оси Ох, т. е. .ъ не задано. 
Здесь нам придется воспользоваться условием трансверсальности (8.9). Мы 
движемся по горизонтальной прямой, поэтому ср'(л) = 0, и это условие имеет 
вид:

=  0 . (14.64)

Полученное выражение совпадает с нашим 1-м интегралом уравнения Эйлера 
(14.56) при С]= 0. Значит, и решением его будет С]= 0: центр окружности
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в этом случае лежит на оси Ох, и решением задачи Дидоны является полуок­
ружность. □

14.4. Вопросы для самопроверки
1. Какую вариационную задачу мы решаем?
2. Чем отличаются голономные ограничения от неголономных? Чем отлича­

ется решение задачи для одного и другого случая?

3. Когда неопределенные множители Лагранжа будут функциями от х, а ко­
гда постоянными?

4. Какая задача называется изопериметрической в узком смысле слова? 
В широком смысле слова?

5. Какая кривая является решением задачи о цепной линии?

6. Какая кривая является решением задачи Дидоны?

7. В каком случае при решении задачи Дидоны охватываемая площадь будет 
больше: когда правая точка фиксирована или когда она может скользить 
вдоль оси Охі

14.5. Примеры выполнения заданий
14.5.1. Задание 1
Найти экстремаль функционала, который мы уже исследовали в главе 2 (за­
дание 1), но с дополнительным условием:

'/ ( у ) = I  (*2 + У + / 2) Л ;  |^ ( 1 ) - 2 - 1, ] у ^ х ^ 2 - (14.65)

Сравнить решение с решением задания 1 главы 2. Вычислить значения функ­
ционалов на обеих кривых. Построить графики.

Составим программу для этого примера на основе программы для задания 1 
главы 2 с использованием других программ. Вначале описываем необходи­
мые переменные и вводим исходные данные. Повторяем полностью решение 
задания 1 главы 2.

с і е а г  а і і  % очистили память 
сН зр ( ' Решаем за д а н и е  1 4 .1 ' )  
з у т з  х  у  ІЭу Б2у ІаіпМ а
Р=хА2+ уА2+ОуА2 ; % поды нтегральная функция
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х 1 = -1 ;  % вводим граничные условия

у і= і  ;
х2=1;
у2= 2;
Р1=у;
Л =2 ;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
гргігѵЬ^ ( ' Р ( х ,у ,у '  ' )=% з\п' , с Ь а г (Р ))
гргігѵЬ^ (' Граничное усл ов и е с л е в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 1 ,у 1 )
^ргіп-Ь^ ( ' Граничное усл ов и е сп р а в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 2 ,у 2 )  
сН зр ( ' Условие и зоп ерим етри чности: 1)
^ргіп-Ь^ (' Іп-Ь(%з, ' 'х ' ' , %й,%сі)=%сі\п' ,сЬ а г(Р 1 ) ,х 1 ,х 2 ,  Л )
<ЗРсіу=сіі^ (Р ,у )  ; % вычислили Ру 
йРс1у1=с1і^ (Р ,Б у) ; % вычислили Ру' 
а_арауі_ах=аігг(арауі,х ) ; % ру'х 
а _ а р а .у і_ а .у = с ііг г (с ір а у і,у ); % р у 'у
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^(с1Рс1у1,Пу) ; % Р у 'у '-у с л о в и е  Лежандра 
с!ЕѴ1сіх=с1_с1Рс1у1_сіх+с1_с1Рс1у1_с1у*Пу+с1_с1Рсіу1_с1у1 *02у  ;
Е и 1ег= зію р іе  (йРйу-сіРуІсіх) ;
йес[Еи1ег= [с Ь а г (Е и іег ) ' = 0 ' ] ;  % добавили =0 
Зо1= йзо1ѵ е (с іе д Е и Іе г ,’х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % н ет  решений или б о л ее  одн ого  
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

епй
Зо1Ье^-Ь=зиЬз (З о і  ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  
З о1К ід Ы := зи Ь з(З о і, х , х 2 ) ; % подставили х2  
Е ф е? Ъ = [с Ь а г (ЗоІЬ егѣ) '= ' с Ь а г ( з у т ( у і ) ) ] ;  % =у1  
ЕфідЬ-Ь= [сЬ аг (ЗоІЕідІгЬ) ' = ' сЬ аг (з у ю (у 2 )) ] ; % =у2  
Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь, ЕсрідІгЬ, 'С 1, С2 ')  ; % решаем си стем у  
С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения 
С2=Соп.С2; % символическим константам С1 и  С2
З о 1 2 1 = ѵ р а (е ѵ а і(З о і) , 1 4 ) ;  % подставляем  С 1,С 2, вычисляем с  14 з н .  
х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % за д а ем  м ассив а б сц и сс  
у 2 1 = з и Ь з (З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ) ; % вычислили ординаты
Решаем задан и е 14 .1  
Исходные данны е:
Р ( х ,у ,у ' ) =хл2+ул2+Оул2 
Граничное условие с л е в а : у ( -1 )= 1  
Граничное условие с п р а в а : у (1)=2 
Условие изоперим етричности :
ІітЬ (у, ' х ' , - 1, 1) =2

Приступаем к решению нашего примера Формируем вспомогательный 
функционал вида (14.43), записываем для него дифференциальное уравнение 
Эйлера и решаем его.
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Ь=Р+1ашЬ<1а*Р1; % модифицированный функционал
СргіггЬС ( 'Ь ( х ,у ,у '  ' ,1апіЬс1а)=%з\п' ,с і іа г ( Ь ) )
сИ Л у=с1і^ (Ь ,у ) ;
аЬ сіу1=сіігг(Ь ,П у) ;
й_сШ іу1_сіх=сіі^  (сШ Зу1,х) ;
а _ сш іу і_ а у = с ііг г  (сш зу і ,у )  ;
й_сШ 1у1_с1у1=с1і^ (сШ іуІ, Бу) ; % сі (сіь /сіу ')  / й у ' 
сЗЬу 1сіх=с1_сШ1у 1_сіх+с1_сШ1у 1_сіу*Бу+сі_сШЗу 1_сіу 1 *Б2у ;
Е и1егЬ=зі т р і е  (сШІу-сіЬуІсіх) ;
с!ес[Еи1егЬ=[сЬаг(ЕиІегЬ) ' = 0 ' ] ;  % составил и  уравнение  
^ р г іп ѣ ^ ( ' Уравнение Э йлера: \п % з\п ' ,  сіедЕиІегЬ)
Зо1Ь=сізо1ѵе (сіедЕиІегЬ, ' х ' )  ; % решаем уравнение Эйлера 

Іепд-ЬЬ (ЗоІЬ ) ~=1 % н ет  решений или б о л ее  одн ого  
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

е і з е
сН зр ( ' Общее реш ение: ' )
^ргіпѣ^ ( ' у  (х) =% з\п ' ,  с ііа г  (З о ІЬ )) 

епй
іі (х, у , у ' , ІатЬсіа) =хЛ2+уЛ2+ОуЛ2+1ат М а* у  
Уравнение Э йлера:
2*у+1атЬс1а - 2*О2у=0 
Общее реш ение:
у (х) = -1  /2 *  1атЬс1а+С1*зіп іі (х) +С2*созЬ. (х)

Мы получили общее решение дифференциального уравнения, в которое вхо­
дят 2 произвольные постоянные и неопределенный множитель Лагранжа Для 
их нахождения у нас есть 2 граничных условия и условие изопериметрично- 
сти. Вычисляем левую часть условия изопериметричности.

сіусіх=сіі^^(З о1Ь ,х ) ; % йу/сіх  
Р1_у=зиЬз (Р 1 , {у  ,Б у } , { Зо1Ь ,сіусіх}) ;
іп-ЬР1=ѵра (іггЬ (Р 1 _ у , х , х і , х 2 ) , 14) ; % вычислили интеграл  
сН зр ( ' Левая ч асть  условия и зоп ерим етри чности: ' )  
сНзр (сЬ аг (іп -Ь Р І))
Л евая ч асть  условия изоперим етричности :
-1 .* 1 а т М а + 2 .3504023872876*02

Формируем систему уравнений и решаем ее —  находим произвольные посто­
янные и множитель Лагранжа. В данных примерах система получается ли­
нейной, и мы решаем ее с помощью команды зо іѵ е . Печатаем решения.

Зо1Ы е^ѣ =ѵ ра(зиЬ з (З о 1 Ь ,х ,х 1 )  ,1 4 )  ;
Зо1ІіГід1тЬ=ѵра (зиЪз (З о 1 Ь ,х ,х 2 )  ,1 4 )  ;
Ье^ЬЬ= [с ііа г  (З о ІЫ е^ І) ' = ' с ііа г  (з у т  ( у і ) ) ] ;
КідЬі:Ь= [с ііа г  (З о ІЬ г ід Ы ) 1 = 1 с ііа г  (з у т  ( у 2 ) ) ] ;
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ігѵЬРІ Л =  [с ііа г  (ігѵЬРІ) ' = ' сЬ аг (з у т  ( Л ) ) ] ;
с іізр  (' Система уравнений относительно С1, С 2, ІапіЬсіа')
€ р гіх& ±  ( ' % з\п' , Ье^-ЬЬ,ЕідЬѢЬ, ігѵЬ РІЛ )
СопЬ=зо1ѵе (Ье^-Ыі,ЕідЬѢЬ, іггЬРІЛ , 'С 1, С2, І а т М а ') ;
С1=ѵра(СопЬ. С 1,1 4 ) ;
С2=ѵра (Сопіі . С 2,1 4 )  ;
1атМ а=ѵ ра (СопЬ. І а т М а , 14) ; % множитель Лагранжа 
З о 1 1 4 1 = ѵ р а (еѵ а 1 (З о ІЬ ),1 4 ) ;  % аналитическое решение 
сН зр ( ' Уравнение эк стр ем ал и : ' )  
г р г і п «  (' у  (х) =% з\п' ,  с ііа г  (З о 1 1 4 1 )) 
с іізр  (' С ож и тел ь  Лагранжа')
СргіггЬС (' 1атМ а= % з\п ' ,  сЬ аг (ІатЪ сіа))
Система уравнений относительно 01, 02 , Іа т М а  
-.50000000000000*1атЪсІа-1.1752011936438*01+

1.5430806348152*02=1 
-.50000000000000*1атЪсІа+1.1752011936438*01+

1.5430806348152*02=2 
-1 .* 1 а т М а + 2 .3504023872876*02=2 
Уравнение экстрем али:
у ( х ) = - .59726402473285+ .4254590641196б*зігйі (х) +

1 . 35914 09142297*соз1і (х)
Множитель Лагранжа 
1 а и М а= 1 .19452804 94 657

Вычисляем значения функционалов на обоих решениях Заполняем таблицу и 
строим графики: сплошной линией—  задания 14.1, а штриховой—  зада­
ния 2.1 ( д л я  сравнения). Результат показан на рис. 14.4.

Р21=зиЪз (Р , {у ,ІЭ у}, { З о 1 2 1 ,с Н ^  (З о 1 2 1 ,х )  }) ; 
і1 2 1 = е ѵ а 1 ( іп і( Р 2 1 ,х ,х 1 ,х 2 ) )
Р141=зиЪз (Р , {у ,ІЭ у}, { З о 1 1 4 1 ,с Н ^  (З о 1 1 4 1 ,х )  }) ;
Л 4 1 = е ѵ а 1 (іп ѣ (Р 141 , х , х і , х 2 ) )
у 1 4 1 = з и Ь з (З о 1 1 4 1 ,х ,х р 1 ); % вычислили функцию 
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у 2 1 , ' — Ь ' , х р 1 ,у 1 4 1 , ' - г ')  % рисуем  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггегѵЬАхез' ) , . . .

' РогѵШате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' РогѵЬЗіие' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  1 4 .1 ' )  % загол ов ок  
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с ')  % м етка о си  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ 
321  =

4.75035801121746 
Л 4 1  =

4.92044833414949
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'Задание 14 Л. 
2.2------ .------ .------ 1------ 1------ 1------

0 0____ і____і____ і____ і____ і____ і____ і____ і____і____
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х

Рис. 14.4. Решение задания 14.1, выполненное с помощью МАТЬАВ

14.5.2. Задание 2
Решить задачу о цепной линии длиной 1=8, соединяющей точки М](—2, 1) 
и М2(3,3). Построить график.
Мы уже решили эту задачу в общем виде, и знаем, что ее решением является 
цепная линия. Нам осталось найти произвольные постоянные и неопределен­
ный множитель Лагранжа из системы нелинейных уравнений (14.53). Вводим 
вначале исходные данные.

с і е а г  а і і  % очистили память
с і і з р ( ' Решаем за д а н и е 1 4 .2 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и
х 1 = -2 ;
у і = і ;
х2=3 ;
у2= 3;
1=8;
СргіггЬС (' Левая т о ч к а : у  (%сі) =% й\п' , х і , у і )
€ р гіх& ±  ( ' Правая т о ч к а : у  (%сі) =% й\п' , х 2 , у 2 )
^ р г іп і^  (' Длина цепи = %сі\п' , 1)
Решаем задание 14.2  
Левая т о ч к а : у (-2)=1  
Правая точ ка : у (3)=3 
Длина цепи = 8
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Систему (14.53) мы будем решать численно, с помощью команды ^зоіѵе. Для 
упрощения мы вычли из 2-го уравнения системы (14.53) 1-е, и оставили толь­
ко систему двух уравнений с двумя неизвестными. Заполняем файл с функ­
цией, которая вычисляет левые части нашей системы.

з  {1} = ' &дпсЬіоп у  = М у Р и п с ( х ) % загол ов ок
з { 2 } = 'С 1 = х (1 ) ; С 2=х( 2 ) ;  у = х ; ' ;
з { 3 }  = [ 'у  (1)=С 1* (с о з !і(  ( ' с ііа г  ( з у т ( х 2 ) ) . . .

' -С 2 ) /С 1 )-с о з 1 і(  ( ' сЬ аг ( з у т ( х і ) ) . . .
1-С 2 ) /С 1 ) ) - ( 1 с ііа г  ( з у т ( у 2 ) ) ' ) + ( '  с і іа г ( з у ю ( у і ) ) • ) ; ' ] ;  

з { 4 }  = [ 'у (2 )= С 1 * (з іп 1 і ( ( '  с ііа г  ( з у т ( х 2 ) ) . . .
' -С 2 ) /С 1 )- з і п Ь ( ( '  с Ь а г ( з у т ( х і ) ) . . .
' -С 2 ) /С 1 ) ) - ( '  с ііа г  ( з у т ( 1 ) ) • ) ; ' ] ;  

г і1 е п а т е = & д 1 1 ^ і1 е (р ж і,'М уР и п с.т ') ;  % имя файла 
сН зр ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )
€ р гіх& ±  ( ' % з\п' , з { : } ) ;
^ іс і= ^ ор еп (гі1еп ап іе , ’м ' ) ; % открыли файл 
^ р г іп і^  (^ іс і, ' % з\п' , з {  : }) ; % запи сали  в  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б : \  І д і  іп\Ма1:1аЪ\МуРипс. т :
^ипсЬіоп  у = МуРипс (х)
С1= х (1) ;  С2= х (2) ;  у=х;
у (1 )= 0 1 * (созЬ.( ( 3 - 0 2 ) /0 1 ) -со зЬ .( ( - 2 - 0 2 ) /0 1 ) ) - ( 3 ) + ( 1 ) ; 
у (2) =01* (з іп іі ( (3-02) / 01) -зіпЬ . ( ( -2- 02) / 01) ) -  (8) ;

Задаем начальное приближение, решаем систему уравнений и печатаем полу­
ченное решение.

х і п і ѣ = [ 0 . 5 ; (х 1 + х 2 )/ 2 ] ;  % начальное приближение 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (' ^ з о іѵ е ')  ; % опции по умолчанию 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (о р ѣ іо п з , 'Б і з р іа у ' , 'о Е € ' , . . .

'М ах іѣ ег ' , 1 0 0 0 , 'Т о І Х ' ,1 е - 8 ) ;
[х г е г о , ^ ѵ а і, ех і-Ь ^ Іа д ]= ^ зо 1 ѵ е( ' МуРипс' , х і п і ѣ , о р ѣ іо п з ) ;  

ехі-Ь ^1ад>0, 
сН зр ( ' Решение н а й д ен о ' ) ;  

е і з е і ^  ехі-Ь ^1ад<0,
сН зр ( ' Решение н е  найдено -  н ет  сход и м ост и ' ) ;  

е і з е
с і і з р ( [ ' П роведено максимально допустим ое число ' . . .

'итераций -  сходим ость м ед л ен н ая ' ] ) ;
епй
С 1 = х гег о ( 1 ) ;
С 2 = х гег о ( 2 ) ;
1атМ а=С 1*созЬ  ( (х1-С 2) /С 1) - у і ;
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с іізр  (' Решение систем ы : 1)
^ р гіп ъ г  (' С1=%12. бг\пС2=% 12. бг\п1ашЬсіа=%12. б г \ п ' , С1, С2, ІашЬсіа) 
с іізр  (' Уравнение цепной линии: ')
^ргіп-Ь^( 'у  (х) =%12. 6^ *сЬ ( (х%+12. б^) /% 12. б^) % +12.бг' , . . .

С1, С 2, С 1, ІатЬсіа)
Решение найдено 
Решение системы:
С1= 1 .478832 
02= 0 .122287 
1аиМ а= 2 .281675 
Уравнение цепной линии:
у ( х ) = 1 . 478832*сЬ( (х+ 0 .12 2 2 8 7 ) /1 .4 7 8 8 3 2 )+ 2 .2 8 1 6 7 5

'Задание 14.2 - задача о цепной тншоі
3

2.5 

2

1.5

3  і

0.5 

О

-0.5 

-1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Рис. 14.5. Решение задания 14.2 —  задачи о цепной линии, выполненное с помощью МЛТЬЛВ

Строим график полученной цепной линии (рис. 14.5). Выравниваем коэффи­
циенты масштаба по осям координат, чтобы фигура выглядела неискаженной. 
Подписываем заголовок и метки координатных осей. Удаляем ненужный те­
перь файл с записанной туда функцией.

х 1 4 2 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % зад ал и  м ассив а б сц и сс  
у142=С 1*соз1і ( (Х І42-С 2) /С 1) -ІашЬсіа; % ординаты  
р 1 о ѣ (х 1 4 2 ,у 1 4 2 ) % рисуем  график 
з е ѣ ( д е ѣ ( д с і , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , ' Р о п І З іг е ' ,1 0 )
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х 1 іл і( [х 1  х 2 ] )  % установили пределы по о си  Ох
йа=йазресгЬ;
с іа (1 :2 )= т іп (с 1 а (1 :2 ) )  ;
йазреаЬ  (сіа) ; % выравниваем масштаб
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  1 4 .2  -  за д а ч а  о  цепной линии')
х ІаЪ еІ ( ' \ і Ъ с 1) % метка о си  ОХ
у Іа Ь е І  ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % м етка о си  ОТ
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )

Как вычислить значение функционала на этой линии? Допишите этот фраг­
мент программы самостоятельно.

14.5.3. Задание 3
Решить задачу Дидоны для линии длиной 1 = 4, соединяющей точки М](0,0) и 
М2(3,0). Рассмотреть также случай, когда правая точка движется вдоль оси 
Ох. Построить на одном графике обе кривые. Вычислить охватываемую пло­
щадь в обоих случаях.
Эту задачу мы также уже решили теоретически. Осталось найти значения 
произвольных постоянных и неопределенный множитель Лагранжа

Вводим исходные данные.

с і е а г  а і і  % очистили память
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 1 4 .3 ' )  % выводим заго л о в о к  задач и  
х2=3 ;
1=4;
^ргіп-Ь^ (' Правая точка х2=%й\п' ,х 2 )
^ргіп-Ь^ (' Длина линии 1=% й\п' , 1)
Решаем задан и е 14 .3  
Правая точка х2=3 
Длина линии 1=4

Заполняем файл с функцией, которая вычисляет левые части системы нели­
нейных уравнений (14.62).

з { 1 } = 'ги п сЬ іоп  у  = М у Р и п с ( х ) % загол ов ок
з { 2 }  = 'Е = х(1) ; а 1 р Ь а = х (2 ); у = х ; ' ;
з { 3 } = [  'у (1 )= Е * а 1 р Ь а - (' с ііа г  ( з у ю (1 )) ' ) ; ' ] ;
з { 4 }  = [ 'у  (2 )= 2 * Е * з іп (а 1 р 1 іа /2 ) -  ( ' сЬ аг ( з у т ( х 2 ) ) ' ) ; ' ] ;
^ І1еп ат е= ^ и 11^ і1е(р и сі, 'М уР ип с.т') ; % файл 
сН зр ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )
^ргіп-Ь^ (' % з\п' , з { : } )  ;
^ іс і= ^ ор еп (гі1еп ап іе , 'м ' ) ; % открыли файл 
^ргігѵЬ^(^ іс і, '% з\п' , з { :} )  ; % запи сали  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
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Текст файла Б : \  І д і  іп\Ма1:1аЬ\МуЕ\іпс. т :
^ипсЬіоп  у = МуРипс (х)
К=х(1) ;  а 1р!іа=х (2) ; у=х; 
у  (1) =Е*а1р1і а -  (4) ;
у (2)=2* К * з іп (а1р Ь а /2) - ( 3 ) ;

Задаем начальное приближение и решаем систему уравнений (14.62). Печата­
ем полученное решение.

х і п і ѣ = [ х 2 / 2 ; р і ] ; % начальное приближение 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (' ^ з о іѵ е ')  ; % опции по умолчанию 
ор-Ьіопз^р-Ьілізе-Ь (о р ѣ іо п з , 'Б і з р іа у ' , 'о Е і '  , . . .

'М ах іѣ ег ' , 1 0 0 0 , 'Т о І Х ' ,1 е - 8 ) ;
[х г е г о , ^ ѵ а і, ех і-Ь ^ Іа д ]= ^ зо 1 ѵ е( ' МуРипс' , х і п і ѣ , о р ѣ іо п з ) ;  

ехі-Ь ^1ад>0, 
сН зр ( ' Решение н а й д ен о ' ) ;  

е і з е і ^  ехі-Ь ^1ад<0,
сН зр ( ' Решение н е  найдено -  н ет  сход и м ост и ' ) ;  

е і з е
с і і з р ( [ ' П роведено максимально допустим ое число ' . . .

'итераций -  сходим ость м едл ен н ая ' ] ) ;
епй
Е = х г е г о ( 1 ) ;
а ір Ь а = х г е г о ( 2 ) ;
сН зр ( ' Решение систем ы : ' )
^ргіп-М  ( 'Е=%12. 6^\па1рЬа=% 12. 6 ^ \п ',Е ,а 1 р Ь а )  
х 0 = х 2 /2 ;
у 0 = (Е А2 - х 0 А2 ) А0 .5 ;  

а ір Ь а < р і, 
у 0 = -у 0 ; 

епй
с іізр  (' Центр окруж ности: ')
^ргіп-М  ( 'х0=% 12. 6^\пу0=% 12. 6 ^ \п ' ,х 0 ,у 0 )
Ѣ1= (р і -а ір і іа )  / 2  ;
Ь2= (р і+ а ір ііа )  / 2  ;
сН зр ( ' Граничные значения п ар ам етр а: ' )  
г р г і п « (■ѣ і= % і2. бг\пѢ 2=% і2. б г \ п ' , ы , Ѣ2)
Решение найдено 
Решение системы:
К= 1 .567769 
а1р!іа= 2 .551396  
Центр окружности: 
х0= 1 .500000 
у0= -0 .4 5 5 9 6 0
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Граничные значения п ар а м е тр а : 
Ь1= 0 .295098 
Ь2= 2 .846494

Рис. 14.6. Решение задания 14.3 —  задачи Дидоны, выполненное с помощью МЛТЬЛВ

Находим решение для линии с подвижным правым концом, вычисляем охва­
тываемые площади и строим графики полученных функций (рис. 14.6). Вы­
равниваем масштабы по осям координат, чтобы окружности выглядели 
окружностями, а не эллипсами. Стираем ненужный теперь файл.

■Ь=1іпзрасе ( И , 12) ; % задаем параметр 
х143=хО+К*соз(ѣ); % абсциссы 
у143=уО+К*зіп(ѣ); % ординаты 
х2п=2*1/рі; % задача с подвижным концом 
Кп=х2п/2; % радиус в этой же задаче 
ѣп=1іпзрасе(0,рі); % задаем параметр 
х143п=Кп +Кп *со5 (Ѣп ); % абсциссы 
у143п=Вп*зіп(Ьі); % ординаты 
3=КЛ2*а1р1іа/2+х2*уО/2; % площадь 
Зт=рі*КпЛ2/2; % тах площадь
^ргіпі^('Площадь при фиксированном х2: 3=%12.6^\п',3)
^ргіпі^('Площадь при подвижном х2: 3=%12.6^\п',3т) 
р1о-Ь(х143,у143,'— Ъ',х143п,у143п,'-г') % график 
зеѣ(деѣ(дсП,'СиггепІАхез'),...

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  
у 1 = у 1 іт ;  % нашли пределы по о си  0у  
у 1 (1 ) = 0 ;  % нижний п р ед ел  0 
йа=йазресгЬ ; 
сіа (1 :2 )  = т іп  (сіа (1 : 2 ) )  ;
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й азресЬ  (сіа) ; % выравниваем масштаб 
у і і л і ( у і )  ; % установили пределы по о си  Оу 
-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  1 4 .3  -  за д а ч а  Дидоны')  
х Іа Ь е І  ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ 
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ у ')  % метка о си  ОТ 
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )
Площадь при фиксированном х2: 5= 2 .451598 
Площадь при подвижном х 2 : 5= 2 .546479

14.6. Задание
1. Решить задание 1 главы 2 при заданном изопериметрическом условии. 

Сравнить результат с решением задания 1 главы 2.

2. Решить задачу о цепной линии заданной длины /, соединяющей заданные 
точки Д/|(.Ѵ|. г і) и г.').

3. Решить задачу Дидоны для линии заданной длины /, соединяющей точки 
М](0,0) и М2(х2, 0). Найти также решение, если правая точка может сколь­
зить вдоль оси Ох. Вычислить охватываемые площади в обоих случаях

Варианты исходных данных есть на диске.



ГЛАВА 15

Метод 
начальных параметров

15.1. Метод стрельбы, начальных параметров, 
матричной прогонки
Мы переходим к рассмотрению численных методов решения задач вариаци­
онного исчисления. Ведь дифференциальное уравнение Эйлера (или Эйле­
ра —  Пуассона, или Эйлера —  Остроградского, или их систему) не всегда 
просто решить аналитически. Эти уравнения могут быть очень сложными 
или вообще не интегрироваться в конечном виде. В этом случае их приходит­
ся решать численно.

Ранее (см. главы 8—10, 12—13) нам уже приходилось сталкиваться с числен­
ным решением нелинейной системы уравнений, но не дифференциальных, а 
конечных. Дифференциальные уравнения Эйлера мы почти всегда решали 
аналитически (исключение составляет уравнение Эйлера —  Остроградского 
для двумерной области сложной формы, которое мы решали в главе 5 мето­
дом конечных элементов). В этой главе мы рассмотрим один из методов чис­
ленного решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений с 
граничными условиями, который называется в разных приложениях или ме­
тодом начальных параметров, или методом стрельбы, или методом матрич­
ной прогонки.

Давайте вспомним, какие обыкновенные дифференциальные уравнения или 
их системы нам встречались. Во-первых, в главе 2 мы вывели дифференци­
альное уравнение Эйлера (2.9), которое является уравнением 2-го порядка и 
дополняется двумя граничными условиями (2.2). Далее, в главе 3 мы получи­
ли систему п дифференциальных уравнений Эйлера (3.4), дополненную 2п 
граничными условиями (3.2). Эти уравнения также являются уравнениями 
2-го порядка. И наконец, в главе 4 было получено дифференциальное уравне­
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ние Эйлера —  Пуассона (4.8), которое является уравнением 4-го порядка и 
дополняется 4-мя граничными условиями (4.2). Граничные условия у нас во 
всех случаях имеют одинаковый вид: искомая функция или ее производная 
какого-либо порядка на одном из концов интервала равна заданной величине.
Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений нам известно, что 
любое уравнение «-го порядка, разрешенное относительно высшей производ­
ной, всегда можно свести к системе п нормальных дифференциальных урав­
нений 1 -го порядка: для этого нужно ввести новые функции по правилу:

где Ѵ(х)—  вектор искомых функций, Р(х,Ѵ)—  известная вектор-функция, 
зависящая от х и Ѵ(х). Она обычно называется правыми частями системы
(15.2). Конечно же, не только одно уравнение, но и систему п уравнений 2-го 
порядка можно этой заменой свести к системе 2п нормальных уравнений 1 -го 
порядка. Далее буквой п будем обозначать суммарный порядок уравнений 
системы, т. е. количество уравнений в (15.2). Например, если у нас есть сис­
тема трех дифференциальных уравнений Эйлера 2-го порядка, то мы получим 
«  =  6 .

Во всех рассматриваемых случаях система (15.2) дополняется п граничными 
условиями: каждая из функций у/(х) задана либо на левом конце интервалах], 
либо на правом х2, либо на обоих, либо нигде не задана, но общее число гра­
ничных условий равно п. В наших задачах п —  четное, и половина граничных 
условий задана на левом конце, а половина —  на правом, но для метода на­
чальных параметров это не обязательно. Главное, чтобы задача была опреде­
лена: должно быть задано п граничных условий, а сколько из них на левом 
конце и сколько на правом —  не имеет значения.

Если все граничные условия заданы на левом конце, то это будут уже не 
краевая, а начачъная задача или задача Коши: Ѵ(хі) = Ѵь и такую систему 
можно решить с помощью стандартного программного обеспечения, напри­
мер, методов Рунге —  Кутта, Ньютона —  Котеса, Адамса и др. Мы предпола­
гаем, что у нас имеется программное обеспечение для решения начальной 
задачи для нормальной системы дифференциальных уравнений. В М/ѴП.ДВ 
для численного решения начальной задачи имеются прекрасные функции 
(они называются решатели обыкновенных дифференциачъных уравнений). 
Вот имена некоторых из них: оае23, ойеііз , оае45 (осіе —  это сокращение от 
огсііпаі сІіГГегепІіа! ес]иаііоп: обыкновенное дифференциальное уравнение). Для

уі= у; у і= у'; у з= у ”; ■■■; у п=у(п 1}. (15.1)

После такой замены получим:

йх
(15.2)
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их работы нужно задать вид системы (15.2), т. е. построить и записать 
ш-файл: функцию, которая вычисляет правые части системы (15.2) по задан­
ным значениям х  и Ѵ(х). Имя этого файла и передается решателю в качестве 
параметра. Ну и, конечно, нужно также задать начальные условия У(*]) = V] и 
те точки х, в которых надо получить решение. Пример решения такой задачи 
есть в приложении 1.
Рассмотрим теперь случай, когда в системе (15.2) часть координат вектора V 
задана на левом конце а часть —  на правом х2. Пусть, для определенности, 
на правом конце заданы пі первых координат вектора V, а на левом конце —  
п-тп любых (не обязательно последних). Этого всегда можно добиться пере­
нумерацией переменных. Если бы нам удалось найти недостающие коорди­
наты вектора V на левом конце, то можно было бы решить начальную задачу. 
Будем рассматривать т недостающих координат V в начальной точке X] как 
неизвестные / | .Ь ..... Для их нахождения имеется пі уравнений—  гранич­
ные условия на правом конце х2. Таким образом, задача нахождения неиз­
вестных начальных условий сводится к решению системы из т в общем слу­
чае нелинейных конечных уравнений. Эти недостающие параметры (коорди­
наты вектора V в начальной точке X]) называются начальными, а метод, 
который мы рассматриваем, —  метод начачъных параметров. Решив эту 
систему, найдем недостающие начальные условия, и теперь можно решить 
начальную задачу стандартными решателями. Пример численного решения 
системы нелинейных конечных уравнений есть в причожении 1.
Рассмотрим геометрическую интерпретацию метода начальных параметров 
для п = 2, т = 1. Пусть имеется дифференциальное уравнение Эйлера 2-го по­
рядка вида (2.9), и в соответствии с (15.1) мы обозначили у] =у; у 2=у'. Гра­
ничные условия у нас: у(хі)= уі(хі)= уІ; у(х2)= уі(х2)= у2. Производная в на­
чальной точке (угол наклона экстремали) не задана, зато задано значение са­
мой функции в конечной точке х2. Задавая различные значения для 
недостающего начального условия у '(х і), будем получать различные у(х2). 
Чтобы получить нужное значение у 2, необходимо угадать угол наклона экс­
тремали в начальной точке. Это напоминает процесс стрельбы из артилле­
рийского орудия. Поэтому метод начальных параметров называется также 
методом стрельбы (рис. 15.1).
В МАТЬАВ для решения систем нелинейных конечных уравнений можно 
использовать команду ^зоіѵе. Ей нужно передать в качестве параметра имя 
функции (ш-файла), которая по заданным значениям аргументов (неизвест­
ные т начальных параметров Ц, і2, ..., Іт) вычисляет значения функций, кото­
рые должны равняться нулю. У нас это —  значения вычисленных т гранич­
ных условий на правом конце минус их действительные, заданные значения. 
Для нахождения этих функций при заданных Ц, і2, ..., іт нужно интегрировать
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систему дифференциальных уравнений с помощью одного из решателей ойе, 
в которых вызывается другая составленная нами ш-функция, вычисляющая 
правые части системы (15.2).

Таким образом, мы получаем примерно такую же "матрешечную" конструк­
цию, как та, что показана на рис. 1.16, только не из пяти, а из трех матрешек. 
Самая внутренняя матрешка—  это файл, в котором по заданным значениям х  
и Ѵ(д-) вычисляются правые части нормальной системы дифференциальных 
уравнений (15.2) —  функции Р(Ѵ,д-).

Следующая по вложенности матрешка—  это файл, в котором по заданным 
пробным значениям неизвестных начальных параметров і2, ..., вычисля­
ются значения функций, которые должны быть равны нулю. Так, для » = 2, 
ш= 1 (см. рис. 15.1) по одному заданному начальному условию _)’'(*]) = !:§ а  
вычисляется одна величина у(х2)-)>2, которая должна быть равна нулю. Для 
этого численно интегрируется система дифференциальных уравнений (ис­
пользуется предыдущий файл!) при заданных теперь уже начальных усло­
виях.

И наконец, наружная матрешка—  это основная программа, в которой реша­
ется система нелинейных уравнений (используется предыдущий файл!), оп­
ределяются неизвестные начальные условия и интегрируется система диффе­
ренциальных уравнений (15.2) при этих начальных условиях. При этом мы 
наверняка "попадем" в нужные граничные условия на правом конце, т. к. 
именно из этих условий попадания мы и находили неизвестные начальные 
условия.
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Однако в некоторых случаях можно упростить задачу и не составлять три 
ш-файла, а ограничиться двумя. В частности, из теории дифференциальных 
уравнений известно, что, если исходная система дифференциальных урав­
нений (15.2) линейная (даже с переменными коэффициентами), то и вектор 
решений в любой точке Ѵ(х2) также будет линейно зависеть от начальных 
условий:

Ѵ(х2) = АѴ(хі) + Ь. (15.3)

Поэтому и система уравнений для нахождения начальных условий также бу­
дет линейной. Для ее построения оставим в (15.3) нужные строки и столбцы. 
Мы предполагаем, что неизвестные начальные условия —  это какие-либо т 
координат вектора Ѵ(хО, а заданы первые т координат вектора Ѵ(х2), поэто­
му и оставим в системе (15.3) только т первых строк, соответствующих гра­
ничным условиям при х= хі, и только нужные т столбцов, соответствующих 
неизвестным начальным параметрам:

%  1] +а,І212 +--- + ак  іт +Ъ, = у  (х2) ;  

а2- Ц +а2І2(2 +--- + а2і іт +Ъ2 = у 2(х2)-,
(15.4)

Ч +  атіг і2 +  --- +  атіт іт +  Ът =  у т (х 2 ) .

Здесь /], і2, ..., іт —  номера столбцов, соответствующие неизвестным началь­
ным условиям на левом конце. Сами неизвестные обозначены Ц, 12, ..., Іт. 
Чтобы найти компоненты матрицы А и координаты вектора Ь, нужно решить 
начальную задачу т + 1 раз с такими вариантами неизвестных начальных ус­
ловий:

□  і - { \ ,  0 ,..., 0} — для формирования | а ](- +ЬѴ а2і< +Ъ2, йц  +Ът'

□  /=  {0, 1,..., 0} — для формирования +ЪѴ а2і̂  +Ъ2, ..., атіу +Ьт'

□ ...

□  /=  {0, 0 ,..., 1}— для формирования {а];: +ЪѴ а2і +Ъ2, ..., аті +Ьт'  

а также

□  /=  {0, 0 ,..., 0 } — для формирования { Ъх, Ъ2, ..., Ът] .

После этого, решая линейную систему (15.4), найдем недостающие начальные 
условия.
Для нахождения столбцов матрицы А и координаты вектора Ь нам пришлось 
несколько раз решить систему линейных дифференциальных уравнений (15.2) 
при различных вариантах начальных условий (на жаргоне программистов и
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расчетчиков это называется "прогнать систему"). Поэтому метод начальных 
параметров иногда называют также методом матричной прогонки.

15.2. Вопросы для самопроверки
1. Какие дифференциальные уравнения можно решать методом начальных 

параметров: обыкновенные или в частных производных?

2. Как свести дифференциальное уравнение «-го порядка к нормальной сис­
теме уравнений? Каким должно быть это уравнение?

3. Как свести систему дифференциальных уравнений и-го порядка к нор­
мальной системе уравнений? Какой должна быть эта система?

4. Что нужно задать для работы решателей нормальных систем дифференци­
альных уравнений?

5. Как находятся недостающие начальные условия в методе начальных пара­
метров?

6. Почему задача упрощается, если система дифференциальных уравне­
ний —  линейная?

7. Откуда появились названия "метод начальных параметров", "метод 
стрельбы", "метод матричной прогонки"?

15.3. Примеры выполнения заданий
15.3.1. Задание 1
Решить методом начальных параметров задание 1 главы 2. Сравнить решение 
с аналитическим. Построить графики.

Используем программу задания 1 главы 2 для составления этой программы. 
Вводим исходные данные. Вначале для сравнения решаем задачу аналитиче­
ски: повторяем решение задания 1 главы 2 и заполняем таблицу.

с і е а г  а і і  % очистили память  
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 1 5 .1 ' )  
з у т з  х  у  Ву И2у
ппр=10; % число интервалов интегрирования
Р=хА2+ уА2+ОуА2 ; % поды нтегральная функция
х 1 = -1 ;  % вводим граничные условия
у і= і;
х2=1;
у2= 2;
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с іізр  (' Исходные данны е: ')
СргіггЬС ( ' Подынтегральная функция Р ( х , у , у ' ')  =% з\п' , сЬ аг (Р ) )
^ргіп-Ь^ (' Граничное усл ов и е с л е в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 1 ,у 1 )
^ргіп-Ь^ ( ' Граничное усл ов и е сп р а в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 2 ,у 2 )  
йЕУу=йіМ  (Р ,у )  ; % вычислили Ру 
йРс1у1=с1і^ (Р ,Б у) ; % вычислили Ру' 
а_арауі_ах=аігг(арауі,х ) ; % ру-х 
а _ а р а .у і_ а .у = с ііг г (с ір а у і,у ); % р у 'у
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^(с1Рс1у1,Пу) ; % Р у 'у '-у с л о в и е  Лежандра 
с!Еуісіх=с!_йРс!у1_<Ах+с!_йРс!у1_йу*Пу+с!_йРсіу1_с!у1 *02у  ;
Е и 1ег= зію р іе  (йРйу-сіРуІсіх) ; % уравнение Эйлера 
йес[Еи1ег= [с Ь а г (Е и іег) ' = 0 ' ] ;  % добавили =0 
Зо1= йзо1ѵ е (с іе д Е и Іе г ,' х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 

Іеп д-Ь Ь (З о і)~ = 1 , % решений н ет  или б о л ее  одн ого  
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

епй
Зо1Ь еЛ = зи Ь з (З о 1 ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  
З о1К ід Ы := зи Ь з(З о і, х , х 2 ) ; % подставили х2  
ЕдЬе^-Ь= [с ііа г  (ЗоІЬе^ѣ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1  
ЕфідЬ-Ь= [сЬ аг (ЗоІЕідІгЬ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у 2 ) ) ] ; % =у2 
Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь,ЕсрідІгЬ, 'С 1, С2 ')  ; % решаем си стем у  
С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения 
С2=Соп.С2; % символическим константам  С1 и  С2 
З о 1 2 1 = ѵ р а (е ѵ а 1 (З о і) , 1 4 ) ;  % подставили С1, С2 
х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % за д а ем  м ассив а б сц и сс  
у 2 1 = з и Ь з (З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ) ; % вычислили ординаты  
Решаем задан и е 15 .1  
Исходные данны е:
Подынтегральная функция Е ( х ,у ,у ' ) =хл2+ул2+Оул2 
Граничное условие с л е в а : у ( -1 )= 1  
Граничное условие с п р а в а : у (1)=2

Для применения решателей систем дифференциальных уравнений приводим 
уравнение Эйлера 2-го порядка к системе 2-х дифференциальных уравнений
1 -го порядка путем замены

Для этого решаем дифференциальное уравнение Эйлера относительно У' и 
формируем правые части системы дифференциальных уравнений. Записыва­
ем их в файл.

^ 2 = зо 1 ѵ е (й е ч Е и Іе г ,’0 2 у ' ) ; % решаем относительно у ' '  
г21=зиЬ з (^ 2 , {у ,ІЭ у}, {зую ( 'у  (1) ')  ,зу ю ( 'у  (2) ')  }) ;

(15.5)
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Б{1} = ' ^ипсЬ іоп  сіусіх = МуКідЫРаг-Ь(х ,у )  
з { 2 }  = 'с!усіх=гегоз (2 ,1 )  ; ' ; 
з { 3 }  = 'с іусіх(1)= у  (2) ; 1 ; 
з { 4 }  = ['с іусіх(2) = ' сЬ а г(г2 1 )
С і1 еп а т е= € и 1 1 € і1 е (р м й , 'МуЕідІтЬРаг-Ь.т') ; % файл 
сН зр ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )  
гргігѵЬ^ (' % з\п' , з { : } )
^ іс і= ^ ор еп (гі1еп ап іе , 'м ' ) ; % открьшаем файл 
^ р г іп ѣ ^ ( ^ ій , '% з \п ' ,з { : } ) ;  % записываем файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б : \Ід1 іп \М а1:1аЬ \ МуКідІтЬРагЬ.т :
^ипсЬіоп сіусіх = МуКідІтЬРагІ; (х, у) 
йус1х = гего з  (2, 1) ; 
сіусіх (1) =у (2) ; 
сіусіх (2) = (у (1) ) ;

Мы сформировали систему дифференциальных уравнений

где в нашем случае = -1 ; *2 = 1. Если бы было известно начальное условие 
у 2(хі), то эту систему можно было бы решить с помощью стандартных реша­
телей. Обозначим у 2(Х]) как неизвестную величину: (~ у 2(хі). Присвоив ей ка­
кое-либо пробное значение, можно решить систему дифференциальных урав­
нений и найти функцию / — ) — 2. О чевидно,/м ож но рассматривать как 
функцию от (, т. е. нужно решить уравнение Лі) = 0. В нашем случае, когда 
исходная система дифференциальных уравнений линейная, уравнение отно­
сительно I также будет линейным, т. е. функция Л і)  имеет структуру 
/(/) = аі + Ъ. Чтобы построить эту функцию, нужно решить 2 начальные задачи: 
для /= 0  и /=  1. Решаем их.

х г = 1 іп з р а с е ( х і , х 2 , п п р + 1 ); % готовим чи сленн ое решение 
у 0 = [ у 1 ,0 ] ; % решаем СДУ при у ' ( х 1 ) = 0 ;
[хх,УУ]=ос1е45 ( ' МуЕідІтЬРаг-Ь' ,х г ,у О ) ; 

уепйО=УУ(ппр+1, 1 ) - у 2 ;
^ргіп-Ь^ ( ' При у ' ' ( х і )  =0: у  (х2)=% 12. 6 ^ \п 1 ,уеп й 0)  
у 0 = [ у 1 ,1 ] ; % решаем СДУ при у ' ( х 1 ) = 1 ;
[хх,УУ]=ос1е45 ( ' МуЕідІтЬРаг-Ь' ,х г ,у 0 )  ;

(15.6)

с граничными условиями:

(15.7)
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уепсі1=УУ (ппр+1,1) -у2 ;
€ р гіх& ±  ( ' При у ' ' ( х і )  =1: у  (х2) =%12. 6 ^ \п 1 ,уепсі1)
При у ' ( х 1 ) = 0 :  у (х 2 )=  1.762196 
При у ' ( х і ) =1: у ( х 2 )= 5 .389057

Система линейных уравнений (15.4) в данном случае состоит из одного урав­
нения. Для нахождения неизвестного ?=.>ъ(л' і) проводим линейную интерпо­
ляцию.

у0=[у1,уепсі0/ (уепсіО-уепсіІ) ] ; 
сНзр(1 Начальные условия:1)
гргіггМ  ( 'у  (х1)=%12 . 6 ^ \п у 1 ' ( х і ) =%12. 6 ^ \п ' ,у 0 )
Начальные условия: 
у ( х і )= 1.000000 
у . (х і )=  -0 .485874

Рис. 15.2. Решение задания 15.1, выполненное с помощью МЛТЬЛВ

Решаем систему дифференциальных уравнений при найденных действитель­
ных начальных условиях. Строим графики (рис. 15.2): сплошной красной ли­
нией —  численного решения, а штриховой синей —  аналитического.

[хх,Х Х ]=осіе45 ( 'МуЕідІіѣРагѣ' ,х г ,у О ) ; % решаем  
^ ід и г е
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у 2 1 , ' — Ъ ', х г ,Т Т ( : , 1 ) , ' - г ' )  % рисуем
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зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' Сиггеп-ЬАхез
' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 2 )  

ѣ іѣ іе  ( ' \М З а д а н и е  1 5 .1 ' )  % загол ов ок  
хІаЪ еІ (' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ 
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т )  ')  % метка осзи ОТ 
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )  % удалили ненужный файл

Можно ли обойтись без решения системы дифференциальных уравнений 
(первый оператор в этом фрагменте программы)? Можно, если воспользо­
ваться полученными ранее решениями при / = 0 и / =  1. Нужно просто взять их 
линейную комбинацию с подходящими коэффициентами. Найдите это реше­
ние самостоятельно.

15.3.2. Задание 2
Решить методом начальных параметров задание главы 3. Сравнить решение 
с аналитическим. Построить графики.

Программу для этого задания напишем на основе программы для задания 
главы 3 с использованием программы для задания 15.1. Находим аналитиче­
ское решение задания главы 3. Заполняем таблицу.

с і е а г  а і і  % очистили память 
сН зр ( ' Решаем за д а н и е  1 5 .2 ' )
з у т з  х  у  г Оу Б2у В г  0 2 г % описали переменные 
ппр=10; % число интервалов интегрирования  
Р=ОуА2-Ю2 А2 + 2 * у * г ; % поды нтегральная функция 
х 1 = -2 ; % вводим граничные условия  

у і = і ;  
г 1=0 ; 
х2=2 ; 
у2=0 ;
22=2 ;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
гргігѵЬ^ (' Подынтегральная функция Р ( х ,у  , у ' 1 , 2 , 2 ' ')  =% з\п' , сЬ аг (Р ) )
сН зр ( ' Граничные условия с л е в а : ' )
гргігѵЬ^ ( 'у  (%й)=%с1; 2 (%сі) =%сі\п' ,Х І ,у 1 ,Х І ,2І )
сН зр ( ' Граничные условия с п р а в а : ' )
гргігѵЬ^ ( 'у  (%й)=%с1; 2 (%сі) =%сі\п' ,х 2  ,у 2  ,х 2 , г2)
а р а у = а іг г ( р ,у ) ; 
а р а у і= а іг г ( р ,о у ) ; 
а _ а р а у і_ а х = а іг г ( а г а у і , х ) ; 
а_ара.у1_а.у=сигг ( а ш у і  , у ) ;
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а_сіРсіу1_сіу1=сіігг (сіРсіуІ ,Б у) ;
а _ а р а у і_ а г = а іг г ( а г а у і , г) ; 
а _ а р а у і_ а г і= а іг г ( а ш у і , о г ) ,• 
а р у іа х = сі_ а р а у і_ а х + а _ а р а у і_ а у * п у + . . .

а_арауі_ауі*о2у+а_арауі_аг*ог+а_арауі_агі*о2г; 
йШ 2= с!ігг  (Р, г) ; 
арагі=сіігг(р,ог) ; 
й_с1Рс1г1_сіх=с1ігг (йРсІгІ, х ) ; 
а _ а р а г і_ а у = а іг г  ( а г а г і , у )
а_арагі_ауі=аігг(ашгі,оу); 
а_арагі_аг=аігг(агагі, г) ; 
а _ а р а г і_ а г і= а іг г  ( а ш г і , о г )  ; 
а р г іа х = с і_ а р а г і_ а х + а _ а р а г і_ а у * п у + . . .

а_арагі_ауі*о2у+а_арагі_аг*ог+а_арагі_агі*о2г;
Е и 1 ег У = зіт р іе  (сіРсіу-сіРуІсіх) ;
Е и іе г 2 = з іт р іе  (йРйг-сІРгІсіх) ; 
сіЕиУ=[сЬаг(ЕиІегУ) '= 0 ' ] ;  % уравнение У 
<Ж и2=[сЬаг(Еи1ег2) '= 0 ' ] ;  % уравнение 2 
Зо1=сізо1ѵе (сЗЕиУ, сЗЕи2, ' х ')  ; % решаем

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % н ет  решений или б о л ее  о д н о г о  решения 
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  о д н о г о  реш ения! ' ) ;  

е і з е
Зо1У = З о1.у;
З о1 2 = З о 1 . г ; 

епй
Зо1ЬУ =зиЬз(З оІУ , х , х 1 ) ; % х і  в  у  
З о 1 Ь 2 = з и Ъ з (З о 1 2 ,х ,х 1 ); % х і  в  г 
З о1 Н У = зи Ь з(З о 1 У ,х ,х 2 ); % х2 в  у  
З о 1 К 2 = зи Ъ з(З о 1 2 ,х ,х 2 ); % х2 в  г 
ЕдЬУ= [сЬ аг (ѵра (ЗоІЬУ, 1 4 ) )  1 = 1 с ііа г  (з у т  ( у і ) ) ] ;
Е дЬ 2= [сЬ аг(ѵ р а (Зо1Ь 2,1 4 ) )  '= ' с Ь а г ( з у т ( г і ) ) ] ;
ЕсрУ= [с ііа г  (ѵра (ЗоІКУ,1 4 ) )  ' = ' с ііа г  ( з у т ( у 2 ) ) ] ;
Еср2= [сЬ аг (ѵра (Зо1Е 2,1 4 ) )  ' = ' с ііа г  ( з у т ( г 2 ) ) ] ;
Соп=зо1ѵе(ЕдЬУ, ЕдЬ2, ЕдНУ, ЕдЕ2, ' С 1, С 2, СЗ, С 4' ) ;
С1=Соп.С1;
С2=Соп. С 2;
СЗ=Соп. СЗ;
С4=Соп.С4;
З о 1Э У = ѵ р а(еѵ а і(З оІУ ), 14) ;
З о 1 Э 2 = ѵ р а (е ѵ а і(З о 1 2 ),1 4 ) ;  
х р 1 = 1 іп з р а с е (х 1 ,х 2 ) ; % м ассив а б сц и сс  
у З = зи Ь з(З о 1 Э У ,х ,х р 1 ); % ординаты  
2 3 = з и Ь з (З о 1 Э 2 ,х ,х р 1 ); % аппликаты
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Решаем задан и е 15 .2  
Исходные данны е:
П одынтегральная функция Е ( х ,у ,у ' , г , г ' ) =ОуЛ2+ОгЛ2+2*у*г  
Граничные условия с л е в а : 
у ( -2)=1; г ( -2) =0 
Граничные условия с п р а в а : 
у  (2) =0; г (2) =2

Сведем систему двух дифференциальных уравнений Эйлера 2-го порядка к 
системе четырех нормальных дифференциальных уравнений 1-го порядка 
вида (15.2). Для этого решим уравнения Эйлера относительно У ', г". Подста­
вим в оба уравнения у, г, у', г'. Сформируем правые части для системы диф­
ференциальных уравнений и запишем их в файл.

^ 2уг= зо1ѵ е (сіЕиУ, сіЕи2, 'П 2у ,П 2г') ;
^ 2 = з и Ь з (^ 2 у г .0 2 у ,{ у ,О у ,г ,О г } , . . .

{ з у ю ( 'у ( 1 ) 1) , з у ю ( ' у ( 2 ) 1) , з у ю ( ' у ( 3 ) ' ) , з у ю ( ' у ( 4 ) ' ) } ) ;
^ 4 = з и Ь з (^ 2 у г .0 2 г ,{ у ,О у ,г ,О г } , . . .

{ з у ю ( 'у ( 1 ) 1) , з у ю ( ' у ( 2 ) 1) , з у ю ( ' у ( 3 ) ' ) , з у ю ( ' у ( 4 ) ' ) } ) ;  
з {1 } = ' ^ипсЬ іоп  йусіх = МуКідЫРаг-Ь(х ,у )  
з { 2 }  = 'с1усіх=гегоз (4 ,1 )  ; ' ; 
з { 3 }  = 'с іусіх(1)= у  (2) ; 1 ; 
з { 4 }  = ['с іусіх(2) = ' с Ь а г(г2 )  
з { 5 }  = 'с іусіх(3)= у  (4) ; '  ; 
з { 6 }  = ['сІусіх(4) = ' С ігаг(г4) 
г і1еп ап іе= ^ и 11^ і1е  (р ж і, 'МуЕідІтЬРаг-Ь.ш') ; 
сН зр ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )  
гргігѵЬ^ (' % з\п' , з { : } )
^ісі=&эреп (г ііе п а ш е , 'м ' ) ;
^ргіп-Ь^(^ісі, '% з\п' , з { : } )  ;
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б : \Ід1іп\М а1:1аЬ\М уКідМ :Раг1:.т :
^ипс-Ьіоп сіусіх = МуКідІтЬРагІ; (х, у)
йус1х = гего з  (4 ,1 ) ;
сіусіх (1) =у (2) ;
сіусіх (2) = (у (3) ) ;
сіусіх (3) =у (4) ;
й у й х (4 )= (у (1 ) ) ;

Применим метод начальных параметров для решения задачи. Неизвестные 
у нас обозначены

у і=у;  У2=У'; Уз = г;  у 4= г \  (15.8)
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В начальной точке х 1 неизвестны у 2{х\) = і\ шуА{х\) = 12- Найдем их из решения 
системы двух уравнений

Ш Ь , Ч )  = У{х2) - У г = Ъ >  ( 159 )

|/2(М2) = г ( * 2 ) - г2 = ° -

Система дифференциальных уравнений Эйлера у нас является линейной, по­
этому и система уравнений (15.9) также будет линейной:

(15.10)Г/і ( ѵ  ̂ 2 ) _  Ц 1 1̂2 2̂ *̂І _  ® ’
I /г  (*И*2 ) = а2] + 0 2 2 ^ + ^ - ^ .

Найдем коэффициенты этой системы и правые части.

х г = 1 іп з р а с е ( х і , х 2 , ппр+1) ;  % точки  
А = г е г о з ( 2 ,2 ) ;  % матрица системы уравнений  
Ь = г е г о з ( 2 ,1 ) ; % век тор  правых ч а ст ей  
у 0 = [ у 1 ; 0 ; г 1 ; 0 ] ; % решаем СДУ при у ' ( х 1 ) = 0 ;  г ' ( х 1 ) = 0 ;
[хх,УУ]=ос1е45 ( ' МуЕідІтЬРаг-Ь' ,х г ,у О ) ;

Ъ=ТТ(ппр+1, [ 1  3 ] ) ' - [у 2 ; г 2 ] ;
у 0 = [ у 1 ; 1 ; г 1 ; 0 ] ; % решаем СДУ при у ' ( х 1 ) = 1 ;  г ' ( х 1 ) = 0 ;
[хх,УУ]=ос1е45 ( ' МуЕідІтЬРаг-Ь' ,х г ,у О ) ;

А (: ,1 )= Т Т (п п р + 1 ,[1 3 ] ) ' - [У2 ; г 2 ] - Ь ;
у 0 = [ у 1 ; 0 ; г 1 ; 1 ] ; % решаем СДУ при у ' ( х 1 ) = 0 ;  г ' ( х 1 ) = 1 ;
[хх,УУ]=ос1е45 ( ' МуЕідІтЬРаг-Ь' ,х г ,у О ) ;

А (: ,2 )= Т Т (п п р + 1 ,[1 3 ] ) ' - [ у 2 ; г 2 ] - Ь ;  
сН зр ( ' Получена си стем а  уравн ений: ' )
г р г і п « ( ' %12. * у "  (х1)% +12.бг * г "  (х 1 )= % 1 2 .б г \п ' , [А,Ъ] ')
Получена систем а уравнений :

13.266624 *у '  (х і ) +14.023425 * г '  (х1)= 13.327366 
14.023425 * у ' (хі)  +13.266624 * г '  (х1)= 11.980999

Решаем систему линейных уравнений (15.10), находим недостающие началь­
ные условия. Печатаем их.

угО =-А \Ь; % нашли начальные параметры  
у 0 = [ у 1 ; у г 0 ( 1 ) ;г 1 ;у г 0  ( 2 ) ] ;  % начальные условия  
сН зр ( ' Начальные у сл о в и я : ' )
г р г і п « ( ' у ( х 1 )  = % 12.бг\п у ' ' ( х і )  =%12. 6 ^ \п ' ,у 0  (1 : 2 ) )
СргігтЬС (' г ( х і )  =%12 . 6 ^ \п г  ' ' (х1)=%12 . 6 ^ \п ' ,у 0  (3 : 4 ) )
Начальные условия: 
у  ( х і ) = 1 .000000 
У ' ( х 1 ) =  0 .425820 
2 (х1 ) = 0 .000000 
г ' ( х і ) = -1 .35 32 05
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'Задание 15.2

X

Рис. 15.3. Решение задания 15.2

Для этих начальных условий решаем систему дифференциальных уравнений 
вида (15.2). Строим график полученного решения (рис. 15.3). Для сравнения 
строим на этом рисунке и график аналитического решения. Выбираем точку 
просмотра. Показываем масштабную сетку и ограничивающий контур. Уда­
ляем ненужный файл с функцией вычисления правых частей системы диффе* 
ренциальных уравнений.

[хх,Х Х ]=осіе45 ( 'МуКідІгЬРаг-Ь' ,х г ,у О ) ; % решаем  
^ ід и г е  % фигура
рІоѣЗ(хр1,уЗ,гЗ,'— Ъ',хг,ХХ(:,1),ХХ(:,3),'-г') % рисуем 
зеѣ (деѣ (дс^, ' СиггегѵЬАхез'),...

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , 'РоггЬЗіге' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \МЗадание 15.2 ') % заголовок
х І а Ь е І('\ і ѣ х ') % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І('\ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т )') % метка о си  ОТ
г І а Ь е І('\іѣг\гт(\іЪс\гт)') % метка о си  02
ѵ іе ю (2 0 5 ,3 0 )  % точка просмотра
д г іс і оп  % показали сет к у
Ьох оп  % показали внешний контур
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )  % удалили файл

Вместо решения системы дифференциальных уравнений при истинных зна­
чениях начальных условий (первый оператор в этом фрагменте программы)
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можно взять линейную комбинацию найденных ранее решений. Напишите 
этот фрагмент самостоятельно.

15.3.3. Задание 3
Решить методом начальных параметров задание главы 4. Сравнить решение с 
аналитическим. Построить графики.

Уравнение Эйлера —  Пуассона (4.8) является уравнением 4-го порядка с 2-мя 
граничными условиями на левом конце и 2-мя на правом. Сведем его к нор­
мальной системе 4-х уравнений І-го порядка заменой:

Я : 
Уг 
Уз 
Уа

--УІ 

= / ;  
= / :  

--уя

л  Ы = Л о ; 
У2^ ) ^ У ю  I 

н { х2)=У2о ; 
У2{х2)= У я ■

(15.11)

Неизвестные начальные условия і\ =уз(хі) и 12=уз,{х\) найдем из решения сис­
темы уравнений:

= 0 ;

\ 2̂ Уі {Х2 ) _ Ую = 0 .

(15.12)

Так как уравнение (4.8) линейное, то и система (15.12) будет линейной. Ре­
шая ее, найдем начальные условия, а затем и решение уравнения Эйлера.

Для составления программы используем программы для заданий главы 4 и 
раздела 15.2. Вначале повторяем решение примера главы 4.

с і е а г  а і і  % очистили память 
сН зр ( ' Решаем за д а н и е  1 5 .3 ' )
з у т з  х  у  Ву И2у БЗу Б4у % описали переменные 
ппр=10; % число интервалов интегрирования  
Р=02ул2-2*ІЭул2+4*у*О у+ул2 - 2 * у * з іп  (х) ; 
х 1 = -1 ;

у і= і  ;
О у1=-1;
х2=1;
у2= 2;
О у2=-1;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
с іізр  (' Подынтегральная функция: ')
гргігѵЬ^ ( ' Р ( х ,у ,у '  ' ,у '  ' ' ' )=% з\п' ,с і іа г  (Р ))
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сН зр ( ' Граничные условия с л е в а : ' )
гргігѵЬ^ ( 'у  (%а) =%й; у ' ' (%сі) =%сі\п' , х і ,у1  ,х1  ,Бу1)
сН зр ( ' Граничные условия с п р а в а : ' )
^ргіпѣ^ ( ' у  (%сі) =%<3; у 1 1 (%сі) =%а\п' ,х2 ,у2 ,х2 ,ІЭ у2) 
а р а у = а іг г ( р ,у ) ; 
а р а у і= а іг г ( р ,о у ) ;
ак ау2= сіігг  (Р ,Б 2у) ;
а _ а р а у і_ а х = а іг г (а г а у і, х ) ; 
а_аш уі_ау= а± гг  (а ш у і ,у ) ; 
а _ а р а у і_ а у і= с ііг г  (а р а у і ,Б у) ; 
а_арауі_ау2=сіігг (арауі ,о2у) ; 
с!ЕѴ1сіх=с1_с1Рс1у1_сіх+с1_с1Рс1у1_с1у*Пу+с1_с1Рсіу1_с1у1 *02у+с1_с1Рс1у1_с1у2 *О Зу;  

а _ а р а у 2 _ а х = а іг г (а г а у г , х ) ;
а _ а р а у 2 _ а у = а іг г (а р а .у 2 ,у );
а_арау2_ауі=сіігг <арау2 ,оУ) ; 
а_арау2_ау2=сіігг <арау2 ,в 2 у )  ; 
аЕу2ах=а_аііау2_ах+а_аі'ау2_ау*Оу+а_аі'ау2_ау1 *02у+с1_с1Рс1у2_с1у2 *О Зу;  
а_арау2ах_ах=сіігг (аругах, х) ; 
а_аш у2ах_ау=а±гг (ару2ах,у) ;
а_арау2а х _ а у і= а іг г (аругах,б У) ; % а< (ару" ) / а х ) / а у ' 
а_ар ау2ах_ау2= аігг(а р у г а х ,и г у ); % а ( (ару' ' ) / а х ) / а у ''  
а_агау2ах_ауЗ= аігг(ар у2а х , Б З у ) ; % а ( (ару ' ' ) / а х ) / а у ' ' '  
а2Ру2ах2=а_аЕ,ау2ах_ах+а_аЕ ,ау2ах_ау*оу+а_аЕ ’а у 2 а х _ а у і* о 2 у ;  
а2р у2ах2= а2р у2ах2+ а_ар ау2ах_ау2*03у+ а_ар ау2ах_ау3*04у;  
Е и 1 е г = з іт р 1 е (а Р а у -а Р у іа х + а 2 Р у 2 а х 2 ); 
аес[Е и1ег=[с Ь а г (Е и іег) ' = 0 ' ] ;  % составил и  уравнение  
З о 1 = а з о 1 ѵ е (а е д Е и Іе г ,’х ' ) ;  % решаем уравнение

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % н ет  решений или б о л ее  одн ого  решения 
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

епа
а у а х = а ± г г ( З о 1 ,х ) ; % нажли производную  
з Г У = зи Ъ з(З о 1 ,х ,х 1 ); % подставили х і  в  у (х )  
зЮ У=зиЬз (с іу а х ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  в  у '  (х) 
згУ = зи Ь з( З о і , х , х 2 ) ; % подставили х2 в  у (х )  
зг О У = зи Ъ з(а у а х ,х ,х 2 ); % подставили х2 в  у ' ( х )  
е1 У = [сЬ а г (ѵ р а (зГУ, 1 4 ))  '= ' с Ь а г ( з у т ( у і ) ) ] ;  
еШУ= [сЬ аг (ѵра (бШУ , 1 4 ) )  ' = ' сЬ аг (з у т  (О у і)) ] ; 
ег У = [сЬ а г (ѵ р а (згУ ,1 4 ) )  1= 1 с Ь а г ( з у т ( у 2 ) ) ] ;  
егОУ= [с ііа г  (ѵра (згБ У , 1 4 ) )  ' = ' с ііа г  (з у т (О у 2 )) ] ;
Соп=зо1ѵе (е ІУ , еЮ У, ег У , егОУ, ' С 1, С 2, СЗ, С 4' ) ;
С1=Соп.С1;
С2=Соп.С2;
СЗ=Соп. СЗ;
С4=Соп.С4;
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З о 1 4 = ѵ р а ( е ѵ а і(З о і) ,1 4 ) ;  % подставили С1-С4 
х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % м ассив аргум ентов  
у 4 = з и Ъ з (З о 1 4 ,х ,х р 1 ) ; % вычислили функцию
Решаем задан и е 15 .3  
Исходные данны е:
П одынтегральная функция:
Р ( х , у , у ' , у ' ' ) =02уЛ2-2 * 0 у Л2+4*у*0у+уЛ2 - 2 * у * з іп (х)
Граничные условия с л е в а : 
у  ( -1) =1; у '< - 1)=-1 
Граничные условия с п р а в а :
У (1)=2; у'(1)=-1

Разрешаем уравнение Эйлера относительно у 11' и подставляем в него обозна­
чения (15.11). Формируем правые части для системы дифференциальных 
уравнений, к которой сводится уравнение Эйлера. Записываем их в файл.

^ 4=зо1ѵ е (сіедЕ и Іег, '0 4 у ' )  ; % находим Б4у 
г 4 1 = зи Ь з( ^ 4 ,{у ,О у ,0 2 у ,О З у } , . . .

{ з у ю ( 'у ( 1 ) 1) , з у ю ( ' у ( 2 ) 1) , з у ю ( ' у ( 3 ) ' ) , з у ю ( ' у ( 4 ) ' ) } ) ;  
з {1} = ' ^ипсЬ іоп  йусіх = МуКідЫРаг-Ь(х ,у )  
з { 2 }  = 'с1усіх=гегоз (4 ,1 )  ; ' ; 
з { 3 }  = 'с іусіх(1)= у  (2) ; 1 ; 
з { 4 }  = 'с іу с іх (2 )= у (3 ) ; 1 ; 
з { 5 }  = 'с іусіх(3)= у  (4) ; '  ; 
з { 6 }  = ['сІусіх(4) = ' с і іа г (^41)
С і1епате=С и11С і1е(рм й, 'МуЕідІтЬРаг-Ь.ш') ; 
с Н з р ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )
СргігтЬС (' % з\п' , з { : } )
€ ій = €ор еп  (г ііе п а ш е , 'м ' ) ;
^ргіп-Ь^(^ісі, '% з\п' , з { : } )  ;
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б : \Ід1іп\М а1:1аЬ\М уКідМ :Раг1:.т :
^ипсЬіоп сіусіх = МуКідІгЬРагІ; (х, у)
йус1х = гего з  (4 ,1 ) ;
сіусіх (1) =у (2) ;
сіусіх (2) =у (3) ;
сіусіх (3) =у (4) ;
сіусіх (4) =—у (1) + з іп  (х) - 2*у (3) ;

Формируем коэффициенты и свободные члены системы линейных уравнений 
(15.4, 15.12). Для этого 3 раза решаем начальную задачу при значениях неиз­
вестных начальных параметров: {(и (2} = {0,0}; {іі,12} = { 1,0}; и {1\,12} = 
= {0,1}. Решаем систему (15.12)—  находим неизвестные начальные пара­
метры. Решаем начальную задачу при этих значениях начальных параметров.
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Рисуем график численного решения и, для сравнения, аналитического. Он 
показан на рис. 15.4.

Рис. 15.4. Решение задания 15.3

х г = 1 іп з р а с е ( х і , х 2 , ппр+1) ;  % точки  
А = г е г о з ( 2 ,2 ) ;
Ь = гего з  ( 2 ,1 )  ;
у0=  [ у і ; Б у і ; 0 ; 0 ] ; % начальные усзловия (0 ,0 )
[хх,Х Х ]=осіе45 ( 'МуКідІгЬРаг-Ь' ,х г ,у 0 )  ; % решаем СДУ 

Ъ=УТ(ппр+1, [ 1  2 ] ) ' - [у 2 ; Б у 2 ] ; % правые части  
у 0 = [ у і ;Б у і ; 1 ; 0 ] ;  % начальные условия  (1 ,0 )
[хх,Х Х ]=осіе45 ( 'МуКідІгЬРаг-Ь' ,х г ,у 0 )  ; % решаем СДУ 

А (: ,1 )= Х Х (п п р + 1 ,[1 2 ] ) ' - [у2 ;О у2]-Ъ ; % 1 -й  стол бец  А 
у 0 = [ у і ;Б у і ; 0 ; 1 ] ;  % начальные условия  (0 ,1 )
[хх,Х Х ]=осіе45 ( 'МуКідІгЬРаг-Ь' ,х г ,у 0 )  ; % решаем СДУ 

А (: ,2 )= Т Т (п п р + 1 ,[1 2 ] ) ' - [у2 ;О у2]-Ъ ; % 2 -й  стол бец  А 
с і і з р ( ' Получена си стем а  уравн ений: ' )
г р г і п ^ ( ' %12. 62  * у "  "  (х1)% +12.бг * у .............(х 1 )= % 1 2 .б г \п ', [А ,Ь ] ')
угО =-А \Ь ; % нашли начальные параметры
у 0 = [ у і ;Б у 1 ; у г 0 ] ; % истинные начальные условия
с іізр  (' Начальные у сл о в и я : ')
г р г і п ^  ( 'у  (х і )  =%12. в Л п у  "  (х і )  =%12. б г \п ' ,у 0  ( 1 : 2 ) )
€ р гіх& ±  С у '  ' ' ' (х1)=% 12. 6 ^ \п у .............(х1)=% 12. 6 ^ \п ' ,у 0  (3 : 4 ) )
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[хх,Х Х ]=осіе45 ( 'МуКідІгЬРагѣ' ,х г ,у О ) ; % решаем  
^ ід и г е  % фигура
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у 4 , ' — Ь ' ,х г ,Х Х ( : , 1 ) , ' - г ' )  % рисуем  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггеггЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' РогѵЬЗіие' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \М З а д а н и е  1 5 .3 ' )  % загол ов ок  
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % м етка о си  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ 
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )  % удалили файл 
Получена систем а уравнений :

0.909297 * у "  (х і)  +0.870796 * у " ' ( х 1 )  = -3 .5 4 6 0 9 6
0.038501 * у "  (х і)  +0.909297 * у "  ' (х1)=  -0 .6 9 4 4 6 1  

Начальные условия: 
у ( х і )= 1.000000
у . ( х і ) =  - 1 . 0 0 0 0 0 0
у " ( х 1 ) =  3 . 3 0 2 3 3 0  
у " ' ( х 1 ) =  0 . 6 2 3 9 0 7

Как и в предыдущих заданиях, решение системы дифференциальных уравне­
ний при найденных начальных условиях можно заменить линейной комбина­
цией решений при пробных значениях начальных условий: {(],(?} = {0 ,0}; 

к \ = {1,0} и {/ь 12) = {0,1}. Запрограммируйте сами этот вариант решения.

15.4. Задание
1. Решить задание 1 главы 2 методом начальных параметров. Сравнить ре­

шение с аналитическим.

2. Решить задание главы 3 методом начальных параметров. Сравнить реше­
ние с аналитическим.

3. Решить задание главы 4 методом начальных параметров. Сравнить реше­
ние с аналитическим.



ГЛАВА 16

Метод 
конечных разностей (МКР)

16.1. МКР для вариационных задач 
с обыкновенными дифференциальными 
уравнениями
Изучим еще один численный метод решения задач вариационного исчисле­
ния —  метод конечных разностей (МКР). Вначале рассмотрим применение 
этого метода к одномерным задачам: когда искомая функция (функции) зави­
сят только от одной переменной. Такими были задачи, рассмотренные в гла­
вах 2, 3, 4: соответствующие дифференциальные уравнения Эйлера были 
обыкновенными. Применение МКР к дифференциальным уравнениям в част­
ных производных будет рассмотрено в следующих разделах

Основная идея М К Р —  замена производных отношением малых конечных 
приращений функции и аргумента:

Фактически это означает, что в МКР экстремаль аппроксимируется кусочно­
линейной функцией. Варьируются ординаты _)<*) в заданных точках, и функ­
ционал становится функцией этих неизвестных ординату\,у>2, ••••

Рассмотрим применение МКР к элементарной задаче вариационного исчис­
ления для функционала (2.1— 2.2). Разобьем интервал [л'ьД'з] на п участков 
одинаковой длины Лѵ = (л'2-Д 'і)/» , как показано на рис. 16.1.
Будем обозначать точки деления л*. То есть граничные точки в этом разделе в 
дальнейшем будут обозначаться не х\ и х2, а Л'о и х„. Функционал .7 равен сум­
ме функционалов на отдельных участках Л:

, сіу  Ау
у  = (іх Ах

(16.1)
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( I6.2)
к=1 к= 1 .

Так как участки малые, применим для вычисления интегралов формулу каса­
тельных, согласно которой каждый из Л  равен подынтегральной функции, 
вычисленной в средней точке и умноженной на ширину интервала:

4 - 1  + х к Л - 1  +Ук Ук-Ук- і Л

2 ’ 2 ’ Дѵ
А л; . (16.3)

Функционал (16.2) будет теперь функцией неизвестных ординату, _)ъ,

хк- і+ хк Ук-і+Ук У к- Ук - 1

А л;

.)’« 1: 

(16.4)

Значения _)>0 и у„ известны —  это заданные граничные условия. Для нахожде­
ния экстремума продифференцируем .7 по переменным у \ ,у 2, ■■■,)’„ ь прирав­
няем производные нулю и решим полученную систему уравнений.

При вычислении дЛдуь учтем, что от у к зависят только 2 слагаемых формулы
(16.4): Л  и Л-]. В оба слагаемых наша перем енная^ входит во 2-й и 3-й ар­
гументы. Применяем обычное правило дифференцирования сложной функ­
ции. Находим вначале В,ІкІдук\

дУк }

• Ѵ і + ^  УкА +Ук  У к- Ук - 1

V

• Ѵ і + ^  Ук-і+Ук У к- Ук - 1

Ах-
\

Ах

(16.5)

Ах. /

Теперь вычисляем <3.7ы/дуу.

д./,к+1

Ъ ’к
= ру

хк +хк+1 Л + Л +1 Л + 1 - Л

* *  + - У^ 1  У  к +Ук +1 Л ы  -  л  

2 2 " А х -

Ах
\

Ах

(16.6)

У

Ах

Х0 ^  Х2 ... Л'к-і :к ... х п_х х п х

Рис. 16.1. Разбиение интервала интегрирования на участки
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Складываем и сокращаем на Ах. Получаем систему уравнений, которая своей 
структурой напоминает уравнение Эйлера (2.9):

/
Р,

2 >
V

Ук-\+Ук У к -У к -1
2 2 Ах

хк + х м  Ук + У к+, Ум -  Ук

А  2 

± Г '  
Ах

Ах

ру
\  \

хк +хк+] у к + ум  у к+]^ у к
2 2

хк_] +хк у к_ ,+ ук ук - у к.  1

Ах
\ \

(16.7)

Ах

А : е [ і , « - і ] .

Вместо Ру, которая фигурирует в уравнении Эйлера (2.9), в уравнении (16.7) —  
полусумма значений Ру на интервалах, примыкающих к точке хк. Вместо 
йРуМх —  отношение разности величин Ру справа и слева от точки хк к шири­
не интервала Ах. Таким образом, (16.7) можно рассматривать как конечно­
разностный аналог уравнения Эйлера (2.9).

Если, как в наших примерах, подынтегральная функция Р {х ,у ,уг) является 
квадратичной относительно аргументов у  и у', то ее частные производные по 
этим аргументам будут линейными и система уравнений (16.7) становится 
линейной.

Заметим, что не обязательно выводить систему уравнений МКР из условия 
экстремума функционала. Можно непосредственно подставить в уравнение 
Эйлера конечно-разностные аппроксимации производных: результат будет 
тем же.

16.2. МКР для вариационной задачи 
в частных производных: 
прямоугольная сетка
В этом случае для аппроксимации частных производных в МКР применяются 
различные схемы (в теории МКР они называются шаблонами). Наиболее про­
стым и понятным является шаблон, показанный на рис. 16.2. В нем для ап­
проксимации первых частных производных используется "центральная" ко­
нечная разность: полусумма "правой" и "левой" разностей:
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дг I 
дх 2

дг I 
ду>~ 2

%  2 і-] ,к  , 2 М ,к  2 ік

Ах- Ах-

2 ік 2 і,к -} , * і,к +1 ^ік

Ау Ау

й/+і„к і-] ,к  

2Ах

і,к+] і,к-}

2 Ау

(16.8)

а для аппроксимации вторых частных производных—  выражения:

__ і_
дх2 Ах

д22 1

г і+],к 2 ік 2 ік 2 і-] ,к

Ах- Ах
г М ,к  2 2 ік +  2 і-] ,к  

^ )2

дхду 2Ау
і+ і,к+1 і-},к+] і+},к-} і - \ ,к - \

2Ах 2Ах

^і+\,к+\ Аі- ] ,к +1 Аі+ \,к -\ +  2 І-], к -]

д2г
ду2 Ау

ААхАу

Ау Ау
2 і,к+\ 2 2 і к + 2 і,к -

ы

(16.9)

Рис. 16.2. Шаблон для аппроксимации частных производных

Теперь полученные выражения можно подставить в функционал (5.1). Он 
станет функцией неизвестных г*. Дифференцируя функционал по этим неиз­
вестным 2ік и приравнивая производные нулю, получим систему уравнений 
для нахождения неизвестных гік. Проделайте это самостоятельно и убедитесь, 
что полученные уравнения будут конечно-разностным аналогом уравнения 
Эйлера—  Остроградского (5.8). Поэтому можно поступить проще: выраже-
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ния для частных производных (16.8— 16.9) подставить не в функционал (5.1), 
а непосредственно в уравнение Эйлера —  Остроградского (5.8). При этом 
также получится система уравнений для нахождения неизвестных г*.
Здесь основную трудность представляет учет граничных условий. Ведь линия 
границы не обязательно проходит через узлы: она может проходить так, как 
показано на рис. 16.2 жирной линией. Для учета граничных условий приме­
няются различные приемы, описанные, в частности, в [24, 29]. Мы рассмот­
рим только самый простой прием, который заключается в следующем. Назо­
вем внутренней точкой области такой узел, для которого весь его шаблон на­
ходится в области. Для этих точек может быть записано уравнение МКР 
с учетом соотношений (16.8— 16.9). Точки, не являющиеся внутренними, но 
находящиеся в области решения, считаются граничными. Например, точка гік 
на рис. 16.2 является граничной, т. к. в ее окружении 3 точки не входят в об­
ласть решения: это г,:>ц ,  г/:+]>ц ,  Эти точки используются для учета гра­
ничных условий. В простейшем случае в каждой граничной точке значение 
искомой функции принимается равным значению функции на границе. Точ­
нее граничные условия можно учесть с помощью линейной интерполяции 
в граничных точках, показанных на рис. 16.2 незакрашенными кружками.

Более сложные схемы учета граничных условий рассмотрены в [24, 29].

16.3. МКР для вариационной задачи 
в частных производных: треугольная сетка
В МАТЬАВ есть возможность построить треугольную сетку для любой пло­
ской области. Поэтому рассмотрим применение МКР для такого разбиения. 
Обозначим узлы одного из треугольников Л /|(.Ѵ|. ѵ*(). Д/Д.ѵ> г<). М3(х3,у 3). Они 
перенумерованы против часовой стрелки, как показано на рис. 16.3.

Неизвестными являются аппликаты точек: гь г2, г3. Чтобы вывести формулы 
для частных производных, запишем уравнение заштрихованной плоскости, 
которой аппроксимируется неизвестная функция 2 =г(х,у):

X -Хі У ~У\
X, - х . У2 - я
Хз -Хі Уз -Уі

=  0 . (16.10)

Это—  известное из курса аналитической геометрии уравнение плоскости, 
проходящей через 3 точки. Если теперь раскрыть определитель и решить 
полученное уравнение относительно г, то коэффициенты при х  и у  будут ап­
проксимациями для дг/дх и дг/ду. Раскрываем определитель по элементам 
1-й строки:
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У і  -  У ]  2 2  -  2 1

л

+

2 *у 2 -̂  Х * у

Л - Я  г з “ г і
2 ^  —  2  ̂ ——

(у ^ у ) +

У2~У\ 
х^ х\ -Ѵз -.V]

(16.11)

( г - г , )  = 0.

Решаем относительно г. Определитель в последнем слагаемом —  это удвоен­
ная площадь элемента, поэтому:

2  — 2 , +  -
г 2 “  г 1 У і ~ )\ 

гз “ гі Л  “ Л
( * - * ) ■

-Л,
( у ^ у ) .  (16.12)

Функция 2(х ,у ) —  линейная. Множители перед скобками—  это и есть при­
ближения для нужных нам частных производных. После раскрытия опреде­
лителей и преобразований они имеют вид:

(ъ (У2~Уз ) + 22(Уз ~Уі ) + гз (Л “ У2) )~дх~2$
(16.13)

Рис. 16.3. Треугольный элемент
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Частные производные являются постоянными величинами во всей треуголь­
ной области —  линейными комбинациями неизвестных значений в узлах
Г], Г?, Г3.
Для вычисления интеграла (5.1) мы воспользуемся построенной треугольной 
сеткой. Каждая область—  малая, поэтому применим простейшую 1-точеч­
ную схему интегрирования по ней: вычислим подынтегральную функцию Р  
в центре тяжести каждого треугольника, умножим на площадь и сложим. По­
лучим:

+ Хзк У1к + У2к + Узк %  + 22к + 2зк

2 8к

2 8к

{Ък(Уік -У зк )  + 22к(Уік ~У\к) + 2Зк(Як ~У2к))>

'(%  ~  Х2к ) + 22к ^  Х3к ) + 23к {%к ~  %  ) ) ) )  •

Здесь пе—  общее число треугольных элементов, второй индекс к —  номер 
элемента.
Мы получили выражение для функционала в виде функции неизвестных зна­
чений г в узлах разбиения. Если узлы какого-либо элемента выходят на гра­
ницу, то соответствующее значение г ]к, ?2к или гък известно: оно определяется 
граничным условием (5.2) в нужной точке.

Дифференцируем выражение (16.14) по каждой из неизвестных і е  [1,ир], 
где пр —  число узлов. Каждая переменная г,- входит не во все пе слагаемых 
суммы (16.14), а только в те, элементы которых имеют одним из своих узлов 
узел номер і. Поэтому при вычислении 0//& , суммирование нужно произво­
дить только по тем треугольникам к, которые включают і-й узел. Будем обо­
значать это так: \ /к э і. Имеем:

К ( \ + У і ж р ( ,..)!  (,6.15)
3 Д  ’ 2 Л  > 2 >) к }

где Р2, Рр, Рч —  частные производные от функции Р  по ее 3-, 4- и 5-му аргу­
ментам. Многоточия в скобках —  те же значения аргументов, что и в форму­
ле (16.14); у ш к—  величина (у2к~Узк), (і'ц Ѵц) или (уп-Уік) в зависимости от 
того, является ли узел номер і для элемента номер к  соответственно первым, 
вторым или третьим; х Пзк —  величина (ѵ ц .ѵ.ѵ )- (.Ѵц лча) или (.V;- .ѵц ) в зави­
симости от того, является ли узел номер і для элемента номер к  соответствен­
но первым, вторым или третьим.
Производные (16.15) вычисляются во всех внутренних узлах. Если при этом 
в аргументах, обозначенных (...), участвуют аппликаты граничных точек, то
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им присваиваем значения, определяемые граничными условиями. Таким об­
разом, получаем систему уравнений для неизвестных г,-. Если подынтеграль­
ная функция квадратично зависит от г, р, ^  (именно такие функционалы мы 
рассматривали в главе 5), то система уравнений ( 16 .15) получается линейной:

Кж = 1 ( 16.16)

Построение матрицы К и вектора і" можно упростить, если заполнять их не 
строками, а блоками. Для этого вначале К и і- обнуляют. Затем просматрива­
ют каждый элемент номер к: определяют, какие узлы (к], к2, ку) ему соответ­
ствуют, и добавляют к нужным элементам К и і- соответствующие слагаемые 
из формулы (16.15). Этот процесс показан на рис. 16.4: для каждого к  запол­
няются 9 элементов матрицы К и 3 координаты і-, выделенные на рис. 16.4 
черным цветом.

к ^ ( к „ к 2,к3)

2̂ к, К

К 1

1

1 ■_ 
і і:=■
1і і:■■

Рис. 16.4. Заполнение матрицы К и вектора Г

Другой упрощающий прием связан с учетом граничных условий. Вначале К 
и і- заполняют для всех узлов: и внутренних, и граничных. При этом система 
(16.16) получается вырожденной. Для устранения вырожденное™ и учета 
граничных условий будем искать решение 2 в виде:

2 =  и +  ѵ, (16.17)
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где и —  известный вектор, у которого "граничные" координаты (т. е. коорди­
наты, соответствующие узлам на границе) взяты из граничных условий, а 
"внутренние" равны нулю; ѵ —  вектор, у которого "граничные" координаты 
равны нулю, а "внутренние" неизвестны (подлежат определению). Тогда для 
ѵ имеем систему уравнений:

Кѵ = Г - Ки, (16.18)

в которой "граничные" координаты ѵ должны быть равны нулю. Проще всего 
этого добиться не исключением соответствующих строк и столбцов, а добав­
лением больших чисел к диагональным элементам матрицы К, соответст­
вующим "граничным" узлам. Тогда при решении системы (16.18) мы автома­
тически получим нужные координаты близкими к нулю.

16.4. Вопросы для самопроверки
1. В чем заключается метод конечных разностей?
2. Почему в уравнения (16.7) не входит частная производная РХ1
3. Выведите конечно-разностный аналог дифференциального уравнения Эй­

лера —  Пуассона (4.8).
4. Сколько точек из окружения гік участвует в конечно-разностном уравне­

нии, если уравнение Эйлера —  Остроградского содержит д2і/дхдуі не со­
держит б2 і/дхдуі

5. Как аппроксимировать вторые частные производные на треугольной сетке?

16.5. Примеры выполнения заданий
16.5.1. Задание 1
Решить методом конечных разностей задание 1 главы 2. Сравнить решение 
с аналитическим. Построить графики.
На основе программы для задания 1 главы 2 составим программу для данного 
примера. Вводим исходные данные. Задаем дополнительно число интервалов 
разбиения п^. Решаем вначале задание 1 главы 2.

с і е а г  а і і  % очистили память  
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 1 6 .1 ' )  
з у т з  х  у  Ву И2у 
п^=10; % число интервалов
Р=хА2+ уА2+ОуА2 ; % поды нтегральная функция 
х 1 = -1 ;  % вводим граничные условия  
у і= і;
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х2=1;
у2= 2;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
СргіггЬС ( ' Подынтегральная функция Р ( х , у , у ' ')  =% з\п' , сЬ аг (Р ) )
СргіггЬС (' Граничное усл ов и е с л е в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 1 ,у 1 )  
гргігѵЬ^ ( ' Граничное усл ов и е сп р а в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 2 ,у 2 )  
йЕУу=йіМ  (Р ,у )  ; % вычислили Ру 
йРс1у1=с1і^ (Р ,Б у) ; % вычислили Ру' 
а_арауі_ах=аігг(арауі,х ) ; % ру-х 
а _ а р а .у і_ а .у = с ііг г (с ір а у і,у ); % р у 'у
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^(с1Рс1у1,Пу) ; % Р у 'у '-у с л о в и е  Лежандра 
с!Еуісіх=й_йРс!у1_<Ах+с!_йРс!у1_йу*Пу+с!_йРсіу1_с!у1 *Т>2у;
Е и 1ег= зію р іе  (йРйу-сіРуІсіх) ; % уравнение Эйлера 
йес[Еи1ег= [с Ь а г (Е и іег) ' = 0 ' ] ;  % добавили =0 
Зо1= йзо1ѵ е (с іе д Е и Іе г ,' х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 

Іеп д-Ь Ь (З о і)~=1 % решений н ет  или б о л ее  одн ого  
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

епй
Зо1Ье^-Ь=зиЬз (З о і  ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  
З о1К ід Ы := зи Ь з(З о і, х , х 2 ) ; % подставили х2  
ЕдЬе^-Ь= [с ііа г  (ЗоІЬе^ѣ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1  
ЕфідЬ-Ь= [сЬ аг (ЗоІЕідІгЬ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у 2 ) ) ] ; % =у2 
Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь,ЕсрідІгЬ, 'С 1, С2 ')  ; % решаем си стем у  
С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения 
С2=Соп.С2; % символическим константам  С1 и  С2 
З о 1 2 1 = ѵ р а (е ѵ а 1 (З о і) , 1 4 ) ;  % подставили С1,С2 
х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % за д а ем  м ассив а б сц и сс  
у 2 1 = з и Ь з (З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ) ; % вычислили ординаты  
Решаем задан и е 16 .1  
Исходные данны е:
Подынтегральная функция Е ( х ,у ,у ' ) =хл2+ул2+Оул2 
Граничное условие с л е в а : у ( -1 )= 1  
Граничное условие с п р а в а : у (1)=2

Формируем конечно-разностное уравнение вида (16.7). Для этого описываем 
необходимые символические переменные: х ^ \, л*, л*+ъ Ук-ь У к, Ум - Вычисляем 
символические частные производные Ру и Ру в нужных точках: предыдущей, 
текущей и следующей. Выводим уравнение (16.7) и печатаем его.

з у т з  х к т і  хк х к р і у к т і  ук у к р і  
сіх= зут( (х 2 -х 1 ) /п ± )  ;
сіРсіуР=зиЬз (сіРсіу, { х ,у  ,Б у } , { (хк т і+ хк ) / 2 ,  (укпіі+ук) / 2 ,  (ук-укпіі) /с іх } ) ; 
сШУуЫ=зиЪз (сШѴЗу, { х ,у ,О у } , { (хк + хк р і) / 2 ,  (ук + ук р і) / 2 ,  (у к р і-у к ) /с іх } ) ; 
йРс1у1Р=зиЪз (сіРсіуІ, { х ,у  ,Б у } , . . .

{ (хк ті+ хк ) / 2 ,  (ук т і+ ук ) / 2 ,  (у к -у к т і)  /с іх } ) ;
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с4ШуШ=зиЪз (сіРсіуІ, { х ,у  ,Б у } , . . .
{ (хк+ хкрі) / 2 ,  (ук+ укрі) / 2 ,  (у к р і-у к ) /с іх } ) ;

Е дР = зіт р 1е  ( (сіРсіуЫ+агсіуР) / 2 -  (сіРсіуІЫ-сіРсіуІР) /а х )  ;
^ргіп-Ь^ (' Шаг сетк и  разби ен и я  сіх=% з\п' , сЬ аг (с іх ))
гргігѵЬ^( ' К он еч н о-р азн остн ое ур ав н ен и е: \п % з= 0\п ' , сЬ а г(Е д Р ))
Шаг сетки  разбиения сіх=1/5 
К онечно-разностное у р ав н ен и е :
101*ук-99/2*укр1-99/2*укш 1=0

Это уравнение в общем случае зависит от хк̂ ,  хк, хк+], у к-], у к, у к+1. Сформи­
руем из него трехдиагональную систему уравнений. Коэффициенты при не­
известных этой системы —  это коэффициенты при у к̂ ,  у к, у к+й а правые час­
ти —  свободные члены. Заполним матрицу коэффициентов и вектор правых 
частей.

п еср п ^ -1 ; % количество уравнений
гргігѵЬ^ (' К оличество уравнений песр% й\п' , п е ф
есіх=еѵа1 (сіх) ; % шаг сетк и
х 1 7 1 = 1 іп з р а с е ( х і , х 2 , п ^ + 1 ); % абсциссы
хкС=х171 (2 :епсі-1) ' ; % текущие точки
хкР=хкС-есіх; % предыдущие точки
хкЫ=хкС+есіх; % последующие точки
ем=зиЪз (ЕдР, {у к п і1 ,у к ,у к р 1 } , { 0 ,0 ,0 } )  ; % свободны е члены
еО=зиЬз (ем , {х к п і1 ,х к ,х к р 1 } , {хк Р ,хк С ,хк Щ ) ;
е 0 = о п е з (п е ч ,1 ) . * е 0 ; % есл и  нужно, сдел ал и  вектором
ем = зи Ъ з(Е дР ,{ у к т 1 ,у к ,у к р 1 } , { 1 , 0 , 0 } ) ;
ек Р = зи Ь з(е м ,{ х к т 1 ,х к ,х к р 1 } , {хкР,хкС ,хкЫ }) - е 0 ;
ем = зи Ъ з(Е д Р ,{у к т 1 ,у к ,у к р 1 } , { 0 , 1 , 0 } ) ;
ек С = зи Ь з(ем ,{ х к т 1 ,х к ,х к р 1 } , {хкР,хкС ,хкЫ }) - е 0 ;
ем = зи Ъ з(Е д Р ,{у к т 1 ,у к ,у к р 1 } , { 0 , 0 , 1 } ) ;
екЫ =зиЬ з(ем ,{ х к т 1 ,х к ,х к р 1 } , {хкР,хкС ,хкЫ }) - е 0 ;
Ь = -е0 ; % правые части
А=сНад (екС) +сИад (екЫ (1: п е д -1 )  , 1) +сИад (екР (2: пе<з) , -1 )  ;
Ь (1 )= Ь ( 1 ) -е к Р ( 1 ) * у 1 ; % учли граничные условия  
Ъ (п е ф  =Ъ (п е ф  -екЫ (1) *у2 ;
Количество уравнений пед=9

Решаем полученную систему и строим графики (рис. 16.5): сплошной лини­
ей —  численного решения и, для сравнения, штриховой —  аналитического.

у=йои Ы е (А\Ъ) ; % решаем си стем у  
у 1 6 1 = [ у 1 ; у ; у 2 ] ; % решение 
^ ід и г е
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у 2 1 , ' — Ь ' , х 1 7 1 ,у 1 6 1 , ' - г ')  % рисуем
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зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггегѵЬАхез
' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , 'РоггЬЗіге' ,1 0 )  

-Ьі-Ые (' \М З а д а н и е  1 6 .1 ' )  % загол ов ок  
х Іа Ь е І  (' \ і ѣ х ')  % м етка осзи ОХ 
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т )  ')  % метка осзи ОТ

:>:|Д:|ННй 1Й 1
2.2-------,-------,------- ,-------,------- ,------

д д ______ і______ і______ і______ і______ і______ і______ і______ і______ і______
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Рис. 16.5. Решение задания 16.1

16.5.2. Задание 2
Решить МКР задание главы 5. Визуально сравнить с решением МКЭ. По­
строить график.

Программу для этого примера напишем на основе программы для задания 
главы 5 и теории, изложенной в разделе 16.3. Вначале введем исходные 
данные.

сзіеаг  а і і  % очистили память  
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 1 6 .2 ' )  
з у т з  х  у  г Огх Огу
Р=02хл2 + 2 * 0 г у л2 + 1 0 * у * 2 * ( з і п (х )+ х Л2 / 5 ) ;
2с = х * ( х - 0 .4 ) / 4 0 0 ;  % граничное усл ови е  
Ъ с = 'у < - 0 .1 9 9 9 '; % участок  границы
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с іізр  (' Исходные данны е: ')
с іізр  (' Подынтегральная функция: ')
СргіггЬС ( 'Р ( х ,у ,у ,с І 2/сіх ,сІ2 /с іу )=% з\п ' ,сЬ а г  (Р )) 
сН зр ( ' Граничное у с л о в и е : ' )  
гргігѵЬ^ (' при %з: 2=%з; \ п ' , Ь с , сЬ аг ( г с ) ) 
сН зр ( ' н а  остальны х уч астк ах  г = 0 . ' )
Решаем задан и е 16 .2  
Исходные данны е:
П одынтегральная функция:
Р (х, у , у , сіг/сіх, сіг/сіу) =ОгхЛ2+2*ОгуЛ2+10*у*г* ( з іп (х )+ 1 /5 * х л2)
Граничное у с л о в и е :
при у < -0 .1999 : г = 1 /4 0 0 * х * (х -2 /5 ) ;
на остальных у ч астках  2=0 .

Нам нужно сформировать систему уравнений (16.15— 16.16). Вычисляем для 
нее частные производные Р2, В выражении для Р, будут слагаемые,
содержащие в качестве множителя г, и слагаемые без г. Первые нам нужно 
оставить в левой части системы (16.15); по ним мы будем формировать мат­
рицу К. Вторые слагаемые мы перенесем направо и будем использовать для 
построения вектора Г.

йШ 2= с ! і^  (Р, г) ; 
а р а р = с ііг г (р ,о г х )  ; 
ара<з=аігг (р , о г у )
Е ф = -зи Ь з  (йРсІг, г , 0) ; % правая часть  
^г=еѵа1 ( (сіРсіг+ЕдЕ) / г )  ; % коэффициент при г -  число  
Ш Рйр=еѵа1 (сіРсір/Огх) ; % коэффициент при сіРсір -  число  
Ш РсісреѵаІ (сіРсія/Пгу) ; % коэффициент при сіРсія -  число  
^ргіп-М  (' Формула для правой ч а с т и : ^=% з\п' , с ііа г  (Е дЕ )) ;
^ргіп-Ь^( [ ' В л евой  ч а с т и : \пКоэффициент при г = %й\п' . . .

'Коэффициент при сіг/сіх = %сі\п' . . .
'Коэффициент при сіг/сіу = = %сі\п' ] , і г , ШРсір, :МРсія) ;

Формула для правой ч а ст и : ^ = -1 0 * у * ( з і п (х )+ 1 /5 * х Л2)
В левой ч а сти :
Коэффициент при г = 0 
Коэффициент при сіг/сіх = 2 
Коэффициент при сіг/сіу = = 4

Сформируем область и разобьем ее на треугольные элементы. Для этого 
возьмем фрагмент из программы для задания главы 5. Здесь удалено только 
рисование эскиза области и сетки разбиения.

д й = [ 2 ; 4 ; 0 ; 0 . 4 ; 0 . 4 ; 0 ; - 0 . 2 ; - 0 . 2 ; 0 . 2 ; 0 . 2 ] ; % многоугольник  
д й = [д с і,[ 1 ; 0 . 2 ; - 0 . 2 ; 0 . 4 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ] ;  % окружность
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дй=[дсі, [ 1 ; 0 ; 0 ; 0 .1 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ]  ] ; % окружность  
д й = [ д с і , [ 4 ; 0 . 5 ; 0 ; 0 . 2 ; 0 . 1 ; р і / 6 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ] ; % эллипс  
п з = ' аЪссі' ;  % строка  
€о= ' (а * Ь + с ) -й ' ;  % формула операций  
[сИ ,Ъ Ѣ ]=сіесзд(дсі,& э,п з) ; % формируем обл асть  
[сЛ 1,Ъ Ѣ 1]=сздсіе1 (сИ,ЪѢ) ; % удалили внутренние границы 
п е = з і г е (с И 1 ,2 ) ; % число участк ов границы 
^ргіп-Ь^ (' Число участк ов границы пе=%сі\п' ,п е )
[р ,е ,-Ь ]= іп і-Ь тезЬ (сі11) ; % формируем РЕМ-сетку 
[ р ^ - Ь ^ г е ^ і п е т е з М с і І І ^ е , - ^  ; % измельчаем  
п р = з і г е ( р ,2 ) ; % число узл ов  
п е 1 = з і г е ( ѣ ,2 ) ; % число элем ентов  
п Ь = з і г е ( е ,2 ) ; % число граничных линий 
^ргіп-М  ( ' Число у зл о в  пр=%й\п' , пр)
^ргіп-Ь^ (' Число элем ентов пе1=%сі\п' ,п е1 )
^ргіпѣ^ (' Число граничных линий пЬ=%сі\п' , пЬ)
Число участков  границы пе=11 
Число узлов  пр=50б 
Число элементов пе1=924 
Число граничных линий пЬ=86

Продолжаем готовить данные для системы уравнений (16.15— 16.16). Нахо­
дим координаты вершин каждого треугольника Вычисляем площади всех 
треугольников 8к, величины упзь Хпзк и другие вспомогательные величины.

хк = гезЬ а р е(р  (1 , ѣ ( 1 : 3 , : ) ) , 3 , п е і ) ' ;  % координаты треугольников  
у к = гез!іар е (р (2 , Ь ( 1 : 3 ,  : ) )  , 3 ,  п е і )  ' ;
Зк= ( (хк (: ,2 )  -х к  (: , 1 ) )  . * (ук (: ,3 )  -у к  (: ,1 ) )  - .  . .

(хк (: ,3 )  -х к  (: , 1 ) )  . * (ук (: ,2 )  -у к  (: , 1 ) ) ) / 2 ;  % площади 
у 1 2 3 к = [у к ( : , 2 ) - у к ( : , 3 ) ,у к ( : , 3 ) - у к ( : , 1 ) ,у к ( : , 1 ) - у к ( : , 2 )  ] ; 
х123к= [хк (: ,3 )  -х к  ( : , 2 ) , х к ( : , 1 )  -х к  (: ,3 )  ,х к  (: ,2 )  -х к  (: , 1 ) ]  ; 
сіЕдЕсіх=сіі^ (Е дЕ ,х) ; % ищем частны е производные 
сІЕдЕс!у=с!і^ (Е дЕ ,у) ;

(сЗЕдЕсіх=0) & (сЗЕдЕс1у=0) , % н е  зав и си т  ни о т  х ,  ни о т  у  
^ е 1 = г е г о з ( п е і , 1 ) ;  % нулевые правые части  

е і з е і ^  (сЗЕдЕсіх=0) , % подставляем  только у  
^е1=зи Ь з(Е дК , у , т е а п (у к , 2 ) ) ;  

е і з е і ^  (сЗЕдЕс1у=0) , % подставляем  только х  
^ е 1 = з и Ь з (Е д Е ,х ,т е а п (х к ,2 ) ) ;  

е і з е  % подставлЯем и х ,  и  у
^ е 1 = з и Ь з (Е ч Е ,{х ,у } , { т е а п ( х к ,2 ) ,т е а п ( у к ,2 ) } ) ;  

епй
сіхгр ( [ 1 Вычислили площади, у 1 2 3 , х 1 2 3 ,

'функцию С в  эл ем ен т а х ' ] ) ;
Вычислили площади, у123, х123, функцию в элем ентах
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Заполняем матрицу К и вектор Г поблочно, как показано на рис. 16.4. Про­
сматриваем каждый треугольный элемент. Для него находим номера узлов и 
заполняем К и ! в  соответствии с (16.15). Из-за большого размера матрицу К 
строим как разреженную.

К = з р а г з е (п р ,п р ); % матрица К -  разреж енная  
^ = г е г о з (п р ,1 ) ;
3к 3= 3к /3 ;
3 к 9 = 3 к /9; 
гаШ р4=Ш Ш р/4 ; 
гаР ад4= Ш Р ад/4  ;
іот  к = 1 :п е і , % просматриваем каждый треугольник  

к 1 2 3 = Ь (1 :3 ,к ) ; % узлы треугольника  
К  (к 1 2 3 , к123) = К  (к 1 2 3 , к123) +3к9 (к) ; % и з  Рг 
Е ог  ік = 1 :3 , % и з  Рр и  Рд

і. (к123 ( і к ) ) =Е (к123 ( і к ) ) + ге1  (к) *ЗкЗ (к) ;
^ог ]к = 1 :3 ,

К ( к 1 2 3 ( ік ) ,к 1 2 3 ( з к ) ) = К ( к 1 2 3 ( ік ) ,к 1 2 3 ( ] к ) ) + . . .  
(Ш Р сір 4 * у 1 2 3 к (к ,ік )* у 1 2 3 к (к , ]к ) + . . . 
гаРа«з4*х123к (к , ік )  *х123к (к , ] к ) ) /З к  (к) ;

епсі
епсі

епсі
с іізр  (' Заполнили матрицу К и век тор  ± 1) ;
Заполнили матрицу К и вектор

Строим вектор и граничных условий, участвующий в формулах (16.17—  
16.18). Для этого находим узлы, удовлетворяющие заданному условию, и вы­
числяем и в этих узлах по заданной формуле.

х Ъ о г = р (1 ,: ) ;  % координаты узл ов  
уЪ ог=р( 2 , : ) ;
Ь сЬ ог= сЬ аг(з и Ъ з (Ъ с ,{ х ,у } , { з у ю (’х Ъ о г ') , з у т ( ’у Ъ о г ') } ) ) ;
^ р г іп ѣ ^ ( ' Ищам точ к и , удовлетворяющие условию: % з\п ',Ъ сЬ о г ); 
питЬ ог= еѵ а1( [ ' ^іпсі (' ЬсЬог % номера узл ов
^ргіп-Ь^ (' Таких точ ек  ок азал ось  %сі\п' , Іепд-ЬЬ (пипіЬог)) ; 
и = г е г о з (п р ,1 ) ;  % для граничных условий  
с!2сс іх = с !і^  ( г с ,х )  ; 
сі2с с іу = с іі^  ( г с ,у )  ;

(с1гссіх=0) & (с1гсс1у=0) , % н е  зав и си т  ни о т  х ,  ни о т  у  
е і з е і ^  (сі2с с іх = 0 ) , % подставляем  только у  

и (пипіЬог) =зиЪз ( г с ,у ,р  (2 ,пипіЬог)) ; 
е і з е і ^  (с1гсс1у=0) , % подставляем  только х  

и (пипіЬог) =зиЬ з ( г с ,х ,р ( 1 ,п и т Ь о г ) ) ;
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е і з е  % подставляем  и х ,  и  у
и (пиігіЬог)= з и Ъ з ( г с , { х ,у } , {р (1 ,п и п іЬ о г ),р (2 ,п и п іЬ о г )} ) ;

с і і з р ( ' Построили век тор  и  граничных у сл о в и й ' ) ;
Ищем точки, удовлетворяющие условию: уЬог < -.1999
Таких точек оказалось 17
Построили вектор и граничных условий

Ищем вторую составляющую решения—  функцию ѵ. Чтобы "граничные" 
координаты ѵ получились близкими к нулевым, делаем соответствующие 
диагональные элементы матрицы К большими. Складываем и и ѵ —  находим 
решение. Строим его график (рис. 16.6). Выравниваем масштабы по осям х  и 
у, чтобы область выглядела неискаженной. Выбираем красочную палитру по 
умолчанию. Показываем сетку и внешний контур. Надписываем график и 
метки осей.

Рис. 16.6. Решение задания 16.2 

^1=:?-К*и; % правые ч асти  для ѵ
Ъогр=ипіс[ие (гезЬ а р е  (е  ( 1 : 2 ,  :) , 2*пЬ, 1 ) )  ; % узлы н а границе  
^ог к = 1 :Іепд-Иі (Ъ огр ), % добавим в  диагональные элементы  

К (Ъ о г р (к ),Ъ о г р (к ))= 1 е 2 0 ; % большие числа  
епй
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ѵ=кѴ еі;
иѵ=и+ѵ;
^ ід и г е  % новая фигура
р с З е р І о ѣ ф ^ -Ь , 'хуй а ѣ а ' ,и ѵ , ' г й а ѣ а ' ,и ѵ , . . .

'т е з Ь ' , 'о п ' , ' с о І о г Ь а г ' , 'о і і ')  ; % рисуем  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггепЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п Ь З іг е ' ,1 0 )  
ѵ 1 = а х із ;  % границы о сей  
сіа=с1азресѣ; % масштаб о сей  
с іа ( 1 :2 )= т іп (с іа ( 1 :2 ) ) ; % т і п  и з  двух  
й а зр еа Ь (йа) % выравниваем масштаб о сей  
а х і з ( ѵ і ) ; % оставили границы  
с о іо г т а р  й е^ аи іѣ  % палитра по умолчанию 
д г ій  оп  % показали сет к у  
Ьох оп  % показали внешний контур  
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  1 6 .2 ' )  % загол ов ок  
х І а Ь е І ( ' \ і ѣ х ')  
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')
2ІаЪ е1 ( ' \ і ѣ 2 \ г т ( \ і Ъ с \ г т , \ і 1:у\гпі) ')  % метки о сей

16.6. Задание
1. Решить задание 1 главы 2 методом конечных разностей. Сравнить реше­

ние с аналитическим.
2. Решить задание главы 5 методом конечных разностей. Сравнить решение 

МКР с решением МКЭ.



ГЛАВА 17

Метод Ритца

17.1. Применение метода Ритца 
к одномерным задачам
Рассмотрим еще один метод решения вариационных задач —  метод Ритца 
(\Ѵаііег К.Н2 , 1878— 1909, рис. 17.1). В этом методе решение вариационной 
задачи ищется в виде линейной комбинации известных, заданных заранее 
функций (они называются базисными). После подстановки такой линейной 
комбинации в функционал .7 он становится функцией неизвестных коэффи­
циентов этой комбинации. Коэффициенты подбираются так, чтобы функцио­
нал принимал экстремальное значение. Таким образом, вариационная задача 
сводится к задаче исследования на экстремум функции нескольких пере­
менных.

По сути дела, в методе Ритца мы сужаем класс допустимых функций: вместо 
множества непрерывных и дифференцируемых функций, проходящих через 
граничные точки (см. рис. 2.1), мы ограничиваемся только всевозможными 
линейными комбинациями базисных функций. Конечно же, эти линейные 
комбинации должны быть допустимыми: они должны удовлетворять гранич­
ным условиям при любых значениях коэффициентов. Если граничные усло­
вия однородные (нулевые), то это легко сделать: нужно выбрать такие базис­
ные функции, чтобы все они также удовлетворяли однородным граничным 
условиям. Если же граничные условия неоднородные, то можно применить 
следующий прием. Будем искать решение в виде линейной комбинации ли­
нейно-независимых базисных функций ср Д.ѵ), удовлетворяющих однородным 
граничным условиям:

ф* 0 0 = ° ;  ф* Ы = о ; М И ;  ( 17Л)
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но прибавим к этой комбинации какую-либо функцию фо(л), удовлетворяю­
щую заданным граничным условиям:

П
Я * )= Ф о (* )+ 2 а л ( х)- ^17-2)

к = 1

Коэффициент при фо(л') не варьируется, он всегда равен 1. Таким образом, 
полученная линейная комбинация при любых значениях варьируемых пара­
метров будет удовлетворять заданным граничным условиям.

Рис. 17.1. У. Ритц

В остальном выбор базисных функций произвольный, лишь бы они были ли­
нейно-независимыми. Конечно, желательно при их выборе использовать раз­
личные дополнительные соображения, например, предполагаемый вид реше­
ния. Тогда для достижения нужной точности понадобится меньше самих ба­
зисных функций.

17.2. Метод Ритца в применении 
к двумерным задачам
При решении двумерных задач общие соображения —  те же. Мы ищем ре­
шение в виде ( 17.2 ), но все базисные функции будут уже зависеть от двух пе­
ременных: срі(х. ѵ). Функция фо(л'О') должна удовлетворять граничным усло­
виям на контуре Ь —  границе области

фо(л'0')к = «о(л',^ (17.3)
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а остальные фДд'О') —  однородным граничным условиям:

Ф*(дго’) іу= 0 .  (1 7 .4 )

Если контур I  — простой (прямоугольник, эллипс и т. п.), то построение сис­
темы базисных функций не представляет особых трудностей. Если же Ь, как 
у нас, сложный, то это становится нетривиальной задачей. Один из возмож­
ных подходов к ее решению—  применение К.-функций [39]. Теория К.-функ- 
ций разработана академиком НАН Украины Владимиром Логвиновичем Рва- 
чевым ( 1926 г. рожд., рис. 17.2), и эти функции носят его имя.

Основная идея этого подхода—  найти такую функцию о)(д',_у) (хотя бы одну), 
которая удовлетворяла бы однородным граничным условиям (1 7 .4 ), а внутри 
области Б  была бы строго положительной. Тогда всевозможные базисные 
функции фДд',3 ') можно построить как произведения этой о)(х. у) на полиномы 
(или другие линейно-независимые функции). Для построения функции о)(д',_у) 
нужно вначале записать логическое уравнение области в виде

(1 7 .5 )

Здесь Ьк—  логические выражения вида

со*(*0’) ^ 0  (1 7 .6 )

(неравенства, связывающие координаты х, у  и описывающие различные уча­
стки границы), а Ък—  одна из логических операций: п  ("и"), и  ( " и л и " ) ,
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] ("не"), и в выражении (17.5) можно расставлять скобки в соответствии 
с обычными правилами арифметики. После того как логическое выражение 
(17.5) построено (в теории К.-функций оно называется предикатным уравне­
нием), нетрудно уже построить и саму функцию еі(х,у). Для этого все логиче­
ские операции п  заменяются функцией

.ѵ Г', г —> .ѵ + г -  Ѵ-ѵ ' + • (17.7)

операции и  — функцией

х и у  '=>х + у  + УІХ2 +У2 , (17.8)

операция ] — функцией

!* = > -* , (17.9)

а вместо х и у  берутся левые части соответствующих выражений (17.6).

Функции (17.7— 17.9) и называются К-функциями. С их помощью можно по­
строить необходимую нам о)(х,у). Вид (17.7— 17.9)— не единственный. Су­
ществуют и другие системы К.-функций.

Для построения щ (х,у) в [39] предлагается "формула склейки". Если граница 
области Ь состоит из пі участков ®к{х,у), на которых искомая функция равна 
соответственно іік{х,у), то можно взять

{х,у)

Фо( * • > ■ ) = (*’у)  ■ (17.Ю)

к=1 {х,у)со,

Полученное выражение понимается в предельном смысле, т. е. возникающие 
неопределенности нужно раскрывать. Однако возможны и другие подходы 
к построению фо(х,у).

17.3. МКР + метод Ритца ^  МКЭ
Вернемся к методу конечных разностей, рассмотренному нами в главе 16. 
Для одномерных задач мы аппроксимировали искомую функцию у(х) кусоч­
но-линейной ломаной с неизвестными ординатами# в узлах. Такой подход 
можно считать разновидностью метода Ритца, если выбирать базисные функ­
ции фі(х) в виде:
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Ф* (* ) :

а функцию фо(л') — в виде:

О ; хч. , х1
х - х к-і

х к ~ х к -

к - 1 ’ л 4-+1 ] '

х Ф к - ѵ хк\ ;

х -  X,к +і . Л'е

Фо (* ) :

X -  Л',
3',-------х < х 1 ;

Хо -Хі
0; х  е [

Л '
х -  х„

Х > Хп-]

(17.11)

(17.12)

где )>], у2 — заданные граничные условия. Эти функции показаны на рис. 17.3 
и 17.4.

Рис. 17.3. Базисные функции фД.х) МКР

Рис. 17.4. Базисная функция ф0(.х) МКР

Базисные функции фДд') — кусочно-линейные, они равны 1 в одной точке хк 
и 0 в остальных узлах. Их линейная комбинация (с добавлением фо(л')) будет
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кусочно-линейной, а коэффициенты этой комбинации как раз будут равны 
неизвестным значениям ук.
Аналогичную интерпретацию имеет МКР и для двумерных задач на тре­
угольной сетке. Если рассматривать его как метод Ритца, то здесь базисные 
функции фДд',у) имеют форму шатра или индейского вигвама: они равны 1 
в одном к-м узле и 0 во всех остальных узлах, как показано на рис. 17.5.

Функция фо(л',у) здесь похожа на корыто или крутой берег озера: ее значения 
в граничных узлах определяются граничным условием (5.2), а во всех внут­
ренних узлах она равна нулю. Ее примерный вид — на рис. 17.6.

Развитие этих идей привело к появлению метода конечных элементов (МКЭ). 
По своей сути МКЭ— это метод Ритца с очень большим числом базисных 
функций, каждая из которых отлична от нуля только в небольшой области — 
конечном элементе. С другой стороны, мы видим, что метод конечных разно­
стей (в наших задачах) можно рассматривать как частный случай МКЭ. По­
этому МКЭ иногда называют вариационно-разностным методом.

В нашу задачу не входит подробное изучение МКЭ. Некоторые первоначаль­
ные сведения о нем можно почерпнуть, например, из [17, 40, 54].
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17.4. Вопросы для самопроверки
1. В чем заключается метод Ритца?

2. В чем основная трудность применения метода Ритца к двумерным за­
дачам?

3. Как строятся базисные функции срДд',.)’) в двумерной области?

4. Как строится функция фо(л'0') в двумерной области?

5. Возможно ли применение метода К-функций к 3-мерным задачам?

6. Почему МКЭ называется вариационно-разностным?

17.5. Примеры выполнения заданий
17.5.1. Задание 1
Решить методом Ритца задание 1 главы 2. Взять в качестве базисных функций 
несколько полуволн синуса. Сравнить решение с аналитическим. Построить 
графики.
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Будем искать решение в виде (17.2). Выберем фо(*) в ВИДО прямой, соеди­
няющей граничные точки М](Х],у]) и М2(х2, уі)'

Фо {х)^у^ + Уі ^  ( х - х , ) .  (17.13)
Х2 х]

Базисные функции — это полуволны синуса:

ср* (*) = 8ІпА-7і ——— . (17.14)
X, - х ]

Составим программу для этого примера на основе программы для задания 1 
главы 2. Вводим исходные данные. Решаем вначале задание 1 главы 2.

с і е а г  а і і  % очистили память 
сН зр ( ' Решаем за д а н и е  1 7 .1 ' )
з у т з  х  у  ІЭу Б2у % описали символические переменные 
Р=хА2+ уА24С>уА2 ; % поды нтегральная функция 
х 1 = -1 ;  % вводим граничные условия
у і= і  ;
х2=1;
у2= 2;
с іізр  (' Исходные данны е: ')
СргіггЬС ( ' Подынтегральная функция Р ( х , у , у ' ')  =% з\п' , сЬ аг (Р ) )
^ргіп-Ь^ (' Граничное усл ов и е с л е в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 1 ,у 1 )
^ргіп-Ь^ ( ' Граничное усл ов и е сп р а в а : у  (%сі) =% й\п' ,х 2 ,у 2 )
ЙЕУу=ЙІМ (Р ,у )  ; % вычислили Ру 
йРс1у1=с1і^ (Р,О у) ; % вычислили Ру' 
а_арауі_ах=аігг(арауі,х); % ру-х 
а _ а р а .у і_ а .у = с ііг г (с ір а у і,у ); % р у 'у
й_с1Рс1у1_с1у1=с1і^(с1Рс1у1,Пу) ; % Р у ' у ' -  усл ови е Лежандра 
с!Еуісіх=с!_йРс!у1_<Ах+с!_йРс!у1_йу*Пу+с!_с!Рсіу1_с!у1 *02у  ;
Е и 1ег= зію р іе  (йРйу-сіРуІсіх) ; % уравнение Эйлера 
йес[Еи1ег= [с Ь а г (Е и іег) ' = 0 ' ] ;  % добавили =0 
Зо1= йзо1ѵ е (с іе д Е и Іе г ,' х ' ) ; % решаем уравнение Эйлера 

Іепд-Ь Ь (ЗоІ)~=1 % решений н ет  или б о л ее  одн ого  
е г г о г ( ' Нет решений или б о л ее  одн ого  реш ения! ' ) ;  

епй
Зо1Ье^-Ь=зиЬз (З о і  ,х ,х 1 )  ; % подставили х і  
З о1К ід Ы := зи Ь з(З о і, х , х 2 ) ; % подставили х2  
Е ф е?Ъ =  [сЬ аг (З о 1 Ь еЛ ) ' = ' сЬ аг ( з у т ( у і ) ) ] ; % =у1  
ЕфідЬ-Ь= [сЬ аг (ЗоІЕідІгЬ) ' = ' сЬ аг (з у ю (у 2 )) ] ; % =у2  
Соп=зо1ѵе (ЕдЬе^-Ь, ЕсрідІгЬ, 'С 1, С2 ')  ; % решаем си стем у  
С1=Соп.С1; % присваиваем полученные решения 
С2=Соп.С2; % символическим константам С1 и  С2
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З о 1 2 1 = ѵ р а (е ѵ а 1 (З о і) , 1 4 ) ;  % подставили С1,С2 
х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х 2 ) ; % за д а ем  м ассив а б сц и сс  
у 2 1 = з и Ъ з (З о 1 2 1 ,х ,х р 1 ); % вычислили ординаты  
Решаем за д а н и е 1 7 .1
Исходные данные:
Подынтегральная функция Е(х,у,у')=хЛ2+уЛ2+ОуЛ2 
Граничное условие слева: у(-1)=1 
Граничное условие справа: у (1)=2

Выберем необходимое количество базисных функций п^. Построим их и на­
печатаем.

п і= 6 ; % за д а ем  число базисны х функций
^ргіп-Ь^ (' Количество базисны х функций п^=%сі\п' ,п^)
^0=у1+ (у 2 -у 1 ) * ( х - х і )  /  (х 2 -х 1 )  ; % функция рЫО
^ргіп-Ь^ (' Выбрали базисны е функции: \п ^ іО =% з\п1 , с ііа г  (^О)) ;
Сот к = 1 : ,  % строим базисны е функции и  печатаем  их  

^ { к } = з іп ( к * р і* ( х - х і ) / ( х 2 - х 1 ) ) ;  % строим  
^ргігѵЬ^ ( '^і%<3=%з\п' ,к ,с і іа г  (^ { к } ) ) ; % печатаем  

епй
Количество базисных функций п1=6 
Выбрали базисные функции:
Гі0=3/2+1/2*х 
і:і1=зіп (1/2*рі* (х+1) ) 
і:і2=зіп (рі* (х+1) )
^І3=зіп(3/2*рі*(х+1))
І:і4=зіп (2*рі* (х+1) )
^І5=зіп(5/2*рі*(х+1))
^І6=зіп(3*рі*(х+1))

Сформируем решение в виде (17.2). Найдем от него производную, вычислим 
подынтегральную функцию Р (х,у ,уг) и функционал Он будет функцией 
коэффициентов а*. Для исследования его на экстремум найдем производные 
и приравняем их нулю. Напечатаем полученную систему уравнений.

уг= ^ 0; % начинаем формировать решение 
і о г  к = 1 :п ^ ,

а{к }= зут(зр гігѵ Ь ^  ( 'а%<3' , к ) ) ; % описали символическую переменную  
у г = у г + а {к }* ^ {к }; % добавили в  решение 

епй
О уг=сІіге ( у г ,х )  ; % продифференцировали 
Рг=зиЪз (Р , {у ,ІЭ у}, {уг,ІЭ уг}) ; % подставили  
іТг=іп-Ь (Р г , х , х і , х 2 ) ; % проинтегрировали  
і о г  к = 1 :п ^ ,

е д {к }= с ііа г  ( с Н ^ ( Л , а { к } ) ) ; % дифференцируем  
епй
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сН зр ( ' Получена си стем а  уравн ений: ' )
СргіггЬС( ' % з=0\п' , е ч { : } ) ;
Получена система уравнений:
1/60* (720+30*а1*ріЛ3+120*а1*рі)/рі=0 
1/60* (-120+120*а2*ріл3+120*а2*рі)/рі=0 
1/60* (24 0+120*аЗ*рі+270*аЗ*рілЗ)/рі=0 
1/60* (-60+120*а4*рі+4 80*а4*ріл3)/рі=0 
1/60*(14 4+750*а5*ріл3+120*а5*рі)/рі=0 
1/60* (-4 0+120*а6*рі+1080*а6*рілЗ)/рі=0

Для решения полученной системы уравнений применим команду зоіѵе. Ее 
синтаксис требует явного перечисления всех уравнений. Сформируем строку 
с соответствующей командой.

с а т = ' з о і ѵ е ( ' ;  % формируем команду решения 
іот  к = 1 : ,  % добавили уравнение  

с о т = [с о т  з р г іп И  ( ' е ч { %сі}, ' ,к ) ] ; 
епй
с о т = [с о т  % добавили '
іот  к = 1 : ,  % добавили переменные 

с а т = [с о т  з р г іп И  ( 'а%сі, ' ,к ) ] ; 
епй
с о т = [с о т (1 :е п с і-1 )  % закончили команду
^ргіп-Ь^ (' Команда решения системы уравн ен и й : \п % з \п ', со т ) ;
Команда решения системы уравнений:
зоіѵе(ец{1},ед{2},ед{3},ед{4},ед{5},ед{6},'аі,а2,аЗ,а4,а5,аб')

Решаем полученную систему уравнений. Печатаем найденные значения ко­
эффициентов а^.

З о 1 3 у з= еѵ а 1 ( с о т ) ; % решаем систем у  
с іізр  (' Найдены коэффициенты: ')
^ог к = 1 :п ^ ,

сат=зргіп-Ь^ (' З о І З у з . а%й' , к) ; % команда выборки 
^ = е ѵ а 1 ( с о т ) ; % выбрали нужное поле  
а г  (к) =еѵа1 ( И )  ; % перев ели  в  число  
гргігѵЬ^ (' а%й=%з=%15. 1 0 ^ \п ' , к , с ііа г  ( і і )  , а г  ( к ) ) ; 

епй
Найдены коэффициенты: 
а1=-24/рі/(4+ріЛ2)= -0.5508042658 
а2=1/рі/(1+ріл2)= 0.0292844040 
аЗ=-8/рі/(4+9*ріл2)= -0.0274326916 
а4=1/2/рі/(1+4*ріл2)= 0.0039318470 
а5=-24/5/рі/(4+25*ріл2)= -0.0060935103 
а6=1/3/рі/(1+9*ріл2)= 0.0011812034
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Обратите внимание: с ростом номера к коэффициенты в среднем убывают по 
абсолютной величине. Это говорит об удачном подборе базисных функций. 
Подставляем ос* в решение. Строим на одном графике аналитическое решение 
и решение, полученное методом Ритца (рис. 17.7).

у г г = з и Ъ з ( у г ,а ,а г ) ; % подставили константы  
у 1 7 1 = з и Ъ з ( у г г ,х ,х р 1 ) ; % вычислили ординаты  
^ ід и г е
р 1 о ѣ ( х р 1 ,у 2 1 ,1— Ъ ', х р 1 ,у 1 7 1 , ' - г ')  % рисуем  
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

'Р опШ ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' ,1 0 )
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  1 7 .1 ' )  % загол ов ок
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с ')  % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  ОТ

Зпдпние 1 1

д д ______ і______ і______ і______ і______ і______ і______ і______ і______ і______
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Рис. 17.7. Решение задания 17.1, выполненное с помощью МЛТЬЛВ

17.5.2. Задание 2
Решить методом Ритца задание главы 5. Взять в качестве базисных функций 
многочлены до 2-й степени включительно, умноженные на функцию со(д', у). 
Сравнить с решением МКР (задание 2 главы 16) и МКЭ (задание главы 5). 
Удачно ли выбраны базисные функции?



300 Часть I. Вариационное исчисление

Начнем с ввода исходных данных, которые мы возьмем из своего варианта 
задания главы 5.
с і е а г  а і і  % очистили память
сН зр ( ' Решаем за д а н и е 1 7 .2 ' )
з у т з  х  у  г Огх Огу 0 2 2x 2 0 2 г х у  02 гу 2
Р=02хА2+2*О гуА2+1О *у*2*( з і п (х )+ х А2 / 5 ) ;
г с = х * ( х - 0 .4 ) / 4 0 0 ;  % граничное усл ови е
Ъ с = 'у < - 0 .1 9 9 9 '; % участок  границы
сіізр  (' Исходные данны е: ')
СргіггЬС ( 'Р ( х ,у ,у ,с І 2/сіх ,сІ2 /с іу )=% з\п ' , сЬ аг (Р )) 
сН зр ( ' Граничное у с л о в и е : ' )  
гргігѵЬ^ (' при %з: 2=%з; \ п ' , Ь с , сЬ аг ( г с ) ) 
сН зр ( ' н а  остальны х уч астк ах  г = 0 . ' )
Решаем задание 17.2 
Исходные данные:
Р (х, у, у, сіг/сіх, сіг/сіу) =ОгхЛ2+2*ОгуЛ2+10*у*г* (зіп(х)+1/5*хл2)
Граничное условие:
при у<-0.1999: г=1/400*х*(х-2/5);
на остальных участках г=0.

Нам нужно будет строить сложную область из простых с помощью К.-функ- 
ций (17.7— 17.9). Построим такие функции для операций п  и и . Операция ] 
очень простая, и для нее К-фупкцию составлять не будем. Функции составля­
ем таким образом, чтобы их можно было вызвать для любого количества ар­
гументов. Записываем обе функции в файлы.

з { 1 } = 'СипсЫ оп г=Е_Апй(ѵ а г а г д іп ) ' ;  % загол ов ок  
з { 2 } = ' г 1 = ѵ а г а г д іп { 1 } ; ' ;  % берем  1 -й  аргумент  
з { 3 } = ' і^  п а г д іп > 1 , ' ;  
з { 4 } = '  ^ ог  к = 2 : п а г д і п , ' ;
з { 5 } = '  2 І= г 1 + ѵ а г а г д іп {к } - ( г і . А2+ ѵ а г а г д іп {к } . А2 ) . А0 . 5 ; ' ;  
з { 6 } = '  е п й ';  
з { 7 }  = 'епсі' ; 
з { 8 } = ' г= 2І ; ' ;
гі1епатеА пс1=^и11^і1е (рмй, 'Е_А пс1.т') ;
с іізр  ( [ '  Т екст файла Е-функции АЮ ' гііепаш еАпсІ ' : ' ] )
^ргіп-Ь^ (' % з\п' , з { : } )
^іс!=& эреп(гііепаш еАпсІ, 'м ')  ; 
гргігѵЬ^(^ісі, '% з\п' , з { : } )  ;
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
з { 1 } = 'ги п сЬ іоп  2= Е _ О г (ѵ а г а г д іп )' ;  % загол ов ок
з { 5 } = '  2І= 2І + ѵ а г а г д іп { к } + (г і . А2 + ѵ а г а г д іп {к } . Л2 ) . л0 . 5 ; ' ;
г ііе п а т е О г = г и 1 іг і1 е (р м с і ,'Е _ О г .ш ') ;
с і і з р ( [ ' Т екст файла Е-функции ОЕ ' ^ іІеп а т е О г  ' : ' ] )
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СргіггЬС (' % з\п' , з { : } )
€ ій = € о р еп (г іІеп а ш еО г , ’м ')  ;
СргіггЬС(^ісі, '% з\п' , з { : } )  ;
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла К-функции МГО Б: \Ід1іп\Ма1:1аЬ\Е_Апс1.т:
^ипсЬіоп г=К_Апсі (ѵагагдіп)
2І=ѵагагдіп{1}; 
іі: пагдіп>1,

Нот к=2:пагдіп,
2І=г1+ѵагагдіп{к}- (г1.Л2+ѵагагдіп{к}.л2).л0.5; 

епсі 
епсі 
2=2 1 ;
Текст файла К-функции ОК Б:\Ід1іп\Ма1;1аЪ\К_0г.т:
^ипсЬіоп г=Е_Ог (ѵагагдіп) 
г1=ѵагагдіп{1};
ІН пагдіп>1,

Нот к=2:пагдіп,
2І=г1+ѵагагдіп{к}+(г1.Л2+ѵагагдіп{к}.л2).л0.5; 

епсі 
епсі 
2=2 1 ;

Зададим уравнения участков границы юДх, у). Знак выбираем так, чтобы при 
замене знака равенства на знак ">" мы перешли внутрь области решения.
Рассмотрим, как записываются выражения для левых частей неравенств раз­
личных областей. Проще всего записывается выражение для полуплоскости. 
Нужно записать уравнение соответствующей прямой (Ах + Ву + С = 0) и при 
необходимости умножить его на-1 , чтобы выбрать нужную полуплоскость.
Внутренность круга радиуса К с центром в точке (х0, ̂ о) нужно задавать в виде:

я 2 ^ * 0) М ^ л )2 > 0 ; (1715)

а внутренность эллипса с полуосями а и Ь — в виде:
2 2

1 - Ѵ ^ Т > 0 .  (17.16)
а о

Если эллипс повернут на угол а  радиан против часовой стрелки, то уравне­
ние его внутренней части имеет вид

(хсоза + ѵзіпа)2 (^хзіпа + ѵсоза)2 
1 - і -----------і------- -— ------------ т--------—> 0 ,  (17.17)
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а если центр его еще и смещен в точку (х0,у0), то

( (х -х 0)со5а + (^-_у0)зіпа)~

(17.18)

> 0 .

Зададим левые части уравнений участков границы. Сформируем из них 
функцию ю(х, у) и напечатаем ее. Выражение для этой функции— очень 
длинное, поэтому при печати разобьем его на отдельные строки. Вычислим 
также производные от функции о)(х. у) (они будут еще длиннее).

о  (1) =х; 
о  (2) = у + 0 .2  ; 
о  (3) = 0 . 4 -х ;
о  (4) = 0 . 4 А2 -  ( х - 0 .2 )  А2 -  (у + 0 .2 )  Л2 ;
о  (5) = 1 -  ( ( х - 0 .5 )  * с о з  ( р і /6 )  + у * з іп  ( р і / 6 ) ) А2 / 0 . 2 А2 - . . .

( - ( х - 0 . 5 ) * з і п ( р і / 6 ) + у * с о з ( р і / 6 ) ) л2 / 0 . 1 А2 ; 
о ( 6 ) = 0 .1 л2 - х л2 - у л2 ;
т=1епд-ЬЬ (о) ; % число участк ов границы 
сН зр ( ' Линии гр ан и ц : ' )  
і о г  к=1:ш,

^ргіп-Ь^ (' о  (%сі) : % з=0\п' , к , с ііа г  (о (к ) ) )  
епсі
ошеда=Е_Апс1 (Е_Ог (Е_Апсі (о  (1) ,о  (2) ,о  (3) ,о  (4 ) )  ,о  (6 ) )  , - о  (5 ) )  ; 
с!атедасіх= с!і^  (о т е д а ,х )  ;
<3атедасіу=сіі^  (о т е д а ,у )  ;
с Ь о т = с Ь а г (о т е д а ); % пер ев ели  о т е д а  в  строку  
1 а т = 1 еп д и і (с ііот) ; % число символов  
п1=70; % длина одной строки
п ^ = ^ 1 о о г (1 о т /п 1 ); % число строк  по п і  символов 
оз'Ь=1ош -пг*п1; % о ст а то к  при делении н а  п і  
сНзр ( 1 о т е д а  (х ,у )  = 1)
Ног кк=1 : ,  % п ечатаем  полные строки

гргігѵЬ^ ( 1 % з\п1 , с ііо т ( (кк-1) *п1+1: кк*п1))
епсі

оз-Ь>0, % е ст ь  о ст а то к
гргігѵЬ^ ( 1 % з\п1 , сЬ от(п ^ *п 1+ 1: е п й ) )

епсі
Линии границ: 
о(1): х=0 
о(2): у+1/5=0 
о(3): 2/5-х=0
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0 (4): 4/25-(х-1/5)л2-(у+1/5)л2=0 
о(5): 1-25*(1/2*(х-1/2)*3Л (1/2)+1/2*у)л2- 

100*(-1/2*х+1/4+1/2*у*Зл (1/2))л2=0 
о(6): 1/100-хл2-ул2=0 
отеда (х, у) =
у-23/100-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2)-((х+у+1/5-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2))л2+(2/5 
-х) л2)л (1/2)-(х-1/5)л2-(у+1/5)л2-((у+3/5-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2)- ( (х+у+1 
/5-(хл2+(у+1/5)л2)л(1/2))л2+(2/5-х)л2)л (1/2))л2+(4/25-(х-1/5)л2-(у+1/5 
)л2)л2)л (1/2)-хл2-ул2+((у+19/25-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2)-((х+у+1/5-(хл2+( 
у+1/5)л2)л (1/2))л2+(2/5-х)л2)л (1/2)-(х-1/5)л2-(у+1/5)л2-((у+3/5-(хл2+ ( 
у+1/5) л2) л (1/2) - ( (х+у+1/5- (хл2+ (у+1/5) л2) л (1/2) ) л2+ (2/5-х) л2) л (1/2) ) л2 
+(4/25-(х-1/5)л2-(у+1/5)л2)л2)л (1/2))л2+(1/100-хл2-ул2)л2)л (1/2)+25*(1 
/2*(х-1/2)*3Л (1/2)+1/2 *у)л2+100*(-1/2*х+1/4+1/2*у*Зл (1/2))л2-((у+77/10 
О-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2)-((х+у+1/5-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2))л2+ (2/5-х)л2)л 
(1/2)-(х-1/5)л2-(у+1/5)л2-((у+3/5-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2)-((х+у+1/5-(хл2 
+ (у+1/5) л2) л (1/2) ) л2+ (2/5-х) л2) л (1/2) ) л2+ (4/25- (х-1/5) л2- (у+1/5) л2) л2) 
л (1/2)-хл2-ул2+((у+19/25-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2)-((х+у+1/5-(хл2+(у+1/5)л 
2)л (1/2))л2+(2/5-х)л2)л (1/2)-(х-1/5)л2-(у+1/5)л2-((у+3/5-(хл2+(у+1/5)л 
2)л (1/2)-((х+у+1/5-(хл2+(у+1/5)л2)л (1/2))л2+(2/5-х)л2)л(1/2))л2+(4/25- 
(х-1/5)л2-(у+1/5)л2)л2)л (1/2))л2+(1/100-хл2-ул2)л2)л (1/2))л2+(-1+25*(1 
/2*(х-1/2)*3Л (1/2)+1/2 *у)л2+100*(-1/2*х+1/4+1/2*у*Зл (1/2))л2)л2)л (1/2)

Далее нам нужно будет подставлять базисные функции и производные от них 
в подынтегральную функцию Р{х,у,2, 2х,г})  и интегрировать по сложной об­
ласти. Такое интегрирование мы будем проводить численно, по 1-точечной 
схеме: разобьем область решения на малые участки, в каждом из них вычис­
лим Р{х,у,2, 2х, 2у) в центре тяжести, умножим на площадь участка и сложим. 
Разбивку на малые участки можно взять из МКЭ. Поэтому возьмем из своего 
варианта задания главы 5 разбивку на треугольные конечные элементы. Про­
верим правильность построения функции еі(х, у): построим на одном графике 
область решения, полученную в главе 5, и значения о)(х. у) в нашей области. 
Если функция ю(х, у) построена правильно, то синие кружочки, которые мы 
строим там, где ю(х, у) > О, будут заполнять всю внутреннюю часть области 
решения, и только ее.

д й = [ 2 ; 4 ; 0 ; 0 . 4 ; 0 . 4 ; 0 ; - 0 . 2 ; - 0 . 2 ; 0 . 2 ; 0 . 2 ] ; % многоугольник  
д й = [д с і,[ 1 ; 0 . 2 ; - 0 . 2 ; 0 . 4 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ] ;  % окружность  
д й = [д с і,[ 1 ; 0 ; 0 ; 0 . 1 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ] ;  % окружность  
д й = [ д с і , [ 4 ; 0 .5 ; 0 ; 0 .2 ; 0 .1 ; р і / 6 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ]  ; % эллипс  
п з = ' аЪссі' ; % строка соот в ет ств и я  
€а= ' (а * Ъ + с )-й ' ;  % формула операций  
[сИ ,Ъ Ѣ ]=сіесзд(дсі,& э,п з) ; % формируем обл асть  
[сИ 1,Ъ Ѣ 1]=сздсіе1 (сИ,ЪѢ) ; % удалили внутренние границы 
[р ,е ,-Ь ]= іп і-Ь тезЬ (сі11) ; % формируем РЕМ-сетку 
[ р ^ - Ь ^ г е г і п е т е з М с Л І ^ е ,^ )  ; % измельчаем
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р1=р(1,:); % х-е координаты узлов
р2=р(2,:); % у-е координаты узлов
х т і п = т і п ( р і ) ;
х т а х = т а х ( р і ) ; % границы
у т іп = т іп (р2) ;
у т а х = т а х (р 2 );
хі=1іпзрасе(хтіп,хтах, 4 0 ); 
ук=1іпзрасе(утіп,утах, 4 0 );
[Х І,У К ]= т е зЬ д г іс і(х і,у к ) ; % построили сет к у
2Ш =зиЬз (о т е д а , { х , у } , { X I ,Ж } )  ; % нашли о т е д а (х ,у )
ір= ^ іп сі(2ІК >= 0) ; % номера т о ч ек , в  которых о ш е д а (х ,у )>=0
^ ід и г е  % новая фигура
рсЗедрІоѣ(сИ І) % нарисовали обл асть
Ьоісі оп % рисуем на этом же графике
ріоі(XI(ір),УК(ір),'о ') % точки, где ошеда(х,у)>=0
Ъоісі оіі
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Р о п І З іг е ' ,1 0 )  
сіа=сіазресЬ; % текущие масштабы о сей  
с іа (1 :2 )= ю іп (с 1 а (1 :2 )) ; % одинаковые масштабы 
сіазресЬ (сіа) ; % установили одинаковые масштабы 
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  1 7 .2  -  обл асть  реш ения')  
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % ось  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')  % ось  ОТ

Рис. 17.8. Область решения в задании 17.2
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В наших задачах функционал (5.1) имеет структуру:

1 = Я + 02* +/г)<Я>- (17.19)
о

Найдем параметры подынтегральной функции Р(х,у,2, 2х, 2у): коэффициенты 
при г, г2, при квадратах частных производных.

сх=еѵ а1 (зиЬ з (Р , Ш г х ,П г у ,2 } , { 1 , 0 , 0 } ) )  ; % при ОгхЛ2 
с у = е ѵ а 1 (з и Ь з (Р ,{О г х ,О г у ,2 } , { 0 , 1 , 0 } ) ) ;  % при ОгуЛ2 
<ЗРсІ2= с І і^  (Р, г) ;
^=зиЬз (сіРсіг , 2 ,0 )  ; % коэффициент при г
а=еѵа1 ( (зиЬ з (с іР с І2 ,2 ,1 )-^ )/2 )  ; % коэффициент при г Л2
сН зр ( ' Параметры за д а ч и : ' )
СргігтЬС( ' Коэффициент при Б гхЛ2 сх=% й\п' , сх )
СргігтЬС( ' Коэффициент при Б гуЛ2 су=% й\п' , су )
СргігтЬС (' Коэффициент при г ^=% з\п' , с ііа г  (^ ) )
СргігтЬС( ' Коэффициент при г Л2 а= % й \п ',а )
Параметры задачи:
Коэффициент при БгхЛ2 сх=1 
Коэффициент при Бгул2 су=2
Коэффициент при г ^=10*у*(зіп(х)+1/5*хл2)
Коэффициент при гл2 а=0

Начинаем подготовку к численному интегрированию по области решения. 
Находим координаты центров тяжести треугольников, вычисляем ю(х, у) и ее 
частные производные в этих точках. Центр тяжести треугольника— это 
среднее арифметическое координат его вершин. Находим также площади 
всех треугольников по формуле

Если точки М](Х],у]), М2{х2,Уі) и Д/Д.Ѵ;. гО пронумерованы против часовой 
стрелки (а именно так функция іпіш езь нумерует узлы), то модуль в этой 
формуле не нужен.

хѣ= [ р і  (-Ь (1 , : ) )  ;р 1  ("Ь (2 , : ) )  ;р 1  ("Ь ( 3 , : ) ) ] ;  % х - е  координаты  
у Ь= [р2 (ѣ (1 , : ) )  ;р2 (ѣ (2 , : ) )  ;р2 (ѣ (3 , : ) )  ] ; % у - е  координаты  
хсі= ю еап  (хѣ) ;
у с і= т е а п (у Ь ); % центры тяж ести треугольников  
Р і=  ( (хѣ (2 , :) - х Ь  (1 , : ) )  . * (уѣ (3 , :) - у Ь ( 1 , : ) ) - . .  .

(хѣ (3 , :) -х ѣ  (1 , : ) )  . * (уЬ (2 , :) -уЬ  (1 , : ) ) )  / 2 ;  % площади 
о ш с = з и Ъ з (о т е д а ,{ х ,у } , { х с і , у с і } ) ; % ошеда в  ц .т .

^ _ ]  х2 - х ] х3 - х ] 

2 у 2 - Л  Уъ~У\
(17.20)
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йатсх=зиЪ з (йотедасіх , { х , у } , {х с і , у с і }) ; % йотедасіх в  ц . т . 
й а т су = зи Ь з(й о т ед а й у , { х , у } , { х с і , у с і } ) ;  % й отедай у  в  ц . т . 
сН зр ( [ ' Вычислили о т е д а (х ,у )  и  е е  производны е 

'в  центр ах тяж ести тр еугол ь н и к ов ' ] )
Вычислили отеда(х,у) и ее производные в центрах тяжести треугольников

Строим функцию щ(х,у), удовлетворяющую граничным условиям. Мы не 
будем использовать формулу склейки (17.10), а поступим проще. У нас есть 
разбивка на треугольники. Вот мы и возьмем ср0(х,у) в следующем виде: в 
граничных узлах— какую нужно, а во всех внутренних узлах— нулевую, 
как показано на рис. 17.4. Эта функция будет состоять из треугольных кусоч­
ков плоскостей. Напомним, что уравнение плоскости, проходящей через 
3 точки Д/|(.Ѵ|. гі). М2(х2,уі) и Мз(хз,уз), имеет вид (16.10). Частные производ­
ные записываются в виде (16.13). Вычисляем щ (х,у) и частные производные 
от нее в центрах тяжести треугольников.

р Ь іО = г е г о з ( з і г е ( р і ) ) ;  % вначале в с е  0 - е  
Ъ с р = зи Ъ з(Ъ с ,{х ,у } , { з у ю (' р і ' ) , з у т ( ' р 2 ' ) } ) ;  % в  усл овие  
т уЬ = еѵ а1( [ ' ^іпсі ( ' сЬ аг(Ъ ср) ' ) ' ] ) ;  % нужные номера  

с Н ^ ( г с , х ) = 0 ,  % н е  зав и си т  о т  х  
р Ь іО (т у Ь )= з и Ь з (г с ,у ,р 2 (т у Ь )) ;  % подставляем  только у  

е і з е і ^  с Н ^ ( г с , у ) = 0 ,  % н е  зав и си т  о т  у
рЬ іО (т у Ь )= з и Ь з (г с ,х ,р 1 (т у Ь )) ;  % подставляем  только х  

е і з е
рЬіО ( т у Ь )= з и Ъ з ( г с ,{ х ,у } , { р і (т у Ь ) ,р 2 (т у Ь )} ) ;  % подставляем  х  и  у  

епй
р Ь і0 с=  (рЫО (ѣ (1 , : ) )  +рЬіО (ѣ (2 , : ) )  +рЬіО (ѣ (3 , : ) ) )  / 3  ;
гѣ= [рІгіО (ѣ (1 , : ) )  ;рЫ 0 (ѣ (2 , : ) )  ;рЬіО (-Ь ( 3 , : > ) ] ;  % г вершин
сір]іі0сх=  ( (гѣ (2,  :) - г Ь  ( 1 ,  : ) )  . * (уѣ (3 ,  :) - у Ь ( 1 .

( г ѣ ( 3 , : ) —г ѣ ( 1 , : ) ) . * ( у ѣ ( 2 , : ) —у ѣ ( 1 , : ) ) ) . / ( 2 * Р І ) ;
Йр1іі0су= ( (хѣ (2 , :) -х ѣ  (1 , : ) )  . * (гѣ  (3 , :) -г ѣ  ( 1 .

(хѣ (3 , :) -х ѣ  (1 , : ) )  - * ( г ѣ ( 2 ,  :) - г Ь  ( 1 , : ) ) ) .  /  (2 * Р і) ; 
сН зр ( [ ' Вычислили р Ы 0 (х ,у )  и  е е  производные  

'в  центр ах тяж ести тр еугол ь н и к ов ' ] )
Вычислили рЬіО(х,у) и ее производные в центрах тяжести треугольников

Строим теперь базисные функции в виде произведения ю(х, у) на полиномы 
до 2-го порядка включительно. Вычисляем базисные функции и производные 
от них в центрах тяжести наших треугольников.

х с іш = х с і-х ш іп  ; 
у с іш = у с і -уш іп  ; 
ош (1, :) =ошс;
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о т  (2 = о т с .* х с іт ;
о т (3 = о т с .* у с іт ;
о т  (4 = о т с .* х с і т .Л2 ;
о т  (5 = о т с . * х с і т . * у с іт  ;
о т (6 = о т с .* у с і т .Л2 ;
о т  (7 =рЬіО с;
йатх 1 : )= й о т сх ;
йатх 2 : ) = й о т с х . * х с іт + о т с ;
йатх 3 : ) = й о т с х . * у с іт ;
йатх 4 : ) = х с і т . * (й о т с х .* х с іт + 2 * о т с ) ;
йатх 5 : ) = у с і т . * (й о т с х . * х с іт + о т с ) ;
йатх 6 : ) = й о т с х . * у с і т . Л2 ;
йатх 7 : )= й р Ы 0 сх ;
йоту 1 : )= й о т су ;
йоту 2 : ) = й о т с у . * х с іт ;
йоту 3 : ) = й о т с у . * у с іт + о т с ;
йоту 4 : ) = й о т с у . * х с і т . Л2 ;
йоту 5 : ) = х с і т . * (й о т с у . * у с іт + о т с ) ;
йоту 6 : ) = у с і т . * (й о т с у . * у с іт + 2 * о т с ) ;
йоту 7 : )= й р Ы 0 су ;
й із р [ Вычислили базисны е функции и

'в  центр ах тяж ести тр еугол ь н и к ов ' ] )
Вычислили базисные функции и их производные 
в центрах тяжести треугольников

Разберемся теперь, как будет происходить интегрирование по области реше­
ния О и вычисление частных производных от полученного функционала по 
коэффициентам а*. Наш функционал имеет структуру (17.19). Подставим 
в него вид нашего решения (17.2) (все базисные функции, конечно, будут за­
висеть от х и у).

'=Я
с г 
с

\. ѵ

Г п

и=і дх а* *=і

+с,
/

а .
и=і ду

дх

+  2 Э ^  Э Ф і Г Э ф , '

Ву ЙГ Ву Ву ,

_ко_
ѵ дх У

2Л
(17.21)

+а 2 а Л  + 2ф оХ а Л +(Ро + / Х а Л + %
и = і  у к=і и = і
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Квадрат каждой суммы — это двойная сумма:

/=1 к=1 дх к=] дх \  дх

2 \

+ С У
+ 2 а

+а

П  \  
г п п

' / СХ-СХ/,----------- Г" X,----- /  КК, ■
ш Н  ду ду д у р  ду { д у

п п п Л (  ѵг
/ /  / /

Ѵ./=1 к=1 к=1 у Ѵ*=1

(17.22)

\Л

) )
08.

Дифференцируем по а^. После сокращения на 2 получим:

д^
да Я Ы /а'

5ср і д$к д$к д%

к I) ѵ VI 
с

дх дх дх дх

+с,
5ф(; дсрк дсрк д%

/
[ р  ду ду ду ду

+а /

(17.23)

08 = 0.
/

Мы получили систему линейных алгебраических уравнений. Коэффициенты 
при неизвестных:

Я
5фі 5ф1 + с дщ д$к 
дх дх у ду ду

08;

а правые части

*=-л(
Зф0 д(рк Зф0 д(рк /

^  д ° Г  + с, ™ + аф0ф, + 
ох дх ду ду 2

0 8 .

(17.24)

(17.25)

Вычисляем коэффициенты нашей системы уравнений и правые части по 
(17.24— 17.25). Интегрирование по области В  выполняем численно, по 
1-точечной схеме: вычисляем соответствующие функции в центрах тяжести 
наших треугольников, умножаем на площади треугольников и суммируем. 
Решаем полученную систему уравнений и печатаем решения.

А = и ег о з( 6 ) ;
Ь = г е г о з ( 6 ,1 ) ;
& з=зиЪ з( ^ , { х , у } , { х с і , у с і } ) / 2 ;
^ог і і = 1 :6 ,

^ог к к = і і :6 ,
А ( і і , кк) =зшп ( (сх М а т х  ( і і , :) . *аот х  (кк, : )  + . . .

су М о т у  ( і і , :) . М о т у  (кк , :) + а*от  ( і і , :) . *о т  ( к к *Рі )  ;
епсі
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Ъ ( і і ) = - з и т ( ^ с .  * о т ( і і ,  :) . * Р і)  - з и т (  (сх М о т х  (7 , :) . * й о т х ( і і ,  :) + . . .  
су М о т у  (7 , :) . М о т у  ( і і , :) + а*от  (7 , :) . *ат  ( і і , : ) )  . * Р і)  ;

епй
А 1 = А + (ѣ г іи (А ,1 )) ' ;  % симметриэовали
а 1 р !іа = [А 1 \Ь ;1 ]; % находим коэффициенты, последний =1 
с іізр  (' Коэффициенты: ')
г р г і п «  (' аІрЬ а (%а) =%14. 1 0 г \п  ' , [ [ 1 : 7 ]  ;а1р Ь а ' ] )
Коэффициенты:
аірііа 1) = 0056773337
аірііа 2) = 0 0390428305
аірііа 3) = 0 0347633938
аірііа 4) = 0232625486
аірііа 5) = 1596577514
аірііа 6) = 0435888636

Вычисляем все базисные функции в узлах сетки, находим решение и рисуем 
его (рис. 17.9).

р а т с = з и Ъ з (о т е д а ,{ х ,у } , { р 1 ,р 2 } ) ; % о т е д а  в  у зл а х
р а т ( 1 , : )= р о т с ;
р о т ( 2 , : ) = р о т с . * ( р і - х т і п ) ;
р о т ( 3 , : ) = р о т с . * ( р 2 - у т іп ) ;
р о т ( 4 , : ) = р о т с . * ( р і - х т і п ) . А2 ;
р о т ( 5 , : ) = р о т с . * ( р і - х т і п ) . * ( р 2 - у т іп ) ;
р о т ( 6 , : ) = р о т с . * ( р 2 - у т іп ) . А2 ;
р о т ( 7 , : ) =рЬіО ; % рЬіО в  у зл а х
и=а1рЬ а' * р о т ; % решение
^ ід и г е  % новая фигура
р с іе р Іо -Ь ф ^ -Ь , 'хуй а ѣ а ' ,м , ' г й а ѣ а ' ,м , . . .

’т е з Ь ' , 'о п ' , ' с о І о г Ь а г ' , 'о ^ ')  ; % рисуем  
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' СиггепЬАхез

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Р о п Ь З іг е ' ,1 0 )  
ѵ = а х із ;  % границы о сей  
й а ^ а з р е с Ь ;  % масштаб о сей  
с іа ( 1 :2 )= т іп (с іа ( 1 :2 ) ) ; % т і п  и з  двух  
й а зр еа Ь (йа) % выравниваем масштаб о сей  
а х і з ( ѵ ) ; % оставили границы  
с о іо г т а р  й е^ аи іѣ  % палитра по умолчанию 
д г ій  оп  % показали сет к у  
Ьох оп  % показали внешний контур  
-Ьі-Це (' \М З а д а н и е  1 7 . 2  -  реш ение')  % загол ов ок  
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')
2ІаЬ е1 ( ' \ і ѣ г \ г т ( \ і Ъ с \ г т , \ і 1: у \ г т ) ')  % метки о сей



310 Часть I, Вариационное исчисление

Рис. 17.9. Решение задания 17.2, выполненное с помощью МЛТЬЛВ

17.6. Задание
1. Решить задание 1 главы 2 методом Ритца. Сравнить решение с аналитиче­

ским.
2. Решить задание главы 5 методом Ритца. Сравнить решение с решением, 

полученным МКР и МКЭ. Удачно ли выбраны базисные функции?
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ГЛАВА 18

Основы 
выборочного метода

Мы переходим к части II книги — элементам математической статистики. 
При решении задач будем стараться в максимальной степени использовать 
МАТЬАВ. В нем есть специальный инструментарий [57] для решения задач 
статистики.

18.1. Генеральная совокупность и выборка
По своей сути математическая статистика— это применение понятий, мето­
дов и результатов теории вероятностей к обработке экспериментальных дан­
ных. Мы должны на основе данных исследований делать научно обоснован­
ные выводы. Рассмотрим примеры.

ПРИМЕР 18.1. На заводе выпущена партия из N  изделий, имеющих опреде­
ленный срок эксплуатации. Из нее отобрано п изделий { п « Щ ,  для которых 
найдено время их работы до отказа: і\, І2- ..., („• Можно ли эти результаты пе­
ренести на все N  изделий? □

ПРИМЕР 18.2. Каждый день в магазине фиксируется количество зашедших 
в него посетителей. Пусть в I -й день в магазин зашло х\ человек, во 2-й — 
х2, ..., в »-й — х„. Какие выводы мы можем сделать по этим данным о случай­
ной величине А'— количестве посетителей за I день? □

ПРИМЕР 18.3. Физик -экспериментатор измеряет интервал времени между 
двумя последовательными распадами частиц. Всего он измерил п значений 
этой величины: (], і2, ..., Что можно сказать о случайной величине Т — ин­
тервале времени между двумя последовательными распадами? □
В І-м примере можно, например, провести исследование всей партии из N 
изделий. Но, во-первых, эта партия может быть очень большой, и исследова­
ние влетит в копеечку. А во-вторых, контроль может быть разрушающим, и
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тогда исследовать всю партию вообще нет смысла Иначе мы уподобимся 
Ходже Насреддину, которого жена послала за спичками, но предупредила: 
"Обязательно проверь, чтобы они были сухими". И наш герой проверил 
их все!
А вот во 2-м и 3-м примерах мы даже теоретически не можем исследовать 
всех покупателей или все элементарные частицы. Поэтому мы должны вы­
брать из исследуемой величины данные, исследовать их, а результаты обоб­
щить на исходную случайную величину. В математической статистике ис­
ходная исследуемая случайная величина называется генеральной совокуп­
ностью, а полученный из нее набор экспериментальных данных — выбороч­
ной совокупностью, или выборкой.

О п ред елен и е 18.1. Генеральной совокупностью называется совокупность 
всех возможных значений исследуемой случайной величины X, т. е. сама эта 
величина. □

О п ред елен и е 18.2. Выборочной совокупностью или выборкой называется 
совокупность тех значений случайной величины X, которые есть в нашем 
распоряжении для исследования. □

О п ред елен и е 18.3. Выборочным методом исследования называется иссле­
дование выборки и перенесение его результатов на генеральную совокуп­
ность. □
Первый вопрос, который возникает из этих определений: можно ли вообще 
применять выборочный метод? Насколько обоснованным является перенесе­
ние результатов выборки на генеральную совокупность? Чтобы ответить на 
этот вопрос, введем в рассмотрение еще некоторые принципы и определения.
Пусть исследуется случайная величинах с функцией распределения Р(х). Из 
нее взята выборка объема п: X], х2, ..., х„. Будем считать, что эти числа упоря­
дочены по возрастанию: X] <х2<...<х„. Построим по этим числам функцию, 
котору ю назовем выборочной функцией распределения Г  (х):

?(*) =

0;

?
п
2

х < х ]; 

х, < х < х 2;

х2 < х < х3; 
п '

п — \
------- ; .ѵ„ I < .V < .ѵ„:

п
I; х>х„.

(18.1)
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(Здесь и далее все результаты, относящиеся к выборке, будем обозначать 
звездочкой вверху.)

Выборочная функция распределения Р*(х) состоит из п ступенек высотой 1 /и, 
проведенных в точках с абсциссами х,:, /е[ 1. п]. Если среди х,: есть одинако­
вые, то формула (18.1) очевидным образом модифицируется: несколько сту­
пенек сливаются в одну.

Определение 18.4. Выборочной функцией распределения случайной вели­
чины X, соответствующей упорядоченной выборке х2, ..., х„, называется 
функция (18.1). □

Почему мы строим выборочную функцию распределения именно по формуле 
(18.1), а не по какой-либо другой? Ответ на этот вопрос дает принцип макси­
мума правдоподобия (в дальнейшем ПМП), который отражает многовековой 
опыт человечества и выглядит так:

✓  На практике чаще всего происходят события с максимальными ве­
роятностями.

ПРИМЕР 18.4. Сколько бы мы ни бросали монету на гладкий стол, она поч­
ти всегда ляжет плашмя и почти никогда не станет на ребро. □

Давайте теперь применим ПМП к нашей задаче — построению выборочной 
функции распределения. Пусть мы ничего не знаем о законе распределения 
исходной величины X, а имеем только упорядоченную (по возрастанию) вы­
борку из нее: Х ] , Х 2 , ..., х„. Согласно ПМП мы должны считать, что величинах 
именно такая, какой она оказалась на практике: ведь на практике должны 
проявляться события с максимальными вероятностями! На практике по од­
ному разу проявились значения хь х2, ..., х„, и не было никаких других значе­
ний. Поэтому и мы должны считать, что величина X — дискретная, 
и-значная, с возможными значениями X], х2, ..., х„ (теми, что проявились на 
практике!) и одинаковыми вероятностями их появления р/= \/п. А для такой 
величины функция распределения как раз и имеет вид (18.1). Процесс по­
строения Р (х) показан на рис. 18.1.

Как ведет себя Р*(х) с ростом объема выборки? Оказывается, что каким бы ни 
было распределение исходной величины X, с увеличением п выборочная 
функция распределения Р (х) сходится по вероятности к функции распреде­
ления генеральной совокупности Р(х) (которая так и называется — генераль­
ная функция распределения).

■ ТЕОРЕМА 18.1 Гливенко — Кантелли. Для любого непрерывного рас­
пределения при п —> оо максимальная по модулю разность между выборочной
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функцией распределения Р* (х) и генеральной 1'\х) имеет предел по вероят­
ности, равный нулю:

І іт т а х  = (18.2)
"^00 У .те Я 1 1

где под пределом понимается предел по вероятности.
Доказательство можно найти, например, на сайте [46]. □

Далее, в главе 21 мы рассмотрим еще одну теорему — Колмогорова, которая 
уточняет теорему Гливенко— Кантелли. Теорема Колмогорова устанавлива­
ет скорость сходимости к нулю максимальной по модулю разности между 
выборочной и генеральной функциями распределения. Там же мы научимся 
строить Р  (х) средствами МАТЬАВ.
Смысл теоремы Гливенко— Кантелли такой. Если мы будем увеличивать 
объем выборки п, то Р  (л) будет иметь все больше и больше ступенек, а высо­
та каждой ступеньки будет все меньше и меньше. В пределе выборочная 
функция распределения Р (х) будет сглаживаться и стремиться к генеральной 
функции распределения Р{х), которая показана на рис. 18.1 тонкой штрихо­
вой линией.
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Эта теорема дает нам в руки мощный инструмент исследования — выбороч­
ный метод. Мы можем быть уверены, что, увеличивая объем выборки, будем 
делать все более и более точные выводы о поведении генеральной совокуп­
ности. Ведь через функцию распределения можно вычислить любые другие 
характеристики случайной величины: математическое ожидание, дисперсию 
и пр. Нужно только следить, чтобы выборка была действительно случайной и 
независимой. Статистики говорят, что выборка должна быть репрезентатив­
ной или представительной, т. е. представлять все возможные значения гене­
ральной совокупности и примерно в том же соотношении, что в исходной 
величине X.

ПРИМЕР 18.5. Нельзя из полученных значений X], х2, ..., х„ отобрать не­
сколько первых (минимальных) или несколько средних, т. к. в первом случае 
исказится математическое ожидание, а во втором — дисперсия. □

ПРИМЕР 18.6. Во время предвыборных социологических исследований со­
циологи одного кандидата проводят опросы в районе студенческих общежи­
тий, другого — у заводских проходных, третьего — в пригородных электрич­
ках, а четвертого — по телефону. В результате каждый из кандидатов, пола­
гаясь на данные своих политтехнологов, уверен в своей победе и не 
предпринимает никаких усилий для завоевания сторонников в иной социаль­
ной среде. □

18.2. Оценки и требования к ним
По генеральной функции распределения Р(х) мы определяем числовые пара­
метры распределения: математическое ожидание тх, дисперсию І)х и др.

Определение 18.5. Генерачъными параметрами называются числовые 
параметры генеральной совокупности. □
Мы так и будем говорить: генеральное математическое ожидание (среднее), 
генеральный эксцесс и т. д.

Определение 18.6. Выборочными параметрами называются числовые па­
раметры выборки. □
В некоторых книгах выборочные параметры называются точечными 
оценками, т. к. каждый из них представляет из себя одно число (одну точку). 
Будем их обозначать, как и выборочную функцию распределения, звездочкой
вверху, т. е. тх — выборочное математическое ожидание, а* — выборочное 
среднеквадратичное отклонение и т. д. Мы их находим из выборочной 
функции распределения Р (х), т. е. в конечном счете они зависят от экспери­
ментальных данных X], х2, ..., хп и объема выборки п.
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Определение 18.7. Выборочные параметры называются оценками соответ­
ствующих генеральных параметров. □

Вычислив, например, 1)1. мы тем самым оцениваем с какой-то степенью 
точности Вх. Поэтому формулы для вычисления выборочных параметров 
через X], х2, ..., х„, п должны быть "правильными", чтобы мы действительно 
получали то, что нужно. Сейчас мы с помощью выборочного метода выяс­
ним, что такое "правильная" формула. Рассмотрим задачу в общем виде. 
Пусть есть некоторый генеральный параметр Ъ, и мы хотим по выборке X], 
х2, ..., х„ найти его "правильную" оценку Ь . Какой должна быть формула для 
ее вычисления? Обозначим эту формулу буквой <р:

/>*= (р(х],х2, ...,х„). (18.3)

Объем выборки п явно здесь не записан, но он автоматически определяется 
количеством аргументов. Каким же требованиям должна удовлетворять 
формула ср? У нас все х , — независимые, и каждое из них является 
реализацией генеральной совокупности X. Это эквивалентно тому, что 
каждое х,: является единственной реализацией случайной величины Л',, а все Л' 
независимые и имеют тот же закон распределения, что и X. Такой переход 
позволяет считать выборочный параметр Ь реализацией случайной величины 
В , которая является функцией п случайных величин Хь Х2, ..., Хп, и 
вычисляется по той же формуле ф:

В*= Ф(ХЬХ2,...,Х„), (18.4)

где все Хі независимы и имеют одинаковое распределение, такое же, как у 
исходной величины X.
Закон распределения В* зависит:
□  от законов распределения X,, т. е. от закона распределения X;
□ от количества величин п;
□ от вида функции ф.

Отсюда мы можем вывести требования к виду функции ф. Сформулируем их. 

Требование 18.1. Оно вытекает из теоремы Гливенко— Кантелли. Мы
$

должны быть уверены, что при п —> оо случайная величина В сходится по ве­
роятности к детерминированной величине Ъ, т. е. к тому генеральному пара­
метру, который мы оцениваем:

Іігп В* — Ъ. (18.5)и-ис

Предел здесь— по вероятности. Это требование называется состоятель­
ностью. □
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На рис. 18.2 показано, как должна вести себя плотность распределения ЛЬ*) 
случайной величины В с увеличением п: график ЛЬ ) должен "сплю­
щиваться" по горизонтали и растягиваться по вертикали, все более и более 
приближаясь к 8-функции. А центр распределения должен при этом прибли­
жаться к Ь.

Рис. 18.2. Состоятельность оценки Ь

Можно показать, что условие (18.5) эквивалентно выполнению двух условий:

'ѴітМ(в*) = Ь\
™  (18.6) 
1ітЯ(Я*) = 0;

_ Л—>оо V /

где пределы— обычные (не по вероятности). На рис. 18.2 мы как раз и на­
блюдаем, что с ростом п математическое ожидание В приближается к Ь. а 
дисперсия В уменьшается. Для доказательства этого факта вначале сформу­
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лируем и докажем одну важную лемму, которой мы будем пользоваться и 
в дальнейшем.

■ ЛЕММА 18.1 — неравенство Чебышева (Пафнутий Львович Чебышев, 
1821— 1894, рис. 18.3). Вероятность того, что случайная величина А'будет 
отклоняться от своего математического ожидания тх на величину, больше 
или равную г| > 0, не превышает дисперсии этой величины Д„ деленной на г|2:

Доказательство (для непрерывной случайной величины). Запишем выраже­
ние для дисперсии и разобьем весь интервал интегрирования ( - о о ,+  оо) на 
3 участка:

Здесь Лх) — плотность распределения величины X. Каждый из интегралов 
в правой части— неотрицательный. Поэтому, если отбросить среднее сла­
гаемое, получим неравенство:

(18.7)

Рис. 18.3. П. Л. Чебышев

(18.8)

|  ( х - т х)2/ ( х ) & +  |  ( х - т х)2 / ( х ) с і х<Ох. (18.9)
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На оставшихся интервалах интегрирования \х -т х\>ц. Поэтому если заменить
первый множитель под интегралом меньшей величиной г| , то неравенство 
только усилится:

Но теперь каждый из интегралов в скобках — вероятность попадания в соот­
ветствующий интервал. Отсюда получаем (18.7). □
Теперь, используя неравенство Чебышева, сформулируем следующую тео­
рему.

■ ТЕОРЕМА 18.2. Для состоятельности оценки В* (18.5) необходимо и дос­
таточно выполнение условий (18.6).
Доказательство. Достаточность. Пусть условия (18.6) выполняются. До­
кажем, что для любых сколь угодно малых заданных наперед положительных 
чисел б и 8 существует такой объем выборки ІѴ, начиная с которого вероят­
ность отклонения случайной величины В от числа Ь на величину, большую 
или равную б , меньше 8:

Неравенство (18.11) — это и есть предел по вероятности (18.5), сформулиро­
ванный в терминах теории пределов. Для доказательства (18.П) зададим

сколь угодно малые положительные числа б  и 8. Вычислим по ним г| = — ,

Из І-го предела (18.6) следует, что для выбранного нами Б] существует такой 
объем выборки ІѴі, начиная с которого |М(В )-Ъ\ <щ. А из 2-го предела (18.6) 
следует, что для нашего б 2 существует такой объем выборки Н2, начиная с 
которого В(В  )<б2. Выберем теперь М= тах(ІѴі, N2) и рассмотрим поведение 
случайной величины В для п>Ы.  По неравенству Чебышева

Но, благодаря удачно выбранным б , г |  и б ь  область \В* -Ь\  > б  является подоб­
ластью области |В - М ( В ) |>г|, поэтому вероятность попадания туда также 
меньше 8.
Необходимость докажите самостоятельно. □

/
(18.10)

(18.11)

3
ті б  4б'8 . 

Б] = — = — и б 2 = ------. Соотношение между б , г| и Б] показано на рис. 18.4.

(18.12)
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Состоятельность является обязательным требованием. Если оно не выполня­
ется, то вид функции ф подобран неправильно. В этом случае нужно попы­
таться подобрать другую функцию ф, такую, чтобы вычисленная по (18.4) В 
удовлетворяла (18.6).

Требование 18.2. На практике объем выборки п ограничен, и хорошо было 
бы, если бы вместо М(В )^>Ъ (первый предел в ( 18.6)) мы имели:

М(В*) = Ъ. (18.13)

Тогда мы бы не допускали при измерениях систематических ошибок, а все 
погрешности носили бы случайный характер. Это требование называется не­
смещенностью. □  Оно показано на рис. 18.5. С ростом п график/(й ) не 
только "сплющивается" по вертикали, но и не сдвигается по горизонтали.

Несмещенность — более жесткое требование, чем состоятельность, и не все­
гда удается ему удовлетворить. Но по мере возможности мы будем строить 
именно несмещенные оценки.

Требование 18.3. Из всех состоятельных и несмещенных оценок нужно 
выбирать ту, у которой при каждом п минимальная дисперсия. Такое 
требование называется эффективностью. □  Оно проиллюстрировано на 
рис. 18.6. Оценка, плотность распределения которой показана сплошной ли­
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нией, более эффективна, чем оценка, плотность распределения которой 
изображена штриховой линией.

Требование эффективности — еще более жесткое, чем несмещенность. Мо­
жет вообще так оказаться, что при одних п эффективна одна оценка, а при 
других — другая. Но если уж у нас будет возможность выбирать из несколь­
ких оценок (формул ср) одну, то мы будем выбирать более эффективную.

Рассмотрев общие требования к оценкам, выведем теперь оценки конкретных 
числовых параметров распределения. Попутно мы начнем выполнять инди­
видуальное расчетное задание по теме "Обработка массива данных". Введем 
исходные данные. Будем предполагать, что все измерения х-, записаны 
в обычном текстовом формате в виде прямоугольной таблицы чисел. Для раз­
деления целой и дробной частей используется десятичная точка Между 
числами оставлено хотя бы по одному пробелу. При необходимости можно 
перед числом поставить знак плюс или минус. Допускается также экспонен­
циальная форма записи чисел, т. е. числа вида —1,52345Е—0002 или
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—1.52345е—0002, что нужно понимать как -1,52345х 10 2. Эту операцию вы 
должны проделать до обработки данных. Можно использовать обычные тек­
стовые редакторы, например, Ыоіерасі или Лсіііог. Несколько образцов пра­
вильного оформления файлов исходных данных имеется в электронной вер­
сии книги, размещенной на диске. Для начала их можно использовать как 
тестовые примеры, а потом взять свои.

В нижеприведенной области ввода идентификатором з±~ обозначена строка 
с полным именем файла данных. Поставьте здесь имя своего файла. Введем 
данные в программу и обозначим их идентификатором х. После ввода пере­
форматируем данные в вектор-столбец. Рассортируем данные в порядке воз­
растания, найдем минимальное и максимальное Л'ІШ1Х значения. Определим 
количество данных п.
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с і е а г  а і і  % очистили рабочую обл асть
з&=' Б : ЧідІіпЧМа-ЫаЬЧСоп-Ша-ЬаЧхгауІ. ЪсЬ' ; % ИМЯ ФАЙЛА
х=1оасі(з^ ) ; % вводим ИД
х=зог"Ь ( х ( : ) ) ;  % переформатировали стол бец  и  рассортировали
п=1епдО і ( х ) ; % количество данных
х ш іп = х (1 ); % минимальное зн ач ен и е
хш ах= х(п ); % максимальное знач ение
^ргіп-Ь^ (' Обрабатываем файл %з\ п' ,  з^)
^ргіп-Ь^ (' Обгьем выборки п=%й\п' , п)
^ргіпѣ^ (' хшіп=%14 . 7 ^ \п ' , х т т )
^ р г іп ѣ ^ ( ' хтах=% 14. 7 ^ \п ' , хтах)
Обрабатываем файл Б:\Ід1іп\Ма1:1аЬ\Соп1:0а1:а\хгау1.1:х1:
Объем выборки п=200 
хтіп= 0.0281344 
хтах= 5.4383751

18.3. Оценка математического ожидания
Пусть проведено п измерений одной случайной величины X. Мы предполага­
ем, что при измерениях избежали грубых и систематических ошибок, поэто­
му разброс экспериментальных данных X], х2, ..., х„ вызывается только слу­
чайными ошибками. По этим данным требуется найти оценку математиче­
ского ожидания /// .. т. е. выборочное среднее тх . По какой формуле его 
нужно вычислять?
Применим рассуждения, изложенные в разделе 18.2, к нашей задаче. Соглас­
но ПМП мы должны считать, что случайная величина X — дискретная, 
и-значная и принимает свои возможные значения хь х2, ..., хп с одинаковыми 
вероятностями р, = 1/и. Математическое ожидание такой величины равно:

(18.14)
<=і п і.=і

т. е. должно вычисляться как среднее арифметическое. Проверим этот ре­
зультат на состоятельность и несмещенность (если бы были и другие форму­
лы, мы бы еще и выбрали наиболее эффективную). В соответствии с (18.3— 
18.4) считаем, что тх — реализация случайной величины М*, которая вы­
числяется по той же формуле:

М'х = - ^ Х і , (18.15)
» /=1

но Хі — уже не экспериментальные данные, а независимые случайные вели­
чины, имеющие тот же закон распределения, что и X. Найдем параметры слу-

$
чайной величины М ,.
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Ее математическое ожидание:

М К ) = м - У ъ  = ~ у м  ( * / ) = -  У ъуп і=] )  п і=] п і=]
тг (18.16)

т. е. оценка математического ожидания — несмещенная. При вычислении 
М( М *х) мы использовали известные свойства математического ожидания: 
выносили постоянный множитель за знак операции вычисления математиче­
ского ожидания и расписывали математическое ожидание суммы случайных 
величин как сумму математических ожиданий слагаемых. Найдем теперь 
дисперсию М *х :

в(м;)=ы -іА-, (  п Л 1 " Г) п  Г)
У Х \  = - ^ 1 ^  = ^ 1  = ̂ - .  (18.17)

ч  /= 1  )  11 /=1  11  п

Здесь по свойствам дисперсии постоянный множитель выносится в квадрате, 
а дисперсия суммы независимых случайных величин равна сумме дисперсий. 
Проверяем (18.6):

Ііт  М(М*Х\ ~  Ііт  тх -  тх;
и-»со V '  П->со

Ііт  в (м * Л — Ііт  —-  = 0.
и -и с  V ' /?-»оо п

(18.18)

Оба условия выполняются, поэтому оценка (18.14) является не только не­
смещенной, но и состоятельной. Вот почему независимо от закона распреде­
ления генеральной совокупности X  математическое ожидание выборки мож­
но вычислять по формуле (18.14). В МАТЬАВ вычисление среднего арифме­
тического реализуется функцией теап. Вычислим математическое ожидание 
нашей выборки.

М х= т еап (х ); % м атем атическое ожидание
СргіггЬС( ' Выборочное м атем атическое ожидание Мх=%14. 7 ^ \п ' ,Мх)
Выборочное математическое ожидание Мх= 1.9607780

18.4. Оценка дисперсии
Постановка задачи та же: есть п независимых измерений случайной величи­
ны X  без грубых и систематических ошибок. По ним требуется найти выбо­
рочную дисперсию /Л . Как ее вычислять?

Как и в предыдущем разделе 18.3, применим ПМП. Считаем, что случайная 
величинах— дискретная, и-значная и принимает свои возможные значения
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X], х2, ..., х„ с одинаковыми вероятностями р { = 1/и. Для такой величины дис­
персия вычисляется по формуле:

А, = X ( х і ~ т *хУ Рі= “ X ( Х і ~ т * х} >  (18.19)

где тх находится по (18.14). Здесь мы обозначили дисперсию не латинской 
буквой Д  а греческой А, т. к., как мы увидим дальше, это — не совсем то, что 
нам нужно. Кроме того, мы здесь вынуждены обозначать большой буквой и 
реализацию случайной величины (18.3), и ее саму (18.4). В математической 
статистике часто так поступают.
Проверим оценку (18.19) на состоятельность и несмещенность. Переходим от 
реализаций к случайным величинам:

К = - Ё  { Ъ - К ) 2- (18.20)
» /=і 4 '

Преобразуем вначале выражение (18.20). Центрируем оба слагаемых в скоб­
ках:

ч2
{{Хі-*пх)-{м*х - т х) ) .  (18.21)

Раскроем квадрат разности:

X ^ - т х^ - 2 ^ - т х) Ё ^ - т х) + п ^ - т х") 1. (18.22)л *  1 Г

* х = ~П■ \  і=1

Сумма в среднем слагаемом преобразуется:

X { Х і ~ т х )  = Ё Х і ^ птх ^ пМ*х -  птх = п { м * х -  тх ), (18.23)

и после подстановки (18.23) в (18.22) имеем:

д , = -п

Г п 2 Л 1

X  { Х і - т х ) ) - п { < - т х) \ =  - X  {Хі -Юх)) ~ { К - т х) . (18.24)
Ѵ/=і )  п і=і

Найдем математическое ожидание случайной величины Ах

(18.25) 

п ѵ / п п
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Здесь во второй строке использовано соотношение (18.17). Мы видим, что
(18.13) не выполняется, т. е. оценка (18.20) является смещенной. Чтобы изба­
виться от смещения, нужно компенсировать множитель (п -1  )/п, и вместо
(18.19) взять другую оценку 1)1:

называется числом степеней свободы выборки из п элементов. □
Смысл числа степеней свободы следующий. У нас есть п экспериментальных 
данных. Если мы хотим оставить неизменной выборочную дисперсию 1)1, то 
мы свободно можем варьировать не всеми п данными, а только (и -  1) из них, 
а п-в находится из формулы для выборочного математического ожидания тх . 
Иными словами, на п переменных х, наложено одно ограничение: вычисление 
тх . Это— общий принцип: во всех задачах статистики в знаменателе 
выборочной дисперсии стоит число степеней свободы, равное объему 
выборки минус число ограничений.

Для проверки состоятельности оценки 1)1 нужно вычислить ее дисперсию

/)(/)*) и убедиться, что она стремится к нулю при п —» да. Вывод /.)(1)1) очень 
громоздкий, приведем лишь окончательный результат:

что свидетельствует о ее состоятельности.
В МАТЬАВ есть функция ѵаг для вычисления выборочной дисперсии и 
функция з м  для выборочного среднеквадратичного отклонения— квадрат­
ного корня из дисперсии:

П
(18.26)

Эта оценка будет уже несмещенной:

Определение 18.8. Число в знаменателе выборочной дисперсии:

/ = « - !

(18.28)

(18.29)

Вычислим эти параметры для нашей выборки.



Глава 18. Основы выборочного метода 329

2= п -1 ;  % число ст еп ен ей  свободы  
О х=ѵаг( х ) ; % дисперсия
Зх=з'Ьсі(х) ; % среднеквадратичное отклонение 
^ргіп-Ь^ ( 1 Число ст еп ен ей  свободы выборки ^=%сі\п1 , і )
^ р г іп Ы ( 1 Дисперсия Бх=%14. 7 ^ \п 1,Бх)
^ р г іп ѣ ^ ( 1 Среднеквадратичное отклонение Зх=%14. 7 ^ \п 1, Зх)
Число степеней свобода выборки ^=199 
Дисперсия Бх= 1.0493907
Среднеквадратичное отклонение 5х= 1.0243977

По такому же принципу можно построить формулы для вычисления выбо­
рочных асимметрии и эксцесса. Если мы хотим получить несмещенные и со­
стоятельные оценки, то при их выводе нужно исходить из того, что выбороч­
ные начальные моменты любого порядка к\

являются состоятельными и несмещенными оценками соответствующих ге­
неральных моментов. Отсюда можно вывести оценки центральных моментов 
3-го и 4-го порядков, а затем — асимметрии и эксцесса. Но полученные та­
ким путем формулы довольно громоздкие и редко используются на практике. 
Обычно применяют более простые формулы, которые являются немного 
смещенными, но состоятельными. Так, в МАИ .ЛВ для вычисления асиммет­
рии есть функции зкеѵтезз, в которой реализована формула:

Эксцесс в системе МАИ .ЛВ можно вычислить с помощью функции киЛозіз, 
но потом из найденного значения нужно еще вычесть число 3, чтобы полу­
чить тот эксцесс, который обычно определяется в курсе теории вероятностей 
и который для нормального распределения равен нулю. В итоге получаем:

18.5. Другие выборочные параметры

(18.31)

П
(18.32)

и все, кроме -3, вычисляет функция киЛозіз. Математические ожидания со­
ответствующих случайных величин лишь приближенно равны генеральным 
асимметрии и эксцессу:
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М(АХ) « ах; (18.33)

ЩЕ*Х) ~ ех; (18.34)

а дисперсии вычисляются по формулам:

б (и - і)
о(4)

®(<у

(« + і)(« + 3 )’

2 4 и (и -2 )(и -3 )  

(« + і)2 (« + 3)(« + 5)

(18.35)

(18.36)

Вывод этих формул еще более громоздкий, чем (18.25), (18.28), и мы его 
опускаем. Но видно, эти оценки — состоятельные и почти несмещенные.
Вычислим асимметрию, эксцесс, медиану и размах выборочного распределе­
ния. Медиана равна среднему элементу упорядоченной выборки (если в вы­
борке нечетное число элементов) или полусумме средних элементов (если их 
число четно). Для вычисления медианы существует функция теаіап. Раз­
мах — это разность между максимальным и минимальным элементами вы­
борки, он вычисляется с помощью функции гапде.
А х = зк еад п езз(х ); % асимметрия  
Е х= к ш гЬ озіз( х ) - 3 ;  % эк с ц е с с  
Месіх=тесііап (х) ; % медиана  
Е х = г а п д е (х ); % разм ах выборки 
^ргігѵЬ^ ( 'Асимметрия Ах=%14. 7 ^ \п ' ,Ах)
СргіггЬС (' Э к сц есс Ех=%14. 7 ^ \п ' ,Ех)
^ргіп-Ь^ (' Медиана Месіх=%14. 7 ^ \п ' ,Месіх)
^ргігѵЬ^( ' Размах Ех=%14. 7 ± \ п ' , Ех)
Асимметрия Ах= 0.6041663 
Эксцесс Ех= 0.0857 64 6 
Медиана Месіх= 1.8904831 
Размах Кх= 5.4102408

18.6. Методика текущих измерений
Математическое ожидание (или среднее) и дисперсия характеризуют две сто­
роны проводимого экспериментального исследования. Среднее характеризует 
свойство объекта исследований, а дисперсия — точность применяемой мето­
дики. Из теоремы Гливенко— Кантелли следует, что чем больше число ис­
пытаний п, тем выше точность измерений.
На практике не всегда есть возможность провести большое число испытаний. 
Однако часто в руках исследователя есть результаты, полученные в других
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лабораториях (статьи, книги, отчеты и т. п.). Эти полученные ранее результа­
ты могут интересовать нас с двух точек зрения.
1. Над одним и тем же объектом работают различные лаборатории. Различ­

ные методики приводят к различным дисперсиям, а один объект исследо­
вания — к одному среднему.

2. Для исследования различных объектов применяется одна и та же методи­
ка. В этом случае математические ожидания разные, а дисперсия — оди­
наковая.

Оказывается, изменение одного из параметров не мешает использовать все 
измерения для оценки другого, если этот другой неизменен. Нужно только 
уметь грамотно использовать полученные ранее результаты для увеличения 
точности своих измерений.

Определение 18.9. Схема учета полученных ранее результатов для повы­
шения точности своих исследований называется методикой текущих изме­
рений. □
Рассмотрим применение этой методики к перечисленным выше двум зада­
чам. При решении І-й задачи— вычислении среднего— различиями в дис­
персиях можно просто пренебречь, т. е. можно собрать все измерения (и свои, 
и полученные ранее) в одну выборку и вычислить для нее выборочные пара­
метры. Повышение точности при этом происходит за счет увеличения общего 
объема выборки.

ПРИМЕР 18.7. В статье опубликованы результаты исследования некоторого 
объектах. В ней приведены: объем выборки «і=20, выборочные среднее 
щ  = 8,6 и дисперсия = 6,8. Наша лаборатория тоже занимается исследова­
нием этого объекта. Но исследования стоят дорого, да и оборудование у нас 
похуже, поэтому мы смогли провести только т  = 12 опытов и получили
т2 = 8,4 и IX -  8,4. Среднее — примерно такое же, а дисперсия у нас выше 
из-за износа оборудования. Но методика текущих измерений позволяет объ­
единить все опыты в одну выборку объема п = щ +«2 = 32. Среднее всей вы­
борки вычисляется по очевидной формуле:

тх ^ ЩЩ +Піті -8 ,525, (18.37)
Щ +«2

а общее число степеней свободы/=и-1 = 31. Теперь мы можем считать, что 
провели и = 32 опыта, среднее т* = 8,525, но дисперсия наша по-прежнему 

IX = 8,4. Тем не менее, увеличение общего числа степеней свободы позволяет 
давать более точные оценки для генерального среднего (см. главу 20). □
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При решении 2-й задачи, т. е. при оценке дисперсии, мы уже не можем объ­
единить все данные в одну выборку, т. к. они соответствуют разным объек­
там. Тем не менее, построить средневзвешенную дисперсию можно. Нужно 
только учесть, что при вычислении выборочной дисперсии (18.26) мы делили 
сумму квадратов отклонений не на число опытов п, а на число степеней сво­
боды /= и -1 .  Поэтому в отличие от (18.37) средневзвешенная дисперсия вы­
числяется так:

а общее число степеней свободы/= /]  +/г = П] +«2- 2 .

ПРИМЕР 18.8. В нашей лаборатории установили дорогостоящее оборудова­
ние, и мы смогли провести только щ = 20 опытов над объектом X. Наши ре­
зультаты: ///,’ -  8.6: /)| =6.8. В библиотеке была найдена статья, где эта же 
методика применяется для исследования другого объекта V. Авторы этой 
статьи провели и2 = 18 опытов и получили т2 = 15,4; /X = 6,4. Несмотря на то, 
что в статье описан другой объект исследования, ее результаты по методике 
текущих измерений можно применить для оценки выборочной дисперсии.
Вычисления по формуле (18.38) дают значение 6,611 с общим числом 
степеней свободы /= /5 +/і = П] + «2-2  = 36. Теперь мы можем считать, что 
провели 38 опытов, получили ///,’ -  8.6: 6,611; и у выборки 36 степеней 
свободы. Увеличение п и/позволяет дать более точные оценки для генераль­
ной дисперсии (см. главу 20). □
Разумеется, при использовании методики текущих измерений нужно соблю­
дать общепринятые этические нормы и авторские права: в своих публикациях 
обязательно давать ссылки на те источники, откуда взяты результаты.

18.7. Вопросы для самопроверки
1. Что называется генеральной совокупностью? Выборкой? Объем чего 

больше?
2. Приведите примеры разрушающего и неразрушающего исследования вы­

борки.
3. В чем заключается выборочный метод?
4. Как вычисляется выборочная функция распределения? Почему именно 

так?
5. Найдите в [46] или другой литературе доказательство теоремы Гливен- 

ко — Кантелли. Используется ли там неравенство Чебышева?
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6. Как правильно организовать экзит-пол на выборах, чтобы его результаты 
совпали с истинными результатами выборов?

7. Что означают требования состоятельности, несмещенности и эффектив­
ности?

8. Докажите необходимость выполнения условий (18.6) в теореме 18.2.
9. Представьте себе, что выборочное математическое ожидание вычисляет­

ся не как среднее арифметическое (18.14), а как среднее геометрическое 
или среднее гармоническое. Будут ли эти оценки состоятельными? Не­
смещенными? Более или менее эффективными, чем (18.14)?

10. Найдите в литературе доказательство состоятельности и несмещенности 
оценки (18.30).

11. Выведите из (18.30) состоятельные и несмещенные оценки асимметрии и 
эксцесса. Насколько полученные формулы сложнее (18.31) и (18.32)?

12. Найдите в литературе вывод формул (18.28), (18.35) и (18.36).
13. Сравните медиану с математическим ожиданием. Сильно ли они отлича­

ются?
14. Как выглядят формулы (18.37— 18.38) методики текущих измерений, 

если наши исследования дополняются результатами не из одной статьи, 
а из двух или нескольких?



ГЛАВА 19

Доверительные оценки 
параметров распределения

В предыдущей главе 18 мы научились определять выборочные параметры 
распределения, которые являются оценками соответствующих генеральных 
параметров. Такие оценки будут приближенными в силу случайности выбор­
ки. В этой главе мы рассмотрим некоторые понятия, с помощью которых 
сможем судить, насколько точно выборочные параметры совпадают с гене­
ральными.

19.1. Квантили
Определение 19.1. Квантилем хр распределения случайной величины X  
с функцией распределения Р{х) называется решение уравнения:

!'\х,,)=)>. □  (19.1)

Квантиль— это аргумент, соответствующий данному значению функции 
распределения. Процесс вычисления квантиля показан на рис. 19.1.
Чтобы получить таблицу квантилей какого-либо распределения, нужно взять 
таблицу значений функции этого распределения и поменять местами столбцы 
аргументов и функций. Поэтому иногда квантили называют обратной функ­
цией распределения. Другое название квантилей— критические значения 
соответствующего распределения. Это название связано с понятием довери­
тельного интервала, о чем мы поговорим дальше в этой главе.
Индекс внизу у квантиля соответствует уровню вероятности. Так, х0.оз —  это 
5%-ный квантиль, х0 99 — 99%-ный, д-0 5 — медиана распределения (теорети­
ческая, не выборочная!)
В МАТЬАВ квантили различных распределений вычисляются с помощью 
функций *іпѵ, где *— название вида распределения. Вообще, как правило,
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функции для различных законов распределения в МАТЬАВ ходят "колонна­
ми по 7":

□  *ссй~— вычисление функции распределения (сокращение от сшпиіаііѵе 
сіізѣгіЬиѣіоп йтсііоп — функция распределения);

□  — вычисление п л о т н о с т и  распределения (ргоЬаЬПіІу сіепзіѣу 
йтсііоп — п л о т н о с т ь  распределения);

□  *іпѵ — вычисление квантиля распределения (іпѵегзе сшпиіаііѵе сіізѣгіЬиѣіоп 
йтсііоп — обратная функция распределения);

□  * т а — генератор случайных чисел (гапсіош пишЬег депегаіог— генератор 
случайных чисел);

□  *зі:аі: — вычисление статистических характеристик (математического 
ожидания и дисперсии) соответствующего теоретического распределения;

□  *±іі: — вычисление параметров теоретического распределения по выборке 
с помощью ПМП;

□  *ііке — вычисление функции правдоподобия.

Но не для всякого распределения реализованы все 7 функций. Наберите в ко­
мандном окне МАТЬАВ ііеір и посмотрите, для каких распределений 
какие функции имеются. Полный список функций инструментария [57] при­
веден в главе 27.
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19.2. Доверительный интервал 
и доверительная вероятность
Ранее мы научились по выборке X], х2, ..., х„ находить различные выборочные 
параметры, которые в общем виде мы обозначили Ь (18.3). В соответствии с 
выборочным методом считаем, что Ь является реализацией случайной вели­
чины В . Но, даже если оценка В состоятельная и несмещенная, ее реализа­
ция Ь не равна в точности генеральному параметру Ъ, т. к. сказывается влия­
ние случайностей. Возникает вопрос: насколько точно выборочный параметр 
Ь оценивает генеральный 6? Мы можем ответить на этот вопрос только в ве­
роятностной постановке. Например: какова вероятность, что Ь будет отли­
чаться от Ь не более чем на заданную величину? Или наоборот: в какой ин­
тервал вокруг Ь попадает Ь с заданной вероятностью? Ответы на эти вопросы 
приводят нас к понятиям доверительного интервала и доверительной вероят­
ности.
Пусть мы знаем закон распределения генеральной совокупности X, например, 
ее функцию распределения Р(х) или плотность распределения /(х). Тогда по 
(18.4) мы можем определить закон распределения случайной величины В , 
например, Р(Ь ) или ЛЬ ). Зная его, можно найти вероятность того, что слу­
чайная величина В отличается от своего математического ожидания Ь на ве­
личину, не превышающую б :

Ь+Б
р ( | я * - і | ^ б) = |  / (і * ) ^ * = ^ ( і  + б) - ^ ( і - б). (19.2)

Ь-8

Соответствующая площадь под графиком плотности распределения выбо­
рочного параметра ЛЬ ) показана на рис. 19.2.

В левой части формулы (19.2)— детерминированный интервал [Ь-е,  Ь + е]*
для случайной величины В :

Ь - е <В*<Ь + е. (19.3)

Перейдем от него к интервалу со случайными границами для детерминиро­
ванной величины Ь — нашего генерального параметра. Для этого решим не­
равенства (19.2) относительно Ь:

В б </ .</ / ' ”  б . (19.4)

Поскольку (19.4) — это следствие (19.3), то вместо (19.2) можем записать:
Ь + Е

р ( й е ^ 5 * - б ;  В* +б] )=  | / (Ь*'') гіЬ* =Р(Ь + г ) - Р ( Ь - г ) .  (19.5)
Ь-8
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Рис. 19.2. Вероятность попадания выборочного параметра Ь* 
в е-окрестность генерального параметра Ь

Эта простая операция: переход от детерминированного интервала для слу­
чайной величины к случайному интервалу для детерминированной величины 
дает нам понятие доверительного интервала

Определение 19.2. Доверительным интервалом называется интервал со 
случайными границами для детерминированной величины— генерального 
параметра ( 19.4). □

Определение 19.3 .Доверительной вероятностью называется вероятность 
попадания генерального параметра в его доверительный интервал. □
На практике у нас есть только конкретное значение выборочного параметра 
Ъ — реализация случайной величины В . Поэтому вместо случайного интер­
вала (19.4) мы получим только его реализацию [Ь - е , Ь  +е]. Но мы можем 
быть уверены, что неизвестный генеральный параметр Ъ попадет в этот ин­
тервал с вероятностью (19.5).
Доверительный интервал и доверительная вероятность связаны между собой. 
Зная одну из этих величин, всегда можно вычислить другую. Вычисление 
доверительной вероятности по доверительному интервалу выполняется по 
формуле ( 19.5) и показано на рис. 19.2.

ПРИМЕР 19.1. Генеральная совокупность А'имеет нормальное распределе­
ние с известной дисперсией Дг = 4. Проведено одно измерение: х\ =2,7. Како­
ва вероятность того, что неизвестное математическое ожидание тх отличает­
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ся от этого значения не более чем на 0,5 в каждую сторону, т. е. лежит в 
пределах [2,2; 3,2]?
По общей схеме выборочного метода считаем, что X] — реализация случай­
ной величины X], имеющей то же распределение, что и X, т. е. нормальное с 
неизвестным математическим ожиданием тх и известной дисперсией Ох = 4. 
Центрируем (вычитаем математическое ожидание): Л'і інх является нормаль­
ной с нулевым математическим ожиданием и той же дисперсией Ох = 4. Нам 
нужно найти вероятность того, что эта величина лежит в пределах [-0,5; 0,5]. 
Это и будет доверительная вероятность. Вычисляем с помощью МАТЬАВ:

погтссі^ ( 0 . 5 , 0 , 2 )  -погшсй^ ( - 0 . 5 , 0 , 2 )
апз =

0.19741265136585

Ответ. Искомая доверительная вероятность равна «19,74 %. □
Конечно, доверительный интервал может быть и несимметричным относи­
тельно Ь. Так, в примере 19.1 можно найти доверительную вероятность для 
доверительного интервала [2; 3] или [0; 5].
Рассмотрим теперь обратную задачу. Пусть задана доверительная вероят­
ность р, а нужно найти доверительный интервал, в который попадает гене­
ральный параметр Ь с вероятностью р. Эта задача решается неоднозначно. 
Посмотрите на рис. 19.3. Мы ведь можем двигать правую и левую границы 
доверительного интервала так, что площадь криволинейной трапеции, огра­
ниченной этими боковыми сторонами, все время остается равнойр\
В качестве решения можно взять два любых квантиля распределения величи­
ны В , для которых уровень вероятности отличается на р. Выбрав любое чис­
ло ге [0; 1 -р],  получим ответ в виде доверительного интервала [~6*, Ъ*г+р  ̂ (за­
тененная область на рис. 19.3). При изменении г доверительный интервал 
сдвигается, и ширина его в общем случае также изменяется. Неизменной ос­
танется только площадь р  под кривой графика плотности распределения 
внутри доверительного интервала. Как же выбрать "наилучшее" решение? 
Интуиция подсказывает, что нужно выбирать доверительный интервал посе­
редине. Если распределение В* симметричное, то и квантили [~6*, Ъ*г+р  ̂ нуж­

но взять симметрично относительно Ь. Если же, как на рис. 19.3, график 
плотности распределения ЛЬ ) несимметричен, то под симметричным реше­
нием будем понимать отбрасывание слева и справа кусков одинаковой пло­
щади. Общая отрезаемая площадь равна 1 -р .

Определение 19.4. Величина
с г \  р. (19.6)

где р  — доверительная вероятность, называется уровнем значимости. □
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Рис. 19.3. Нахождение доверительного интервала 
по заданной доверительной вероятности р

Это название возникло следующим образом. Если задать достаточно боль­
шую доверительную вероятностьр  (близкую к 1), то # будет малым. По ПМП 
попадание вне доверительного интервала почти невозможно. Поэтому, если 
такое произошло, мы должны считать, что это не случайное событие, а зна­
чимое, т. е. что-то означающее. Что именно — см. далее в разделе 19.4. А мы 
возвращаемся к построению симметричного доверительного интервала Для 
симметрии нужно отрезать слева и справа куски одинаковой площади ^I2, и
тогда решением будет доверительный интервал Ь*, Ь*

_  2 1 2  .

ПРИМЕР 19.2. Условие то же, что и в примере 19.1: генеральная совокуп­
ность X  имеет нормальное распределение с известной дисперсией Д. = 4. 
Проведено одно измерение: х\ =2,7. Для доверительных вероятностей р  = 0,9,
0,99 и 0,999 найти доверительный интервал.
Доверительный интервал— симметричный относительно X] =2,7. Его шири­
на определяется квантилями нормального распределения с дисперсией Д. = 4, 
соответствующим уровням вероятности ц!2 и \-ц!2, где ц = I -р .
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Считаем:

р = [ 0 . 9 ; 0 . 9 9 ; 0 . 9 9 9 ] ;  

ч=і-р;
п о п п іп ѵ ( [ я / 2 , 1 - я / 2 ] , 2 . 7 , 2 )
апз =

-0.58970725390295 5.98970725390295 
-2.45165860709780 7.85165860709781 
-3.8810534 6298379 9.2810534 6298381

Ответ. Первая строка — это доверительный интервал для р  = 0,9, 2-я — для 
р  = 0,99, 3-я — для /7 = 0,999. Видно, что с увеличением доверительной веро­
ятности доверительный интервал расширяется. Это соответствует увеличе­
нию затененной площади на рис. 19.3. □
С помощью этой же функции можно проверить правильность решения 
примера 19.1:

п о п п іп ѵ ( [ (1 -0 .1 9 7 4 1 2 6 5 1 3 6 5 8 5 ) /2  ( 1 + 0 .1 9 7 4 1 2 6 5 1 3 6 5 8 5 ) /2 ] ,2 .7 ,2 )
апз =

2.19999999999999 3.20000000000001

ПРИМЕР 19.3. Найти доверительные вероятности, соответствующие прави­
лам Іа, 2а и За. Иными словами: случайная величинах имеет нормальное 
распределение с математическим ожиданием тх и дисперсией І)х. Средне­
квадратичное отклонение ах -  . Проведено I измерение х 1. Найти веро­
ятность того, что оно отличается от тх не более, чем на ах. 2ах, Зах.
Перейдем к стандартной нормальной величине с помощью линейного преоб­
разования:

II = ^ Л Ь . ,  (19.7)

Величина II имеет нормальное распределение с ти = 0 и а и= 1. Теперь задача 
заключается в нахождении вероятности ее попадания в интервалы [-1; 1], 
[-2; 2] и [-3; 3]. Находим эти вероятности:

и = [ 1 :3 ] ' ;
р=погтссі^ (и , 0 , 1 )  -погшсй^ ( - и ,  0 , 1 )

Р =
0.68268949213709
0.95449973610364
0.99730020393674

Ответ. Правилам 1а, 2а и За соответствуют доверительные вероятности 
68,27 %, 95,45 % и 99,73 % соответственно. □
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19.3. Абсолютная и практическая 
достоверность
Из каких соображений назначается доверительная вероятность р  в практиче­
ских расчетах? Например, в массовом производстве нельзя назначать вероят­
ность безотказной работы р  = 0,9, т. к. мы не можем себе позволить 10% бра­
ка. Лучше всего было бы назначить доверительную вероятность р=  1, но ей 
соответствует бесконечный доверительный интервал. На практике же мы все­
гда задаем конечный доверительный интервал, поэтому вынуждены задавать 
р  < 1. Получаем два противоречивых требования. С одной стороны, нужно 
увеличить доверительную вероятностьр, а с  другой — задать доверительный 
интервал поуже. Это противоречие связано с другим: между абсолютной и 
практической достоверностью.

Определение 19.5. Событие А называется абсолютно достоверным, если 
Р(А)=].  □

Определение 19.6. Событие А называется практически достоверным, если 
оно практически всегда происходит на практике. □
Для практически достоверного события вероятность его наступления/? <1, но 
она настолько близка к I, что для всех проведенных ранее и проводимых 
в будущем испытаний, общее число которых обозначим п, должно выпол­
няться //'= I.

ПРИМЕР 19.4. Теоретически 2x2 = 4. Это — абсолютная истина. Если же мы 
будем считать 2x2 на практике, то почти всегда также получим 4, за исклю­
чением возможных ошибок, сбоев и поломок компьютеров, вероятность ко­
торых очень мала. Поэтому 2x2 = 4 — и практически достоверное событие. □
Появление на практике практически достоверных событий— это еще одна 
формулировка ПМП (принцип практической достоверности), и именно этим 
принципом мы руководствуемся при назначении доверительной вероятности 
на практике. Доверительную вероятность р  нужно назначать так, чтобы для 
любого реального числа испытаний п число р п мало отличалось от I. 
Применительно к нашим задачам это позволяет ограничиться доверительной 
вероятностьюр< \ и конечным доверительным интервалом.
Из принципа практической достоверности следует принцип практической 
невозможности (еще одна формулировка ПМП): события с очень малыми ве­
роятностями в практических приложениях можно считать невозможными. 
В нашем случае: выход случайной величины за границы доверительного 
интервала практически невозможен.
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19.4. Проверка статистических гипотез
Определение 19.7. Статистической гипотезой называется любое предпо­
ложение о законе распределения генеральной совокупности или его пара­
метрах. □
Так, мы можем выдвигать предположение о величине тх, Д, или о характере 
функций Р(х),Лх). Все это —  статистические гипотезы. Другие гипотезы бу­
дут рассмотрены далее в примерах этой главы. Выясним, как принцип прак­
тической достоверности (или невозможности) может быть применен для про­
верки статистических гипотез.
Пусть из генеральной совокупности А'получена выборка X], .ъ, ..., х„. По ней 
найден некоторый выборочный параметр Ъ (18.3), а затем по заданной дове­
рительной вероятности р  определен доверительный интервал для генерально­
го параметра Ь:

Мы продолжаем исследования дальше: увеличиваем объем выборки », пере­
считываем Ъ , и вдруг оказывается, что новое Ъ не попадает в доверительный 
интервал (19.8), как показано на рис. 19.4 сплошными стрелками. Что же 
происходит? Здесь могут быть 2 вывода.
I. Сказывается влияние случайностей. Ведь доверительный интервал ( 19.8) — 

не абсолютно достоверный, а лишь практически. Однако при таком допу­
щении мы должны отказаться от принципа практической достоверности.

( 19.8)

Ъ’ попадает 
в критическую 

область

Ъ‘ попадает 
в доверительный 

интервал

Ъ‘ попадает 
в критическую 

область

критические области 
статистической гипотезы

>
Ь'

Рис. 19.4. Доверительный интервал и критические области статистической гипотезы
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2. Принятая нами статистическая гипотеза неверна, и мы считали Ь* по не­
правильной формуле (18.3), вид которой должен быть другим. Тогда и до­
верительный интервал (19.8) будет другим, и уточненное Ь уже попадет 
в него.

Очевидно, исходя из принципа практической достоверности, мы должны 
принять 2-е предположение. Таким образом, принцип практической досто­
верности (или невозможности) является одним из критериев проверки стати­
стических гипотез. Если в процессе исследований проявляется такое значение 
выборочного параметра, которое в силу принципа практической невозможно­
сти проявиться не может, следует считать, что появление такого события — 
не случайное явление. Говорят, что такое событие значимо, а использование 
принципа практической невозможности для доказательства неслучайности 
появления события с малой вероятностью называется принципом значимости.
Заметим, что принципы практической достоверности, практической не­
возможности и значимости— это просто различные формулировки ПМП. 
Вот их формулировки.

Принцип 19.1 (практической достоверности). Практически достовер­
ные события происходят почти всегда. В частности, выборочный параметр 
практически всегда попадает в свой доверительный интервал (19.8). □

Принцип 19.2 (практической невозможности). Практически невоз­
можные события не происходят почти никогда В частности, выборочный 
параметр практически никогда не выйдет из своего доверительного интерва­
ла (19.8). □

Принцип 19.3 (значимости). Если произошло практически невозможное, 
по нашему предположению, событие, то наше предположение неверно. В ча­
стности, если выборочный параметр выходит из своего доверительного ин­
тервала (19.8), то это значит, что доверительный интервал найден непра­
вильно. □

Определение 19.8. Области, не попадающие в доверительный интервал, 
называются критическими областями статистической гипотезы, а границы 
доверительного интервала— критическими числами (значениями) гипотезы. □
Попадание уточненного Ь* в критические области (сплошные стрелки на 
рис. 19.4) свидетельствует о том, что нужно отвергнуть статистическую гипо­
тезу. Наоборот, попадание уточненного Ь в доверительный интервал (штри­
ховая стрелка на том же рисунке) говорит о том, что у нас нет оснований от­
вергать статистическую гипотезу, хотя она, может быть, и не верна. Прини­
мая то или иное решение (принять или отвергнуть гипотезу), мы можем 
допустить такие ошибки:
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1. Попали в критическую область, но близко к границе. Нужно отвергнуть 
гипотезу, хотя она, может быть, верна. Если мы уменьшим уровень значи­
мости д, как показано на рис. 19.4 тонкими пунктирными линиями, то Ь 
уже попадет в доверительный интервал.

2. Попали в доверительный интервал, но опять-таки близко к границе. Нуж­
но принять гипотезу, а она, может быть, неверна. Если увеличить с/, то до­
верительный интервал сузится (штриховые линии на рис. 19.4), и Ь попа­
дет в критическую область.

Вероятность 1 -й ошибки мала. Она не превышает уровня значимости д. Что­
бы ее еще уменьшить, нужно уменьшить д, тем самым расширяя доверитель­
ный интервал. И если уж мы и при расширенном доверительном интервале 
попадем в критическую область гипотезы, то можно ее смело отвергать: она 
почти наверняка неверна. Но при таком подходе возрастает вероятность 2-й 
ошибки: если мы попали в доверительный интервал, то это не значит, что ги­
потеза верна. Чтобы застраховаться от 2-й ошибки, нужно, наоборот, увели­
чивать с/ и сужать доверительный интервал. И тогда, если мы попадаем даже 
в этот узкий интервал, то гипотеза почти наверняка верна. Зато теперь при 
попадании в критическую область мы не можем быть уверены, что отвергае­
мая гипотеза ошибочна. Чтобы уменьшить 1-ю ошибку, надо уменьшить д, 
и тогда см. начало этого абзаца.
Как же решить эту проблему с "перетягиванием одеяла"? Все зависит от того, 
какую цель мы перед собой ставим. Если мы хотим максимально застрахо­
ваться от ошибки отвергнуть правильную гипотезу, нужно уменьшить д (го­
ворят: сделать уровень значимости более мягким). Тогда, если мы попадаем в 
критическую область, то гипотеза почти наверняка неверна. И наоборот, если 
нам нужно в максимальной степени застраховаться от принятия неправиль­
ной гипотезы, нужно назначать более жесткий (высокий) уровень значимости 
д. Если мы теперь попадем в узкий доверительный интервал, то статистиче­
ская гипотеза почти наверняка верна.

19.5. Односторонние и двухсторонние 
критерии
Чтобы понять, о чем пойдет речь, рассмотрим 2 примера статистических ги­
потез.

ПРИМЕР 19.5. Есть 2 генеральные совокупности: X  и Г. Из них взяты вы­
борки объемами пх и пу соответственно. Статистическая гипотеза: тх = т .. □

ПРИМЕР 19.6. Есть 2 генеральные совокупности: X  и У. Из них взяты вы­
борки объемами пх и пу соответственно. Статистическая гипотеза: Р(х) = Р(у). □
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В примере 19.5 можно ввести в рассмотрение случайную величину Мх-  М*, и 
тогда при справедливости гипотезы доверительный интервал для этой вели­
чины будет охватывать 0. Если реальное значение тх-  т, попадает в этот ин­
тервал, то мы принимаем гипотезу о нуле (она так и называется: 0-гипотеза), 
а если нет— отвергаем. При этом, отвергая 0-гипотезу, мы автоматически 
принимаем одну из двух альтернативных гипотез. Если мы попадаем в левую 
критическую область, то должны считать, что тх<тѵ, а если в правую — то 
тх>тѵ.
Иная ситуация в примере 19.6. Здесь нам нужно сравнивать не числа, а функ­
ции /• (д-) и /• 0') по какому-либо критерию: максимальной по модулю разно­
сти, интеграла от квадрата разности или др. Полученная величина Ъ может 
быть большой или маленькой. Если она малая, то можно принять гипотезу, а 
если большая, то Р{х)фР(у). В отличие от предыдущего примера, здесь всего 
одна альтернативная гипотеза. Поэтому критическая область, которая ей со­
ответствует, также будет одна, как показано на рис. 19.5. Значит, весь уро­
вень значимости ^  не делится пополам между двумя альтернативными гипо­
тезами, а припадает на одну. В данном примере область альтернативной ги­
потезы— справа, она соответствует большим значениям Ъ . Если Ъ <Ь} ч, то 
принимаем нашу гипотезу Р{х) = І'Х\!)- а если Ь > Ь, ч. то Р{х) Ф /•’(_>’).

Определение 19.9. Критерий проверки статистической гипотезы называет­
ся двухсторонним, если 0-гипотезе противостоят 2 альтернативные, и одно­
сторонним — если одна. □
Односторонние критерии возникают не только при сравнении функций, но 
иногда и при сравнении числовых параметров. Они появляются везде, где 
одна из альтернативных гипотез теоретически невозможна
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ПРИМЕР 19.7. По старой методике исследована генеральная совокупность 
Л': из нее получена выборка объемом пх. Затем методика была усовершенст­
вована, и по ней была исследована генеральная совокупность У: получена 
выборка объемом пѵ. Действительно ли мы усовершенствовали методику?

Если методика действительно улучшена, то точность результатов должна 
быть выше. Значит, дисперсия должна уменьшиться: Д .<Д .. Здесь мы зара­
нее предполагаем, что гипотеза Д  > Д  теоретически невозможна. Поэтому
0-гипотезе Д  = Д  противостоит только одна альтернативная: Д  < Д . Рас­

сматриваем случайную величину: отношение выборочных дисперсий —̂

(при сравнении дисперсий обычно рассматривают не разность, а отноше­
ние — см. главу 22). Если эта величина находится вблизи единицы или слиш­
ком большая, то нужно принять 0-гипотезу и считать, что никакого улучше­
ния методики не было. Если же эта величина мала (меньше соответствующе­
го квантиля), то нужно отвергнуть 0-гипотезу Д  = Д- и принять тем самым 
альтернативную: Д  < Д  . Эта ситуация показана на рис. 19.6. □

Здесь критическим значением, разделяющим 0-гипотезу и альтернативную, 
является "левый" квантиль Ъч . Весь уровень значимости ^  не делится попо­
лам, а приходится на одну альтернативную гипотезу, область которой распо­
лагается слева от области 0-гипотезы.
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19.6. Вопросы для самопроверки
1. Что называется квантилем?
2. Найдите с помощью МАТЬАВ квантиль распределения Рэлея с парамет­

ром а = 2,5, соответствующий вероятности р  = 0,9.
3. В примере 19.1 найдите доверительную вероятность попадания тх в ин­

тервал [0; 10].
4. Вы поставили чайник на плиту и включили газовую горелку достаточной 

мощности. Является ли закипание воды в чайнике абсолютно достовер­
ным событием или только практически достоверным?

5. Есть 2 партии часов: одна— швейцарские, другая— китайские. Сравни­
вается точность их хода. Что здесь является статистической гипотезой? 
Является ли критерий ее проверки односторонним или двухсторонним?



ГЛАВА 20

Оценки генеральных параметров 
распределения

Применим сведения из предыдущей главы 19 для нахождения доверительных 
интервалов различных числовых параметров генеральной совокупности. Эти 
интервалы иногда называют интервальными оценками.

20.1. Оценка 
генерального математического ожидания
Пусть генеральная совокупность X  имеет нормальное распределение. Из нее 
получена выборка: X], х2, ..., х„. Далее по формуле (18.14) найдено выборочное
математическое ожидание т х. Требуется найти доверительный интервал для 
генерального математического ожидания тх с заданной доверительной веро­
ятностью р.

Если дисперсия генеральной совокупности Д. известна, то эта задача может 
быть решена так. По общей схеме выборочного метода т*х — реализация слу­
чайной величины М х, которая вычисляется по формуле (18.15). В ней все А', 
независимы и имеют нормальное распределение с параметрами тх, Д .  Сумма 
независимых нормальных величин имеет нормальное распределение, умно­
жение на константу также оставляет распределение нормальным. Поэтому 
случайная величина М х имеет нормальное распределение. Его параметры — 
это (18.16— 18.17). Переходим к стандартному нормальному распределению:

(20.1)
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На уровне значимости д = \ - р  эта величина лежит в пределах:

М г —тг г~-и  < — ------- -4 п < и  . (20 .2)
гу 1-­2 х 2

Здесь используется свойство симметрии квантилей стандартного нормально­
го распределения: и(} -  -и  С}. Умножаем все 3 части неравенства на ох и де­

лим на 4п  :

< М х -  тх < і=^-. (20.3)
УІП УІП

Теперь переходим от детерминированного интервала для случайной величи-$
ны М х к случайному интервалу для детерминированной величины тх, как мы 
это делали в общем виде (19.3— 19.4):

СІ ®х̂  ̂ сі
м ; ------< тх < м ;  +.— = 1 .  (20.4)

Ѵи у п

Получили доверительный интервал для неизвестного математического ожи­
дания /// .. если генеральная совокупность имеет нормальное распределение и 
ее дисперсия известна. На практике у нас есть только т*х — реализация М х, 
поэтому вместо (20.4) имеем реализацию доверительного интервала:

тх ------< тх < тх + — = Л . (20.5)
Ѵ« ѵ«

Мы можем утверждать, что с доверительной вероятностью р  неизвестное ге­
неральное среднее тх попадает в доверительный интервал (20.5).
Все это годится, если дисперсия генеральной совокупности Вх известна. Но 
обычно это не так. Как правило, у нас есть только сама выборках], Х2, ..., х„, 
а по ней мы Ох никак не сможем найти. По выборке мы можем найти только 
выборочную дисперсию О х (18.26). Обозначим случайную величину, реали­
зацией которой является В  х, также І)х:

к — і .  ( х , - к Ь  (20.6)

где М*х находится по (18.15).
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Если квадратный корень из этой величины ст* = -у /-)* подставить в формулу
(20.1) вместо ст.т, то полученная случайная величина:

М* -  т г ­
, х V» (20.7)

уже не будет иметь стандартное нормальное распределение! Впервые под­
робно исследовал распределение величины Т Уильям Сили Госсет (\Уі11іат 
8еа1еу Ооззеі, 1876— 1937, рис. 20.1). Он опубликовал эту работу под псевдо­
нимом Студент (8йісіеп1:), поэтому распределение величины (20.7) вошло в 
историю как ^-распределение Стьюдента.

Рис. 20.1. У. С. Госсет

Определение 20.1. Распределение случайной величины (20.7) называется 
і-распределением Стьюдента. □
Оно зависит как от параметра, от объема выборки п или от числа степеней 
свободы /= » - 1 .  При )!—>'-') ^-распределение Стьюдента переходит в стан­
дартное нормальное. В МАТЬАВ есть функции ьсйе, ьрйе, ьіпѵ, ьтй , і;з-ьа-ь 
для работы с ^-распределением. Нарисуем графики плотности ^-распре­
деления Стьюдента при нескольких значениях / .  Для сравнения здесь же 
(рис. 20.2) нарисуем плотность стандартного нормального распределения.

ѣ = 1 іп з р а с е ( - 3 , 3 ) ' ;  % аргументы
ѵ = [2  5 10 20 30 60 1 2 0 ] ;  % степ ен и  свободы
Ног к = 1 :Іеп д ІЬ (ѵ )

У (: , к) =1р<±е (1 , ѵ  ( к ) ) ; % плотность  Ь-р асп р едел ен и я



Гпава 20. Оценки генеральных параметров распределения 351

У = [У ,п о г т р с іЕ (ѣ ,0 ,1 )] ;  % добавили плотность  норм, р асп р .
^ ід и г е
р1оѣ (ѣ ,Т )
зеѣ  (деѣ  (дсі, ' Сиггеп-ЬАхез

' Р оп Ш ате ' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге ' ,10) 
ѣ і ѣ і е ( ' \ М График п лотности  \ г т \ і  І іД гп Д М -р асп р едел ен и я  С ты одента')  
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ ѣ ') % м етка о си  ОХ 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ ^ \ г т ( \ і ѣ ѣ \ г т ) ')  % метка о си  ОТ

Рис. 20.2. График плотности /-распределения Стыодента, 
выполненный с помощью МЛТЬЛВ

Видно, что графикДО симметричен относительно вертикальной прямой ( = 0 
и похож на график плотности нормального распределения, но проходит более 
полого. Выражения для функции и плотности ^-распределения Стьюдента 
можно найти в [1, 27].
Теперь точно так же, как мы от (20.1) перешли к (20.5), перейдем от (20.7) 
к доверительному интервалу для т/.

ст>, АЛ ст>, АЛ
тх --------< тх < тх + ------------- (20.8)

V» ѵ »
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По сравнению с (20.5) изменения заключаются в том, что вместо генерально­
го среднеквадратичного отклонения пх появилось выборочное пі. а вместо 
квантилей стандартного нормального распределения— квантили /-распре­
деления Стьюдента, которые зависят от числа степеней свободы/

Заметим, что в (20.8) пі*х и а* не обязательно должны вычисляться по одной и 
той же выборке. Поэтому мы можем применить методику текущих измерений 
(см. раздел 18.6) для более точной оценки.

ПРИМЕР 20.1 (продолжение примера 18.7). Если мы используем только 
свои результаты: п2=\1, п ь -8 .4 . / ) 2 = 8,4, то по формуле (20.8) на уровне 
значимости д = 0,1 получим доверительный интервал [6,897; 9,9]. Если же ис­
пользовать текущие измерения и взять п = 32, пі*х = 8,525, В 2 = 8,4, то на том же 
уровне значимости получим значительно более узкий доверительный интер­
вал [7,656; 9,394]. Основное влияние на сужение интервала оказал знамена­
тель Ѵ й. □

Продолжим выполнение ИДЗ "Обработка массива данных". Зададим не­
сколько значений доверительных вероятностей в виде вектор-столбца р. Вы­
числим по ним уровни значимости с/ = I -р .  Для этих уровней значимости 
найдем доверительные интервалы для генерального математического ожи­
дания ///..

р = [0 .9 ; 0 .9 5 ; 0 .9 9 ; 0 .9 9 9 ] ;  % зад аем  доверительны е в ер оя тн ости  
с р і - р ;  % уровни значимости
ѣ = Ь іп ѵ ( 1 - д /2 ,г ) ; % квантили Стыодента с  С степенями свободы  
М хй=[р,М х-Зх*ѣ/пЛ0 .5 ,М х + З х * ѣ /п Л0 . 5 ] ' ;  % формула (2 0 .8 )  
сН зр ( [ ' Доверительные интервалы для ген ер ал ьн ого  ' . . .

'м атем атического ож и дан и я']) 
гргігѵЬ^ ( ' р=%8. 4?: %9. 6^<=тх<=%9 . 6 ^ \п ' ,Мхй)
Доверительные интервалы для ген еральн ого  м атем атического  ожидания 

1 . 841074<=тх<= 2 .080482 
1 . 817 938<=тх<= 2 .103618 
1 . 772390<=тх<= 2 .149166  
1 . 71883б<=тх<= 2 .202720

Конечно, мы не знаем, является ли наше распределение нормальным. Но 
обычно формулу (20.8) применяют и для неизвестного распределения, огова­
ривая при этом, что полученные результаты — лишь приближенные.

р= 0 .9000
р= 0 .9500
р= 0 .9900
р= 0 .9990

20.2. Оценка генеральной дисперсии
Исходные данные те же: из генеральной совокупности X  с нормальным рас­
пределением получена выборка х2, ..., х„. По ней найдена выборочная дис-
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персия (18.26). Требуется найти доверительный интервал для генеральной 
дисперсии Д. с заданной доверительной вероятностью р.
Решаем эту задачу так же, как и для математического ожидания. По общей 
схеме выборочного метода считаем выборочную дисперсию (18.26) реализа­
цией случайной величины

где случайная величинам* вычисляется по формуле (18.15). Закон распреде­
ления этой величины зависит от объема выборки и и генеральной дисперсии 
Д. каждой X;. Есть еще один параметр: математическое ожидание іпх каждой 
Хь но из-за вычитания в скобках зависимость от тх пропадает. Теперь по ана­
логии с (20.1) или (20.7) нужно перейти к стандартной величине. Но если там 
для центрирования мы вычитали из случайной величины ее математическое 
ожидание, то здесь удобнее делить Д т на Д., которая является в данном слу-$
чае математическим ожиданием Д т. При вычитании мы получали нулевое 
математическое ожидание, а при делении получим единичное, и останется 
зависимость только от одного параметра/ .  Полученная случайная величина 
Б ХЮХ с точностью до множителя/ совпадает с другой величиной:

которую ввел в рассмотрение Карл Пирсон (Кагі Реагзоп, 1857— 1936, рис. 20.3).

П
(20.9)

П
(20. 10)

Рис. 20.3. К. Пирсон
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Определение 20.2. Распределение случайной величины (20.10) называется

Вообще-то Пирсон выводил эту величину из других соображений, но, как 
оказалось, она прекрасно подходит для наших целей: оценки генеральной 
дисперсии. Вот его определение.

Определение 20.3. %2-распределением Пирсона с / степенями свободы на­
зывается распределение случайной величины, равной сумме/ квадратов неза­
висимых стандартных нормальных величин:

где все Ц, независимы и имеют нормальное распределение с нулевым мате­
матическим ожиданием и единичным среднеквадратичным отклонением. □
Можно показать эквивалентность определений 20.2 и 20.3, что мы оставляем 
читателю для самостоятельной работы.
Распределение величины %2 зависит от одного параметра— числа степеней 
свободы / ,  причем М(%2) = /  Вот как выглядят (рис. 20.4) графики плотности 
%2-распределения Пирсона для различных значений/

с Ь і2 = 1 іп з р а с е ( 0 ,2 0 ) ' ;  % аргументы  
ѵ = [2  3 5 10 2 0 ] ;  % степ ен и  свободы  
с і е а г  У
^ог к = 1 : 1еп д№  (ѵ)

Т (: ,к )= с !іі2 р с 1 ^ (с 1 іі2 ,ѵ (к )) ; % плотность  с Ь і2 -р асп р едел ен и я  
епй  
^ ід и г е  
р іо ѣ  ( с і і і 2 , У)
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггеггЬАхез' ) , . . .

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' РогѵЬЗіие' ,1 0 )
-Ьі-Це (' \ М График п лотности  \ г т \ с Ь і  А2 \М -р а с п р е д е л е н и я  П ирсона')
х ІаЪ еІ (' \ с і і і А2 ')  % метка о си  ОХ
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ ^ \ г т ( \ с і і і л2) ')  % м етка о си  ОТ

Это распределение— несимметричное. Максимальное значение плотности 
у -распределения Пирсона не совпадает с математическим ожиданием и дос­
тигается при %2= /-2 .
Вернемся к нахождению доверительного интервала для генеральной диспер­
сии Вх. Сравнивая (20.9) и (20.10), можно записать:

% -распределением Пирсона. □

/
(20.11)

<=і

(20.12)
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Рис. 20.4. График плотности ^-распределения Пирсона, 
выполненный с помощью МЛТЬЛВ

Величина на уровне значимости ц = \ - р  попадает в квантильные границы:

(20|3)
2 х  2

Решая (20.13) относительно Дт, получим доверительный интервал:

{  О *  {  О *
(20.14)

2 2

Здесь уже /)*.— не случайная величина (20.9), а ее реализация (18.26), кото­
рую мы также обозначаем большой буквой.
Как и в случае с математическим ожиданием, при использовании этой фор­
мулы мы можем применить методику текущих измерений (см. раздел 18.6).

Пример 20.2 (продолжение примера 18.8). Если использовать только 
свои И] =20 опытов, по которым получено Б  \ =6,8, то по формуле (20.14) на 
уровне значимости ^ = 0,1 получим доверительный интервал для генеральной 
дисперсии [4,286; 12,77]. Привлечение текущих измерений позволяет взять
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$
и = 38, Б х «6,611, /= 3 6 . С этими данными имеем такой доверительный ин­
тервал: [4,667; 10,228]. Эта оценка — более точная, чем в первом случае. □

Продолжим выполнение задания по обработке массива данных. Найдем до­
верительные интервалы для Ох в нашей выборке.

с Ь і2 1 = с Ь і2 іп ѵ (1 - д /2 , і) ;
с Ь і2 г = с Ь і2 іп ѵ ( д /2 ,г ) ; % квантили с Ь і2 -р асп р едел ен и я  Пирсона 
О х й = [р ,г* П х ./ с і і і 2 1 ,г * О х . /с і і і 2 г ]  ' ; % формула (2 0 .1 4 )  
сН зр ( ' Доверительные интервалы для генерал ьной  д и сп ер си и ')  
г р г і п « (  'р=% 8.4г: %9. бг<=Ох<=%9 . б г \ п ' ,Охй)
Доверительные интервалы для генеральной  дисперсии 
р= 0 .9 0 0 0 : 0 . 89ббОО<=Ох<= 1 .247774 
р= 0 .9 5 0 0 : 0.8702бб<=Бх<= 1 .290451 
р= 0 .9 9 0 0 : 0.821723<=Бх<= 1 .379592 
р= 0 .9 9 9 0 : 0 .7  69853<=Ох<= 1 .493501

Здесь справедливо то же замечание, что и для математического ожидания. 
Если закон распределения генеральной совокупности не нормальный или за­
ранее не известен, то полученные доверительные интервалы можно считать 
лишь приближенными.

К сожалению, для выборочных асимметрии и эксцесса (18.31— 18.32) законы 
распределения соответствующих случайных величин изучены недостаточно. 
У нас есть только их математические ожидания (18.33— 18.34) и дисперсии 
(18.35— 18.36), но нет ни функций, ни плотностей распределения. Поэтому 
мы можем дать лишь очень приближенные оценки для доверительных интер­
валов с помощью неравенства Чебышева (18.7). Вероятность больших откло­
нений (правая часть неравенства Чебышева) равна уровню значимости:

Л"

Отсюда находим полуширину доверительного интервала т|, соответствую­
щую уровню значимости

20.3. Оценка 
других генеральных параметров

(20.15)

(20.16)
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На уровне значимости ^  случайная величинах будет находиться в пределах:

— < Х  — т < —̂ =, (20.17)
V? 4ч

откуда находим доверительный интервал для математического ожидания:

Х - - % < т  < Х  + Щ=. (20.18)

Эта формула дает верхнюю оценку (самый широкий интервал) и годится для 
любых видов распределений. Ее есть смысл применять, только если закон 
распределения X  неизвестен. Если же в нашем распоряжении есть функция 
или плотность распределения X, то нужно попытаться найти более точные 
оценки, как это сделал У. С. Госсет для математического ожидания нормаль­
ного распределения. У нас же законы распределения величин А х и Ех неиз­
вестны, поэтому применяем (20.18):

\р(4) < а, < ах + — (20. 19)

і°(К)± ^ < е х <ех +4 І— (20.20) 
Я V 9

Находим доверительные интервалы для генеральных асимметрии и эксцесса 
в нашем варианте данных:

О а = 6 * (п -1 )/ (п + 1 )/ (п + 3 ); % дисперси я  Ах
О е= 2 4 * п * (п -2 )* ( п - 3 ) / (п + 1 )Л2 / ( п + 3 ) / (п + 5 ); % дисперси я  Ех 
СргіггЬС ( 'Оа=%10. 5^\пСе=% 10. 5 ^ \п ' ,О а,Б е)
А х й = [ р ,А х - ф а . /я ) . Л0 . 5 , А х + ф а . / д ) . Л0 . 5 ] ' ;  % формула (2 0 .1 9 )  
сН зр ( ' Доверительные интервалы для генерал ьной  асим м етрии')
^ргіп-Ь^ ( ' р=%8. 4?: %9. 6^<=ах<=%9 . 6 ^ \п ' ,Ахй)
Е х й = [р ,Е х -ф е./ф .Л0 . 5 ,Ех+ ф е ./ф  . Л0 . 5 ] ' ;  % формула (2 0 .2 0 )  
сН зр ( ' Доверительные интервалы для ген ер ал ьн ого  э к с ц е с с а ')
СргіггЬС (' р=% 8 .4  С: % 9 . 6^<=ех<=% 9 . 6 ^ \п ' , Ехй)
Ба= 0.02926
0е= 0.11136
Доверитель ные интервалы для генеральной
Р= 0 9000: 0 . 0б3218<=ах<= 1.145115
Р= 0 9500: - 0 . 1б0851<=ах<= 1.369183
Р= 0 9900: -1.1064б4<=ах<= 2.314796
Р= 0 9990: - 4 . 805321<=ах<= 6.013654
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Доверительные интервалы для генерального эксцесса
р= 0.9000: -0.969510<=ех<= 1.141039
р= 0.9500: -1.406618<=ех<= 1.578148
р= 0.9900: -3.251305<=ех<= 3.422835
р= 0.9990: -10.4 6б977<=ех<=10.638507

В отличие от доверительных интервалов для тх и Дт, эти результаты годятся 
для любых распределений. Но уж очень широкие интервалы получаются!

20.4. Выявление промахов
Лучше всего грубые ошибки измерений (промахи) выявить и исключить из 
рассмотрения в самом начале обработки данных. Самый надежный способ 
здесь — тщательная проверка условий испытаний, их однородности. Однако 
на практике подобный анализ не всегда возможен, особенно когда исследова­
тель имеет дело с готовым цифровым материалом. В этом случае нужно по­
пытаться выявить промахи по самой выборке. Например, на выборке, пока­
занной на рис. 20.5, а, отмеченный элемент— почти наверняка промах. Си­
туация на рис. 20.5, б менее определенная. Имеем ли мы дело с промахом или 
это большое случайное отклонение? В первом случае нужно исключить это 
измерение, а во втором этого нельзя делать, т. к. исказятся результаты.

Как же отличить промах от большой случайной ошибки? Ответ на этот во­
прос дает принцип 19.2 практической невозможности. Предположим, что рас­
пределение экспериментальных результатов нормальное. Тогда любой про­



Гпава 20. Оценки генеральных параметров распределения 359

мах приводит к нарушению нормальности выборки, и это нарушение можно 
выявить.
Рассмотрим следующую задачу. Имеется выборках], х2, ..., х„. На уровне зна­
чимости д требуется оценить, совместимы ли элементы выборки с гипотезой
о том, что они взяты из одной и той же генеральной совокупности с нормаль­
ным распределением.
Если сомнение вызывают несколько элементов выборки, как показано на 
рис. 20.5, в, нужно выделить их в отдельную выборку и сравнить 2 выборки 
(см. главу 22). Но обычно подозрение вызывают 1 или 2 крайних элемента 
выборки. Рассмотрим, как можно проверить их на совместимость с остальной 
выборкой.
Если известны математическое ожидание и дисперсия (или среднеквадратич­
ное отклонение) генеральной совокупности /// .. Ох, ах, то можно утверждать, 
что на уровне значимости д одно измерение х должно лежать в квантильных 
границах:

-<Ѵ' <х^піх <ахи Л . (20.21)
2 2

Поэтому, если проведено одно измерение и оно не укладывается в (20.21), то 
его нужно считать ошибочным (промахом). Но с увеличением объема испы­
таний вероятность больших отклонений возрастает. Доверительному интер­
валу (20.21) соответствует доверительная вероятность в одном испытании, 
равная р  = \-д .  Для п независимых испытаний тогда доверительная вероят­
ность, соответствующая интервалу (20.21), будет р а в н а = ( \-д ) 'г& \-пд  (при 
малых д). Значит, при п испытаниях доверительному интервалу (20.21) соот­
ветствует уровень значимости пд. Чтобы получить доверительный интервал 
для уровня значимости д, нужно переобозначить пд^> д. Получаем:

_сі_ —хі ^  д_ • (20.22)
2п 2,і

Любое Хі нужно считать ошибочным на уровне значимости д, если оно проти­
воречит (20.22).

На практике обычно генеральные параметры неизвестны, а есть лишь выбо­
рочные т*х, В х, <з*х. Поэтому, если мы из любогох, вычтем т х, а полученную 
величину разделим на а*х, то мы получим вовсе не стандартное нормальное 
распределение ІЛ

Определение 20.4. Пусть генеральная совокупность X  имеет нормальное 
распределение. Возьмем выборку из п значений X], Х2, ..., х„. Вычислим 
по ним т*х, В  х, а'і. Найдем среди х,: крайний элемент: такой, для которого
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\х/-т*х\ -^ т а х . Обозначим этот элемент хь. Возьмем случайные величины Л';,. 
М*х и а*х, реализациями которых являются соответственно Хь, т'х и а*. Вычис­
лим случайную величину:

Распределение величины х называется т-распределением максимального от­
носительного отклонения. □
Оно зависит от одного параметра п — объема выборки. Таблицы его 
квантилей есть, например, в [38]. Если выборочное значение х не очень 
большое:

то крайний элемент можно считать совместимым с выборкой на уровне зна­
чимости Нарушение (20.24) требует отбросить хь как промах. Здесь через 
Х]^(«) обозначен "правый" квантиль х-распределения для объема выборки п, 
соответствующий уровню значимости Мы здесь используем односторон­
ний критерий, т. к. малым значениям х соответствует совместимость крайнего 
элемента с выборкой.

1. Найдите в [1, 27] выражения для плотности и функции ^-распределения 
Стьюдента и %2-распределения Пирсона.

2. Докажите эквивалентность двух определений %2-распределения Пирсона: 
20.2 и 20.3.

3. Попробуйте вывести законы распределения случайных величин А*х и Е*х. 
Если вам это удастся сделать, то, возможно, соответствующие распреде­
ления будут носить ваше имя.

4. Найдите в [51] или запрограммируйте в соответствии с [38] процедуру для 
проверки крайнего элемента выборки. Проверьте свои данные.

(20.24)

20.5. Вопросы для самопроверки



ГЛАВА 21

Анализ 
закона распределения

В предыдущей главе 20 мы находили числовые параметры распределения. 
Сейчас мы рассмотрим, как по выборке найти закон распределения, т. е. 
функцию Р{х) или плотностьЛх) распределения.

21.1. Простейший критерий проверки 
основной гипотезы
Определение 21.1. Основной гипотезой называется гипотеза о нормальном 
распределении генеральной совокупности А'. □
У нормальной величины генеральные асимметрия и эксцесс равны нулю. По­
этому выборочные асимметрия а*х и эксцесс е*х должны не очень сильно отли­
чаться от нуля. А что такое "не очень сильно" — мы уже знаем: найденные в 
главе 20 доверительные интервалы для ах и ех должны перекрывать (включать 
в себя) нуль. Если это выполняется, то у нас нет оснований отвергать основ­
ную гипотезу, а если нет — ее нужно отвергнуть. Для нашего варианта дан­
ных доверительный интервал для ах на самом "жестком" уровне значимости 
4  = 0,1 не включает 0, поэтому у нас есть основания отвергнуть основную ги­
потезу: уж очень большой оказалась выборочная асимметрия а*х. Примерно 
такой же критерий (тест Бера — Жарка) реализован в МАТЬАВ в виде функ­
ции ;]Ы:ез1:.
Этот критерий— очень приближенный. К тому же он дает ответ только на 
один вопрос: нормальное распределение или нет. Поэтому он обычно исполь­
зуется на начальных этапах исследования распределения. Сейчас мы изучим 
более точные критерии, которые годятся для проверки не только основной 
гипотезы, но и гипотез о других распределениях. В этих критериях мы будем 
проверять, насколько хорошо наша выборка согласуется с предполагаемым
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теоретическим распределением, поэтому эти критерии называются критерия­
ми согласия.

Определение 21.2. Критерием согласия называется критерий проверки 
правильности подбора теоретического распределения на его соответствие 
выборке. □
Чтобы применить критерии согласия, нужно вначале подобрать теоретиче­
ское распределение. Рассмотрим, как это делается.

21.2. Подбор теоретического распределения 
и его параметров
Подбор теоретического распределения состоит из следующих этапов:
1. Подбор вида распределения (т. е. закона).
2. Подбор параметров распределения (т. е. чисел, входящих в выражение для 

функции и плотности распределения).
3. Проверка правильности подбора.
В этом разделе мы подберем вид теоретического распределения и его пара­
метры (пп. 1 и 2 из приведенного списка). В следующих разделах мы прове­
рим правильность подбора с помощью критериев согласия Колмогорова и 
Пирсона.

21.2.1. Вид теоретического распределения
Различные законы распределения отличаются видом графиков/''(х) иДх). Из 
математического анализа мы знаем, что при интегрировании функции сгла­
живаются, а при дифференцировании, наоборот, их особенности проявляются 
все сильнее. Поэтому график плотности распределения Дх) несет гораздо 
больше информации о виде распределения, чем график Р(х). Это несколько 
усложняет нашу задачу: ведь выборочную функцию распределения мы умеем 
строить (18.1), а выборочную плотность — пока еще нет. Давайте учиться.
По определению плотность распределения Дх) — это предел отношения ве­
роятности попадания в малый интервал к ширине этого интервала, когда ши­
рина стремится к нулю. Для выборки выборочная вероятность попадания в 
некоторый интервал — это отношение числа попаданий в интервал //, к об­
щему числу попаданий п. Если ее разделить на ширину интервала к, то при 
малых к мы и получим выборочную плотность распределения:

* / ч И;
/ М  = - Ь  (21.1)пк
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Здесь мы не сможем использовать х, поодиночке, их придется группировать 
по участкам. Поэтому вначале весь интервал изменения данных [хт„, хтах] 
нужно разбить на участки одинаковой длины. Сколько участков взять? Есть 
несколько подходов к определению числа участков разбиения к. Один из 
них — это использование формулы Стэрджесса:

к=Ѵ\ +3,3221§ п\, (21.2)

где и — объем выборки, а I...] — операция округления до ближайшего цело­
го. Другой подход состоит в следующем. С одной стороны, число участков 
разбиения должно быть как можно больше, а с другой стороны, в каждый из 
этих участков должно попадать как можно больше значений х,. Компромисс 
между этими требованиями приводит к тому, что обычно выбирают число 
участков к для построения гистограммы как ближайшее целое к корню квад­
ратному из и:

* = |_>/й_|. (21.3)

После разбиения [хтш, хтах] на к участков подсчитываем число попаданий в 
каждый из них //,.

Определение 21.3. Столбиковая диаграмма числа попаданий в каждый 
участок «у называется гистограммой. □

Из (21.1) следует, что гистограмма с точностью до множителя пк совпадает 
с графиком выборочной плотности распределения /  (х). Разделив ординаты 
гистограммы на пк, мы получим график/  (х).
Для построения гистограммы в МАТЬАВ имеется функция Мз-ь. Она автома­
тически разбивает интервал изменения выборки на нужное количество участ­
ков, подсчитывает //, и строит график.
Продолжим выполнение задания "Обработка массива данных". В нижеприве­
денной области ввода первая строка— это определение числа участков к.
Сейчас здесь стоит Ьѵ/« ] . Если вы хотите использовать формулу Стэрджесса, 
измените эту строку. Определим ширину каждого интервала к (идентифика­
тор а в программе). Построим гистограмму распределения (рис. 21.1).

к=гоипсі(пЛ0 . 5 ) ; % число интервалов для построения  гистограммы  
с і= (х т а х -х т іп ) / к ; % ширина каждого интервала  
с!е1=(хш ах-хш іп)/2 0 ;  % добавки вл ев о и  вправо  
х1= хт іп -сІе1  ;
хг=хтах+ с!е1; % границы интервала для построения  графиков 
^ргіп-Ь^ (' Число интервалов к=%й\п' , к)
^ргіп-Ь^ (' Ширина интервала Ь=%14 . 7 ^ \п ' , й)
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^ ід и г е  % со зд а ем  новую фигуру 
ЬІБ-Ь(х ,к )  % построили гистограмму  
з е ѣ ( д е ѣ (дсі, ' СиггепЬАхез

'Р о п Ш а т е ', 'Т іт е з  Ыем Нотап С у г ' , 'Р о п Ь З іг е ' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \М Г и стогр ам м а') % загол ов ок  
х і і т ( [ х і  х г ] ) % границы по о си  ОХ 
х І а Ь е І ( ' \ і ѣ х _ { з } ' )  % м етка о си  х  
у І а Ь е І ( ' \ і Ь і _ { з } ' )  % м етка о си  у  
Число интервалов к=14 
Ширина интервала Ь= 0.3864458

Гистограмма
35 I—і----------- 1----------- 1----------- 1---

X. 3

Рис. 21.1. Гистограмма распределения, выполненная с помощью МЛТЬЛВ

По виду гистограммы подбирается теоретический закон распределения. Для 
этого смотрим, на какую плотность распределения похожа гистограмма и вы­
бираем соответствующий закон. В этом задании выбор небольшой. Мы рас­
сматриваем только 4 из наиболее часто встречающихся в приложениях зако­
нов распределения:
1. Нормальное.
2. Показательное (экспоненциальное).
3. Равномерное.
4. Рэлеевское.
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Нарисуем с помощью МАТЬАВ графики соответствующих плотностей рас­
пределения. Они показаны на рис. 21.2—21.5. Здесь для вычисленияЛх) ис­
пользуется функция рсй~, которая находит плотность любого из имеющихся 
в МАТЬАВ видов распределений. Можно использовать и другой вариант: 
вычислять каждую плотность распределения с помощью своей функции: 
погтрсИ:, ехррсИ: И Т. Д.

-Ьсііз-Ьг^ ' п о г т ' , ' е х р ' , ' и п і^ ' , ' г а у і ' } ;  % названия  
р а г с Н зѣ г ^  [2 1] ; [2 ,0 ]  ; [0  4] ; [1  0] ] ; % параметры  
псіі з  Ъг=1епд-ЬЪ (Ісііз-Ьг) ; % количество распределений  
х р 1 = [ - 1 : 0 . 0 1 : 5 ] % абсциссы  для графиков 
^ог і й і з Ъ ^ І  : п й із ѣ г , % заполняем  и строим графики 

урсІі=рсІі (■Ьс1± 3 'Ьг{з.с1± 3 'Ьг} ,х р 1 , . . .
рагсНзѣг (ісНзѣг,1) ,рагсНзѣг (ісНзѣг,2)) ; % ординаты 

^ідиге % новая фигура 
р1оѣ(хр1,ур<ЛЕ) ; % рисуем 
зеѣ (деѣ (дсі, ' Сиггеп-ЬАхез'),...

' РопШате' , 'Тітез Ыеи Еотап Суг' , ' Роп-ЬЗіге' ,10) 
ѣіѣіе ( [ ' ХМПлотность распределения ' ЪсНзѣг{іс1ізѣг} ])

Плотность распределения попп
0. 4 

0. 35 

0. 3 

0. 25 

0.2 

0. 15 

0.1 

0. 05 

О
- 1 0  1 2  3 4 5

Рис. 21.2. График плотности нормального распределения, 
выполненный с помощью МЛТЬЛВ
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Плотность распределения ехр
0. 5 

0.45 

0.4 

0.35 

0.3 

0.25 

0.2 

0.15 

0.1 

0.05 

0
- 1 0  1 2  3 4 5

Рис. 21.3. График плотности экспоненциального распределения, 
выполненный с помощью МЛТЬЛВ

Плотность распределения шііГ
0. 25 |------------------ ------------------ ,------------------ ,------------------ ,-------

0.2

0. 15

0.1

0. 05

0----------- ----------- 1----------- 1----------- 1----------- -----------
- 1 0  1 2  3 4 5

Рис. 21.4. График плотности равномерного распределения, 
выполненный с помощью МЛТЬЛВ
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Рис. 21.5. График плотности р:>леевского распределения, 
выполненный с помощью МЛТЬЛВ

Плотность нормального распределения — колоколообразная кривая, симмет­
ричная относительно некоторой вертикальной оси, но она может быть сме­
щена по горизонтали относительно оси Оу. Значения х  могут быть разного 
знака. Выражение для плотности нормального распределения имеет вид:

I (д'~/и)2
/ { х )  = — = е  2-  , (21.4)

стѵ 2%

а функция распределения:

, А' ('"'«Г / _ \
р ( х ) = — =  \ е  ^  А = Ф —  +0.5, (21.5)

ал/2тт 4  I  а  і

где Ф(м)— интеграл Лапласа, для которого есть таблицы. Если считать 
функцию нормального распределения вручную, то удобно пользоваться таб­
лицами интеграла Лапласа, которые есть в любом учебнике по теории веро­
ятностей. При использовании МАТЬАВ в этом нет необходимости: там есть 
функции погтрсИ: и потеем, а также функции рей" и ссй\ в которых первый па­
раметр (название распределения) должен иметь значение 'погпг. В выраже­
ние для п л о т н о с т и  и функции нормального распределения входят 2 парамет­



368 Часть II. Математическая статистика

ра: т и о, поэтому нормальное распределение является двухпараметрте- 
скгш. По нормальному закону обычно распределена ошибка наблюдений, 
если на результат эксперимента влияет много мелких независимых факторов.
Плотность показательного распределения отлична от нуля только для неот­
рицательных значений х. В нуле она принимает максимальное значение, рав­
ное а. С ростом х она убывает, оставаясь вогнутой и асимптотически при­
ближаясь к 0. Выражение для плотности показательного распределения:

Показательное распределение является однопараметрическим: функция и 
плотность его зависят от одного параметра а. По показательному закону рас­
пределен интервал времени между однотипными случайными событиями: 
вызовами на АТС, заказами в фирму, страховыми случаями. Для вычисления 
плотности и функции показательного распределения в МАТЬАВ есть функ­
ции ехррс^  и ехрсс^ , а также функции ра^ и с первым параметром 1 е х р 1. 
Обратите внимание: в МАТЬАВ параметр показательного распределения — 
это величина, обратная а  в формулах (21.6—21.7).
Плотность равномерного распределения отлична от нуля только в заданном 
интервале [а, Ь], и принимает в этом интервале постоянное значение:

Функция равномерного распределения левее точки а равна нулю, правее Ъ — 
единице, а в интервале [а, Ь] изменяется по линейному закону:

(21.6)

а для функции распределения:

(21.7)

/ { х )  = \ Ь - а  
0;

х & \а ,Ъ \’,

хё \ а , Ъ \ .
(21.8)

0; х<а;

(21.9)

1: х>Ъ.

Равномерное распределение — двухпараметрическое, т. к. в выражения для 
Р(х) иДх)  входят 2 параметра: а и Ъ. По равномерному закону распределены
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ошибка округления и фаза случайных колебаний. В МАТЬАВ плотность и 
функция равномерного распределения могут быть посчитаны с помощью 
функций ипШрсИ: и ипі^ссіг, а также с помощью функций и с первым 
параметром 'и п і^ \
Плотность рэлеевского распределения отлична от нуля только для неотрица­
тельных значений х. От нуля она выпуклая и возрастает до некоторого мак­
симального значения. Далее с ростом х она убывает, оставаясь выпуклой. За­
тем становится вогнутой, продолжая убывать, и асимптотически приближа­
ется к 0. Выражение для плотности рэлеевского распределения имеет вид:

Это распределение однопараметрическое: оно зависит от одного парамет­
ра а. По рэлеевскому закону распределено расстояние от точки попадания в 
мишень до ее центра. Вычисление плотности и функции рэлеевского распре­
деления в МАТЬАВ реализовано с помощью функций гауірс^, гауісс^ или 
функций ра^, саг с первым параметром 1 г а у і ' .
Посмотрите на свою гистограмму и выберите подходящее распределение. 
Нетрудно заметить, что в печатном варианте книги гистограмма более всего 
напоминает рэлеевское распределение. В электронном варианте (на диске) 
информация обновляется в зависимости от файла обрабатываемых данных
Разумеется, реальная жизнь гораздо богаче этих примеров. На практике могут 
встретиться и другие виды распределений ф , %2, логнормальное, Вейбулла 
и т. д.). Многие из них реализованы в МАТЬАВ (см. главу 27), но иногда при­
ходится писать свои функции.
Графики некоторых плотностей распределения похожи между собой, поэто­
му иногда вид гистограммы позволяет выбрать сразу несколько законов. Если 
есть какие-либо теоретические соображения предпочесть одно распределение 
другому, можно их использовать. Если нет — нужно проверить все подходя­
щие законы, а затем выбрать тот, для которого критерии согласия дают луч­
шие результаты.

0; х< 0;

.о '

Функция рэлеевского распределения:

0; х< 0;

(21.10)

/(*Н (21.11)
1 -е  2°2: х> 0 .
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21.2.2. Параметры теоретического распределения
Итак, мы определились с видом распределения. Идем дальше. В выражения 
для теоретической функции распределения Р(х) и теоретической плотности 
распределения Дх) входят различные числовые параметры. В зависимости от 
их количества распределения бывают I-параметрические, 2-, 3- и т.д . Так, 
в рассмотренных выше примерах показательное и рэлеевское распределения —
I-параметрические, а нормальное и равномерное— 2-параметрические. Для 
определения этих параметров можно применить или ИМИ, или метод мо­
ментов.
Применение ПМП заключается в следующем. Окружим каждое измерение х, 
малой Б-окрестностью. Найдем вероятность того, что случайная величина Хі 
попадет в этот интервал. Здесь мы используем общую схему выборочного 
метода и вместо X  пишем X), Поскольку б — малое, эта вероятность равна 
плотности распределения, вычисленной в этой точке х,, умноженной на ши­
рину интервала 2 б :

Р ( х і е [Хі- г ,  Хі + г]) = Рі = / ( * , )  2е. (21.12)

Вероятность одновременного попадания во все интервалы в силу независи­
мости испытаний равна произведению р{.

Р ( Ѵ ^ ф , - е ,* , + б ] )  = —  Л = (2е)" — I  (*,)• (21.13)
<=і /=і

Все эти события проявились на практике, поэтому нам нужно максимизиро­
вать (21 . 13). Обычно ее делят на постоянный множитель (2б )н, при этом по­
лучается функция, которая называется функцией правдоподобия'.

* = п / ы  —» тах . (21.14)
(=і

Она зависит от параметров, которые входят в выражение для Дх). Параметры 
распределения подбираются так, чтобы максимизировать функцию правдо­
подобия (21.14).

ПРИМЕР 21.1. Предположим, что по выборке ,Ѵ|. х2, ..., х„ мы подбираем по­
казательное распределение, плотность которого (21.6) зависит от одного па­
раметра а. Составляем выражение для функции правдоподобия:

Ь(а)- —  (а е ^ ^ а "^  '=' -^тах. 
(=і

(21.15)
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Для нахождения максимума вычисляем производную по а  и приравниваем ее 
нулю.

дЬІа) „ , - “!>< ,, - “!><»
— е '=' - а  е '=' У > ,= 0 . (21.16)

9 а  и

Сокращаем на экспоненту, которая больше нуля, и на множитель а"-1, кото­
рый также больше нуля, т. к. параметр показательного распределения а > 0 . 
Остается:

Х > ,= 0 , (21.17)п - а

т. е. значение параметра а , доставляющее максимум функции правдоподо­
бия (21.15):

« тах= ^ -  (21-18) 

&(=і
Нетрудно показать, что это значение действительно доставляет функции 
правдоподобия максимум, а не минимум. Это читатель может проделать са­
мостоятельно. □
Более простым является метод моментов. В нем параметры, входящие в вы­
ражения для Р(х) иДх), подбираются так, чтобы вычисленные по этим пара­
метрам математическое ожидание (для 1-параметрических законов) или ма­
тематическое ожидание и дисперсия (для 2-параметрических законов) совпа­
ли с выборочными. Для 3-параметрических законов распределения должны 
совпадать среднее, дисперсия и асимметрия и т. д.

ПРИМЕР 21.2. В выражениях для плотности и функции нормального рас­
пределения (21.4—21.5) параметры т и а  являются математическим ожида­
нием и среднеквадратичным отклонением. Поэтому, если мы остановились на 
нормальном распределении, то берем их равными, соответственно, выбороч­
ным математическому ожиданию и среднеквадратичному отклонению:

т -  тх; а -  а*х . (21.19)

Математическое ожидание показательного распределения есть величина, об­
ратная его параметру а. Поэтому, если мы выбрали показательное распреде­
ление, параметр а  находим:

сс = ~ и  (21.20)
тг

что совпадает с оценкой по ПМП (21.18).
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Из выражений для тх и <х. равномерного распределения находим его пара­
метры а и Ь:

Параметр а  рэлеевского распределения также находится из выражения 
для тх.

В системе МАТЬАВ вычисление параметров теоретического распределения 
с помощью ПМП реализовано в функциях или тіе. Подбор с помощью 
метода моментов не реализован. Найдем параметры теоретического распре­
деления (для всех четырех вариантов) по ПМП и методу моментов.

з = { 'нормальное р а сп р ед ел ен и е ' ;  'п ок азател ь н ое р а сп р ед ел ен и е ' ;  . . .
'равномерное р а сп р ед ел ен и е ' ;  'р эл еев ск о е  р а сп р ед ел ен и е '} ;  

сН зр ( ' Параметры по ПМП: ' )
[ т х , з х ] =погш Сіѣ( х ) ; % параметры нормального распредел ения  
1аш =1/ехргі'Ь  ( х ) ; % параметр п ок азател ь н ого  распредел ения  
[а ,Ь ]= и п і^ і'Ь (х ) ; % параметры равномерного распредел ения  
зід= гау1^ і'Ь  ( х ) ; % параметр р эл еев ск о го  распредел ения  
^ргіп-М  ( [ 1 %з: ш=%12.7^; зідта= % 12. 7 ^ \п ’ ] , з { 1 } ,ш х ,з х )
^ргігѵЬ^ ( 1 %з: а1р!іа=%12. 7 ^ \п 1 , з { 2 } ,  Іа т )  
г р г і п « ( 1%з: а=%12. 7і; Ь=%12. 7 ^ \ п ' , з { 3 } ,а ,Ь )
^ргігѵЬ^( ' %з: зідта=% 12. 7 ^ \ п ' , з { 4 } , з і д )  
с і і з р ( ' Параметры по м етоду  м ом ентов: ' )  
шх=Мх;
зх = 3 х ; % параметры нормального расп редел ен и я  
1аш =аЬ з(1/М х); % параметр п ок азател ь н ого  расп р едел ен и я  
а=М х-Зх*3А0 .5 ;
Ъ=мх+3х*3А0 .5 ;  % параметры равном ерного распр едел ения  
з ід = а Ь з (Мх)* ( 2 / р і ) А0 .5 ;  % параметр р эл еев ск о го  распредел ения  
^ р гіп -М ( [ ' %з: ш=%12.7^; зідта= % 12. 7 ^ \п ' ] , з { 1 } ,ш х ,з х )
^ргігѵЬ^ (' %з: а1р!іа=%12. 7 ^ \п ' , з { 2 } ,  Іа т )  
г р г і п « ( ' %з: а=%12. 7і; Ъ=%12. 7 ^ \ п ' , з { 3 } ,а ,Ь )
^ргігѵЬ^( ' %з: зідта=% 12. 7 ^ \ п ' , з { 4 } , з і д )
Параметры по ПМП:
нормальное расп ред елен и е: т=  1 .9607780 ; з ід т а =  1.0243977 
п о к азательн ое расп ред елен и е: а1рЬа= 0.5100017 
равномерное расп ред елен и е: а= 0 .0281344 ; Ь= 5 .4383751 
рэл еевск о е  расп ред елен и е: з ід т а =  1.5634567 
Параметры по методу м ом ентов:
нормальное расп ред елен и е: т=  1 .9607780 ; з ід т а =  1.0243977

а — тпх — <зх Ѵз; а - т х +а*Ѵз. (21.21)

(21.22)
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п о к азательн ое расп ред елен и е: а1рЬа= 0.5100017 
равномерное расп ред елен и е: а= 0 .1864691 ; Ъ= 3 .7350868 
рэл еевск о е  расп ред елен и е: з ід т а =  1 .5644745

Здесь параметры по методу моментов вычислены позже, поэтому именно они 
будут использоваться в дальнейших расчетах (они записываются в одни и те 
же переменные). Если вы хотите использовать параметры, найденные по 
ПМП, поменяйте местами соответствующие блоки в программе.
Построим на одном графике теоретическую и эмпирическую плотности рас­
пределения. Эмпирическая плотность распределения — это та же гистограм­
ма, у которой масштаб по оси ординат изменен таким образом, чтобы пло­
щадь под кривой стала равна 1. Для этого все метки по оси ординат в гисто­
грамме нужно разделить на пИ, где п — число экспериментальных данных, а 
Ь — ширина интервала при построении гистограммы. Теоретическую плот­
ность распределения строим по одной из формул (21.4), (21.6), (21.8) или
(21.10). Параметры для них у нас вычислены. Эмпирическую плотность рас­
пределения нарисуем красной линией, а предполагаемую теоретическую — 
линией одного из цветов: синего, зеленого, сиреневого или черного. Резуль­
тат показан на рис. 21.6.

[пз ,х т ]= 1 і із ѣ (х ,к )  ; % число попаданий и  середины  интервалов
сіе1ѣ а=хіп (2)-хш (І) ; % ширина интервала
с і е а г  х^ѵ х й  іЬ % очистили массивы для С (х)
х^ ѵ = [хт-с іе1ѣ а /2 ;хт+ с1е1ѣ а/2 ] ; % абсциссы  для эмпирической ± (х)
х^ѵ =гезЬ аре (х^ѵ,ргосі ( з іи е  (х ^ ѵ )) , 1) ; % пр еобр азов ал и  в  стол бец
х ^ ѵ = [х 1 ;х ^ ѵ (1 ) (епсі) ;х г ]  ; % добавили крайние
^ѵ=пэ /  (п М еІѣ а) ; % значения эмпирической і (х) в  ви де 1 строки
^ ѵ = [^ ѵ ;^ ѵ ]; % 2 строки
^ѵ=[0;0;гез1іаре(^ѵ,ргос1 (зІ2е(^ѵ)) ,1) ;0;0] ; % + крайние, 1 столбец 
хг-Ь=1іпзрасе(х1,хг,1000)'; % абсциссы для теоретической і (х) 
іЬ= [погшрсіг (хД,шх,зх) ,ехрр<±Р (х^І, 1/1ат) , . . .

ипі^рсІЁ (х^Ь,а,Ъ) ,гауІрсІС (х^Ь,зід) ] ; 
с о 1 = 'Ъ дтк' ;  % ц в ета  для построения  графиков 
^ ід и г е
р 1 о ѣ (х ^ ѵ ,^ ѵ ,' - г ' , х й , й ( :  ,1 )  ,с о 1 ( 1 )  , х € ѣ ,Л ( :  ,2 )  ,с о 1 ( 2 )  , . . .

х й , й ( :  ,3 )  ,с о 1 ( 3 )  , х Е Ь ,й ( :  ,4 )  ,с о 1 ( 4 ) )  % рисуем  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггеггЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , 'Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )
-Ьі-Це (' \М П л отн ости  р а сп р ед ел ен и я ')
х1ілі([х1 хг]) , у1ілі([0 1. 4*шах (̂ ѵ) ]) % границы рисунка по осям
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ')  % м етка о си  х
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ ^ \ г т ( \ і Ъ с \ г т ) ')  % метка о си  у
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П л о тн о сти  р а сп р е д е л е н и я

0.5

0.4

7.

Рис. 21.6. Теоретическая и выборочная плотности распределения, 
выполненные с помощью МЛТЬЛВ

На этом графике в одном масштабе нарисованы эмпирическая плотность рас­
пределения и теоретическая. Какое теоретическое распределение лучше всего 
согласуется с эмпирическим: нормальное, показательное, равномерное или 
рэлеевское?

21.3. Критерии согласия
Итак, мы подобрали вид теоретического распределения и его параметры. 
Следующий этап — это проверка правильности подбора. Мы должны выяс­
нить, насколько хорошо подобранное теоретическое распределение согласу­
ется с нашими данными. Закон распределения полностью определяется вы­
ражением для функции или плотности распределения. Поэтому применение 
критериев согласия сводится к сравнению двух функций: Р{х) и /• (х) или /(.ѵ) 
и /  (д-) на всем интервале возможных значений х. Если эти функции отлича­
ются не слишком сильно, то статистическую гипотезу о правильности подбо­
ра теоретического распределения (0-гипотезу) можно принять. Если же раз­
личие значительно, то нужно отвергнуть 0-гипотезу и принять альтернатив­
ную: распределение подобрано неправильно.
Как же сравнить две функции? Можно найти максимальную (по ординатам) 
разность между ними и взять ее модуль. Другой вариант— посчитать пло-
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щадь между кривыми (интеграл от модуля разности) или интеграл от квадра­
та разности. Любая из этих величин может служить мерой расхождения двух 
функций. Два наиболее широко распространенных критерия согласия как раз 
и используют эти величины. Первая из них участвует в критерии согласия 
Колмогорова, а вторая — в критерии согласия Пирсона.

21.3.1. Критерий согласия Колмогорова
В этом критерии сравниваются между собой выборочная функция распреде­
ления (18.1) и подобранная теоретическая /-'(л-). Сравнивается максимальная 
по модулю разность между ними. С точки зрения выборочного метода Р  (.*) 
является случайной функцией, т. к. от реализации к реализации ее вид меня­
ется. Взяв другую выборку того же объема и, мы получим в общем случае 
другие X/, и, следовательно, другую Р  (.*). Отсюда следует, что максимальная 
по модулю разность между выборочной и генеральной функциями распреде­
ления:

Б  -  шах I Р* (я) -  Р (х)  I (21.23)
У „те Я  1 1

является случайной величиной. Теорема Гливенко— Кантелли (18.2) утвер­
ждает, что эта величина с ростом объема выборки сходится по вероятности к 
нулю. Андрей Николаевич Колмогоров (1903— 1987, рис. 21.7) уточнил этот 
результат: он выяснил, как именно Б  сходится к нулю. Он рассмотрел слу­
чайную величину

Л = 0\[іі (21.24)

и нашел ее закон распределения. Как оказалось, при достаточно больших/; он 
вообще не зависит от закона распределения генеральной совокупности А'.

Рис. 21.7. Л. Н. Колмогоров
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■ ТЕОРЕМА 21.1 (Колмогорова). Для любого непрерывного закона рас­
пределения генеральной совокупности X  функция распределения случайной 
величины Л (21.24) при достаточно больших п имеет вид:

+со

X  Н ) * е"2Л2- (21.25)
к=-со

Доказательство есть в [46]. □

Определение 21.4. Распределение случайной величины Л называется рас­
пределением Колмогорова. □
Эта теорема дает нам возможность проверить правильность подбора теорети­
ческого распределения. Если опытные данные х,: действительно взяты из ге­
неральной совокупности с функцией распределения Р(х), то вычисленная по 
(21.23—2 1.24) реализация X случайной величины Л на уровне значимости ^ 
должна лежать в квантильных границах распределения Колмогорова (21.25). 
При этом если X малое (выходит за "левый" квантиль, см. рис. 19.4), то это — 
тоже область 0-гипотезы: теоретическое распределение еще лучше согласует­
ся с опытными данными. А вот если X — большое, то мы должны отвергнуть 
0-гипотезу. То есть, здесь мы должны использовать односторонний критерий 
(см. рис. 19.5): 0-гипотезу можно принять, если выполняется условие:

Х<Х^С1. (21.26)

Таким образом, для применения критерия согласия Колмогорова (он еще на­
зывается критерием Колмогорова — Смирнова) мы должны найти макси­
мальную по модулю разность между выборочной и теоретической функция­
ми распределения В  (21.23), вычислить по ней X — реализацию случайной 
величины Л (21.24) и проверить выполнение условия (21.26).
При решении задачи "вручную" квантили распределения Колмогорова берут­
ся из таблиц. В МАТЬАВ проверка по критерию согласия Колмогорова мо­
жет быть проведена с помощью функции кз-ьез-ь. Проверим, какое из распре­
делений лучше всего подходит по критерию согласия Колмогорова Прове­
рим все четыре типа и выберем тот, для которого критическое значение ^ 
максимальное. Нарисуем на одном графике выборочную функцию распреде­
ления Р (х) и наиболее подходящую теоретическую. График выборочной 
функции распределения рисует функция са^ріоі:. Результат — на рис. 21.8.

р а г а т = [ [т х  з х ] ; [ І а т  0 ] ; [а  Ъ ]; [ з і д  0 ] ] ;  % параметры р аспределений  
<3<5=[] ; % критические уровни значимости  
Сот і й і з Ъ ^ І  : п й із ѣ г , % критерий Колмогорова  

[Ь к о 1 т ,р к о 1 т ,к з к о іт ,с ѵ к о іт ] = . . .
к з ѣ е з ѣ (х , [х  ссі^ (ѣ сН зѣ г{ісН зѣ г} , х ,  . . . 
рагаіМ ісІіз-Ь г, 1) ,р а г а т ( іс Н з ѣ г ,2 ) ) ] , 0 . 1 , 0 )  ;
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44=[ЧЧ ркоіт]; % критические уровни значимости 
епй
[т а х д д ,Ь с іізѣ г ] =тах  (дд) ; % выбрали лучшее р асп р едел ен и е  
^ р гіп -М ( [ 'Лучше в с е г о  подходит % з;\пкритический уровень ' . . .

'Значимости для н е г о  = %8. 5 ^ \п ' ] , б {Ъ<іі б і :г } ,т а х д д ) ;
^ідиге
ссіСрІоѣ (х) ; % эмпирическая функция распр едел ения  
х р 1 = 1 іп з р а с е ( х 1 ,х г ,5 0 0 ) ; % для графика Р (х )
ур1=ссіЕ (ѣсН зѣг{Ъ сН зѣг}, х р і  ,р а г а т (М і б Ъг , 1) ,р а г а т (М і б Ъг , 2 ) )  ; 
Ьоісі оп  % для рисования н а  этом  же графике 
р іо ѣ ( х р і , у р і , ' г ' ) ;  % дорисовали Р (х )
Ъоісі оіі
зеѣ(деѣ(дс^,'СиггепІАхез

' РопШате ' , 'Тітез Ыеи Нотап Суг' , ' РопІЗіге' ,1 0 )  
ѣіѣіе ([' \МПодобрано ' з{Ъсіізѣг}]) 
хІаЪеІ('\іѣх') % метка оси х 
уІаЬеІ (' \±И\гт(\±Ъс\гт) ') % метка оси у 
Лучше всего подходит рэлеевское распределение; 
критический уровень значимости для него = 0.99105

Рис. 21.8. Теоретическая и эмпирическая функции распределения, 
выполненные с помощью МЛТЬЛВ
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Найденный критический уровень значимости — это то значение д, при кото­
ром неравенство (21.26) обращается в равенство. Видно, что даже при очень 
жестком уровне значимости с/ = 0.99 неравенство (21.26) все еще будет вы­
полняться. В соответствии с разделом 19.8 мы просто обязаны принять гипо­
тезу о рэлеевском распределении генеральной совокупности, т. к. если мы ее 
отбросим, то допустим 99%-ную ошибку!

В критерии согласия Пирсона сравниваются между собой теоретические и 
эмпирические числа попаданий в интервалы. Интервалы могут быть любыми, 
не обязательно одинаковой длины, лишь бы теоретическое число попаданий 
в каждый из них было не менее 5. Удобно, в частности, взять те интервалы, 
по которым была построена гистограмма Эмпирические числа попаданий в 
них «у у нас есть из гистограммы. Каждое и; мы сравниваем с теоретическим 
числом попаданий в этот интервал пр,. где р, — вероятность попадания вели­
чины X  в]-й интервал:

с у ,. Ъ:— границы /-го интервала. Карл Пирсон показал, что, если все пр/>5, 
суммарная квадратичная относительная разность между теоретическим и 
практическим числом попаданий в каждый интервал:

имеет приближенно у -распреде. іение Пирсона с к - т  степенями свободы, где 
т — число ограничений, равное числу параметров выбранного распреде­
ления плюс 1. Так, для 2-параметрических распределений т = 3, а для
1 -параметрических — 2.

Если эмпирические и теоретические числа попаданий взяты из одной гене­
ральной совокупности, то величина (21.28) действительно должна иметь
"//-распределение и ее опытное значение должно находиться в соответствую­
щих квантильных границах. Как и в критерии согласия Колмогорова, слиш­
ком малое значение (21.28) оставляет нас в области 0-гипотезы. А вот выход 
за "правый" квантиль говорит о значительном расхождении между теорией и 
практикой и требует отвергнуть 0-гипотезу. Поэтому применяем 1-сторонний 
критерий. Теоретическое распределение можно считать подобранным верно

21.3.2. Критерий согласия Пирсона

(21.27)
а

./=і пр .і
(21.28)
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на уровне значимости если величина (21.28) будет не очень большой: 
должно выполняться условие:

(2.-29)
./=] Щ

Построим таблицу результатов, в которую занесем: номера интервалов (1-й 
столбец), границы интервалов а, и />, (2-й и 3-й столбцы), вероятность попа­
дания в интервал (4-й столбец), теоретическое число попаданий пр, (5-й 
столбец) и практическое число попаданий (6-й столбец).
Границы интервалов и практическое число попаданий возьмем из гистограм­
мы. Теоретическая вероятность попадания в /-й интервал подсчитывается по 
формуле (21.27).

с і е а г  ТаЫ  % очистили таблицу р езул ь тат ов
Т а Ы ( : , 1 ) = [ 1 : к ] ' ;  % номера интервалов
Т а Ы ( : , 2 ) =хш' - й е І ѣ а /2 ; % левые границы интервалов
Т а Ы ( : ,3 )= х ш '+ й е1 ѣ а /2 ; % правые границы интервалов
Т а Ы ( 1 ,2 ) = - іп ^ ; % т еор ети ч еск о е  начало 1 -г о  интервала
Т а Ы (к ,3 )= іп ^ ;  % теор ети ч еск и й  конец п о сл ед н его  интервала
Т а Ы ( : , 4 ) = п з ' ;  % опытные числа попаданий
Ъог= [ТаЫ  (: , 2) ;Т аЫ  (еп й , 3) ] ; % в с е  границы интервалов
рго=сй^ (ѣсНзѣг{Ъс1ізѣг} ,Ь ог,рагат(Ъ <1із'Ь г, 1) ,р агаш (Ъ < 1ізѣ г,2 )) ;
Т а Ы ( : , 5 ) = р г о ( 2 : е п й ) - р г о ( 1 : е п й - 1 ) ; % в ероя тн ости  попаданий рз 
Т а Ы (: ,6 )= п * Т а Ы (: ,5 )  ; % т еор ети ч еск о е  число попаданий прз 
сН зр ( 1 Сводная таблица р езу л ь та т о в  1) 
гргіп и  ѵ і аз Ъз1)
^ргіп-Ь^ С пз р з прз \ п 1)
г р г і п «  (' %2. 0^%12. 5^%12. 5^%6. 0^%12. 5^%12. 5 ^ \п ' , Т а Ы ')
Сводная таблица р езу ль тато в

: а-3 Ь] РЗ прз
і —Іп  ± 0 41458 5 0 03450 6 90046
2 0 41458 0 80103 21 0 08835 17 66948
3 0 80103 1 18747 22 0 12743 25 48640
4 1 18747 1 57392 31 0 14685 29 36971
5 1 57392 1 96036 27 0 14678 29 35603
6 1 96036 2 34681 31 0 13147 26 29349
7 2 34681 2 73325 20 0 10725 21 44965
8 2 73325 3 11970 15 0 08043 16 08630
9 3 11970 3 50615 11 0 05578 11 15544

10 3 50615 3 89259 8 0 03591 7 18128
11 3 89259 4 27904 5 0 02152 4 30314
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12

13
14

4.27904 
4 .66548 
5 .05193

4 .66548
5.05193

Іп^

2
1
1

0.01202
0.00628
0.00544

2 .40492
1.25543
1.08828

Если распределение подобрано верно, то числа из 4-го и 6-го столбцов не 
должны сильно отличаться. Проверим выполнение условия '-/п/ь > 5 и объеди­
ним те интервалы, в которых пр, < 5. Перестроим таблицу и добавим в нее еще 
один, 7-й столбец— слагаемые левой части формулы (21.29): (п—пр^/пр]. 
Подсчитаем сумму элементов последнего столбца, т. е. левую часть формулы
(21.29). Она называется статистикой Пирсона. Сравним ее с квантилем 
%2-распределения Пирсона на заданном уровне значимости и сделаем вывод

4 2 = 0 . 3 ; % выбрали уровень значимости  
ЕезТаЫ =ТаЫ  ( 1 ,1 : 6 )  ; % взяли  первую строку  
^ог к 1 = 2 :к , % берем  остальны е строки таблицы

КезТаЫ  (епсі, 6) < 5 , % предыдущее прз<5 -  будем  суммировать  
Е е зТ а Ы (е п й ,3 ) = Т аЫ ( к і , 3 ) ;  % новая правая граница интервала  
Е езТ аЫ  (еп й , 4: 6) =ЕезТаЫ  (еп й , 4: 6) +ТаЫ (к і , 4 : 6 ) ;  % суммируем  

е і з е  % предыдущее прз>=5 -  будем  дописывать строку  
Е езТ аЫ = [Е езТ аЫ  ;ТаЫ  (к і , 1 : 6 ) ] ;  % дописываем стр оку  

епй  
епй

Е е зТ а Ы (е п й ,6 )< 5 , % п осл ед н ее  прз<5  
Е е зТ а Ы (е п й -1 , 3 ) = Е езТ а Ы (еп й ,3 ) ;  % новая правая граница  
Е езТ аЫ  (е п й -1 ,4 : 6 )  =ЕезТаЫ  (е п й -1 ,4 : 6 )  +ЕезТаЫ  (еп й , 4 : 6 ) ;
Е езТ аЫ =Е езТ аЫ  (1: е п й -1 , :) ; % отбросили последнюю строку  

епй
к п = з іг е (Е езТ аЫ , 1) ; % число объединенных интервалов
Е езТ а Ы ( : , 1 ) = [ 1 : к п ] ' ;  % новые ном ера интервалов
ЕезТ аЫ  (: , 7) = (ЕезТаЫ  (: , 4) -Е езТ аЫ  (: , 6 ) )  . Л2 . /Е езТ а Ы  (: , 6) ;
сН зр ( ' Сгруппированная сводн ая таблица р е зу л ь т а т о в ')
гргіпѣг ѵ і аэ Ъз1)
гргігѵЬ^ (' пз рз прз ')
г р г іп ѣ г ( [ ' (п з -п р з ) Л2 /п р з \п ' ] )
г р г і п « ( ' %2.0^%12.5^%12.5^% 6.0^% 12.5^% 12.5^% 12.5 ^ \п ' , Е езТ а Ы ')
Ьі2=зш п (Е езТ аЫ  (.:,!)); % сумма элем ентов п о сл ед н его  столбц а  
гргігѵЬ^ ( [ '  Статистика Пирсона сЬі2=% 10. 5 ^ \п 1 ] ,1 іі2 )  
т = [ 3 , 2 , 3 , 2 ] ; % число ограничений
^ргіп-Ь^( ' Задаем  уровень значим ости с р % 5 .4 г \п ',дг) 
сЬ і2 д 2 = с Ь і2 іп ѵ (1 -д 2 ,к п -т (Ъ с іІ5 І :г )) ; % квантиль  
гргігѵЬ^( [ 'Квантиль с Ь і2 -р асп р едел ен и я  Пирсона ' . . .

' с ііі2 (1 -д )= % 1 0 .5 ^ \п '] ,с і і і2 д г )
Ь і2 < = с Ь і2 д г ,

сН зр ( ' Р аспредел ение подобрано в ер н о , т .  к . с Ь і2 < = с Ь і2 ( 1 - д ) ')
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е і з е
с і і з р ( ' Р аспределение подобрано н ев ер н о , т .  к . с Ь і2 > с Ь і2 ( І - ч ) ')  

епй
Сгруппированная сводная таблица р езу ль тато в

: а] Ь]
і —Іп ^ 0.41458 5
2 0.41458 0.80103 21
3 0.80103 1.18747 22
4 1.18747 1.57392 31
5 1.57392 1.96036 27
6 1.96036 2.34681 31
7 2.34681 2.73325 20
8 2.73325 3.11970 15
9 3.11970 3.50615 11

10 3.50615 3.89259 8
11 3.89259 Іп ^ 9
С татистика Пирсона с М 2= 3 01728
Задаем  уровень значимости д=0.3000 
Квантиль с і і і2 -распределен и я  Пирсона 
Распределение подобрано верн о , т .  к

РЗ прз (гц —прз ) Л2/ ів д
0 03450 6 90046 0 52341
0 08835 17 66948 0 62777
0 12743 25 48640 0 47692
0 14685 29 36971 0 09050
0 14678 29 35603 0 18909
0 13147 26 29349 0 84246
0 10725 21 44965 0 09797
0 08043 16 08630 0 07336
0 05578 11 15544 0 00217
0 03591 7 18128 0 09334
0 04526 9 05176 0 00030

СІ1І2 (1-д) = 10.65637 
с1і і 2< = сЬ і2 (1-д)

21.4. Вопросы для самопроверки
1. В чем состоит простейший критерий проверки 0-гипотезы?
2. Проверка по простейшему критерию показала, что 0-гипотезу нельзя от­

вергнуть. Значит ли, что распределение X — нормальное? Почему?
3. Как строится гистограмма? Когда количество интервалов больше: при 

применении формулы (21.2) или (21.3)?
4. Как находятся по ПМП параметры нормального распределения? равно­

мерного? рэлеевского?
5. Каким классам функций (см. главу 1) соответствует сравнение двух функ­

ций в критериях согласия Колмогорова и Пирсона?
6. Найдите в [46] доказательство теоремы Колмогорова. Где в ходе доказа­

тельства исчезает зависимость от закона распределения X I
7. Найдите в литературе или Интернете доказательство критерия согласия 

Пирсона. Для любых ли распределений оно годится?



ГЛАВА 22

Сравнение выборок

В этой главе мы рассмотрим не одну, а две или более выборок и задачи ста­
тистики для них. Будем предполагать, что исходные генеральные совокупно­
сти независимы и имеют нормальное распределение и опыты в каждой вы­
борке также независимы.

22.1. Сравнение двух дисперсий
Имеются 2 генеральные совокупности: Л) и Х 2. Из каждой взята выборка объ­
емом П] и /ъ соответственно. По формулам (18.14) вычислены выборочные 
математические ожидания т\ и пь, а затем по (18.26) — выборочные диспер­
сии А  и А - Требуется проверить 0-гипотезу о равенстве генеральных дис­
персий:

А = А -  (22.1)

В соответствии с общей схемой выборочного метода считаем, что найденные 
по (18.26) выборочные дисперсии А  и Л2— это реализации соответствую­
щих случайных величин, которые мы обозначим теми же буквами: А  и А - 
Они вычисляются по (20.9) и зависят как от параметров, от чисел степеней 
свободы/ і , / 2 и генеральных дисперсий А , А  соответственно. Рассмотрим 
случайную величину:

,, А* А*
Р  = — : —  =  (2 2 .2 )

/), д  /):/),

В распределении величины Р  исчезла (сократилась) зависимость от парамет­
ров А  и А , а осталась только от/],/2. Впервые эту величину рассмотрел Ро­
нальд Элмер Фишер (Копаісі Ауітег РізЬег, 1890— 1962, рис. 22.1), поэтому 
распределение величины Р  носит его имя.



Гпава 22. Сравнение выборок 383

Рис. 22.1. Р. Э. Фишер

Определение 22.1. Распределение случайной величины (22.2) называется 
Р-распределением Фишера. □
Сравнивая формулы (20.9) и (20.10), можно получить другое выражение для 
величины Р:

Нарисуем на одном рисунке (рис. 22.2) несколько графиков плотностей 
^-распределения при различных числах степеней свободы.

с і е а г  а і і  % очистили рабочую обл асть  
Р = 1 іп з р а с е ( 0 , 4 ) ' ;  % аргументы  
ѵ 1= [2  3 5 10 2 0 ] ;  % степ ен и  свободы  
ѵ 2 = [3  5 8 15 3 0 ] ;
Ног к = 1 :І е п д І Ь (ѵ і)

У (: ,к ) =^рсіе (Р ,ѵ 1  (к) ,ѵ 2 (к ) ) ; % плотность  Р -расп редел ен и я

^ ід и г е
р1оЪ (Р,Т )
з е ѣ ( д е ѣ (дсі, ' С иггепЬ А хез' ) , . . .

'Р опШ ате' , 'Т іт е з  Ыем Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \ М Г р а ф и к  п л о т н о с т и  \ гт\ і і:Р\гпДМ-распределения Фишера')
х І а Ь е І ( ' \ і ѣ Р ' )  % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ ^ \ г т ( \ і ѣ Р \ г т ) ' )  % метка о си  ОТ

(22.3)

Рассмотрим, как применяется ^-распределение Фишера для проверки 0-гипо­
тезы (22.1).
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График плотности .н’-р гк про до по ния Фишера
1 . 4 ------------- 1------------- ,------------- 1--------------1------------- ,------------- 1---------

1.2

Рис. 22.2. Плотность /•'-распределения Фишера, выполненная с помощью МЛТЬЛВ

Определение 22.2. Критерий проверки гипотезы о равенстве (или задан­
ном отношении) двух генеральных дисперсий называется Р-кршперием Фи­
шера. □
Если 0-гипотеза имеет место, то из (22.1—22.2) следует, что отношение вы­
борочных дисперсий должно иметь ^-распределение:

[)*
Р = - ± .  (22.4)

О2

Значит, реализация этой величины, т. е. вычисленное на практике отношение 
выборочных дисперсий, должно на уровне значимости ^  попадать в кван- 
тильные границы. Если альтернативой 0-гипотезе являются две гипотезы: 
А  <Д> и /.)[ > /X  то доверительный интервал для 0-гипотезы будет 2-сто­
ронним, как показано на рис. 19.4:

(22.5)
2 2  2

Если реальное отношение выборочных дисперсий попадает в доверительный 
интервал (22.5), то можно принять 0-гипотезу. Выход за левую границу ин­
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тервала соответствует альтернативной гипотезе І)\ < І)2 (р\Ю*г мало), а за пра­
вую — гипотезе А  > І)2 (/>і//>2 велико).
Если заранее известно, что одна из альтернативных гипотез теоретически не­
возможна, то нужно применить односторонний критерий. Пусть, например, 
гипотеза І)\ < А  теоретически невозможна (см. пример 19.7). В этом случае, 
если вдруг окажется, что А /А  мало, то мы должны это считать случай­
ностью и принять 0-гипотезу. Эта ситуация показана на рис. 19.5, а довери­
тельный интервал для 0-гипотезы имеет вид:

$

4 < / ѵ Д ^ / 2)- (22.6)
1̂ 2

Аналогично записывается доверительный интервал для проверки 0-гипотезы, 
если невозможна альтернативная гипотеза І)\ > /X  Запишите его самостоя­
тельно. Иллюстрация для этого случая — рис. 19.6.
Начнем выполнять ИДЗ по сравнению выборок. Пусть исходные данные для 
сравнения двух выборок хранятся в текстовом файле в виде двух столбцов 
одинаковой длины. Введем их. Найдем объем каждой выборки, число степе­
ней свободы. Посчитаем средние и дисперсии.

с і е а г  а і і
з^ = ' О: \ід 1 іп \М а 1 1 а Ь \С о п Ш а 1 а \с о т р 2 . ЪсЬ' ; 
х=1оасі(з^ ) ; % вводим ИД -  2 столбц а  
п = з і г е ( х , 1 ) ;  
г= п -1 ;
гргігѵЬ^ (' Объемы вы борок: п=%й; \ п ' , п) ;
гргігѵЬ^ (' число ст еп ен ей  свободы каждой выборки ^=%сі. \п '  ,і) ; 
ш х = т еа п (х ); % средн и е столбц ов  
Б х= ѵ аг( х ) ; % дисперсии столбц ов
^ргіп-Ь^( ' М атематические ожидания: ш1=%8.5 ^ ; ш2=%8. 5 ^ \п 1, т х ) ;
^ргіп-М  ( ' Д исперсии: 01=% 8.5^; Б 2 = % 8 .5 ^ \п ',Б х );
Объемы выборок: п=100;
число степеней  свобода каждой выборки і = 9 9 .
М атематические ожидания: т1=  2 .4 5 8 1 9 ; т2=  0.67622 
Дисперсии: 01=31.16085; 02=31.53027

Зададим уровень значимости. Посчитаем отношение и квантили .Р-рас­
пределения Фишера. Проверим выполнение (22.5) и сделаем соответствую­
щий вывод.

4 =0 .1 ;  % уровень значимости
гргігѵЬ^( ' Выбран уровень значим ости ср % 4 .2 ^ \п',ф ;
Р=Ох (1) /Ох (2) ;
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ЕЪогсі=^іпѵ( [сі/2 І-щ/2] ,і) ; % границы довер и тел ьн ого  интервала  
г р г іп ѣ г ( ' Р=01/02=% 12. 8 г \ п ' , Р) ;
СргіггЬС( [ ' Доверительный интервал для 0 -г и п о т езы : ' . . .

' %12. 8г<=01/02<=% 12. 8г  Д п ' ] , Е Ь огй ); 
і г  Р<ЕЬогсі(1) ,

сНзр (' Принимаем альтернативную г и п о т езу  Б К Л 2 . 1) ; 
е і з е і г  Р>Е Ьогсі(2),

сН зр ( ' Принимаем альтернативную г и п о т езу  0 1 > 0 2 . ' ) ;  
е і з е

с і і з р ( ' Принимаем О -ги п отезу  0 1 = 0 2 . ' ) ;  
епй
Выбран уровень значимости <з=0.10 
Е=01/02= 0 .98828349
Доверительный интервал  для 0 -ги п отезы : 0 . 71732859<=01/02<= 1 .39406126 . 
Принимаем 0 -ги п о т езу  1)1=132.

22.2. Сравнение двух средних
Исходная информация та же, что и в предыдущем разделе. Имеются 2 гене­
ральные совокупности: и Х2. Из каждой взята выборка объемом щ и п2 со­
ответственно. По формулам (18.14) вычислены выборочные математические 
ожидания т\ и т2, а затем по (18.26)— выборочные дисперсии 1)\ и /X  Но 
проверить теперь нужно 0-гипотезу о равенстве генеральных математических 
ожиданий:

пц = т2. (22.7)

Если генеральные дисперсии Д  и І)2 известны, то эту задачу можно решить 
так. Рассмотрим случайные величины М\ и М2, реализациями которых явля­
ются т\ и пъ. Они вычисляются по (18.15) и имеют параметры (18.16— 18.17). 
Мы предполагаем, что генеральные совокупности нормальные, поэтому М\ и 
М 2 также имеют нормальное распределение, т. к. они — суммы независимых 
нормальных величин, умноженные на константу. Введем теперь в рассмотре­
ние случайную величину:

А = М \-М *Ъ (22.8)

реализацией которой является разность между выборочными средними 
8 = пі] — т2. Распределение случайной величины А также нормальное (разность 
нормальных величин) с параметрами:

М(А) = т] - т 2, (22.9)

л (д )  = л ( м , ' ) + л ( м ; ) = І З (22.10)
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Повторив выкладки (20.1)—(20.5), получим доверительный интервал для 
Ш] - т 2:

/ * * \ 1 / * * \ 1 _
[ щ  - т 2 + ^ и  с < п \ - т 2 < [ щ  - щ  )+ —  + ^ и  . (22.11)
Ѵ " ' ]/ Щ И2 '-у " Ѵ " '  \  Щ Щ 1-2

Для проверки 0-гипотезы считаем, что (22.7) имеет место. Подставляем (22.7) 
в (22.11) и решаем (22.11) относительно т\ -  т2:

д д
щ п

-и ч < щ - т 2<̂ Д Д
щ ѣ, Л'

2

(22.12)

Если (22.12) выполняется, мы должны принять 0-гипотезу. Нарушение левого 
или правого неравенства требует отвергнуть 0-гипотезу и принять одну из 
альтернативных: ті < т2 или ті > т2 соответственно.
Оценка (22.12) годится, если заранее известны генеральные дисперсии Д  и 
Д .  На практике это почти всегда не так. Обычно по выборкам мы можем 
найти только выборочные дисперсии Д  и Д .  Сравним их по .Р-критерию 
Фишера. Здесь возможны 2 варианта.

Вариант 1 — различие между и 1)> незначимо на заданном уровне значи­
мости В этом случае можно считать, что Д  и Д  являются оценками одной 
и той же генеральной дисперсии Д ,  более точную оценку которой Д  можно 
вычислить по методике текущих измерений (18.38). В этом случае величина 
А (22.8) имеет то же самое математическое ожидание (22.9), а дисперсия по
(22.10) равна:

С , , Л
Д(Д) = Д,

. Н\ н? ■

Вместо (22.12) имеем:

-т?<а гл—  + — и
Ѵи, «2 ’■

(22.13)

(22.14)

По определению 20.1 ^-распределения Стьюдента, если мы в эту формулу 
вместо генерального среднеквадратичного отклонения ах подставим выбо­
рочное а*х, то квантили стандартного нормального распределения нужно за­
менить квантилями ^-распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
/ = / і + / 2:

-*хЛ— + ч — + Л Л -
V ”] п2 1_2 Ѵ«1 п2 2

(22.15)
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Получили доверительный интервал для 0-гипотезы (22.7), если генеральные 
дисперсии неизвестны, а выборочные сравнимы (т. е. мало отличаются). 
Примерные значения экспериментальных данных и соответствующие плот­
ности распределения показаны на рис. 22.3. Слева— случай, когда 0-гипо­
теза справедлива, а справа — случай альтернативной гипотезы.

Вариант 2 — различие между и БІ признано значимым на уровне значи­
мости В этом случае точных критериев сравнения нет. Рассмотрим без до­
казательства приближенный критерий, изложенный в [38]. Он состоит в сле­
дующем. Вначале вычисляем вспомогательные величины:

А’ А*ѵ, = — ; ѵ% — —.
», п2

Далее находим величину т:

_ ' 2_________2____
л/ѵ, +  V,

Сравнивая т с левыми и правыми частями неравенств (22.12, 22.14—2.15), 
видим, что і  — это некое "средневзвешенное" из этих выражений. Сюда вхо­
дят и обе выборочные дисперсии, и объемы выборок, и квантили ^-распре-

(22.16)

(22.17)
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деления Стьюдента для обеих степеней свободы, причем входят в нужном 
соотношении. Поэтому критерий проверки 0-гипотезы выглядит теперь так:

-т  < іщ -  т2 < т . (22.18)

Примерный разброс данных и графики плотностей распределения показаны 
на рис. 22.4: слева для случая 0-гипотезы, справа — для альтернативной.

Рис. 22.4. Сравнение двух средних при различных дисперсиях

В МАТЬАВ сравнивает два средних при любых выборочных дисперсиях 
функция №езі;2. Сравним математические ожидания наших выборок.

[Ъ т ,р т ,с т ]  = ѣ ѣ езѣ 2 ( х ( : , 1 ) , х ( : , 2 ),ф  ; % сравнение средних  
гргіггМ  ( [ ' Доверительный и н т ер в ал : ' . . .

' %12. 8г<=т1-т2<=% 12. 8 г . \ п ' ] , е т ) ; 
і-і а і і ( с т < 0 ) , % в есь  доверительный интервал <0

сН зр ( ' Принимаем альтернативную г и п о т езу  т 1 < т 2 . ' ) ;  
е і з е і ^  а і і ( с т > 0 ) , % в есь  доверительны й интервал >0 

с і і з р ( ' Принимаем альтернативную г и п о т езу  т 1 > т 2 . ' ) ;  
е і з е

с іізр  (' Принимаем 0 -г и п о т е зу  т 1 = т 2 . 1) ;

Доверительный интервал: 0.47349071<=т1-т2<= 3.09045040.
Принимаем альтернативную гипотезу т1>т2.



390 Часть II. Математическая статистика

22.3. Сравнение нескольких дисперсий
Постановка задачи такая. Есть к генеральных совокупностей: Х ь Х2, ..., Хк. Из 
каждой взята выборка объемом щ, п2, ..., пк соответственно. По этим выбор­
кам с помощью формул (18.14) вычислены выборочные математические 
ожидания т\, пъ, ..., пц, а затем по (18.26)— выборочные дисперсии /.)[. 
А , ..., /Л- Выдвинута 0-гипотеза о равенстве всех генеральных дисперсий:

и требуется построить критерий ее проверки.
Заметьте: мы здесь не задаемся вопросом, какая дисперсия больше, а какая 
меньше и насколько. Мы решаем более простую задачу: выясняем, одинако­
вые дисперсии или разные. То есть альтернативная гипотеза здесь одна — 
генеральные дисперсии разные. У нас уже есть некоторый опыт решения та­
ких задач: нужно построить функцию, которая характеризовала бы меру раз­
личия выборочных дисперсий Д . Если эта мера окажется большой, то 
0-гипотезу нужно отвергнуть, а если малой — принять. Критерий проверки, 
очевидно, будет односторонним, как показано на рис. 19.5.
Первое, что приходит на ум,—  это сравнить по /^-критерию Фишера макси­
мальную и минимальную выборочные дисперсии из нашего набора Если 
различие между ними выявится незначимым, то и их, и все промежуточные 
можно считать оценками одной и той же генеральной дисперсии, т. е. при­
нять 0-гипотезу. Но если крайние дисперсии отличаются значительно, то во­
прос остается открытым. Ведь если мы рассортируем Д  в порядке возраста­
ния и начнем сравнивать их попарно, то может оказаться, что соседние дис­
персии отличаются незначительно, хотя крайние различаются значимо.$
Поэтому нужны такие критерии, которые учитывают все Д  одновременно. 
И такие критерии есть. Мы рассмотрим без доказательства два из них.

22.3.1. Критерий Бартлета
Его проще всего описать по шагам, как рецепт. Вот он.
1. Вычисляем средневзвешенную выборочную дисперсию и число ее степе­

ней свободы:

Д = Д  = ...= А , (22.19)

(22.20)

к

} = Ъ ( , (22.21)
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2. Вычисляем две вспомогательные величины:
к

(22.22)

с  = і+ — — - У --------. (22.23)

3. Находим их отношение:

(22.24)

Бартлет (Ваіііей) доказал, что в случае справедливости 0-гипотезы (22.19) 
полученное отношение имеет приближенно у -расі іреде. іение Пирсона с к - 1 
степенями свободы, если все//>5. Поэтому критерием проверки 0-гипотезы 
является не очень большая величина В/С: именно она в критерии Бартлета и 
характеризует меру различия Д . Если выполняется условие:

то на уровне значимости ^ можно принять 0-гипотезу. Нарушение (22.25) 
требует отвергнуть ее и принять единственную альтернативную гипотезу: 
генеральные дисперсии разные.
Проверка по критерию Бартлета реализована в МАТЬАВ в виде функции 
ЪагЫіезі:. Продолжим выполнение ИДЗ по сравнению выборок Введем из 
файла данные по нескольким выборкам. Найдем количество выборок, их объ­
емы, числа степеней свободы. Посчитаем средние и дисперсии. Зададим уро­
вень значимости. Проверим 0-гипотезу (22.19) по критерию Бартлета и сдела­
ем вывод.

з^ = ' О: \ід 1 іп \М а 1 1 а Ь \С о п Ш а 1 а \со т р к . ЪсЬ' ; 
х=1оасі(з^ ) ; % вводим ИД -  к столбцов
[ п ,к ] = з і г е ( х ) ; % обгьем каждой выборки и и х  количество  
г= п -1 ;
СргіггЬС (' Число вы борок: к=%й; \побгьемы вы борок: п=%й; \ п ' , к , п) ;
СргіггЬС (' число ст еп ен ей  свободы каждой выборки ^=%сі. \п '  ,і) ; 
т х = т е а п (х ) ; % средн и е столбц ов  
Б х= ѵ аг( х ) ; % дисперсии столбц ов  
сН зр ( ' М атематические ожидания: ' )
€ргіх&± ( 'шх(%с1)=%8.5^\п' , [1 :к ;ш х ]) ; 
с іізр  (' Д исперсии: ')
гр г іп ѣ г  ('О х (%<*)=% 8 . 5 ^ \п ' , [1 : к ;Б х ]) ;

(22.25)
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срО .1 ;  % уровень значимости
гргігѵЬ^( ' Выбрали уровень значим ости ср%5. 3 ^ \п ',ф ; 
п с!ію = Ь а гѣ ѣ езѣ (х ,д ); % т е с т  по критерию Б артлета  

із п а п  (псНт) | (п й ію = 1 ) , % делаем  вывод 
с іізр  (' Принимаем 0 -г и п о т е з у . ') 

е і з е
сН зр ( ' О твергаем 0 -г и п о т е з у . ' )  

епй
Число выборок: к=6; 
объемы выборок: п=100;
число степеней  свобода каждой выборки і = 9 9 . 
М атематические ожидания:
т х 1 = 1 29542
т х 2 = 1 89533
т х 3 = 2 03699
т х 4 = 1 34814
т х 5 = 2 56326
т х 6 = 2 12714
Д исперсии:
Бх 1 =28 42349
Бх 2 =25 46456
Бх 3 =24 38347
Бх 4 =35 82064
Бх 5 =4 8 25061
Бх 6 =26 16001
Выбрали уровень значимости д=0.100 
Отвергаем  0 -ги п о т езу .

22.3.2. Критерий Кохрана
Этот критерий более точный, чем критерий Бартлета, но область его приме­
нения более узкая. Он может быть применен только для выборок одинаково­
го объема. Для применения этого критерия вычисляется величина §, которая 
является отношением максимальной выборочной дисперсии к сумме всех ос­
тальных:

$
ё = _ Л * * ------  ̂ (2226)

у/  -> ! шах
./=]

Кохран (СосНгап) вывел распределение случайной величины О, реализацией 
которой является (22.26) в предположении справедливости 0-гипотезы. Оно 
так и называется: (/-распределение Кохрана. Это распределение зависит от
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двух параметров: количества выборок к и числа степеней свободы каждой 
выборки /  На уровне значимости д 0-гипотезу можно принять, если выполня­
ется неравенство:

(22.27)

где — квантиль (/-распределения Кохрана.
В стандартном МАТЬАВ и его расширении [57] нет проверки по критерию 
Кохрана, но пользователи МАТЬАВ разработали соответствующие функции 
и разместили их на сайте [51] на странице "Теория вероятностей и статисти­
ка". Их можно свободно переписать оттуда и осуществить по ним проверку 
данных.

22.4. Сравнение нескольких средних
Имеется к генеральных совокупностей: Х\, Х2, ..., Л*: из них взяты выборки 
объемом щ, п2, •••, Пк соответственно. Далее, как обычно, по (18.14) вычисле­
ны выборочные математические ожидания т\, ///> ..., т\, а затем по (18.26) — 
выборочные дисперсии Д ,  /X  ..., Д .  Проверяется 0-гипотеза о равенстве 
всех генеральных математических ожиданий:

Ш] = т2 =... = пік. (22.28)

Мы ограничимся только одним случаем: когда все выборочные дисперсии IX 
сравнимы, т. е. являются оценками одной и той же генеральной дисперсии. 
На практике чаще всего встречается именно такая ситуация. Например, на 
одном и том же экспериментальном стенде исследуются несколько партий 
изделий, и требуется подтвердить или опровергнуть вывод об идентичности 
партий. Если же дисперсии различаются значимо, то этот критерий можно 
рассматривать как приближенный.
Как и в предыдущем разделе 22.3, проще всего сравнить крайние (макси­
мальное и минимальное) средние по ^-критерию Стьюдента. Если они разли­
чаются незначимо, то все средние тем более различаются незначительно, и 
0-гипотезу можно принять. Но если максимальное и минимальное 
математические ожидания различаются значимо, то вопрос остается 
открытым, и в этом случае нужно сравнивать все ///. одновременно. Значит, 
нам нужно построить критерий — меру различия средних, — по величине 
которого можно судить об истинности или ложности 0-гипотезы.
На рис. 22.5 слева показаны несколько выборок, для которых справедлива 
0-гипотеза, а справа — выборки с большим разбросом средних. Следователь­
но, именно эта величина— разброс средних— может служить критерием 
проверки 0-гипотезы. Если разброс средних не очень большой по сравнению 
с разбросом каждой выборки вокруг ее среднего, то 0-гипотезу можно при­
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нять. Так, на рис. 22.5 слева расстояние между пиками плотностей распреде­
ления (размах средних) примерно такое же, как размах каждой выборки. По­
этому мы и говорим, что здесь, скорее всего, 0-гипотеза имеет место. Справа 
же размах средних значительно превышает размах каждой выборки, и здесь, 
по-видимому, 0-гипотезу придется отвергнуть.

Переведем эти слова в числа. У нас есть У^-критерий сравнения двух диспер­
сий, поэтому разброс данных мы будем характеризовать не размахом, а дис­
персией. Дисперсия каждой выборки Д  у нас есть. Поскольку Д  сравнимы, 
то более точной оценкой меры разброса каждой выборки вокруг ее среднего 
является средневзвешенная дисперсия:

(22-29)/  ./=]

/  = Х Л  (22.30)
./=1

есть общее число степеней свободы всех выборок.
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Повышение точности достигается здесь именно за счет увеличения числа 
степеней свободы (методика текущих измерений).
Полученная величина Ох характеризует разброс каждой выборки вокруг ее 
среднего. Мы должны сравнить ее с разбросом средних. Причем, т. к. мы бу­
дем сравнивать по /''-критерию Фишера, разброс средних также нужно оха­
рактеризовать их дисперсией. Поэтому вычислим среднее средних:

Величину П*т можно рассматривать как выборочную дисперсию с к - 1 степе­
нями свободы. Она как раз и характеризует разброс средних. Если эта вели­
чина не очень большая по сравнению с Вх, то можно принять 0-гипотезу. 
Сравнение двух дисперсий осуществляется по /''-критерию Фишера, поэтому 
можно считать, что 0-гипотеза имеет место, если на уровне значимости ^  вы­
полняется неравенство:

Нарушение (22.33) заставляет нас отвергнуть 0-гипотезу и принять альтерна­
тивную: ///,— разные. Мы применяем здесь 1-сторонний критерий 
(см. рис. 19.5), т. к. слишком малое значение по сравнению с Вх свиде­
тельствует о еще большей справедливости 0-гипотезы.
Применим этот критерий для проверки наших данных. Запрограммируем 
формулы (22.29—22.32). Проведем проверку по критерию (22.33) и сделаем 
соответствующий вывод. Нарисуем на одном графике гистограммы всех вы­
борок. Они показаны на рис. 22.6 наложенными одна на другую. Полученная 
картинка напоминает рис. 22.5, на котором изображены теоретические плот­
ности распределения. Ведь гистограмма — это и есть выборочная плотность 
распределения (с точностью до масштаба)! На другом графике (рис. 22.7) 
изобразим выборочные функции распределения.

% общее число ст еп ен ей  свободы  
Ох-Ь=теап (Бх) % средневзвеш енная дисперсия  
П т=ѵаг(тх) % р а зб р о с  средних  

Пт/Охѣ<=^іпѵ(1-д,к-1,^ѣ), 
сНзр (' Принимаем О -п -т о т е з у . ')

(22.31)

а потом дисперсию средних:

(22.32)

(22.33)
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Гш тограммы выборок

X

Рис. 22.6. Гистограммы нескольких выборок, выполненные с помощью МЛТЬЛВ

Выборочные функции распределения
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Рис. 22.7. Выборочные функции распределения, выполненные с помощью МЛТЬЛВ
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е і з е
сН зр ( ' О твергаем О -ги п о т езу . ' )  

епй
^ ід и г е  % новая фигура
Ьоісі оп  % задерж ка для рисования н а  одной фигуре 
Сот 3=1 : к ,

Ь із ѣ ( х ( : , з ) , гои п й (п Л0 . 5 ) ) ;  % гистограммы  
епй
Ь оісі оіі
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' Сиггеп-ЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \М Гистограммы  вы борок')  
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ 
^ ід и г е  % новая фигура
Ьоісі оп  % задерж ка для рисования н а  одной фигуре 
^ог 3=1 : к ,

ссіСрІоѣ (х  (: , з ) )  ; % функции распредел ения  
епй
Ь оісі оіі
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' Сиггеп-ЬАхез' ) , . . .

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )
-Ьі-Це (' \М Выборочные функции р а сп р ед ел ен и я ')  
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с ')  % м етка о си  ОХ
Я; =

594 
Бхі: =

31.41713235381618 
Пт =

0.23547793276937 
Принимаем 0 -ги п о т езу .

В нашем варианте И*,,, оказалась значительно меньше 1)1. поэтому 0-гипотеза 
справедлива. Рисунки подтверждают этот вывод: гистограммы и функции 
распределения почти накладываются одна на другую.

22.5. Вопросы для самопроверки
1. Почему доверительный интервал (22.5) должен обязательно включать 

число 1?
2. Сформулируйте /--критерий Фишера для проверки 0-гипотезы В 2 = 2Д .
3. Запишите выражение для доверительного интервала 0-гипотезы В]= В 2, 

если возможна только одна альтернативная гипотеза: І)\ < /X  а І)\ > І)2 — 
невозможна.
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4. Можно ли применять /''-критерий Фишера, если генеральные совокупно­
сти не нормальные? Где в выводе /^-распределения Фишера используется 
гипотеза о нормальном распределении генеральных совокупностей?

5. Выведите формулу (22.11), используя (20.1—20.5).
6. Какие альтернативные гипотезы справедливы для наборов данных, пред­

ставленных на рис. 22.1 и 22.2 справа?
7. Найдите в литературе или Интернете доказательство 2-го варианта крите­

рия проверки 0-гипотезы о равенстве 2-х генеральных средних.
8. Какой алгоритм реализован в функции -ь-ьез-ьг: (22.15) или (22.16—22.18)?
9. Найдите в литературе или Интернете доказательство критерия Бартлета и 

вывод распределения Кохрана.
10. Перепишите с [51] функции, реализующие критерий Кохрана, и проверь­

те свой вариант данных. Совпадает ли результат с проверкой по крите­
рию Бартлета?

11. Найдите в [51 ] готовые функции для сравнения нескольких средних.



ГЛАВА 23

Дисперсионный анализ

В предыдущих главах мы полагали, что все условия опытов остаются неиз­
менными, а разброс экспериментальных данных вызывается лишь случайны­
ми причинами. Другая, не менее важная задача математической статистики, 
заключается в том, что во время эксперимента один или несколько подкон­
трольных нам факторов изменяются, и необходимо оценить влияние этих 
факторов. В более общей постановке этой задачи необходимо отделить изу­
чаемые факторы от случайных, друг от друга и оценить, значимо ли влияет 
каждый из них на результат эксперимента по сравнению с неконтролируе­
мыми (случайными) факторами.
В настоящей главе не решается вопрос о том, как зависит результат экспери­
мента от конкретного фактора. Мы будем выяснять, зависит ли оп вообще от 
этого фактора, или изучаемый фактор лишь незначимо изменяет результат по 
сравнению со случайными факторами. Нахождение конкретного вида зави­
симости результата от факторов будет подробно рассмотрено в следующей 
главе 24. А в главе 25 мы учтем случайность не только опытных данных, но и 
факторов, от которых они зависят.
Будем считать, что случайные ошибки наблюдений имеют нормальное рас­
пределение, а изучаемые факторы (назовем их А, В и т. д.):
□  не зависят от случайных;
□  не зависят друг от друга;
□  влияют только на среднее результатов и не влияют на их дисперсию.
Последнее свойство показано на рис. 23.1; изменение некоторого фактора^ 
может вызвать лишь смещение результатов, но не изменяет их разброса.
Чем же мы будем характеризовать меру влияния фактора^? Рассмотрим сна­
чала случай абсолютно точных измерений, без погрешностей. Пусть при п
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значениях фактора А (говорят: на п уровнях фактора А) получены истинные 
результаты д'ь х2, ..., х„. Если А не влияет на них, то все они одинаковые (нет 
случайностей). Но если А влияет, и нас интересует только степень этого 
влияния, то в качестве меры влияния удобно взять степень разброса результа­
тов — выборочную дисперсию:

Здесь мы обозначили выборочную дисперсию Д ь т. к. она характеризует 
влияние только этого фактора. Обратите внимание: все результаты Х/ здесь 
истинные, никаких случайностей нет. Поэтому Ді — лишь аналог выбороч­
ной дисперсии. Его величина характеризует влияние не случайностей, а толь­
ко лишь фактора А. Но эта оценка является очень удобной по следующим 
причинам:

□  дисперсия является простейшей мерой рассеяния и легко вычисляется;

□  показатель влияния фактора^ определяется аналогично показателю влия­
ния случайных факторов, что позволяет их сравнивать, как мы научились 
в главе 22.

(23 . 1)

П
(23.2)

среднее может меняться

А

дисперсия не может меняться

х

Рис. 23.1. Изменение фактора А  может вызвать смещение результатов, 
но не изменяет разброса
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Определение 23.1. Изучение переменных факторов по их дисперсиям на­
зывается дисперсионным анализом. □
При решении задач дисперсионного анализа мы полагаем действие факторов 
и случайностей независимыми случайными событиями. Совместное их дей­
ствие приводит к тому, что экспериментальные результаты будут реализа­
циями случайной величины, дисперсия которой равна сумме дисперсий фак­
торов и случайностей. Например, если генеральная дисперсия X  при неиз­
менном А равна Д ,  дисперсия фактора А при отсутствии случайностей равна 
1) ; и других факторов нет, то генеральная дисперсия X, вычисленной при раз­
личных уровнях фактора^, будет равна:

Такой подход позволяет сравнивать различные дисперсии и оценивать влия­
ние тех или иных факторов. Рассмотрим простейший случай.

ПРИМЕР 23.1. Пусть Д  известна, и исследуется влияние фактора^. На п 
уровнях фактора А получены экспериментальные значения X], х2, ..., х„. Спра­
шивается: является ли влияние фактора^ значимым на уровне значимости д?
Найдем выборочное математическое ожидание по (23.1), а затем — диспер­
сию выборки:

Она является оценкой генеральной дисперсии Д  из формулы (23.3), т. к. в 
ней учитывается влияние и случайностей, и фактора^. Выдвинем 0-гипотезу: 
фактор А влияет незначимо. В этом случае I), не должна быть слишком 
большой по сравнению с Д .  Две дисперсии сравниваются по .Р-критерию 
Фишера. 0-гипотезу можно принять на уровне значимости д, если выполняет­
ся неравенство:

где — квантиль /''-распределения Фишера, к - 1 — число степеней свобо­
ды Д ,  а у генеральной дисперсии Д  бесконечное число степеней свободы. 
Если (23.5) нарушается, мы должны отвергнуть 0-гипотезу и принять альтер­
нативную: фактор А влияет значимо. В этом случае можно вычислить его вы­
борочную дисперсию:

Д  = Д4 + Д . (23.3)

п
(23.4)

(23.5)

/ ) > Д . - Д ,

которая является оценкой генеральной дисперсии Д[ из (23.3). □

(23.6)



402 Часть II. Математическая статистика

23.1.1-факторный дисперсионный анализ
В примере 23.1 генеральная дисперсия случайностей В 0 была известна. По­
этому там не нужно было проводить параллельных измерений на одном и том 
же уровне ф ак то р а^ . Но на практике I),, обычно неизвестна, и ее приходится 
оценивать по самой выборке. Поэтому теперь нам нужно на каждом уровне 
фактора А проводить несколько измерений. Эта задача похожа на задачу 
сравнения нескольких средних (см. раздел 22.4), но ее реш ение рассматрива­
ется с несколько иных позиций.

Будем обозначать уровни фактора А через А], А2, ..., А,, ..., А* (всего к уров­
ней). Для простоты предположим, что на каждом уровне А) проведено по 
одинаковому количеству опытов п. Это ограничение —  не принципиальное, 
просто без него все формулы получатся более громоздкими. Обозначим из­
мерения, проведенные на уровне А̂ : х^, хі2, ..., х ,̂ ..., хіп. Первый индекс 
здесь —  номер уровня фактора, второй —  номер опыта. Таким образом, по­
лучаем матрицу опыта размером кхп:

Х =

хі]

\ хи

Хц

Х ц

Хк2

*1»

*2п (23.7)

Чп )

каждая строка которой соответствует одному уровню ф актора^ . Отсюда уже 
видно, как отсеять влияние А и вычислить дисперсию, которая учитывает 
влияние только случайностей. Для этого достаточно вычислить дисперсии 
всех строк, которые должны быть примерно одинаковые (фактор А не влияет 
на разброс результатов!):

т- хп : (23.8)

(23.9)

Пусть проверка по критериям Бартлета или Кохрана показала, что наши ги­
потезы справедливы и выборочные дисперсии В, действительно сравнимы. 
В этом случае по методике текущ их измерений мы можем вычислить средне­
взвешенную всех В), которую и можно считать оценкой дисперсии случайно­
стей Д ь

4 = 7 1 ^ -  (23.10)
Л /=]
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Число ее степеней свободы равно общему числу степеней свободы всех вы­
борок:

/ = к ( п - \ ) .  (23.11)

Итак, мы нашли знаменатель для формулы (23.5) —  выборочную дисперсию, 
которая оценивает влияние только случайностей. Перейдем теперь к числи­
телю —  дисперсии, которая учитывает влияние и случайностей, и ф ак то р а^ . 
Рассмотрим 2 способа решения этой задачи.

Способ 1. Проще всего собрать все пк опытов в одну выборку, найти ее 
среднее и дисперсию:

(23Л2)
кч , і / і

(23.13)
КП I /= 1 ,;=1

Полученная дисперсия имеет кп - 1 степеней свободы. Она характеризует 
влияние и случайностей, и фактора А. Фактор А считаем незначимым на 
уровне значимости с/, если выполняется неравенство:

$

^ < / ^ ( ^ - 1  Д ( й -1 ) ) .  (23.14)
А

При нарушении (23.14) нужно считать, что ф ак т о р ^  влияет значимо. В этом 
случае можно найти /.),• по (23.6).

Способ 2. Можно оценивать разброс не всех данныхХ;,, а только средних т*. 
Этот способ точнее первого, т. к. дисперсия среднего в п раз меньше диспер­
сии каждого измерения (18.17). Поэтому, если мы вычислим дисперсию 
средних:

К - / » ; ) 2, (23.15)

то она будет включать в себя не ИІ, а В%!п. И вместо (23.3) в данном случае 
будем иметь:

(23.16)
п

Умножив это выражение на и, видим, что теперь мы имеем в п раз больше 
шансов выловить влияние А, если оно вообще есть:

п О 7  =  пВл +  В*0. (23 .17)
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Критерий проверки 0-гипотезы такой:

п П
— ^ ^ ( * - 1 , * ( и - 1 ) ) .  (23.18)

Если это неравенство выполняется, то фактор А влияет незначимо, а если 
нет —  то значимо.

В М АТЬАВ задачу 1-факторного дисперсионного анализа реш ает функция 
апоѵаі. Рассмотрим задание с теми же самыми к выборками, которое мы ис­
пользовали в главе 22  при сравнении нескольких выборок. Введем данные. 
Найдем объем каждой выборки, общее их количество, число степеней сво­
боды.

с і е а г  а і і
з^ = ' О: ХідІіпХМа-ЫаЬХСоп-ШаІаХсотрк. ЪсЬ' ; 
х=1оасі(з^ ) ; % вводим ИД -  к столбцов
[ п ,к ] = з і г е ( х ) ; % обгьем каждой выборки и и х  количество  
г= п -1 ;
СргіггЬС (' Число вы борок: к=%й; Хпобгьемы вы борок: п=%й; \ п ' , к , п) ;
СргіггЬС (' число ст еп ен ей  свободы каждой выборки ^=%сі. \п '  ,і) ;
Число выборок: к=б; 
объемы выборок: п=100;
число степеней свобода каждой выборки і=99.

Выберем уровень значимости и проведем 1-факторный дисперсионный ана­
лиз. Функция апоѵаі возвращает критический уровень значимости. Если он 
выше заданного то 0-гипотезу можно принять, а если ниже —  то ее нужно 
отвергнуть. По умолчанию функция апоѵаі возвращает также таблицу стати­
стических характеристик (рис. 23.2) и график данных. На графике (рис. 23.3) 
показаны границы данных по каждому столбцу, их средние, а также 25% и 
75%-ные выборочные квантили.

4=0.1 ;  % уровень значимости
гргігѵЬ^( ' Выбран уровень значим ости ср % 4 .2 ^ \п',ф ; 
р= ап оѵ а1( х ) ; 

р>=ч,
сН зр ( ' Фактор А влияет н езн ач и м о. ' )  

е і з е
сН зр ( ' Фактор А влияет зн ач и м о. ' )  

епй
Выбран уровень значимости <з=0.10 
Фактор А влияет незначимо.
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Рис. 23.2. Таблица данных, возвращаемая функцией апотаі

Рис. 23.3. Границы данных по столбцам

23.2. 2-факторный дисперсионный анализ
Дисперсионный анализ особенно удобен при изучении совместного действия 
нескольких факторов. Пусть изучаются 2 фактора: А и В. Уровни ф акто р а^ : 
А], А2, ..., А/, ..., А/с (всего к уровней). Уровни фактора В: В }, В2, ..., В/, ..., В„, 
(всего т уровней). Пусть отсутствуют параллельные измерения, т. е. при 
каждом сочетании факторов А/В, проведено только 1 измерение х„. М атрица 
экспериментов имеет вид:

х]] X, 2 •• Ьп,'

х = Л*2] Х-22 •• Х2т

Ч-**] Хк2 ' ■ Хкт У
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Каждая /-я строка соответствует /-му уровню фактора А, каждый і-й стол­
бец —  /-му уровню В. Несмотря на то, что отсутствуют параллельные изме­
рения, этих данных вполне достаточно для оценки и О 0, и І)\. и Нужно 
только правильно скомбинировать те два способа, которые мы применяли в
1-факторном дисперсионном анализе. По способу 2 найдем средние каждой 
строки:

т ,к*7 Х хл> (23-2°)пг і

а затем их разброс вокруг общего среднего:

К ^ ) 2’ (23-21)л I /=1

где пі*х —  среднее всей матрицы (23.19), которое является одновременно и 
средним строк, и средним столбцов:

1  ̂ ОТ
т> - Т ^ х м- (23-22)

*«/ ; | / |

В каждом из средних строки (23.20) произведено усреднение по фактору В, 
поэтому в их дисперсии (23.21) сказывается влияние только ф ак то р а^  и слу­
чайностей. При этом дисперсия случайностей уменьш ена в пі раз, т. к. вместо 
конкретного измерения мы берем среднее из пі измерений:

(23.23)
т

Теперь "транспонируем" выкладки (23.20— 23.23). Найдем средние каждого 
столбца:

к
т,.х*

а затем их разброс вокруг общего среднего (23.22):

д » п = — —  X ( « Г ^ ) 2 . (23-25)'В 0 т ■

Эта дисперсия учитывает влияние фактора В и случайностей, причем диспер­
сия случайностей здесь в к раз меньше, чем в том случае, если бы мы вместо 
средних брали отдельные измерения:

-  / > ; + ~ т ~ -  ( 2 3 - 2 6 )к
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Это мы воспользовались способом 2 из предыдущего раздела. Теперь прове­
дем выкладки, аналогичные способу 1. Если собрать все кт опытов в одну 
выборку, то ее дисперсия будет учитывать влияние и і , и В , и  случайностей. 
Это будет 3-е уравнение, которое замкнет систему (23.23), (23.26) и позволит 
найти все 3 дисперсии. Но точность этого метода низка. Поэтому поступим 
так. На данном уровне Ау фактора А разброс элементов / - й  строки матрицы
(23.19) вокруг их среднего (23.20) характеризует влияние фактора В и слу­
чайностей, причем в одинаковой степени:

т -
т,

о*
(23.27)

Различные уровни фактора А не влияют на дисперсию. Значит, все /.>!'’ срав­

нимы (примерно одинаковы), и более точной оценкой влияния фактора В и 
случайностей является средневзвешенное всех И 1**:

(23.28)

Аналогично можно найти разброс элементов каждого столбца вокруг его 
среднего, который учитывает влияние то л ьк о ^  и случайностей:

дГ = - -Х (*,
■ ./=1

(23.29)

а затем взять средневзвешенное полученных величин, которое также будет 
учитывать влияние только ф акто р а^  и случайностей:

^ = - 1 4 = ^ + ^т ,;=]
(23.30)

Теперь из реш ения какой-либо пары уравнений: (23.23) + (23.30) или
(23.26) + (23.28) можно найти В 0. Возьмем, например, пару (23.26) + (23.28):

а о .
(23.31)

Я** = 4 + 4 -

Вычтем из 2-го уравнения 1-е и подставим (23.27) и (23.25):

к . 1 1 к т

4 = ^  Х К -'»;)■■ Р 3 .3 2 )
./=] <=
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Отсюда выборочная дисперсия случайностей:

(23.33)

Можно показать, что реш ение системы (23.23) + (23.30) дает такой же ре­
зультат.

Как видим, дисперсия (23.33) имеет ( т - \ ) { к - \ )  степеней свободы. Ее можно 
применить для оценки влияния факторов А и В. При этом для повышения 
точности нужно брать для сравнения с Во величины (23.23) и (23.26), т. к. 
в них влияние случайностей меньше. На уровне значимости д влиянием 
фактора А можно пренебречь, если

^ ^ ( * -  1 , ( т - 1 ) ( * - 1 ) ) .  (23.34)
А)

Нарушение этого неравенства свидетельствует о значимости ф актора^ . Ана­
логично записывается критерий проверки значимости фактора В.

Задачу 2-факторного дисперсионного анализа в М АТЬАВ можно решить 
с помощью функции апоѵа2. Входными данными являются матрица X вида
(23.19) и различные параметры настройки. В результате получаем критиче­
ские значения р ,  которые сравниваем с заданным уровнем значимости д. 
Превышение р  над д свидетельствует о незначимом влиянии фактора, а вы­
полнение условияр < д  —  о справедливости альтернативной гипотезы.

Выполним ИДЗ по 2-факторному дисперсионному анализу. Введем матрицу 
исходных данных и определим ее размеры.

з^ = 10 : \ід 1 іп \М а 1 1 а Ь \С о п Ш а 1 а \со т р к т . ЪсЬ' ; 
х=1оасі(з^ ) ; % вводим ИД 
[ к , т ] = з і г е ( х ) ;
СргіггЬС (' Размеры матрицы: к=%й; т=%сі. \ п ' , к , т )  ;
Размеры матрицы: к=14; т=13.

Зададим уровень значимости. Решим задачу 2-факторного дисперсионного 
анализа и проанализируем результат.

4=0 .1 ;  % уровень значимости
СргіггЬС( ' Выбран уровень значим ости ср % 4 .2 ^ \п',ф ; 
р=апоѵа2 (х , 1 ,  ' о И ')  ; 

р  (1) >=<3,
сН зр ( ' Столбцы различаю тся н езн ач и м о: фактор В н е  в л и я ет . ' )  

е і з е
сН зр ( ' Столбцы различаю тся зн ач и м о: фактор В в л и я ет . ' )  

епй
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р (2) >=я,
сН зр ( ' Строки различаю тся н езн ач и м о: фактор А н е  в л и я ет . ' )  

е і з е
с і і з р ( ' Строки различаю тся зн ач и м о: фактор А в л и я ет . ' )

Выбран уровень значимости <з=0.10
Столбцы различаются значимо: фактор В влияет.
Строки различаются незначимо: фактор А не влияет.

Проверим данный результат графически. Нарисуем на одной фигуре (рис. 23.4) 
2 графика: вверху —  средние столбцов (кружочками), внизу —  средние строк 
(крестиками).

^ ід и г е  % новая фигура
зиЬрІсЬ ( 2 , 1 , 1 ) ;  % верхний рисунок
р іо ѣ ( т е а п ( х ) , г е г о з (1 , т ) , ' к о ' ) ;  % средн и е столбц ов
-Ьі-Це (' \ М  Средние с т о л б ц о в ')
зиЪ рІоѣ( 2 , 1 , 2 ) ;  % нижний рисунок
р іо ѣ (т е а п (х ' ) , г е г о з ( 1 ,к ) , ' к х ' ) ;  % средн и е строк
ѣ і ѣ і е ( ' \М С р едн и е с т р о к ')

Рис. 23.4. Средние столбцов (вверху) и строк (внизу) 
в задаче 2-факторного дисперсионного анализа

Действительно, в этом варианте данных разброс средних столбцов незначи­
тельно выше разброса средних строк. Разброс средних строк не выделяется
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на фоне случайностей, поэтому фактор А влияет незначимо. А  разброс сред­
них столбцов уже является значимым.

23.3. Многофакторный 
дисперсионный анализ
Мы рассмотрим лиш ь общую постановку задачи и пути ее решения. Пусть 
т = к, т. е. матрица опытов X —  квадратная кхк.  Все опыты каждой строки 
проведены при одном и том же уровне фактора А, а все опыты каждого 
столбца —  при одном и том же уровне фактора В. Из предыдущего раздела 
мы знаем, что этих 1с опытов достаточно для оценки влияния двух факторов 
А и В. Но вот появился еще и 3-й фактор С (тоже на к  уровнях). Можно ли его 
учесть, не увеличивая количества опытов? Оказывается, да! Разместим уров­
ни фактора С таким образом, чтобы в каждой строке и каждом столбце мат­
рицы (23.19) было ровно по одному уровню фактора С. Это можно сделать 
множеством способов. Вот один из них:

с 2 . С  >

с 2 С3 ■.. С,

С, . •• с к_ѵ

Такое расположение уровней называется латинским квадратом. Каждый опыт 
Х)і будем проводить при А), В„ а уровень С возьмем из (23.35). В выкладках 
предыдущего раздела усреднение по строкам соответствует одному и тому 
же уровню А, значит, учитываются В и С. Усреднение по столбцам соответ­
ствует учету А и С. А  усреднение по элементам побочной диагонали и пря­
мым, ей параллельным, устраняет влияние С. Теперь из этих данных можно 
найти Д ,  а затем оценить влияние каждого фактора: А, В и С.

Добавим еще один, 4-й фактор Д  тоже на к  уровнях. Обойдемся ли мы по- 
прежнему 1с опытами? Это можно будет сделать, если построить еще один 
латинский квадрат, в котором каждое сочетание факторов С (23.35) и I) 
встречается ровно один раз. Такой квадрат называется ортогональным квад­
рату (23.35), а пара двух ортогональных латинских квадратов—  латинским 
квадратом 2-го порядка. В нем, чтобы устранить влияние фактора Д  нужно 
проводить усреднение по клеткам с одинаковым уровнем фактора В. При 
этом можно быть уверенным, что в этих к данных встретятся все уровни фак­
торов А, В и С. Эти рассуждения можно продолжать и далее, но теория ла­
тинских квадратов выходит далеко за рамки этой книги. Отметим только, что 
в М АТЬАВ план эксперимента на основе латинских квадратов строит функ­
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ция ііізсіезідп. Задачи многофакторного дисперсионного анализа можно ре­
шить с помощью функции апоѵап.
И еще одно замечание. Во всех наших выкладках мы использовали тот факт, 
что в опытах встречались все возможные уровни факторов. Такая схема про­
ведения экспериментов называется полным факторным экспериментом 
(ПФЭ). Ее можно упростить, отбросив некоторые сочетания уровней факто­
р о в —  получится дробный факторный эксперимент (ДФЭ). Принципы по­
строения различных планов эксперимента изучает раздел математики, кото­
рый называется "Планирование эксперимента". В [57] есть некоторые про­
цедуры для построения различных планов эксперимента Они перечислены 
в главе 27.

23.4. Вопросы для самопроверки
1. Почему в формулах (23.5), (23.14) и других применяется 1-сторонний кри­

терий, а не 2-сторонний?

2. Какие данные представлены в таблице, возвращаемой функцией апоѵаі?
3. Как подавить вывод таблицы и графика в функции апоѵаі?
4. Покажите, что реш ение системы (23.23) + (23.30) дает результат (23.33).

5. Запишите критерий проверки значимости фактора В в 2-факторном дис­
персионном анализе.

6. Выведите критерий проверки факторов А, В и С в 3-факторном дисперси­
онном анализе на основе сведений, изложенных в разделе 23.3.



ГЛАВА 24

Метод наименьших квадратов

Пусть при проведении опытов мы меняем некоторые подконтрольные факто­
ры и хотим выяснить, как они влияют на результат эксперимента В преды­
дущей главе 23 мы исследовали, влияет ли конкретный фактор на результат 
вообще. Если влияет, то нужно решить следующую задачу: как влияет? 
В этой главе мы займемся построением теоретических зависимостей по 
опытным данным. Как правило, такие зависимости строятся с помощью ме­
тода наименьших квадратов (МНК), но в конце главы мы рассмотрим и дру­
гие подходы.

24.1. МНК и его связь с ПМП
Обозначим через х  подконтрольный фактор, различные значения которого 
будем считать детерминированными. Буквой У обозначим результат опыта —  
случайную величину.

ПРИМЕР 24.1. Через каждый час замеряется температура воздуха Здесь 
х —  время; Х/ —  моменты времени (детерминированные); У—  температура 
(случайная). □

Пусть из теоретических соображений известен вид зависимости У от х. По­
скольку величина х —  детерминированная, а У—  случайная, то в функцио­
нальной зависимости У от х  обязательно должны быть какие-то числовые па­
раметры, которые мы должны считать случайными. Обычно так и бывает: 
вид теоретической зависимости известен с точностью до числовых парамет­
ров, которые подлежат определению из опытных данных:

У=у(х,Ви В2,...,Вт). (24.1)
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Здесь В], В2, ..., Вт —  параметры, которые являются случайными величинами. 
Если бы В/ были детерминированными, то для их нахождения достаточно бы­
ло бы провести т опытов и найти В, из решения системы уравнений, которые 
мы предполагаем независимыми:

Но из-за того, что В, —  случайные, приходится проводить гораздо больше 
опытов и: п » т .  Примерная картинка, которая при этом получается, показа­
на на рис. 24.1.

Понятно, что, т. к. число опытов и больше, чем количество параметров т, мы 
в общем случае не сможем провести теоретическую кривую через все  точки 

Поэтому нужно попытаться провести "наилучшую" теоретическую 
кривую. Какую же кривую считать наилучшей? Ответ на этот вопрос дает 
ПМП. Мы должны проводить теоретическую кривую так, чтобы вероятность 
появления тех экспериментальных данных, которые проявились на практике, 
была максимальной.

Преобразуем (24.1). Заменим случайные величины В, их генеральными мате­
матическими ожиданиями (3, (это неизвестные детерминированные величи­
ны), а все случайности выделим в отдельное слагаемое:

(24.2)

У А

х

Рис. 24.1. Теоретическая кривая и экспериментальные точки

У =Ял% Рьр2,...,Р») + 2. (24.3)
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Примем следующие гипотезы, которые обычно выполняются на практике.

1. Все опыты независимые.

2. При измерениях нет систематических ошибок и промахов.

3. Ош ибка измерений распределена по нормальному закону.

4. Все опыты равноточные.

Поскольку первое слагаемое в (2 4 .3 )—  детерминированное, то случайная 
величина 2  имеет нормальное распределение и нулевое математическое ожи­
дание. Обозначим неизвестную дисперсию 2  через Д ,  а среднеквадратичное 
отклонение —  через с г. В каждом і-м опыте величина V принимает конкрет­
ное значение у, за счет того, что 2  принимает значение г,, а В. во всех опытах 
принимают значения Ъ,\

2і = УІ-У(хі, Ъь Ь2, ..., Ъпг). (24.4)

В соответствии с общей схемой выборочного метода считаем каждую г, един­
ственной реализацией случайной величины 2„ которая имеет такое же рас­
пределение, что и 2\ и все 2, независимы. В нашем случае все 2, имеют нор­
мальное распределение с нулевым математическим ожиданием и одинаковы­
ми дисперсиями Д .  Плотность распределения каждой из 2 (:

2

/ { 2і) = — ^ = е  (24.5)
с ,  Ѵ2л

а совместная плотность распределения независимых 2 (:

, 2  ѢГ 

/ ( Ъ , 2 2, . . . , 2 „ ) = ------Т П б ^  = ---------- ]— е ^  ■ 2̂4 '6)
с " (2 л )2  і=] <з"(2л)2

На практике проявились значения г, из (24.4). Согласно ПМП это значит, что 
совместная плотность распределения (24.6) долж на быть максимально воз­
можной. М аксимизируем (24.6) за счет подбора Ъ,, входящих в г,- по (24.4). 
Первый множитель от Ъ, не зависит. Э кспонента—  монотонно возрастающая 
функция, поэтому нужно максимизировать ее показатель. Знаменатель в по­
казателе также от Ъ) не зависит, а из-за минуса перед дробью получаем, что 
максимальная совместная плотность распределения достигается при выпол­
нении условия:

Ь ( Ь , Ь , - , Ь т) = = Ё { н - У & А А ’- А ) ) 2 ^ т і п .  (24.7)
/=1 /=1
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Таким образом, ПМП привел нас к результату: параметры теоретической 
кривой нужно подбирать так, чтобы минимизировать сумму квадратов от­
клонений экспериментальных ординату» от теоретических />і. Ъ2, ..., Ъ,„). 
Это и есть МНК. Функция Ь с точностью до постоянных слагаемых представ­
ляет взятый со знаком минус натуральный логарифм функции правдоподобия.

Если измерения неравноточные, то у каждой 2, —  своя дисперсия Д  и сред­
неквадратичное отклонение а,:. В этом случае вместо (24.6) имеем:

,2  , „ ,2

/ ( ъ , ъ , ^ -----—  2°' = -------7~„-----е 2^ >  (24-8)
(2Ф  П а '=1 (2л)2 П ° /

/=1 /=1

и вместо обычного М НК получаем взвешенный МНК: нужно минимизи­
ровать

Ь (Ь ,Ь , . . . ,Ь т) =  ( я - Я ^ А . - А ) ) 2 ^ т і п .  (24.9)
/=] СГ(; ,;=] СТ,;

При каждом і-м измерении появляется множитель (весовой коэффициент), 
обратный дисперсии этого измерения. Чем точнее данное измерение (меньше 
его дисперсия), тем больше весовой коэффициент. Это значит, что теоретиче­
ская кривая будет сильнее "притягиваться" к этой точке.

Представление случайной величины Г  в виде (24.3) означает, что математи­
ческое ожидание каждого измерения У) равно:

М (Уд=у(хь р ь р 2 , . . . ,р м). (24.10)

Определение 24.1. Уравнение (24.10), определяющее "наилучшую" (в смыс­
ле математического ожидания) зависимость у  от х, называется регрессией у  
нах.  □

Поэтому часто раздел статистики, который занимается построением теорети­
ческих зависимостей по экспериментальным данным, называют регрессион­
ным аначизом.

На практике после минимизации (24.7) или (24.9) мы получаем выборочные 
Ъ,, которые являются оценками генеральных (3;. Дальше в этой главе мы на­
учимся строить доверительные интервалы для (3;.

24.2. Система нормальных уравнений Гаусса
Рассмотрим задачу минимизации функции (24.7). По общим правилам иссле­
дования на экстремум мы должны найти частные производные, приравнять 
их нулю и реш ить полученную систему уравнений:
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(24.11)

І  = \ ;т.

Затем проводится исследование на выполнение достаточных условий мини­
мума. Это —  общая схема. Далее почти вся глава будет посвящена различ­
ным частным случаям. Рассмотрим такой вид зависимости от параметров Ъ,\

где —  известные (заданные заранее) функции.

Определение 24.2. Функции у /* )  в (24.12) называются базисными. □

Представление (24.12) напоминает разложение вектора по ортам координат­
ных осей или вообще лю бого элемента линейного пространства по его бази­
су. Отсюда и название функций щ(х). Мы будем пользоваться тем, что (24.12) 
фактически есть разложение «-мерного век гора г -  (уьУг, —, у п} по базису в 
«-мерном линейном пространстве. Правда, базис этот неполный: вместо « 
базисных функций есть только т. Но из линейной алгебры мы точно знаем, 
какими должны быть щ(х): они должны быть линейно-независимыми на 
множестве точек х,:. Это значит, что система уравнений относительно неиз­
вестных (',:

долж на иметь только тривиальное решение. М атрица коэффициентов при 
неизвестных С/, которая вытянута в высоту (п > т ), при этом будет иметь 
полный ранг т. Из теории линейных пространств также известно, что таких 
функций может быть не больше, чем и. Если базисных функций ровно и, то 
мы будем иметь полный базис, и кривая пройдет через все точки.

На самом деле вид (24.12) является не таким уж и частным. Вот примеры. 

ПРИМЕР 24.2. Степенная зависимость:

т
(24.12)

т

(24.13)

і -  1,и;

у  = Ь0 + Ъ]Х + Ь2х7 + ... + Ътхт.

Здесь базисные функции: 1, х, х2, ..., хт, и всего их т + 1. □

(24.14)



Гпава 24. Метод наименьших квадратов 417

ПРИМЕР 24.3. Тригонометрический многочлен (отрезок ряда Фурье):

у ^  + ± ( а ^ о 5^  + Ь ^ т Щ .  (24.15)
2 /=] ѵ I I )

В этом разложении неизвестные коэффициенты обозначены а0, а ь Ь\. а2, 
Ъ2, ..., ат, Ът, т. е. всего 2 т + \ параметров и столько же базисных функций. □

ПРИМЕР 24.4. Линейная функция двух переменных:

г = Ъ\ + /ь.ѵ + Ъъу. (24.16)

Имеет 3 базисные функции: 1 ,х и  у. □

Итак, пусть теоретическая кривая имеет вид (24.12). Подставим его в (12.7):

„ г  л2
■пііп. (24.17)

Находим частную производную по конкретному Ък и приравниваем ее нулю:

Яг и (  т \

я - І Ѵ М * , )  ч /* Ы  = 0 - 2̂4Л 8>
ѴѴк і=1 V ./=1 

Сокращаем на 2, раскрываем скобки и перегруппировываем слагаемые:

П 171 П

-'ЁУіѴь  (*<) + 2 6/ & . /  ( * / М  Й )  = °- 2̂4 ' 19)
<=і ./=1 <=і

Продолжим нашу аналогию с линейными пространствами, на этот раз уже с 
эвклидовыми. Внутренняя сумма во втором слагаемом —  это скалярное про­
изведение базисных функций щ(х) и 1)/*(х): сумма произведений одноименных 
координат. Обозначим ее так:

(Ѵ /,Ч ^) = Х Ѵ / Ы ѵ Л * / ) -  (24.20)
(=і

Первое слагаемое в (24.19) то гд а—  скалярное произведение вектора 
у = {у],у2, ....г»,! на базисную функцию ѵл(.ѵ):

(у , ^ Ь (24. 21)  
(=і

Применяя эти обозначения, из (24.19) имеем систему линейных алгебраиче­
ских уравнений (СЛАУ) для нахождения неизвестных параметров Ъ[.
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пг
Ъ ь.і ( ѵ я Ч ^ Н у .ч '* ) ; (24.22)

к -  \,т.

Определение 24.3. СЛАУ (24.22) называются системой нормальных урав­
нений Гаусса  (Карл Фридрих Гаусс (Сагі РгіесігісЬ Оаизз, 1777— 1855, 
рис. 24.2)). □

Рис. 24.2. К. Ф. Гаѵсс

Из линейной алгебры известно, что система (24.22) имеет единственное ре­
шение, если базисные функции линейно-независимые (24.13). Легко также 
доказать, что полученное реш ение доставляет минимум функции (24.7). Дей­
ствительно, при неограниченном увеличении или уменьшении лю бого й, ве­
личина Ь стремится к бесконечности. А  поскольку полученная стационарная 
точка единственная, то она доставляет минимум функции Ь.

Свойство линейной независимости базисных функций является обязатель­
ным. Без него набор функций ѵ ^і(л '), ѵ|ь (.ѵ) ,  . . . ,  ѵ|у„,(д-) вообще не является бази­
сом. В частности, мы не можем взять в качестве базисной функции нулевую, 
т. е. такую, которая во всех точках Х/ принимает значение 0. Такая функция 
будет линейно зависима с любой другой. Действительно, можно, например, 
взять коэффициент при ней С = 1, а при остальных функциях С, = 0, и (24.13) 
будет удовлетворяться.

Но есть еще одно свойство, которое, не являясь обязательным, значительно 
упрощает дальнейшие выкладки. Это ортогональность, или его частный слу­
чай —  ортонормированность.
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Определение 24.4. Две различные базисные функции у /* )  и \|ь;(л-) называ­
ются ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю:

(щ ,щ )  = 0 .П  (24.23)

Определение 24.5. Нормой базисной функции у /х )  называется квадратный 
корень из скалярного произведения у /* )  на саму себя:

І Ь I = уі(Ѵ р  V ;) = ^ & ] ( * , ) ■ П (24-24)

Определение 24.6. Система базисных функций ѵ|/](д:), ціі(х), ..., \\)„,{х) назы­
вается ортонормированной, если они взаимно ортогональны и их нормы рав­
ны единице:

(ѵ|/„ѵ|/*) = 6,*.П  (24.25)

Здесь —  символ Кронекера, равный 0 при ) Ф к и  1 при ]  = к. Если базисные 
функции ортонормированные (говорят: образую т ортонормированный ба­
зис —  ОНБ), то матрица коэффициентов системы (24.22) становится единич­
ной, и ее реш ение находятся сразу:

\ ь‘ (2 4 2 6 ) 
[А: = 1 ,т.

Но удобство применения ОНБ не исчерпывается только этим фактом. При 
применении ОНБ легко вычисляется минимальное значение функции Ь
(24.17), которое нам понадобится дальш е для нахождения доверительных ин­
тервалов параметров аппроксимации. Вычислим Хт „:

А п т = Ё  я - Ё М ' Л * , )

: Ё  ̂  “  2Ё Ё  (Хі)  + Ё  Ё  (*,)
<=і <=і ./=1 <=і .̂/=1

(24.27)

Первое слагаемое —  это квадрат нормы вектора у. Во втором поменяем по­
рядок суммирования. Квадрат суммы в третьем слагаем ом —  это двойная 
сумма с разными индексами. Имеем:

т п п т т\0
4,™ = Ш - Ъ Ё Ь Ё У і Ѵ Л * ) *  Ё Ё Ё ^ А У / О О ѵ Л * * ) *  (24.28)

./=1 /=1 /=1 ./=1 к=1



420 Часть II. Математическая статистика

Внутренняя сумма во 2-м слагаемом —  й,. В 3-м слагаемом меняем порядок 
суммирования:

пг пг пг

А™ = | |у | | - - 2 Х * ? + Х М й* 2̂4-29)
./=] ./=] к=1

Из внутренней суммы 3-го слагаемого в силу (24.25) остается только одноу-е 
слагаемое, равное 1. Поэтому окончательно имеем:

А „ ш = 1 Н Г -1 * /2 - (24-3°)
./=1

Отсюда видим еще одно преимущество применения ОНБ: Ьтіп вычисляется 
по (24.30) легко, а добавление новой базисной функции у ,„_](*), ортонорми- 
рованной по отношению ко всем остальным, не требует пересчета предыду­
щих коэффициентов Ь,. Нужно только вычислить новый коэффициент Ът-\ по 
формуле (24.26), а из выражения (24.30) вычесть дополнительно квадрат это­
го коэффициента.

Геометрическая иллюстрация этих выкладок на примере разложения вектора 
а по ОНБ (і, і, к) показана на рис. 24.3. Вектор а зд есь —  аналог «-мерного



Гпава 24. Метод наименьших квадратов 421

набора экспериментальных данных у. Если мы раскладываем а по ОНБ 
( У ,  к), то координаты этого разложения находятся так:

ах = (а ,і ) ;

* ау “ (а ’і ) ’ (24.31)
а, = (а ,к ) ;

что является аналогом формулы (24.26). А  теперь представьте, что мы хотим 
"наилучшим образом" приблизить вектор а каким-либо вектором, направлен­
ным вдоль оси Ох. Это соответствует разложению (24.12) с одной базисной 
функцией і. Если под наилучшим понимать такое приближение, при котором 
квадрат модуля разности принимает минимальное значение (МНЮ ), то нуж­
но ортогонально спроектировать конец вектора а на ось Ох. При этом наи­
лучшим окажется вектор ахі, где ах находится из (24.31). А  погрешность при­
ближения (аналог Хт„) —  это квадрат расстояния между концами векторов, 

? 2
т. е. |а|~ - а х, что соответствует (24.30).

Далее мы хотим повысить точность приближения вектора а и добавляем еще 
один базисный вектор], ортонормированный с і. "Наилучшее" приближение 
(с точки зрения М Н К )—  это ортогональное проектирование на плоскость
хОу. Старый коэффициент ах пересчитывать не нужно, а новый ау находится

? 2 2также из (24.31). Погрешность приближения теперь равна |а\ - а х- а у. 
В 3-мерном пространстве мы можем добавить еще только одну базисную 
функцию к, а в «-мерном максимальное количество базисных функций равно
и, при этом Хт„ уменьшится до нуля, что соответствует прохождению теоре­
тической кривой через все экспериментальные точки.

Так М НК связан с теорией эвклидовых пространств и ортогональным проек­
тированием. Везде, где это возможно и целесообразно, мы будем строить 
ОНБ, применяя, например, стандартную процедуру ортонормирования по 
методу Сонина —  Ш мидта.

24.3. Доверительные интервалы 
для генеральных параметров аппроксимации
Найденные из решения системы (24.22) или, в случае ОНБ, полученные по
(24.26) величины Ъь —  это оценки соответствующ их генеральных параметров 
Р*. Найдем доверительные интервалы для р*. Мы ограничимся только случа­
ем ОНБ, т. к. выкладки при этом будут значительно проще. В соответствии 
с (24.26) каждая случайная величина Вк, реализацией которой является коэф­
фициент Ък, есть линейная комбинация независимых случайных величин Т,:, 
имеющих нормальное распределение:
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« ,= (» '.Ч < ,)= /=1 {2.4.52.)

к -1  ,т.

Поэтому распределение всех Вк—  нормальное. М атематические ожидания 
Вк:

М {В к) = ± М  ( ^ Ы -  (24.33)
(=і

В соответствии с (24.10) и нашим разложением (24.12) математические ожи­
дания величин Уі, реализациями которых являются измеренияу ь равны:

т
М ( ^ Ь  (24.34)

і=і

Подставим (24.34) в (24.33) и поменяем порядок суммирования:

п т т

м {Вк ) ^ Ё Ё  Р/Ѵ/ (* ,) ъ { х і ) =  Ё  Р/ ( ѵ п ъ ) -  (24-35)
/:=1 ./=1 ./=1

В силу ортонормированности базиса (24.25) получаем:

Щ Вк) = %  (24.36)

Найдем теперь дисперсию Вк. Опять исходим из (24.32). Измерения У) —  не­
зависимые, поэтому В(Вк) находится так:

Я (* * ) = Ё ^ Ы й ) -  (24-37)
(=і

В случае равноточных измерений дисперсии всех У, одинаковые и равны І):. 
значит

/ ) ^ )  = Д||ѵ|/*|| = Д .  (24.38)

Мы выяснили, что в случае применения ОНБ оценки Вк —  нормальные с ма­
тематическими ожиданиями (24.36) и дисперсиями (24.38). Применяя вы­
кладки (21.1— 21.5), получаем доверительный интервал для любого генераль­
ного параметра р*:

ьк ~ ^  Рк^Ьк + а гм _с±. (24.39)
2 2

Эту оценку можно применять, если известна генеральная дисперсия Д .  Если 
же Д  неизвестна (а так чаще всего и бывает), то вместо нее можно взять вы­
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борочную дисперсию но тогда вместо квантилей стандартного нормаль­
ного распределения в (24.39) нужно подставить квантили ^-распределения 
Стьюдента, как мы это делали в (20.8):

Осталось только найти выборочную дисперсию и число ее степеней свободы 
/  По общему правилу число степеней свободы равно числу эксперименталь­
ных данных п минус число ограничений. В нашем случае число ограничений 
равно числу базисных функций ///. поэтому

А  выборочная дисперсия равна деленной на /  сумме квадратов отклонений 
всех экспериментальных данных у/ от их выборочных средних, т. е. теорети­
ческих значений:

Теперь границы доверительных интервалов (24.40) для каждого коэффициен­
та полностью определены. В случае ОНБ ширина всех интервалов одинако­
вая. По ним мы можем судить, значимо ли влияет какое-либо слагаемое раз­
ложения (24.12). Если доверительный интервал для соответствующ его коэф­
фициента включает (охватывает) 0, то на заданном уровне значимости этим 
слагаемым можно пренебречь. Такой подход позволяет отсеять незначимые 
факторы и тем самым упростить математическую модель.

Для упрощения модели можно использовать и такой подход. Обычно базис­
ные функции имеют однотипную структуру, а от номера]  зависят, как от па­
раметра. Сколько функций нужно взять и где остановиться? Можно посту­
пить так: последовательно увеличивать число функций т и сравнивать две 
выборочные дисперсии. Если "новая" выборочная дисперсия значительно 
меньше "старой", то добавленную базисную функцию обязательно нужно 
учесть. Если же уменьшение дисперсии незначительное или его вообще нет, 
то добавление новой функции ничего не дает и ее можно отбросить. Вот как 
выглядит критерий проверки 0-гипотезы о том, что (т + 1)-я базисная функ­
ция влияет незначительно:

(24.40)

/ = п - т . (24.41)

п — т п — т

I .
Ш111 (24.42)

т

(24.43)

Если (24.43) нарушается, то нужно учитывать слагаемое с \\>т+\. Это правило 
нужно применять с осторожностью. Может, например, оказаться, что слагае­
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мое с ѵ[/т+і влияет незначимо, а следующее с функцией \\)т+2 уже значимо. Но 
обычно в нашем распоряжении есть какие-либо теоретические соображения, 
позволяющие судить, все ли базисные функции учтены.

Мы рассмотрели общую теорию М НК и теперь переходим к конкретным за­
дачам. Обычно, если мы ничего не можем сказать о характере поведения тео­
ретической кривой, то первое, что приходит на ум —  это попытаться постро­
ить ее в виде степенной функции (см. пример 24.1). Для решения этой задачи 
в М АТЬАВ есть функции роіу^іі: и ро іутаі. Первая из них находит коэффи­
циенты аппроксимирующего полинома заданной степени, а вторая —  вычис­
ляет значения этого полинома в заданных точках  Кроме того, с помощью 
функции роіусоп^ можно вычислить доверительные интервалы, но не для Ь), а 
для у/. Если же мы хотим найти оптимальную (минимально возможную) сте­
пень аппроксимирующего полинома, то нужно воспользоваться оценками
(24.43). Но базисные функции 1, х, х2, ..., хт в общем случае не образуют ОНБ. 
Поэтому для применения оценки (24.43) нужно из функций 1, х, х2, ..., хт по­
строить ОНБ, применяя метод Сонина —  Ш мидта. Напомним его основные 
формулы. Пусть имеется некоторый базис (^і, §2, ■■■, §т)- Первый вектор (или, 
как в нашем случае, функцию) мы просто нормируем:

Из каждого следующего вектора вычитаем составляющие, коллинеарные 
предыдущим —  остается только нормальная составляющая:

Полученный вектор §1 ортогонален всем Н\, к2, ..., Ъ^\. Осталось его норми­
ровать:

Полученные векторы (йь Ь2, ..., Ьт) образуют ОНБ.

Выполним ИДЗ по аппроксимации экспериментальных данных степенными 
полиномами. Будем считать, что исходные данные находятся в текстовом 
файле роісіаіа.іхі в виде двух столбцов: 1-й—  аргументы 2 -й —  экспери­
ментальные значения у,. Введем их в программу. Найдем объем выборки п.

24.4. Аппроксимация 
степенными полиномами

(24.44)

ё к = ё к ~  і ё ь  Ьх)Ьх-  (§ь  к2)к2 - . . .  -  (§ ь  Лц )кк 4 ■ (24.45)

(24.46)
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с і е а г  а і і
з^ = ' О: \  І д і  іпЧМа-ЫаЬЧСоп-Ша-ЬаЧроІсІа-Ьа. ЪсЬ' ;
ху= 1оасі(з^ ) ; % вводим ИД -  2 столбц а
х = х у ( : ,1 ) ;  % аргументы
у = х у ( : ,2 ) ;  % функции
п=1епдО і (х) % количество точек
п =

101

Зададим уровень значимости. Выберем оптимальную степень аппроксими­
рующего полинома. Для этого составим цикл. На каждом его шаге вначале 
задаем очередную базисную функцию. Затем ортонормируем ее по отноше­
нию к предыдущим по формулам (24.44— 24.46). Далее вычисляем Ьк по
(24.26), Ьті„ по (24.30) и выборочные дисперсии по (24.42). Сравниваем выбо­
рочные дисперсии текущего и предыдущего приближений по /^-критерию 
Ф иш ера (24.43). Если текущую степень учитывать не нужно, выходим из 
цикла. То есть мы здесь предполагаем, что, если хт учитывать не нужно, то и 
более высокие степени также учитывать не надо. Как мы уже отмечали ранее, 
на практике это не всегда так. Может, например, случиться, что х3 не влияет 
(коэффициент при этой функции малый), а х4 учитывать уже надо. Поэтому 
проверку по /''-критерию Ф иш ера начнем только со 2-й степени. Во всяком 
случае, дальше мы построим графики и посмотрим, что получилось.

4 = 0 .3  % уровень значимости  
І іт іп = у '* у ;  % сумма квадратов у ( і )
^ог т = 1 :п , % подбираем  степ ен ь  полинома

р з і ( : , т ) = х . А( т - 1 ) ; % очередн ая  бази сн ая  функция 
т > 1 , % проводим ортогонализацию  б а зи с а  

^ог к = 1 :т -1 , % вычитаем | |  составляющие
р з і ( : , т ) = р з і (: ,т )  -  ( ( р з і (: , т ) ) 1* р з і ( : , к ) ) * р з і ( : , к ) ; 

епй  
епй
р з і  (: , т ) = р з і  (: , т ) /п о г т ( р з і  (: , т ) ) ; % нормируем  
Ь к=у' * р з і ( : , т ) ; % очередной  коэффициент 
Б о1сі=Ь тіп/ (п -т ) ; % стар ая  дисперси я  
Іітіп = Ііт іп -Ь к А2 ; % н ов ое зн ач ен и е Іл ііп  
О п еи = Ь тіп /( п - т - 1 ) ; % новая дисперси я

т > 1 , % проверку проводим начиная с о  2 -й  степ ен и  
О пем /О о1сі<^іпѵ(д,п - т ,п - т - 1 )  ,

^ р г іп М  (' Степень %сІ нужно учиты вать. \ п ' ,т - 1 )  ; 
е і з е

^ргіп-Ь^( ' Степень %сі н е  нужно учиты вать, в ы х о д и м .\п ', т - 1 )  ; 
т т а х = т -2 ; % степ ен ь  аппроксимирующего полинома
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Ъ геак; % выход и з  цикла 
епй  

епй  
епй

д =
0.30000000000000 

Степень 1 нужно учитывать.
Степень 2 нужно учитывать.
Степень 3 не нужно учитывать, выходим.

Аппроксимация степенными полиномами
2 0 --------- ,--------- ,--------- ,--------- ,--------- ,--------- ,--------- ,--------- г-

10

40 _±__ і_____і_____і_____і_____і_____і____ і_____і____ і____
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Рис. 24.4. Аппроксимация степенными полиномами

Можно было бы сохранить коэффициенты ък, построить аналитические вы­
ражения для ортонормированных базисных функций и записать выражение 
для аппроксимирующего полинома. Но проще сделать это с помощью функ­
ций М АТЬАВ. Поэтому теперь, когда степень полинома определена, вычис­
ляем коэффициенты полинома найденной степени и строим график, похожий 
на рис. 24.1: теоретическую кривую и экспериментальные точки. Это график 
показан на рис. 24.4.

р=ро1у^іѣ(х,у,ттах) ;
^ргіпі^ (' Аппроксимирующий полином %сі-й степени: \пу (х) =' , ттах)
^ргіп-Ь^ (' %+^12*хЛ%сІ' , [р ; [т та х : - 1 : 0 ]  ])
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с іізр  (' ')  ;
уЬ = ро1уѵ а1( р , х ) ; % т еор ети ч еск и е значения  
^ ід и г е ;
р 1 о ѣ ( х , у , ' . ' , х , у ѣ , ; 
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггегѵЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )  
ѣ і ѣ і е ( ' \М Аппроксимация степенными полиномами')  
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ 
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ у ')  % м етка о си  ОТ 
Аппроксимирующий полином 2-й степени: 
у(х)=-1.18454112*хЛ2+2.202бб512*хЛ1+1.33030512*хЛ0

24.5. Тригонометрическая аппроксимация
Иногда из теории известно, что теоретическая функция у(х ) —  периодическая 
с заданным периодом Т. Например, температура или деформация на ободе 
диска (Т — 2л) или атмосферное давление в течение суток (Г =  1 сутки). В этом 
случае теоретическую кривую также удобно искать в виде периодической 
функции с периодом Т. Такими функциями являются константа, синусы и 
косинусы, поэтому уравнение теоретической кривой ищем в виде отрезка ря­
да Фурье, как в примере 24.3:

У ^  + Ё \ а] + Ь) I- (24.47)

1 2 71/Х 2 71/Х 
Здесь базисные функции: —; со8 ; зіп—^------- всего 2 т -1  функций.

Хорошо было бы на их базе построить ОНБ. Оказывается, это очень просто 
сделать. Если удачно выбрать точки х,:, то эти функции уж е сами по себе 
окажутся ортогональными, и их останется только пронормировать. А  удачно 
выбрать точки х, тоже очень просто: нужно разбить отрезок [0; Т\ на п равных 
интервалов длиной Г/и, и взять в качестве х, концы этих интервалов (или 
начала —  это все равно, т. к. замена последней точки на первую ничего не 
меняет):

х , = — . (24.48)
п

Эти точки показаны на рис. 24.5.

■ ТЕОРЕМА 24.1. Система базисных функций с о к ^ - :  к і п ^ - :  где
2 Т Т

к - 1,т; является ортогональной на множестве точек (24.48).
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Рис. 24.5. Точки л-„ обеспечивающие ортогональность базисных функций из (24.47)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверяем ортогональность 1/2 и любого косинуса:

1 ІпкхЛ 1 -Л 2пкі 1 -Л 
—, с о з   = —у с о з ------ = — К .е у е  п , (24.49)
2 Т  )  2  /7 2

где у —  мнимая единица. Имеем сумму геометрической прогрессии с первым
.2пк

членом е " и таким же знаменателем. Вычисляем ее:

.2 пк

—,с°8 — I = -  Ке--------= о, (24.50)

1 -  е "

т. к. при любом целом к\ еі2іік=\. В этой формуле при к, кратном п, знамена­
тель обращается в нуль, но в этом случае можно раскрыть неопределенность 
и показать, что результат будет такой же. Аналогично 1/2 ортогональна лю­
бому синусу: вместо функции Ке в формулы (24.49— 24.50) нужно поставить 
значок 1т.

Проверяем дальше. Находим скалярное произведение двух различных коси­
нусов (здесь и далее у —  уже не мнимая единица, а номер гармоники):

2щх 2пкх\  -Л 2щі 2пкі 1 -Л 2%{і  + к) і
С 0 8 ---------,С 0 8 ----------  =  У С 0 5 -------- С 0 5 ----------=  — У СОЗ------- 1----------—  +

Т  Т  )  Ѣ  п П 2 %  П

2п(у] - к ) і  27г(у' + А)х^ 2 п [ ^ к ) х ' ' '   ̂ ^
У 2 ‘ Т

— ,С О З -
2 Т

Каждое из слагаемых по (24.50) обращается в нуль, причем второе скалярное 
произведение мы рассматриваем только при уѴА, поэтому оно тоже равно 
нулю. Точно так же доказывается ортогональность двух различных синусов. 
Результат будет отличаться от (24 .51) лишь минусом между скалярными про­
изведениями во второй строке. И наконец, докажем ортогональность любых 
синуса и косинуса (и разных, и одинаковых):
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. 2жіх 2жкх 
5111------,соз

Т Т
-Л . 2ліі 2пкі

: У  8111------ С08-------
1 " . 2%(] + к ) і  

— У 8111----1------ — ■
2 ,=і и

1 " . 2 п ( і ~ к ) і  ( \  , 2 и { ]  + к ) х \  ( \  , 2 и { ] - к ) х
8111 - 8111

т
,8111-

т

(24.52)

Даже при]  = к каждое из скалярных произведений равно нулю. □

Эта теорема —  дискретный аналог соответствующего свойства ряда Фурье. 
Только там под скалярным произведением понимался интеграл на отрезке 
[0; 7], а здесь —  сумма на равноотстоящих точках.

Применим для тригонометрической аппроксимации теорию  ортонормирован- 
ных базисных функций. По доказанной выше теореме ортогонализация здесь 
не нужна, наши функции уже ортогональные. Найдем квадраты их норм:

2 ’ 2 У 4 4 ’
(24.53)

2жкхС08-
Т

2%кіС08 + С08-4пкі п
2

1 4%кх—,С08------
2 Т

(24.54)

8111 -2жкх
Т

8111
2пкі - С08-4тікі п I 1 4%кх

■----—,С08--------
2 1 2 Т

= | .  (24.55)

Теперь у нас есть все данные для выполнения ИДЗ по тригонометрической 
аппроксимации. В исходных данных для этого ИДЗ (файл 1ті§с1а1:а.Ш) заданы 
2 столбца: х, и у ь и предполагается, что для х, выполняется (24.48). Вводим 
исходные данные, находим объем выборки.

с і е а г  а і і
з^ = ' О: \ ІдііпЧМа-ЫаЬЧСоп-Ша-ЬаЧ-Ьгідйаѣа. ЪсЬ' ;
ху= 1оасі(з^ ) ; % вводим ИД -  2 столбц а
х = х у ( : ,1 ) ;  % аргументы
у = х у ( : ,2 ) ;  % функции
п=1епдО і (х) % количество точек

100

Задаем уровень значимости. Вначале вычисляем коэффициент а 0 в разложе­
нии (24.47). Для этого используем формулу (24.26), для которой нормируем 
базисную функцию 1/2. Далее в цикле добавляем очередную гармонику (пару 
слагаемых (24.47)) и проверяем, нужно ли ее учитывать. Для этого находим 
коэффициенты а* и Ъь, пересчитываем Ьтіп, находим выборочные дисперсии
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с учетом и без учета этой пары слагаемых, и сравниваем их по /^-критерию 
Фишера. Если вновь добавляемая гармоника влияет незначимо, мы считаем, 
что и следующие гармоники также будут влиять незначимо, и выходим из 
цикла.

4 = 0 .3  % уровень значимости
а 0 = у ' * о п е з ( з і г е ( х ) ) / 2 / ( п / 4 ) Л0 .5 ;  % коэффициент а0
Ілпіп=у' *у-аО Л2 ; % начинаем считать  Іл ііп
Сох т = 1 :^ і х ( п / 2 ) , % подбираем  номер гармоники

а ( т ) = у ' * с о з  (2 * р і* х * т /х (е п с і) ) /  (п /2 )  Л0 .5 ;  % коэффициент при с о з  
Ъ (т )= у ' * з іп (2 * р і* х * т /х (е п с і ) ) / ( п / 2 ) Л0 .5 ;  % коэффициент при з іп  
Б о1сі=Ь тіп/ (п - ( 2 * т - 1 ) ) ; % стар ая  дисперси я  
І іт іп = Ііт іп -а  (т) А2 -Ь  (т) А2 ; % н ов ое зн ач ен и е Іл ііп  
О п еи = Ь тіп /(п - (2 * т + 1 ) ) ;  % новая дисперси я
І.С О пем /О о1сІ<^іпѵ(д,п- (2*т+1) ,п -  ( 2 * т - 1 ) ) ,

СргіггЬС (' Гармонику %сІ нужно учиты вать. \ п ' ,ш) ; 
е і з е

^ р г іп і^ ( ' Гармонику %сі н е  нужно учиты вать, в ы х о д и м .\п ',ш ); 
ішпах=т-1; % максимальный номер гармоники 
Ь геак ; % выход и з  цикла 

епй  
епй

д =
0.30000000000000 

Гармонику 1 нужно учитывать.
Гармонику 2 нужно учитывать.
Гармонику 3 не нужно учитывать, выходим.

Печатаем найденный тригонометрический полином. Нам удобнее выразить 
его не через нормированные тригонометрические функции, а через исходные, 
как в формуле (24.47), что мы и делаем.

^ р г іп і^ ( ' Тригонометрический полином %сі-й с т е п е н и : \п ' ,т т а х )  
гргігѵЬ^ ( 'у  (х) =% +Л 2' , а 0 / 2 /  (п /4 )  Л0 .5 )  ; % средний уровень  
и = [ 1 :ішпах;о п е з  ( 1 ,типах) *х  (епй) ] ; % вспомогательный м ассив  
г р г і п «  (' % +гі2*соз (2*рі*%сі*х/%с1) % + гі2*зіп  (2*рі*%сі*х/%с1) ' , . . .

[а (1  :штах) /  (п /2 )  Л0.5;м ;Ъ (1:іш пах) /  (п /2 ) Л0 .5 ; м ] ) ; 
сНзр (' ')  ;
у Ь = а О * о п е з (з іг е (х ) ) / 2 / ( п / 4 ) Л0 .5 ;  % т еор ети ч еск и е значения  
Сот к=1:ішпах,

уЬ=уЬ+а (к) /  (п /2 )  Л0 . 5 * с о з  (2 * р і* х * к /х  (е п й )) + . . .
Ъ (к) /  (п /2 )  Л0 . 5 * з іп  (2 * р і* х * к /х  (е п й )) ;

епй
Тригонометрический полином 2-й степени:
у (х)=+1.30468512+1.05934 412*соз(2*рі*1*х/10)-2.84 942512*зіп(2*рі*1*х/10)+ 
2.38673712*соз(2*рі*2*х/10)-1.094 36112*зіп(2*рі*2*х/10)
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И наконец, рисуем картинку (рис. 24.6): теоретическую кривую и экспери­
ментальные точки.

^ ід и г е
р 1 о ѣ ( х ,у ,1. 1,х ,у ѣ ,
зеѣ  (деѣ  (дсі, ' Сиггеп-ЬАхез

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )
-Ьі-Це (' Х М Тригонометрическая аппроксимация')  
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ 
у І а Ь е ! ( ' \ і ѣ у ')  % м етка о си  ОТ

Тригонометрическая птфок< іпиціія
10------- ,------- ,------- ,------- ,------- ,------- ,------- ,-----

8

б

д ____ і_____і___ ^ _____і_____і____ і____ і_____і____ і____
О 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Рис. 24.6. Аппроксимация тригонометрическими полиномами, 
выполненная с помощью МЛТЬЛВ

24.6. Аппроксимация 
функции нескольких переменных
М НК можно применять для аппроксимации функции не только одной, но и 
нескольких переменных. Если мы используем разложение вида (24.12), то все 
базисные функции должны зависеть в общем случае от всех переменных

ЦІі(к ) = ЦІІ{Х ],Х2,...,Хм), (24.56)
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где нижний и ндекс—  это номер переменной, а не точки; N —  число пере­
менных (координат вектора х). Особенностью аппроксимации функции не­
скольких переменных является то, что здесь ортогональность базисных 
функций достигается не только за счет выбора самих функций, но и за счет 
выбора точек для эксперимента (уровней факторов). Иными словами, для 
многофакторного эксперимента необходимо правильное планирование. Рас­
смотрим некоторые примеры.

24.6.1. Линейная модель 
для 2-факторного эксперимента
Обозначим независимые переменные через х  и у,  а результат эксперимента —  
через г. Пусть по каким-либо теоретическим соображениям г долж на быть 
линейной функцией:

2 = Ъ0 + Ъхх + Ъ}у.  (24.57)

На основании экспериментальных данных (х і ,У ь 2і)> (*.'• У'- -  ..., (х„,у„,2„) 
требуется по М НК найти параметры линейной модели Ьо, Ъх и Ъу. Базисные 
функции здесь 1, х, у ,  и в общем случае они не ортогональны. При решении 
задачи в М АТЬАВ можно воспользоваться интерфейсом гз-ьооі или просто 
решить систему нормальных уравнений Гаусса (24.22). Но если мы в даль­
нейшем захотим наращивать степень аппроксимирующего полинома по од­
ной или обеим переменным, то удобнее это делать в ОНБ. Поэтому рассмот­
рим построение ОНБ из функций 1 , х , у ,  хотя ИДЗ будем выполнять без него. 
Условия ортогональности для наших базисных функций имеют вид:

(1,*) = Х * і = 0; (Ь .у) = = & я = 0 - (24.58)
<=і <=і <=і

Первые 2 условия могут быть выполнены, если вести отсчет не от 0, а от 
средних точек піх и ту\

т1 = 5 ”і = - ^ У і  ■ (24.59)
И /:=1 И /=1

Теперь в линейной модели:

2 = Ь0 + Ьх(х -  тх) + Ъуіу- т*у) (24.60)

первые 2 условия ортогональности из (24.58) выполняются:

(і , * - і я * )  = X  ( * / - т * )  = 0; ( і , у - і я * )  = X  ( у , - і я * )  = 0. (24.61)
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Третьему условию:

{ х - т х , у -  т],) = X (*, -  тх )(Л -  ту ) = О (24.62)

можно удовлетворить, если спланировать эксперимент таким образом, чтобы 
точки занимали все ячейки прямоугольной таблицы Ы т .  Такая схема
называется полный факторный эксперимент (ПФЭ). В данном случае имеем 
ПФЭ Ы т. Будем обозначать уровни фактора х  через і = 1,2, . . . ,  I (строки 
матрицы эксперимента), а уровни фактора у —  через у , , ]  = \, 2 ,...,  т (столбцы 
матрицы эксперимента). Экспериментальные значения пометим двумя индек­
сами: 2у, они образую т матрицу:

*12

V. 2П 212

2 т

1т У

(24.63)

При такой схеме проведения опытов 3-е условие ортогональности (24.62) 
также выполняется:

I т

[ х~тх, У~ту) = X[хі~тх)X(̂  “Ч) = 0’ (24.64)

т. к. двойная сумма распадается на произведение двух сумм, каждая из кото­
рых равна нулю.

Нормируем наши базисные функции. Квадраты норм:

/ т
м2

/=і ./=

/
II* - т ** \ = Т Т  ( хі - т ** У = т Х  ( х^  пі )"/=] у=1 /=]

II? / 171 '
IIу  -  ту || = X X  ( ^  -  т1 ) ~ =  1Х  ( ^  -  пь  }  ■

Теперь базисные функции:

/ = і  . /=

т

х - т г у -  т 
Ѵх=іі------- Тіг; 4%=н------- Гп

\\х -  тг У -  т

(24.65)

(24.66)

(24.67)

(24.68)
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представляют собой ОНБ. По (24.26) находим коэффициенты аппрокси­
мации:

и строим линейную модель, которая вместо (24.60) теперь имеет вид:

Проверку адекватности линейной модели можно провести, сравнивая гене­
ральную дисперсию опытов Д  (если она известна) с выборочной дисперсией 
линейного приближения Д ,  которая вычисляется по формуле (24.42). В на­
шем случае:

а число степеней свободы / = 1 т —3, т. к. на Іт опытов накладывается 3 огра­
ничения (выбраны 3 базисные функции). Линейную модель можно считать 
подходящей на уровне значимости если /.)/ не слишком велика по сравне­
нию с Д :

Если же (24.74) нарушается, то линейная модель не годится. В этом случае 
нужно подбирать другие теоретические зависимости.

Если генеральная дисперсия Д  неизвестна, то пока что линейную модель нам 
не с чем сравнить. В этом случае нужно увеличивать степени полиномов по х 
и (или) по у  и сравнивать выборочные дисперсии различных приближений.

/ т

(24.69)

/ т

(24.70)

/ т

(24.71)

2 = Ъ0Щ + ЪХЦ)Х + Ъ}Щ,. (24.72)

(24.73)

о
(24.74)
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Выполним ИДЗ по линейной аппроксимации функции двух переменны х Ис­
ходные данные для этого задания находятся в текстовом файле Пѵоііплхі в 
виде матрицы размером ( /+1)  х (т +1). Первый столбец (начиная со 2-го эле­
мента) —  уровни фактора х. Первая строка (начиная со 2-го элемента) —  
уровни фактора у .  Остальная часть матрицы —  экспериментальные данные 
2у. Введем исходные данные. Определим размерности задачи.

с і е а г  а і і
з^ = ' О: ХідІіпХШѢІаЪХСоггШа-ЬаХЪгоІіп. ЪсЬ' ;
ой=1оасі(з^) ; % вводим ИД
х= осі(2:епс1,1) ; % уровни фактора х
у=осі (1 ,2 :  епсі) ; % уровни фактора у
2= о й ( 2 : е п й ,2 : е п й ) ; % результаты  эксперим ента
1=1епд№  (х)
т= 1еп д №  (у)
1 =

18
т  =

14

Построим сетку ПФЭ. Вычислим коэффициенты при неизвестных и правые 
части системы нормальных уравнений Гаусса (24.22). Коэф ф ициенты —  это 
всевозможные скалярные произведения базисных функций: 1, х, у. Правые 
части —  скалярные произведения экспериментальных данных г,у на базисные 
функции. Решим систему (24.22). Напечатаем решение.

[X, У] =ю езЬдгіс! ( у , х ) ; % сет к а  узловы х точек  
А (1 ,1 )= 1 * ш ; % начинаем заполнять матрицу 
А (1 ,2 )= зш п (зи п і(Х )) ;  % коэффициентов системы  
А ( 1 ,3 ) = з и т (з и т (У )) ;  % уравнений Г аусса  
А (2 ,2 )= зш п (зи п і(Х . Л2 ) ) ;
А (2 ,3 )= зш п (зи п і(Х .* У )) ;
А (3 ,3 )= зи п і(зи п і(У . Л2 ) ) ;
А=А+( І г і и (А ,1 ) ) ' ;  % дополнили симметрично
с ( 1)=зш п(зипі(2) ) ; % правые части
с (2 )= зи п і(зи п і(2 .* Х )) ;
с  (3) =зипі (зи т  ( г . *У )) ;
с = с ( : ) ;  % сдел ал и  стол бец
Ъ =А\с; % решаем си стем у уравнений Г аусса
сН зр ( ' Линейная м о д ел ь : ' )
г р г і п « ( ' г ( х , у ) =% гі2% +гі2*х% +гі2*у. ' ,Ъ ) ;
Линейная модель:
г(х,у)=2.55280112-2.3124 0312*х-2.31925912*у.



436 Часть II. Математическая статистика

Вычислим по этой формуле теоретические значения г. Построим на одном 
графике (рис. 24.7) теоретическую плоскость и экспериментальные точки. 
Выберем точку просмотра.

гЪ =Ъ (1)+Ъ (2)*Х +Ъ (3)*Т ; % т еор ети ч еск и е аппликаты 
^ ід и г е ;
з и г ^ (Х ,У , 2І ) ; % т еор ети ч еск ая  п оверхность  
Ьоісі оп
р І о І З (X, У, 2 , ' Ь . ' ) ;  % экспериментальные точки  
Ъоісі оіі
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' Сиггеп-ЬАхез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Р о п І З іг е ' ,1 0 )
-Ьі-Ые (' \ М  Линейная модель для 2 -ф акторного эк сп ер и м ен та')
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')  % м етка о си  ОТ
г І а Ь е І ( ' Ч іѣ г ')  % м етка о си  02
Ьох оп  % ограничивающий прямоугольник
д г іс і оп  % сет к а
ѵ і е и (7 0 ,4 0 )  % выбрали точку просмотра

Рис. 24.7. Линейная аппроксимация функции двух переменных,
выполненная с помощью МЛТЬЛВ
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24.6.2. Полином для 2-факторного эксперимента
Пусть после проверки (24.74) выяснилось, что линейная модель непригодна 
для аппроксимации имеющихся экспериментальных данны х В этом случае 
нужно повысить степень аппроксимирующего полинома по одной или обеим 
переменным. Если мы заранее определились со степенями по х и у,  можно 
просто добавлять новые базисные функции в разложение (24.57). В этом слу­
чае построение системы уравнений Гаусса (24.22) и ее реш ение средствами 
М АТЬАВ не вызывает затруднений. Гораздо интереснее реш ить задачу под­
бора оптимальной степени полинома. До каких пор наращивать степень по 
той или иной переменной? Включать ли слагаемые с произведением ху, т. е. 
учитывать ли взаимовлияние факторов? Для ответа на эти вопросы нужно 
построить ОНБ. Тогда мы сможем, добавляя те или иные функции в набор 
(24.12), проверять значимость этих добавок по (24.43). А  построить ОНБ 
в случае ПФЭ очень просто.

■ ТЕОРЕМА 24.2. Пусть функции р\(х), рг(х), ..., рі{х)  образуют ОНБ на 
множестве точек X], Х2, ..., х/ (очевидно, і  < /). Пусть другая система функций 
с/\(у). ..., также образует ОНБ на множестве то ч еку ь у 2, ..., у„„ где 
М < т .  Тогда их всевозможные произведения 7'„г,(.ѵ. г) ^ / ’„(ѵ)%,(г) образуют 
ОНБ на сетке ПФЭ I х т.

Доказательство.  Вычислим скалярное произведение двух различных функ­
ций Г, т. е. функций, у которых отличается хотя бы один нижний индекс:

/ 171

(тсф’ту&) = Х Х Р ч  (хі)%  (Уі) Р і (у І) = ^  Ру )(?е> % ) = 0 , (24.75)
/:=1 і=]

т. к. хотя бы одно из скалярных произведений равно нулю. Из этой же фор­
мулы видно, что норма каждой функции Т  равна 1. □

Эта теорема позволяет легко строить ОНБ для функции двух, трех и больш е­
го числа переменных. Заметим, что иногда удается построить и ДФЭ, для ко­
торого условие (24.75) выполняется, но это гораздо более сложная задача.

Далее задача решается стандартными методами, которые мы рассмотрели 
выше. Коэффициенты аппроксимации находим по (24.26). Выборочные дис­
персии вычисляем по (24.42), а сравниваем по (24.43). По результатам срав­
нения делаем вывод: включать или нет проверяемое слагаемое в (24.12).

24.7. Нелинейная зависимость 
от параметров
До сих пор во всех задачах мы использовали теоретическую зависимость ви­
да (24.12). Теоретическая кривая (или поверхность) могла нелинейно зависеть
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от аргументов, но всегда линейно зависела от параметров аппроксимации Ъ/. 
Иногда теоретические соображения подсказывают другое.

ПРИМЕР 24.5. Радиоактивный распад. Скорость распада вещества в данный 
момент времени прямо пропорциональна его количеству в данный момент. 
Теоретическая зависимость массы у  от времени х:

где Ъ]> О —  начальная масса, Ъ2>  0 —  параметр скорости распада. Если зада­
ны экспериментальные точки, то уравнение теоретической кривой нужно ис­
кать в виде (24.76). □

ПРИМЕР 24.6. Насыщение. По этому закону изменяется, например, ток во 
время переходного процесса при включении напряжения и большом сопро­
тивлении в цепи. Уравнение кривой насыщения:

Здесь Ы> 0 —  предельное значение, к которому стремится функция, Ъ2>  0 —  
параметр скорости достижения предельного значения. □

Разумеется, могут быть и другие виды теоретических зависимостей, нели­
нейных относительно параметров Ъ,. Для решения этой задачи в М АТЬАВ 
имеется функция п ііп ^ іі:. В качестве входных параметров ей нужно передать 
экспериментальные точки (х/,у/), вид теоретической функции и начальные 
приближения для параметров Ъ,. Процедура для вычисления теоретической 
функции долж на быть составлена по определенным правилам. Ее заголовок 
должен иметь вид:

^ипсЬіоп у=МуРипс (ЪеЪа, х)

Здесь первый аргумент —  параметры аппроксимации, а второй —  аргументы 
Хі. Возвращаться должны теоретические ординаты у,. Ф ункцию нужно запи­
сать в какой-либо каталог, доступный системе М АТЬАВ, как обычную 
ш-функцию. В данном случае нужно записать ее в файл с именем Муі ипс.т . 
Возможны также и другие варианты задания функции, которые можно по­
смотреть в справочной службе.

Выполним ИДЗ по построению кривой насыщения. Пусть исходные данные 
для него хранятся в текстовом файле с именем пІііі.Ш  в виде двух столбцов. 
Первый столбец —  это а второй —  у/. Введем данные в программу, опре­
делим объем выборки.

с і е а г  а і і
з^ = ' О: ХідІіпХМ аІІаЬХСоп-Ш аІаХпІіп. ЪсЬ' ;

(24.76)

(24.77)
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ху= 1оасі(з^ ) ; % вводим ИД -  2 столбц а  
х = х у ( : ,1 ) ;  % аргументы  
у = х у ( : ,2 ) ;  % функции 
п=1епдО і (х) % количество точек
п  =

101

Составим функцию, реализующую вычисление ординат кривой насыщения
(24.77). Запишем ее в текущий каталог и выведем на экран.

8 {1 }  = '& дпсЬіоп у=М уРипс(Ъеѣа,х) ' ; % загол ов ок  
з { 2 } = 'у = Ъ е ѣ а (1 )* (1 - е х р ( -Ъ е ѣ а (2 )* х ) ) ;
^ І1еп ат е= ^ и 11^ і1е(р и сі, 'М уР ип с.т') ; % файл 
сН зр ( [ ' Т екст файла ' ^ і іе п а т е  ' : ' ] )  
гргігѵЬ^ (' % з\п' , з  { : } )  ;
^ іс і= ^ ор еп (гі1еп ап іе , ' м ' ) ; % открыли файл 
^ргігѵЬ^(^і<3, '% з\п' , з { : } )  ; % запи сали  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б: \Ід1іп\Ма1:1аЬ\Соп1:Оа1:а\МуРипс .т:
и̂пс-Ьіоп у=МуРипс (Ье1:а, х)
у=Ье1:а (1) * (1-ехр (-ЪеЪа (2) *х) ) ;

Решим задачу нелинейной аппроксимации с помощью функции п і і п ш .  На­
печатаем уравнение найденной кривой насыщения.

Ъ = п 1іп г± 1:(х ,у , ’МуРипс' , [1  1 ] )  ; 
сН зр ( ' Уравнение кривой насыщения: ' )  
г р г іп « ( 'у = % г і2 *  ( 1 - е х р (% +гі2*х)) Д п ' ,Ъ ( 1) , - Ъ ( 2 ) )
Уравнение кривой насыщения:
у=1.46252112*(1-ехр(-0.834 60912*х)).

Вычислим теоретические значения в наших точках х,. Нарисуем на одном 
графике (рис. 24.8) экспериментальные точки и теоретическую кривую на­
сыщения. Сотрем ненужный теперь файл М уРипс.т.

уЬ=МуРипс(Ь, х ) ;  % в ы ч и с л и л и  т еор ети ч еск и е у  
^ ід и г е ;
р 1 о ѣ ( х , у , ' . ' , х , у ѣ , ; 
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггепЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )
-Ьі-Це (' \М К ри вая насыщения') 
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ 
у Іа Ь е І  (' \ і ѣ у ')  % м етка о си  ОТ 
й е іе ѣ е ( ^ і іе п а т е )  % удалили файл
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Ьфивпя насыщения
2 ------- ,------- ,------- ,------- ,------- ,------- ,---

1.5

1

0.5 -

0,!

д 5 _____ і_____ і______і_____ і______і_____ і_____ і______і_____ і_____
' 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Рис. 24.8. Нелинейная зависимость от параметров, выполненная с помощью МЛТЬЛВ

24.8. Метод наименьших, но не квадратов
Если распределение случайных ошибок нормальное, а измерения независи­
мые, то из ПМП следует МНК. Но не всегда гипотезы из раздела 24.1 выпол­
няются. Поэтому иногда вместо минимизации суммы квадратов отклонений 
экспериментальных точек от теоретических значений приходится минимизи­
ровать совсем другую величину:

□  сумму модулей отклонений;

□  максимальное по модулю отклонение;

□  сумму модулей кубов или более высоких степеней отклонений;

□  другую величину, характеризующую отклонение экспериментальных то­
чек от теоретической кривой.

Любую из этих задач легко можно решить с помощью М АТЬАВ. Рассмот­
рим, например, первые две постановки: минимум суммы модулей отклонений 
и минимум максимального по модулю отклонения. Решим эти задачи для то­
го же самого варианта данных, что и в разделе 24.4. При этом ограничимся 
для всех случаев полиномом 2-й степени. Вначале введем исходные данные и 
найдем параметры квадратичной модели по МНК.
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с і е а г  а і і
з&=' О: \  І д і  іпЧМа-ЫаЬЧСоп-Ша-ЬаЧроІсІа-Ьа. ЪсЬ' ;
ху= 1оасі(з^ ) ; % вводим ИД -  2 столбц а
х = х у ( : , 1 ) ;  % аргументы
у = х у ( : , 2 ) ;  % функции
п=1епдО і (х) % количество точек
р = р о 1 у ^ іѣ ( х , у , 2 ) ;
^ р г іп і^ ( ' Полином 2 -й  степ ен и  по МНК: \ п у ( х ) = ' )  
г р г і п «  (' % +П2*хЛ%сІ' , [р ; [ 2 : - 1 : 0 ] ] )  ;
^ р г іп ѣ г ( 1\ п 1) ;
п  =

101
Полином 2-й степени по МНК:
у(х)=-1.18454112*хЛ2+2.202бб512*хЛ1+1.33030512*хЛ0

В инструментарии М АТЬАВ для решения задач оптимизации [53] есть функ­
ция йпіпзеагсь, с помощью которой реш ается задача минимизации функции 
нескольких переменных. Ей нужно передать в качестве параметров имя ми­
нимизируемой функции (ш-файла), начальное приближение, параметры на­
стройки, а также параметры, которые нужно передать минимизируемой 
функции. Составим такую функцию и запишем ее в текущий каталог.

з {1} = ' ^ипсЬ іоп  Ь=М уРипсЗтосі(Ь ,х,у) ' ; % загол ов ок  
з { 2 }  = 'Ь=зшп(аЪз ( у - Ъ ( 1 ) * х .А2 -Ъ (2 )* х - Ъ (3 ) ) )  ; ' ;
^п1=^ и11^ і1е (рисі, 'М уР ипсЗтосі.т ') ; % файл 
с іізр  ( [ '  Т екст файла ' &і1 ' : ' ] )
^ргіп-Ь^ (' % з\п' , з { : } )  ;
^ісі=&эреп ( й і і , ’м ' ) ; % открыли файл 
^ргігѵЬ^(^ісі, '% з\п' , з { : } )  ; % запи сали  файл 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрываем файл
Текст файла Б: \Ідііп\Ма1:1аЬ\Соп1:Оа1:а\МуРипс5тос1.т:
и̂пс-Ьіоп Ь=МуРипс5тос1 (Ь, х, у)
Ь=зит(аЬз(у-Ь(1)*х.л2-Ь(2)*х-Ь(3)));

Эта функция будет минимизироваться по аргументам ь, а переменные х и у —  
параметры. В качестве начальных приближений коэффициентов берем зна­
чения, полученные по МНК. Решаем задачу и печатаем найденный аппрок­
симирующий полином.

р 1 = й п іп зеа гсЬ  ( ' МуРипсЗтосі' ,р ,  [] , х , у )  ;
^ р г іп і^ ( ' Полином 2 -й  степ ен и  по минимуму суммы м о д у л ей : \п у ( х ) = ' )  
г р г і п «  (' % П2*хЛ%сі' ,  [ р і ;  [2 : - 1 : 0 ]  ] )  ;
^ р г іп ѣ г ( 1\ п 1) ;
Полином 2-й степени по минимуму суммы модулей: 
у (х)=-1.17 954 412*хЛ2+2.20б74б12*хл1+0.99880712*хл0



442 Часть II. Математическая статистика

Точно так же поступаем и во втором случае. Составляем функцию, которая 
будет минимизироваться, и записываем ее в текущий каталог.

б {1} = ' ^ипсЬ іоп  Ь=МуРипсМпос1(Ь,х,у) ' ; % загол ов ок  
з { 2 }  = 'Іі=чпах(аЪз (у -Ъ (1) * х . Л2- Ъ( 2)  * х - Ь ( 3 ) ) )  ; ' ;
Й і2=& д11^і1е (р ж і, 'М уРипсМ пой.т') ; % файл 
с іізр  ( [ '  Т екст файла ' &і2 ' : ' ] )
€ргіх&± ( ' % з\п' , з { : } )  ;
^ісі=^ореп ( й і 2 , ’м ' ) ; % открыли файл 
^ р г іп і^  (^ іс і, ' % з\п' , з {  : }) ; % запи сали  файл 
^ с іо з е  (^ісі) ; % закрьшаем файл
Текст файла 0:\Ід1іп\Ма1:1аЪ\Соп1:0а1:а\МуІГипсМтос1.т:
^ипсЬіоп Ь=МуЕ’ипсМтой (Ь, х, у)
Ь=тах(аЬз(у-Ъ(1)*х.л2-Ъ(2)*х-Ъ(3)));

МНК. сумма модулей и максимум модуля
20------- ,------- ,-----------------------,------- ,----:—,----—г-

10

.40 _±__ і____ і_____і____ і_____і____ і____ і_____і____ і____
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Рис. 24.9. Метод наименьшей суммы модулей 
и наименьшего максимума модуля отклонений

М инимизируем эту функцию —  находим коэффициенты полинома 2-й степе­
ни по методу наименьшего максимального отклонения.

р 2= & п іп зеагсіі ( ' МуРипсШюсі' ,р ,  [] , х , у )  ;
СргіггЬС ( [  'Полином 2 -й  степ ен и  по ' . . .

'минимуму максимума м одул я : \п у ( х ) = ' ] )
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гр г іп ѣ г  (' % П2*хл%сі', [р 2 ; [2 : - 1 : 0 ]  ] )  ; 
гр гіп ѣ г( 1\ п 1) ;
Полином 2-й степени по минимуму максимума модуля: 
у(х)=-1.20б20б12*хЛ2+1.42225112*хЛ1+1.28805б12*хЛ0

Вычисляем теоретические значения и строим все 3 графика на одном рисунке 
(рис. 24.9). Удаляем ненужные теперь файлы.

уЬ = ро1уѵ а1( р , х ) ; % т еор ети ч еск и е значения по МНК 
у -Ц = р о 1 у ѵ а 1 (р і, х ) ; % т еор ети ч еск и е значения по сумме модулей  
уЬ 2=ро1уѵ а1(р 2 , х ) ; % т еор ети ч еск и е значения по шах модуля  
^ ід и г е ;
р 1 о ѣ (х ,у ,  1 . к 1 , х , у Ь, ,х ,у ѣ 1 ,  ,х ,у Ь 2 , ; 
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггепЬАхез

' РопШ аше' , 'Т ію ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \ЬШНК, сумма модулей и  максимум м од ул я ')  
х І а Ъ е І ( ' \ і Ъ с 1) % м етка о си  ОХ 
у Іа Ь е І  (' Чі-Ьу')  % м етка о си  ОТ 
й е іе ѣ е (^ п і)  % удалили файлы 
й е і е ѣ е (^п2)

24.9. Вопросы для самопроверки
1. Почему в М НК предполагается, что все случайные измерения распределе­

ны по нормальному закону? Как изменится метод, если все ошибки будут 
иметь равномерное распределение с нулевыми математическими ожида­
ниями и одинаковыми дисперсиями?

2. Можно ли построить больше, чем п базисных функций? Почему (или как)?

3. Выведите доверительные интервалы для генеральных параметров аппрок­
симации если базисные функции не ортогональны.

4. Найдите в литературе или Интернете доказательство формул (24.41—  
24.42).

5. Какое максимальное значение т возможно в формуле (24.47)? Будут ли 
выполняться условия ортогональности для более высоких гармоник?

6. Будут ли ортогональными базисные функции (24.47), если точки х, выби­
рать не в конце каждого участка, как на рис. 24.3, а, например, в середине? 
Или на любом, но одинаковом расстоянии от начала?

7. Решите с помощью М АТЬАВ задачу построения линейной модели для
2-факторного эксперимента, используя ОНБ. Будет ли отличаться оконча­
тельный результат?



444 Часть II. Математическая статистика

8. Для исходных данных из раздела 24.6.1 постройте полную квадратичную 
модель, т. е. учтите дополнительно слагаемые с базисными функциями х2, 
ху  и у 2. Какими получились коэффициенты аппроксимации для них?

9. Найдите доверительные интервалы для параметров кривой насыщения 
с помощью функции пірагсі.

10. Сильно ли отличаются кривые МНК, метода наименьшей суммы модулей 
отклонений и метода наименьшего максимального по модулю откло­
нения?



ГЛАВА 25

Корреляционный анализ

В курсе теории вероятностей обычно изучается тема "функции случайных 
величин". Там рассматриваются детерминированные функции случайных ве­
личин. Например:

У = Ф (А ). (2 5 .1 )

Здесь X —  случайная величина, имеющая некоторый закон распределения, а 
Ф —  детерминированная функция. В результате применения функции ф к ве­
личине X  получается другая случайная величина У, которая имеет уже свой 
закон распределения, в общем случае отличный от закона распределения X. 
Если провести статистические испытания (взять выборку х,), то соответст­
вующие значения у будут равны ф(д',). Экспериментальные точки (х„у,) 
в точности ложатся на график функции (2 5 .1 ), как показано на рис. 2 5 .1 , а.

Другая, в некотором смысле прямо противоположная задача была нами рас­
смотрена в предыдущей главе 24. Там аргументы х, были детерминированны­
ми, а у/ —  случайными. Эта ситуация изображена на рис. 25.1, в.

Рис. 25.1. Связь корреляционного анализа с другими задачами математической статистики: 
а  -  функция случайной величины; и  -  корреляционный анализ; в  -  регрессионный анализ
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В этой главе мы рассмотрим промежуточную (или смешанную) задачу, ил­
люстрация к которой—  на рис. 25.1, б. Здесь реализации и Х ,  и У —  случай­
ные, и мы будем оценивать, взаимосвязаны ли между собой эти величины, и 
если да, то насколько сильно. В более общем случае задан многомерный слу­
чайный вектор X, и нужно по заданной выборке оценить силу взаимного 
влияния его координат. Но этот случай сводится к предыдущему, т. к. коор­
динаты вектора X можно рассматривать попарно.

25.1. Понятие о корреляции
Связь между двумя случайными величинами X  и У является связью особого 
рода: когда при изменении X  меняется У, то нельзя заранее сказать, является 
ли это следствием зависимости У от X  или здесь сказывается влияние случай­
ных факторов в самих X  и У. Связь такого рода называется стохастической.

Определение 25.1. Связь между координатами случайного вектора называ­
ется стохастической. □

ПРИМЕР 25.1. Температура воздуха и атмосферное давление в данный 
момент времени —  две случайные величины. Связь между ними —  стохасти­
ческая. □

В стохастической связи есть две составляющие. Одна из них зависит от вза­
имного влияния X  и У, а другая —  от случайностей в самих X  и У.

Определение 25.2. Та часть стохастической связи, которая определяется 
взаимовлиянием X  и У, называется стохастической составляющей стохасти­
ческой связи. □

Определение 25.3. Та часть стохастической связи, которая определяется 
случайностями самих X  и У, называется случайной составляющей стохастиче­
ской связи. □

Структура стохастической связи показана на рис. 25.2. Из определений 25.2 и 
25.3 следует, что чем больше доля стохастической составляющей в стохасти­
ческой связи, тем сильнее связаны между собой X  и У. И наоборот, чем выше 
доля случайной составляющей, тем меньше они связаны. Поэтому, если мы 
хотим численно оценить силу взаимосвязи X  и У, нужно ввести в рассмотре­
ние такую числовую характристику, которая могла бы характеризовать долю 
стохастической составляющей в стохастической связи. Давайте посмотрим, 
как это можно сделать.

Начнем с независимых величин. Мы знаем, что для независимых X  и У дис­
персия их суммы равна сумме дисперсий:

В ( Х + У )  =  О х + О у. (25.2)
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Это условие могло бы служить критерием разделения величин на зависимые 
и независимые, если бы было справедливо и обратное утверждение. Но это, 
к сожалению, не так: если А 'и  У зависимые, то это не значит, что (25.2) нару­
шается. Бывают такие зависимые величины, для которых (25.2) выполняется. 
Значит, мера нарушения (25.2) может служить характеристикой не всей сто­
хастической составляющей, а только некоторой ее части, которая называется 
корреляцией.

Рис. 25.2. Структура стохастической связи

Определение 25.4. Корреляцией называется та часть стохастической со­
ставляющей стохастической связи, которая влияет на нарушение равенст­
ва (25.2). □

Это определение также проиллюстрировано на рис. 25.2. А  на рис. 25.3 пока­
зано разделение случайных величин на зависимые и независимые, коррели­
рованные и некоррелированные.

Рис. 25.3. Зависимые и независимые, коррелированные и некоррелированные
случайные величины
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Определение 25.5. Случайные величины X  и У называются коррелирован­
ными, если для них (25.2) нарушается, и некоррелированными, если (25.2) 
имеет место. □

Очевидно, если X  и У коррелированные, то они и зависимые, но не наоборот. 
Выполнение или невыполнение условия (25.2) служит критерием разделения 
величин не на зависимые и независимые, а на коррелированные и некоррели­
рованные. На первый взгляд кажется, что это не совсем то, что нам нужно, но 
на самом деле это не так. Существует очень широкий класс случайных вели­
чин, для которых любая зависимость означает коррелированность. В частно­
сти, такими являются все нормально распределенные величины (дальше мы 
это докажем). А  поскольку в математической статистике мы часто имеем де­
ло именно с нормальными величинами, то будем оценивать силу взаимосвязи 
между случайными величинами X  и У по корреляции между ними. Оценим ее 
численно. В общем случае, если X  и У зависимые, дисперсия их суммы равна:

В (Х +  У) = М ( ( Х -  тх) + ( У - т ^ ) 2 = Ох + Оу + 2 М ((Х -т х)(У -т ^ ).  (25.3)

Появление второго смешанного центрального момента свидетельствует о за­
висимости X  и У. Если он отличен от нуля, то наши X  и У коррелированные. 
Поэтому по величине М((Х -  тх)(У -  ту))  можно судить об абсолютной вели­
чине корреляции. Но нам было бы удобнее иметь относительную величину, 
которая характеризовала бы долю корреляции в стохастической связи. Вве­
дем такую величину.

Определение 25.6. Коэффициентом корреляции р называется отношение 
второго смешанного центрального момента величин X  и У к произведению их 
среднеквадратичных отклонений:

р = м ( ( Х - т х) ( Г - т , ) )  м ( ( Х - „ , , ) ( Г - щ ) )  п  (254)

Если р = 0, то X  и У некоррелированные, т. к. в этом случае выполняет­
ся (25.2). И наоборот, если р ^О,  то они коррелированные: (25.2) нарушается. 
Сформулируем и докажем еще некоторые свойства коэффициента корре­
ляции.

Свойство 25.1. Величина р не меняется, если к X  и (или) к У прибавить 
произвольное детерминированное слагаемое.

Доказательство. Добавление детерминированной константы С добавляет к 
математическому ожиданию такую же константу и не влияет на дисперсию. 
При вычислении 2-го смешанного центрального момента в числителе форму­
лы (25.4) С  взаимно уничтожается, поэтому величина р не меняется. □
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Свойство 25.2. Величина р не меняется, если X  и (или) У умножить на про­
извольный детерминированный положительный множитель С.
Доказательство. У множение случайной величины на константу умножает 
ее математическое ожидание на эту же константу, а дисперсию —  на квадрат 
этой константы. При вычислении р по формуле (25.4) в числителе выходит за 
скобки множитель С, а в знаменателе |С|. Так как С>О,  то они сокращаются, 
и р не меняется. □

Свойство 25.3. Величина р изменит только знак, если одну из величин X  
или У умножить на -1 .

Доказательство. По предыдущему свойству при вычислении р по формуле 
(25.4) в числителе выходит за скобки множитель -1 , а в знаменателе 1. Таким 
образом, р меняет только знак. □

Свойство 25.4. Величина р не изменится, если перейти от X  и У к центриро­
ванным и нормированным величинам по формулам:

.V -  щ У -  т..
Х 0 = -------- 70 = -------------- к  (25.5)

а ,  а.

Доказательство следует из свойств 25.1 и 25.2. Сначала мы вычитаем из 
случайной величины детерминированную константу, а затем делим на поло­
жительное число. Каждое из этих действий не меняет р. □

Свойство 25.5. Величина р лежит в пределах:

- 1 < р < 1 .  (25.6)

Доказательство. Если в (25.3) подставить (25.4), то получим:

В ( Х  + У) = ВХ + Ву + г р ^ А ^ ; .  (25.7)

Умножим теперь величину Г  на -1 . По свойству 25.3 р изменит только знак, а 
дисперсии не изменятся:

В (Х  -У )  = ВХ + Ву - (25.8)

Применим формулы (25.7— 25.8) к центрированным и нормированным 
величинам Х0 и Г0. Для них дисперсии равны 1, поэтому имеем:

Г о ( Л + 1 і )  = 2 + 2р;

\ о ( Х „ - Г „ )  = 2 - 2 р .
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Дисперсия любой случайной величины неотрицательна Решаем неравенства:

откуда и следует (25.6). □

Свойство 25.6. Если р = 1, то Х и  У связаны детерминированной линейной 
зависимостью У =кХ +Ь  с к >  0. При р = -1  они связаны детерминированной 
линейной зависимостью У=кХ+Ъ  с к < 0 .

Доказательство. Из 2-го уравнения системы (25.9) при р = 1 получаем, что
-  Г0) = 0, а это свидетельствует о том, что Х 0- У 0 = С  —  детерминирован­

ная величина. Подставляя сю да (25.5), получим, что связь между У и X  ли­
нейная с положительным коэффициентом. Доказательство второго утвержде­
ния следует из такого же анализа первого уравнения системы (25.9). □

Свойство 25.7 (обратное). Если У=кХ+Ъ  с к > 0, то р = 1. Если У =кХ+Ь  
с к <  0, то р = - 1  (здесь к и Ь —  детерминированные константы).

Доказательство. Вычислим математические ожидания, дисперсии и 2-й 
смешанный центральный момент: ту = ктх + Ъ; В} = к'Вх; М ((Х -т х) ( У - т у)) = 
= кОх. Подставим в (25.4):

Имеем: при &>0:  р = 1, а при к <  0: р = -1 . □

Свойство 25.8. Если Х и  У нормальные и некоррелированные (р = 0), то они 
независимые.

Доказательство. Двумерная плотность нормального распределения имеет 
вид:

т. е. 2-мерная плотность распределения представляется в виде произведения 
1-мерных плотностей. А  это возможно только при независимых X  и У. □

(25.10)

кОх к .
I =7-7 = 51И1 кI -ч о 7 (25.11)

2 (і-р2)І а;.
е (25.12)

Если в этом выражении положить р = 0, то получим:

(х-т^У \У~ту

е е (25.13)
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Из этих свойств следует, что коэффициент корреляции действительно являет­
ся относительной характеристикой. Его значение лежит в пределах (25.6). 
Крайним значениям р = ±1 соответствует детерминированная—  причем, ли­
нейная —  зависимость между X  и У. Значению р = 0 соответствует некорре­
лированность, а в случае нормальных величин и независимость X  и У. На 
рис. 25.4 показаны примерные картинки разброса экспериментальных точек 

при различных значениях р.

а) б)
Уп

• • • ••• ••  • •• • • •

• • •
• •

р * 0

в)

0) е) ж )

Рис. 25.4. Разброс экспериментальных точек при различных значениях р

График а —  детерминированная линейная зависимость с отрицательным 
угловым коэффициентом. Для этого случая р = -1 . На графике б —  тоже де­
терминированная и убывающая зависимость, но нелинейная. Поэтому здесь р
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отрицательный, но до -1  не доходит. Такое же значение имеет р и на графи­
ке в, но по иной причине: здесь взаимосвязь между X  и У имеет, кроме сто­
хастической, еще и случайную составляющую. А  отрицательное значение р 
связано с общим убыванием значений У при возрастании X. Величины, 
изображенные на графике г, практически некоррелированные. Здесь р близко 
к нулю. Графики д, е и ж  повторяют соответственно а, б и в с точностью до 
знака р.

Пусть проведено п испытаний, и получена выборка (хі,уі), (х2,у 2), •••, (х„,у„). 
Требуется по этим данным оценить коэффициент корреляции генеральной 
совокупности.

Определение 25.7. Оценка коэффициента корреляции по данным наблю­
дений называется корреляционным анализом. □

Эту задачу можно реш ить по общей схеме выборочного м етода Предполо­
жим, что генеральные совокупности X  и У имеют нормальное распределение 
с математическими ожиданиями тпх, ///,. дисперсиями А . А  и коэффициентом 
корреляции р. Плотность такого распределения—  это (25.12). Тогда каждое 
X/. можно считать единственной реализацией случайной величины X,, а у, —  
реализацией У,, и эти величины имеют такое же распределение, что и исход­
ные генеральные совокупности. Величины с разными индексами независимы 
(опыты мы считаем независимыми), но в каждой паре (X/, У/) есть корреляция 
с коэффициентом р. По этим величинам находим выборочные математиче­
ские ожидания М х и М у (18.15), выборочные дисперсии А  и А  (18.26), вы­
борочный 2-й смешанный центральный момент:

а затем функцию, реализацией которой является выборочный коэффициент

25.2. Оценка коэффициента корреляции 
по данным наблюдений

п
(25.14)

корреляции р :

К = (25.15)

Распределение этой случайной величины зависит от объема выборки и и от 
генерального коэффициента корреляции р (можно показать, что р является 
математическим ожиданием К, т. е. доказать несмещенность оценки). От тпх,
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т.. 1)х и /.), распределение величины К не зависит: математические ожидания 
взаимно уничтожаются в (25.14), а дисперсии сокращаются в (25.15).

Определение 25.8. Распределение случайной величины К (25.15) называет­
ся г-распределением выборочного коэффициента корреляции, соответствую­
щего заданному генеральному р. □

Обычно в первую очередь интересуются принципиальным вопросом: корре­
лированные X  и Г  вообще или нет? Для решения этого вопроса достаточно 
иметь таблицы (или формулы для вычисления) квантилей г-распределения 
лиш ь для одного значения р = 0. Тогда 0-гипотезу о некоррелированности ве­
личин X  и Г  можно принять на уровне значимости д, если выборочный коэф­
фициент корреляции р не слишком большой по модулю: его значение долж­
но попадать в квантильные границы:

„ < р  „• (25.16)
2 2

Если (25.16) нарушается, нужно принять одну из двух альтернативных гипо­
тез: р > 0  или р < 0 .

Выполним ИДЗ по корреляционному анализу —  проведем проверку коррели­
рованное™  двух столбцов данных. Данные находятся в текстовом файле с 
именем соітсіаіа.іхі. Их формат —  2 столбца: соответственно х, и у/. Введем их 
в программу, найдем объем выборки.

с і е а г  а і і
з&=' О: \  І д і  іпЧМа-ЫаЬЧСоп-Ша-ЬаЧсоггсІа-Ьа. ЪсЬ' ; 
ху= 1оасі(з^ ) ; % вводим ИД -  2 столбц а  
п = з і г е ( х у ,1) % количество точек
п =

500

Имеющаяся в М АТЬАВ функция соггсое^ вычисляет корреляционную мат­
рицу для массива, состоящего из нескольких столбцов данных. На диагонали 
возвращаются единицы, а внедиагональные элементы представляют собой 
коэффициенты корреляции между соответствующими столбцами. Если за­
требовать второй выходной параметр, то в нем возвращаются (на внедиаго- 
нальных местах) критические числа для проверки 0-гипотезы. М аленьким 
числам (меньше заданного уровня значимости) соответствует альтернативная 
гипотеза, а большим —  0-гипотеза.

Зададим уровень значимости. Вычислим коэффициент корреляции между 
столбцами и критическое значение для проверки 0-гипотезы. Сравним крити­
ческое значение с заданным уровнем значимости и сделаем вывод.
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срО.1; % уровень значимости
^ргіпі^('Выбран уровень значимости ср%4.2^\п' , ф  ;
[г,р]=соггсое^(ху);
гргіпИ('Выборочный коэффициент корреляции г=%14.8^\п1,г (1,2)); 
^ргіпѣ^('Статистика =%14.8̂ , и она ’,р(1,2)); 

р  ( і  , 2 )  < ц ,

сНзр('меньше я => корреляция значима.') 
еізе
сіізр('больше я => корреляция незначима.')

Выбран уровень значимости <з=0.10
Выборочный коэффициент корреляции г= -0.101034 63
Статистика = 0.02386270, и она меньше д => корреляция значима.

Рис. 25.5. Разброс экспериментальных точек в ИДЗ по корреляционному анализу данных

Нарисуем картинку наподобие той, что изображена на одном из графиков 
рис. 25.4. Она показана на рис. 25.5.

^ідиге % новая фигура 
рІоЪ (ху (: ,1) ,ху (: ,2) , ' Ъ . ' )  

зеѣ (деѣ (дсі, ' СиггегѵЬАхез'),...
'РопШате','Тітез Ыеи Нотап Суг','РопѣЗіге',10)
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-Ьі-Це (' \М Корреляционный анализ данны х') 
х І а Ъ е І ( ' \ і ѣ х ') 
у І а Ь е І ( ' \ і ѣ у ')

На первый взгляд кажется, что картинка похожа на рис. 25.4, г, и величины 
некоррелированные. Но из-за достаточно большого объема выборки тест
(25.16) смог выявить корреляцию.

25.3. Вопросы для самопроверки
1. Случайная величина X —  нормальная, а У=Х3. Чему равен коэффициент 

корреляции между ними?

2. Как с помощью функции соггсое^ найти доверительные интервалы для ко­
эффициента корреляции при заданном уровне значимости? Допишите со­
ответствующий фрагмент кода.



ГЛАВА 26

Генерация 
вариантов заданий

Эта глава предназначена для преподавателей, ведущих занятия по математи­
ческой статистике. Но студентам тоже интересно будет посмотреть, как гото­
вятся для них варианты индивидуальных домаш них заданий (ИДЗ). Заголов­
ки разделов этой главы соответствуют названиям заданий. Для подготовки 
каждого из них мы будем применять средства М АТЬАВ, в частности, датчи­
ки случайных чисел. Используя программы этой главы, преподаватели в за­
висимости от объема и содержания изучаемого курса могут выбрать те или 
иные ИДЗ для своих студентов. В первом разделе главы подробно разобран 
механизм работы с файлами и папками. В следующих разделах этой главы он 
используется при генерации других ИДЗ, поэтому подробно не описывается.

26.1. Обработка массива данных
Студенту предлагается п измерений одной и той же величины, имеющей не­
который неизвестный ему заранее закон распределения. Порядок выполнения 
этого ИДЗ рассмотрен в главах 18, 20 и 21. При "ручном" счете обычно огра­
ничиваются небольшим объемом выборки /?«50,  и задание выдается студен­
там в напечатанном виде. Но при использовании различных программных 
пакетов, в частности М АТЬАВ, можно задавать достаточно большой объем 
выборки: 200, 500, 1000 и больше чисел. А  само задание можно выдать сту­
дентам в виде дискеты с текстовыми файлами или разместить на сайте пре­
подавателя в Интернете. Для удобства проверки нужно сгенерировать также 
файл с ответами.

Пусть текстовый файл со списком студентов имеет имя, совпадающее с на­
званием группы, расширение Ш  и хранится в некоторой папке. Для примера 
рассмотрим условную студенческую группу факультета прикладной биоло­
гии, специализация номер 8, 2002 год приема. По существующей в нашем
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университете системе индексации такая группа называлась бы ПБ-82. Файл 
со списком студентов этой группы будет иметь имя ПБ-82.Ш . Он должен со­
держать только текстовые строки. Каждая строка ф ай л а—  это ФИО одного 
студента. Пусть в этой группе учатся такие студенты (все ФИО вымышлен­
ные, любые совпадения —  случайные):

Аланьев Георгий Алексеевич 
Антонова Ю лия Владиславовна 
Бережков Лев Иванович

Ш ерванский Эраст Арнольдович 
Щ ербатько Василиса Владимировна

Здесь приведены только начало и конец списка. Для сокращения листингов 
мы оставим в файле ПБ-82.Ш  только 5 строк с перечисленными ФИО.

Содержимое файла ПБ-82.ІХІ |

Аланьев Георгий Алексеевич 
Антонова Юлия Владиславовна 
Бережков Лев Иванович 
Шерванский Эраст Арнольдович 
Щербатько Василиса Владимировна

Данные с вариантами ИДЗ и ответами удобно записать в одну новую папку. 
Для этого создадим в папке, где содержится файл ПБ-82.Ш , дочернюю папку 
с именем, которое состоит из названия группы и названия ИДЗ. В данном 
случае это будет папка \ПБ-82-Обработка массива данных. В нее мы помес­
тим файл для каждого студента и файл для преподавателя с ответами. Имя 
файла для студента—  это его ФИО (расширение Ш ), а файл ответов так и 
будет называться: Ответы.Ш .

Будем руководствоваться этими правилами и при генерации других заданий в 
следующих разделах. Тогда в папке, где хранится файл со списком студентов, 
будут собраны и все папки с вариантами ИДЗ для них.

Реализуем этот план. Зададим полный путь доступа к файлу со списком сту­
дентов (идентификатор ±~ііедг) и объем выборки. Введем и напечатаем спи­
сок группы. Выделим в полном имени название папки, имя файла (название 
группы) и расширение.

сіеаг аіі % очислили рабочую область
^іІед^^ДідІіпЧМа-ЫаЬЧСоп-Ша-ЬаЧПБ-вг.-Ьх-Ь'; % файл группы 
п=500; % задаем объем выборки
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паше'Ьазк=1 Обработка м ассива данны х1; % н азв ан и е ИДЗ 
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г ,  1%з1, 1 сІеІію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % ввели данные 
пдг=1епдО і ( д г ) ; % число ст у д ен то в  группы 
Ь зі^ іп с із -Ь г  ( ^ і і е д г ,  1 \ 1) ; % ищем вхождения символа \  
с Н г д г = ^ і1 е д г (1 :Ъ з1 (е п й )) ;  % имя папки с  файлом группы 
патеех-Ь дг=г±1едг (Ъ зі (епй) +1: епй) ; % имя файла группы 
р ^ і п й з ѣ г (патеех-Ьдг, ' ; % ищем расширение 
п а т ед г= п а т еех ѣ д г (1 :р ( 1 ) - 1 ) ;  % н азв ан и е группы 
гргігѵЬ^ ( 'Список группы %з\п' , п а т ед г) ;
^ог к = 1 :п д г ,

^ р г іп Ь ^ (' %<3. % з \ п ' , к , д г { к } ) ; 
епй
Сп и с о к  группы ПБ—82
1. Аланьев Георгий Алексеевич
2 . Антонова Юлия Владиславовна
3. Бережков Лев Иванович
4. ПІерванский Эраст Арнольдович
5. Щербатько Василиса Владимировна

Сформируем из названия группы имя папки и создадим ее. Если она уже су­
ществовала, очистим ее. Приготовим и печатаем названия распределений.

[ з и с с ,т е з з ,т е з з іс і ] = т к с і іг  (сН гдг, . . .
[п а т ед г  ' - '  п а т е ѣ а зк ]) ; % со зд а ем  папку  
~ з и с с , % выход при ошибке 

е г г о г ( [ ' Не удал ось  с о зд а т ь  папку ' сЛ гзѣ г п з т е д г ] ) ;  
епй
пемсНгдг= [сН гдг п а т ед г  ' - '  п атеѣ азк  ' \ ' ] ; 
й е і е ѣ е ( [пемсН гдг ' * . * ' ] ) ;  % удалили в с е  и з  папки 
Ѣсііз-Ьг^ ' норм альное' , ' эк сп он ен ц и ал ь н ое' , .  . .

'р авн ом ерн ое' , ' р э л е е в с к о е ' } ;  % типы распределений  
с і і з р ( ' Возможные типы р а сп р едел ен и й : ' ) ;  
гргігѵЬ^ (' % з\п' , ѣсН зѣг{ : } )  ;
Возможные типы распределений:
нормальное
экспоненциаль ное
равномерное
рэлеевское

Проводим основной цикл. Для каждого студента группы с помощью датчика 
случайных чисел выбирается сначала тип распределения, потом его парамет­
ры и, наконец, генерируется сама выборка. Выборка записывается в файл для 
студента, а тип распределения и его параметры —  в файл ответов. Для кон­
троля тип распределения и его параметры выводятся также на экран.
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г і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
СісІап8= € о р е п (€ і1е а п8 , ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с  о т в етам и  
Сот к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

псіі з  -Ь г= и п іс ітс і (4) ; % случайны й ти п  р а с п р е д е л е н и я  
^ р г іп -Ь ^ (^ іс іа п з , ' %сі. % з\пТип р а с п р е д е л е н и я : % з\п ' , . . .

к ,д г { к } ,ѣсН зѣг{пс1і з ѣ г } ) ; % имя с т у д е н т а ,  ти п  р а с п р е д е л е н и я  
^ргіп -Ь ^ ( '  %сі. % з\пТип р а с п р е д е л е н и я : % з\п ' , . . .

к ,д г { к }  ,ѣсН зѣг{пс1і з ѣ г } )  ; % в  зо н у  вы вода  д л я  к о н тр о л я  
зм іѣ с іі п сН зѣ г , % парам етры  р а с п р е д е л е н и я  

с а з е  1 , % н орм ал ьн ое  р а с п р е д е л е н и е
ш и = и п і^ т с1 ( -2 , 2) ; % сл у ч ай н о е  с р е д н е е  
з і д т а = и п і ^ т с і ( 0 .5 ,3 )  ; % сл у ч ай н о е  СКО
^ргіп -Ь ^ ( 'ти= % 14 . М ;  з ід т а = % 1 4 . 8 ^ . \ п ' , і т д ,з ід т а )  ; % н а  э к р а н  
^ргіп -Ь ^ (^ іс іа п з , 'ти=%14 . ВЦ; з ідта= % 14  . 8^ .  \ п \ п ' , т и , з і д т а )  ; 
х = п о г т т с і  ( т и , з і д т а , п , 1) ; % г е н е р а ц и я  данных 

с а з е  2 , % эк сп о н ен ц и ал ьн о е  р а с п р е д е л е н и е  
1атЬ<1а = и п і г т с 1 (0 . 5 ,2 .5 )  ;
^ргіп -Ь ^ ( '  1апіЬс1а=%14. 8^ .  \ п ' , ІатЪ сіа) ; % н а  э к р а н  
^ргіп -Ь ^ ( Л й а п з , ' 1апіЬ<1а=%14. 8^ .  \ п \ п ' , ІатЬ сіа) ; 
х = е х р т с і(1 /1 а т Ь с 1 а ,п ,1 )  ; % г е н е р а ц и я  данных 

с а з е  3 ,  % р ав н о м ер н о е  р а с п р е д е л е н и е  
а = и п і г т а  ( -2 , 0 . 1) ;
Ь = и п і г т а  ( 0 . 5 , 4 ) ;
^ргіп -Ь ^ ( ' а=% 14. 8^ ;  Ъ=%14. 8^ .  \ п '  , а ,Ь )  ; % н а  э к р а н  
^ р г іп -Ь ^ (^ іс іа п з , 'а= % 14 .8 ^ ;  Ь=%14. 8 ^ . \ п \ п '  ,а ,Ъ )  ; 
х = и п і^ т с 1 ( а ,Ь ,п ,1 )  ; % г е н е р а ц и я  данных 

с а з е  4 ,  % р э л е е в с к о е  р а с п р е д е л е н и е  
з і д т а = и п і ^ т с 1 (0. 5 ,2 .5 )  ;
^ргіп -Ь ^ ( '  з ід т а = % 1 4 . 8^ .  \ п ' , з і д т а )  ; % н а  э к р а н  
^ р г іп ѣ ^  ( Л й а п з , ' з ід т а = % 1 4 . 8^ .  \ п \ п ' , з і д т а )  ; 
х = г а у і т с 1 (з і д т а , п , 1) ; % г е н е р а ц и я  данных

еп й
^ і1езѣисі= [п ем сН гдг дг{ к }  ' . Ъ сЬ ' ] ; % имя ф айла с т у д е н т а  
^ іс і= ^ о р е п (г і1езѣис1, ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а  
^ р г іп ѣ ^  ( « Л ,  ' %14 . 8^  % 14 .8г  % 14 .8г  % 14 .8г  %14 . 8г \ п '  ,х )  ; 
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закры л и  ф айл с т у д е н т а  

еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закры л и  ф айл с  о тв ет ам и
1. Аланьев Георгий Алексеевич
Тип распределения: экспоненциальное 
1аиМа= 1.33977679.
2. Антонова Юлия Владиславовна
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Тип распределения: нормальное
ти= -1.38724815; зідта= 0.96149499.
3. Бережков Лев Иванович
Тип распределения: нормальное
ти= 0.36393252; зідта= 1.70951715.
4. ПІерванский Эраст Арнольдович 
Тип распределения: равномерное
а= -1.91859077; Ь= 1.75877658.
5. Щербатько Василиса Владимировна 
Тип распределения: рэлеевское 
зідта= 0.77438936.

Ф актически в зоне вывода (на экране) повторяется содержимое файла Отве- 
ты.Ш . Этот файл преподаватель оставляет себе, а все остальное содержимое 
папки \ПБ-82-Обработка массива данных отдает студентам. Каждый из них 
находит там свой файл и выполняет ИДЗ.

26.2. Сравнение двух выборок
В этом ИДЗ студенты должны сравнить математические ожидания и диспер­
сии двух выборок. Выполнение задания описано в разделах 22.1 и 22.2. Для 
каждого студента нужно сгенерировать по 2 нормально распределенные вы­
борки.

Будем использовать те же принципы работы с папками и файлами, что и в 
разделе 26.1. По заданному имени группы создаем новую папку с названием 
задания, куда помещаем файлы для студентов и файл с ответами. Для каждо­
го студента генерируем две нормально распределенные выборки со случай­
ными математическими ожиданиями и среднеквадратичными отклонениями. 
Выборки записываем в файл для студента (в виде двух столбцов), а их пара­
метры —  в файл ответов и в область вывода. Вот как выглядит текст про­
граммы для генерации этого ИДЗ.

с і е а г  а і і  % очи сл и ли  рабочую  о б л а с т ь
^ і 1 е д г = ' Б : ЧідІігЛМ а-ЦаЪЧСогѵШ а-ЬаЧПБ-вг. Ъ сЬ ' ; % файл группы  
п=100; % з а д а е м  объ ем  вы борки
паш е'Ьазк= 1 С равн ен ие д в у х  в ы б о р о к 1; % н а зв а н и е  ИДЗ 
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г ,  1% з1,1 с Іе І ію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % в в е л и  данны е 
п д г=1е п д О і ( д г ) ; % ч и сл о  с т у д е н т о в  группы  
Ь з і^ іп с із - Ь г  ( ^ і і е д г ,  1 \ 1) ; % ищем вхож дени я си м вола \  
с Н г д г = ^ і1 е д г (1 :Ъ з 1 (е п й ) ) ;  % п а п к а  с  файлом группы  
п атеех -Ь д г= г± 1 ед г  (Ъ з і (епй) + 1 : еп й) ; % имя ф айла группы  
р ^ і п й з ѣ г (п атеех-Ь дг, ' ; % ищем расш ирение 
п а т е д г = п а т е е х ѣ д г (1 :р (1) - 1) ;  % н а зв а н и е  группы



Гпава 26. Генерация вариантов заданий 461

[ з и с с ,т е з з ,т е з з і с і ] = т к с і і г  (сН гд г , . . .
[папіедг ' - '  п а л іе ѣ а зк ]) ; % с о зд а е м  п ап к у  
~ з и с с ,  % выход п ри  ошибке 

е г г о г ( [ ' Не у д а л о с ь  с о з д а т ь  п ап к у  ' с Л гзѣ г  п з ш е д г ]) ;  
еп й
пем сН гдг=  [сН гд г  папіедг ' - '  пал іеѣ азк  ' \ ; 
й е іе ѣ е  ( [п е и с ііг д г  ' * . * ' ] ) ;  % удал и л и  в с е  и з  п ап к и  
г і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
^ іс іа п з = ^ о р е п ( ^ і іе а п з , ' м ' ) ;  % откры ли  ф айл с  о тв етам и  
Сот к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

ш и = и п і^ т с1 (1 . 2 , 2 . 2 , 1 , 2) ; % ср ед н и е  
з і д т а = и п і ^ т с І ( 4 ,8 ,1 ,2 )  ; % СКО
г р г і п «  ( г ій а п з  ,['% < !. % з\тш 1 = % 1 4 . 8^ ;  іш2=%14 ,8± ;

' з1=% 14.8 ^ ;  з2=% 14. 8 ^ . \ п ' ] , к , д г { к } , т и , з і д т а ) ; 
г р г і п «  (['% <!. % з\тпа1=% 14. 8^ ;  іш2=%14 ,8± ;

' з1=% 14.8 ^ ;  з2=% 14. 8 ^ . \ п ' ] , к , д г { к } , т и , з і д т а ) ; 
х = п о г т т с і(п іи (1) , з і д т а ( 1) , п ,1) ; % 1- я  вы борка 
х = [ х ,п о г т т с і ( п іи (2) , з і д т а ( 2) , п ,1) ] ; % 2- я  вы борка 
^ І1е з 1:исі= [п ем сН гдг дг{ к }  ' . Ъ сЬ ' ] ; % имя ф айла с т у д е н т а  
^ іс і^ о р е п ^ і І е з - Ь и с і ,  ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а  
г р г і п «  ( « Л ,  ' %14 . 8^  %14 . 8г \ п '  , х ' ) ;
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закры л и  ф айл с т у д е н т а  

еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закры л и  ф айл с  о тв ет ам и
1
тиі

тиі
3 
тиі
4
тиі
5 
тиі

Аланьев Георгий Алексеевич 
= 2.02298596; ши2= 2.14967609; ЗІ= 6.26648350; з2= 4.23785176
Антонова Юлия Владиславовна 
= 1.39077935; ши2= 1.71716460; ЗІ= 4.13877042; з2= 4.82336794
Бережков Лев Иванович 
= 2.18428329; ши2= 2.09530155; ЗІ= 6.78580244; з2= 6.25134635
ІЛерванский Эраст Арнольдович 
= 1.31624057; ши2= 1.79414072; 31= 4.49728947; з2= 4.28294821
Щербатько Василиса Владимировна 
= 2.07725455; ши2= 2.19678810; 31= 6.62553560; з2= 6.65336497

26.3. Сравнение нескольких выборок
Здесь ставится задача сравнить математические ожидания и дисперсии не­
скольких выборок. Это задание выполняется в разделах 22.3 и 22.4. Исходные 
данные для каждого студента здесь —  несколько нормально распределенных 
выборок.

Программа для генерации этого ИДЗ отличается от программы предыдущего 
раздела только тем, что количество выборок может случайным образом ме­
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няться от 4 до 8. Каждая выборка помещается в файл студента в отдельный 
столбец.

с і е а г  а і і  % очи сл и ли  рабочую  о б л а с т ь
^ і 1 е д г = ' Б : ЧідІіпЧМ а-Ы аЬЧСоп-Ш а-ЬаЧПБ-вг. Ъ сЬ ' ; % файл группы
п=100; % з а д а е м  объ ем  вы борки
паш е'Ьазк= 1 С равн ен ие н е с к о л ь к и х  в ы б о р о к 1;
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г ,  1% з1,1 с Іе І ію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % в в е л и  данны е 
п д г=1еп д О і ( д г ) ; % ч и сл о  с т у д е н т о в  группы  
Ь з і ^ і п с і з - Ь г ( ^ і і е д г ,  ’ \ ’ ) ; % ищем вхож дени я си м вола \  
с Н г д г = ^ і1 е д г (1 :Ъ з 1 (е п й ) ) ;  % п а п к а  с  файлом группы  
п атеех-Ь дг= гі І е д г  (Ь з і  (епй) +1 : еп й) ; % имя ф айла группы  
р ^ і п й з ѣ г (п атеех-Ь дг, ' ; % ищем расш ирение 
п а т е д г = п а т е е х ѣ д г (1 :р (1) - 1) ;  % н а зв а н и е  группы  
[ з и с с , т е з з , т е з з і с 1]=ткс1і г  (сН гд г , . . .

[п а т е д г  1 - 1 п а л іе ѣ а зк ]) ; % с о зд а е м  п ап к у  
~ з и с с ,  % выход п ри  ошибке 

е г г о г ([1 Не у д а л о с ь  с о з д а т ь  п ап к у  1 с Л гзѣ г  п з ш е д г ]) ;  
еп й
пем сН гдг=  [сН гд г  п а т е д г  1 - 1 пал іеѣ азк  1 \ 1 ] ; 
й е іе ѣ е  ( [п е и с ііг д г  ' * . * ' ] ) ;  % удал и л и  в с е  и з  п ап к и  
г і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
^ іс іа п з = ^ о р е п ( ^ і іе а п з , ' м ' ) ;  % откры ли  ф айл с  о тв ет ам и  
Сот к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

псі=ипісітасі (5) + 3 ; % сл у ч ай н о е  к о л и ч е с т в о  вы борок  о т  4 д о  8 
ти = и п і^ гп с і (1 . 2 , 2 . 2 , 1 , пй) ; % ср ед н и е  
з ід іш = и п і^ г п й ( 4 ,8 ,1 ,п й )  ; % СКО
^ргіп -Ь ^ ( ^ ій а п з ,  ' %й. % з\п К ол и чество  вы борок  % й\п ' ,к ,д г { к }  ,п й ) ;
^ргіп -Ь ^ ( ^ ій а п з ,  'ти%й=%14. 8^ ;  зідта% сі=% 14. 8^ ; \ п ' , . . .

[1 : п й ; т и ;1 : п й ; з і д т а ] ) ;
^ргіп -Ь ^ ( '  %й. % з\п К оли чество  вы борок  % й\п ' ,к ,д г { к }  ,п й ) ; 
г р г іп ѣ г  ( 'іпи%й=%14. 8^ ;  зідта% й=% 14. 8^ ; \ п ' , . . .

[1 : п й ; т и ;1 : п й ; з і д т а ] ) ;  
х = [ ] ; % г ен ер и р у ем  вы борки  
з-Ь ге= ' ^ргіп -Ь ^ ( ^ і й ,  ' ' ' ; % д л я  п е ч а т и  
^ о г  кй=1 :п й ,

х = [ х ,п о г т т й ( іш ( к й )  ,з ід т а ( к с і )  , п , 1) ] ; 
з -Ь г е ^ з -Ь г е  ' %14.8 ^  ' ] ; 

еп й
3'Ь ге= [8'Ьге 1 \ п ’ 1 , х ’ 1) ; 1 ] ;
^ І 1е з 1;ий= [п е м й іг д г  дг{ к }  1 . Ъ сЬ1 ] ; % имя ф айла с т у д е н т а  
г і й ^ о р е п ^ і І е з Ь д й ,  ’м 1) ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а  
е ѵ а і ( з ѣ г е ) ; % вы полнили ком ан ду п е ч а т и
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^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрьш и  ф айл с т у д е н т а  
еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закрьш и  ф айл с  о т в етам и
1. Аланьев Георгий Алексеевич 
Количество выборок 8
ти1= 1 27782984 зідта1= 6 13629403
ти2= 1 53735967 зідта2= 7 96492203
тиЗ= 1 60850648 зідтаЗ= 5 26093767
ти4= 1 62834036 зідта4= 4 02969771
ти5= 2 17169041 зідта5= 4 11292217
тиб= 1 99305860 зідта6= 4 53305789
ти7= 1 61304248 зідта7= 6 37556722
ти8= 2 19643493 зідта8= 6 13334656
2. Антонова Юлия Владиславовна
Количество выборок 4
ти1= 1.70886080; зідта1= 7.78724146;
ти2= 1.37437779; зідта2= 7.97953592;
тиЗ= 1.69733066; зідтаЗ= 5.21175616;
ти4= 1.83185112; зідта4= 5.77151771;
3. Бережков Лев Иванович
Количество выборок 8
ти1= 1 77622599 зідта1= 7.29623983
ти2= 1 81866071 зідта2= 7.58035121
тиЗ= 1 99893532 зідтаЗ= 6.65378685
ти4= 1 75205761 зідта4= 5.05982062
ти5= 1 81393058 зідта5= 7.75325782
ти6= 1 62198178 зідтаб= 7.81598229
ти7= 2 11672707 зідта7= 7.18615699
ти8= 1 51721125 зідта8= 6.36596790
4. Шерванский Эраст Арнольдович
Количество выборок 7
ти1= 1 66945396 зідта1= 5 00242936
ти2= 1 88242546 зідта2= 5 08533417
тиЗ= 1 36776404 зідтаЗ= 4 11083873
ти4= 1 61892133 зідта4= 4 59881454
ти5= 1 98185765 зідта5= 4 84525025
ти6= 1 30881356 зідта6= 5 74918956
ти7= 1 82259594 зідта7= 5 43055824
5. Щербатько Василиса Владимировна 
Количество выборок 5
ши1= 2.15059479; зідта1= 6.72982154; 
ти2= 1.33573625; зідта2= 7.82426083;
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тиЗ= 1.74308905; зідтаЗ= 5.83479440; 
ти4= 1.75993147; зідта4= 6.71376726; 
ти5= 1.96094530; зідта5= 6.79389297;

Эти же исходные данные используются для ИДЗ по 1 -факторному дисперси­
онному анализу (см. раздел 23.1).

26.4. Двухфакторный дисперсионный анализ
В этом задании исходные данные —  матрица экспериментов размером к х т. 
Для каждого студента зададим случайные к, пі, математические ожидания и 
дисперсии столбцов, выборки (сами столбцы), а затем еще транспонируем эту 
матрицу или не транспонируем в зависимости от случайного числа Ответами 
здесь будут решения задачи 2-факторного дисперсионного анализа на уровне 
значимости ^ = 0,1.

с і е а г  а і і  % очи сл и ли  рабочую  о б л а с т ь
^ і 1 е д г = ' Б : ЧідІігЛМ а-ЦаЪЧСогѵШ а-ЬаЧПБ-вг. Ъ сЬ ' ; % файл группы  
паш е'Ьазк= 1 Двухфакторный дисперсионны й а н а л и з  1; 
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г ,  1% з1,1 с Іе І ію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % в в е л и  данны е 
п д г=1еп д О і ( д г ) ; % ч и сл о  с т у д е н т о в  группы  
Ь з і ^ і п с і з - Ь г ( ^ і і е д г ,  ’ \ ’ ) ; % ищем вхож дени я си м вола \  
с Н г д г = ^ і1е д г (1 :Ь з1 (е п й )) ;  % п а п к а  с  файлом группы  
п атеех-Ь дг= гі І е д г  (Ь з і  (епй) +1 : еп й) ; % имя ф айла группы  
р ^ і п й з ѣ г (п атеех-Ь дг, ' ; % ищем расш ирение 
п а т е д г = п а т е е х ѣ д г (1 :р (1) - 1) ;  % н а зв а н и е  группы  
[ з и с с ,т е з з ,т е з з і с і ] = т к с і і г  (сН гд г , . . .

[п а т е д г  1 - 1 п а т е ѣ а з к ] ) ; % с о зд а е м  п ап к у  
~ з и с с ,  % выход п ри  ошибке 

е г г о г ([1 Не у д а л о с ь  с о з д а т ь  п ап к у  1 с И гзѣ г  п з т е д г ] ) ;  
еп й
пем сН гдг=  [сН гд г  п а т е д г  1 - 1 п а т е ѣ а з к  1 \ 1 ] ; 
й е іе ѣ е  ( [п е и с ііг д г  ' * . * ' ] ) ;  % удал и л и  в с е  и з  п ап к и  
г і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
СісІап8= € о р е п (€ і1е а п8 , ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с  о т в етам и  
Сот к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

кт=и пісігасі (6 , 1 , 2) +8 ; % разм еры  матрицы
ти = и п і^ гп с і (2 , 5 , 1 , к т (2) ) ; % случай н ы е с р ед н и е  сто л б ц о в
з і д т а = и п і г т с і ( 2 , 4 , 1 , к т ( 2 ) ) ; % случай н ы е СКО
х = []  ;
^ о г  ксі=1 : к т  (2) , % н аб и р аем  с т а т и с т и к у

х = [х ,п о г т т с і(п іи (к с і)  ,з ід т а ( к с і )  , к т ( 1) , 1) ]  ; 
еп й
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и п іс іт с і (2 ) - 1 , % случайным о б р азо м  тран сп он и руем  
х = х ' ; 

еп й  
<3=0 . 1 ;

р= ап оѵ а2 ( х ,1 , ' о й ' ) ;  % п р о в ер я ем  д л я  о т в е т а  
^ргігѵЬ^ ( '  %сі. % з \п ' ,к ,д г { к } )  ;
^ р г іг ѵ Ь ^ (^ іс іа п з , ' %<3. % з\п ' ,к ,д г { к } )  ; 

р  (1) >=<3,
^ р г іп ѣ ^ ( ' Столбцы р а зл и ч а ю тс я  н е зн а ч и м о , ' ) ;
^ р г іп ѣ ^ ( Л й а п з , ' Столбцы р а зл и ч а ю т с я  н е зн а ч и м о , ' ) ;  

е і з е
^ р г іп ѣ ^ ( ' Столбцы р а зл и ч а ю тс я  зн а ч и м о , ' ) ;
^ р г іп ѣ ^ ( Л й а п з , ' Столбцы р а зл и ч а ю т с я  зн а ч и м о , ' ) ;  

еп й
р ( 2)> = ч ,

^ р г іп ѣ ^ ( ' с тр о к и  р а зл и ч а ю тс я  н е зн а ч и м о . \ п ' ) ;
^ р г іп ѣ ^ ( Л й а п з , ' с т р о к и  р а зл и ч а ю тс я  н е зн а ч и м о . \ п ' ) ;  

е і з е
^ р г іп ѣ ^ ( ' с тр о к и  р а зл и ч а ю тс я  зн а ч и м о . \ п ' ) ;
^ р г іп ѣ ^ ( Л й а п з , ' с т р о к и  р а зл и ч а ю тс я  зн а ч и м о . \ п ' ) ;  

еп й
ш = з і г е ( х ,2) ; % дл и н а  с тр о к и
з-Ь ге= ' ^ргіп -Ь ^ ( ^ і й ,  ' ' ' ; % д л я  п е ч а т и
^ о г  к 1=1 :ш,

з -Ь г е ^ з -Ь г е  ' %14. 8С ' ] ; 
еп й
8'Ь ге = [зѣ г е  1 \ п ’ 1 , х ’ 1) ; 1 ] ;
^ і 1езѣисі= [п ем сН гдг дг{ к }  1 . Ъ сЬ1 ] ; % имя ф айла с т у д е н т а  
^ іс і= ^ о р е п (г і1езѣис1, ’м 1) ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а  
е ѵ а і ( з ѣ г е ) ; % вы полнили ком ан ду п е ч а т и  
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закры л и  ф айл с т у д е н т а  

еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закры л и  ф айл с  о тв ет ам и
1. Аланьев Георгий Алексеевич
Столбцы различаются незначимо, строки различаются значимо.
2. Антонова Юлия Владиславовна
Столбцы различаются незначимо, строки различаются незначимо.
3. Бережков Лев Иванович
Столбцы различаются значимо, строки различаются значимо.
4. ПІерванский Эраст Арнольдович
Столбцы различаются незначимо, строки различаются значимо.
5. Щербатько Василиса Владимировна
Столбцы различаются незначимо, строки различаются значимо.
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26.5. Аппроксимация 
степенными полиномами
Это задание выполняется в разд ел е 24.4 . Для него нужно задать аргументы и 
значения функции для построения по МНК теоретической кривой в виде сте­
пенного многочлена. Зададим одинаковые аргументы для всех студентов. 
Случайным образом сгенерируем степень и коэффициенты многочлена Это 
будут ответы. А экспериментальные значения у , получим, прибавляя к теоре­
тическим ординатам случайное число с нормальным распределением. Дис­
персию этого распределения тоже возьмем случайной, но одинаковой для 
всех опытов выборки.

с і е а г  а і і  % очи сл и ли  рабочую  о б л а с т ь
^ і 1 е д г = ' Б : ЧідІігЛМ а-ЦаЪЧСогѵШ а-ЬаЧПБ-вг. Ъ сЬ ' ; % файл группы  
х = [ - 5 : 0 . 1 : 5 ] ; % аргум ен ты  -  оди н аковы е д л я  в с е х  
п а т е 'Ь а з к = 1А ппроксимация степенны м и м н о го ч л ен ам и 1; 
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г ,  1% з1,1 с Іе І ію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % в в е л и  данны е 
п д г=1е п д О і ( д г ) ; % ч и сл о  с т у д е н т о в  группы  
Ь з і^ іп с із - Ь г  ( ^ і і е д г ,  1 \ 1) ; % ищем вхож дени я си м вола \  
с Н г д г = ^ і1е д г (1 :Ь з1 (е п й )) ;  % п а п к а  с  файлом группы  
п атеех-Ь дг= г±1е д г  ( Ь з і  (епй) +1 : еп й) ; % имя ф айла группы  
р ^ і п й з ѣ г ( п а т е е х ѣ д г ,  ' ; % ищем расш ирение 
п а т е д г= п а т е е х -Ь д г (1 :р (1) - 1) ;  % н а зв а н и е  группы  
[ з и с с ,т е з з ,т е з з і с і ] = т к с і і г  (сН гд г , . . .

[п а т е д г  1 - 1 п а т е ѣ а з к ] ) ; % с о зд а е м  п ап к у  
~ з и с с ,  % выход п ри  ошибке 

е г г о г ([1 Не у д а л о с ь  с о з д а т ь  п ап к у  1 с И гзѣ г  п з т е д г ] ) ;  
еп й
пем сН гдг=  [сН гд г  п а т е д г  1 - 1 п а т е ѣ а з к  1 \ 1 ] ; 
й е і е ѣ е ( [п ем сН гдг ' * . * ' ] ) ;  % удал и л и  в с е  и з  п ап к и  
г і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
^ іс іа п з = ^ о р е п ( ^ і іе а п з , ' м ' ) ;  % откры ли  ф айл с  о тв ет ам и  
^ о г  к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

п = и п іс ітс1 (3 ) ; % с т е п е н ь  аппроксимирую щ его полином а 
а = и п і^ т с 1 ( - 3 , 3 , 1 , п+1) ; % коэффициенты полином а 
^ р г іп ѣ ^  ( '  %<3. % з\п у = ' ,к ,д г { к } )  ;
^ р г іп ѣ ^  ( '  %+^14*хЛ%<3' , [ а ; п :  - 1 : 0 ] )  ; 
гргіпѣг(1\ п 1);
^ р г і п ѣ ^ ( ^ і а а п з , '% а. % з \п у = ',к ,д г { к } ) ;  
г р г і п « ( г і а а п з ,  '% + г і4 * х Л%сі' , [ а ; п : - 1 : 0 ] )  ;
^ргіп -Ь ^ (^ іс іа п з , ' \ п ')  ;
з і д т а = и п і ^ т с 1 (3 ,5 )  ; % с л у ч а й н а я  д и сп ер си я  
у= ро1у ѵ а1 ( а , х ) + п о г т т с і (0 , з і д т а , з І 2е  ( х ) ) ; % ординаты
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^ І1е з 1;исі= [п ем сН гдг дг{ к }  ' . Ъ сЬ ' ] ; % имя ф айла о т в е т о в  
^ іс і= ^ о р е п (г і1езѣис1, ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а  
г р г і п «  ( « Л ,  ' %14 . 8г  %14 . 8г \ п '  , [ х ; у ] ) ;
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закры л и  ф айл с т у д е н т а  

еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закры л и  ф айл с  о т в етам и
1. Аланьев Георгий Алексеевич
у=+2.78753414*хЛ3-0.37638914*хЛ2+1.28394214*хЛ1+1.59545014*хЛО
2. Антонова Юлия Владиславовна 
у=+2.32278814*хЛ1+1.44869514*хЛ0
3. Бережков Лев Иванович
у=+2.22077414*хл2-2.45450714*хл1+1.00527514*хл0
4. Шерванский Эраст Арнольдович 
у=+2.70125014*хЛ1+2.38202314*хл0
5. Щербатько Василиса Владимировна 
у=-0.86373614*хЛ2-2.29813614*хЛ1+2.03142714*хЛ0

26.6. Тригонометрическая аппроксимация
Задание по этой теме описано в разд ел е 24.5 . Аргументы для него задаем в 
соответствии с (24.48). Случайным образом генерируем степень тригономет­
рического многочлена и его коэффициенты. Эти данные будут ответами за­
дания. Экспериментальные значения у получим так же, как и в предыдущем 
разделе: прибавляя к теоретическим ординатам случайное число с нормаль­
ным распределением.

с і е а г  а і і  % очи сл и ли  рабочую  о б л а с т ь
^ і 1 е д г = ' Б : ЧідІігЛМ а-ЦаЪЧСогѵШ а-ЬаЧПБ-вг. Ъ сЬ ' ; % файл группы  
х = [0 . 1 : 0 . 1 : 10] ;  % аргум ен ты  -  оди н аковы е д л я  в с е х  
паш е'Ьазк= 1 Т р и го н о м етр и ч еск ая  а п п р о к си м ац и я 1; 
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г ,  1 % з1 , 1 с Іе І ію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % в в е л и  данны е 
п д г=1еп д О і ( д г ) ; % ч и сл о  с т у д е н т о в  группы  
Ь з і ^ і п с і з - Ь г ( ^ і і е д г ,  ’ \ ’ ) ; % ищем вхож дени я си м вола \  
с Н г д г = ^ і1 е д г (1 :Ъ з 1 (е п й ) ) ;  % п а п к а  с  файлом группы  
п атеех-Ь дг= гі І е д г  (Ь з і  (епй) +1 : еп й) ; % имя ф айла группы  
р ^ і п й з ѣ г (п атеех-Ь дг, ' ; % ищем расш ирение 
п а т е д г = п а т е е х ѣ д г (1 :р (1) - 1) ;  % н а зв а н и е  группы  
[ з и с с , т е з з , т е з з і с 1]=ткс1і г  (сН гд г , . . .

[п а т е д г  1 - 1 п а л іе ѣ а зк ]) ; % с о зд а е м  п ап к у  
~ з и с с ,  % выход п ри  ошибке 

е г г о г ([1 Не у д а л о с ь  с о з д а т ь  п ап к у  1 с И гзѣ г  п з ш е д г ]) ;  
еп й
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п е ж Н г д г =  [сН гд г  папіедг ' - '  пал іеѣ азк  ' \ ; 
й е іе ѣ е  ( [п е и с ііг д г  ' * . * ' ] ) ;  % удал и л и  в с е  и з  п ап к и  
Т = х (е п й ) ; % п ери од
^ і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
СісІап8= € о р е п (€ і1е а п8 , ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с  о т в етам и  
Сох к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

п = и п іс !тс1 (3 ) ; % с т е п е н ь  т р и го н о м е тр и ч е с к о го  м н о го ч л ен а  
а 0 = и п і^ г п с і ( - 3 ,3 ,1 ,1 )  ; % средн и й  у р о в ен ь  
а = и п і^ т с 1 ( - 3 ,3 ,1 ,п )  ; % коэффициенты п ри  с о з  
Ь = и п і ^ г п с і ( - 3 ,3 ,1 ,п ) ; % коэффициенты п ри  з і п  
^ргігѵЬ^ ( '  %сі. %з\пу=%^14 ' ,к ,д г { к } ,а О )  ;
г р г іп ѣ ^  ( '  % + гі4 * со з (2*рі*х*%сі/%сі) % + г і4 * з іп  (2*рі*х*%сі/%сі)

[ а ; 1 : п ; о п е з ( 1 ,п ) * Т ; Ъ ; 1 : п ; о п е з ( 1 ,п ) * Т ] ) ;  
гргіпѣг( 1\ п 1);
^ р г і п ѣ ^ ( ^ і а а п з , '% а. % з\пу=% ^14' ,к ,д г { к } ,а О ) ;
^ р г іп ѣ ^  (^ іс іа п з , .  . .

' % +^14*соз (2*рі*х*%сі/%с1) % + ^14*зіп  (2*рі*х*%сі/%сі)
[ а ; 1 : п ; о п е з ( 1 ,п ) * Т ; Ъ ; 1 : п ; о п е з ( 1 ,п ) * Т ] ) ;

^ р г іп ѣ ^  ( Л й а п з , ' \ п ')  ;
з і д т а = и п і ^ т с 1 (1 , 2 .5 )  ; % с л у ч а й н а я  д и сп ер си я  
у = о п е з ( з і г е ( х ) ) * а0 ; % средн и й  у р о в ен ь  
Сох к д=1 :п ,  % д о б ав л я ем  гарм он ики

у = у + а ( к д )* с о з ( 2 * р і* х * к д /Т ) + Ъ (к д ) * з іп (2 * р і* х * к д /Т ) ; 
еп й
у = у + п о г т т с і (0 , з і д т а ,  з і г е  ( х ) ) ; % ординаты  
^ І1е з 1;исі= [п ем сН гдг дг{ к }  ' . Ъ сЬ ' ] ; % имя ф айла о т в е т о в  
г і й ^ о р е п ^ і І е з Ь д с ! ,  'м ' )  ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а  
г р г і п «  ( « Л ,  ' %14 . 8г  %14 . 8г \ п '  , [ х ; у ] ) ;
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закры л и  ф айл с т у д е н т а  

еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закры л и  ф айл с  о тв ет ам и
1. Аланьев Георгий Алексеевич
у=0.67321214+1.67115114*соз(2*рі*х*1/10)-0.25125714*зіп(2*рі*х*1/10)+
0.74708614*соз(2*рі*х*2/10)+2.30111514*зіп(2*рі*х*2/10)- 
1.97371814*соз(2*рі*х*3/10)-1.24187314*зіп(2*рі*х*3/10)
2. Антонова Юлия Владиславовна
у=-0.15124514+2.55006614*соз(2*рі*х*1/10)-1.694 4 0614*зіп(2*рі*х*1/10)- 
0.42559314*соз(2*рі*х*2/10)-1.41091314*зіп(2*рі*х*2/10)+
0.31950214*соз(2*рі*х*3/10)-1.21734914*зіп(2*рі*х*3/10)
3. Бережков Лев Иванович
у=1.57053014-0.33977314*соз(2*рі*х*1/10)+2.65664114*зіп(2*рі*х*1/10)- 
1.4187 6114*соз(2*рі*х*2/10)+1.38578314*зіп(2*рі*х*2/10)
4. ПІерванский Эраст Арнольдович
у=0.75154614+1.87081914*соз(2*рі*х*1/10)-1.09510214*зіп(2*рі*х*1/10)+ 
2.05781714*соз(2*рі*х*2/10)-0.48206614*зіп(2*рі*х*2/10)
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5. Щербатько Василиса Владимировна
у=-1.06864 914-0.84722614*соз(2*рі*х*1/10)-1.20981914*зіп(2*рі*х*1/10)-
0.05331214*соз(2*рі*х*2/10)+0.72651414*зіп(2*рі*х*2/10)+
2.50423514*соз(2*рі*х*3/10)-0.52513314*зіп(2*рі*х*3/10)

26.7. Линейная функция двух переменных
Целью этого ИДЗ является построение линейной модели для 2-факторного 
эксперимента. Выполнение этого задания—  в разд ел е 24.6 .1 . Эксперимен­
тальные данные г  у задаются на прямоугольной сетке I х т. Принцип работы 
этого генератора заданий такой же, как и в предыдущих разделах. Задаем 
случайные размеры I и т. Значения аргументов берем с одинаковым шагом 1 
по каждой переменной. Генерируем случайные параметры линейной модели 
(это будет ответ). На сетке І х т  вычисляем отклик линейной модели г  у, кото­
рый зашумляем случайным нормальным сигналом. Эти данные печатаем в 
файл студента.

с і е а г  а і і  % очи сл и ли  рабочую  о б л а с т ь
^ і 1 е д г = ' Б : ЧідІігЛМ а-ЦаЪЧСогѵШ а-ЬаЧПБ-вг. Ъ сЬ ' ; % файл группы  
паш е'Ьазк= 1 Л инейная ф ункция д в у х  п ер ем ен н ы х 1; 
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г ,  1% з1,1 с Іе І ію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % в в е л и  данны е 
п д г=1еп д О і ( д г ) ; % ч и сл о  с т у д е н т о в  группы  
Ь з і^ іп с із - Ь г  ( ^ і і е д г ,  1 \ 1) ; % ишэм вхож дени я си м вола \  
с Н г д г = ^ і1е д г (1 :Ь з1 (е п й )) ;  % п а п к а  с  файлом группы  
п атеех-Ь дг= г±1е д г  ( Ь з і  (епй) +1 : еп й) ; % имя ф айла группы  
р ^ іп й з ѣ г ( п а л іе е х ѣ д г ,  ' ; % ишэм расш ирение 
п а т е д г = п а т е е х ѣ д г (1 :р (1) - 1) ;  % н а зв а н и е  группы  
[ з и с с ,т е з з ,т е з з і с і ] = т к с і і г  (сН гд г , . . .

[п а т е д г  1 - 1 п а т е ѣ а з к ] ) ; % с о зд а е м  п ап к у  
~ з и с с ,  % выход п ри  ошибке 

е г г о г ([1 Не у д а л о с ь  с о з д а т ь  п ап к у  1 с Л гзѣ г  п з т е д г ] ) ;  
еп й
пем сН гдг=  [сН гд г  п а т е д г  1 - 1 п а т е ѣ а з к  1 \ 1 ] ; 
й е іе ѣ е  ( [п е и с ііг д г  ' * . * ' ] ) ;  % удал и л и  в с е  и з  п ап к и  
г і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
СісІап8= € о р е п (€ і1е а п8 , ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с  о т в етам и  
Сот к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

а = и п і^ т с 1 ( - 3 , 3 , 1 , 3 )  ; % коэффициенты лин ей ной  м одели  
^ р г іп ѣ ^  ( '  %сі. % з\п у = ' ,к ,д г { к } )  ; 
г р г і п ѣ ^ ( ' % г і4 % + г і4 * х % + г і4 * у \п ', а ) ;
^ р г і п ѣ ^ ( ^ і а а п з , '% а. % з \п у = ',к ,д г { к } ) ;
^ р г іп ѣ ^  (^ іс іа п з , '% г і4 % + гі4 * х % + г і4 * у \п ' ,а )  ; 
к т = и п іс іт с і  ( 5 ,1 ,2 )  + 1 3 ; % разм еры  матрицы  
х = [1 : 1 : к т (1) ] ;  % аргум ен ты  х
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у = [1 : 1 : к т (2) ] ;  % аргум ен ты  у  
[X, У] = яіезЬ дгісі ( у , х ) ; % с е т к а  
з і д т а = и п і ^ т с 1 (2 ,4 )  ; % с л у ч а й н а я  д и сп ер си я
г = а ( 1 ) + а ( 2 )  *Х +а(2) * Т + п о г т т с і(0 , з і д т а , з І 2е  (X )) ; % то ч к и  2І 3 
3'Ь ге= ' С ргіпЬС  ( ^ і й ,  ' ' ' ; % д л я  п е ч а т и  
г о г  к 1=1 :к ш (2) +1 ,

з -Ь г е ^ з -Ь г е  ' %14.8 ^  ' ] ; 
еп й
8'Ь ге = [зѣ г е  1 \ п 1 ' , х у и * • ) ; * ] ;  
х у г=[[0 у ] ; [ х 1 г ] ] ;  % м асси в  д л я  п е ч а т и  
^ і1езѣисі= [п ем сН гдг дг{ к }  1 . Ъ сЬ1 ] ; % имя ф айла с т у д е н т а  
^ іс і= ^ о р е п (г і1езѣис1, ’м 1) ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а  
е ѵ а і ( з ѣ г е ) ; % вы полнили ком ан ду п е ч а т и  
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закры л и  ф айл с т у д е н т а  

еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закры л и  ф айл с  о тв ет ам и
1. Аланьев Георгий Алексеевич
у=-2.77587014+2.61683014*х-2.18650314*у
2. Антонова Юлия Владиславовна
у=1.38989514-2.20145214*х+1.91724114*у
3. Бережков Лев Иванович
у=-1.4 0669114+0.78088314*х+0.82689414*у
4. ПІерванский Эраст Арнольдович
у=1.14 893614+0.83954214*х-0.13399814*у
5. Щербатько Василиса Владимировна 
у=2.28697 914+0.84285314*х+2.724 4 3514*у

26.8. Кривая насыщения
Нелинейная зависимость от параметров аппроксимации была рассмотрена в 
разделе 24.7. Здесь генерируются данные для построения кривой насыщения 
(24.77). Аргументы задаются одинаковые во всех вариантах. Параметры кри­
вой генерируются случайными, это будут ответы. Далее на кривую насыще­
ния с этими параметрами накладывается нормальный шум. В файле студен­
та —  экспериментальные точки.

с і е а г  а і і  % очи сл и ли  рабочую  о б л а с т ь
^ і 1 е д г = 1Б : ЧідІіпЧМ а-Ц аіДС оп-Ш а-ЬаЧП Б-вг. Ъ сЬ1 ; % файл группы  
паш е'Ьазк= 1 К ривая  н асы щ ен и я1 ; 
х = [0 : 0 . 1 : 10] ; % оди н аковы е аргум ен ты
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г , 1 % з1 , 1 с Іе І ію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % в в е л и  данны е 
п д г=1еп д О і ( д г ) ; % ч и сл о  с т у д е н т о в  группы  
Ь з і ^ і п с і з - Ь г ( ^ і і е д г ,  ’ \ ’ ) ; % ищем вхож дени я си м вола \
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й і г д г = г і1е д г (1 :Ь з1 (е п й )) ;  % п а п к а  с  файлом группы  
п атеех -Ь д г= г± 1 ед г  (Ъ з і (епй) + 1 : еп й) ; % имя ф айла группы  
р ^ і п й з ѣ г (п атеех-Ь дг, ' . ; % ищем расш ирение 
п а т е д г = п а т е е х ѣ д г (1 :р (1) - 1) ;  % н а зв а н и е  группы  
[ з и с с ,т е з з ,т е з з і с і ] = т к с і і г  (сН гд г , . . .

[п а т е д г  ' - '  п а т е ѣ а з к ] ) ; % с о зд а е м  п ап к у  
~ з и с с ,  % выход п ри  ошибке 

е г г о г ( [ ' Не у д а л о с ь  с о з д а т ь  п ап к у  ' с Л гзѣ г  п з т е д г ] ) ;  
еп й
пем сН гдг=  [сН гд г  п а т е д г  ' - '  п а т е ѣ а з к  ' \ ; 
й е іе ѣ е  ( [п е и с ііг д г  ' * . * ' ] ) ;  % удал и л и  в с е  и з  п ап к и  
г і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
СісІап8= € о р е п (€ і1е а п8 , ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с  о т в етам и  
Сот к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

а = и п і^ т с і ( [ 1  0 . 2 ] , [ 3  1 ] ) ;  % парам етры  м одели
^ р г іп ѣ ^  ( '  %<3. % з\п у = ' ,к ,д г { к } )  ;
ір г іп -М ’( ' % ^ 1 4 * (1 -ех р (% + ^1 4 * х )) \ п ' , а ( 1 ) , - а ( 2 ) ) ;
^ р г і п ѣ ^ ( ^ і а а п з , '% а. % з \п у = ',к ,д г { к } ) ;
^ р г іп ѣ ^ ( ^ іс іа п з ,  ' %^14* (1 -ехр (% + ^14*х) ) \ п '  , а ( 1 )  , - а ( 2 ) ) ;
з і д т а = ш і і ^ т с і ( 0 .1 ,0 .1 5 )  ; % с л у ч а й н а я  д и сп ер си я
у = а (1) * (1- е х р ( - а (2) * х ) ) + п о г т т с і (0 , з і д т а , з І 2е  ( х ) ) ; % ординаты
^ І 1е з 1:исі= [п ем сН гдг дг{ к }  ' . Ъ сЬ ' ] ; % имя ф айла о т в е т о в
^ іс і= ^ о р е п (г і1ез'Ьис1, ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а
г р г і п «  ( « Л ,  ' %14 . 8г  %14 . 8г \ п '  , [ х ; у ] ) ;
^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закры ли  ф айл с т у д е н т а  

еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закры л и  ф айл с  о т в етам и
1. Аланьев Георгий Алексеевич
у=1.13780214*(1-ехр(-0.39015014*х))
2. Антонова Юлия Владиславовна 
у=2.49025314*(1-ехр(-0.26978514*х))
3. Бережков Лев Иванович
у=1.71927614*(1-ехр(-0.б1090714*х))
4. Шерванский Эраст Арнольдович 
у=1.45824414*(1-ехр(-0.82538814*х))
5. Щербатько Василиса Владимировна 
у=1.98322014*(1-ехр(-0.85222014*х))

26.9. Корреляционный анализ
Это ИДЗ выполняется в главе 25. Исходными данными для него являются 
2 столбца, и требуется проверить значимость коэффициента корреляции. 
Сгенерируем данные в виде 2-мерного нормального распределения со слу­
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чайными параметрами, причем коэффициент корреляции возьмем малым, 
чтобы величины могли получиться и коррелированными, и некоррелирован­
ными. В качестве ответа здесь удобнее взять результат выполнения ИДЗ.

с і е а г  а і і  % очи сл и ли  рабочую  о б л а с т ь
^ і 1 е д г = ' Б : ЧідІігЛМ а-ЦаЪЧСогѵШ а-ЬаЧПБ-вг. Ъ сЬ ' ; % файл группы  
паш е'Ьазк= 1 К орреляционны й а н а л и з  1 ; 
п = 500 ; % ч и сл о  т о ч е к
дг=Ьех-Ьгеасі ( ^ і і е д г ,  1% з1,1 с Іе І ію і-Ь ег1 , 1 \ п 1) ; % в в е л и  данны е 
п д г=1еп д О і ( д г ) ; % ч и сл о  с т у д е н т о в  группы  
Ь з і ^ і п с і з - Ь г ( ^ і і е д г ,  ’ \ ’ ) ; % ишэм вхож дени я си м вола \  
с Н г д г = ^ і1е д г (1 :Ь з1 (е п й )) ;  % п а п к а  с  файлом группы  
п атеех-Ь дг= гі І е д г  (Ь з і  (епй) +1 : еп й) ; % имя ф айла группы  
р ^ і п й з ѣ г ( п а т е е х ѣ д г ,  ' ; % ишэм расш ирение 
п а т е д г= п а т е е х -Ь д г (1 :р (1) - 1) ;  % н а зв а н и е  группы  
[ з и с с ,т е з з ,т е з з і с і ] = т к с і і г  (сН гд г , . . .

[п а т е д г  1 - 1 п а т е ѣ а з к ] ) ; % с о зд а е м  п ап к у  
~ з и с с ,  % выход п ри  ошибке 

е г г о г ([1 Не у д а л о с ь  с о з д а т ь  п ап к у  1 с И гзѣ г  п з т е д г ] ) ;  
еп й
пем сН гдг=  [сН гд г  п а т е д г  1 - 1 п а т е ѣ а з к  1 \ 1 ] ; 
й е і е ѣ е ( [п ем сН гдг ' * . * ' ] ) ;  % удал и л и  в с е  и з  п ап к и  
4=0 . 1 ; % у р о в ен ь  зн ач и м о сти
г і 1е а п з = [п ем сН гдг ' О тветы . Ъ сЬ ' ] ;  % имя ф айла о т в е т о в  
^ іс !а п з = & э р е п (г і1е а п з , ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с  о т в етам и  
^ о г  к = 1 :п д г ,  % г ен ер и р у ем  ИДЗ

т и = и п і^ т с і (  [~1 ; 1] , [1 ; 2] ) ; % м а те м а ти ч е с к и е  ож идания 
гЬ о= и п і^гп с і (-0.2 , 0.2) ;  % коэф ф ициент кор р ел яц и и  
5Ід т а =  [и п і^ г п с і(1 , 2) г Ь о ; гЬ о  и п і^ г п с і( 1 .5 ,2 ) ]  ; % д и сп ер си и  
х у = т ѵ п гп с і(т и ,5І д т а , п ) ; % н аб и р аем  с т а т и с т и к у  
[ г ,р ] = с о г г с о е ^ ( х у ) ; % реш аем з а д а ч у  
^ р г іп ѣ ^  ( '  %сі. % з \ п ',к ,д г { к } )  ;
^ р г іп ѣ ^ ( ^ іс іа п з , ' %сі. % з\п ' ,к ,д г { к } )  ; 

р ( 1 , 2)< д , 
с Н з р ( ' К орреляц и я  зн а ч и м а . ' )
^ргіп -Ь ^ (^ іс іа п з , ' К орреляц и я  зн а ч и м а . ')  ; 

е і з е
с Н з р ( ' К орреляц и я  н е з н а ч и м а . ' )
^ргіп -Ь ^ (^ іс іа п з , ' К орреляц и я  н е з н а ч и м а . ')  ; 

еп й
^ І 1е з 1;исі= [п ем сН гдг дг{ к }  ' . Ъ сЬ ' ] ; % имя ф айла о т в е т о в  
^ іс і= ^ о р е п (г і1ез'Ьис1, ' м ' ) ; % откры ли  ф айл с т у д е н т а  
^ргіп -Ь ^ ( ^ і й ,  ' %14 . 8^  %14 . 8^ \ п '  , х у ')  ;
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^ с і о з е ( ^ і й ) ; % закрьш и  ф айл с т у д е н т а  
еп й
^ с і о з е  (^ іс іа п з) ; % закрьш и  ф айл с  о т в етам и
1. Аланьев Георгий Алексеевич 
Корреляция значима.
2. Антонова Юлия Владиславовна 
Корреляция незначима.
3. Бережков Лев Иванович 
Корреляция значима.
4. ПІерванский Эраст Арнольдович 
Корреляция незначима.
5. Щербатько Василиса Владимировна 
Корреляция значима.



ГЛАВА 27

Функции пакета 
Зіаіізіісз ТооІЬох

Для удобства читателей приведем список и краткое описание функций пакета 
Зіаіізіісз ТооІЬох. Классификация функций пакета (заголовки разделов дан­
ной главы) дается в соответствии со справочной информацией, которую 
можно получить, набрав в командном окне М АТЬАВ команду ііеір 
Полное описание этого инструментария есть в официальной справочной до­
кументации на английском языке [57]. На русском языке некоторые функции 
пакета описаны в [16, 36, 42].

27.1. Функции распределения
Они вычисляют функции распределения Р(х) для различных законов вероят­
ностей. Все имена функций имеют суффикс *сс!і' (сокращение от сшпиіаііѵе 
сНзѣгіЬиѣіоп йіпсііоп —  функция распределения).

□  ЬеіассІГ— Р-распределение;

□  ЬіпоссІГ—  биномиальное распределение;

□  сЬі2сс1Г—  х2-распределение Пирсона;
□  ехрссІГ—  экспоненциальное (показательное) распределение;

□  ГссІГ— ^-распределение Фишера;

□  §ашсс1Г —  у-распределение;
□  §еосс1Г—  геометрическое распределение;

□  Ьу§есс1Г—  гипергеометрическое распределение;

□  1о§псс1Г —  логнормальное распределение;

□  пЬіпссІГ—  отрицательное биномиальное распределение;

□  псГссІГ—  смещенное ^-распределение Фишера;
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□  псісйГ—  смещенное /-распределение Стьюдента;

□  псх2с<1Г—  смещенное у -расі іреде. іение Пирсона;

□  попііс(1Г—  нормальное распределение;

□  роіяяс(1Г—  пуассоновское распределение;

□  гауІссІГ— рэлеевское распределение;

□  іс<1Г— /-распределение Стьюдента:

□  ипі(1е(1Г— дискретное равномерное распределение;

□  ііпіГсіІГ—  непрерывное равномерное распределение;

□  \ѵсіЬс<1Г— распределение Вейбулла;

□  сіІ Г—  выбранное из списка распределение;

□  есіІГ—  эмпирическая функция распределения по К аплану—  Мейеру.

27.2. Плотности распределения
В этих функциях вычисляются плотности распределения Дх) для различных 
типов распределений. Все имена функций имеют суффикс *рс1Г (сокращение 
от ргоЬаЬі 1 ііу сіепзііу Гипсііоп —  плотность распределения).

□  ЬеіарйГ— (^-распределение:

□  ЬіпорсІГ—  биномиальное распределение;

□  сЬі2рйГ—  7 -распределение Пирсона;

□  ехрріІГ— экспоненциальное распределение;

□  ГрйГ —  /'-распределение Фишера;

П § а т р й Г — у-распределение;

□  «сор(1Г—  геометрическое распределение;

□  Ііу«ер(1Г—  гипергеометрическое распределение;

□  Іо«пр(1Г— логнормальное распределение;

□  тѵ п р іІГ —  многомерное нормальное распределение;

□  пЫпріІГ—  отрицательное биномиальное распределение;

□  псГрйГ—  смещенное /'-распределение Фишера;

□  псірйГ—  смещенное /-распределение Стьюдента;

□  пех2р(1Г—  смещенное %2-распределение Пирсона;

□  п о г т р й Г —  нормальное распределение;

□  роіяялІГ—  пуассоновское распределение;
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□  гауІрйГ— рэлеевское распределение;

/-распределение Стьюдента;

□  ипііІріМ— дискретное равномерное распределение;

□  шііГрсІГ—  непрерывное равномерное распределение;

□  \ѵсіЬр<1Г— распределение Вейбулла;

□  ріІ Г—  выбранное из списка распределение.

27.3. Квантили распределения
В этих функциях вычисляются критические значения, или квантили, или об­
ратная функция распределения для различных законов. Все имена функций 
имеют суффикс *іпѵ (сокращение от іпѵегзе сигтііаиѵе сІіхіпЬиііоп Гипсііоп —  
обратная функция распределения).

□  Ьеіаіпѵ —  ^-распределение:

□  Ьіпоіпѵ —  биномиальное распределение;

□  сІіі2іііѵ —  у -расііреде.іение Пирсона;

□  ехріпѵ —  экспоненциальное распределение;

□  Гіпѵ —  /'-распределение Фишера;

□  « а т іп ѵ  —  у-распределение;

□  «соіпѵ —  геометрическое распределение;

□  Ііу«еіпѵ —  ги пері еоме грі і ческое распределение;

□  Іо«піпѵ —  логнормальное распределение;

□  пЬіпіпѵ —  отрицательное биномиальное распределение;

□  пеПпѵ —  смещенное /'-распределение Фишера;

□  псііпѵ —  смещенное /-распределение Стьюдента;

□  пех2іпѵ —  смещенное 7 -распреде. іение Пирсона;

□  п о гт іп ѵ  —  нормальное распределение;

□  роіяяіпѵ —  пуассоновское распределение;

□  гауііпѵ —  рэлеевское распределение;

□  ііпѵ —  /-распределение Стьюдента;

□  ііпісііпѵ —  дискретное равномерное распределение;

□  ипійпѵ —  непрерывное равномерное распределение;

□  исіЬіпѵ  —  распределение Вейбулла;

□  ісіІГ—  выбранное из списка распределение.
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27.4. Генераторы случайных чисел
Имена этих функций имеют суффикс *гпс1. Они генерируют случайные числа, 
имеющие соответствующий закон распределения.

□  Ьеіагпй —  ^-распределение:

□  Ьіпогпй —  биномиальное распределение;

□  сііі2 гіі(1 —  у -расііреде.іение Пирсона;

□  ехргікі —  экспоненциальное распределение;

□  Гпні —  /'-распределение Фишера;

□  «атгп<] —  у-распределение;

□  «согікі —  геометрическое распределение;

□  Ііу«сгп(1 —  ги пері еоме грі і ческое распределение;

□  іи І8Ііп і(1 —  обратное распределение Уишарта;

□  Іо«пгп(1 —  логнормальное распределение;

□  т ѵ п г ік і —  многомерное нормальное распределение;

□  т ѵ іг ік і  —  многомерное /-распределение Стьюдента;

□  пЫпгіні —  отрицательное биномиальное распределение;

□  іісіѴіісі —  смещенное /'-распределение Фишера;

□  псігпй —  смещенное /-распределение Стьюдента;

□  пс\2пн1 —  смещенное 7 -распреде. іение Пирсона;

□  п о г т г п й  —  нормальное распределение;

□  роіяяпні —  пуассоновское распределение;

□  гауігпй —  рэлеевское распределение;

□  ігпй  —  /-распределение Стьюдента;

□  ііпісігікі —  дискретное равномерное распределение;

□  ипіГпиІ —  непрерывное равномерное распределение;

□  и с іЬ п к І —  распределение Вейбулла;

□  и  І8Іігп(1 —  распределение Уишарта;

□  г а ік іо т  —  выбранный из списка закон распределения.

27.5. Статистические характеристики
Функции этой группы вычисляют математические ожидания и дисперсии 
различных распределений. Имена этих функций имеют суффикс *зМ .
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□  Ь еіазіа і —  ^-распределение:

□  Ы позіаі —  биномиальное распределение;

□  сііі2яШ  —  7 -распреде.іение Пирсона;

□  схрзіа і —  экспоненциальное распределение;

□  Ш аі —  /'-распределение Фишера;

□  « а і т Ш  —  у-распределение;

□  §ео$іаі —  геометрическое распределение;

□  —  гиі іері еоме грическое распределение;

□  1о§п$іаі —  логнормальное распределение;

□  пЫ пзіаі —  отрицательное биномиальное распределение;

□  п сШ аі —  смещенное /'-распределение Фишера;

□  п сШ аі —  смещенное /-распределение Стьюдента;

□  псх2$іаі —  смещенное у -расі іреде. іение Пирсона;

□  п о г іш іа і —  нормальное распределение;

□  ро іззіа і —  пуассоновское распределение;

□  гауЫ а! —  рэлеевское распределение;

□  Ш аі —  /-распределение Стьюдента;

□  ш т Ы л І  —  дискретное равномерное распределение;

□  ипіГ^іаі —  непрерывное равномерное распределение;

□  и  сіЬяШ  —  распределение Вейбулла.

27.6. Подбор параметров
Функции с суффиксом *Гіі по заданной выборке и заданному виду теоретиче­
ского распределения подбирают максимально правдоподобные оценки пара­
метров теоретического распределения и находят доверительные интервалы 
для них.

□  ЬеіаШ  —  ^-распределение:

□  ЬіпоШ  —  биномиальное распределение;

□  ехрШ  —  экспоненциальное распределение;

□  « а т Ш  —  у-распределение;

□  пЫпГіІ —  отрицательное биномиальное распределение;

□  п о г т Ш  —  нормальное распределение;
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□  роі$$Ш —  пуассоновское распределение;

□  гауІШ  —  рэлеевское распределение;

□  ііпіГіІ —  непрерывное равномерное распределение;

□  \ѵсіЬШ —  распределение Вейбулла;

□  т і е  —  выбранный из списка закон распределения.

27.7. Функции правдоподобия
В функциях с суффиксом *1іке по заданной выборке, заданному виду теоре­
тического распределения и заданным значениям параметров вычисляется 
взятый со знаком минус логарифм функции правдоподобия.

□  Ь еіаііке —  Р-распределение;

□  « а т і ік е  —  у-распределение;

□  пЫпІіке —  отрицательное биномиальное распределение;

□  п о г т іік е  —  нормальное распределение;

□  и сіЫ ікс —  распределение Вейбулла.

27.8. Функции описательной статистики
□  ЬооШ гр —  оценка статистик для данных с дополненным объемом выбор­

ки посредством математического моделирования;

□  соггсоеГ—  коэффициент корреляции (функция М АТЬАВ);

□  соѵ —  ковариационная матрица (функция М АТЬАВ);

□  е п т і а Ь  —  перекрестная табуляция вектор-столбцов;

□  « е о т е а п  —  среднее геометрическое;

□  «гр8іа і8 —  сводные статистики по группам;

□  Ь а г т т е а п  —  среднее гармоническое;

□  іс|г —  разность между 75 и 25% квантилями;

□  к и гіо8І8 —  эксцесс без вычитания числа 3;

□  т а й  —  среднее абсолютное отклонение от среднего значения;

□  т е а п  —  среднее арифметическое (функция М АТЬАВ);

□  тесН ап —  медиана (функция М АТЬАВ);

□  111 о т с п I  —  центральный момент заданного порядка;

□  пап шах —  максимальное значение без учета нечисловых значений;
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□  п а п т е а п  —  среднее арифметическое без учета нечисловых значений;

□  п ап т е іііа п  —  медиана без учета нечисловых значений;

□  папш іп —  минимальное значение без учета нечисловых значений;

□  пап $1(1 —  среднеквадратичное отклонение без учета нечисловых зна­
чений;

□  п а і т і т  —  сумма элементов без учета нечисловых значений;

□  ргсіііе —  выборочный процентиль (квантиль в %);

□  гап«е —  размах выборки;

□  яксипсяя —  асимметрия;

□  $1x1 —  среднеквадратичное отклонение (функция М АТЬАВ);

□  іаЬиІаіе —  определение частот целых положительных элементов вектора;

□  І г і т т е а п —  среднее арифметическое с игнорированием заданного про­
цента минимальных и максимальных элементов;

□  ѵаг —  дисперсия (функция М АТЬАВ).

27.9. Статистическая графика
□  Ьохріоі —  график распределения данных по 0, 25, 50, 75 и 100% выбороч­

ным квантилям;

□  еіІГрІоі —  график эмпирической функции распределения;

□  Г$игПіі —  интерактивное построение контурного графика заданной функ­
ции;

□  "Ііпс —  интерактивное рисование прямой линии на графике;

□  «паш е —  интерактивное рисование меток на графике;

□  «ріо іш аігіх  —  график матрицы рассеяния с группировкой переменной;

□  «$саііег —  график рассеяния с группировкой переменной;

□  Ы іпс —  добавляет на график рассеяния линию регрессии, построенную по 
методу наименьших квадратов;

□  п о г т р іо і  —  график нормальной функции распределения;

□  с|с|р1()і —  график "квантиль-квантиль" для двух выборок;

□  геГси гѵе —  добавление полиномиальной кривой на текущий график;

□  гей іпе —  добавление прямой на текущий график;

□  $іігПіі —  интерактивное построение контура по матрице данных;

□  хѵеіЬрІоі —  график функции распределения В ейбулла
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27.10. Статистическое управление 
процессами
□  сараЫ е —  расчет вероятности выхода процесса за заданный уровень;

□  еарар іо і —  рисует соответствующий график;

□  о ѵ іш ір іо і—  карта скользящего среднего для взвешенного экспоненци­
ального распределения;

□  ІшіГіі —  гистограмма с подобранной плотностью нормального распреде­
ления;

□  п о г іш р е с —  график плотности нормального распределения в заданных 
границах;

□  8сЬагі —  карта для контроля среднеквадратичного отклонения;

□  хЬагрІоі —  карта для контроля среднего арифметического.

27.11. Линейные модели
□  ап оѵ аі —  1 -факторный дисперсионный анализ;

□  апоѵа2 —  2-факторный дисперсионный анализ;

□  апоѵап —  многофакторный дисперсионный анализ;

□  ао с іо о і—  1-факторный ковариационный анализ;

□  ііііп іту ѵ аг  —  условное кодирование переменных;

□  Г п с іітап  —  тест Ф ридмана (непараметрический 2-факторный дисперси­
онный анализ);

□  §1тШ  —  определение параметров обобщенной линейной модели;

□  §1тѵа1 —  вычисление значений с использованием обобщенной линейной 
модели;

□  кгш каНѵаІІіз —  тест Краскала —  Уоллиса (непараметрический 1-фактор­
ный дисперсионный анализ);

□  Іеѵега«е—  регрессионная диагностика; оценка влияния каждого наблю­
дения на значения параметров регрессии;

□  І8соѵ —  метод наименьших квадратов при заданной ковариационной мат­
рице (функция М АТЬАВ);

□  т а п о ѵ а і  —  однофакторный многомерный дисперсионный анализ;

□  тап о ѵ ас Ііі8 іе г—  кластерный анализ (группировка данных) по результа­
там однофакторного многомерного дисперсионного анализа (ш апоѵаі);
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□  п п іііс о т р а ге  —  множественное сравнение средних и других оценок;

□  роІуеопГ—  определение доверительных интервалов для ординат линии 
регрессии;

□  роІуГіі —  полиномиальная регрессия (функция М АТЬАВ);

□  роіуѵаі —  вычисление значений с использованием полиномиальной рег­
рессии (функция М АТЬАВ);

□  гсоріоі —  график остатков;

□  ге§ге$$—  множественная линейная регрессия с использованием метода 
наименьших квадратов;

□  ге«8іаі8 —  регрессионная диагностика для линейной модели;

□  гій§е —  линейная регрессия с применением гребневых оценок;

□  пйнізіГіі —  робастная линейная регрессия;

□  Г8І00І —  интерактивный подбор и визуализация многомерной поверх­
ности отклика;

□  8іер\ѵІ8е —  интерактивная пошаговая регрессия;

□  х2Гх —  преобразование матрицы входов системы в проектной матрице для 
регрессионного анализа.

27.12. Нелинейные модели
□  І8С|поппе« —  метод наименьших квадратов для неотрицательных значений 

параметров модели (функция М АТЬАВ);

□  пііп Гіі —  нелинейный метод наименьших квадратов по методу Г аусса—  
Ньютона;

□  пііпіооі —  интерактивное построение нелинейной модели;

□  п ірагсі —  доверительные интервалы для параметров нелинейной модели;

□  піргеіісі —  прогнозируемые значения и их доверительные интервалы.

27.13. Планирование эксперимента
□  ЬМ е$і§п —  планы Бокса —  Бенкена;

□  еаікІсхеЬ —  /^-оптимальный план на основе перестановки строк;

□  еап іІ«сп —  генерирует множество возможных сочетаний факторов соот­
ветствующих /^-оптимальному плану;

□  ссіІе8І"п —  центральный композиционный план;
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□  согіІехсЬ —  точный /^-оптимальный план на основе алгоритма обмена ко­
ординатами;

□  іІа іі« т сп І —  дополнение матрицы заданного плана до /^-оптимального;

□  ііеоѵ агу—  /^-оптимальный план с некоторыми фиксированными дан­
ными;

□  ГО п —  полный факторный эксперимент для факторов с 2 уровнями;

□  ГгасГасі —  дробный факторный эксперимент для факторов с 2 уровнями;

□  ГиНГасі —  многоуровневый полный факторный эксперимент;

□  Ь а іІа т а п І  —  матрица А дамара (функция М АТЬАВ);

□  Ш$йе$і§п —  план на основе латинских квадратов;

□  І іш іо г т  —  латинские квадраты для нормального распределения;

□  гохѵехсЬ —  /^-оптимальный план на основе алгоритма обмена строк.

27.14. Кластерный анализ
□  сііі8ісг —  строит кластеры из выходных данных функции Ііпка§е;

□  сііі^іегііаіа —  разбивает данные на кластеры;

□  со р Ь еп е і—  коэффициент качества разбиения исходных данных на кла­
стеры;

□  іІеікІго«гапі —  строит график дендрограммы кластеров;

□  іпсоп8І8іепі —  вычисляет несовместимые значения в дереве кластеров;

□  к т е а п з  —  кластеризация на основе внутригрупповых средних;

□  Ііпка«е —  строит иерархическое дерево кластеров;

□  ріІІ8і —  находит расстояния между всеми парами точек;

□  зіШоиеМе —  строит график силуэта кластеров;

□  8С|ііагеГогт —  построение квадратной матрицы расстояний.

27.15. Понижение размерности задач
□  Гасіогап—  общий факторный анализ на основе принципа максимума 

правдоподобия;

□  рсасоѵ —  анализ главных компонент по ковариационной матрице;

□  рсагез —  остаток после удаления главных компонент;

□  р г іп с о т р  —  анализ главных компонент с центрированием и масштабиро­
ванием данных.
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27.16. Многомерный анализ данных
□  Ьагііе^і —  тест Бартлета;

□  сап о п со гг—  канонический корреляционный анализ;

□  спкІ8саІе —  классическое многомерное масштабирование;

□  с1а$$і(у —  дискриминантный анализ;

□  т а Ь а І  —  расстояния М ахаланобиса;

□  т а п о ѵ а і  —  однофакторный многомерный дисперсионный анализ;

□  ргосгіі8іе8 —  прокрустов анализ (перенос, отражение, вращение, масшта­
бирование).

27.17. Анализ на основе 
дерева возможных решений
□  ігссііізр —  отображает классификацию или дерево возможных решений;

□  ігееГіі —  строит дерево возможных решений;

□  ігеергипе —  строит последовательность поддеревьев путем подрезки;

□  ігссіс*! —  оценка погрешности в дереве возможных решений;

□  ігееѵаі —  вычисляет значения данных на дереве решений.

27.18. Проверка статистических гипотез
□  г а п к з и т  —  ранговый тест Вилкоксона для проверки однородности двух 

генеральных совокупностей;

□  8І«пгапк —  знаковый тест Вилкоксона для проверки гипотезы о равенстве 
медиан двух выборок;

□  8І"піе8і —  знаковый тест для проверки гипотезы о равенстве медиан двух 
выборок;

□  ІІС8І —  проверка гипотезы о равенстве математического ожидания выбор­
ки заданному значению при неизвестной дисперсии;

□  ІІС8І2—  проверка гипотезы о равенстве математических ожиданий двух 
выборок при неизвестных дисперсиях;

□  /ІС8І —  2-тест; проверка гипотезы о равенстве (или неравенстве) матема­
тического ожидания выборки заданному значению при известной дис­
персии.



Гпава 27. Функции пакета ЗШізІісз ТооІЬох 485

27.19. Проверка 
теоретического распределения
□  |Ыс*1 —  тест Бера —  Ж арка на соответствие выборки нормальному рас­

пределению с неопределенными параметрами;

□  к$іс$і —  тест Колмогорова —  Смирнова на соответствие одной выборки 
заданному распределению;

□  к$іс*і2 —  тест Колмогорова —  Смирнова на соответствие распределений 
двух выборок;

□  ННіеіезі—  тест на соответствие выборки нормальному распределению, 
параметры которого находятся по выборке.

27.20. Функции 
непараметрической статистики
□  Ггіеііішіп —  тест Ф ридмана (непараметрический 2-факторный дисперси­

онный анализ);

□  кгш каНѵаІІіз —  тест Краскала —  Уоллиса (непараметрический 1-фактор­
ный дисперсионный анализ);

□  кзііспзііѵ —  вычисляет оценку плотности распределения по данным;

□  г а п к з и т  —  ранговый тест Вилкоксона для проверки однородности двух 
генеральных совокупностей;

□  8І«пгапк —  знаковый тест Вилкоксона для проверки гипотезы о равенстве 
медиан двух выборок;

□  8І"піе8і —  знаковый тест для проверки гипотезы о равенстве медиан двух 
выборок.

27.21. Демонстрационные примеры
□  ао с іо о і—  1-факторный ковариационный анализ;

□  йі$Моо1—  демонстрация различных функций и плотностей распределе­
ния;

□  «Іпніешо —  демонстрация построения линейной модели;

□  гапіііооі —  демонстрация различных генераторов случайных чисел;

□  р о іу іо о і—  интерактивное определение параметров полиномиальной мо­
дели;
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□  гш кісіш ) —  интерактивное моделирование нелинейной регрессии на при­
мере исследования химической реакции;

□  пйні$ііісіш ) —  демонстрирует разницу между обычным регрессионным 
анализом на основе метода наименьших квадратов и робастным анализом.

27.22. Функции ввода-вывода
□  сазегеай  —  читает текстовые имена полей данных из текстового файла;

□  еа$с\ѵтіІс —  записывает текстовые имена полей данных в текстовый файл;

□  іЫ гсаіІ —  ищет табличные данные в файловой системе;

□  іЬЬѵгііс —  записывает табличные данные в файловую систему;

□  ііНѴсаіІ —  ищет табличные данные в файловой системе.

27.23. Вспомогательные функции
□  с о т Ь п к  —  вычисляет все возможные выборки заданного объема из задан­

ного вектора;

□  «гр2ііІх —  создает индексный вектор по сгруппированным данным;

□  Ьоіі«сп —  модель Хогена —  Ватсона для кинетики реакций;

□  ііей гап к  —  расчет ранга выборки с учетом ее объема;

□  жзсоге —  нормализация матрицы данных по столбцам.



Ч А С Т Ь  I I I  

Теория графов

Глава 28. Графы и орграфы

Глава 29. Больше ребер, меньше вершин

Глава 30. Жадные алгоритмы и минимальные остовные деревья

Глава 31. Базис в пространстве циклов

Глава 32. Правильная раскраска вершин

Глава 33. Кратчайший путь

Глава 34. Разбиваем и упорядочиваем

Глава 35. Максимальный поток в сети

Глава 36. Задача коммивояжера



ГЛАВА 28

Графы и орграфы

Переходим к третьей, заключительной части нашей книги. Она посвящена 
теории графов. На уровне наших обыденных представлений граф —  это лю ­
бые объекты (обычно их рисую т в виде точек или кружков), соединенные ли­
ниями или стрелками (рис. 28.1). В первом случае граф называется неориен­
тированным (просто граф), а во втором —  ориентированным (орграф).

Рис. 28.1. Графы (граф и орграф): а  —  неориентированный; б —  ориентированный

В частности, в виде графов можно представить электрические схемы, мар­
шруты перевозок, схемы взаимосвязи подразделений предприятия, денежные 
и ресурсные потоки, системы управления различными объектами и т. д. Из­
давна люди заметили, что графы обладают общими свойствами независимо 
от того, какой реальный объект они представляют. На основе изучения этих 
свойств и возникла наука под названием "Теория графов". В процессе ее раз­
вития выяснилось, что она тесно связана с другими разделами математики: 
теорией множеств и комбинаторным анализом. Поэтому в технических вузах 
обычно теорию графов наряду с теорией множеств, комбинаторикой, тополо­
гией и некоторыми другими разделами математики изучают в курсе под на­
званием "Дискретная математика".
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Для реш ения задач теории графов создано множество алгоритмов и про­
грамм. Некоторые из них описаны в [2, 33] и других книгах. Однако создате­
ли М АТЬАВ почему-то обошли стороной этот вопрос: в нем нет процедур 
для решения задач на графах. На сайте компании [51 ] в коллекции файлов 
для обмена отсутствует даже такая категория. Пользователи М АТЬАВ пыта­
ются устранить этот недостаток. Так, в [52, 56] приведены решения некото­
рых задач. В этой части книги мы рассмотрим некоторые задачи на графах, 
в том числе и те, которых нет в [52, 56]. Часть из них формулируется как за­
дачи целочисленного линейного программирования (ЦЛП), и для их решения 
применяются готовые процедуры, которые можно свободно переписать с 
сайтов [52, 56, 60]. Для решения других задач используются алгоритмы, опи­
санные в [33]. И наконец, отдельные задачи решается на основе оригиналь­
ных алгоритмов, разработанных автором. Возможно, эти алгоритмы не явля­
ются оптимальными по быстродействию, но они очень просты в реализации и 
требую т написания минимального количества программного кода

Все описанные в этой части книги процедуры объединены в инструментарий 
СгТНеогу ТооІЬох, который доступен для свободного копирования по адресу 
[51], страница "М атематика —  общие вопросы".

28.1. Основные определения 
теории графов
Дадим некоторые определения теории графов с точки зрения теории мно­
жеств. Это —  наиболее общий подход к изучению графов и их свойств.

Определение 28.1. Граф О —  это совокупность двух множеств V и Е:

0  = (Ѵ,Е), (2 8 .1)

где V —  множество (оно называется основным), а Е —  множество двухэле­
ментных подмножеств множества V. □

Определение 28.2. Элементы основного множества V называются вер­
шинами. □
Будем обозначать вершины графа ѵь ѵ2, ..., ѵп (от англ. ѵеііех —  вершина).

Определение 28.3. Количество вершин графа О (мощность множества V) 
называется размером графа. □

Размер графа обычно обозначается буквой п\ \Ѵ\ = п. Здесь функция |...| —  ко­
личество элементов множества.

Определение 28.4. Элементы множества Е называются ребрами. □

Как правило, ребра обозначают буквами е ь е2, ..., ет (от англ. ес1§е —  ребро).
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Определение 28.5. Количество ребер графа С  (мощность множества/?) на­
зывается мощностью графа. □

М ощность графа обычно обозначается т: \Е\ = т.
По основным аксиомам теории множеств одинаковые элементы множества/? 
считаются одним элементом, поэтому в соответствии с определением 28.1 
кратных ребер в графе не может быть. По этим же аксиомам в каждом ребре 
должны быть две различные вершины, т. к. две одинаковые верш ины —  это 
все равно, что одна вершина, а элементы множества Е обязательно должны 
быть двухэлементными подмножествами множества V. Поэтому петель в 
графе по определению 28.1 тоже нет.

ПРИМЕР 28.1. С точки зрения теории множеств граф, изображенный на 
рис. 2 8 .1, а —  это совокупность множеств Ѵ= {V], ѵъ, Ѵз, ѵ4} и /і = {{Ѵ], ѵъ}, 
{V], Ѵз}, {ѵі,ѵ4}, {ѵ2, ѵ4}, {Ѵз, ѵ4}}. Здесь » = 4, /и = 5. Порядок нумерации вер­
шин (элементов множества V) не имеет значения, т. к. элементы множества 
считаются неупорядоченными. Точно так же не имеет значения порядок ну­
мерации ребер (элементов множества Е) и вершин в ребре (элементов мно­
жеств е\, в2 , ез, в4 , е$). Поэтому любой граф по определению 2 8 .1 — неориен­
тированный. Для графа с рис. 2 8 .1, а  множества V, Е и их элементы показаны 
на рис. 28.2. □

Но реальная жизнь шире определения 2 8 .1. Иногда приходится рассматри­
вать графы с кратными ребрами и петлями.
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Определение 28.6. Мультиграфом С называется совокупность (28.1) мно­
жества V (основное множество) и мультимножества Е двухэлементных под­
множеств множества V. □

В этом определении Е является уже мультимножеством, т. е. в нем могут 
быть повторяющиеся элементы, которые считаются разными. Это соответст­
вует нескольким ребрам, соединяющим одну и ту же пару вершин (кратным 
ребрам). Но элементы Е по-прежнему остаются двухэлементными множест­
вами, поэтому каждое ребро должно соединять две разные верш ины —  пе­
тель нет. На рис. 28.3 слева показан мультиграф, а справа —  его множество V 
и мультимножество Е.

Определение 28.7. Псевдографом С называется совокупность (28.1) мно­
жества V (основное множество) и мультимножества Е двухэлементных муль­
типодмножеств множества V. □

В соответствии с этим определением допускаются не только одинаковые 
элементы множества Е (кратные ребра), но и одинаковые элементы в каждом 
подмножестве е,, т. е. ребро может соединять вершину саму с собой. Такие 
ребра называются петлями. Разумеется, петли в псевдографе также могут 
быть кратными. На рис. 28.4 показан псевдограф, его множество V и муль­
тимножество Е.

Определение 28.8.Гиперграфом С называется совокупность (28.1) множе­
ства V (основное множество) и мультимножества Е непустых подмножеств 
множества К (не обязательно двухэлементных). □
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Согласно этому определению ребра гиперграфа (они так и называются —  ги­
перребра) могут соединять не только 1 или 2, но и любое количество вершин. 
Определение 28.8 допускает кратные гиперребра, в том числе и петли. На 
рис. 28.5 приведен пример гиперграфа. Здесь для описания петель достаточно
1 -элементных подмножеств множества V.
У гиперграфа на этом рисунке есть гиперребра, соединяющие 3 вершины. Они 
обозначены линиями, соединенными точками. Но могут быть и гиперребра, 
соединяющие 4, 5 и вообще любое количество вершин из имеющихся в V.

Определение 28.9. Ребро (гиперребро) е, называется инцидентным верши­
не V/, если у,- является одним из концов е,. □

Определение 28.10. Ребро (гиперребро) е, называется инцидентным ги­
перребру еь если существует вершина ѵ„ инцидентная им обоим. □

Например, на рис. 28.5 ребро е12 инцидентно всем остальным ребрам.

Определение 28.11. Две вершины ѵ, и ѵ, называются смежными, если су­
ществует ребро, инцидентное им обеим. □

Определение 28.12. Граф (и все его обобщения) С  называется графом (со­
ответственно мулътиграфом и т. д.) со взвешенными вершинами, если за­
дано отображение V на множество действительных чисел:

ср: Ѵ-+К. (28.2)
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Действительные числа Ь„ характеризующие каждую вершину, называются 
в этом случае весами вершин. □

Определение 28.13. Граф (и все его обобщения) С  называется графом со 
взвешенными ребрами, если задано отображение Е на множество действи­
тельных чисел:

(28.3)

Действительные числа ск, характеризующие каждое ребро, называются в этом 
случае весами ребер. □

В частном случае, если веса вершин или р еб ер —  целые числа (или числа 
любого счетного множества), мы можем взять набор красок, перенумеровать 
их в соответствии с этими числами, и сказать, что наш граф имеет раскра­
шенные вершины или ребра.

Рассмотрим некоторые часто встречающиеся в приложениях виды графов.
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Определение 28.14. Граф (в смысле определения 2 8 .1) К„ с п вершинами 
называется полным графом или кликой, если каждую пару его вершин 
соединяет ребро. □

Легко показать, что мощность клики К„:

т -
г(л - 1)

(28.4)

Действительно, каждая из п вершин соединяется с лю бой из оставшихся 
(» -1 ), поэтому общее число концов ребер равно » ( » - 1). Но у каждого ребра 
2 конца, откуда и получаем формулу (28.4). На рис. 28.6 показана клика К5.

Определение 28.15. Граф С  называется двудольным, если множество его 
вершин разбивается на 2 непересекающихся подмножества, которые обозна­
чаются V и IV, таких, что лю бое ребро е, соединяет вершину из V с вершиной 
из IV. □

Двудольные графы обычно обозначают как совокупность трех множеств:

0  = (Ѵ,\Ѵ,Е). (28.5)

Примерами двудольных графов могут служить звезда с любым числом лучей 
и многоугольник с четным числом вершин (рис. 28.7). Разделение множества 
вершин на доли показано здесь тонкой штриховой линией. Но обычно вер­
шины двудольных графов изображаю т на двух вертикалях или горизонталях, 
как на рис. 28.8, б.
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Рис. 28.7. Примеры двудольных графов: а  звезда; 
б  —  многоугольник с четным числом вершин

Двудольные графы играют очень большую роль в приложениях. Например, 
задачи назначения, распределения, планы перевозок часто описываются дву­
дольными графами (работники и работы, источники ресурсов и потребители, 
склады и магазины). Но и в теоретических исследованиях нам приходится 
сталкиваться с ними. В частности, любому гиперграфу можно поставить во 
взаимно однозначное соответствие двудольный граф. Для этого достаточно 
вершины исходного гиперграфа отнести к первой доле V, а каждому гипер­
ребру поставить в соответствие вершину из второй доли IV. Теперь соединяем 
каждую вершину ѵ, из V с теми вершинами из IV, которые соответствуют ги­
перребрам исходного гиперграфа, инцидентным с ѵ,.

Определение 28.16. Двудольный граф В  = (Ѵ»,ІѴ»,Е») называется соот­
ветствующим гиперграфу С = {Ѵ,Е), если |Ку| = |Ѵ\, \ІѴі)\ = \Е\, а ребро 
(еа)к= {(ѵѵ,)„(и’/))/}еіі/, тогда и только тогда, когда вершина ѵ, инцидентна 
ребру е*,-. □

ПРИМЕР 28.2. Построим двудольный граф, соответствующий гиперграфу с 
рис. 28.5. На рис. 28.8, а показан исходный гиперграф, а на 28.8, б —  соответ­
ствующий ему двудольный граф. У исходного гиперграфа п = 4, т = 14, по­
этому в первой доле двудольного графа будет 4 вершины, а во второй —  14. 
В исходном гиперграфе V] инцидентна к е\, е2, е3, е4, е]3 и е14, поэтому в дву­
дольном графе соединяем V] с и’і, чь, н’з, щ , и’в  и и’]4. Точно так ж е  поступаем 
с остальными вершинами. □

Мы видим, что по гиперграфу С  соответствующий ему двудольный граф 
строится однозначно. И наоборот, по двудольному графу однозначно восста­
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навливается исходный гиперграф. Восстановление можно провести, напри­
мер, так. В соответствующем двудольном графе |К| = 4, поэтому рисуем 4 
вершины исходного гиперграфа. Просматриваем каждую вершину второй 
доли IV: это будет ребро восстанавливаемого гиперграфа Вершина и’і инци­
дентна V] и ѵ2, значит, ребро е\ гиперграфа будет соединять V] и ѵ2, и т. д. Если 
и’9 инцидентна только одной вершине ѵ2, то в исходном гиперграфе будет 
петля ед при ѵ2. Вершина и’і2 инцидентна сразу трем вершинами доли V: ѵ2, Ѵз 
и ѵ4 —  значит, в исходном гиперграфе появится гиперребро е12 = {ѵ2, Ѵз, ѵ'і! ■

Что будет, если мы поменяем местами доли V и IV в двудольном графе, а по­
том попытаемся восстановить гиперграф? Мы получим гиперграф, двойст­
венный исходному.

Рис. 28.8. Гиперграф: а  —  исходный; б  —  соответствующий ему двудольный граф;
в  —  двойственный

Определение 28.17. Гиперграф С = {Ѵ ',Е '}  называется двойственным по 
отношению к гиперграфу С={Ѵ,Е}, если |Р | = |і і |, |і і '| = |К|, и гиперребро е'
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инцидентно вершине ѵ/ тогда и только тогда, когда гиперребро е, инцидентно 
вершине ѵ;. □

ПРИМЕР 28.3. Построим гиперграф, двойственный гиперграфу с рис. 28.5. 
Мы уже построили двудольный граф, соответствующий исходному гипер­
графу (рис. 28.8, б). Поменяем местами доли V и Ж (это можно сделать в 
уме). Восстановим теперь гиперграф с 14 вершинами и 4 гиперребрами. Ги­
перребро в] будет соединять вершины ѵь ѵ2, Ѵз, ѵц, Ѵіз и ѵ]4. Аналогично стро­
им другие гиперребра. Результат показан на рис. 28.8, в. □

Определение 28.18. Матрицей инцидентности гиперграфа О называется 
булева матрица А  размером п х т, каждый элемент которой ау = ігие тогда и 
только тогда, когда ѵ,- инцидентна е,. □

При работе в М АТЬАВ нам удобнее будет записывать А  в виде числовой 
матрицы, состоящей из нулей и единиц. Если такую матрицу преобразовать 
в булеву средствами М АТЬАВ, то получится матрица в смысле определе­
ния 28.17. И наоборот, преобразование матрицы в смысле определения 28.17 
в числовую дает матрицу, состоящую из нулей и единиц.

ПРИМЕР 28.4. Построим матрицу инцидентности для гиперграфа с рис. 28.5. 
Ее размеры 4x14. Поскольку ѵі инцидентна к е\, е2, еъ, ец, е^  и ей, то в 1-й 
строке равны единице элементы 1, 2, 3, 4, 13 и 14. Аналогично заполняем 
другие строки. Получаем:

А  =

1 1 1 1 0  0 0

о о

0 0 0 1

0 0 1 1 1 1 1

о

о

0 0 1 1 0

□ (28.6)

у

Если построить матрицу инцидентности для двойственного гиперграфа 
(рис. 28.8, в), то нетрудно заметить, что будет транспонированной по отно­
шению к матрице исходного гиперграф а Можно доказать соответствующую 
теорему —  она почти очевидна из определения 28.16.

Теперь перейдем к ориентированным графам (орграфам). Здесь каждому реб­
ру приписывается направление, и они называются дугами или стрелками. 
С точки зрения теории множеств каждая дуга —  это не просто 2-элементное 
подмножество множества V, а упорядоченное 2-элементное подмножество.

Определение 28.19. Орграф О —  это совокупность двух множеств Ѵи Е:

0  = (Ѵ,Е), (28.7)

где V—  основное множество (вершины), а Е —  множество упорядоченных 
двухэлементных подмножеств множества V(дуги или стрелки). □
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Пример орграф а—  на рис. 28 .1 ,6 . Как и для графов, для орграфов можно 
ввести в рассмотрение кратные дуги и петли (возможно, тоже кратные). 
Орграф и его обобщения могут также иметь взвешенные или раскрашенные 
вершины и (или) дуги. А  вот ориентированные гиперграфы мы вообще рас­
сматривать не будем.

28.2. Как задать граф
Рассмотрим различные варианты задания исходных данных для графов 
(мульти-, псевдо- и т. д.). Что необходимо знать о графе для решения различ­
ных задач и рисования? Как правило, для решения задач важна структура 
связи вершин и ребер (дуг), а также веса, если они есть, а конкретное распо­
ложение вершин не имеет значения. При рисовании нужно знать и координа­
ты вершин. С координатами можно поступить так: задать массив действи­
тельных чисел размером « х 2 , в 1-м столбце которого будут абсциссы вер­
шин, а во 2-м —  ординаты. Если координаты не заданы, можно попытаться 
нарисовать граф примерно в таком виде, как на рис. 28.8, в.
Информацию о структуре графа можно вводить (и хранить в памяти) по- 
разному. Один из вариантов—  задать матрицу инцидентности размером 
п х т. Это булева матрица, и ее можно хранить очень экономно (например, 
побитно). Но в М АТЬАВ логические переменные занимают 1 байт. Поэтому 
хотя экономия и есть, она не такая существенная, как при побитовом хране­
нии. А  вводить исходные данные из текстового файла все равно приходится 
как числа. Поэтому удобнее вводить информацию о структуре графа (оргра­
фа) в виде списка его ребер (дуг), а матрицу инцидентности при необходимо­
сти формировать в процессе реш ения задачи.

Список р еб ер —  это матрица размером т х 2, в каждой строке которой —
2 целых числа: номера соединяемых вершин. Например, для графа с рис. 28.1, а  
и орграфа с рис. 2 8 .1 ,6  список ребер (дуг) имеет вид:

1 2 
1 3
1 4
2 4
3 4

Для графа столбцы этой матрицы можно переставлять, а для орграфа —  нет: 
условимся считать, что каждая стрелка направлена от вершины с номером, 
стоящим в 1 -м столбце, к вершине, номер которой указан во 2-м столбце. При 
таком задании графов нет проблем с кратными ребрами (дугами) и петлями. 
Но гиперграфы задавать таким образом нельзя. Для них нужно использовать 
массив размером не т х2, а тхетах, где етах —  максимальное количество вер­
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шин, которое может соединять гиперребро. Тогда более короткие строки 
дополняются нулями. Например, исходная информация о гиперграфе с 
рис. 28.8, в будет такой:

1 2 3 4 13 14 0 0
1 5 6 7 9 12 13 14
2 3 8 10 11 12 14 0
4 5 6 7 8 12 13 0

Информация в таком виде обрабатывается просто, т. к. мы нумеруем верши­
ны числами от 1 до и, а вершины с номером 0 нет. По этим данным легко на­
ходятся т и п. М ощность графа т —  это число строк матрицы, а размер п —  
максимальное число в ней. При необходимости также задаются веса вершин 
и ребер (дуг). Это одномерные массивы длиной п и т соответственно. Заме­
тим, что приведенный выше набор данных однозначно характеризует также и 
гиперграф с рис. 28.8, а. Для каждой вершины (строки) здесь указаны номера 
инцидентных ей ребер. Поэтому информацию о графе (и всех его обобщ ени­
ях) можно задавать также в виде массива из п строк, в каждой из которых пе­
речислены номера ребер, инцидентных соответствующей вершине, и более 
короткие строки дополнены нулями.

Но орграф задавать в таком виде неудобно. Поэтому мы будем задавать граф 
(мультиграф, псевдограф, орграф) в виде списка его ребер размером т х2 и 
дополнять при необходимости одномерными векторами весов.

28.3. Описание процедуры РІоіСгарН
Мы ограничимся рисованием только графов (в т. ч. мульти- и псевдо-) и 
орграфов, но не гиперграфов. При этом будем сами задавать координаты 
вершин. Назовем нашу функцию Ріслсгарь. По правилам М АТЬАВ это зна­
чит, что она долж на быть размещ ена в файле с именем РІоіСігарН.пі. Опреде­
лимся с входными и выходными параметрами. Во-первых, мы должны задать 
координаты вершин —  это 2-мерный массив размером п х2, который мы обо­
значим идентификатором ѵ. Граф (орграф) может быть со взвешенными 
вершинами, значит, нужно дать пользователю выбор: если он задаст ѵ 
размером не « х 2 , а « х З , то в 3-м столбце должны задаваться веса вершин. 
При рисовании веса задают, чтобы изобразить их. Поэтому, если 
пользователь не задает веса, то в каждом кружке, изображающем вершину, 
мы напишем ее номер, а если задает —  то вес.

Далее мы должны задать структуру графа (орграфа) —  список его ребер (дуг) 
в виде массива размером т х2. Обозначим его идентификатором е. Если реб­
ра (дуги) взвешены, нужно также задать и их веса. Это удобно сделать в 3-м
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столбце массива е. Как и для вершин, предоставим пользователю выбор: если 
он задает массив е размером т х2, то возле каждого ребра (дуги) мы будем 
писать его номер, а если т х 3, то вес. Если в графе вообще нет ребер (одни 
вершины), то условимся, что можно или вообще не задавать второй аргумент, 
или задать его в виде пустого массива.

И наконец, пользователь должен указать, что же мы будем все-таки рисовать: 
граф или орграф. Здесь достаточно одного символа (идентификатор р). Если 
это символ 'о ' ,  то будем рисовать орграф, во всех других случаях (т. е. по 
умолчанию) рисуем граф.

Во всех процедурах рисования М АТЬАВ возвращает дескриптор созданной 
фигуры. Не будем отступать от этого правила и в качестве выходного пара­
метра (идентификатор ь) возвратим дескриптор фигуры с нарисованным на 
ней графом.

Итак, с заголовком функции мы определились. После заголовка обычно раз­
мещается справочная информация, которая появляется в командном окне 
М АТЬАВ при вызове справки по данной функции. Мы опишем в ней порядок 
вызова функции, входные и выходные аргументы, сведения об авторе и спи­
сок других функций, которые использует данная функция и которых нет в 
стандартном наборе функций М АТЬАВ. В частности, нам будет нужна функ­
ция аггом, которая рисует стрелки. Мы должны проинформировать об этом 
пользователя и указать, где ее можно взять. Вот как выглядит заголовок 
функции и справочная информация. По сравнению с версией, размещенной 
на сайте [51], здесь все комментарии переведены на русский язык.

^ипсЬіоп Ь=Р1оШгарЬ (V, Е , р)
% Функция Ь=Р1о-ЬСгарЬ (Ѵ,Е ,р) рисует граф (орграф) .
% Входные параметры:
% Ѵ(п,2) или (п,3) - координаты вершин
% (1-й столбец - х, 2-й - у) и, может быть, 3-й - веса;
% п - количество вершин;
% если Ѵ(п,2), рисуем номера вершин,
% если Ѵ(п,3), рисуем веса вершин.
% Е(т,2) или (т,3) - ребра графа (дуги орграфа) и их веса;
% 1-й и 2-й элементы каждой строки - это номера вершин;
% 3-й элемент каждой строки это вес дуги;
% т - количество дуг.
% если Е(т,2), рисуем номера ребер (дуг);
% если Е (ш,3), рисуем веса ребер (дуг);
% для графа без ребер задаем Е=[];
% р = 'д ' (рисовать граф) или 'о' (рисовать орграф);
% (необязательный параметр, по умолчанию 'д ').
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% Выходной п а р а м е т р :
% Ь -  д е с к р и п то р  фигуры .
% А втор : С ер гей  Иглин
% Э л ек тр о н н ая  п о ч т а : і д І і п Ѳ к р і . к Ъ агк о ѵ .и а  
% и л и : з ід І іп Ѳ у а п с іе х .г и
% п е р с о н а л ь н а я  с т р а н и ц а : І г Ь Ь р : / / ід і і п .е х р о п е п ѣ а .ги  
% Необходимые д р у г и е  ф ункции: АККШ.М.
% Э та ф ункция мож ет бы ть св о б о д н о  ск о п и р о в ан а  с  с а й т а  Ма-Ымюгкз:
% ІгЬѣр: /  /шш. ш аШ м огкз. с о т .
% Выражаю п р и зн а т е л ь н о с т ь  г - н у  Х оварду  (Ьомагйгй с с . д а ѣ е с Ь . ейи)
% з а  т е с т и р о в а н и е  э т о г о  а л г о р и т м а .

После этого нужно пропустить одну строку, которая рассматривается систе­
мой М АТЬАВ как конец справочной информации. Далее начинаем проверку 
исходных данных. Начнем с того, что должно быть не менее одного входного 
параметра:

п а г д іп < 1 , 
е г г о г ( ' Нет исходны х д ан н ы х ! ' )  

еп й

Находим размеры 1 -го входного параметра ѵ. Если это не 2-мерный массив —  
ошибка.

з ѵ = з і г е (V ); % р а зм е р  м а с с и в а  V 
Іепд-ЬЬ(з ѵ )~=2 , 

е г г о г ( ' М ассив V долж ен бы ть 2 -м ер н ы м !')  
еп й

Проверяем количество столбцов ѵ.

і г  ( з ѵ (2)< 2) ,
е г г о г ( ' М ассив V долж ен и м еть  2 или  3 с т о л б ц а ! ' ) ,  

еп й

Если пользователь не задал второй аргумент (список ребер), задаем его 
пустым.

п а г д і п = 1 , % граф  б е з  р е б е р  
Е = [] ; 

еп й

Переходим к проверке второго входного парам етра—  массива е , если он не 
пустой.

~ і з е т р ѣ у ( Е ) , % граф  с  ребрам и  
з е = з і г е ( Е ) ; % р а зм е р  м а с с и в а  Е
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Іепд-ЬЬ(з е ) ~ = 2 , 
е г г о г ( '  М ассив Е долж ен бы ть 2 -м ер н ы м !')  

еп й
і г  ( з е (2 )< 2) ,

е г г о г ( '  М ассив Е долж ен и м еть  2 или  3 с т о л б ц а ! ' ) ,  
еп й

Следующая проверка: номера всех вершин в массиве е д о л ж н ы  быть целыми 
положительными числами:

і г  ~ а11  ( а і і  (Е (: , 1 : 2 ) > 0 ) ) ,
е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы  м а с с и в а  Е должны бы ть п олож и тельн ы м и !')  

еп й
і г  ~ а11  ( а і і  ( (Е (: , 1 :2 )  = гошісі (Е ( : , 1 : 2 ) ) ) ) )  ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы  м а с с и в а  Е должны бы ть ц е л ы м и !')  
еп й

И наконец, еще одна проверка —  на совместимость размера ѵ и имеющихся 
номеров вершин в е:

шах (шах (Е (: , 1 : 2 ) )  )> з ѵ (1 )  , 
е г г о г ( ' К оординаты  н екоторы х  верш ин н е  о п р е д е л е н ы ! ' ) ;  

еп й  
еп й

На этом проверка исходных данных заканчивается, и мы приступаем к их 
анализу. Находим размер и мощность графа. Проверяем, что надо рисовать: 
граф или орграф.

і з е т р ѣ у ( Е ) , % н е т  р е б е р  
ш=0; 

е і з е
ш = з іг е ( Е ,1 ) ;  % к о л и ч е с т в о  д у г  

еп й
п = зѵ (1) ; % к о л и ч е с т в о  верш ин

п а г д іп < 3 , % т о л ь к о  2 входны х п а р а м е т р а

р і = ' д ' ;
е і з е

~ і з с Ь а г ( р ) ,
е г г о г ( ' 3 - й  ар гу м ен т  р  долж ен бы ть с т р о к о й ! ' )  

е і з е
р і = р ( і )  ; 

еп й  
еп й

Вершины мы будем рисовать кружочками. Чтобы не затенять чертеж, усло­
вимся, что радиус кружков должен быть равен 0,1 от минимального расстоя­
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ния между вершинами. Найдем эту величину и вычислим координаты точек, 
по которым будем строить кружки-вершины.

г с =0 . 1 ; % коэф ф ициент в  р а д и у с е
ѣ = 1 і п з р а с е ( - р і / 2 , 3 * р і / 2 ) ; % м асси в  п ар ам етр о в
г = г с * ш іп (р с Н з ѣ (Ѵ (:, 1 :2) ) ) ;  % 0.1 о т  м и н им альн ого  р а с с т о я н и я
х с = г * с о з ( ѣ ) ;
у с = г * з і п ( ѣ ) ;

В нашем графе могут встретиться кратные ребра (дуги). Если ребро не крат­
ное, его будем рисовать в виде прямой. Но кратные ребра удобнее рисовать 
изогнутыми, причем с разными степенями изогнутости, чтобы они не накла­
дывались друг на друга. Проще всего заранее подготовить полуэллипс, а за­
тем по мере необходимости деформировать его так, как нужно: растягивать, 
сжимать, поворачивать. Подготовим такой полуэллипс (т. е. координаты его 
точек):

ѣ г=1і п з р а с е (0 , р і ) ;  % д л я  р и с о в а н и я  к ратн ы х  р е б е р  
х г =0 . 5 - с о з ( ѣ г ) / 2 ; 
у г = з і п ( ѣ г ) ;

Следующий этап —  сортировка ребер. Она нужна для того, чтобы выявить 
кратные ребра и петли, которые рисуются по-разному. Простые ребра —  это 
прямые, кратные —  полуэллипсы, а петли —  дуги окружностей. Если еще и 
петли кратные, нужно будет рисовать несколько дуг окружностей разных ра­
диусов. Первый этап сортировки —  сделать так, чтобы первая вершина была 
меньше второй. Для этого нужно переставить местами первые и вторые эле­
менты некоторых строк. И надо запомнить, в каких строках мы провели пере­
становку, чтобы правильно нарисовать потом стрелки. Поэтому мы дополним 
список ребер (дуг) слева двумя столбцами: в первом будем запоминать сде­
ланную перестановку вершин, а во втором сохраним номера ребер.

- і з е т р ѣ у ( Е ) , % е с т ь  р е б р а  
Е = [ г е г о з ( т ,1 ) , [ 1 :ш ]1, Е ] ; % д о б ави л и  с т о л б е ц  0 и  н ом ера  р е б е р  
пеей2= гіпс1 (Е ( : , 4 )< Е ( : , 3 ) ) ;  % н еобходи м а з а м е н а  ѵ1<->ѵ2 
Ьпр=Е (п е е й 2 ,3 )  ;
Е (пее<32,3 )  =Е (пее<32,4 )  ;
Е (п еес!2 , 4 ) =Ъпр; % зам ен и л и  3 -й  и  4 -й  столбцы  п ри  н еобходи м ости  
Е (пеес!2,1 )  = 1 ; % р ав н о  1 , е с л и  зам ен и л и  ѵ і  и  ѵ2

Теперь у нас номер первой вершины всегда меньше номера второй. Нам все 
равно, в каком порядке рисовать ребра, поэтому рассортируем их в порядке 
возрастания 1-х вершин. Это —  второй этап сортировки:

[ е і , і е і ]  =зог"Ь (Е (: , 3 ) )  ; % со р ти р у ем  п о  1 -й  верш ине 
Е 1=Е ( і е і , : ) ;
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Продолжаем сортировку ребер, теперь уже по номеру 2-й вершины. Это тре­
тий этап:

Сот к 2 = Е 1 ( 1 , 3 ) :Е 1 ( е п й ,3 ) , % п р о см атр и в аем  в с е  н ом ера 1 - х  вершин 
п ит2= гіп с! (Е1 (: , 3) = к 2 )  ; % о д и н а к о в а я  1 - я  верш ина 

~і зетр-Ьу (п и т2 ) , % со р ти р у ем  п о  2- й  верш ине 
ЕЗ=Е1(пш п2, : ) ;
[ е З , і е З ]  =зог"Ь(ЕЗ (: ,4 ) )  ;
Е 4=Е З( і е З , : ) ;
Е1 (пшп2, :)  =Е4 ; 

еп й  
еп й

Теперь лексикографическое упорядочение ребер закончено. Если ребра есть, 
то они расположены в порядке возрастания 1-х вершин, а при одинаковых 
номерах 1-х верш ин—  в порядке возрастания номеров 2-х вершин. Такое 
расположение позволяет легко выявить кратные ребра: мы просто будем про­
верять для каждого ребра следующие за ним, пока не обнаружим другое реб­
ро. Последний этап сортировки —  это удаление петель. Они будут рисовать­
ся по другому правилу, поэтому удалим их в отдельный массив. Заметим, что 
удаляемые петли также лексикографически упорядочены, поэтому легко бу­
дет выявить кратные петли. Удаляем петли:

ір= ^іп с1(Е 1  (: , 3 ) = Е 1  (: , 4 ) )  ; % ишэм п е т л и  
Е р=Е 1( і р , : ) ;  % п ет л и
Е2=Е1 ( з е ѣ с і і ^  ( [1 :ш ] , і р )  , : )  ; % р е б р а  б е з  п е т е л ь  

еп й  % е с т ь  р е б р а

Подготовительная работа закончена. Переходим непосредственно к рисова­
нию. Создаем новую фигуру и присваиваем ее дескриптор выходному пара­
метру. Включаем задержку, т. к. рисовать нам придется много.

Ь = Л д и г е ;
Ь о іс і оп

Вначале рисуем вершины. У нас есть координаты каждой верш ины —  это 
будет центр кружка. Точки для рисования кружка у нас также готовы. Поэто­
му рисуем каждую вершину в нужном месте сплошной синей линией. Выяс­
няем, как ее подписывать. Если пользователь задал веса вершин, пишем 
внутри кружка вес, а если нет —  номер.

^ о г  к =1 : з ѵ (1) , % д л я  каж дой вершины
р 1 о ѣ ( Ѵ ( к ,1 ) + х с ,Ѵ ( к ,2 ) + у с , ' Ъ—' ) ;  % р и суем  круж ок 

з ѵ ( 2 ) = 3 ,  % в е с а  верш ин зад ан ы  
з=пшп2з ѣ г (V (к ,3 ) ) ;  % в е с
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е і з е
Б=пит2з і :г  (к) ; % н ом ер вершины 

еп й
ѣ е х ѣ (Ѵ (к ,1 ) -0 .0 2 8 * 1 е п д № ( з )  ,Ѵ (к ,2 )  , з )  ; % д о б ав л я ем  т е к с т  в н у тр и  круж ка 

еп й

Переходим к рисованию ребер (дуг), если они есть. Его удобнее организовать 
в виде цикла и м іе, т. к. одиночные и кратные ребра рисуются по-разному. 
В начале цикла находим координаты вершин текущего ребра

- і з е т р ѣ у ( Е ) , % е с т ь  р е б р а  
к=0 ;
ш 2 = з іг е ( Е 2 ,1 ) ; % к о л и ч е с т в о  р е б е р  б е з  п е т е л ь  
ѵ гііііе  к < т2 , % п о к а  н е  и счерп ан ы  в с е  р е б р а  

к=к+1 ; % текущ ее р еб р о
МуЕ=Ѵ(Е 2 (к , 3 : 4 ) , 1 : 2 )  ; % коорди наты  верш ин 1 ,  2

Проверяем, сколько раз встречается данное ребро в списке. Благодаря тому, 
что ребра рассортированы, мы просто проверяем ребра, следующие за дан­
ным, пока не обнаружим ребро с другими номерами вершин или конец спи­
ска ребер.

к 1=1 ; % ишэм к ратн ы е р е б р а  
к < т2 , % н е  п о с л е д н е е  р еб р о  

м і і і і е  а і і  (Е2 ( к ,3 : 4 ) = Е 2  ( к + к 1 ,3 :4 ) )  , % о б е  вершины совпадаю т 
к 1= к1+1 ; % у вели ч и л и  к р а т н о с т ь  

к + к1>ш2 , % п о с л е д н е е  р еб р о  
Ь г е а к ;  % выходим и з  ц и к л а  и Ь і І е  

еп й  
еп й

еп й  % в  п ерем ен ной  к і  -  к р а т н о с т ь  тек у щ его  р е б р а

Рисовать кратные ребра будем дужками разных радиусов симметрично отно­
сительно прямой, соединяющей вершины. Находим радиусы дужек, расстоя­
ние между вершинами, угол поворота дужки. Растягиваем дужку до нужной 
длины.

г у = г * [1 : к 1] ; % ради усы  дуж ек
г у = г у - ш е а п (г у ) ; % сим м етрично о т н о с и т е л ь н о  прям ой 
1= п огт(М уЕ ( 1 , : ) -М уЕ( 2 , : ) ) ;  % дл и н а  линии 
ах=МуЕ (2 ,1 )  -МуЕ ( 1 ,1 ) ;
<Зу=МуЕ (2 ,2 )  -МуЕ (1 ,2 )  ; 
а 1р Ь а= аѣ ап2 (й у ,сіх ) ; % у г о л  п о в о р о т а  
с о з а = с о з ( а І р Ь а ) ; 
з і п а = з і п ( а І р Ь а ) ;
М уХ=хг*1; % р а с т я н у л и  дужку
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Начинаем рисовать ребро (или кратные ребра). Растягиваем дужку в попе­
речном направлении до нужного радиуса, поворачиваем, обрезаем с концов, 
чтобы она не накладывалась на вершину-кружок, и рисуем черной сплошной 
линией.

Сот к2=1 : к і , % р и су ем  р е б р а  (дули)
М у У = у г* гу (к 2 ); % р а д и у с  дужки 
М уХд=М уХ*соза-М уУ*зіпа; % п о во р ач и в аем  
МуУд=МуХ*зіпа+МуУ*соза;
М уЬ=1епдО і(^іпс1(М уХ д.Л2+М уУд.Л2 < г Л2 ) ) ;  % попадаю т в  верш ину 
МуХр1=МуХд(МуЬ+1: епй-М уЬ)+М уЕ( 1 , 1 ) ;  % о б р е з а е м  с  о д н о го  кон ц а  
МуУр1=МуУд(МуЬ+1: епй-М уЬ)+М уЕ( 1 , 2 ) ;  % о б р е з а е м  с  д р у г о г о  кон ц а  
р іо ѣ (М у Х р І,МуУр1, ' к - ' ) ;  % ри суем

Проверяем, что нам нужно рисовать: граф или орграф. Если орграф, то на 
нужном конце рисуем стрелку.

і.Е р 1= ' о 1, % з а д а н о  р и с о в а т ь  орграф
Е 2 (к + к 2 -1 , 1 ) = 1 ,  % нужно р и с о в а т ь  с т р е л к у  в  н а ч а л е  

а г г о и  ( [МуХрІ (2) ;МуУр1 (2) ] , [МуХрІ (1) ;МуУр1 (1) ] )  ; 
е і з е  % нужно р и с о в а т ь  с т р е л к у  в  кон ц е

а г г о и  ( [МуХрІ (е п й -1 )  ;МуУр1 (е п й -1 )  ] , [МуХрІ (епй) ;МуУр1 (епй) ] )  ; 
еп й  

еп й

Теперь делаем нужные надписи над ребрами (дугами). Если ребра взвешены, 
пишем вес, а если нет —  номер ребра.

з е ( 2 ) = 3 ,  % р е б р а  взвеш ены  
з= п ш п 2 зѣ г(Е 2 ( к + к 2 - 1 ,5 ) ) ;  

е і з е  % р е б р а  н е  взвеш ены  
з= п ш п 2 зѣ г(Е 2 ( к + к 2 - 1 ,2 ) ) ;  

еп й
Ъехѣ (МуХрІ (Іеп д Ы і (МуХрІ) / 2 )  ,МуУр1 (Іеп д Ы і (МуУрІ) /2 )  , з )  ; 

еп й
к=к+к1- 1 ; % н ом ер п о с л е д н е го  н ар и с о в а н н о го  р е б р а  

еп й

Осталось нарисовать петли, если они есть. Их рисование организовано в та­
ком же цикле и м  іе, как и для ребер. Для очередной петли проверяем, какова 
ее кратность.

к=0 ;
ш 1 = з іг е (Е р ,1 ) ;  % к о л и ч е с т в о  п е т е л ь  
и Ь і І е  к < т1 ,

к=к+1 ; % текущ ая  п е т л я
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МуѴ=Ѵ(Е р (к , 3 ) , 1 : 2 ) ;  % коорди наты  вершины 
к 1=1 ; % ищем к р а т н о с т ь  

к < т1 ,
м Ь і І е  а і і ( Е р ( к ,3 : 4 ) = Е р ( к + к і , 3 : 4 ) ) ,  

к 1= к1+1 ; 
к + к1> т1 ,

Ь г е а к ;
еп й

еп й
еп й  % в к і  -  к р а т н о с т ь  текущ ей  п ет л и

Задаем радиусы окружностей, которыми будут рисоваться петли. Возьмем их 
больше, чем радиус кружков-вершин. Для каждой петли найдем центр ок­
ружности, отрежем кусочки, попадающие внутрь кружка-вершины, а осталь­
ное нарисуем.

г у = [1 : к 1] +1 ; % р а д и у с  
Сот к2=1 : к 1 , % р и су ем  п е т л и  

М у Х = х с* гу (к 2 ); % ц ен тр  
М у У = (у с + г )* г у (к 2 ) ; % ц ен т р
МуЬ=1епд-ЬЬ(^іпсі(М уХ. Л2+МуУ. Л2< г Л2) ) / 2 ; % п о п а д а е т  в н у т р ь  вершины 
МуХр1=МуХ(МуЬ+1:епсі-МуЬ)+МуѴ(1); % о т р е з а е м  лиш нее 
МуТр1=МуТ (МуЬ+1 : епсІ-МуЬ) +МуѴ (2 ) ;
р іо і (М у Х р І ,МуУр1, ' к - ' ) ;  % р и суем  сплош ной ч ер н о й  лин и ей

При необходимости рисуем стрелку:

р 1= ' о ' , % нужно р и с о в а т ь  орграф  
а г г о и  ( [МуХрІ (10) ;МуУр1 (10) ] , [МуХрІ (1) ;МуУр1 (1) ] )  ; 

еп й

Делаем надпись: вес или номер ребра-петли:

з е ( 2 ) = 3 ,  % р е б р а  взвеш ены  
з= п ш п 2 зѣ г(Е р ( к + к 2 - 1 ,5 ) ) ;  % надп исы ваем  в е с  

е і з е  % р е б р а  н е  взвеш ены
з= п ш п 2 зѣ г(Е р ( к + к 2 - 1 ,2 ) ) ;  % надп исы ваем  н ом ер 

еп й
Ъехѣ (МуХрІ ( Іе п д О і (МуХрІ) /2 )  ,МуУр1 (Іе п д О і (МуУрІ) /2 )  , з )  ; 

еп й
к= к+ к1- 1 ; % н ом ер п о сл е д н ей  н ар и со в ан н о й  п е т л и  

еп й
еп й  % е с л и  е с т ь  р е б р а

Заканчиваем оформление рисунка. Выключаем задержку, т. к. уже все нари­
совали. Убираем с рисунка оси. Выравниваем масштаб, чтобы кружочки- 
вершины действительно были кружками, а не эллипсами.
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Ъ о і с і  оіі 
а х і з
сіа=сіаБрес'Ь ;
сіа (1 :2) = т іп  (сіа (1 :2))  ;
с іазресЬ  (сіа) ; % одинаковы й масш таб
г е ѣ и т

Так выглядит простейшая процедура рисования графов. Конечно, совершен­
ству нет предела, и ее без конца можно улучшать. М ожно, например, учесть, 
что надписи не должны выходить за пределы вершин и автоматически выби­
рать для этого нужный размер шрифта. Можно научить программу рисовать 
ребра так, чтобы они не залезали на вершины, а обходили их. Можно (про­
должайте сами)... В общем, для хорошего программиста-дизайнера эта про­
цедура —  лишь заготовка для создания своего детища.

28.4. Пример обращения
Проиллюстрируем работу этой функции на примере рисования орграфа 
с 25 вершинами и 46 дугами. Этот пример взят из [22]. Но нарисуем орграф

Рис. 28.9. Пример рисования орграфа
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с невзвешенными вершинами и невзвешенными дугами. Установим шрифт и 
подпишем заголовок. Результат показан на рис. 28.9.

с і е а г  а і і
ѵ=[[0 4 ] ;  [1 4] 12 4 ] ;  [3 4] ; [4 4] ; [0 3] [1 3] ; [2 3 ] ; [3 3] [4 3] ;

[0 2 ] ;  [1 2] [2 2] ; [3 2 ] ; [4 2] ; [0 1] [1 1] ; [2 1 ] ; [3 1] [4 1] ;
[0 0 ] ;  [1 0] [2 0] ; [3 0 ] ; [4 Э]] ;

Е = [[  1 2] ; [ 3 2] ; [  4 3] ; [ 5 4] ; [ 6 1]
[ 2 7] ; [ 8 2] ; [  3 8] ; [ 9 4 ] ; [ 9 5]
[10 5] ; [ 7 6] ; [  8 7] ; [ 8 9] ; [Ю 9]
[11 6] [ 7 12] ; [13 8] ; [14 9] ; [15 Ю ]
[12 11] [13 12] ; [13 14] ; [14 13] ; [15 14]
[16 1 1 ] ; [12 17] ; [13 18] ; [20 15] [17 16]
[17 18] [18 17] ; [19 18] ; [19 20]  ; [21 16]
[17 22] [18 22] ; [22 18] ; [18 23] ; [19 24]
[20 25] ; [21 22] ; [22 21] ; [23 24] ; [24 23] ; [ 2 4  2 5 ] ] ;

Р Іс Ь С г а р Ь (V , Е , о ' ) ; % р и суем  орграф
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' СиггегѵЬА хез')

' РопШ аш е' , " Г іт е з  Ыеи Ношап С у г ' , ' РогѵЬЗіие' ,1 0 )
ѣ і ѣ і е ( ' \ М  О рграф ')

28.5. Вопросы для самопроверки
1. Докажите, что для взаимно двойственных гиперграфов соответствующие 

им двудольные графы отличаются только порядком долей вершин.

2. Нарисуйте гиперграф с рис. 28.8, а в таком же виде, как и двойственный 
ему на рис. 28.8, в. Будет ли этот гиперграф тем же, что и исходный?

3. Докажите, что гиперграф, двойственный двойственному, совпадает с ис­
ходным.

4. Докажите теорему, что матрицы инцидентности взаимно двойственных 
гиперграфов взаимно транспонированы.

5. Какую структуру будет иметь матрица инцидентности двудольного графа, 
если первые | Ѵ\ ее строк соответствуют вершинам первой доли, а послед­
ние | Щ —  второй?

6. Разработайте процедуру рисования гиперграфов. Для начала попробуйте 
нарисовать средствами М АТЬАВ гиперграф в таком виде, как на 
рис. 28.8, в. Нужны ли здесь координаты вершин?

7. Все ли проверки на правильность исходных данных выполнены в функции 
ріслсгарь? Что будет, если задать строки, ячейки, нечисловые значения?

8. Запишите определение смешанного графа, у которого есть и ребра, и дуги. 
Как свести такой граф к орграфу?



ГЛАВА 29

Больше ребер, 
меньше вершин

В этой главе мы будем рассматривать только графы в смысле определе­
ния 28.1, т. е. без петель, кратных ребер и дуг.

29.1. Максимальное паросочетание
Рассмотрим реш ение задачи о максимальном паросочетании, в том числе 
взвешенном, средствами М АТЬАВ. При этом будем стремиться как можно 
больше использовать готовые процедуры, созданные ранее пользователями 
МАТЬАВ.

29.1.1. Основные определения
Определение 29.1. Подмножество ребер Е ^ Е  графа С = (Ѵ,Е) называется 
паросочетанием, если среди них нет инцидентных. Паросочетание называет­
ся максимальным по включению, если оно не является подмножеством паро- 
сочетания с большим числом ребер. Паросочетание называется максималь­
ным, если оно состоит из максимально возможного количества ребер. □

ПРИМЕР 29.1. На рис. 2 9 .1, а показан граф с » = 8 и т = 13. Подмножество 
ребер {е\,еи } образует паросочетание, т. к. эти ребра не инцидентные. Но это 
паросочетание не является максимальным по включению: его можно допол­
нить, например, ребром е9. Полученное подмножество {е],е]],е9} также явля­
ется паросочетанием, причем максимальным по включению, т. к. любое дру­
гое ребро инцидентно хотя бы одному из ребер е\, е9 или^ц . Оно показано на 
рис. 29.1, б. Но, хотя {е],е]],е9} максимально по включению, оно не является 
максимальным. Если мы дополним {е\,еи}  не е9, а, например, е$ и ею, то по­
лучим подмножество уже не трех, а четырех ребер {е],е]],е&, е]0}. Это —  одно 
из возможных максимальных паросочетаний (рис. 29.1, в). Здесь размер и
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мощность графа небольшие, и можно просто перебрать все варианты, чтобы 
убедиться: среди лю бых пяти ребер обязательно будут инцидентные. □

Рис. 29.1. Паросочетание: а  исходный граф; 
б  —  максимальное по включению паросочетание; в  —  максимальное паросочетание

29.1.2. Сведение к задаче 
целочисленного линейного программирования
В этом разделе мы рассмотрим задачу о нахождении максимального паросо- 
четания в графе. Если ребра графа взвешены, то обобщением здесь является 
задача о максимальном взвешенном паросочетании. В ней требуется найти 
паросочетание максимально возможного общего веса  Примером такой зада­
чи является разбиение коллектива людей на пары: экипажи, бригады и т. п. 
Если каждое ребро означает возможность совместной работы, то получаем 
невзвешенную задачу: создать максимально возможное количество работо­
способных бригад. Если же ребра взвешенные, то обычно вес ребра означает 
производительность данной бригады. В этом случае формирование коллекти­
ва с максимальной общей производительностью является задачей о макси­
мальном взвешенном паросочетании.

Задача о максимальном (взвешенном) паросочетании —  одна из классических 
задач теории графов. Для ее решения создано множество алгоритмов, обзор 
которых есть в [2, 33]. Наша ц ел ь —  создать наиболее простой алгоритм с 
минимальным количеством кода. Поэтому воспользуемся тем, что эта задача
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может быть записана в терминах целочисленного линейного программирова­
ния (ЦЛП), а для решения задачи ЦЛП пользователями М АТЬАВ созданы 
эффективные процедуры [52, 56, 60].

Введем в рассмотрение вектор-столбец е длиной т. Назовем этот вектор ас­
социированным с ребрами графа Е, т. к. каждая координата ек вектора е будет 
характеризовать соответствующ ее ребро. Если ребро ек входит в паросочета- 
ние, то ассоциированная с ней переменная ек будет принимать значение 1, а 
если нет —  то 0. Тогда общее количество ребер, входящих в паросочетание, 
можно записать в виде:

где 1 —  вектор-столбец из единиц нужной размерности. В задаче о макси­
мальном паросочетании эту величину нужно максимизировать при условии, 
что все переменные ек могут принимать значения только 0 или 1:

и среди ребер нет инцидентных. Последнее требование означает, что для 
каждой вершины сущ ествует не более одного ребра, инцидентного ей. Пе­
рейдем от ребер ек к ассоциированным с ними переменным ек. Тогда для каж­
дой вершины ѵ, сумма переменных ек, ассоциированных с ребрами, инци­
дентными с V/, не превышает единицы. Так, для графа с рис. 29.1, а система 
ограничений-неравенств имеет вид:

Здесь для экономии места уравнения системы выписаны не в один, а в два 
столбика. Если воспользоваться матрицей инцидентности (28.6), то условие 
отсутствия инцидентных ребер записывается так:

т

(29.1)

(29.2)

е] +е4 <\; е4 +е5 +еп <1;

е1 + е2 + е5 + <% < 1; <% + е1 + е,, + < 1;
(29.3)

е2 + <% + е7 + <% < 1; <% + е9 + еК + е13 < 1;

е3+е9 +е,0 <Н ею + еіз — 1 •

А е<  1.

Таким образом, имеем задачу ЦЛП:

(29.4)

г = ( і , е ) —» т а х ;

< А е < 1 ; 

ек = 0 ѵ 1 ; к — \,т.

(29.5)
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В задаче о максимальном взвешенном паросочетании нужно максимизиро­
вать не общее количество ребер, а их суммарный вес. Обозначим вектор- 
столбец весов ребер с. Тогда вместо (29.5) будем иметь задачу, которая отли­
чается только целевой функцией:

В случае двудольного графа задача о максимальном взвешенном паросочета­
нии —  это классическая задача о назначениях. Здесь первая доля вершин V —  
это работники; вторая Ж—  работы; р еб р а—  возможность того или иного 
работника выполнять данную работу; вес ребра —  производительность. Тре­
буется расставить работников на работы так, чтобы каждую работу выполнял 
максимум один работник, каждый работник выполнял максимум одну рабо­
ту, а общая производительность была максимальной. Если вы изучали тео­
рию линейного программирования, то знаете, что задача о назначениях —  это 
частный случай транспортной задачи, для которой при целочисленных ис­
ходных данных реш ение также получается целочисленным. Поэтому для 
двудольных графов условие целочисленности (29.2) можно заменить более 
слабым условием ограниченности:

Все равно реш ение полученной задачи линейного программирования (уже не 
целочисленного!) автоматически получится целым: все е* будут равны 0 или 
1. Но для произвольного графа это не так: для него условия (29.2) нужно за­
давать принудительно.

29.1.3. Описание процедуры МахМаісН
Рассмотрим, как реализовать в М АТЬАВ решение задачи о максимальном 
(взвешенном) паросочетании. Очевидно, для решения этой задачи нам не 
нужны координаты вершин. Достаточно списка р еб ер —  массива размером 
вдх2 или вдх3. Обозначим его идентификатором е. Будем предполагать, что, 
если пользователь задал 2 столбца, то нужно решать невзвешенную задачу, а 
если 3 —  то взвешенную. Возвращать будем список номеров ребер, входя­
щих в максимальное (взвешенное) паросочетание. Вот как выглядит заголо­
вок функции и справочная информация к ней:

С ипсЫ оп пММгфІахМа-ЬсЬ (Е)
% Функция пМФФІахМаОі(Е) р еш ает з а д а ч у  о  м аксим альном  п а р о с о ч е т а н и и .

г  = ( с ,е )—» т а х ;  

А е < 1 ;

ек = 0ѵ1 ;  к — \,т.

(29.6)

(29.7)
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% Входной п а р а м е т р :
% Е (ш ,2 ) или  (ш ,3) -  р е б р а  г р а ф а  и  и х  в е с а ;
% 1 -й  и  2 -й  элем енты  каж дой с тр о к и  -  э т о  н о м ер а  верш ин;
% 3 -й  эл ем ен т  каж дой с т р о к и  -  э т о  в е с  р е б р а ;
% ш -  к о л и ч е с т в о  р е б е р .
% Е сли  з а д а н  м а с с и в  Е (ш ,2 ) , т о  в с е  в е с а  равны  1 .
% Выходной п а р а м е т р :
% гіММ -  сп и со к  н ом еров  р е б е р ,  вклю ченных в  м акси м ал ьн ое  
% (взвеш ен н ое) п а р о с о ч е т а н и е .
% И сп о л ь зу е т с я  п р и в ед ен и е  к  з а д а ч е  ЦЛП.
% А втор : С ер гей  Иглин
% Э л ек тр о н н ая  п о ч т а : і д І і п Ѳ к р і . к Ъ агк о ѵ .и а  
% и л и : з ід І іп Ѳ у а п с іе х .г и
% п е р с о н а л ь н а я  с т р а н и ц а : І г Ь Ь р : / / ід і і п .е х р о п е п ѣ а .ги  
% Необходимые д р у г и е  ф ункции: МГЬР.М.
% Э та ф ункция мож ет бы ть св о б о д н о  ск о п и р о в ан а  с  с а й т а :
% М аЬІод: Ь о д із -Ь іс з  Е п д іп е е г іп д  М аѣІаЪ Т о о ІЬ о х ,
% ІтЬЬр: /  /мпт . і е . п с з и . е с іи /к а у /ш а ѣ іо д / .

В справочной информации, которая появляется в командном окне М АТЬАВ 
после ввода команды:
Ь е ір  тахта-ЬсЬ

помимо другой информации, указывается также, что для решения задачи 
ЦЛП будет использована функция т і ір ,  которой нет в М АТЬАВ, и дается 
ссылка на ресурс Интернета, где ее можно найти.

После пропуска строки начинаем проверку исходных данны х Проверяем, 
есть ли они вообще. Если нет —  выходим с сообщением об ошибке.

п а г д іп < 1 , 
е г г о г ( ' Нет исходны х д ан н ы х ! ' )  

еп й

Находим размеры массива входных данных. Проверяем, чтобы массив был 
двумерным.

82= з І2е ( Е ) ; % разм еры  м а с с и в а  Е 
Іе п д ѣ Ь ( з г ) ~ = 2 , 

е г г о г ( ' М ассив Е долж ен бы ть двум ерны м ! ' )  
еп й

Для работы процедуры нужно, чтобы входной массив имел не менее двух 
столбцов.

і г  ( 3 2 ( 2 X 2 ) ,
е г г о г ( ' В м а с с и в е  Е должно бы ть 2 или  3 с т о л б ц а ! ' ) ,  

еп й
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В 1 -м и 2-м столбцах входного массива должны быть целые положительные 
числа: номера вершин.

і г  ~ а11  ( а і і  (Е (: , 1 : 2 ) > 0 ) ) ,
е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы  м а с с и в а  Е должны бы ть п олож и тельн ы м и !')  

еп й
і г  ~ а11  ( а і і  ( (Е (: , 1 :2 )  = г о ш іс і(Е  (: , 1 : 2 ) ) ) ) )  ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы  массзива Е должны бы ть целыми! ')  
еп й

На этом проверка исходных данных закончена Переходим к реш ению зада­
чи. Найдем размер и мощность графа. Если пользователь задал невзвешен­
ный граф, зададим единичные веса ребер.

ш = з іг е ( Е ,1 ) ;  % к о л и ч е с т в о  р е б е р  
п=яіах (п ах  (Е (: , 1 : 2 ) ) )  ; % к о л и ч е с т в о  верш ин 

32 (2) = 2 ,  % в е с а  н е  зад ан ы  
Е ( : , 3 ) = 1 ;  % з а д а е м  в с е  в е с а  =1 

еп й

Формируем задачу ЦЛП в виде (29.6). Строим матрицу инцидентности А, 
вектор 1 в правой части (29.4), вектор коэффициентов при целевой функции 
с, нижние и верхние границы по каждой переменной (29.2).

А = г е г о з ( п ,ш ) ; % д л я  матрицы  и н ц и д ен тн ости  
^ о г  к = 1 :ш , % п р о см атр и в аем  в с е  р е б р а

А ( Е ( к ,1 : 2 ) , к ) = 1 ; % зап о л н я ем  м атр и ц у  и н ц и д ен тн ости  
еп й
Ь = о п е з ( п ,1 ) ;  % п равы е ч а с т и  о г р а н и ч е н и й -н е р а в е н с т в  
с = - Е ( : , 3 ) ;  % коэффициенты п ри  ц е л е в о й  функции 
ѵ 1 Ъ = г е г о з ( 1 ,ш ) ; % нижние границы  
ѵ и Ъ = оп ез( 1 ,ш ) ; % в ер х н и е  границы

И наконец, решаем задачу ЦЛП и возвращаем результаты в вызывающую 
программу. Функция т і і р  может возвращать не совсем целые результаты, 
поэтому округляем ее решения.

х ш іп = ю і1 р (с ,А ,Ь ,ѵ 1 Ь ,ѵ и Ъ ) ; % реш аем з а д а ч у  ЦЛП 
пММ=^іпсі (гои п й  (х ш іп )) ; % о т в е т  -  н ом ера р е б е р  
г е ѣ и т

Как в и д и м , процедура п о ч т и  п о л н о с т ь ю  с о с т о и т  и з  проверки исходных дан­
ных и подготовки решения. Само реш ение сводится к вызову готовой про­
цедуры т і ір .  Э т о —  один из приемов эффективного программирования в 
М АТЬАВ. Библиотека уже созданного настолько обширна, что почти всегда 
можно найти одну или несколько готовых функций, из которых, как из куби­
ков, сложить свою программу.
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29.1.4. Пример обращения к процедуре МахМаісК
Рассмотрим пример использования функции махмаьсіі. Введем такой же граф, 
как и в главе 28, но со взвешенными ребрами. Нарисуем его в виде неориен­
тированного графа с невзвешенными вершинами и взвешенными ребрами 
(рис. 29.2).

Рис. 29.2. Исходный граф со взвешенными ребрами

с і е а г  а і і
Ѵ = [[0  4] ; [1 4 ] ;  [2 4] ; [3 4] ; [4 4 ] ; .  

[О 3] ; [1 3] ; [2 3] ; [3  3] ; [4 3] ; 
[О 2] ; [1 2] ; [2 2] ; [3  2] ; [4 2] ; 
[О 1] ; [1 1] ; [2 1] ; [3 1] ; [4 1] ; 
[О 0] ; [1 0] ; [2 0] ; [3  0] ; [4 0] ] ;

[ [  1 2 12] [ 3 2 17] [ 4 3 Ю] [ 5 4 8] [ 6 1 4 ] ; . . .
[ 2 7 11] [ 8 2 Ю] [ з 8 9] [ 9 4 4] [ 9 5 2 ] ; . . .
[Ю 5 14] [ 7 6 16] [ 8 7 15] [ 8 9 13] [Ю 9 11]
[11 6 Ю] [ 7 12 11] [13 8 13] [14 9 1] [15 10 2] ; .  . .
[12 11 3] [13 12 3] [13 14 4] [14 13 12] [15 14 5] ; .  . .
[16 11 6] [12 17 7] [13 18 8] [20 15 Ю] [17 16 9] ; . .  .

координаты вершин
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[17 18 1 0 ] ; [ 1 8  17 1 1 ] ; [ 1 9  18 1 2 ] ; [ 1 9  20 1 3 ] ;  [21 16 1 4 ] ; . . .
[17 22 1 2 ] ; [ 1 8  22 1 9 ] ; [ 2 2  18 1 8 ] ; [ 1 8  23 1 7 ] ; [ 1 9  24 1 6 ] ; . . .
[20 25 15] ; [21 22 14] ; [22 21 13] ; [23  24 12] ; [24 23 11] ; [24 25 10] ] ; 

РІсЬСгарЬ(V, Е) ;  % рисуем  граф  
зеѣ  (деѣ  (дсі, ' Сиггеп-ЬАхез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыем Нотап С уг' , 'РоггЬЗіге' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( '  \ М И с х о д н ы й  граф с о  взвешенными ребрами ' )

Рис. 29.3. Максимальное паросочетание, выполненное с помощью МЛТЬЛВ

Вначале решим обычную (невзвешенную) задачу о максимальном паросоче- 
тании. Напечатаем количество ребер, их номера и общий вес. Нарисуем 
результат (рис. 29.3): граф со всеми вершинами, но только с теми ребрами, 
которые входят в найденное максимальное паросочетание.

пМФФІахМаѣсіі (Е (: , 1 : 2 ) )  ; % решаем за д а ч у
гргіггМ  (' К оличество р еб ер  в  паросочетании = %й\п' , 1еп д№  (гіММ)) ; 
с і і з р ( ' В п аросочетан и е вошли р еб р а  с  номерами: ' ) ;
^ р г іп -м  (' %СІ ' , гіММ) ;
^ р г іп М  (' \пОбщий в е с  = %сі\п' , зи т  (Е (гіММ, 3 ) ) )  ;
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РІсЬСгарЬ(V ( : , 1 : 2 ) ,Е (гіММ,: ) , ' д ' ) ;  % рисуем  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' Сиггеп-ЬАхез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыем Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  
-Ьі-Ые (' \Ъ Ш аксимальное паросочетан и е ')
Количество реб ер  в паросочетании = 12 
В паросочетание вошли ребра с номерами:
2 4 12 18 19 20 26 27 33 41 43 45 
Общий в ес  = 1 2 1

Рис. 29.4. Максимальное взвешенное паросочетание, выполненное с помощью МЛТЬЛВ

Теперь решим задачу о максимальном взвешенном паросочетании. Напечата­
ем те же результаты. Нарисуем граф с ребрами, вошедшими в найденное па­
росочетание (рис. 29.4).

пМФФІахМаѣсМЕ) ; % решаем за д а ч у
СргіггЬС (' К оличество р еб ер  в  паросочетании = %й\п' , 1еп д№  (гіММ)) ; 
с і і з р ( ' В п аросочетан и е вошли р еб р а  с  номерами: ' ) ;
СргіггЬС  ( '  %сі ' , гіММ) ;
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СргіггЬС (' \пОбщий в е с  = %сі\п' , зи т  (Е (гіММ, 3 ) ) )  ;
РІсЬСгарЬ(V ( : , 1 : 2 ) ,Е (гіММ,: ) ) ;  % рисуем  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' С иггепЬ А хез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , " Г іт ез Ыеи Ношап С уг' , ' Р о п ѣ З іг е ' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \Ь Ш аксимальное взвеш енное пар осоч етан и е ')
Количество ребер в паросочетании = 12 
В паросочетание вошли ребра с номерами:
1 3 11 14 16 17 24 35 36 39 40 41 
Общий вес =156

В обоих вариантах максимальное паросочетание состоит из 12 ребер, но во 
втором случае общий вес ребер выше.

29.2. Минимальное вершинное покрытие
При решении этой задачи будем руководствоваться теми же соображениями, 
что и в предыдущем разделе: меньше своего кода, больше готового.

29.2.1. Основные определения 
и постановка задачи
Определение 29.2. Подмножество вершин V графа ( і ~ ( К  /•,') называет­
ся вершинным покрытием, если они инцидентны всем ребрам. Вершинное 
покрытие называется минимальным по включению, если любое его подмно­
жество с меньшим числом вершин не является вершинным покрытием. Вер­
шинное покрытие называется минимальным, если оно состоит из минимально 
возможного количества вершин. □
Одной из классических задач теории графов является нахождение минималь­
ного вершинного покрытия. Если вершины взвешены, то можно говорить
о минимальном взвешенном вершинном покрытии, когда требуется миними­
зировать общий вес вершин при условии, что они должны быть инцидентны 
всем ребрам.

ПРИМЕР 29.2. На рис. 29.5, а показан тот же самый граф с и = 8 и т = 13, 
что и на рис. 29.1, а. Множество всех вершин V, очевидно, образует вершин­
ное покрытие, т. к. они инцидентны всем ребрам. Если мы отбросим вершину 
ѵ4, то оставшиеся вершины также покрывают все ребра Но это покрытие не 
является минимальным по включению: мы можем выбросить из него еще и 
вершину ѵ5. Оставшееся подмножество {ѵь ѵ2, ѵ3, ѵ6, ѵ7, ѵ»} является мини­
мальным по включению вершинным покрытием: из него уже нельзя выбро­
сить ни одной вершины, чтобы не оголить какое-нибудь ребро. Оно показано 
на рис. 29.5, б. Но если удалять из V вершины по-другому, то можно добить­
ся, что не 6, а только 5 вершин будут покрывать все ребра. Одно из возмож-
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ных минимальных вершинных покрытий показано на рис. 29.5, в. Как мы ни 
будем стараться, меньшим количеством вершин обойтись не удастся. □

Рис. 29.5. Нахождение минимального вершинного покрытия: а  —  граф; 
б  —  минимальное по включению вершинное покрытие; в  минимальное вершинное покрытие

К нахождению минимального вершинного покрытия сводится, например, во­
енная задача о разрушении всех коммуникаций противника путем нанесения 
минимального количества ударов по его опорным пунктам.

29.2.2. Сведение к задаче ЦЛП
В отличие от задачи о максимальном паросочетании, для которой существу­
ют полиномиальные алгоритмы решения, задача о минимальном вершинном 
покрытии является ЫР-полной [33]. Тем не менее, как показывает опыт, с по­
мощью процедуры т і ір  она решается достаточно быстро. Сформулируем ее в 
терминах ЦЛП. Введем в рассмотрение вектор-столбец ѵ длиной п. Этот век­
тор будет ассоциированным с вершинами: если какая-либо вершина ѵ, войдет 
в вершинное покрытие, то соответствующая переменная ѵ, примет значение
1, а если нет —  то 0. То есть координаты вектора ѵ —  целочисленные и могут 
принимать только одно из двух возможных значений—  0 или 1:

Гѵ,=0ѵ1; 

[/ = 1,».
(2 9 .8 )



522 Часть III. Теория графов

Требуется минимизировать общее количество вершин:

1 = ^ 4  = (і,ѵ )  (29.9)
(=і

при условии, что эти вершины инцидентны всем ребрам. Мы должны для 
каждого ребра найти номера инцидентных ему вершин и убедиться, что хотя 
бы одна из них (или обе) входит в искомое минимальное вершинное покры­
тие. Переходя от вершин к ассоциированным переменным, получаем: сумма 
переменных ѵ„ ассоциированных с вершинами ѵ„ инцидентными каждому 
ребру, должна быть не меньше 1. Например, для графа, показанного на 
рис. 29.5, а, эта система неравенств имеет вид:

Ѵ ] + Ѵ 2 > 1 ;  V] +  ѵ5 >  1; ѵ3 + ѵ 6 > 1 ;  ѵ4 + ѵ 8 > 1 ;

< ѵ2 + ѵ 3 > 1 ;  ѵ2 + ѵ 5 > 1 ;  ѵ3 + ѵ 7 > 1 ;  ѵ5 + ѵ 6 > 1 ;  ѵ7 + ѵ 8 > 1 .  (29.10) 

у 3 + ѵ 4 > 1 ;  ѵ2 + ѵ 6 > 1 ;  ѵ4 + ѵ 7 > 1 ;  ѵ6 + ѵ 7 > 1 ;

Для экономии места здесь все 13 уравнений выписаны не в один, а в несколь­
ко столбиков. С помощью матрицы инцидентности А эта система записыва­
ется так:

Атѵ > 1. (29.11)

Имеем задачу ЦЛП: минимизировать целевую функцию (29.9) при ограниче­
ниях-неравенствах (29.1 1) и целочисленных переменных (29.8):

/ = ( і ,ѵ ) —» т іп ;

< АТе > 1 ; (29.12) 

ѵ(- = 0ѵ1; і —  \,п.

Задача о минимальном взвешенном вершинном покрытии отличается от 
(29.12) только коэффициентами при целевой функции: вместо единиц будут 
веса вершин. Если вектор-столбец весов вершин обозначить <± то задача 
о минимальном взвешенном вершинном покрытии формулируется так:

/ = (гі,ѵ )—» т іп ;

< АТе > 1 ; (29.13) 

ѵ,: = 0ѵ1; і — \,п.

29.2.3. Описание процедуры МіпѴегСоѵег
При решении задачи в МАТЬАВ нужно задать список ребер графа и, воз­
можно, веса вершин. Будем предполагать, что, если пользователь задал толь­
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ко один входной параметр —  список вершин, то нужно решать невзвешен­
ную задачу (29.12), а если задал дополнительно веса вершин—  то взвешен­
ную (29.13). Выходным параметром будет список вершин, входящих в мини­
мальное (взвешенное) вершинное покрытие. Вот как выглядит заголовок и 
справочная информация к этой процедуре (здесь и во всех следующих главах 
для экономии места сведения об авторе опущены):

& дпсЬіоп пМС=МіпѴегСоѵег(Е, й)
% Функция пМС=МіпѴегСоѵег(Е , й) реш ает за д а ч у  
% о  минимальном вершинном покрытии.
% Входные параметры:
% Е (ш ,2) -  список  р еб ер  граф а;
% 1 -й  и  2 -й  элементы каждой строки -  э т о  номера вершин;
% ш -  количество р е б е р .
% й (п ) (необязательны й параметр) -  в е с а  вершин,
% п -  количество вершин.
% Если за д а н  только 1 -й  параметр Е , т о  в с е  <3=1.
% Выходной параметр:
% гіМС -  список  номеров вершин, включенных 
% в минимальное (взвеш енное) вершинное покрытие.
% И сп ользуется  св ед ен и е  к за д а ч е  ЦЛП.
% Необходимые др уги е функции: МГЬР.М.
% Эта функция может быть свободн о  скопирована с  с а й т а :
% М аѣіод: Ь о д із ѣ іс з  Е п д іп е е г іп д  МаѣІаЪ Т ооІЬ ох,
% ІтЬЬр: /  /мпт. і е . п с з и . е с іи /к а у /ш а ѣ іо д /.

Далее, как обычно, следует проверка исходных данных. Вначале проверяем 
вообще их наличие:

п а г д іп < 1 , 
е г г о г ( ' Нет исходны х данны х! ' )  

епй

Находим размеры первого входного параметра Проверяем, чтобы этот мас­
сив был двумерным и содержал не менее двух столбцов:

82= з І 2е (Е ) ; % р азм ер  м ассива Е 
Іеп д ѣ Ь ( з г ) ~ = 2 , 

е г г о г ( ' Массив Е должен быть 2 -м ерны м !') 
епй
і г  ( 3 2 ( 2 X 2 ) ,

е г г о г (' Массив Е должен иметь 2 ст о л б ц а ! ' ) ,  
епй

Если хотя бы 2 столбца есть, проверяем их на положительность и целочис- 
ленность:
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і г  ~а11  ( а і і  (Е (: , 1 : 2 ) > 0 ) ) ,
е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы м ассива Е должны быть положительными!') 

епй
і г  ~а11  ( а і і  ( (Е (: , 1 :2 )  = г о и п с і(Е  (: , 1 : 2 ) ) ) ) )  ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы м ассива Е должны быть целы м и!') 
епй

Проверка первого входного параметра закончена Находим из него размер и 
мощность графа.

ш = з іг е (Е ,1 ) ;  % количество р еб ер
п=яіах (пах (Е (: , 1 : 2 ) ) )  ; % количество вершин

Исследуем теперь второй входной параметр. Если его нет, задаем все веса 
вершин единичными. Если же пользователь задал веса, проверяем, достаточ­
на ли длина заданного вектора. Если нет, выдаем сообщение об ошибке, а 
если достаточна, формируем вектор-столбец весов вершин.

п а г д іп < 2 , % за д а н  только 1 входной параметр  
й = о п е з (п ,1 ) ;  % в с е  в е с а  =1 

е і з е
сі=сі ( : )  ; % п реобр азуем  в  в ек т о р -ст о л б ец  

Іепд-ЬЬ (сі) <п , % н едостаточ н ая  длина  
е г г о г ( ' Длина в ек тор а  сі н ед о ст а т о ч н а ! ' )  

е і з е
й = с і(1 :п ); % первые п чисел  

епй  
епй

Теперь у нас сформирован вектор коэффициентов при неизвестных в целевой 
функции I. Строим матрицу инцидентности А, вектор правых частей системы 
неравенств (29.11), нижние и верхние границы по переменным (29.8):
А = г е г о з (п ,ш ); % для матрицы инцидентности  
^ог к=1:ш , % просматриваем в с е  ребр а

А (Е (к ,1 : 2 ) ,к ) = 1 ; % заполняем  матрицу инцидентности  
епй
Ь = оп ез(ш ,1 ) ;  % правые ч аст и  системы ограничени й-неравенств  
ѵ 1 Ъ = гего з( 1 ,п ) ; % нижние границы  
ѵиЪ =опез( 1 , п ) ; % верхн ие границы

Заключительный этап —  решение задачи ЦЛП и возврат результатов.
х т іп = т і1 р ( с і ,-А ' ,-Ъ ,ѵ1Ъ ,ѵиЪ ) ; % решаем за д а ч у  ЦЛП 
п м := г іп а (гои п й ( х т іп ) ) ;  % от в ет  -  номера вершин 
г е Ь д т

Как и в предыдущей процедуре, нужно округлить решение, полученное из 
функции ШІІр.
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29.2.4. Пример обращения 
к процедуре МіпѴегСоѵег
Проиллюстрируем применение этой функции на графе с 11 вершинами и 
22 ребрами. Этот пример взят из [33]. Введем исходные данные. Нарисуем 
исходный граф со взвешенными вершинами (рис. 29.6).

с і е а г  а і і
Ѵ = [[0  0 2] ; [1 1 3] ; [1 0 3] ; [1 -1  4 ] ; . . .

[2 1 1] ; [2 0 2 ] ;  [2 -1  3] ; [3  1 4 ] ; . . .
[3 0 5 ] ; [ 3  - 1  1 ] ; [ 4 0 5 ] ] ; %  координаты вершин и  и х  в е с а  

Е = [[1  2] ; [1 3] ; [1 4] ; [2 3] ; [3  4] ; [2 5 ] ; . . .
[2 6] ; [3 6] ; [3 7] ; [4 7] ; [6  5] ; [6  7 ] ; . . .
[5 8 ] ;  [6 8 ] ;  [6 9] ; [7 9] ; [7 10] ; [8 9 ] ; . . .
[9 1 0 ] ; [ 8  1 1 ] ; [ 9  1 1 ] ;  [10 1 1 ] ]  ; % ребр а  

РІсЬСгарЬ (V, Е) ; % р іо ѣ  й іе  сіідгарЬ  
зеѣ  (деѣ  (дсі, ' Сиггеп-ЬАхез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \М И сходны й граф с о  взвешенными вершинами')

Рис. 29.6. Исходный граф со взвешенными вершинами, выполненный с помощью МЛТЬЛВ

Решаем невзвешенную задачу. Печатаем количество вершин, их номера и 
общий вес. Рисуем вершины, вошедшие в найденное минимальное вершин­
ное покрытие (рис. 29.7).

пМ:=МіпѴегСоѵег (Е) ;
^ргіггМ  (' К оличество вершин в  минимальном вершинном покрытии = %сІ\п' , . . . 

Іеп дІЬ  (пМС)) ;
с і і з р ( ' В минимальное вершинное покрытие вошли вершины с  ном ерам и: ' ) ;  
^ргіп-М  (' %сі ' ,пМС) ;
^ р г іп М  (' \пОбщий в е с  = %сі\п' , зи т  (V(пМС, 3 ) ) )  ;
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РІсЬСгарЬ(V(пМС, : ) ) ;  % рисуем  
зеѣ  (деѣ  (дсі, ' СиггепЬАхез

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  
ѣ і ѣ і е ( ' \Ь04инимальное вершинное покры тие')
Количество вершин в минимальном вершинном покрытии = 7 
В минимальное вершинное покрытие вошли вершины с номерами:
2 3 4 6 8 9 10 
Общий в ес  = 22

Минимальное вершинное покрытие

0 ®

© © ©

ѳ  ©
Рис. 29.7. Минимальное вершинное покрытие, найденное с помощью МЛТЬЛВ

Теперь решаем взвешенную задачу. Выводим те же результаты. Вершины 
показаны на рис. 29.8.

пМ:=МіпѴегСоѵег (Е ,Ѵ (: , 3 ) )  ;
СргіггЬС( [ ' К оличество вершин в  минимальном взвешенном ' . . .

'вершинном покрытии = %сі\п' ] , Іепд-Ыі (пМС)) ; 
с і і з р ( [ ' В минимальное взвеш енное вершинное покрытие ' . . .

'вошли вершины с  номерами: ' ] )  ;
СргіггЬС (' %сі ' ,пМС) ;
€ргіх&± ( ' \пОбщий в е с  = %сі\п' , зи т  (V(пМС, 3 ) ) )  ;
РІсЬСгарЬ(V(пМС, : ) ) ;  % рисуем  
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' ,1 0 )  
ѣ і ѣ і е ( ' \Ь04инимальное взвеш енное вершинное покры тие')
Количество вершин в минимальном взвешенном вершинном покрытии = 8 
В минимальное взвеш енное вершинное покрытие вошли вершины с номерами:
1 3 5 6 7 8 10 11 
Общий в ес  = 2 1
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Минимальное взвешенное вершинное покрытие

© ©

© © © ©

Рис. 29.8. Минимальное взвешенное вершинное покрытие, 
найденное с помощью МЛТЬЛВ

Посмотрите на разницу в решениях. В первом случае (невзвешенная задача) 
мы стремимся уменьшить общее количество вершин. В результате оказалось 
достаточно 7 вершин из 11, чтобы покрыть все ребра. Во втором случае ми­
нимизировался суммарный вес вершин, а не их число. В итоге получили 
8 вершин, суммарный вес которых меньше, чем у 7 вершин в первом случае.

Сравним две невзвешенные задачи: о максимальном паросочетании (29.5) и 
о минимальном вершинном покрытии (29.12):

Если отказаться от требования цело численности (третья строка в каждой сис­
теме) и заменить его требованием неотрицательности: Ѵ ^ >  0; Ѵѵ,->0; то по­
лучим пару взаимно двойственных задач ЛП [33]:

29.3. Немного о двойственности

г = ( і ,е ) —» т а х ;  
А е< 1;

ек ~0  ѵ 1; к -  1,/и;

? = ( і ,ѵ ) —» т іп ; 

А Те > 1 ;

ѵ,- = 0 ѵ 1; і~ \ ,п .

(29.14)

г = ( і ,е ) —» т а х ;  

А е< 1 ;

ек > 0; к ~ 1 ,т \

? = ( і ,ѵ ) —» т іп ; 

А Те > 1 ;

ѵ, > 0 ; / = Ц?.

(29.15)

Для таких пар имеют место ряд теорем, которые обычно изучаются студен­
тами в курсе математического программирования. В частности, доказывается,
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что если существует решение одной из задач, то существует решение и дру­
гой, и в этом случае гтах = (тіп. Исходя из структуры матрицы инцидентности 
А (она состоит из нулей и единиц), мы можем быть уверены, что решения 
обеих задач (29.15) наверняка существуют. Значит, условие 2 тах = (тт для 
(29.15) выполняется. Обозначим это число:

^шах Апш Морі ■ (29.16)

В наших задачах (29.14) по сравнению с (29.15) области допустимых реше­
ний сужены. Поэтому 2 тах, возможно, не достигнет (йорЬ а будет меньше его, а 

возможно, будет больше Поэтому для пары задач (29.14) имеет ме­
сто неравенство:

^тах — Апш ■ (29.1 7)

✓  Количество ребер в максимальном паросочетании никогда не может 
превысить количества вершин в минимальном вершинном покрытии.

ПРИМЕР 29.3. Для графа, изображенного на рис. 29.1, а  и 29.5, а, гтах = 4, 
а "" 5. □
Рассмотрим теперь взвешенные задачи (29.6) и (29.13). Как бы мы ни взве­
шивали ребра, при построении паросочетания требование неинцидентности 
ребер остается в силе. Поэтому число ребер во взвешенном максимальном 
паросочетании никогда не будет больше, чем в невзвешенном. Аналогично, 
при построении вершинного покрытия, какими бы ни были веса вершин, они 
все равно должны покрывать все ребра Поэтому количество вершин во 
взвешенном минимальном вершинном покрытии никогда не будет меньше, 
чем в невзвешенном. Значит, и во взвешенных задачах мы можем сделать тот 
же вывод:

✓  Количество ребер в максимальном взвешенном паросочетании ни­
когда не может превысить количества вершин в минимальном взве­
шенном вершинном покрытии.

Но неравенство (29.17) во взвешенных задачах в общем случае уже не имеет 
места, т. к. теперь в вычислении гтах и ?т„ участвуют веса ребер и вершин.

29.4. Вопросы для самопроверки
1. Проверьте функцию махмаъсь на графе с рис. 29.1, а. Какой результат по­

лучился? Является ли это решение единственным?

2. Является ли используемый нами алгоритм нахождения максимального па­
росочетания полиномиальным?
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3. Существуют ли вообще полиномиальные алгоритмы решения задачи
о максимальном паросочетании? Какова их полиномиальная сложность?

4. Существуют ли полиномиальные алгоритмы нахождения всех максималь­
ных паросочетаний? Сколько существует максимальных паросочетаний 
для полного двудольного графа 0  = (Ѵ,Ж,Е), у которого \Ѵ\ = \Щ=щ 
\Е\ = т = п21

5. Как выяснить, входит ли данное ребро в какое-либо максимальное паросо- 
четание? Является ли алгоритм решения этой задачи полиномиальным?

6. Переделайте функцию махмаъсь так, чтобы она работала для гиперграфов.
7. Какую еще проверку исходных данных можно организовать в процедурах

МахМаісЬ. И МіпѴегСоѵег?
8. Сформулируйте в терминах ЦЛП задачу: найти подмножество вершин 

максимальной мощности (максимального веса), среди которых нет смеж­
ных. Составьте процедуру ее решения.

9. Проверьте выполнение условия (29.17) для своего варианта ИДЗ.



ГЛАВА 30

Жадные алгоритмы 
и минимальные остовные деревья

В этой главе мы построим минимальное остовное дерево (МОД) связного 
графа. Будет доказано, что для решения этой задачи можно применить очень 
простой алгоритм, который называется жадным. Поэтому вначале выясним, 
что он из себя представляет.

30.1. Жадность помогает и губит
Рассмотрим 2 примера.

ПРИМЕР 30.1. Требуется найти максимум линейной функции г= (с , х )—>шах 
на перестановке Р„ значений ее аргументов х. Вот численный пример:

г = 4х] -  Зх2 -  бд'з + 2 х 4 —>■ т а х , (30.1)

где вектор аргументов (д'],д'2, л'з,х*)—  одна из перестановок чисел (2 ,3 ,4 ,5 ). 
На какие места в векторе х нужно поставить числа 2, 3, 4 и 5, чтобы максими­
зировать функцию (30.1)? Попробуем применить для решения задачи такой 
простой алгоритм. Мы видим, что коэффициент при х\ максимальный: он ра­
вен 4. Поэтому присвоим переменной х\ максимальное из имеющихся значе­
ний: 5. Следующий по величине коэффициент—  это 2 прих*, поэтому пере­
менной л*4 присваиваем максимальное из оставшихся значений 4. Далее пере­
менной Х2 присваиваем значение 3, а д'3 -  2. Этот процесс показан на рис. 30 .1. 
Получаем 2 = 1 . Можно перебрать все 24 перестановки и убедиться, что дей­
ствительно найдено максимальное значение. Доказательство этой теоремы 
для перестановок и размещений в общем виде есть в [34]. □

Алгоритм, который мы применили для решения этого примера, называется 
жадным. Его общий принцип так же прост, как человеческая жадность: бери
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как можно больше из того, что осталось. Попытаемся применить этот алго­
ритм в следующем примере.

2= А х  -  Злг2-&с3+2дг4—» тах

Рис. 30.1. Максимизация линейной функции 
на множестве перестановок значений 

ее аргументов

ПРИМЕР 30.2. Задача о максимальном взвешенном паросочетании на пол­
ном двудольном графе С = ( V, IV, Е) с | Ѵ\ = 3; | Щ = 4; |і?| = 12. Этот граф показан 
на рис. 30.2. Будем нумеровать ребра двойными индексами: первая цифра —  
номер вершины из V, а вторая —  из IV. Чтобы не затенять чертеж, на рис. 30.2 
показаны номера только некоторых ребер. Матрица весов ребер:

С =
8 7 7 
7 7 5 

6 6 7

(30.2)

/

Воспользуемся жадным алгоритмом. Мы видим, что 1-й работник лучше все­
го справится с 1-й работой, поэтому включим в паросочетание ребро ец. Вто­
рого работника посылаем на 4-ю работу, т. к. именно на ней его производи­
тельность максимальна: добавляем ребро е24• Теперь у 3-го работника остался 
небольшой выбор: или 2-я, или 3-я работы с одинаковой производитель­
ностью 6. Выберем, например, е^і. Таким образом, построено максимальное 
по включению взвешенное паросочетание {^ц, е24, ^32} с общим весом 22. Но 
это решение —  не наилучшее. Можно взять {е]2, е24, ^3]} с общим весом 23 и 
показать, что это действительно будет максимальное взвешенное паросочета­
ние. Здесь жадный алгоритм дал осечку: после построения начального плана 
методом максимальной стоимости понадобилась еще и переброска работни­
ков с работы на работу (в теории транспортных задач эта операция называет­
ся переброской груза по циклу). □
Почему же в первом примере жадный алгоритм привел к успеху, а во втором 
нет? Ответ на этот вопрос дает структура области допустимых значений. 
В первом примере, когда на очередном этапе решения задачи мы забирали 
одно значение из множества оставшихся, мы забирали только его, а осталь­
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ные оставались в неприкосновенности. Во втором же примере, когда на 1-м 
этапе мы забрали ребро ей, то мы забрали на самом деле не только его. Мы 
лишили себя возможности на следующих этапах забирать все ребра, инци­
дентные V] и м>]. А именно еп  и е ^ , как выясняется, входят в одно из макси­
мальных взвешенных паросочетаний.

Структуры, для которых работает жадный алгоритм, называются в математи­
ке матроидами. Существует около полусотни различных определений мат- 
роидов. Одно из них так и формулируется: матроиды —  это структуры, на 
которых работает жадный алгоритм. В нашу задачу не входит изучение тео­
рии матроидов. Если вы заинтересуетесь этой проблемой, то на поисковых 
серверах в Интернете можно найти обширную библиографию по данной те­
матике. Мы только рассмотрим одну важную задачу теории графов, которая 
является задачей на матроидах, т. к. для ее решения можно будет применить 
жадный алгоритм.

30.2. Остовное дерево минимального веса
Здесь мы будем рассматривать графы и мультиграфы, но не псевдографы.

Определение 30.1. Путь (маршрут) в графе Ѳ = (Ѵ,Е ) —  это последова­
тельность вершин и ребер вида ѵ\в\ѵіві—Ѵк, в которой соседние элементы ин­
цидентны. □

Определение 30.2. Маршрут называется простым, если каждая вершина 
встречается в нем только один раз. □

В простом маршруте нет пересечений (повторяющихся вершин) и, следова­
тельно, не может быть повторяющихся ребер.

Определение 30.3. Граф Ѳ = (Ѵ,Е ) называется связным, если существует 
путь из любой его вершины в любую другую. □

До сих пор все примеры, которые мы рассматривали, —  это были связные 
графы. В несвязных графах можно выделить отдельные связные компоненты. 
В самом крайнем случае, когда у графа вообще нет ребер: Е = 0 ,  у него будет 
п компонент —  по одной вершине в каждой. Здесь мы будем рассматривать 
только связные графы.

Рассмотрим связный граф (или мультиграф) О. Если из него удалить некото­
рые ребра, он может остаться связным, а может и распасться на отдельные 
компоненты. Сколько (по максимуму) ребер и какие можно удалить, чтобы 
граф остался связным? Если задан граф со взвешенными ребрами, то можно 
поставить задачу так: как по максимуму удалить ребра максимального веса, 
чтобы остался связный граф с общим минимальным весом ребер?
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Чтобы подойти к решению этой задачи, сформулируем вопрос по-другому: 
какое минимальное количество ребер необходимо для связности графа с 
и вершинами?

■ ТЕОРЕМА 30.1 . В связном графе (3 = (Ѵ ,Е ) выполняется: т > п - 1, т. е. ми­
нимально возможное число ребер связного графа равно » - 1.

Доказательство. При » = 1 говорить о связности вообще нет смысла: одну 
вершину не с чем связывать. Можно сказать, что одна вершина связана с со­
бой нулевым количеством ребер. Две вершины можно соединить одним реб­
ром —  и граф станет связным. Третью вершину можно подсоединить с по­
мощью еще одного, уже второго ребра. По индукции: пусть теорема верна 
для п = к, т. е. граф с к  вершинами и к -1 ребрами связный. Очередную, 
(А + 1)-ю вершину можно подсоединить к нему с помощью Л-го ребра. Полу­
ченный граф с к + \ вершинами и А: ребрами тоже будет связным. По индукции 
теорема доказана. □

Эта теорема показывает, сколько (минимум) ребер нужно оставить в графе, 
чтобы он оставался связным.

Определение 30.4. Связный граф С = {Ѵ,Е) с п вершинами и п - 1 ребрами 
называется остовным деревом. □

На рис. 30.3 показан граф (а) и некоторые из его остовных деревьев (б, в).
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Если связный граф О = ( V, Е) не является остовным деревом, то, очевидно, из 
него можно удалить некоторые ребра так, что оставшиеся ребра Е ^ Е  вместе 
с множеством вершин V образуют остовное дерево Ѳ]=(Ѵ,Е]). Остовное де­
рево обладает интересными свойствами, некоторые из которых мы докажем.

Определение 30.5. Путь Ѵ]е]Ѵ2е2 ...Ѵіс называется циклом, если в нем началь­
ная и конечная вершины совпадают. □

Определение 30.6. Цикл называется простым, если в определяющем его 
пути каждая промежуточная вершина встречается только один раз. □

Простой цикл —  это цикл без самопересечений. Если первую и последнюю 
вершины считать за одну, то в нем нет повторяющихся вершин, а значит, нет 
и повторяющихся ребер. Очевидно, из любого непростого цикла можно вы­
делить, по крайней мере, 2 разных простых цикла, а из непростого маршру­
та —  по крайней мере 1 простой цикл.

■ ТЕОРЕМА 30.2. В остовном дереве 0]=(Ѵ.,Е]) связного графа Ѳ = (Ѵ ,Е ) 
нет циклов.

Доказательство. От противного: если в О] есть хотя бы один цикл, то мож­
но без ущерба для связности удалить одно из ребер этого цикла: путь из лю­
бой вершины в любую можно при необходимости организовать по оставшей­
ся части цикла. Значит, в О] больше, чем п - \  ребер: удаление из него одного 
ребра не нарушает связности. Следовательно, О] не является остовным де­
ревом. □

■ ТЕОРЕМА 30.3. В остовном дереве 0 1 связного графа существует единст­
венный путь из каждой вершины в каждую другую.

Доказательство. От противного: если бы из некоторой вершины ѵ, сущест­
вовало два различных пути в у,-, то существовал бы цикл что проти­
воречит теореме 30.2. □

Можно доказать и обратные теоремы и установить тем самым эквивалент­
ность следующих утверждений:

□  остовное дерево —  это связный граф с\Е\ = \Ѵ\-\;
□  остовное дерево —  это связный граф без циклов;
□  остовное дерево —  это связный граф, в котором существует единственный 

путь из любой вершины в любую другую.

Если посмотреть на рис. 30.3, можно увидеть, что в остовных деревьях дейст­
вительно нет циклов, и из любой вершины можно перейти в любую другую 
по единственному пути.

Обычно в приложениях ставится задача нахождения остовного дерева мини­
мального веса (в дальнейшем —  МОД, минимальное остовное дерево). Такая
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Рис. 30.4. Схема 1 построения МОД при помощи жадного алгоритма



536 Часть III. Теория графов

задача возникает, например, при проектировании линий электропередач: для 
прокладки линий выбирают участки с минимальной стоимостью работ, обес­
печивающие связность сети.

Исследуем возможности применения жадного алгоритма для нахождения 
МОД. Вначале мы рассмотрим две схемы алгоритма, а затем докажем, что 
обе они приводят к одному и тому же правильному результату. Основной 
принцип построения МОД: мы будем не удалять ребра из исходного графа, 
а добавлять их в строящееся МОД.

Первая схема. Она показана на рис. 30.4. Здесь в вершинах проставлены их 
номера, а возле ребер—  веса. Будем обозначать каждое ребро буквой е 
с двумя индексами—  номерами соединяемых вершин. В нашем графе и = 9, 
т = 16, поэтому в построенном МОД должно остаться только 8 ребер из 16. 
Выберем первое попавшееся ребро минимального веса У нас минимальный 
вес ребер 1, и первым в списке оказалось е2А- Поэтому начинаем построение 
МОД с него (а). Далее просматриваем все ребра, инцидентные уже построен­
ному фрагменту МОД, т. е. к е2$. Всего таких ребер 6 (по 3 в вершинах ѵ2 и 
Ѵ4). Выбираем из них ребро минимального веса Минимальный вес среди этих 
6 ребер —  2, он есть у е]2 и е25• Первым в списке идет е ]2, его и подсоединяем 
к строящемуся МОД (б). Продолжаем просматривать ребра, инцидентные к 
уже построенному фрагменту МОД и не образующие в нем циклов. Берем все 
ребра, инцидентные к ѵі, ѵ2 и ѵ4 (кроме ѵм —  его нельзя брать, т. к. образуется 
цикл), и выбираем из них ребро минимального веса Минимальный вес 2 —  
у ребра 625, его и присоединяем (в). Продолжаем процесс. Теперь у нас по­
явилась возможность присоединить к МОД ребро 656 веса 1 (г), а затем —
(д). Среди оставшихся ребер минимальный вес 2 —  у ребра е58, его также 
можно присоединить к МОД (е). И, наконец, присоединяем ребра е36 и е47 ве­
са 3 (ж, з). Получили 8 ребер —  МОД построено. Его вес 15. □

Вторая схема. Она показана на рис. 30.5. Основное ее отличие от первой 
схемы —  мы будем добавлять в строящееся МОД не обязательно инцидент­
ные ребра. Главное, чтобы не образовывалось циклов. Просматриваем все 
ребра минимального веса 1. Начинаем с 624 —  оно встретилось первым (а). 
Следующее ребро веса 1 —  это 656, и оно не образует циклов —  добавляем 
его (б). Затем проверяем е69: циклов нет, присоединяем (в). Все ребра веса 1 
исчерпаны. Переходим к оставшимся ребрам минимального веса 2. Ребро е \ 2 

можно присоединить (г), 625 —  тоже (<)). е<х тоже подходит (е). Далее —  ребра 
веса 3. Ребро е]4 не годится (образуется цикл), а вот е36 подходит (ж), и е47 —  
тоже (з). В результате получили то же самое МОД веса 15, что и по схе­
ме 1. □
Как видим, эти схемы отличаются порядком присоединения ребер. В 1 -й схе­
ме мы все время присоединяем инцидентные ребра, т. е. наращиваем МОД,
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Рис. 30.5. Схема 2 построения МОД при помощи жадного алгоритма
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оставляя его связным. Во 2-й схеме строятся отдельные куски М ОД которые 
затем соединяются. Каждый из этих кусков называется деревом, а их сово­
купность —  лесом.

Определение 30.7. Деревом  называется остовное дерево, построенное на 
некотором подмножестве вершин К]с V и инцидентным ко всем им реб­
рам. □

Определение 30.8. Лесом называется множество непересекающихся де­
ревьев. □

Например, лес на рис. 30.5, г состоит из деревьев, построенных на подмноже­
ствах вершин {V], ѵъ, Ѵ4}, {ѵз}, {Ѵз, ѵу,, ѵд}, {ѵ~і} и {ѵз}- В подмножествах из од­
ной вершины никаких ребер нет, и соответствующее дерево состоит только 
из вершины.

Сейчас мы сформулируем и докажем теорему, которая устанавливает приме­
нимость жадного алгоритма к построению МОД. Заметим вначале, что МОД 
может быть не единственным. Если в графе много ребер одинакового малого 
веса, то, вполне возможно, существует несколько МОД. В частности, если все 
ребра имеют одинаковый вес, то любое остовное дерево будет минимальным. 
Поэтому мы будем говорить не о МОД, а об одном из МОД или любом МОД.

■ ТЕОРЕМА 30.4. Пусть на непересекающихся подмножествах вершин Ѵ\, 
Ѵ2, ..., Р'к построены деревья минимального веса С і=(К], Е }), С2=(Ѵ2, Е2), ..., 
Ск= ( Ѵк. Ек). Пусть также е, —  ребро минимального веса, один конец которого 
входит в С] (т. е. инцидентен какой-либо вершине из Кі), а другой —  в какое- 
либо другое дерево: С2, Сз, •••, О*. Тогда среди всех деревьев минимального 
веса, построенных на объединении ребер 11Е,, существует дерево минималь­
ного веса, содержащее ребро е*,-.

Рис. 30.6. Пояснение к теореме 30.4
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Поясним формулировку теоремы на примере. Возьмем один из промежуточ­
ных этапов построения МОД, показанный на рис. 30.5, в. Изобразим его от­
дельно (рис. 30.6, а). Здесь у нас построено несколько минимальных деревь­
ев. Рассмотрим случай к = 3. Пусть, например, Ѵ] = {ѵ2 ,ѵ4}, Ѵі= {ѵ5,ѵв,ѵд}, 
Уъ = {Ѵз}, и на каждом подмножестве вершин построено минимальное дерево. 
Они обведены штриховыми контурами. У нас Е\ = {е24}, Е2 = {е56, е69}, Е3 = 0 .  
Найдем ребро минимального веса, выходящее из 0 1 в сторону 0 2 или 0 3. 
В сторону 0 2 из О] выходят ребра 625 и 645, а в сторону Оз —  е2з. Из этих трех 
ребер минимальный вес 2 —  у 625- В формулировке теоремы —  это оно 
обозначено на рисунке жирной штриховой линией. Теорема утверждает сле­
дующее. Если мы хотим построить минимальное дерево на множестве вер­
шин {ѵ2, ѵ4, Ѵ5, Ѵб, ѵд, Ѵз}, то среди всех минимальных деревьев, в которых есть 
ребра е24, е56, е69, наверняка найдется хотя бы одно минимальное дерево, со­
держащее е23 (рис. 30.6, б).
Доказательство. От противного: предположим, что существует дерево 
(г,г(Ѵ„. построенное на объединении вершин: Го=11 V,., включающее в 
себя объединение ребер: Е0іэ Еь не включающее в себя ребро в/ и имеющее 
вес меньше, чем вес любого минимального дерева, включающего В иллю­
страции на рис. 30.6 такое случилось бы, если бы вместо е25 мы попытались 
бы соединить О] с 0 2 ребром 645. Докажем, что такое невозможно. Для этого 
добавим в Оо ребро После этого Оо перестанет быть деревом: в нем обра­
зуется один цикл. Этот цикл будет заходить в Сть но не будет лежать в нем 
полностью: он будет заходить и в какое-либо другое множество вершин из 
Ѵ2, Ѵз, ..., Ѵц. Действительно: один из концов инцидентен вершине из О], а 
другой—  какой-либо другой вершине из 0 2, (Л. ..., (ік. Так, в графе на 
рис. 30.6 образовался бы цикл ѵ2е25ѵ5е45ѵ4е24ѵ2. Этот цикл заходит в (/’,. но за­
хватывает еще и 0 2. Удалим из этого цикла какое-либо другое ребро, одним 
концом входящее в Сть а другим —  в другое О/. Такое ребро наверняка суще­
ствует, иначе не было бы цикла, охватывающего 0 1 и какое-либо другое О/. 
И вес удаляемого ребра не меньше (а, может быть, и больше), чем присоеди­
ненного В примере с графом на рис. 30.6 мы удаляем 645. Связность всех 
вершин в Ѵ0 при этом сохранится: мы можем перейти от О] к другому О по 
вместо удаленного ребра. Значит, после такой замены ребер у нас останется 
дерево, и вес его —  не меньше, чем у исходного дерева. А это противоречит 
предположению о том, что (і„ имеет вес меньше, чем у дерева с □

На основании этой теоремы мы можем утверждать, что обе рассмотренные 
выше схемы дают МОД (хотя, может быть, и разные). В схеме 1 вначале каж­
дое Оі состоит из одной вершины без ребер. На первом этапе мы выбираем 
ребро минимального веса. Оно соединяет два О/, одно из которых можно обо­
значить О]. Значит, оно наверняка войдет в одно из МОД. Далее обозначаем 
через О] минимальное дерево, образованное двумя вершинами и соединяю­
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щим их ребром, и находим ребро минимального веса, инцидентное 0 1 одним 
своим концом. В теореме 30.4 это Согласно этой теореме мы можем при­
соединить его к строящемуся дереву, при этом не теряется возможность по­
строить одно из МОД. Ну а схема 2 —  это просто иллюстрация к доказатель­
ству теоремы!

30.3. Описание процедуры МіпЗрапТгее
При реализации на МАТЬАВ схема 1 программируется проще, чем схема 2, 
т. к. проверять каждое ребро на инцидентность и отсутствие циклов легче с 
одним строящимся деревом, а не с несколькими. Входным параметром в про­
цедуре поиска МОД является список ребер размером пі х2 или пі хЗ, который 
обозначен идентификатором е. Как и в задаче о максимальном паросочетании 
(см. раздел 29.1), будем предполагать, что если пользователь задал 2 столбца, 
то нужно решать невзвешенную задачу, а если 3 —  то взвешенную. Выход­
ным параметром будет список номеров ребер, входящих в МОД. Заголовок 
функции и справочная информация выглядят так:

& дпсЬіоп пМЗТ=МіпЗрапТгее(Е)
% Функция пМЗТ=МіпЗрапТгее(Е) реш ает за д а ч у  о  минимальном 
% остовном  д е р е в е  для св я зн о го  граф а.
% Входной параметр:
% Е (ш ,2) или (ш ,3) -  р ебр а  графа и  и х  в е с а ;
% 1 -й  и  2 -й  элементы каждой строки -  э т о  номера вершин;
% 3 -й  элем ент каждой строки -  э т о  в е с  р еб р а ;
% ш -  количество р е б е р .
% Если за д а н  м ассив Е (ш ,2 ) , т о  в с е  в е с а  равны 1 .
% Выходной параметр:
% гіМЗТ -  список  номеров р е б е р , включенных в  минимальное 
% (взвеш енное) о ст ов н ое  д ер ев о  в  порядке включения.
% И сп ользуется  жадный алгоритм .

Проверка исходных данных организована так же, как в разделе 29.1. Мы про­
веряем наличие данных, размерность и количество столбцов входного масси­
ва, положительность и целочисленность первых двух столбцов.

п а г д іп < 1 , 
е г г о г ( ' Нет исходны х данны х! ' )  

епй
82= з і г е (Е ) ; % размеры м ассива Е 

Іеп д ѣ Ь ( з г ) ~ = 2 , 
е г г о г ( ' Массив Е должен быть двумерным! ' )  

епй
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і г  ( з г ( 2 ) < 2 ) ,
е г г о г ( ' В м асси ве Е должно быть 2 или 3 ст о л б ц а ! ' ) ,  

епй
і г  ~а11  ( а і і  (Е (: , 1 : 2 ) > 0 ) ) ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы м ассива Е должны быть положительны ми!') 
епй
і г  ~а11  ( а і і  ( (Е (: , 1 :2 )  = г о ш іс і(Е  (: , 1 : 2 ) ) ) ) )  ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы м ассива Е должны быть целы м и!') 
епй

Находим размер и мощность графа. Если пользователь не задал веса ребер, 
полагаем все их равными 1.

ш = з іг е (Е ,1 ) ;  % количество р еб ер  
п=яіах (пах (Е (: , 1 : 2 ) ) )  ; % количество вершин 

32 (2) = 2 ,  % в е с а  н е  заданы  
Е ( : ,3 ) = 1 ;  % за д а ем  в с е  в е с а  =1 

епй

Нам нужно будет возвращать список номеров ребер, входящих в МОД. По­
этому добавим к списку ребер е и х  номера.
Е п = [(1 :ш )' ,Е ] ; % добавляем  номера р еб ер

Начинаем формировать МОД по схеме 1. Ищем ребро минимального веса и 
запоминаем его номер в выходном параметре пмзт. В массиве пѵег сохраняем 
номера вершин, которые входят в уже построенный фрагмент МОД. В теоре­
ме 30.4 это V]. А само ребро минимального веса исключаем из списка е п .

[Е т іп ,п М З Т ]= т іп (Е п( : , 4 ) ) ;  % ребр о  с  минимальным в есом  и е г о  номер  
п Ѵ ег= [Е п(пМ 5Т ,2:3)] ;  % начинаем формировать список  вершин 
Еп=Еп (з е іс іі^ ^  ( [1  :т ] ,пМЗТ) , :) ; % удалили р ебр о  и з  списка р еб ер

Сейчас у нас в списке номеров пмзт одно ребро минимального веса, а в спи­
ске вершин пѵег —  две инцидентные ему вершины. Наращиваем дерево с по­
мощью цикла ѵйіііе. Вначале находим все ребра, один конец которых инци­
дентен уже построенному дереву, а другой —  нет. Сохраняем номера этих 
ребер в массиве Епсигг.

ѵгііііе  Іепд-ЬЬ(пѴег)<п, % пока н е  в с е  вершины включены в  д ер ев о  
Е п си гг= [ ] ;  % п устой  м ассив для списка допустимых р еб ер  
Сот к = 1 : з і г е ( Е п ,1 ) , % просматриваем каждое оставш ееся  ребр о  

( ізш е т Ь е г ( Е п (к ,2 ) ,пѴ ег) & ~ із т е т Ь е г ( Е п (к ,3 ) ,п Ѵ ег )) | . . .
(ізтеп іЬ ег  (Е п (к ,3 ) ,пѴ ег) & ~ із т е т Ь е г  (Е п (к ,2 ) ,п Ѵ ег )) ,

Е п си гг= [Е п си гг;Е п ( к , : ) ] ;  % добавляем  допустим ое ребр о  
епй  

епй
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Проверяем: если допустимых ребер нет, то наш граф —  несвязный. В этом 
случае выдаем сообщение об ошибке и заканчиваем работу процедуры.

ізетр -Ь у (Е п с и г г ), % н ет  допустимых р еб ер  
е г г о г ( ' Граф н есвязн ы й! ' )  

епй

Если же граф связный (допустимые ребра есть), мы из всех допустимых ре­
бер выбираем ребро минимального веса (в теореме 30.4 это е,), номер его 
присоединяем в список пмзт, вершины добавляем в список пѵег, а само ребро 
удаляем из списка е п .

[ Е т іп , і т і п ] = т іп (Е п си гг( : , 4 ) ) ;  % ищем минимальное ребр о  и з  допустимых 
п Е й д е = Е п с и г г (ію іп ,1 ); % номер э т о г о  р ебр а  
пМЗТ=[пМЗТ, п Е й д е]; % добавили номер р ебр а  в  список  р еб ер  
пѴ ег=ипіс[ие( [ пѴ ег, Е п си гг(і т і п , 2 : 3 ) ] ) ;  % добавили вершину в  список  
Еп=Еп ( з е ѣ с і і^  ( [ 1 :  з і г е  (Еп, 1) ] , ^ іп с і(Еп (: , 1) = п Е й д е ) % удалили р ебр о  

епй  
г е ѣ и т

По окончании цикла и ііііе  в массиве пмзт будут номера ребер, включенных 
в МОД, в порядке включения. Заканчиваем работу процедуры.

30.4. Пример обращения 
к процедуре МіпЗрапТгее
Проиллюстрируем работу функции міпзраптгее на том же графе, что и в раз­
деле 29.1.4. Введем исходные данные: координаты вершин, список ребер и их 
веса. Нарисуем исходный граф со взвешенными ребрами (рис. 30.7).

с і е а г  а і і
ѵ = [[0  4 ] ; [1 4 ] ;  [2 4] ; [3 4 ] ;  [4 4]

[0 3] ; [ і 3] ; [2 3] ; [3 3 ] ; [4 3 ] ; .
[0 2] ; [ і 2] ; [2 2] ; [3 2 ] ; [4 2 ] ; .
[0 1] ; [ і 1 ] ;  [2 1] ; [3 1 ] ; [4 1 ] ; .
[0 0] ; [ і 0] ; [2 0] ; [3 0 ] ; [4 0 ] ] ; % координаты вершин

Е = [[ 1 2 12] ; [  3 2 17] [ 4 3 Ю] [ 5 4 8] ; [  6 1 4]
[ 2 7 11] ; [  8 2 Ю] [ 3 8 9] [ 9 4 4] ; [  9 5 2]
[Ю 5 14] ; [  7 6 16] [ 8 7 15] [ 8 9 13] ; [10 9 11]
[11 6 Ю] ; [  7 12 11] [13 8 13] [14 9 1] ; [15 10 2]
[12 11 3] ; [13 12 3] [13 14 4] [14 13 12] ; [15 14 5]
[16 11 6] ; [12 17 7] [13 18 8] [20 15 Ю] ; [17 16 9]
[17 18 Ю] ; [18 17 11] [19 18 12] [19 20 13] ; [21 16 14]
[17 22 12] ; [18 22 19] [22 18 18] [18 23 17] ; [19 24 16]
[20 25 15] ; [21 22 14] [22 21 13] [23 24 12] ; [24 23 11] [24 25 10]]
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РІсЬСгарЬ(V ( : , 1 : 2 ) ,Е ) ; % рисуем  граф  
зеѣ  (деѣ  (дсі, ' Сиггеп-ЬАхез' ) , . . .

'Р опШ ате' , 'Т іт е з  Ыем Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \М И сходны й граф с о  взвешенными ребрами ')

Рис. 30.7. Исходный граф со взвешенными ребрами, выполненный с помощью МЛТЬЛВ

Решаем две задачи: невзвешенную и взвешенную. В первом случае функция 
м іп зр ап т ге е  строит первое встретившееся остовное дерево, а во втором —  
МОД. Печатаем количество ребер и их суммарный вес в обоих вариантах. 
Рисуем оба решения (рис. 30.8-9): показываем все вершины, но только те 
ребра, которые входят в найденное остовное дерево.

пМЗТ=МіпЗрапТгее(Е ( : , 1 : 2 ) ) ;  % невзвеш енная за д а ч а
СргіггЬС (' К оличество р еб ер  в  остовном  д е р е в е  = %сі\п' , 1еп д №  (пМЗТ)) ;
€ргіх&± ( ' Общий в е с  = %сі\п' , зи т  (Е (пМЗТ, 3 ) ) )  ;
РІоЪбгарЪ(V ( : , 1 : 2 ) ,Е (пМ ЗТ ,: ) , ' д ' ) ;
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зеѣ  (деѣ  (дсП, ' Сиггеп-ЬАхез
' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыем Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' ,1 0 )  

ѣ іѣ іе  ( ' \М О ст ов н ое  д е р е в о ')  
пМЗТ=МіпЗрапТгее(Е ); % взвеш енная за д а ч а  
€ргіх&± ( ' К оличество р еб ер  в  МОД = %сі\п' , Іепд-Ыі (пМЗТ)) ; 
СргіггЬС (' Общий в е с  = %сі\п' , зи т  (Е (пМЗТ, 3 ) ) )  ;
Р ІоЪ бгарЬ (V ( : , 1 : 2 ) ,Е (пМ ЗТ ,: ) , ' д ' ) ;  
з е ѣ (д е ѣ (д с ^ , ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

'Р опШ ате' , 'Т іт е з  Ыем Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' ,1 0 )  
ѣ і ѣ і е ( ' \Ь04инимальное ост о в н о е  д е р е в о ')
Количество реб ер  в остовном дереве = 2 4  
Общий в ес  = 24 4 
Количество реб ер  в МОД = 2 4  
Общий в ес  = 182

Рис. 30.8. Остовное дерево, построенное с помощью МЛТЬЛВ
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Минимальное остовное дерево

Рис. 30.9. Остовное дерево минимального веса, построенное с помощью МЛТЬЛВ

30.5. Вопросы для самопроверки
1. Переберите все 4! перестановки в примере 30.1 и убедитесь, что действи­

тельно гтах = 7 достигается только на векторе х = {5; 3; 2; 4}.
2. Найдите в литературе или Интернете хотя бы 10 определений матроидов.

3. Сформулируйте и докажите теоремы, обратные к теоремам 30.2 и 30.3.
4. Докажите теорему: если к остовному дереву добавить одно ребро, то обра­

зуется ровно один простой цикл.

5. Сколько всего существует остовных деревьев у графа С = ( V, Е)1 Является 
ли полиномиальным алгоритм построения всех остовных деревьев?

6. Переделайте функцию м іп зр а п т ге е  так, чтобы она работала и с несвязны­
ми графами: строила для них МОД каждой связной компоненты.



ГЛАВА 31

Базис в пространстве циклов

Вспомните некоторые определения теории линейных пространств. В частно­
сти, понятия линейно независимых элементов и базиса В этой главе мы бу­
дем строить базис множества из конечного числа элементов: циклов графа.

31.1. Сколько нужно циклов"
Возможно, вы изучали электротехнику, и вам приходилось рассчитывать це­
пи по законам Кирхгофа. Электрическая цепь представляется в виде графа 
(или мультиграфа) с п вершинами и т ребрами. Уравнения 1-го закона Кирх­
гофа —  это баланс токов в узлах. Суммарный баланс токов во всех узлах ра­
вен нулю, поэтому из п уравнений 1-го закона независимыми будут только 
п - \ .  Чтобы найти токи во всех т ветвях цепи (ребрах графа), нужны еще 
т - п  +1 независимых уравнений. Их дает 2-й закон Кирхгофа: суммарное па­
дение напряжений в каждом замкнутом контуре равно сумме ЭДС в этом 
контуре. Поэтому нужно найти такие т - п  +1 контуров, чтобы уравнения для 
них были независимыми. Анализируя структуру уравнений 2-го закона 
Кирхгофа, видим, что это выполняется, если каждый из контуров будет 
отличаться от любого другого хотя бы одной ветвью. Поэтому, решая 
соответствующую задачу на графах, мы должны построить т - п  +1 простых 
циклов (см. определения 30.5—30.6), каждый из которых отличается от 
любого другого хотя бы одним ребром.

Ранее в определениях 30.1 и 30.5 мы задавали маршрут и его частный слу­
чай —  цикл —  как последовательность чередующихся вершин и ребер. Но 
эта информация избыточна: чтобы однозначно определить любой маршрут 
(в том числе и цикл), достаточно задать только последовательность ребер. 
Более того, если нас интересуют простые маршруты и циклы, то не важен
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даже порядок ребер. Поэтому будем задавать простой цикл как некоторое 
подмножество множества ребер.

ПРИМЕР 31.1. Простые циклы графа на рис. 28 .1, а —  это подмножества 
множества ребер: {еь е3, е4), {е2, е3, е5}, {еь е2, е4, е5}. □

Но не любое подмножество множества Е  является простым циклом. Так, в 
примере ЗІ.І {еь е2 } или {еь е2, е4) с того же рисунка циклами не являются. 
Поэтому мы будем рассматривать только такие подмножества множества ре­
бер Е, которые действительно являются простыми циклами. Будем обозна­
чать их С], С2, .... В нашем примере у графа на рис. 28 .1, а всего 3 простых 
цикла: С] = {еь е3, е4}; С2 = {е2, е3, е5}; С3 = {еь е2, е4, е5}.
Если мы удалим из простого цикла хотя бы одно ребро, то он разомкнется и 
перестанет быть циклом. Это утверждение настолько очевидно, что обычно 
оно формулируется в виде аксиомы.

■ АКСИОМА 31.1. Если С, является простым циклом, то любое его собст­
венное подмножество циклом не является. □
Введем теперь над простыми циклами операцию сложения по логике ХОК 
(исключающего или): из двух подмножеств ребер С,: и С, формируем новое 
подмножество, включая в него только неповторяющиеся элементы из С,: и С/.

Определение 31.1. Суммой двух простых циклов С, и С, называется под­
множество ребер, которые входят или только в С„ или только в ( □
Будет ли сумма простых циклов простым циклом? Иногда да, а иногда и нет.

ПРИМЕР 31.2. Проверим, что получится при сложении простых циклов графа 
с рис. 28.1, а. У нас есть С] = {е\, е3, <'і!: С2= {е2, е3, е<|: С3= {е\, е2, е.\. е<|.

С 1 +С2 = {еь е2 ,е 4,е 5}= С 3;
С, + С3 = {е2, е3, е5}= С 2;
С2 + С3 = {еъ е3, е4}= С ,.

Здесь сумма двух любых простых циклов дает третий, также простой цикл. □

ПРИМЕР 31.3. На рис. 31.1, а показаны два простых цикла: С] = {е23, е2$, е3б, 
б58, без, без} и С2 = {е23, е24, еЗІ„ е4$, | . В результате их сложения получаем 
подмножество ребер {е24, е25, е45, е56, е58, е69, е&9}, которое не является про­
стым циклом. Это видно и на рис. 31.1, б, и из проверки аксиомы 31.1. У это­
го множества есть собственные подмножества {е24, е2$, е4$) и {езб, е<х. е(,;. е ^} , 
которые являются простыми циклами. Значит, аксиома ЗІ.І нарушается, и 
поэтому полученное множество С\ + С2 не является простым циклом. □

Но можно утверждать, что С] + С2 содержит в себе в качестве подмножества 
какой-либо простой цикл. Это —  вторая аксиома.
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■ АКСИОМА 31.2. Если С, и С ,—  простые циклы, то существует простой 
цикл С к с  С/ + С,. □

Если вы отвечали на вопросы главы 30, то можете заметить, что множество 
всех простых циклов графа образует матроид на множестве его ребер соглас­
но одному из определений матроидов (через циклы). Вновь повторим, что мы 
не будем отвлекаться на изучение этой интереснейшей области комбинатор­
ного анализа—  теории матроидов. Наша задача проще: нам нужно найти та­
кое подмножество простых циклов, из которых можно было бы получить лю­
бой другой простой цикл согласно аксиоме 3 1.2. Желательно также, чтобы 
этих циклов (из которых мы будем строить все другие) было как можно 
меньше. Множество всех простых циклов графа можно рассматривать как 
некоторое комбинаторное пространство. Тогда тот минимальный набор цик­
лов, из которых можно построить все остальные, естественно назвать бази­
сом этого пространства.

Определение 31.2. Базисом в пространстве циклов (цикловым базисом) 
называется минимальное по количеству подмножество простых циклов, из 
которых можно построить любой другой простой цикл по аксиоме 3 1.2. □

В обычных линейных пространствах базисные элементы являются линейно 
независимыми. Для проверки этого факта нужно построить их линейную 
комбинацию и попытаться найти ненулевые коэффициенты. В комбинатор­
ных пространствах ситуация другая: мы не вводили операцию умножения на 
скаляр. У нас есть только операция сложения с последующим выделением 
подмножества. Поэтому и определение линейной независимости здесь будет 
несколько иным.

Определение 31.3. Простые циклы называются независимыми, если они 
отличаются друг от друга хотя бы одним ребром. □
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Далее мы сформулируем несколько теорем, но докажем только часть из них, 
включая основную. Остальные теоремы легко проверяются на конкретных 
случаях, а их доказательство мы оставляем читателю для самостоятельной 
работы.

■ ТЕОРЕМА 31.1. В системе независимых простых циклов ни один из них 
нельзя построить из других путем сложения и выборки подмножества (т. е. 
по аксиоме 3 1.2).
Доказательство. Возьмем любой цикл С0 из системы независимых простых 
циклов. В нем обязательно есть ребро, которого нет ни в одном другом цикле 
системы. Поэтому, как бы мы ни объединяли множества ребер из остальных 
циклов и что бы мы ни выбирали из этих объединений, все равно недостаю­
щее ребро никогда не появится. Поэтому построить С0 никогда не удастся. □

■ ТЕОРЕМА 31.2 (обратная). Если некоторая система простых циклов не 
является независимой, то, по крайней мере, один из них можно построить из 
остальных по аксиоме 3 1.2. □

Это означает следующее. Если у нас есть какой-либо простой цикл Со, все 
ребра которого входят в другие простые циклы, то Со всегда можно постро­
ить из этих других по аксиоме 3 1.2.

ПРИМЕР 31.4. Вернемся к рис. 3 1.1, а. Здесь показаны 2 простых цикла:
Сі = {е2з, е2з, <?зб, е58, е69, е&9} и С2 = {е2з, е2А, е36, е45, е56}. Рассмотрим простой 
цикл Со = {б2з, е2з, езб, б5б}. Он зависим с С  и С2, т. к. все его ребра есть или в 
С ,  или в С2. Можно ли построить его из С  и С2 по аксиоме 31.2? Теоре­
ма 31.2 утверждает, что да. Это можно сделать, например, так. Вначале стро­
им Сз = {е24, е2з, 645} с  С] + С2, а затем находим Со = {е2з, е2$, ец„ ен,! = С2 + Сз. 
На втором шаге нам даже не понадобилось выбирать подмножество: сумма 
С2 и Сз сразу дает нужный нам простой цикл Со. □

■ ТЕОРЕМА 31.3 (основная). В связном графе Ѳ = (V, Е) с \ Ѵ\=п, \Е\ = т 
существует не менее чем т - п  + \ независимых простых циклов.

Доказательство. Построим любое остовное дерево графа С. В него войдут 
п - \  ребер, и не войдут остальные т - п  + \ ребер. При добавлении каждого из 
них к остовному дереву образуется один простой цикл—  всего имеем 
ін и - 1 простых циклов. В каждом из них есть, по крайней мере, одно ребро, 
которого нет в остальных: это то ребро, которое мы добавили к остовному 
дереву для образования простого цикла Поэтому полученные т - п  + \ про­
стых циклов являются независимыми. □

Эта теорема дает нам очень удобный алгоритм построения т - п  + \ независи­
мых простых циклов: нужно взять остовное дерево и добавить к нему одно 
ребро. При этом образуется один простой цикл с "хвостами" (как голова Ме­
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дузы Горгоны с торчащими из нее во все стороны змеями-щупальцами). От­
рубив голову (отрезав хвосты-щупальцы), получим простой цикл. Затем по­
вторяем эту процедуру с другим ребром—  получаем другой простой цикл, 
и т. д. —  всего будем иметь /// п -1 независимых простых циклов. Но доста­
точно ли их? Можно ли сказать, что любой другой простой цикл в графе 
можно будет построить из них по аксиоме 31.2? Ответ на этот вопрос дает 
следующая теорема.

■ ТЕОРЕМА 31.4. Любой простой цикл связного графа 0  = (Ѵ ,Е) с \Ѵ\ = п, 
|_Е| = т является зависимым с теми т —п +1 независимыми простыми циклами, 
которые построены в теореме 3 1.3. □

В соответствии с этой теоремой мы можем утверждать, что т - п  + \ незави­
симых простых циклов действительно являются базисом в пространстве цик­
лов: любой другой простой цикл строится из них путем сложения с после­
дующей выборкой в соответствии с аксиомой 3 1.2.

31.2. Описание процедуры СісІеВазіз
Рассмотрим реализацию на МАТЬАВ алгоритма построения циклового бази­
са. Входным параметром должен быть список ребер графа (веса здесь не 
нужны). Этой информации достаточно для работы алгоритма На выходе мы 
будем получать список всех т - п  + \ независимых простых циклов. Каждый 
цикл —  это список входящих в него ребер, причем порядок их нумерации не 
важен. Циклы могут быть разной длины. Поэтому возможны такие варианты 
выходного параметра.

1. Массив из//; //-1  ячеек. В каждой ячейке —  одномерный массив номеров 
ребер, входящих в данный цикл.

2. Двумерный массив из т - п  +1 строк. В каждой строке—  номера ребер, 
входящих в данный цикл. Более короткие строки дополняются нулями.

3. Булевский массив размером ( т - п  + \ ) х т  или т х ( т - п  +1), в каждой 
строке (столбце) которого элемент равен і г и е ,  если ребро с этим номером 
входит в цикл.

Ячейки в МАТЬАВ обрабатываются медленнее действительных чисел, по­
этому 1-й вариант годится только для графов небольших размеров. Во 2-м 
варианте максимальная длина цикла заранее неизвестна, а перестройка мас­
сива на другой (больший) размер занимает время, сравнимое со временем 
работы алгоритма. Поэтому в описываемой ниже процедуре результаты воз­
вращаются в булевском массиве размером т х (вд-и + 1). Вначале, как всегда, 
записываем заголовок процедуры и приводим справочную информацию.
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СипсЫ оп С у с 1 е з= С у с 1 е В а з із (Е)
% Функция С у с 1 е з= С у с 1 е В а з із (Е) ищет в с е  независимы е циклы св я зн о го  г р а ф а . 
% Входной параметр:
% Е (ш ,2) -  список  р еб ер  граф а;
% 1 -й  и  2 -й  элементы каждой строки -  э т о  номера вершин;
% ш -  количество р е б е р .
% Выходной параметр:
% С у с іе з (т ,т -п + 1 )  -  булевский м ассив номеров р е б е р .
% п -  количество вершин;
% ш-п+1 -  количество независимых ц и к лов .
% В каждом стол бц е м ассива С у с іе з  зн ач ен и е Тгие имеют элементы  
% с  номерами р еб ер  э т о г о  цикла.

При построении циклового базиса нам нужно будет найти остовное дерево. 
Воспользуемся готовой процедурой міпзраптгее. Заодно в этой процедуре мы 
проверим исходные данные. Если в них обнаружится ошибка, сообщение об 
этом будет выдано в командное окно МАТЬАВ, а процедура прекратит свою 
работу.
пМЗТ=МіпЗрапТгее(Е ); % проверка данных и  п остр оен и е МОД

Оставляем в списке ребер только 2 первых столбца (ведь пользователь мог 
задать больше). Находим размер и мощность графа. Добавляем в список ре­
бер их номера.

Е=Е( : , 1 : 2 ) ;  % оставили первые дв а  столбц а  
ш = з іг е (Е ,1 ) ;  % количество р еб ер  
п=яіах (шах (Е )) ; % количество вершин 
Е п = [ [ 1 : т ] ' ,Е ] ; % добавили номера р еб ер

Формируем список оставшихся (не вошедших в МОД) ребер. Задаем массив 
нужных размеров для циклов.

Егез-Ь=Еп ( з е ѣ с і і^  ( [1:ш] ,пМЗТ) , :) ; % оставш иеся р ебр а  
п г= т -п + 1; % количество оставш ихся р еб ер  
С у с 1 е з = г е г о з (ш ,п г ); % м ассив для циклов

Вся подготовительная работа проделана Начинаем основной цикл. Добавля­
ем одно очередное ребро к МОД.

^ог к 1 = 1 :п г , % строим независимы е циклы
Есигг=[Еп(пМ ЗТ, : ) ^ г е з ѣ С к І , : ) ] ;  % МОД + еще одно ребр о

Теперь нужно удалить хвосты в полученном множестве ребер и оставить 
только цикл. Простейший алгоритм очистки цикла такой. Просматриваем все 
вершины и находим, какая из них встречается только один раз. Это —  конец 
хвоста. Если такая вершина есть, то удаляем ребро с этой вершиной. Далее
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процесс повторяется. Как только выясним, что одиноких вершин нет, закан­
чиваем: хвостов тоже больше нет. Всего в графе п вершин, поэтому процесс 
просмотра и удаления ребер с одинокими вершинами будет повторяться не 
более п раз. Удобнее всего записать цикл =от. а досрочный выход при необ­
ходимости организовать по команде Ьгеак. В начале цикла мы формируем
2 списка: всех вершин с учетом их кратности іа  и такого же списка, но без 
учета кратности иЕа.

Сот к 2 = 1 :п , % начало цикла по удалению хв ост ов
^а=зог"Ь (гезЬ а р е  (Е сигг (: ,2 : 3 )  , 1 ,  2 * з і г е  (Е си гг, 1 ) ) )  ; % в с е  вершины 
и^а=ипіс[ие (^а) ; % в с е  вершины б е з  у ч ет а  кратности

Ищем, сколько раз встречается каждая вершина в списке. Если очередная 
вершина встречается только один раз, поиск прекращаем: найден конец 
хвоста.

1ѵ =[ ] ;  % количество повторений
^ог к З = 1:Іепд-Иі (и ^ а ), % ищем неповторяющуюся вершину

1 ѵ (к З )= 1 е п д № (^ іп с і(^ а = и ^ а (к З )) )  ; % количество повторений  
1 ѵ ( к З ) = 1 ,  % нашли вершину б е з  повторений  

Ь геак ; % дальше искать  н е  нужно -  найден конец х в о ст а  
епй  

епй

Проверяем, как мы закончили цикл по кз: нашли конец хвоста или нет. Если в 
массиве іѵ нет единиц, то это значит, что среди вершин нет таких, которые 
встречаются только один раз. Все хвосты удалены —  выходим из цикла по к2 .

1 1ѵ1=гіпсі (1 ѵ = 1 ) ; % ишэм, е ст ь  ли одинокие вершины
і з е т р ѣ у ( І і ѵ і ) , % н ет  одиноких вершин -  в с е  хвосты  удалены  

Ь геак ; % выходим и з  цикла по к2 
епй

Если же одинокая вершина обнаружена, мы находим ребро, которому она 
принадлежит, и удаляем его.

зѵ = и ^ а(11ѵ 1( 1 ) ) ;  % номер одинокой вершины
п и те= ^ іп сі(з и т (Е с и г г ( : , 2 : 3 ) = з ѵ , 2 ) ) ;  % номер р ебр а  с  о д и н о к о й  вершиной 
Е сигг=Е сигг ( з е ѣ с і і^  ( [1 :  з і г е  (Е си гг , 1) ] , пите) , :) ; % удаляем  р ебр о  

епй % конец цикла по к2

Теперь все хвосты удалены —  остался только цикл. Записываем номера его 
ребер в нужный столбец массива Сусіез.

С у с іе з (Е с и г г ( : , 1 ) , к і ) = 1 о д іс а 1 ( 1 ) ;  % записы ваем номера р еб ер  
епй % конец цикла по к і  
г е ѣ и т
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31.3. Пример обращения 
к процедуре СісІеВазіз
Рассмотрим пример использования этой функции. Чтобы не рисовать слиш­
ком много, возьмем небольшой граф с 11 вершинами и 22 ребрами, использо­
ванный нами ранее в разделе 29.2. Введем его без весов и нарисуем (рис. 3 1.2).

с і е а г  а і і
ѵ=[ [ 0 0] [1 1] ; [1 0] ; [1 -1 ]

[2 1] [2 0] ; [2 -1 ] ; [3  1]
[3 0] [3 -1 ] ; [4 0] ] ; % координаты вершин

Е=[ [1 2] [1 3] ; [1 4] ; [2 3] ; [3 4] ; [2 5 ] ; . . .
[2 6] [3 6] ; [3 7] ; [4 7 ] ; [6 5] ; [6  7 ] ; . . .
[5 8] [6 8] ; [6 9] ; [7 9 ] ; [7 Ю ] ; [8 9 ] ; . . .
[9 1 0 ] ; [ 8  1 1 ] ; [ 9  1 1 ] ;  [10 1 1 ] ]  ; % ребра  

РІсЬСгарЬ(V, Е) ;  % рисуем  граф  
зеѣ  (деѣ  (дсі, ' СиггегѵЬАхез

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Еотап С уг' , 'РоггЬЗіге' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \М И сходны й гр а ф ')

Рис. 31.2. Исходный граф, построенный с помощью МЛТЬЛВ

У нашего графа /?= 11 вершин и /и = 22 ребер. Процедура С у с іе в а з із  найдет 
/и -»  + 1 = 12 независимых циклов. Найдем и нарисуем их все (рис. 31.3—  
31.14). На каждом рисунке покажем все вершины и те ребра, которые входят 
в данный цикл. В каждом рисунке надпишем заголовок—  номер цикла.
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С у с 1 е з= С у с 1 е В а з із (Е ); % ищем в с е  независимы е циклы 
Ног к 1 = 1 : з іг е ( С у с 1 е з ,2 ) ,

Р ІоШ гар Ь (V (: ,1 : 2 )  ,Е (^іпсі (С у с іе з  (: ,к 1 ) ) , 1 : 2 ) )  ; % рисуем  цикл 
з е ѣ ( д е ѣ (дсі, ' С и ггеп ІА хез' ) , . . .

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' ,1 0 )  
ѣ іѣ іе  ( [ '  \ЬЩ икл И' п и т2зѣ г (к і)  ] )  % загол ов ок  рисунка

епй

Цикл N1

©

©

®

© ©

© © ©

Рис. 31.3. Цикл №  1, найденный с помощью МЛТЬЛВ

Цикл N2

© ©

© © ©

Рис. 31.4. Цикл № 2, найденный с помощью МЛТЬЛВ
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Рис. 31.5. Цикл №  3, найденный с помощью МЛТЬЛВ

Рис. 31.6. Цикл №  4, найденный с помощью МЛТЬЛВ

Рис. 31.7. Цикл № 5, найденный с помощью МЛТЬЛВ
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Рис. 31.8. Цикл №  6, найденный с помощью МЛТЬЛВ

Рис. 31.9. Цикл №  7, найденный с помощью МЛТЬЛВ

Рис. 31.10. Цикл № 8, найденный с помощью МЛТЬЛВ
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Цикл да

— 1-----© ------з— (в)

X  5

0  ©  © -------4------®  @

©  ©  ©

Рис. 31.11. Цикл № 9, найденный с помощью МЛТЬЛВ

Рис. 31.12. Цикл № 10, найденный с помощью МЛТЬЛВ

Рис. 31.13. Цикл №11,  найденный с помощью МЛТЬЛВ
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Рис. 31.14. Цикл №  12, найденный с помощью МЛТЬЛВ

31.4. Вопросы для самопроверки
1. Сколько циклов существует в К„1 Сколько из них независимых?

2. Составьте процедуру сложения простых циклов по логике ХОК. и выделе­
ния из суммы всех входящих в нее простых циклов.

3. Докажите теоремы 31.2 и 31.4.

4. Переделайте процедуру С у с іе в а з із  так, чтобы она возвращала двумерный 
массив из П1 -П  +1 строк, в каждой строке которого—  номера ребер, вхо­
дящих в данный цикл, а более короткие строки дополнены нулями. Срав­
ните при помощи профилировщика время выполнения процедуры в одном 
и другом случаях. Какой вариант работает быстрее?

5. Проделайте то же самое для массива из ш - п  +1 ячеек, в каждой из кото­
рых —  одномерный массив номеров ребер, входящих в данный цикл.



ГЛАВА 32

Правильная раскраска вершин

Задача о правильной раскраске вершин графа является одной из классических 
задач теории графов. Рассмотрим ее решение средствами МАТЬАВ.

32.1. Сколько нужно красок?
Представьте себе, что вы занимаетесь полиграфией и издаете географические 
карты. Вам нужно напечатать красивую политическую карту, но для эконо­
мии средств хочется обойтись минимальным количеством красок При этом 
должно быть выполнено основное требование к политическим картам: ника­
кие две соседние страны (провинции, области) не должны быть окрашены 
в одинаковые цвета.

Как правило, границы между соседними странами невырожденные: в любой 
точке границы соседствуют не более трех стран (рис. 32 .1, а). Если в какой- 
либо точке граничат 4 или более страны (на рис. 32 .1, б), то будем полагать,
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что можно закрашивать одним цветом страны, которые граничат только в 
одной точке и не имеют общих линейных границ. Например, на рис. 32.1, б 
страны А и С можно закрасить одним цветом, если, конечно, они не соседст­
вуют еще где-то за страной Б  или В вдоль линии. Будем также полагать, что 
каждая страна образует на карте связную область (без анклавов). Какое ми­
нимальное количество цветов потребуется для раскраски?

Эта задача может быть сформулирована как задача на графе. Для этого по­
местим в каждой стране (например, в ее столице) вершину графа, а столицы 
соседних стран соединим ребром, которое пересекает их общую линейную 
границу и не заходит в третьи страны. Через вырожденные границы-точки 
ребер проводить не будем. После такой операции получим граф, причем пла­
нарный.

Определение 32.1. Граф называется планарным, если путем перемещения 
вершин и (или) ребер его можно разместить на плоскости без пересечения 
ребер. □

ПРИМЕР 32.1. На рис. 32.2, а показан планарный граф К4 (ребро е 14 можно 
переместить в другое место), а на рис. 32.2, б —  непланарный граф: полный 
двудольный граф с | Ѵ\ = | Щ = 3. □

После такой замены получаем задачу о правильной раскраске планарного 
графа. Если рассматривать ее для произвольных графов (не обязательно пла­
нарных), то она формулируется так: нужно раскрасить все вершины графа 
минимально возможным количеством красок так, чтобы никакие смежные 
вершины не были окрашены в одинаковый цвет. Известно, что для планар­
ных графов достаточно 4-х красок. Но это только количественная оценка 
числа красок, причем лишь для одного частного случая планарных графов, а 
сами краски (их номера) нужно еще приписать вершинам.
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32.2. Правильная раскраска графа— 
задача ЦЛП
Рассмотрим один из возможных подходов к построению правильной раскрас­
ки вершин графа —  сведение к задаче ЦЛП. Номер краски —  это целое чис­
ло, поэтому введем в рассмотрение целочисленные переменные ѵ,:, ассоции­
рованные с вершинами. Всего имеем п таких переменных, и каждая из них 
может принимать значения от 1 до и —  это номер краски вершины ѵ(. В наи­
худшем случае каждая вершина будет выкрашена в свой цвет, поэтому мак­
симальное значение каждой переменной ѵ,: —  это и:

Удобнее всего ввести для этого в рассмотрение еще одну дополнительную 
переменную ѵ0 (тоже целочисленную) и связать ее с остальными ѵ,: системой 
неравенств:

В задаче о правильной раскраске есть ограничение: соседние вершины долж­
ны иметь разные цвета (номера цветов). Это значит: для каждого ребра ец&Е 
переменные ѵ,- и ѵ* должны отличаться хотя бы на единицу:

К сожалению, ограничения (32.5) —  нелинейные: в них присутствует модуль. 
Переход от каждого неравенства (32.5) к двум неравенствам:

(32.1)

Нам нужно минимизировать максимальное ѵ,:

г = шах ѵ,- —» т т .
Ці.н] '

(32.2)

(32.3)

Тогда целевая функция —  это:

2  =  Ѵ0 (32.4)

(32.5)

(32.6)

также ничего не дает, т. к. получается не система, а объединение неравенств 
(должно выполняться или одно, или другое). Тем не менее сформулировать
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(32.5) как систему линейных неравенств можно. Чтобы это сделать, заметим 
вначале, что переменные ѵ,: отличаются друг от друга не более чем на и -1 , 
т. к. максимальный номер краски —  это п, а минимальный —  1. Поэтому на 
самом деле вместо (32.6) мы имеем:

причем правые неравенства автоматически выполняются в силу (32.1). Те­
перь введем в рассмотрение целочисленные переменные еік, ассоциированные 
с ребрами, и разрешим им принимать только одно из двух возможных значе­
ний —  0 или 1:

Рассмотрим систему неравенств (уже не объединение, а именно систему):

Если переменная е& принимает значение 0, то система (32.9) дает вторую па­
ру неравенств из (32.7), а если 1 —  то первую.
Таким образом, имеем следующую задачу ЦЛП. Необходимо минимизиро­
вать функцию г (32.4), которая формально зависит от п ~ ін ~ \  переменных ѵ0, 
V], ..., ѵ„, Ѵед, но фактически в нее входит только ѵ0. На каждую ѵ,: наложено 
ограничение (32.3) —  всего п ограничений. Для каждой переменной еік и со­
ответствующих ей ѵ, и ѵ,ѵ должны выполняться по 2 ограничения (32.9) —  
всего 2т ограничений. Все переменные ѵ, —  целочисленные и могут прини­
мать значения от 1 до и (32.1). Все переменные еік—  целочисленные и могут 
принимать значения 0 или 1 (32.8).

Как показали численные исследования, ограничения вида (32.9) сильно ус­
ложняют процесс решения задачи ЦЛП. Процедура т і ір  из [52] уже не справ­
ляется с этой задачей. Поэтому пришлось воспользоваться более мощной 
процедурой тісцз из [59]. Она работает медленнее т іір , но успешно раскра­
шивает небольшие графы.

1 <ѵ(- - ѵ к < п - 1; 
\< ѵк -Ѵ(. < п - 1;

(32.7)

(32.8)

(32.9)

32.3. Описание процедуры СоІогСгарК
Опишем процедуру соіогсгарь, которая решает задачу правильной раскраски 
графа. Входным параметром будет список ребер размером т х2 (идентифика­
тор е). Веса ребер здесь нас не интересуют, поэтому наличие или отсутствие
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3-го столбца в массиве е не имеет значения. На выходе мы получим целочис­
ленный вектор длины п —  номера красок вершин. Пишем заголовок функции 
и справочную информацию:

^ипсЬ іоп пСо1=Со1огСгар!і(Е)
% Функция пСо1=Со1огСгарЬ(Е) реш ает за д а ч у  о  правильной р аск р аск е граф а.
% Входной параметр:
% Е (ш ,2) -  список  р еб ер  граф а;
% 1 -й  и  2 -й  элементы каждой строки -  э т о  номера вершин;
% ш -  количество р е б е р .
% Выходной параметр:
% п С о 1 (п ,1 ) -  список  ц в етов  вершин.
% И сп ользуется  приведение к за д а ч е  ЦЛП.
% Необходимые др уги е функции: ШфР.М.
% Эта функция может быть свободн о  скопирована с  с а й т а :
% ІгЬѣр: /  / со п Ъ го І. е е . еѣ Ь г . с Ь / ~ Ь у Ь г іс і/т ід р /

Проверка исходных данных—  как и в других функциях пакета. Проверяем 
наличие данных, размерность и количество столбцов входного массива, по­
ложительность и целочисленность первых двух столбцов.

п а г д іп < 1 , 
е г г о г ( ' Нет исходны х данны х! ' )  

епй
82= з і г е (Е ) ; % размеры м ассива Е 

Іеп д ѣ Ь ( з г ) ~ = 2 , 
е г г о г ( ' Массив Е должен быть двумерным! ' )  

епй
і г  ( 3 2 ( 2 X 2 ) ,

е г г о г ( ' В м асси ве Е должно быть 2 ст о л б ц а ! ' ) ,  
епй
і г  ~а11  ( а і і  (Е (: , 1 : 2 ) > 0 ) ) ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы м ассива Е должны быть положительными!') 
епй
і г  ~а11  ( а і і  ( (Е (: , 1 :2 )  = г о и п й (Е  (: , 1 : 2 ) ) ) ) )  ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы м ассива Е должны быть целы м и!') 
епй

Находим размер и мощность графа.

ш = з іг е (Е ,1 ) ;  % количество р еб ер
п=яіах (пах (Е (: , 1 : 2 ) ) )  ; % количество вершин

Начинаем формировать данные для решения задачи ЦЛП. Нам нужно по­
строить матрицу коэффициентов при неизвестных и вектор правых частей



564 Часть III. Теория графов

ограничений-неравенств (32.9), (32.3). Неизвестные (столбцы матрицы огра­
ничений) будем нумеровать в порядке: ѵо, Ѵі, •••• ѵ„, далее Ѵе* в порядке их 
нахождения в массиве е. Неравенства (строки матрицы) нумеруем в таком 
порядке: вначале 2т ограничений (32.9), а затем п ограничений (32.3). В со­
ответствии с этой нумерацией заполняем матрицу коэффициентов при неиз­
вестных в системе, определяемой неравенствами (32.9), (32.3). Вот как вы­
глядят операторы заполнения этой матрицы.

А 1 = г е г о з (2 * ш ,п ); % блок для ѵ і  в  (3 2 .9 )
^ог к=1:ш , % заполняем  коэффициенты для ѵ і:  1 и  - 1  в  (3 2 .9 )

А1 ( 2 * к - 1 ,Е ( к ,1 : 2 ) )  = [1 -1 ]  ;
А 1 (2 * к , Е ( к ,1 : 2 ) ) = [ - 1  1 ] ;  

епй
А = [г е г о з (2 * ш ,1 ) ,А 1 ,. . .

г е з Ь а р е ( [-п * г е з Ь а р е (е у е (ш ) , 1 ,т * т ) ;п * г е з Ь а р е (е у е (ш ) , 1 ,т * т ) ] , 2 * т , т ) ; . . .  
-о п е з  (п ,1 )  , е у е  (п) , г е г о з  (п ,т )  ] ; % заполнили матрицу коэффициентов

Получили матрицу размером (2т + п) х (1 + п + т). Первые 2т строк соответст­
вуют неравенствам (32.9), а последние п —  (32.3). Теперь—  правые части 
для этой системы:
Ъ=[г е з Ь а р е ( [ - о п е з ( 1 ,ш ); (п - 1 )* о п е з (1 ,ш )] ,2 * ш ,1 ) ; г е г о з ( п , 1 ) ] ;

Вектор коэффициентов при неизвестных в целевой функции—  очень про­
стой: единица при ѵ0, нули при остальных переменных:
с = [ 1 ; г е г о з (п + ш ,1)] ;  % коэффициенты в  цел евой  функции

Задаем нижние и верхние границы по переменным ѵ, и еу.

ѵ1Ъ=[о п е з (п + 1 , 1 ) ; г е г о з (ш ,1 ) ] ;  % нижние границы  
ѵ и Ъ = [п *оп ез( п + 1 ,1 ) ;о п е з (ш ,1 ) ] ;  % верхн ие границы

Для вызова процедуры ті<зр нужно также задать гессиан (задаем его нуле­
вым), список бинарных переменных (у нас это ец —  только они принимают 
значения 0 или 1) и начальное приближение.

Н = гегоз(п +ш +1); % г есси а н
ѵаг-Ьуре=[п + 2:п+ш+1] ;  % список  бинарных переменных 
х О = [ п ; [ 1 : п ] г е г о з ( ш , 1 ) ] ;  % начальное приближение

А теперь—  само решение. Вызываем процедуру ті<зр и возвращаем ответ —  
список номеров красок вершин.

[х т іп ,& п іп ]= т іс 5р (Н , с , А , Ъ ,  [] , [] ,ѵаг"Ьуре,ѵ1Ъ,ѵиЪ,хО) ; % вызов т іч р
пС о1=гоипс1(хіпіп(2:п+1)) ; % округляем от в ет
г е Ь д т
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32.4. Пример обращения 
к процедуре СоІогОгарК
Продемонстрируем обращение к процедуре. Для примера возьмем тот же 
граф, что и в предыдущей главе. Введем исходные данные—  координаты 
вершин и список ребер. Нарисуем граф (рис. 32.3).

с і е а г  а і і
ѵ=[ [ 0 0] [1 1] ; [1 0] ; [1 -1]

[2 1] [2 0] ; [2 -1] ; [3  1]
[3 0] [3 -1] ;[4 0] ] ; % координаты вершин

Е= [ [1 2] [1 3] ; [1 4] ; [2 3] ; [3 4] ; [2 5 ] ; . . .
[2 6] [3 6] ; [3 7] ; [4 7 ] ; [6 5] ; [6 7 ] ; . . .
[5 8] [6 8] ; [6 9] ; [7 9 ] ; [7 Ю] ; [8 9 ] ; . . .
[9 1 0 ] ; [ 8  1 1 ] ; [ 9  1 1 ] ;  [10 1 1 ] ]  ; % ребра  

РІсЬСгарЬ(V, Е) ;  % рисуем  граф  
зеѣ  (деѣ  (д с ^ , ' СиггегѵЬАхез

' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыеи Нотап С уг' , ' Роп-Ь Зіге' , 10 )  
ѣ іѣ іе  ( ' \М И сходны й гр а ф ')

Рис. 32.3. Исходный граф, нарисованный с помощью МЛТЬЛВ

Этот граф —  планарный, поэтому для его раскраски должно хватить 4-х кра­
сок. Проверим это. Решим задачу о раскраске и нарисуем результат 
(рис. 32.4): этот же граф, у которого веса вершин—  это найденные номера 
красок.

пС о1=С о1огС гар!і(Е); % решение задач и  о  р аск р аск е  
РІсЬСгарЬ( [Ѵ ,п С о1],Е ) ; % рисуем
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зеѣ  (деѣ  (дсП, ' Сиггеп-ЬАхез
' Р оп Ш ате' , 'Т іт е з  Ыем Нотап С уг' , 'Р о п Ь З іге ' , 10 )  

ѣ іѣ іе  ( ' \М П равильная раск р аск а  вершин г р а ф а ')

Рис. 32.4. Правильная раскраска вершин графа, выполненная с помощью МЛТЬЛВ

32.5. Вопросы для самопроверки
1. Найдите в литературе доказательство проблемы 4-х красок для планарных 

графов. Начните с Трудов американского математического общества за 
1976 год.

2. Переделайте процедуру соіогсгаріі под использование функции т і ір  вме­
сто тісір. Какие задачи она теперь может решать, а какие нет?

3. Попробуйте применить жадный алгоритм к задаче о раскраске. Будет ли 
он работать?

4. Какие вы еще знаете алгоритмы решения задачи о правильной раскраске 
графа?



ГЛАВА 33

Кратчайший путь

До сих пор мы рассматривали неориентированные графы (в том числе муль­
тиграфы, псевдографы и гиперграфы). Начиная с этой главы, мы переходим 
к рассмотрению задач на орграфах.

33.1. Постановка задачи 
о кратчайшем пути
Пусть задан орграф 0  = (Ѵ,Е). Можно ли из вершины ѵ, попасть в ѵ„ двигаясь 
только по стрелкам? Иными словами: существует ли путь из ѵ, в ѵ,? Если та­
ких путей несколько, то какой из них кратчайший (имеет минимальное коли­
чество дуг)? Для орграфа со взвешенными дугами можно сформулировать 
задачу так: если существует несколько путей из ѵ, в ѵ„ то какой из них имеет 
минимальный общий вес?

Эти вопросы —  различные постановки задачи о кратчайшем пути. Как и в 
других задачах, которые мы решали раньше, невзвешенный орграф можно 
рассматривать как частный случай взвешенного, если всем дугам приписать 
веса, равные I. С другой стороны, можно обобщить и взвешенную задачу: 
дополнить орграф до взвешенной клики недостающими дугами, приписав им 
бесконечные веса. Тогда формально можно определять кратчайший путь от 
любой вершины до любой другой. Если результатом будет бесконечность, то 
это значит, что реальный путь отсутствует.

Будем предполагать, что все веса дуг в этой задаче неотрицательные. Это су­
щественное ограничение: если вдруг в орграфе обнаружится цикл с общим 
отрицательным весом, то задача минимизации потеряет смысл: можно будет 
все время кружить по этому циклу, уменьшая общий вес до минус бесконеч­
ности.
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Мы рассмотрим два наиболее часто используемых алгоритма решения задачи 
о кратчайшем пути. В одном из них (алгоритм Дейкстры, Е. \Ѵ. 1>і| квіга) на­
ходятся кратчайшие пути из заданной вершины во все остальные. Другой ал­
горитм (Флойда —  Уоршелла, К.. \Ѵ. Ріоусі, 8. \Ѵаг§1іа11) решает более общую 
задачу: строит матрицу кратчайших путей из любой вершины в любую дру­
гую. Этот алгоритм мы реализуем на МАТЬАВ.

33.2. Алгоритм Дейкстры
Задана конкретная вершина у,, и находятся кратчайшие пути из нее во все 
остальные вершины. Алгоритм основан на постепенном разрастании путей от 
у, до всех других вершин по дугам минимального веса Строящийся на каж­
дом шаге орграф при этом становится похожим на растущий кристалл или 
трещину. Опишем шаги этого алгоритма. Входным параметром является мат­
рица весов дуг между любой парой вершин. Если какая-либо дуга отсутству­
ет, полагаем вес бесконечным. На выходе получаем вектор М длины п, в ко­
ординатах которого —  кратчайшие пути из заданной вершины у, до всех ос­
тальных.

Шаг 1. Вначале 5-й элемент вектора кратчайших путей М полагаем равным
О, а остальные элементы —  это веса дуг из у, во все вершины. Тем самым мы 
определяем минимальную длину пути за I переход по дуге. Если для какой- 
то вершины ѵ, соответствующий элемент вектора М равен бесконечности, то 
это значит, что мы не можем перейти из у, в у: за один переход по дуге, т. к. 
соответствующей дуги нет. Обозначим через Ж подмножество вершин, в ко­
торое включим пока что только одну исходную вершину у,. На следующих 
шагах мы будем пополнять Ж другими вершинами и искать кратчайший путь 
из у, в другие вершины за 2 перехода по дугам, затем за 3 и т. д.

Шаг 2. Из всех вершин, не входящих в подмножество Ж, выберем вершину с 
кратчайшим путем (элементом вектора М). Если таких вершин несколько, 
берем первую попавшуюся. Полученную вершину (обозначим ее у:) добавля­
ем в подмножество Ж, и і-й элемент вектора М оставляем без изменения. Для 
остальных вершин, не входящих в Ж, пересчитываем длину кратчайшего пу­
ти (координату вектора М). Делаем это так: для каждой / - й  вершины находим 
сумму і-го элемента вектора М и веса дуги е у . Если эта сумма меньше /-го 
элемента вектора М, ставим эту сумму на его место.

Шаг 3. Если в Ж осталось включить только последнюю вершину, то выхо­
дим, а если больше одной —  идем на шаг 2. □

Продемонстрируем работу алгоритма на примере из книги [33] (рис. 33 .1).

На рис. 33 .1, а  показан исходный орграф, возле дуг обозначены их веса. Тре­
буется найти кратчайшие пути от ѵі до остальных вершин. Проводим 1-й шаг.
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Расстояния от V] до остальных вершин заполняем в соответствии с весами 
дуг. Если дуги нет, пишем бесконечность. В подмножество IV заносим одну 
вершину V]. Этот этап показан на рис. 33.1, б. Здесь вместо номеров вершин 
написаны расстояния от ѵі до них на 1-м шаге, т. е. текущее состояние векто­
ра М. Подмножество Ж выделено штриховой линией.

Рис. 33.1. Алгоритм Дейкстры решения задачи о кратчайшем пути

Выполняем шаг 2. На рис. 33.1, б среди всех вершин, не входящих в IV, ми­
нимальное значение пути, равное 1, —  у ѵз, поэтому присоединяем ее к IV 
(рис. 33.1, в). Пересчитываем пути для вершин, не входящих в IV. Здесь далее 
через |...| обозначены пути до вершин и веса ребер. Проверяем вершину ѵ2:
|Ѵ21 = 2 ; |V] | + |е*]2І = °о. Уменьшения н ет—  оставляем |ѵъ| = 2 без изменения. 
Следующая в списке ѵ4: |ѵ4| = оо; |ѵі| + \е^\ = 0°- Также нет уменьшения. Далее
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проверяем ѵ5: |ѵ5І = 0°; |ѵі| + |еі5І = 2. Есть уменьшение, поэтому теперь будет 
|ѵ5| = 2. И, наконец, ѵ6: |ѵ6| = °°; |ѵі| + |е]6| = °о. Оставляем без изменений.
Шаг 3: проверяем, сколько вершин не попало в Ж. Осталось более одной 
вершины —  снова идем на шаг 2. Теперь минимальный путь у вершин ѵ2 и ѵ4: 
по 2. Первой в списке идет ѵ2 —  ее и добавляем в Ж. Пересчитываем пути до 
остальных вершин (рис. 33.1, г). Для ѵ4: |ѵ4 | = да; |ѵ2| + |е24| = 5. Есть уменьше­
ние, поэтому полагаем |ѵ4| = 5. Для ѵ5: |ѵ5| = 2; |ѵ2| + |е25| = да—  оставляем без 
изменения. И для ѵ6: |ѵ6| = °°; |ѵ2| + |е26| = 00 —  также оставляем без изменения. 
Проверка на шаге 3 показывает, что осталось более одной вершины, не вклю­
ченной в Ж, поэтому продолжаем процесс.

На этом этапе (это снова шаг 2) минимальный путь у ѵ5: |ѵ5| = 2. Добавляем 
эту вершину в Ж. Остались 2 вершины, не включенные в Ж: ѵ4 и ѵ6 
(рис. 33.1, д). Пересчитываем их пути: |ѵ4| = 5; |ѵ5| + |е54| = 4 —  есть уменьше­
ние, полагаем |ѵ4| = 4. Далее: |ѵб| = 0°; Ы  + И5б| = 7 —  тоже есть уменьшение, 
поэтому теперь |ѵ6| = 7. Шаг 3: пока что осталось 2 вершины, поэтому снова 
идем на шаг 2.

Из двух оставшихся вершин минимальный путь у ѵ4: |ѵ4| =  4. Ее и добавляем 
в Ж (рис. 33.1, ('). Проверяем ѵ6: |ѵ6| = 7; |ѵ4| + |е46| = 6 —  уменьшаем |ѵ6| до 6. 
Ш агЗ: осталась единственная вершина Ѵб, поэтому заканчиваем алгоритм. 
В каждой вершине —  кратчайший путь от ѵі до нее.

Правильность алгоритма Дейкстры легко доказывается по индукции, т. к. на 
каждой итерации путь до новой вершины находится таким образом, что по­
лучаются кратчайшие пути для всех вершин из Ж.

33.3. Алгоритм Флойда — Уоршелла
В этом алгоритме строится матрица кратчайших путей между всеми парами 
вершин орграфа. На входе нужно задать матрицу Б  размера п х п, в каждом 
элементе которой йЦ находится вес дуги —  длина пути из ѵ,: в ѵ;. При этом 
диагональные элементы должны быть равны бесконечности: Ѵ</Й = да. Весь 
алгоритм умещается в тройной цикл. Вот как он выглядит в синтаксисе 
МАТЬАВ:

^ог ^= 1 :п  йо,
^ог І=зе1:с1і^^ ( [ 1 :п] , □ ) сіо,

^ог к=зе1:с1і^^ ( [ 1 :п] , □ ) сіо,
Б ( і ,  к) = т іп  (Б ( і ,  к) , Б ( і ,  □ ) +Б (□ , к) ) ; 

епсі 
епсі 

епсі
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Смысл этого тройного цикла показан на рис. 33.2: для каждой промежуточ­
ной вершины у,- мы проверяем все возможные начальные вершины ѵ, и конеч­
ные ѵк, не совпадающие с ѵ,, но, возможно, совпадающие между собой. Если 
при каждой такой проверке сумма весов дуг сіц + сіц, окажется меньше с/ік. мы 
заменяем более длинный путь <1,к более коротким с/„ > с/ік. Эта операция назы­
вается операцией треугольника.

Определение 33.1. Операцией треугольника для фиксированной вершины 
у, называется операция:

4Ік= т т (а ік,4 І]+<1]к) \

< іе [ і ,  п \\  ІФ у; (33.1)
к  е  [і, гі] ; кФ  у;

где допускается і = к. □
Таким образом, алгоритм Флойда —  Уоршелла заключается в проведении 
операции треугольника для каждой вершины. Оказывается, этого вполне дос­
таточно!

■ ТЕОРЕМА 33.1. Если все веса дуг неотрицательные, то после однократно­
го проведения операции треугольника для всех вершин матрица О становится 
матрицей кратчайших путей.

Доказательство. Докажем по индукции, что после шага номер л матрица О 
станет матрицей кратчайших путей из любой вершины в любую по вершинам 
с номерамиу<л\ Начнем с .?=!. Если провести операцию (33.1) только для 
у'= I, то пути из любой вершины в любую через Ѵ] будут кратчайшими. Зна­
чит, для \  = I теорема имеет место. Предположим, что теорема верна для 
л = г -1 : пути из любой вершины в любую через вершины с номерами от I 
до г -1 минимальны по длине. Проведем операцию треугольника еще и для 
промежуточной вершины номер г. сІік = тт{сІік,сІіг+сІгк). Докажем, что в этом 
случае путь из любой вершины в любую, проходящий через промежуточные 
вершины V], ѵъ, ..., ѵг, будет кратчайшим. Если реальный кратчайший путь на 
самом деле не проходит через новую вершину ѵг, то минимальным будет пер­
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вое число оЬк, и в этом случае теорема верна, т. к. добавление новой промежу­
точной вершины ѵг ничего не меняет. Если же реальный кратчайший путь 
пройдет через новую вершину ѵг, то й,к будет заменено на меньшую величину 
сііг+сігк. Но каждое из слагаемых йіг и с!гк является кратчайшим путем через все 
промежуточные вершины ѵь ѵ2, .... Ѵг-ъ поэтому і/і,~с/,к действительно будет 
кратчайшим путем из ѵ,: в Ѵк через промежуточные вершины ѵь ѵ2, •••, ѵг. Та­
ким образом, по индукции теорема доказана. □

33.4. Описание процедуры ЗНогіРаіН
Рассмотрим реализацию алгоритма Флойда —  Уоршелла на МАТЬАВ. На 
вход будем подавать список дуг размером пі х2 или пі хЗ (идентификатор е). 
Как и ранее, будем предполагать, что, если пользователь задал 2 столбца, то 
нужно решать невзвешенную задачу и искать путь из минимального количе­
ства дуг, а если 3 —  то взвешенную, и в этом случае ищем пути минимально­
го общего веса. На выходе процедура будет возвращать матрицу кратчайших 
путей размера п х п. Вот как выглядит заголовок процедуры и справочная ин­
формация к ней:

^ипсѣ іоп  аЗР=ЗЬогѣРаОі (Е)
% Функция йЗР=ЗЬогѣРаОі (Е) реш ает за д а ч у  о  кратчайшем пути  
% между всем и вершинами орграф а.
% Входной параметр:
% Е ( т , 2 )  или ( т ,3 )  -  дупл орграфа и  и х  в е с а ;
% 1 - й  и  2-й  элементы каждой строки -  э т о  ном ера вершин;
% 3 -й  элем ент каждой строки -  э т о  в е с  д у ги ;
% т  -  количество д у г .
% Если за д а н  м ассив Е ( ш , 2 ) , т о  в с е  в е с а  равны 1 .
% Выходной парам етр:
% сВР(п ,п )  -  матрица кратчайших п у т ей .
% Каждый элем ент сіЗР ( і , і ) -  э т о  кратчайший путь  
% и з  вершины і  в  вершину 3 (может быть ±п€,
% есл и  вершина 3 н е  достижима и з  вершины і ) .
% И сп ользуется  алгоритм Флойда-Уоршелла.
% Выражаю п ризнательность  проф . Жерару Био (У ниверситет М о н п ел ь е-ІІ ,
% Франция) з а  тести р ов ан и е э т о г о  алгоритм а.

Проверка исходных данных организована так же, как и в других функциях 
пакета. Проверяем наличие данных, размерность и количество столбцов 
входного массива, положительность и целочисленность первых двух столб­
цов.

п а г д іп < 1 , 
е г г о г ( ' Нет исходны х данны х! ' )  

епй
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82= з і г е ( Е ) ; % размеры м ассива Е 
Іеп д ѣ Ь ( з г ) ~ = 2 , 

е г г о г ( ' Массив Е должен быть двумерным! ' )  
епй
і г  ( 3 2 ( 2 X 2 ) ,

е г г о г ( ' В м асси ве Е должно быть 2 ст о л б ц а ! ' ) ,  
епй
і г  ~а11  ( а і і  (Е (: , 1 : 2 ) > 0 ) ) ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы м ассива Е должны быть положительными!') 
епй
і г  ~а11  ( а і і  ( (Е (: , 1 : 2 )  = г о ш іс і(Е  (: , 1 : 2 ) ) ) ) )  ,

е г г о г ( ' 1 -й  и  2 -й  столбцы м ассива Е должны быть целы м и!') 
епй

Находим размер и мощность орграфа. Если пользователь не задал веса дуг, 
задаем их единичными.

ш = з і г е ( Е ,1 ) ;  % количество д у г  
п=яіах (пах (Е (: , 1 : 2 ) ) )  ; % количество вершин 

3 2 ( 2 ) = 2 ,  % в е с а  д у г  н е  заданы  
Е ( : , 3 ) = 1 ;  % в с е  в е с а  =1 

епй

Для запуска алгоритма Флойда —  Уоршелла нужно задать матрицу весов дуг 
размером и х  и. Если какой-либо дуги нет, в соответствующем элементе 
должно быть бесконечное число. Заполняем такую матрицу.

й З Р = о п ез(п )* іп ^ ; % сначала -  в с е  элементы равны беск он еч н ости  
Сот к=1:ш , % просматриваем каждую д у г у

сШ Р(Е (к ,1 ) , Е ( к , 2 ) ) = Е ( к , 3 ) ;  % заносим  в е с  д уги  н а  нужное м есто  
епй

И наконец, проводим основной цикл алгоритма Флойда —  Уоршелла. Обра­
тите внимание, как он организован:

^ог 3= 1 :п ,
і = з е 'Ь с ! і ^  ( ( 1 : п )  , з )  ;

сШР( і , і )  = т і п (сШР( і , і ) , г е р т а ѣ (ЙЗР( і , з ) , 1 , п - 1 ) + г е р т а ѣ ( й З Р ( з , і ) , п - 1 , 1 ) ) ; 
епй  
г е ѣ и т

Первая функция гертаъ копирует /-й столбец нашей матрицы (с выброшен­
ным /-м элементом) п - 1 раз по горизонтали: получается матрица размером 
( и - І ) х ( п - І ) .  Вторая функция гертаъ копирует ]-ю  строку (с выброшенным 
/-м элементом) также и-1  раз, но уже по вертикали. При этом также получа­
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ется матрица размером ( и - І ) х ( и - І ) .  При их сложении мы фактически скла­
дываем каждый элемент с каждым. Далее мы сравниваем эту сумму с исход­
ной матрицей, у которой выброшены]-я строка и /-й столбец. Следовательно, 
этот один оператор заменяет два внутренних цикла и полностью реализует 
операцию треугольника (33.1).

Подобные приемы программирования на МАТЬАВ нужно стремиться при­
менять везде, где только можно. Любая встроенная функция (в данном случае 
г ерша 1;) работает гораздо быстрее, чем цикл.

33.5. Пример обращения 
к процедуре ЗНогіРаіН
Рассмотрим пример обращения к процедуре зьогЪРаШ. Возьмем тот же граф, 
что и в главе 32, но добавим веса дуг и будем считать его ориентированным. 
Нарисуем его (рис. 33.3).

сіеаг аіі
ѵ=[[0 0] ; [1 1 ] ; [1 0] ; [1 -1 ];...

[2 1] ; [2 0] ; [2 -1] ; [3 1];...
[3 0] ; [3 -1] ; [4 0] ] ; % координаты вершин 

Е=[ [1 2 5] ; [1 3 5] ; [1 4 5] ; [2 3 2] ; [3 4 2] ; [2 5 3];...
[2 6 2] ; [3 6 5] ; [3 7 2] ; [4 7 3] ; [6 5 1] ; [6 7 1];...
[5 8 5] ; [6 8 2] ; [6 9 3] ; [7 9 2] ; [7 10 3] ; [8 9 2] ;. . .
[9 10 2];[8 11 5];[9 11 4];[10 11 4]]; % ребра и их веса 

РІоЪЗгарЬ(V,Е,'о '); % рисуем орграф 
зеѣ (деѣ (дс^, ' СиггепЬАхез'),...

' РопШаше' , 'Тіліез Ыеи Ношап Суг' , ' РогѵЬЗіие' ,10)
-Ьі-Ые (' \МИсходный орграф со взвешенными дугами')

Найдем матрицу кратчайших путей между любой парой вершин и напеча­
таем ее.

аЗР=ЗЬогѣРа«і (Е);
сіізр('Кратчайшие пути между всеми вершинами:');
^ргіп-Ь^ (' %2. 0 '̂ , 1: зіге (ЙЗР, 2)) ;
гргіпѣг( 1\п 1);
гог к1=1: зіге (сіЗР, 1) ,
^ргіпѣ^('%2.0^',к1) 

грг±п«('%6.2г' ,аЗР(к1, :)) 
гргіпѣг( 1\п 1) 

епй
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Кратчайшие пути между всеми вершинами:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 Іпі: 5 . 00 5 .00 5 .00 8.00 7 .00 7 .00 9.00 9.00 10 00 13 00
2 Іпі: Іпі: 2 .00 4 .00 3 .00 2 .00 3 .00 4 .00 5 .00 6 00 9 00
3 Іпі: Іпі: Іпі: 2 .00 6.00 5 .00 2 .00 7 .00 4 .00 5 00 8 00
4 Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: 3 .00 Іпі: 5 .00 6 00 9 00
5 Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: 5 .00 7 .00 9 00 10 00
6 Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: 1 .00 Іпі: 1 .00 2 .00 3 .00 4 00 7 00
7 Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: 2 .00 3 00 6 00
8 Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: 2 .00 4 00 5 00
9 Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: 2 00 4 00

10 Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: 4 00
11 Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі: Іпі:

Рис. 33.3. Исходный орграф со взвешенными дугами, 
нарисованный с помощью МЛТЬЛВ

33.6. Вопросы для самопроверки
1. Проведите формальное доказательство алгоритма Дейкстры.
2. Какова полиномиальная сложность алгоритмов Дейкстры и Флойда—  

Уоршелла?
3. Как в алгоритмах Дейкстры и Флойда —  Уоршелла организовать вывод 

последовательности вершин, реализующих кратчайший путь?

4. Найдите на сайте [51] или реализуйте самостоятельно алгоритм Дейкстры 
и сравните его скорость со скоростью алгоритма Флойда—  Уоршелла.
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5. Замените последний фрагмент процедуры зьогЪРаШ на тройной цикл, при­
веденный в начале раздела 33.3. Сравните скорость работы обоих вариан­
тов на примере большого орграфа с одними петлями1:

Е=гврюаѣ([ 1 : 1 0 0 0 ] ' , 1 , 2 )  ;
ЗЬогѣРаИі (Е)

6. Сформулируйте задачу нахождения кратчайшего поту из ѵ,: в ѵ;- как задачу 
ЦЛП. Реализуйте этот алгоритм на МАТЬАВ и сравните его скорость со 
скоростями алгоритмов Дейкстры и Флойда —  Уоршелла.

1 з Т0Т пример принадлежит проф. Жерару Био (Университет Монпелье-Н, Франция) и публикуется с его 
разрешения.



ГЛАВА 34

Разбиваем 
и упорядочиваем

Взглянем на орграф с несколько иных позиций. По определению 28.19 любая 
дуга—  это упорядоченная совокупность двух вершин (ѵ„ ѵ*), что можно рас­
сматривать как бинарное отношение между вершинами. Поэтому определим 
вначале некоторые понятия, связанные с бинарными отношениями.

34.1. Бинарные отношения
О п р е д е л е н и е  34.1 . Декартовым произведением А х  В двух множеств А и В 
называется множество всех возможных упорядоченных пар элементов, в ко­
торых первый элемент а&А, а второй Ъ&В:

А хВ = {{а ,Ь ):{авА )п{Ь вВ )\. □  (34.1)

Для конечных множеств с \А\=п, |5| = т элементы А х  В полностью заполняют 
клетки матрицы размером п хт . Примером декартового произведения для 
однозначных целых чисел является хорошо известная из школы таблица ум­
ножения.

О п р е д е л е н и е  34.2 . Бинарным отношением называется подмножество де­
картового произведения некоторого множества^ на себя. □

Бинарное отношение удобно обозначать знаком между элементами множест­
ва. Например, на множествах натуральных, целых, рациональных и действи­
тельных чисел определены бинарные отношения =, Ф, >, <, >, <. Поэтому 
запись 5> 3  фактически означает, что элемент декартового произведения
(5,3) принадлежит бинарному отношению "больше или равно": (3, 5) е  >. Но 
запись 5 >3 более удобна, чем (3, 5) е  >, поэтому обычно пользуются именно 
ею. Обратное соотношение не имеет места, поэтому говорят, что (3, 5) € >
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(элемент декартового произведения (3,5) не принадлежит бинарному отно­
шению "больше или равно").

С этой точки зрения множество дуг орграфа можно рассматривать как бинар­
ное отношение на множестве вершин, которое мы назовем достижимостью 
и будем обозначать стрелкой —» или . Когда мы говорим, что из вершины ѵ, 
достигается вершина у,-, то это эквивалентно тому, что существует дуга из ѵ,- 
в ѵ,- или бинарное отношение ѵ,-—» у,-. И наоборот, выражение "вершина ѵ, дос­
тижима из вершины ѵ," означает существование дуги в ѵ, из ѵ,:, или бинарное 
отношение ѵ; <—ѵ,:. Мы будем считать, что оба эти выражения и отношения 
эквивалентны между собой.

Рассмотрим классификацию бинарных отношений [13]. Здесь для их обозна­
чения используется символ X , чтобы не привязываться ни к какому конкрет­
ному бинарному отношению. Элементы множества^ обозначены а  или щ, а2, 
а 3, ... .

Определение 34.3. Бинарное отношение X  с А х А на. А называется:

□  рефлексивным, если а  К  а  имеет место V а  е  А;
□  транзитивным, если из выполнения и\ К  а2, а2 К  аз следует, что и\ К  аз 

V а], а2, а;, &А;

□  полным, если аі К  а2 или а2 К  аі выполняется Ѵ(аі, а2) е  А х А;
□  антисимметричным, если из одновременного выполнения аі К  а2, а2 X  аі 

следует, что аі = а 2 (элементы эквивалентны в смысле некоторого опреде­
ления, которое еще нужно ввести в рассмотрение);

□  асимметричным, если из выполнения аі К  а2 следует, что а2 К  аі не вы­
полняется никогда;

□  симметричным, если из выполнения а\ К  а2 следует, что обязательно вы­
полняется а2 Х а ь

□  квазиупорядоченным, если оно рефлексивное и транзитивное;

□  эквивачентным, если оно рефлексивное, транзитивное и симметричное;

□  предупорядоченным, если оно рефлексивное, транзитивное и полное;

□  частично упорядоченным, если оно рефлексивное, транзитивное и анти­
симметричное;

□  полностью упорядоченным, если оно рефлексивное, транзитивное, полное 
и антисимметричное. □

Рассмотрим, какие из этих требований выполняются для орграфов и бинарно­
го отношения —» на множестве его вершин V.
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Рефлексивность. Даже если в вершине ѵ нет петель, мы вправе считать, 
что, если мы уже находимся в вершине ѵ, то мы ее достигли. Поэтому будем 
считать, что ѵ—>ѵ выполняется Ѵѵ, и, значит, бинарное отношение —» реф­
лексивно.

Транзитивность. Если из ѵі достигается ѵ2, а из —  ѵ3, то мы можем ут­
верждать, что ѵз достижима и из V] (уже не за один, а за два перехода по ду­
гам). Значит, бинарное отношение —» транзитивно.

Полнота. Не обязательно! Например, на рис. 28.1, б Ѵ] —» ѵ4, но (ѵ4, Ѵ ] ) ё —к

Антисимметричность. Для проверки этого требования нужно ввести поня­
тие эквивалентных вершин.

Определение 34.4. Вершины орграфа ѵ, и у,- называются эквивалентными 
в смысле достижимости, если существуют пути по дугам из ѵ,: в и из у,- 
В V/. □

В смысле определения 34.4 бинарное отношение —» является антисиммет­
ричным.

Асимметричность. Это требование не выполняется: могут существовать 
орграфы, у которых есть взаимно достижимые вершины.

Симметричность. Также не выполняется, т. к. могут существовать оргра­
фы, у которых ѵ, —» у,-, но (у,-, ѵ ,-)ё—к  Пример такого орграфа —  на рис. 28.1, б. 
Следовательно, множество вершин орграфа с введенным на нем бинарным 
отношением —» является частично упорядоченным, т. к. оно рефлексивное, 
транзитивное и антисимметричное.

Из теории множеств известно, что, введя понятие эквивалентности, мы мо­
жем разбить любое множество (в данном случае множество вершин орграфа) 
на классы эквивалентности, в каждый из которых попадают только взаимно 
эквивалентные (взаимно достижимые) вершины. Другой важный вывод тео­
рии множеств: для частично упорядоченных множеств их классы эквива­
лентности также частично упорядочиваются.

ПРИМЕР 34.1. На рис. 34.1, а показан орграф с 5 вершинами. Они разбива­
ются на 4 класса эквивалентности, которые обведены замкнутыми штрихо­
выми линиями. На рис. 34 .1, б изображено их частичное упорядочение: клас­
сы с, расположены линейно, и отношения достижимости между ними (стрел­
ки) направлены только слева направо. Но упорядочение здесь действительно 
частичное: для классов с2 и с3 бинарное отношение —» не определено ни в од­
ну, ни в другую сторону. Их можно было бы поменять на рисунке местами, 
при этом упорядочение сохранилось бы. □
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Рис. 34.1. Разбиение множества вершин Г на классы эквивалентности 
и их частичное упорядочение

Упорядочение удобно задавать в виде булевой матрицы К. размером N  х А', где 
N  —  количество классов эквивалентности (ІѴ<»). Каждый ее элемент г?/ = 1;гие, 
если между классами с, и с, существует отношение достижимости. Наша за­
дача —  так перенумеровать классы, чтобы ниже главной диагонали остались 
лишь 0 (Шзе). Так, для частичного упорядочения на рис. 34.1, б эта матрица 
имеет вид:

1 1 л

К  =
О 1
о о

о

V0 0 0 1

(34.2)

/



Гпава 34. Разбиваем и упорядочиваем 581

Если мы теперь заменим дугу е43 на е42 (рис. 34.1, в), то вместо 4 классов эк­
вивалентности получим только 3. Их упорядочение из частичного становится 
уже полным (рис. 34.1, г), а его матрица будет иметь вид:

К  =

О

(34.3)

На основе разбиения множества вершин на классы эквивалентности и их час­
тичного упорядочения можно решать различные задачи. Этот алгоритм мож­
но использовать, например, в социологических исследованиях [13]. С его по­
мощью легко выявляются лидеры и группы влияния в различных объедини 
ниях граждан: рабочих коллективах, школьных классах, студенческих 
группах, руководстве политических партий, клубах по интересам.
Другая интересная проблема, которая может быть решена на основе данного 
алгоритма, —  это стягивание орграфа и уменьшение количества его вершин. 
Взаимно достижимые вершины объединяются в одну, а дуги между ними 
удаляются. Далее можно ставить задачу минимизации количества дуг с тем, 
чтобы оставить в силе имеющееся частичное упорядочение, и т. д. Но мы 
рассмотрим только два первых этапа: разбиение множества вершин на классы 
эквивалентности по достижимости и частичное упорядочение этих классов.

34.2. Разбиение на классы эквивалентности
Один из простейших алгоритмов разбиения множества вершин V на подмно­
жества из взаимно достижимых вершин может быть таким. Пусть в нашем 
распоряжении есть булева матрица достижимости Б  размером п х п, каждый 
элемент которой с//;-  іше. если г,- > г.. и іі/.-  Гаіке. если (ѵ/.ѵ.)? >. Мы всегда 
можем построить такую матрицу с помощью процедуры зьогЪРаШ. В этой 
матрице сіу = йу, = Ігие тогда и только тогда, когда ѵ,: и у,- взаимно достижимы 
(т. е. эквивалентны по определению 34.4). Мы должны объединить их в один 
класс. Такое объединение состоит в том, что все вершины, которые были 
достижимы из V/ или у/, будут достижимыми и из их объединения. И наобо­
рот, полученное объединение будет достижимым из всех вершин, из которых 
были достижимы и V/, и ѵ/. Проще всего этого добиться путем сложения (объ­
единения) соответствующих строк и столбцов матрицы Б, как показано на 
рис. 34.2 в верхней части.
Как только мы обнаружим в матрице Б  пару симметричных истинных эле­
ментов сіу = сіц = Ігие, нужно выполнить такие действия:
□  прибавить к /-му столбцу матрицы Б  ее /-й столбец и удалить /-й столбец;

□  прибавить к /'-й строке матрицы Б  ее]-ю строку и удалить]-ю  строку.
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Рис. 34.2. Алгоритм разбиения Г'на подмножества взаимно достижимых вершин

После такой операции матрица достижимости уменьшит свои размеры на 1. 
Далее мы ищем следующую пару симметричных истинных элементов и по­
вторяем процесс. Так поступаем до тех пор, пока удается найти с1ц = с1ц = 1хие. 
Если все такие пары исчерпаны, итерационный процесс заканчивается: все 
взаимно достижимые вершины объединены в классы эквивалентности по 
достижимости.

Но это еще не все. Нам нужно где-то хранить номера вершин, входящих в тот 
или иной класс. Для этого перед итерациями создадим еще одну матрицу 
М —  диагональную булеву матрицу размером п х п. В каждом ее столбце ис­
тинные элементы будут соответствовать номерам вершин, входящих в дан­
ный класс. Перед началом итераций у нас есть п классов, в каждый из кото­
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рых входит по одной вершине, поэтому исходная М —  диагональная. Как 
только находится пара сЦ = = Ігие, то кроме описанных выше двух действий 
выполняем еще и третье:

□  прибавить к /-му столбцу матрицы М ее /-й столбец и удалить /-й столбец.

В результате такого действия в /'-м столбце будут сохранены номера вершин, 
которые объединяются в один класс эквивалентности. Это действие показано 
в нижней части рис. 34.2.

После выполнения описанного выше итерационного процесса все вершины 
будут объединены в классы эквивалентности, а матрица достижимости вер­
шин станет матрицей достижимости классов. Теперь нужно провести частич­
ное упорядочение этих классов.

34.3. Алгоритмы упорядочения
Задача линейного упорядочения объектов интересна сама по себе. Наиболее 
простой и очевидный путь ее решения —  это сравнивать каждый элемент с 
любым другим. Такой алгоритм требует п(п -\)/2  операций сравнения. Более 
экономно добавлять по одному элементу в уже упорядоченную последова­
тельность. Если часть элементов упорядочена, то вновь добавляемый элемент 
не обязательно сравнивать со всеми предыдущими. Мы можем сравнивать 
его с 1 -м, 2-м и т. д., пока не найдем его место в последовательности. В худ­
шем случае будем иметь те же и(и-1)/2 операций сравнения, но "в среднем" 
их будет меньше. В идеальном случае вообще после 1 -го же сравнения новый 
элемент сразу становится на место.

Но и этот алгоритм не наилучший. Можно применить дискретный вариант 
метода половинного деления. Когда в упорядоченную последовательность 
добавляется новый элемент, его в первую очередь сравнивают со средним 
элементом последовательности (или с одним из двух средних, если их число 
четно). Тем самым мы определяем половину, в которой будет находиться но­
вый элемент. Далее процесс деления этой половины пополам продолжается 
до тех пор, пока положение нового, добавляемого элемента не будет опреде­
лено однозначно.

К сожалению, у нас эти алгоритмы не будут работать, т. к. упорядочение у 
нас только частичное. Некоторые классы эквивалентности вообще нельзя 
сравнивать. Но, оказывается, нам вообще не нужно сравнивать между собой 
классы эквивалентности, т. к. результат сравнения у нас уже есть: это матри­
ца достижимости Б . Нам нужно только расставить классы в нужном порядке. 
Порядок определяется тем, что в матрице Б  не должно быть истинных эле­
ментов ниже главной диагонали.
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Поэтому, если такой элемент <1ц обнаружится, выполняем такие действия:

□  меняем местами і-й и /-й столбцы матрицы Б;

□  меняем местами і-ю и]-ю строки матрицы Б;

□  меняем местами і-й и /-й столбцы матрицы М.

В результате мы поменяем местами і-й и /-й классы эквивалентности и соот­
ветствующим образом скорректируем матрицу достижимости.

Этот процесс нужно продолжать до тех пор, пока в матрице Б  есть истинные 
элементы ниже главной диагонали.

34.4. Описание 
процедуры йесотрРагіОггіег
Как всегда, начнем с заголовка. Для работы алгоритма нужен список дуг 
орграфа размером т х2 (веса здесь не нужны). Обозначим его идентификато­
ром е. Это будет входной параметр. На выходе получаем две матрицы, кото­
рые в описаниях алгоритмов были обозначены М и Б .  Первая из них будет 
иметь размер Ы хп, а вторая ІѴхіѴ, где N —  количество найденных классов 
эквивалентности. В процедуре они обозначены идентификаторами Бесотр и 
Рагьогйег соответственно. Записываем заголовок и справочную информацию.

&дпсЬіоп [Оесошр, РагѣОгсіег ] =ОесотрРаг"ЪОгсіег (Е)
% Функция [Оесошр, РагЬОгсіег] =ОесотрРаг"ЬОгсіег (Е) решает задачу 
% разбиения орграфа на классы из взаимно достижимых вершин и 
% их частичного упорядочения 
% Входной параметр:
% Е(т,2) - список дуг орграфа;
% 1-й и 2-й элементы каждой строки - это номера вершин;
% т - количество дуг.
% Выходные параметры:
% Оесошр(п,пз) - булевская матрица с номерами вершин.
% п - количество вершин;
% пз - количество классов из взаимно достижимых вершин.
% В каждом столбце массива Оесошр истинные значения имеют элементы 
% с номерами вершин этого класса.
% Все столбцы частично упорядочены.
% РагѣОгйег(пз,пз) - булевская матрица частичного упорядочения классов. 
% Это - правая верхняя треугольная матрица.
% Если РагѣОгсіег(і,з)=Тгие, то из класса і 
% (вершины і-го столбца матрицы Оесошр) достижим класс з
% (вершины і-го столбца матрицы Оесошр).
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Вначале нам нужно построить матрицу достижимости. Для этого вызываем 
процедуру зіюгь Раіь, где заодно и проверим исходные данные. Затем конеч­
ные элементы матрицы кратчайших путей заменяем единицами, а бесконеч­
ные —  нулями. Добавим также единицы на главной диагонали: это соответ­
ствует рефлексивности бинарного отношения —

йЗР=ЗЬогѣРаОі (Е); % проверка данных и кратчайшие пути
Раг-ЬОгсіег= (-ізіп^ (сіЗР) +еуе (зіге (сіЗР))) >0; % булева матрица достижимости

Еще нам нужно задать матрицу с номерами вершин, столбцы которой мы бу­
дем объединять.

п=зіие (Раг-ЬОгсіег, 1) ; % количество вершин 
Оесошр=еуе(п); % начальные классы - по 1 вершине

Начинаем процесс объединения вершин в классы. Он оформлен в виде цикла 
^ог, т. к. максимальное количество итераций известно заранее. Если необхо­
димо будет выйти из цикла раньше, мы воспользуемся командой Ьгеак. Ищем 
первую попавшуюся пару симметричных истинных элементов. Если таких 
пар нет —  выходим из цикла.

Сот іѣ=1:п*(п-1)/2, % максимальное количество итераций 
Мзут=Ьгіи (РагѣОгсіег+Раг-ЬОгсіег' , 1) ;
% прибавили транспонированную, выделили верхний правый треугольник 
[із,зз,Мю]=^іпсі(Мзут=2) ; % ищем пару симметричных истинных элементов 

ізетрѣу(із), % нет такой пары 
Ьгеак; % выходим из цикла Сот 

епй
і1=із(1); % номер строки первой пары 
31=3з(1 ); % номер столбца первой пары

Выполняем операции по объединению строк и столбцов матрицы Б.

РагЬОгйег (іі, :) =РагѣОгсіег (іі, :) | РагѣОгсіег (з 1, :) ; % прибавляем строку 
РагЬОгйег (: , іі) =РагѣОгсіег (: , іі) | РагѣОгсіег (: , з 1) ; % прибавляем столбец

Удаляем /-й столбец и]-ю  строку из матрицы достижимости. 

сЫѵ=зіге(Раг-Ь0гс1ег,1) ; % текщий размер матрицы
РагѣОгсіе^Раг-ЬОгсіег (зеѣсіі^ ([1:сЫѵ] ,з1) , зеѣсіі^ ([1:сЫѵ] ,з1)) ; % удаляем

Теперь работаем с матрицей, в столбцах которой —  список вершин. Объеди­
няем два столбца и удаляем один из них.

Бесотр(:,іі)=Оесотр(:,іі)+Оесотр(:,з1); % добавляем столбец 
Оесотр=Оесошр(:,зеЪйі^([1:сЫѵ],зі)); % удаляем добавленный 

епй % окончание алгоритма объединения
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На этом первая часть процедуры (объединение вершин в классы эквивалент­
ности) заканчивается. Теперь переходим к сортировке. Как и в первой части 
процедуры, используем цикл ^ог и выход из него по команде Ьгеак. Находим 
истинные элементы в матрице достижимости ниже главной диагонали.

пз=зіие (Раг-ЬОгсіег, 1) ; % количество классов 
Сот іѣ=1:пз*(пз-1)/2, % итерации частичного упорядочения 
М1ом=Ьгі1 (Раг"ЬОгсіег,-1) ; % нижний левый треугольник 
[із,із,Ми]=^іпсі(М1ои); % ищем неупорядоченную пару классов

Если таких элементов нет —  выходим из цикла: частичное упорядочение за­
кончено.

ізетрѣу(із), % все классы упорядочены 
Ьгеак; % выходим из цикла ^ог 

епй
Если же такие элементы есть, берем первый попавшийся и выполняем час­
тичное упорядочение. Меняем местами строки и столбцы в матрице упорядо­
чения, а также столбцы в матрице с номерами вершин.

і1=із(1); % номер строки 
31=3з(1 ); % номер столбца 
Ьпр=Раг"ЬОгс!ег (іі, :) ;
РагЬОгйег (іі, :) =РагѣОгсіег (з 1, :) ;
РагЬОгйег(з1,:) =Ьтр; % меняем строки в матрице упорядочения 
Ьпр=Раг"ЬОгс!ег (: , іі) ;
РагЬОгйег (: , іі) =РагѣОгсіег (: , з 1) ;
РагЬОгйег(:,з1) =Ьтр; % меняем столбцы в матрице упорядочения 
Ьпр=Оесотр(:,іі);
Бесотр(:,іі)=Оесотр(:,з1);
Бесотр(:,і1)=Ьпр; % меняем столбцы в матрице с номерами вершин 

епй 
геЬдт

34.5. Пример обращения 
к процедуре йесотрРагіОггіег
Продемонстрируем работу процедуры на орграфе с 25 вершинами и 46 дуга­
ми, который мы использовали в разделе 28.4. Введем исходные данные и на­
рисуем орграф (рис. 34.3).

сіеаг аіі
Ѵ=[ [0 4] ; [1 4] ; [2 4] ; [3 4] ; [4 4] ; [0 3] ; [1 3] ; [2 3] ; [3 3] ; [4 3] ; . . .

[О 2] ; [1 2] ; [2 2] ; [3 2] ; [4 2] ; [0 1] ; [1 1] ; [2 1] ; [3 1] ; [4 1] ; . . .
[О 0] ; [1 0] ; [2 0] ; [3 0] ; [4 0] ] ;
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Е=[[ 1 2];[ 3 2];[ 4 3];[ 5 4];[ 6 1];...
[2 7] ; [ 8 2] ; [ 3 8] ; [ 9 4] ; [ 9 5] ;. . .
[10 5] ; [ 7 6] ; [ 8 7] ; [ 8 9] ; [10 9];...
[11 6] ; [ 7 12]; [13 8] ; [14 9] ; [15 10];...
[12 11];[13 12];[13 14];[14 13];[15 14];...
[16 11];[12 17];[13 18];[20 15];[17 16];...
[17 18];[18 17];[19 18];[19 20];[21 16];...
[17 22];[18 22];[22 18];[18 23];[19 24];...
[20 25] ; [21 22] ; [22 21] ; [23 24] ; [24 23] ; [24 25] ] ; 

РІсЬСгарЬ(V,Е,'о '); % рисуем орграф 
зеѣ (деѣ (дс^, ' СиггегѵЬАхез'),...

' РопШате' , 'Тітез Ыеи Нотап Суг' , ' РопІЗіге' ,10) 
ѣіѣіе (' \МИсходный орграф')

Рис. 34.3. Исходный орграф, нарисованный с помощью МЛТЬЛВ

Вызовем процедуру оесотррагшгаег и выведем результаты. Напечатаем но­
мера вершин, попавших в каждый класс эквивалентности, и матрицу частич­
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ного упорядочения. Нарисуем орграф, в котором вместо номеров вершин по­
кажем номер класса, в который она попадает (рис. 34.4).

[ІЭесотр, РагЬОгсіег] =ОесотрРаг"ЬОгсіег (Е); % решаем задачу 
сНзр('Классы взаимно достижимых вершин:') 
сНзр(' N вершины')
Сот к1=1:зіге(Оесотр,2), % печатаем номера вершин в каждом классе 
^ргігѵЬ^ (' %2. ' ,к1)

^ргігѵЬ^ (' %сі ' , ̂іп<3 (ІЭесотр (: ,кі))) 
гргіпѣг( 1\п 1) 

епй
гргіпМ('Частичное упорядочение классов:\п ')
€ргіх&± ('%3. ' , 1 : зіге(РагѣОгйег,2)) 
гргіпѣг( 1\п 1)
Сот к1=1:зіге(Раг-ЬОгйег,1), % матрица частичного упорядочения 
^ргігѵЬ^ (' %2. ' ,к1)

^ргіпѣ^(' %1. ' , РагѣОгйег(кі,:)) 
гргіпи (1 \п1) 

епй 
Ѵ1=Ѵ;
Сот к1=1:зіге(Оесотр,2),
VI (̂ іпсі (Бесотр (: ,кі)) , 3) =к1 ; 

епй
РІсЬСгарЬ(VI,Е ,'о '); % рисуем орграф с номерами классов вершин 
зеѣ(деѣ(дс^,'СиггепЬАхез

' РопШате' , 'Тітез Ыеи Нотап Суг' , 'РопЬЗіге' ,10) 
ѣіѣіе (' \МКлассы эквивалентности вершин')
Классы взаимно достижимых вершин:
N вершины
1 19
2 20
3 15
4 13 14
5 10
6 3 4 5 8 9
7 1 2 6 7 11 12 16 17 18 21 22

8 23 24
9 25

Частичное упорядочение классов:
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 1 1 1 1 1 1 1 1
3 0 0 1 1 1 1 1 1 1
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4 0 0 0 1 0 1 1 1 1
5 0 0 0 0 1 1 1 1 1
6 0 0 0 0 0 1 1 1 1
7 0 0 0 0 0 0 1 1 1

СО 0 0 0 0 0 0 0 1 1
9 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Рис. 34.4. Классы эквивалентности по достижимости и их частичное упорядочение

В данном примере множество из 25 вершин разбивается на 9 классов эквива­
лентности. В каждом классе любая вершина достижима из любой. Отноше­
ние достижимости между классами определяется матрицей частичного упо­
рядочения. Здесь упорядочение оказалось почти полным: из любого класса 
с меньшим номером можно достичь класса с большим номером, за исключе­
нием 4-го и 5-го классов, между которыми нет упорядочения.
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34.6. Вопросы для самопроверки
1. Какова полиномиальная сложность алгоритма упорядочения, основанного 

на половинном делении?

2. Реализуйте алгоритм стягивания орграфа на множестве вершин до орграфа 
на множестве классов эквивалентности.

3. Дополните этот алгоритм упрощением орграфа: оставьте только дуги ми­
нимально возможного общего веса, при которых сохраняется неизменным 
частичное упорядочение классов. Можно ли этот алгоритм применить для 
упрощения исходного орграфа?

4. Проведите социологическое исследование своей студенческой группы. 
Выявите лидеров и группы влияния. Добавьте веса дуг (силу влияния од­
ного человека на другого), и в соответствии с [13] найдите неформальных 
лидеров.



ГЛАВА 35

Максимальный поток в сети

В этой главе мы решим еще одну интересную задачу на орграфах, имеющую 
широкое практическое применение.

35.1. Задача о максимальном потоке 
как задача линейного программирования
Определение 35.1. Сетью называется орграф со взвешенными дугами и 
с выделенными в нем двумя вершинами, одна из которых называются источ­
ником сети, а другая —  стоком. □
Обычно вершину-источник обозначают буквой \, а сток—  1. Как правило, из 
л' только выходят дуги, а в  / только входят, но это не обязательно. Из \  в / ве­
дут разные пути по дугам разного веса. Неотрицательные веса дуг будем обо­
значать с к. В задаче о максимальном потоке вес каждой дуги рассматривается 
как ограничение на ее пропускную способность. Для каждой дуги ^  введем в 
рассмотрение ассоциированную с ней переменную, которую также обозна­
чим еь Ее смысл: это реальная величина потока в данной дуге. Поток в дуге 
ек неотрицательный и не превышает пропускную способность с к в этой дуге:

В задаче о максимальном потоке, как следует из ее названия, требуется мак­
симизировать суммарный поток, выходящий из источника \  при условии, что 
во всех промежуточных вершинах (кроме \  и і) сумма входящих и выходя­
щих потоков должна быть равна нулю. Из общего баланса потоков следует, 
что поток в 1 будет отличаться от потока в \  только знаком: ведь ни в дугах, 
ни в промежуточных вершинах ничего не задерживается!

(35.1)



592 Часть III. Теория графов

Примером такой задачи является построение схемы развозки товара со склада 
5 в магазин I по улицам с ограничением транспортного потока По каким 
маршрутам и сколько машин направить, чтобы максимизировать количество 
доставленного за данное время товара? В этой задаче считается, что нигде на 
маршруте товар не задерживается: ни на улицах (дугах), ни на перекрестках 
(промежуточных вершинах).

Задача о максимальном потоке в сети с ограниченными пропускными спо­
собностями допускает формулировку в терминах линейного программирова­
ния. Мы уже ввели переменные ек и ограничения на них (35.1). Введем также 
в рассмотрение матрицу инцидентности орграфа А. Она похожа на матрицу 
инцидентности графа (28.6), но в ней есть не только единицы, но и -1 . 
А именно: будем полагать аік= 1, если из вершины ѵ,: выходит дуга ек, и а,к = -1 , 
если в вершину ѵ, входит дуга ек. Например, матрица инцидентности орграфа 
с рис. 28.1, б имеет вид:

А =

1 О 0Л 

О 1 о
0 - 1  о

0 0 - 1

(35.2)

В каждом столбце этой матрицы по одной единице и по одной -1 , поэтому 
сумма всех строк—  нулевая строка. Это соответствует общему балансу по­
токов.

Для матрицы инцидентности орграфа А обозначим:

□  а, —  ее 5-я строка (вектор-строка); в ней обязательно должны быть едини­
цы, т. к. из источника должны выходить дуги;

□  а, —  ее I-я строка (также вектор-строка); в ней обязательно должны быть 
-1 , т. к. в сток должны входить дуги;

□  А.„ —  матрица А с выброшенными из нее 5-й и I-й строками.

Тогда максимизируемая целевая функция —  общий поток из источника. Она 
может быть записана так:

г = а*е —» т а х , (35.3)

где е —  вектор-столбец переменных ек. А условие баланса потоков во всех 
промежуточных вершинах записывается в виде ограничения-равенства:

А„е = 0. (35.4)

Вместе с ограничениями (35.1) выражения (35.3-4) определяют задачу линей­
ного программирования, причем даже не целочисленную, а обычную, т. к. 
потоки в дугах могут быть дробными.



Гпава 35. Максимальный поток в сети 593

35.2. Описание процедуры МахРІошз
В инструментарии МАТЬАВ [53] есть процедура ііпргод для решения задачи 
линейного программирования. Поэтому процедура махгіомз, которую мы 
сейчас опишем, фактически является интерфейсом между формулировкой 
задачи и вызовом процедуры ііпргод. Для работы махгіомз нужно задать 
входной параметр —  список дуг орграфа и их веса. Как обычно, будем ис­
пользовать массив размером т х2 или т хЗ, которому в процедуре соответст­
вует идентификатор е. В третьем его столбце —  веса дуг. Если пользователь 
их не задал, будем считать их единичными. Нужно также задать номера вер­
шин источника и стока. На выходе мы должны получить вектор длины т по­
токов в дугах и суммарный максимальный поток из источника (вершины 5). 
Пишем заголовок и справочную информацию.

^ипсЬіоп [ѵ,шЕ] =МахР1омз (Е, з, Ь)
% Функция [ѵ,тЕ]=МахР1ои5(Е,з,1) решает задачу о максимальном потоке 
% в сети с ограниченными пропускными способностями.
% Входные параметры:
% Е(ш,2) или (ш,3) - дуги орграфа и их веса;
% 1-й и 2-й элементы каждой строки - это номера вершин;
% 3-й элемент каждой строки - это вес дуги;
% ш - количество дуг.
% Если задан массив Е (ш,2), то все веса равны 1.
% з - источник сети (номер вершины);
% Ь - сток сети (номер вершины).
% Выходные параметры:
% ѵ(ш,1) - вектор-столбец потоков в дугах;
% шС - общий максимальный поток в сети.
% Используется сведение к задаче линейного грограммирования.

Проверяем исходные данные. Вначале проверяем наличие данных, размер­
ность и количество столбцов входного массива, положительность и целочис- 
ленность первых двух столбцов.

пагдіп<3, 
еггог('Нет исходных данных!') 

епй
82=зІ2е (Е); % размеры массива Е 

ІепдѣЬ(зг)~=2, 
еггог('Массив Е должен быть двумерным!') 

епй
іг (32(2X2),
еггог('В массиве Е должно быть 2 или 3 столбца!'), 

епй
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іг ~а11 (аіі (Е (: , 1:2)>0)) ,
еггог('1-й и 2-й столбцы массива Е должны быть положительными!') 

епй
іг ~а11 (аіі ((Е (: , 1:2) = гошісі (Е(: ,1:2))))) ,
еггог('1-й и 2-й столбцы массива Е должны быть целыми!') 

епй
Из вершины с номером 5 обязательно должны выходить дуги, а в вершину 
с номером I —  входить. Проверяем это.

~ізтетЬег(з,Е(:,1)), 
еггог(['Из вершины номер з=' пшп2зѣг(з) ' не выходит ни одной дуги!']) 

епй
~ізтетЬег(Ѣ,Е(:,2)), 
еггог(['В вершину номер Ь=’ пшп2зѣг(ѣ) ' не входит ни одна дуга!']) 

епй

Находим размер и мощность орграфа. Если пользователь не задал веса дуг, 
задаем их единичными.

ш=зіге(Е,1); % количество дуг 
п=яіах (пах (Е (: , 1:2))) ; % количество вершин 

32(2)=2, % веса дуг не заданы 
Е(:,3)=1; % все веса =1 

епй

Строим матрицу инцидентности орграфа вида (35.2). Вначале она состоит из 
одних нулей. Затем записываем 1 и -1 на нужные места.

А=гегоз(п,ш); % для матрицы инцидентности 
^ог к=1:ш, % просматриваем все дуги
А(Е(к,1),к)=1; % 1, если из вершины выходит дуга 
А(Е(к,2),к)=—1; % -1, если в вершину входит дуга 

епй

Для системы ограничений-равенств (35.4) удаляем из матрицы инцидентно­
сти строки с номерами 5 и I.
АесрА(зеѣсіі^ ([1:п] , [з ѣ]) , :) ; % баланс потоков в промежуточных вершинах
Вектор коэффициентов в целевой функции (35.3)—  это 5-я строка матри­
цы А. Мы берем ее со знаком "минус", т. к. процедура ііпргод решает задачу 
минимизации.
^=-А(з,:)'; % коэффициенты в целевой функции
Настраиваем опции для процедуры ііпргод. Нам не нужно выдавать на экран 
сообщения, поэтому подавляем вывод.
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ор-Ьіопз^р-Ьітзеѣ (' Ііпргод') ; % опции по умолчанию 
орііопз.Оізр1ау='оИИ1; % подавляем вывод
И наконец, решаем задачу линейного программирования и находим общий 
поток из источника.

ѵ=1іпргод(г,[],[],Аея,гегоз(зіге(Аея, 1),1),...
гегоз (т,1) ,Е(: ,3) , [] , ор-Ьіопз) ; % решаем задачу ЛП 

тЕ=-Е'*ѵ; % общий поток 
геЬдт

35.3. Пример обращения 
к процедуре МахГІомз
Продемонстрируем порядок обращения к процедуре м ахИ ом з. Используем 
тот же орграф, который мы неоднократно брали и раньше, в частности, в гла­
вах 32 и 33. Нарисуем его со взвешенными дугами и невзвешенными верши­
нами (рис. 35.1).

Походный орграф

Рис. 35.1. Исходный орграф со взвешенными дугами

сіеаг аіі
Ѵ=[ [0 0] ; [1 1] ; [1 0] ; [1 -1];...

[2 1] ; [2 0] ; [2 - 1] ; [3 1] ; . . .
[3 0];[3 -1];[4 0]]; % координаты вершин

Е=[[1 2 5] ; [1 3 5] ; [1 4 5] ; [2 3 2] ; [3 4 2] ; [2 5 3];...
[2 6 2] ; [3 6 5] ; [3 7 2] ; [4 7 3] ; [6 5 1] ; [6 7 1];...
[5 8 5]; [6 8 2]; [6 9 3] ; [7 9 2] ; [7 10 3] ; [8 9 2];...
[9 10 2];[8 11 5];[9 11 4];[10 11 4]]; % ребра и их веса
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РІсЬСгарЬ(V,Е,'о '); % рисуем орграф 
зеѣ (деѣ (дс^, ' СиггепЬАхез

'РопШате' , 'Тітез Ыеи Нотап Суг' , 'РопЬЗіие' ,10) 
ѣіѣіе (' \МИсходный орграф')

Пусть источник 5 —  это вершина ѵі, а сток I —  ѵц. Зададим их. Решим задачу 
о максимальном потоке и напечатаем решение: потоки в дугах и общий мак­
симальный поток из источника. На рисунке (рис. 35.2) изобразим наш 
орграф, у которого вместо весов дуг покажем потоки в них.

з=1; % источник сети 
ѣ=11; % сток сети
^ргіпЬ^ (' Источник сети з=%й\пСток сети ѣ=%й\п' ,3,1)
[ѵ,тС]=МахР1омз (Е,з,-Ь) ; % решаем задачу
сНзр('Решение задачи о максимальном потоке в сети')
сіізр (' N дули поток')
^ргіпЬ^(' %2.О^ %12.8^\п',[[1:1епдЫі(ѵ)];ѵ'])
^ргіпИ('Максимальный поток =%12.8^\п',тЕ)
РІоШгарЬ(Ѵ(: ,1:2) , [Е(: ,1:2) ,ѵ] , 'о') ; % рисуем, пишем потоки в дугах 
зеѣ(деѣ(дс^,'СиггепЬАхез'),...

'РопШате' , 'Тітез Ыеи Нотап Суг' , 'РопЬЗіие' ,10)
-Ьі-Ые (' \МПотоки в дугах')
Источник сети з=1 
Сток сети Ь=11
Решение задачи о максимальном потоке в сети
N дуги поток

1 5 00000000

2 5 00000000

3 3 00000000

4 0 63432629
5 0 00000000

6 2 79872259
7 1 56695111
8 4 12415344
9 1 51017285

10 3 00000000

11 0 93404510
12 0 17003857
13 3 73276770
14 1 85198251
15 2 73503838
16 1 86897174
17 2 81123968
18 0 58475020
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19 1.18876032
20 5.00000000
21 4.00000000
22 4.00000000 

Максимальный поток = 13.00000000

Рис. 35.2. Потоки в дугах, найденные с помощью МЛТЬЛВ

35.4. Вопросы для самопроверки
1. Какие еще вы знаете методы решения задачи о максимальном потоке? 

Реализуйте их и сравните время решения и объем кода

2. Решите задачу о минимальном разрезе. Используйте ее двойственность к 
задаче о максимальном потоке. Дополните процедуру махгіомз так, чтобы 
она решала и эту задачу. Подсказка: множители Лагранжа одной из пары 
двойственных задач являются переменными другой задачи.



ГЛАВА 36

Задача коммивояжера

Мы завершаем книгу одной классической задачей комбинаторной оптимиза­
ции—  несимметричной задачей коммивояжера. В общем случае это ЫР- 
полная задача, хотя для некоторых частных случаев доказано существование 
полиномиальных алгоритмов. Поскольку третья часть нашей книги посвяще­
на теории графов, сформулируем задачу коммивояжера как задачу на орграфе 
и запишем ее в терминах ЦЛП.

36.1. Задача коммивояжера — задача ЦЛП
В задаче коммивояжера заданы п городов и матрица С расстояний между ни­
ми, в общем случае несимметричная. Размер этой матрицы п х п ,  ее диаго­
нальные элементы могут быть произвольными, т. к. нигде в решении они не 
используются. Остальные элементы матрицы С по смыслу задачи неотрица­
тельные. Требуется построить такой маршрут обхода всех п городов (по од­
ному разу каждого), при котором его общая длина будет минимальной.
С точки зрения комбинаторной оптимизации имеем задачу оптимизации на 
перестановках Р„, т. к. любой замкнутый маршрут обхода всех п городов по 
одному разу взаимно однозначно характеризуется перестановкой п чисел —  
номеров городов.
Сформулируем задачу коммивояжера как задачу на орграфе. Рассмотрим 
ориентированную клику без петель Кп со взвешенными дугами. Вершины —  
это города, дуги —  пути, вес с,к каждой дуги —  это расстояние от города ѵ, 
до города \'к- В общем случае с ^ ф с ш ,  т .  к .  м ы  рассматриваем несимметричную 
задачу. Требуется построить простой цикл из п вершин (и, соответственно, 
п дуг) минимального общего веса.
Как и многие другие задачи теории графов, эта задача допускает формули­
ровку в терминах ЦЛП. Введем в рассмотрение целочисленные перемен­
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ные ед, ассоциированные с дугами. Всего таких переменных будет столько, 
сколько и дуг: т = п {п -\) .  Каждая из них может принимать только одно из 
двух возможных значений: 1 или 0 в зависимости от того, входит или нет ду­
га е/к в искомый цикл:

Целевая функция в данной задаче —  это общий вес дуг, входящих в цикл:

На переменные е&, помимо (36.1), наложены еще и такие ограничения. Из 
каждой вершины должна выходить ровно одна дуга:

И, наконец, нужно еще, чтобы цикл был полным, т. е. состоял из п вершин и 
п дуг. Ведь ограничениям (36.3— 36.4) удовлетворяет, например, система из 
нескольких меньших циклов, которые в сумме охватывают все п вершин. 
Чтобы устранить такие маленькие циклы (назовем их подциклами), введем в 
рассмотрение неограниченные действительные переменные ѵ„ ассоциирован­
ные с вершинами. В [33] приведена система ограничений, устраняющая под- 
циклы. Эти ограничения похожи на (32.9) и имеют вид:

(36.1)

п
(36.2)

і , к=1 
/ ■ к

п

(36.3)

Далее, в каждую вершину также должна входить одна дуга:

П

(36.4)

к -  \,п.

к̂ + ( " - ! ) % (36.5)
2 < іф  к <п.

Можно доказать, что любой цикл из и городов удовлетворяет условиям (36.5) 
при некоторых значениях ѵ„ и в то же время цикл из менее чем п городов 
противоречит (36.3— 36.5).
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■ ТЕОРЕМА 36.1. Любой простой цикл, не проходящий через ѵі, противо­
речит системе (36.5) при любых ѵ(.

Доказательство. Предположим противное. Пусть есть последовательность к 
городов (к< п ), не содержащая Ѵ]. Их н о м е р а : . Докажем, что в этом 
случае система (36.5) всегда будет несовместной. В построенном подцикле 
есть дуги: ..., е, , , <?/а/|. Значения этих переменных равны 1, а

остальные е* = 0. Рассмотрим систему (36.5) для переменных, входящих в по­
строенный цикл:

Сложим уравнения. Переменные ѵ, взаимно уничтожатся, и останется:

что, очевидно, не имеет места. □

Из этой теоремы следует, что любой цикл, удовлетворяющий ограничениям
(36.5), обязательно должен проходить через Ѵ]. В совокупности с (36.3— 36.4) 
это означает, что только полные циклы из п городов удовлетворяют (36.3—
36.5). Но верно ли обратное? Любые ли циклы из п городов, удовлетворяю­
щие (36.3— 36.4), будут удовлетворять и (36.5)? Оказывается, да.

■ ТЕОРЕМА 36.2. Любой полный цикл из п городов, удовлетворяющий ог­
раничениям (36.3— 36.4), при некоторых ѵ, будет удовлетворять (36.5).

Доказательство. Рассмотрим любой полный цикл обхода всех п городов по 
одному разу: —, }п- При этом нумерацию вершин начнем с Ѵьіі =1. Пе­
ременные еІЬ, еЛ/_, ..., і', • , | равны 1, а остальные—  0. Дадим пере­

менным V/ значения от 1 до и в порядке обхода городов: Ѵі=1; =2; ..., 

ѵ; - п .  Проверим выполнение (36.5) для этих значений ѵ,- и ец. Если перемен­

ная вік = 0 (дуга ел не встречается в цикле), то должно выполняться:

Это всегда выполняется при наших значениях ѵ,:, т. к. Ѵ] =1 здесь не участвует. 
Проверим теперь выполнение (36.5) на дугах, входящих в цикл:

Ѵу — Ѵу + п -  \ < п - 2 ;  г  =  [1 ,  й  — 1] ;  

V; "V ; + П  —  \ < П  —  2.
(36.6)

к ( п - \ ) < к ( п - 2), (36.7)

(36.8)

г — [ 2 ,  м  — 1] .
(3 6 .9 )
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Подставляем наши значения ѵ,;:

|Ѵ -(г  + і) + и - 1 < и - 2 :
И и (36Л0)[г = |2, и-1_|;

что также всегда выполняется. □

Таким образом, имеем смешанную задачу ЦЛП. Смешанную —  потому что 
часть переменных—  целочисленные, а часть—  непрерывные. Всего у нас 
« (« —1) целочисленных переменных ец с ограничениями (36.1) и п непрерыв­
ных неограниченных переменных ѵ(. На них наложены ограничения (36.3—
36.5). Целевая функция —  (36.2).

Как и при правильной раскраске графа в главе 32, наличие ограничений (36.5) 
значительно усложняет процесс решения и требует применения мощной, но 
не очень быстро работающей процедуры ті<зр из [59]. Поэтому с помощью 
данного метода можно решать только задачи небольшого размера

36.2. Описание процедуры ТгаѵЗаІе
Для решения несимметричной задачи коммивояжера нужно задать квадрат­
ную матрицу расстояний С. На выходе получаем порядок обхода городов и 
общую длину маршрута. Вот как выглядит заголовок процедуры и справоч­
ная информация к ней.

^ипсЬіоп [рТЗ, йпіп]=ТгаѵЗа1е(С)
% Функция рТЗ=ТгаѵЗа1е(С) решает несимметричную задачу коммивояжера.
% Входной параметр:
% С(п,п) - матрица расстояний между городами, возможно, несимметричная. 
% п - количество городов.
% Выходные параметры:
% рТЗ(п) - порядок обхода городов;
% йпіп - длина маршрута.
% Используется сведение к смешанной задаче ЦЛП.
% Смотри также: Міііег С.Е., Тискег А. И., 2ет1іп Е. А.
% Іпѣедег Ргодгаттіпд Рогтиіа-Ьіоп о^ Тгаѵеііпд Заіезшап РгоЫетз.
% ХАСМ, 1960, Ѵоі.7, р. 326-329.
% Необходимые другие функции: ШфР.М.
% Эта функция может быть свободно скопирована с сайта:
% ІгЬѣр://сопЪгоІ.ее.еЛг.сЬ/~ЬуЬгісі/тідр/

Простейшая проверка исходных данных заключается в том, что на входе 
должна быть квадратная матрица размером не менее 3 x 3 .
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пагдіп<1, 
еггог('Нет исходных данных!') 

епй
з=зіге(С); % размер массива С 

Іепд-ЬЬ (з) ~=2, 
еггог('Массив С должен быть двумерным!') 

епй
і г  з (1) ~=з (2) ,
еггог('Матрица С должна быть квадратной!') 

епй
іг з(1)<3,
еггог('Должно быть не менее 3 городов!') 

епй

Находим размеры задачи: количество городов (вершин) и дуг.

п=з(1); % количество городов 
т=п*(п-1); % количество дуг

Начинаем формировать параметры обращения к процедуре ті<зр. Переменные 
будем нумеровать в таком порядке: еп , .... е]п, е2\, .... ѵ2, ѵ3, ..., ѵп.
Общее количество неизвестных здесь т + п - \= п 2- \ .  Именно столько будет 
столбцов в матрицах ограничений. Вначале заполняем матрицу коэффициен­
тов в ограничениях-равенствах (27.3— 27.4). Сумма уравнений (27.3) совпа­
дает с суммой (27.4), поэтому одно из уравнений в (27.3— 27.4) лишнее, и 
всего будет 2 п -\  уравнений.

Аеср[]; % для матрицы ограничений-равенств 
гог к1=1:п,

2І=гегоз(п);
2І (кі, :) =1; % для (27.3) 
г2=[г1;еуе(п)]; % для (27.4)
Аеср [ Аеч г2([1:2*п-1] , зеѣсіігг ([1 :п] ,к1))] ; % удалили і=к 

епй
Аеср[Аеч гегоз(2*п-1,п-1)]; % добавили столбцы для переменных ѵ(2:п)

Теперь строим матрицу коэффициентов при неизвестных в ограничениях- 
неравенствах (36.5).

А=[]; % для матрицы ограничений-неравенств 
^ог к1=2:п,

2І=[] ;
^ог к2=1:п,

и2=еуе (п) * (п-1) * (к2=к1) ; % коэффициент при еік 
г1=[г1 г2 (зеѣсН^ ([2: п] ,к1) , зеѣсИгг ([1:п] ,к2))] ; 

епй
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г2=-еуе(п); % коэффициенты при ѵі и ѵк 
г2(:,к1)=г2(:,к1)+1;
А=[А; [гі г2 (зеѣсП^ ([2:п] ,к1) ,2:п)]] ; 

епй

Далее —  правые части для обеих систем.

Ъесропез(2*п-1,1); % правые части для ограничений-равенств
Ь=опез((п-1)* (п-2),1)*(п-2); % правые части для ограничений-неравенств

Чтобы построить вектор коэффициентов в целевой функции, нужно из мат­
рицы С удалить главную диагональ, а оставшуюся часть развернуть по стро­
кам в одномерный массив.

С1=С'+йіад(опез(1,п)*ЫаЫ); % нечисловые значения на главной диагонали 
С2=С1(:); % в одномерный массив по строкам
с=[С2(~ізпап(С2));гегоз(п-1,1)]; % удалили диагональ, добавили 0 для ѵі

Задаем границы по всем переменным и нулевой гессиан.
ѵ1Ь=[гегоз(т,1);-іп€*опез(п-1,1)]; % нижние границы 
ѵиЪ=[опез(т,1);іп^*опез(п-1,1)]; % верхние границы 
Н=гегоз(пА2-1); % гессиан

Решаем смешанную задачу ЦЛП и начинаем формировать ответ. Округляем 
решения. Из линейного (одномерного) массива формируем квадратную мат­
рицу, добавляя в нее главную диагональ.

[хтіп,&піп]=тіс5р(Н,с,А,Ъ,Аед,Ъед, [1:т] ,ѵ1Ъ,ѵиЪ) ; % решаем задачу ЦЛП
еік=гоипсі(хіпіп(1:іп)) ; % округляем решение - дули найденного пути
е1=[гегоз(1,п-1);гезЬаре(еік,п,п-1)]; % дополняем 0 для главной диагонали
е2=[е1(:);0]; % еще один нуль в конце
еЗ=(гезЬаре(е2,п,п)) %  матрица дуг п*п из 0 и 1

Теперь из полученной матрицы нужно извлечь ответ—  список городов. На­
чинаем с города номер 1. Ищем, где в 1-й строке матрицы дуг встречается 
единица —  это будет 2-й город. Затем ищем единицу в этой строке, и т. д., 
пока не вернемся в 1-й город. Тем самым мы построим список обхода. А дли­
на пути у нас есть —  это второй выходной параметр при обращении к про­
цедуре тісцз.

рТЗ=[1 ^іпсМеЗ(1,:))]; % начинаем строить список: первые 2 города 
иЬіІе рТЗ(епй)>1, % пока последний в списке - не 1-й город 
рТЗ= [рТЗ і̂псі (еЗ (рТЗ (епй) ,:))]; % добавляем в список 

епй 
геЬдт
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36.3. Пример обращения 
к процедуре ТгаѵЗаІе
Обращение к процедуре тгаѵзаіе очень простое. Вначале мы задаем матрицу 
расстояний между городами:

сіеаг аіі
С=[[0 3 7 4 6 4] ; [4 0 3 7 8 5] ; [6 9 0 3 2 1] ;

[8 6 3 0 9 8]; [3 7 4 6 0 4]; [4 5 8 7 2 0] ] ; 
сіізр (' Расстояния между городами: ') 
гргігѵЬ^(' %2.0^' ,1:зіге(С,2)) 
гргіпѣг(1\п1) 
гог к1=1:зіге(С,1),
^ргігѵЬ^('%2. ' ,к1)
^ргіпѣ^('%7.2^',С(к1,:)) 
гргіпѣг( 1\п 1) 

епй
Расстояния между городами:

1 2 3 5 6

1 0 00 3 00 7 . 00 4 00 6

Оо 4 . 00

2 4 00 0 00 3 .00 7 00 8 00 5 .00

3 6

оо 9 00 0 .00 3 00 2 00 1 .00

4 8 00 6 00 3 . 00 0 00 9 00 8 .00

5 3 00 7 00 4 . 00 6 00 0 00 4 .00

6 4 00 5 00 8 .00 7 00 2 00 0 .00

Затем вызываем процедуру и печатаем результаты ее работы:

[рТЗ, йпіп]=ТгаѵЗа1е(С); % вызов процедуры 
сіізр (' Порядок обхода городов: ')
г р г і п и  ( 1 %й  1 , р т з )
^ргігѵЬ^ (' \пМинимальная длина пути =%3. 0^\п' , ̂тіп)
Порядок обхода городов:
1 4 2 3 6 5 1 
Минимальная длина пути = 19

36.4. Вопросы для самопроверки
1. Какие вы знаете методы решения задачи коммивояжера?

2. Для каких частных случаев задача коммивояжера имеет полиномиальное 
время решения?
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3. Какой алгоритм используется для решения задачи коммивояжера в спра­
вочной службе МАТЬАВ? Можно ли его использовать для решения не­
симметричной задачи?

4. Какие еще проверки исходных данных можно провести в процедуре
ТгаѵЗаІе?

5. Будет ли процедура тгаѵзаіе работать при отрицательных расстояниях?
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Учимся работать в МАТЬАВ

Мы не ставим своей целью изучить МАТЬАВ полностью. Если вы хотите 
более полно освоить систему инженерных и научных расчетов МАТЬАВ, то 
начните, например, с [15, 16, 36]. Здесь мы разберем только те элементы про­
граммирования на МАТЬАВ, которые понадобятся нам для решения задач в 
этой книге. В частности, мы рассмотрим символические вычисления, по­
строение графиков, решение конечных и дифференциальных уравнений.

Заметим, что разные версии МАТЬАВ имеют различный синтаксис некото­
рых команд, поэтому мы будем стараться подробно описывать каждую 
команду. Но если что-нибудь у вас не будет получаться, то справку по любой 
команде МАТЬАВ можно получить, вызвав справочную службу или набрав 
в командном окне:
Ьеір [имя команды]
В том месте книги, где нужно будет что-то посчитать, вы встретите область 
ввода и область вывода. Вот как они выглядят:

Это - образец области ввода. Сюда вводятся команда МАТЬАВ.
Это - образец области вывода.
Сюда МАТЬАВ направляет результаты своей работы.

В электронном варианте книги эти области—  "живые". Если в область ввода 
ввести какие-либо команды МАТЬАВ (или изменить имеющиеся там) и на­
жать на кнопку "Посчитать", которая находится рядом с ними на \ѴеЪ- 
странице, то команды из области ввода будут пересланы в МАТЬАВ, запу­
щены на счет, а результаты возвращены в область вывода на \ѴеЬ-страницу.

Здесь же, в печатном варианте, эти области —  лишь иллюстрация. Ими мож­
но воспользоваться как шаблоном для составления своих программ. Если 
у вас нет диска с электронной версией книги, то можно поступить так. Запус­
тите МАТЬАВ на своем компьютере, откройте редактор-отладчик и введите
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туда команды из каждой области ввода вручную. Потом посылайте их на 
счет.

П1.1. Символические вычисления
Вы, наверное, слышали, что современные математические пакеты позволяют 
проводить не только численные, но и аналитические расчеты: дифференци­
рование, интегрирование, вычисление пределов и суммирование рядов, уме­
ют аналитически решать системы конечных и дифференциальных уравнений. 
Такой способностью обладает и МАТЬАВ. Для этих целей в нем предусмот­
рены специальные переменные—  символические [58]. Они являются объек­
тами довольно сложной внутренней структуры. Если вы знакомы с объектно­
ориентированным программированием, то символические переменные как 
раз и есть такие объекты. Они ориентированы на проведение определенных 
действий: в данном случае —  символических вычислений.

Чтобы использовать такие переменные, вовсе не обязательно знать, как они 
устроены. Достаточно описать такую переменную, и тогда все другие пере­
менные, которые ее используют, тоже будут символическими. Так можно со­
ставлять функции, зависящие от разных аргументов, и выполнять над ними 
различные действия.
Рассмотрим пример. Мы опишем символические переменные х и у, составим 
из них функцию двух переменных г и напечатаем ее.

Вначале мы с помощью команды сіеаг аіі очищаем рабочую область 
МАТЬАВ от предыдущих задач. Эту операцию рекомендуется проделывать в 
начале каждой программы (но не процедуры!). Зачем? А вот представьте: вы 
по ошибке используете какую-то переменную, которую не определили. Если 
вы предварительно очистили память, то МАТЬАВ сразу выдаст вам сообще­
ние об ошибке: используется неопределенная переменная. Если же память не 
очищена, то от предыдущих вычислений может остаться переменная с таким 
же именем, и она, как ни в чем не бывало, будет использоваться. В этом слу­
чае выловить ошибку будет значительно труднее. А вот в начале процедуры 
или функции команду очистки использовать не нужно: она сотрет все, в том 
числе и вызывающую программу.
Итак, мы очистили память. Теперь описываем символические переменные х 
и у с помощью команды зутз. Строим функцию г по обычным правилам, и 
она автоматически станет символической.

Напечатаем нашу функцию. Для печати в МАТЬАВ можно использовать два 
приема.

□  Не ставить точку с запятой в конце выражения при вычислении какой- 
либо величины. Эта величина автоматически будет напечатана в команд­
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ном окне МАТЬАВ (в электронной версии—  в области вывода). Точка 
с запятой подавляет вывод на экран.

□  Использовать команды форматированной печати гргіпі:^. Этот метод бо­
лее универсальный, и мы чаще всего будем применять именно его.

Команда гргіпі:^, к сожалению, не печатает непосредственно символические 
переменные. Для печати ее нужно представить в виде строки символов. Такое 
преобразование любых типов в строку в МАТЬАВ выполняется с помощью 
команды сЬаг. Теперь полученную строку можно напечатать. Вот что у нас в 
итоге получилось (после символа процента в каждой строке записаны ком­
ментарии):

сіеаг аіі % очистили память
зутз х у % описали символические переменные
г=(хЛ2-уЛ2)/ (хЛ2+уЛ2); % вычислили функцию
2сЬ=сЬаг(и); % преобразовали в строку
СргіггЬС (' 2=%з\п' , гсЬ) ; % напечатали
2= (хЛ2-уЛ2)/(хл2+ул2)

Теперь полученную символическую функцию можно аналитически диффе­
ренцировать и интегрировать. Производные вычисляются с помощью коман­
ды Найдем частные производные дг/дх, дг/ду и напечатаем их.

сІ2сіу=сіі̂ (̂г,у) ; % вычисляем йг/йу 
сІ2сіх=сіі̂ (̂2,х) ; % вычисляем сіг/сіх
СргіггЬС (' сіг/сіх=%з\псІ2/с1у=%з\п' , сііаг (сігсіх) , сііаг (йгйу)) ; % печатаем
йг/с1х=2*х/ (хЛ2+уЛ2) -2* (хл2-ул2) / (хл2+ул2) л2*х 
йг/с1у=-2*у/ (хл2+ул2) -2* (хл2-ул2) / (хл2+ул2) л2*у

Рассмотрим теперь интегрирование символических выражений. Для этого 
используется функция іпі;, которая позволяет вычислять и неопределенные, и 
определенные интегралы. Если пределы интегрирования не указаны, то вы­
числяется неопределенный интеграл, а если указаны —  определенный. Най­
дем неопределенные интегралы ( х ,у )& \ (х ,у) сіу; определенный инте- 

1 2 /1 ^
сіу. Вычислимграл (х, у) сіх; а затем повторный интеграл |  (х ,у) сіх

О О Ѵо у
значение полученного символического выражения с помощью функции еѵаі. 
Напечатаем результаты. Если строка с командой или оператором очень длин­
ная, ее можно перенести на следующую строку с помощью многоточия.

исИгх=іпѣ(2,х); % неопределенный интеграл от г по х 
исИгу=іп'Ь(2,у) ; % неопределенный интеграл от г по у 
сіІ2х=іпѣ(2,х,0,1); % определенный интеграл от г по х в [0;1]
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сіІ2=іггЬ(сіІ2х,у,0,2) ; % еще и по у в [0;2]
р̂гіп-Ь^ (' Неопределенный интеграл от г по х\пІ=%з\п' ,сііаг (исіігх)) ;
р̂гіп-Ь^ (' Неопределенный интеграл от г по у\пІ=%з\п' ,сііаг (исіігу)) ;
р̂гіп-Ь^ (' Огределенный интеграл от г по х\пІ=%з\п',сііаг (сіігх)) ;
^ргіп-М('Проинтегрировали еще и по у\пІ=%з=%8.5^\п',...
сЬаг (сііг) ,еѵа1 ( с і і г )) ;

Неопределенный интеграл от г по х 
І=х-2*у*а1:ап (х/у)
Неопределенный интеграл от г по у 
І=-у+2*х*а1:ап (у/х)
Определенный интеграл от г по х 
І=1-2*у*а1:ап (1/у)
Проинтегрировали еще и по у 
І=-4*а1:ап(1/2)+а1:ап(2)=-0.7474 4

Используя этот принцип, мы можем вычислять кратные интегралы, сводя их 
к повторным определенным. Ведь пределы не обязательно должны быть кон­
стантами: они могут быть символическими переменными.

П1.2. Построение графиков
Простейший двумерный график можно построить с помощью команды ріо-ь. 
В этой команде нужно задать массивы абсцисс и ординат одинаковой длины. 
График будет построен по точкам и автоматически масштабирован. На одном 
графике можно построить и несколько функций. Для этого нужно указать 
несколько массивов абсцисс и ординат. После построения графика можно 
оформить рисунок: написать заголовок (команда -ы-ые), метки осей (команды 
хіаЪеі и уіаЬеі); отрегулировать масштаб (функция и команда аазресь); уста­
новить пределы по координатным осям (команды хііт и уііт); выполнить 
другие действия.

Построим на одном рисунке два графика: функции зіп х  линией синего цвета 
и нашей функции г(х,у) при у=  1 линией красного цвета. Графики будем 
строить в интервале [0, тх].

Вначале командой ііпзрасе зададим линейный массив аргументов на интер­
вале [0, тх]. Первую функцию зішс мы просто вычислим. Чтобы сформировать 
вторую функцию, нужно в нашу функцию г подставить у=  1. Такая подста­
новка осуществляется командой зиЪз. Теперь в полученную функцию мы 
снова подставляем (опять-таки командой зиЪз) вместо аргумента х наш мас­
сив. Рисуем командой ріоі; два графика на одном рисунке.
Далее займемся оформлением полученного графика Установим кириллизи- 
рованный вариант шрифта Т ітез  К-отап размером Ю пт. Для этого
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функцией де-ь получим значение дескриптора текущего окна (функция дс^), и 
тут же командой зе-ь установим в этом окне новое значение параметров 
го п ш а т е  и Е о п ьз іге . Надписываем заголовок окна (команда ш і е )  и метки 
координатных осей (команды х іа Ь е і ,  у іа Ь е і) .  Выравниваем масштабы по 
осям координат. Функция йазресь возвращает в переменной аа текущие мас­
штабы. Мы их выравниваем по минимуму, чтобы рисунок поместился в окне, 
и устанавливаем. И, наконец, командой х і іт  устанавливаем границы графика 
по оси Ох. По оси Оу границы пусть будут такими, как получаются: мы их не 
меняем. Результат показан на рис. П 1.1.

Пример 20^графика

7.

Рис. П1.1. Двумерный график

х1=1іпзрасе(0,рі); % задали массив х 
у1=зіп(х1); % 1-я функция 
2у1=зиЬз(г,у,1); % функция 2 при у=1 
СргіггЬС (' г (х, 1) =%з\п' ,сііаг (гуі)) ;
2І=зиЬз(гу1,х,х1); % подставили х 
р1оѣ(х1,у1, 'Ь ' ,х1,г1, 'г') % рисуем 
зеѣ(деѣ(дс^,'СиггепІАхез

' РопШате' , 'Тітез Ыеи Нотап Суг' , ' РопІЗіге' ,10) 
-Ьі-Ые (' \МПример 20-графика') % заголовок 
хІаЪеІ('\іЪс1) % метка оси Ох 
уІаЬеІ('\іѣу') % метка оси Оу 
йа=йазресгЬ; % получили текущий масштаб 
сіа(1:2)=юіп(с1а(1:2)) ; % выравниваем масштаб
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сіазреаЬ (сіа) ; % установили новый масштаб 
х1іт([0 рі]); % пределы по оси ОХ
г (х , 1) = (х Л2 -1 )  /  (х Л2+1)

Трехмерные графики рисуются примерно так же. Вместо команды ріо-ь ис­
пользуются ее трехмерные аналоги: команды ріо-ьз, тезь. или зиг±\ Они рису­
ют трехмерные графики в разных вариантах. Поэкспериментируйте с ними: 
попробуйте построить один и тот же график разными командами.
Нарисуем трехмерный график нашей функции г(х,у) в области 
[0.5; 5.5]х[0.5; 5.5]. Зададим линейный массив аргументов на этом интервале, 
при этом ограничимся 40 точками. Сформируем двумерную сетку с помощью 
команды т е з і ід г іа .  Полученные аргументы подставим (команда зиЪз) в нашу 
функцию —  получим аппликаты графика. Рисуем график командой зиг±\ Ус­
танавливаем шрифт, надписываем заголовок и метки осей. Задаем границы 
графика по осям Ох и Оу. Выбираем удобную точку просмотра с помощью 
команды ѵіем . То, что у нас получилось —  на рис. П 1.2.

Рис. П1.2. Трехмерный график

х2=1іпзрасе(0.5,5.5,40); % массив из 40 точек 
[Х,Х]=тез1ідгісі(х2,х2) ; % 2Б-сетка 
22=зиЬз(г,{х,у},{Х,У}); % вычислили г 
зиг^(Х,У,г2); % нарисовали
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зеѣ (деѣ (дсП, ' Сиггеп-ЬАхез
' РопШате' , 'Тітез Ыеи Еотап Суг' , 'РоггЬЗіге' ,10) 

ѣіѣіе (' \МПример ЗБ-графика') % заголовок 
хІаЬеІ (' \іЪс1) % метка осзи Ох 

% метка осзи Оу 
% метка осзи Ог 
; % пределы по осзи Ох 
; % пределы по осзи Оу 
установили точку просзмотра

уІаЬеІ('\іѣу') ! 
гІаЬеІ('\іѣг') ! 
хііш([0.5 5.5]) 
у1іш([0.5 5.5]) 
ѵіем(160,50); %

Если нужно нарисовать пространственную линию, поступаем так же. Нари­
суем, например, 3 витка винтовой линии:

х -  соз 1; 
.)> = 5Іп?; 

_  1 
2п

(П1.1)

Задаем линейный массив для параметра 1. Вычисляем массивы абсцисс, ор­
динат и аппликат. Рисуем график линии командой ріоО . Устанавливаем 
шрифт окна. Надписываем заголовок и метки осей. С помощью команды 
Ьох оп включаем режим показа ограничивающего параллелепипеда, а коман­
дой д г і й  оп показываем сетку. Результат —  на рис. П 1.3.

Рис. П1.3. Рисование пространственной линии
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ѣ=1іпзрасе(0,6*рі); % параметр для винтовой линии
хЗ=соз(ѣ); % абсциссы
уЗ=зіп(ѣ); % ординаты
23=1/(2*рі); % аппликаты
рІоѣЗ(хЗ,уЗ,гЗ); % нарисовали
зеѣ(деѣ(дс^,'СиггепЬАхез

' РопШаше' , 'Тіюез Ыеи Ношап Суг' , ' РопЬЗіие' ,10) 
-Ьі-Це (' \МПример 30-линии') % заголовок 
хІаЪеІ('\іѣх') % метка оси Ох 
уІаЬеІ (' Чі-Ьу') % метка оси Оу 
гіаЬеі('Чіѣг') % метка оси Ог 
Ъох оп % ограничивающий параллелепипед 
дгій оп % сетка

Системы нелинейных уравнений в МАТЬАВ можно решать аналитически 
или численно. Мы разберем оба варианта.
Для аналитического решения систем нелинейных уравнений служит команда 
зоіѵе. Посмотрите в справочной службе ее синтаксис. Сами уравнения нужно 
задавать в виде строк символов. Чтобы избежать различных неясностей, 
лучше задать и список переменных, относительно которых нужно решить 
систему: это также строка символов. Результат вернется в виде массива сим­
волических переменных (а не строк символов!)

Рассмотрим пример решения системы нелинейных уравнений:

Вначале очищаем память. Определяем строковые переменные еді и ец2 с ле­
выми частями нашей системы, печатаем уравнения. В команде зоіѵе задавать 
равенство нулю не обязательно: МАТЬАВ сам его добавит. Решаем систему и 
помещаем результат в символический массив зоі. В логическом операторе
а . . .У іеп .. .епа мы проверяем наличие решений. Функция ізетріу  —  логиче­
ская, она возвращает ігие, если массив пустой, и Гаке, если не пустой. Если 
решений нет, то мы печатаем сообщение об этом с помощью команды аізр. 
Команду а ізр  удобно применять, когда нужно вывести только строку. Если 
же нужно отпечатать смешанную информацию: строка символов, значения 
переменных и т. д., то удобнее использовать оператор форматированной пе­
чати ііргіпі:!;. Если решения есть (массив зоі не пустой), то мы с помощью 
оператора цикла ^ог. . .  епа печатаем все решения. Массив зоі —  это струк­

П1.3. Решение конечных уравнений

(П1.2)
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турный массив; доступ к его полям еиі; м ы  получаем с помощью раздели­
тельной точки.

сіеаг аіі % очистили память
ед1=' Е* (ѣ-зіп (ѣ)) -3' ; % строка с 1-м уравнением 
ед2='Е*(1-соз(ѣ))-2'; % строка со 2-м уравнением 
гргігѵЬ^('Система уравнений:\п%з=0\п%з=0\п',еді,ед2);
Зо1=зо1ѵе(ечі,ед2,'Е, -Ь'); % решаем систему 

ізетріу(Зоі), % нет решений 
сНзр('Решения не найдены'); 

еізе
п=1епд№(Зо1) ; % количество решений
^ргіп-Ь^ (' Количество найденных решений: %й\п' , п) ;
^ог к=1:п,
гргігѵЬ^ (' Решение %сі: \пЕ=%12. 7^\п-Ь=%12. 7^\п' , . . . 

к,еѵа1 (Зоі (к) .Е) ,еѵа1 (Зоі (к) . Ь)) ;
епй

епй
Система уравнений:
К* (-Ь-зіп (1:) ) -3=0 
К* (1-соз (1:) ) -2=0 
Количество найденных решений: 1 
Решение 1:
К= 1.0013267 
1;= 3.0687767

Решим эту же систему численно. В инструментарии для решения задач опти­
мизации [53] есть команда ^зоіѵе для численного решения систем нелиней­
ных уравнений. При вызове этой команды ей надо передать информацию 
о том, какую систему нужно решить. По правилам МАТЬАВ такую инфор­
мацию нужно записать в отдельный файл в виде функции, озаглавить этот 
файл так же, как называется функция (расширение дать ш), и поместить этот 
файл в какой-либо каталог, доступный системе МАТЬАВ. Эта функция (ко­
торую мы сами должны еще написать) должна по заданному вектору аргу­
ментов возвращать значения функций, которые должны обращаться в нуль. 
Так, для нашей системы (П1.2), если аргументы обозначить К = хь I = х2; 
функция должна вычислять:

\у1=х1( ь -  зіпх2) - 3 ;

1^2“ ^  ( 1-СОЗХ2)-2.

Составим такую функцию и запишем ее в файл. Конечно же, мы это будем 
делать не вручную, а напишем программу на МАТЬАВ. Заполним массив
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строк з, в которых будет содержаться текст функции. В 1-й строке опишем 
заголовок функции. Во 2-й строке переименуем переменные. Вместо массива 
аргументов х нам удобнее использовать переменные к и ѵ. у нас строки еді и 
е^2 записаны через эти переменные. Здесь же инициализируем массив функ­
ций у такого же размера, что и х. В 3-й и 4-й строках описываем вычисление 
функций (П1.3), используя готовые строки еді и е ^ 2 . Квадратные скобки для 
строковых переменных означают конкатенацию (соединение) строк. Стро­
ки еді и е^2 мы векторизуем командой ѵесьогіге: расставляем точки перед 
операциями умножения, деления и возведения в степень. Команда ^зоіѵе бу­
дет работать не с одним набором аргументов, а с массивом, и нам нужно, 
чтобы действия выполнялись поэлементно, а не как операции над матрицами. 
В конце каждой строки добавляем точку с запятой, чтобы подавить печать 
функций при каждом вызове нашей функции из команды ^зоіѵе.
Итак, мы подготовили функцию. Теперь нужно ее записать в каталог, дос­
тупный системе МАТЬАВ, в файл с именем МуРипс.ш (так мы назвали 
функцию, так же должен называться и файл). Выберем для записи текущий 
каталог: функция ржі возвращает путь к этому каталогу на вашем компьюте­
ре. Команда ^ и іі^ ііе  формирует полное имя файла из этого каталога и наше­
го имени. Открываем файл с таким именем (команда ^ореп). Записываем туда 
строки (команда ^ р г іп к  с указанием дескриптора файла а а ) .  После записи 
закрываем файл командой ^сіозе. Обратите внимание: в текущем каталоге 
МАТЬАВ нет файлов, начинающихся на Му*.*, поэтому мы ничего не ис­
портим.

з {1} ='гипсЬіоп у = М у Р и п с ( х ) % заголовок 
з{2}='Н=х(1); ѣ=х(2); у=х;'; % переменные 
з{3}=['у(1)=' ѵесѣогіге(еді) 
з{4}=['у(2)=' ѵесѣогіге(ед2)
^І1епате=^и11^і1е(рисі,'МуРипс.т'); % полное имя файла 
сНзр(['Текст файла ' ^ііепате ':'])
^ргіп-Ь^ (' %з\п' , з{:}) ;
^ісі=^ореп(гі1епапіе, 'м') ; % открыли файл 
^ргігѵЬ̂ (̂ і<3, '%з\п' ,з{:}) ; % записали файл 
^сіозе(^ій); % закрываем файл
Текст файла Б : \  І д і  іп\Ма1:1аЬ\МуЕ\іпс. т :
^ипс-Ьіоп у = МуРипс (х)
К=х(1); Ь = х ( 2 ) ; у=х; 
у (1) =К. * (-Ь-зіп (1:) ) -3;
у (2) =К. * (1-соз (1:) ) -2;

Для вызова команды ^зоіѵе нужно еще задать начальное приближение. Мы 
его зададим в виде массива единиц нужного размера (функция опез). Решаем
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систему, печатаем количество вызовов функции и полученные решения. 
В конце работы уберем за собой: сотрем файл М уРипс.т, записанный ранее 
в текущий каталог.

хіпі-Ь=опез(2,1); % начальное приближение
[хгего,угего,еОад,орѣ]=^зо1ѵе('МуРипс' ,хіпіѣ) ; % решаем
гргігѵЬ^('Количество вычислений функций: %й\п' ,ор-Ь.і-Ьегаѣіопз) ;
^ргіп-М (' Найденное решение: \пВ=%12. 7^\п-Ь=%12. 7^\п' , хгего) ; 
йеіеѣе(^ііепате) % удаляем файл 
Количество вычислений функций: 7 
Найденное решение:
К= 1.0013267 
1;= 3.0687767

Здесь мы ограничимся рассмотрением обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Решение уравнений в частных производных подробно рассмотре­
но в главе 5.
Системы дифференциальных уравнений, как и конечных, можно решать ана­
литически и численно. Для аналитического решения применяется команда 
азоіѵе. Она позволяет находить как общее, так и частное решение. Если на­
чальные (или граничные) условия заданы, то команда находит частное реше­
ние, а если нет —  то общее.

Сами дифференциальные уравнения, а также начальные или граничные усло­
вия должны быть заданы в виде строковых переменных При этом применя­
ются такие правила для обозначения производных: если искомая функ­
ция обозначена идентификатором у, то первая производная должна обозна­
чаться Бу; вторая —  Б2у; третья —  БЗу и т. д. Желательно во избежание 
неясностей также указать, относительно какого аргумента решать уравнение. 
Результат возвращается в виде массива символических переменных Длина 
массива —  это количество найденных решений. Если искомых функций не­
сколько, то каждый элемент массива является структурой, поля которой 
имеют такие же имена, как и искомые переменные.

Рассмотрим задачу Коши:

П1.4. Решение 
дифференциальных уравнений

(П1.4)
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Очистим память. Введем строку с левой частью дифференциального уравне­
ния (все перенесено налево). Введем начальные условия х0, .('о и у', —  обыч­
ные действительные числа. Введем также —  конечную точку (она нам 
дальше будет нужна для численного решения). Выведем строки для гранич­
ных условий. Проще всего это сделать с помощью функции зргіпі;̂ , которая 
очень похожа на оператор гргіпі;̂ , но выдает результат не на печать, а в 
строку. Напечатаем полученные строки.

сіеаг аіі % очистили память
еср'02у+2*0у+у-х*зіп(2*х)'; % уравнение
х0=0; % начальная точка
хк=5; % конечная точка
у0=1; % начальное условие
у10=-1; % начальное условие
іс1=зргіп-Ь^('у (%й)=%с1',хО,уО) ; % строка с начальным условием 
іс2=зргіп'М ('Иу (%й)=%сі' ,х0,у10) ; % строка с начальным условием 
СргіггЬС('Дифференциальное уравнение:\п%з=0\п',еф ;
^ргіп-Ь^ (' Начальные условия: \п%з\п%з\п' ,ісі,іс2) ;
Дифференциальное уравнение:
02у+2*0у+у-х*зіп(2*х)=0 

Начальные условия:
У (0)=1 
0У (0)=-і

Решаем полученное уравнение относительно переменной х с помощью 
команды азоіѵе. Равенство левых частей нулю можно не задавать. Проверя­
ем, есть ли решения. Если решения есть, то печатаем их все, а если нет —  
выдаем об этом сообщение.

Зо1=с1зо1ѵе (еч, ісі, іс2, ' х ') ; % решаем 
ізетрѣу(Зоі), % нет решений 
сНзр('Решения не найдены'); 

еізе
п=1епд№(Зо1) ; % количество решений
^ргіп-Ь^ (' Количество найденных решений: %й\п' , п) ;
^ог к=1:п,
^ргігѵЬ^ (' Решение %<3: \пу=%з\п' ,к, сііаг (Зоі (к))) ; 

епй 
епй
Количество найденных решений: 1 
Решение 1:
у=-4/25*соз(2*х)*х-4/125*соз(2*х)-3/25*х*зіп(2*х)+22/125*зіп(2*х)+ 
129/125*ехр(-х)-4/25*ехр(-х)*х
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Теперь рассмотрим численное решение систем дифференциальных уравне­
ний. В МАТЬАВ есть много различных функций, которые называются реша­
телями дифференциальных уравнений. Вот некоторые из них: ойеііз, оае23, 
осіе45 и др. Они применяются для разных систем (мягкие, жесткие) и исполь­
зуют различные схемы численного интегрирования. Но для любой из них 
обязательно нужно задать систему, которую надо решить, начальные усло­
вия, интервал и шаг поиска решения. Систему уравнений нужно привести к 
нормальному виду:

и записать в файл функцию, которая по данным значениям аргументах и всех 
функций у], у 2, ..., у,г вычисляет производные в этой точке. Этот файл нужно 
назвать так, как называется функция (расширение дать ш), и поместить в ка­
кой-либо каталог, доступный МАТЬАВ. Мы уже использовали такой прием 
раньше, при решении конечных уравнений.

Приведем наше уравнение 2-го порядка (П 1.4) к системе двух уравнений 1 -го 
порядка заменой:

Получим второе уравнение непосредственно из наших данных. Решаем урав­
нение (П1.4) относительно у"  (команда зоіѵе), и подставляем в полученное 
решение вместо у и Бу символические выражения у (і) и у (2) соответственно. 
Так как мы не описывали никаких символических переменных, мы их созда­
ем командой зут. Э то  —  обычное преобразование типов: от строки к симво­
лическому выражению. Ранее мы применяли обратную команду сЬаг для 
преобразования символического выражения в строку.

Формируем строки для функции вида (П 1.7). Описываем заголовок функции. 
Создаем нулевой массив для результатов размером 2 х 1 (функция гегоз). За­
полняем строки командами вычисления правых частей системы дифференци­
альных уравнений.

УІ = М х , Я ,У 2, — ,У„)’> 
Уі = І г{Х>Я>Уг> — >Уп)’> (П1.5)

Уп =/п{х>Я>У2>->Уп)>

(П1.6)

Тогда наше уравнение преобразуется в систему:

(П1.7)
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Записываем полученные строки в файл под именем МуШ§Ь1;Раг1т в текущий 
каталог МАТЬАВ. Выводим их также на экран.

О2у=зо1ѵе(еч,'02у '); % решаем относительно И2у
г2=зиЬз Ф 2у, {зую( 'у1) ,зую( ’Цу’) }, {зую( 'у (1) ') ,зую( 'у (2) ') }) ;
з {1} =' ̂ ипсЬіоп сіусіх=МуКідЫ:Раг'Ь (х, у)
з{2} = 'с1усіх=гегоз (2,1) ; ' ;
з{ 3 }  =  'с іу с іх (1 )= у  (2 ) ; 1 ;
з{4} = [ 'сіусіх(2) = ' сЬаг(г2)
гі1епате=&д11^і1е (рѵкі, 'МуЕідІтЬРаг-Ь.т') ; % полное имя 
сНзр(['Текст файла ' ^ііепате ':'])
^ргіп-М (' %з\п' , з{:}) ;
^ісі=^ореп(гі1епапіе, 'м') ; % открьши файл 
р̂гігѵЬ̂ (̂ і<3, '%з\п' ,з{:}) ; % записали файл 
^сіозе(^ій); % закрьшаем файл
Текст файла Б:\Ід1іп\Ма1:1аЬ\МуКідМ:Раг1:.т:
^ипс-Ьіоп сіусіх=МуКідМ:Раг1: (х, у) 
йус1х=гегоз (2,1) ; 
сіусіх (1) =у (2) ;
сіусіх (2)=-2*у (2) -у (1) +х*зіп (2*х) ;

Для численного решения системы дифференциальных уравнений, кроме 
функции вычисления правых частей, нужно задать также начальные условия 
и массив точек, в которых будет вычисляться решение. Разбиваем [х0, л*] на 
20 интервалов командой ііпзрасе. Начальные условия у нас есть —  это пере­
менные уО и уіо. Решаем систему уравнений решателем оае45. В результате 
получаем: массив аргументов хх—  это точки, в которых найдено решение, и 
уу —  двумерный массив функций. Каждый столбец массива уу —  это одна из 
переменных у  і« у 2, у» в точках хх. В нашем случае 1 -й столбец уу —  это 
функция у(х), а 2-й —  ее производная. Для построения графика нам нужен 
будет 1 -й столбец массива уу.

Рисуем на одном графике (см. рис. П1.4) аналитическое решение линией си­
него цвета и численное красной линией. Задаем абсциссы для аналитического 
решения, и находим подстановкой ординаты. Рисуем графики. Надписываем 
заголовок и метки осей выбранным шрифтом. Устанавливаем границы по оси 
Ох. И, наконец, удаляем из текущего каталога МАТЬАВ записанный туда 
файл.

хг=1іпзрасе(хО,хк,20); % 20 интервалов 
уіп=[у0;у10]; % вектор-столбец начальных условий 
[хх, XX] =ойе45 (' МуЕідІтЬРаг-Ь' , хг, уіп) ; % решаем 
хр1=1іпзрасе(х0,хк); % абсциссы для решения 
ур1=зиЬз(Зоі(1),зут('х '),хрі); % ординаты
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рІоЪ(хрі,урі,'Ъ ',хг,ТУ(:,1),'г'); 
зеѣ (деѣ (дсі, ' Сиггеп-ЬАхез

'РопШате' , 'Тітез Ыеи Нотап Суг' , 'Роп-ЬЗіге' ,10) 
ѣіѣіе('\ М Решение ОБЕ') % заголовок 
хІаЬеІ (' \іЪс') % метка осзи Ох 
уІаЬеІ (' \іѣу') % метка осзи Оу 
хііт ([х0 хк]) ; % пределы по осзи Ох 
йеіеѣе(^ііепате);

Решение ОЕ'Е
1

0.8 

0.6 

0.4 

^  0 .2  

О

- 0 .2  
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Рис. П1.4. Аналитическое и численное решение дифференциального уравнения

П1.5. Вопросы для самопроверки
1. Как описываются символические переменные?

2. Как выполняется в МАТЬАВ дифференцирование? интегрирование? под­
становка?

3. Как построить двумерный график?

4. Как построить трехмерный график поверхности? линии?

5. Какая функция решает аналитически систему конечных уравнений?
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6. Какая функция применяется для численного решения системы конечных 
уравнений?

7. Как организуется запись в файл?

8. Как решить в аналитическом виде систему дифференциальных урав­
нений?

9. Как решить такую систему численно?

10. Почему на последнем графике синяя и красная линии совпадают только 
в отдельных точках? Свидетельствует ли это о плохой работе процедуры 
численного решения?



ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Описание компакт-диска

Приложением к книге является компакт-диск, содержимое которого пред­
ставляет собой интерактивный документ в формате НТМЬ. Он доступен для 
просмотра через любой обозреватель Интернета, но все динамические эффек­
ты будут доступны только при использовании Іпіегпеі Ехріогег версии 4.0 или 
выше. Структура папок и описание файлов приведены в таблице.

Папки Файлы Описание

Корневая іпсісх.іііті Главный запускаемый файл

ЯеасІМе.Ш Справочная информация

\А1Ю0С8 Вся остальная документация

\А1Юосз\РагЮ0 рагЮО.ЬітІ Введение

*-ІР8 Рисунки для введения

\А1Юосз\РагЮ1 рагЮІ.ЬітІ Г лава 1

*0Р§, *.§іГ Рисунки, формулы для главы 1

*.ет^ Графические результаты работы МАТЬАВ 
для главы 1

\А1Юосз\Рай36 Все файлы главы 36

\А1Юосз\Рагі37 Все файлы приложения 1

\А1Юосз\Рай38 Все файлы списка литературы

ШЮосзЮЙіегЭосз *.§і^ Баннеры

ехатріез.гір Примеры (упакованные текстовые файлы)

МуЗіуІе.сзз Таблица стилей для всех \ѴеЪ-страниц

*.ѵЬз Сценарии для всех \ѴеЪ-страниц
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Папки для всех глав имеют одинаковую структуру. В каждой из них есть 
один файл раЛ??.Ніт1, где ? ? —  номер главы, файлы рисунков и формул 
(*0р§, * .§ Н ) и  графические результаты работы МАТЬАВ (* .еті). Поэтому 
в таблице повторяющиеся элементы заменены многоточиями. В папке 
\Л 111)ос §\()!ІіегІ)ос § находятся общие элементы для всех или некоторых стра­
ниц: баннеры, таблицы стилей, сценарии, примеры. Таким образом, на диске 
есть только текстовые (КеасІМе.іхі. *.Ы:т1, Му8іу1е.сзз, *.ѵЬз), упакованные 
текстовые (ехашріез.гір) и графические (*.ціГ. *,'\рц. *.епіГ) файлы. Никаких 
исполняемых файлов или их компонентов нет.

Документ можно загружать или непосредственно с компакт-диска, или пред­
варительно переписав на жесткий диск компьютера При копировании нужно 
сохранить структуру папок, иначе нарушится схема перекрестных ссылок.

После копирования никакой распаковки и инсталляции не требуется. При 
работе с документом никаких записей в реестр \Ѵіпс1о\ѵ5 не производится. 
Удаление документа не требует деинсталляции.
При совместной работе с МАТЬАВ пользователь может изменять содержи­
мое областей ввода и вывода. Эти изменения сохраняются в папке для вре­
менных файлов системы \Ѵіпс1о\ѵ5 на локальном компьютере пользователя. 
В ней создается папка \Ѵаг8ШОгарЬ, в которую помещаются папки \РагШ0, 
\РагШ 1 и т. д. в зависимости от номера главы, в которой произведены измене­
ния. В каждой из них сохраняется измененное содержимое областей ввода 
(текстовые файлы 1пр*.Ш), областей вывода (текстовые файлы ОиіЛіхі) и 
созданные фигуры МАТЬАВ (графические файлы ОиіЛетГ). При каждой за­
грузке \ѴеЬ-страницы сценарий просматривает созданные временные файлы
и, если они есть, загружает их вместо имеющихся по умолчанию. Поэтому 
при работе с документом пользователь видит все внесенные им изменения. 
Чтобы восстановить исходное содержимое какой-либо главы, нужно удалить 
папку с ее временными файлами. Если нужно восстановить исходное содер­
жимое всех глав документа, можно удалить сразу всю папку \Ѵаг8ШОгарЬ.
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