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1 Введение
Всплеском, в самом общем виде, называют определенную на числовой 
оси функцию ф, имеющую нулевое среднее и достаточно быстрое убы­
вание на бесконечности. Термин всплеск предложен К.И.Осколковым в 
качестве эквивалента английского термина ѵѵаѵеіеі; (фр. - опсіеіе^е), что
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буквально переводится как маленькая (имеется в виду продолжитель­
ность) волна, волночка. Термин всплеск лучше отражает суть дела, так 
как выше упомянутые свойства означают, что функция ф представляет 
собой затухающее колебание. Всплески используются или в качестве 
ядра интегрального преобразования

1 с ( і \ )*Ъ\
(\Ѵф/)(а ,  Ъ) = —= }{і)ф  ------ )й і ,  а, к  Е , а > 0; (1 .1)

д /  й  і  К, у  й  у

или в качестве генерирующей функции для построения базиса при помо­
щи дилатаций, т.е. сжатий с сохранением нормы в іѵ2(К) 
Фі(і) '■= ф3о(і) '■= 2 ^ 2ф(2Ч),і  Е 2 , и сдвигов ф3к{і) '■= Ф3{і <^к2~3) = 
=  Т /2ф(2Н ^ к ) ,  к € 2 .

Теория всплесков лежит на пересечении чистой математики, вычи­
слительной математики, преобразования сигналов и изображений. 
Всплесковый анализ находит все более широкое применение в различ­
ных областях науки, так как он дает более подробную информацию о 
сигнале, изображении или операторе, чем стандартный анализ Фурье. 
Интегральное всплесковое преобразование дает одновременно локаль­
ную информацию о функции и о ее преобразовании Фурье, причем для 
анализа высокочастотных составляющих функции - локализация более 
сильная (для повышения точности), а для низкочастотных - локализа­
ция более слабая (для получения полной информации). Всплесковые 
ряды очень удобны для приближенных вычислений, поскольку коли­
чество операций, необходимых для вычисления коэффициентов разло­
жения, так же как и количество операций для восстановления функции 
по ее всплесковым коэффициентам, пропорционально количеству отсче­
тов функции. Перечисленные особенности всплесков делают их очень 
популярными в самых различных приложениях: при анализе свойств 
сейсмических и акустических сигналов (именно здесь впервые возник 
термин ѵѵаѵеіеі [СМ]); при обработке и синтезе различных сигналов, на­
пример речевых; при анализе изображений; для изучения турбулентных 
полей; для сж атия больших объемов информации и т.д.

Основными монографиями о всплесках являются [М],[Б],[С].
На русском языке литературы по всплескам крайне мало. Отметим 

недавний обзор Н.М.Астафьевой [А] и предыдущую статью авторов [N8].
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2 О бозначения и определения
||Г||р =  ( /Кп |Г(х)|рс1х )1/,р - норма в пространстве І / ( К П), 1 <  р < оо. 

ке -  характеристическая функция множества е.

|е| -  мера Лебега множества е С К ” .

М одули  н еп р ер ы вн о сти : := 8ир|ж_г/|<  ̂ І/(ж) ^ Д у ) |;
для I Е N  /-ый модуль непрерывности определяется формулой:

:= аирм<н зир^ |Д|,(ж)|, где А 1у(х ,} )  := ('•)/(ж  +  зу).

-  скалярное произведение.

К ^+1 := {(ж,і)  : х Е К п,^ > 0} - верхнее полупространство.

[хк]к - замыкание линейной оболочки {хк}к в рассматриваемом про­
странстве.

О Н Б  - ортонормированный базис.

С ( А) - пространство функций, непрерывных на А.

С т(А) - пространство функций, т  раз непрерывно дифференцируемых 
на А.

В ( К п) - пространство бесконечно дифференцируемых функций с ком­
пактным носителем.

5 '(К П) - пространство Ш варца бесконечно дифференцируемых быстро 
убывающих на бесконечности функций.

П р ео б р азо в ан и е  Ф у р ье  функции /  Е 5*(К/1) определяется формулой 

/ М : = /  е ~ ^ ’ш̂ (х)<1х, ы Е К Д  (2 .1)
•/К"

где {х,ш) := Т Ц х кіок. Тогда /(ж ) =  / К„ ег̂ ’̂ /(со) сіш, ж Е К ” и

(Зтг)” /цп | / М | 2<Ь = / К„ | / (  ж)|2б?ж (тождество Планшереля).

Д ля мультииндекса а = ( « і , . . . ,  а п) д а : =  (д /д х і ) аі +  • • • +  (д /д х п)ап 
и |сс| := ссі +  • • • +  а п.
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д - Л  +  Л  +  . . .  +  ^ _^  дх\ ^  дх22 ^  ^  д о ­

о п р е д е л е н и е  2.1 Пусть г := ж +  г$е (х , і)  Е К+. Функция / ( г )  
принадлежит пространству Харди Н Р(К^_), 0 < р < оо, если она голо­
морфна на К^_ и

зир Г [  | /(ж +  г )̂ |р <  оо. (2-2)
і>о V"/к /

О п р ед ел ен и е  2.2 Ядро Пуассона на К ^+1 определяется формулой

„,(*) :=  " - " 1+1)/2Г (!іу 1 ) ( | і | г + °  ),„+1,/2 , -  € К ", « >  0.

Интегралом Пуассона называют свертку функции /  с ядром ра :

Р ( ж, а) := / ра(ж -\4>у)/(у)б?у, ж Е К ” , а > 0.
•/К/1

Функция Р  является гармонической на К ^+1 и совпадает на границе
К ++1 с / .

Некасательная максимальная функция равна
Р*(ж) := 8ир7(ж) \Р(у, а)|, г$е 7 (ж) := {(у, а) € : а > |у <̂=4>ж|} - ко­
нус Лузина.

Вещественные классы Харди Н р(К ”), р > 0, состоят из локально 
интегрируемых функций / ,  для которых / к „ < оо и некасатель­
ная максимальная функция Р* принадлежит Ьр( К п); 
| | / | | я р ( К " )  =  І І ^ І І ^ н - ) .

О п р ед ел ен и е  2.3 Функция /  Е І^0С(К П) принадлежит пространству 
В М О ( К п), если она имеет ограниченные средние осцилляции (Воипйей 
Меап Озсіііаііопз)

зир ( ^ щ і в  \?(х ) ^ І в \ 2(1х^ = \\І\\вмо < оо, 

где зир берется по всем шарам В  С К ” и / в  '■= щ  / в  /(ж)б?ж.
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О п р ед ел ен и е  2.4 Преобразованием Гильберта Н и действительной 
функции и называют действительную функцию ѵ, такую, что функ­
ция и(х) +  іѵ( ж) является следом на К  голоморфной функции 
/(ж  +  іу). В  терминах преобразования Фурье это эквивалентно тому, 
что ѵ(^) =  -ФЗ* 8§п(^)и(^).

О п р ед ел ен и е  2.5 Линейный оператор, определенный и ограниченный 
в Ь 2(К п), называется оператором Кальдерона-Зигмунда, если существу­
ет функция К ( х 7у ), определенная при ж, у Е К ” , ж ф у, такая, что для 
некоторого а  > О

\ К ( х , у ) \  <

IК ( х , у )  & К ( х , у ' ) \  <  С |̂ _~|і + с , \ у & у ' \  <  \ \ х  ^ у |;

IК (х ,у )  & К ( х ’,у)\ < С  |̂ ~ур+а , |ж <^ж'| <  ||ж  -ѵФ-у|;

и для любой функции /  Е для любого х зирр /
г / ( ж) =  /к п К (х ,у ) / (у ) ( іу .

Т ео р е м а  2.1 Пусть Т  -  оператор Кальдерона-Зигмунда. Тогда при 
1 < р < ж  \\Т/\\Р < СР \\\Т\\\Ц /іи  ^  IIIТ11|I := | |Г ||2 +  іп Ш

О п р ед ел ен и е  2.6 Если  5 =  0, то пространство Соболева Ж ^ К ”) со­
впадает с І 2(К И). Д л я  з Е N  функция /  принадлежит  Ж ^ К ”), если 
она принадлежит вместе со всеми своими производными д а/
(в смысле обобщенных функций) с |сс| <  з.

Известно, что последнее эквивалентно /цп(1 +  \іо\2)3\/(іо)\2сііо < оо, 
что принимается в качестве определения при произвольном з >  0 .

Пространств Ж ^ К ”) для з < 0 определяется как двойственное к 
И/2- *(К-?г)- Применяя тождество Парсеваля, легко получить, что уме­
ренное распределение 8  принадлежит  Ж ^ К ”) тогда и только тогда, 
когда его преобразование Фурье 8  принадлежит Ь20С{К ”) и удовлетво­
ряет условию / п„ +  \ш\2)3(ііо < оо.

О п р ед ел ен и е  2.7 Пусть  1 <  р <  оо. Если з >  0 и з -  целое, то про­
странство Жрв состоит из функций / ,  таких, что /  и все ее произ­
водные д а/  с |сс| <  з принадлежат І / ( К П). Это эквивалентно условию 
( І & Д )з/2/  Е Ьр(К п). Последнее условие определяет ѴѴ3 для произволь­
ного действительного з.
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О п р ед ел ен и е  2.8 Пусть  1 <  р, д <  оо, 5 > 0 и ,5 < гаЕ Г Ѵ . Функция /  
принадлежит пространству Бесова -В*’9, если /  Е І / ( К П) и существу­
ют последовательность положительных чисел с3 из /9(ГѴ) и последо­
вательность функций из Ьр(К ”), такие, что

| | / « / , | | , < е у 2 - ' ‘ , ^ € М ,  (2.3)

\ \д "Ы г < • (2.4)
для любого мультииндекса а  Е с |сс| =  га.

О п р ед ел ен и е  2.9 При 0 < з < 1 пространство Гельдера С в(К п) со­
стоит из функций /  Е С '(КП) таких, что 8ирг,еК„ |/(ж )| < оо и

и» (к) .
8иР/г>0 ^  < °°-

- э т о  класс Зигмунда:

С 1(К П) := { /  Е (7(К ”) : зир |/(ж )| < оо, зир ^  < оо}.
жЕИп /г>0

Д л я  з Е (га, га +  1], га Е N 5

С 3(К П) := { /  Е С ^ К ”) : Ѵ|а| <  га д а }  Е С 3“т }.

3 Прототипы  всплесков в работах Л узи н а  
и К альдерона

Одно из первых появлений всплесков в математическом анализе отно­
сится к 30-тым годам. Хорошо известная характеризация пространств 
Н р в терминах интеграла площадей или функции Лузина [Ь] содержит 
прототипы всплесков (см. [С\Ѵ]).

Работа Н .Н .Лузина [Ь] посвящена анализу и синтезу функций из 
Н Р(К^_) при помощи интегрального представления

/ ( ж) =  — I I  і$'{у + іі)-,-------ж Е К . (3.1)М ' 7Г і і к 2+  ̂ ѴУ (ж <̂ >у +  гі)2 Ѵ ;

Представлению (3.1) можно придать всплесковый вид (1.1). Рас­
смотрим функцию ф(і) := (і +  Е К , которая осциллирует (т.е.

7



/к  =  0), регулярна и локализована. Благодаря этим свойствам ро­
доначальники всплесков А.Гроссман (А .Огоззтап) и Ж .М орле 
(Л.МогІеі) [СМ] назвали ф - ѵѵаѵеіеі, буквально маленькая (имеется в 
виду продолжительность) волна.

Рис.1. График Н.е(ф(і)). Рис.2. График Іт (^ (^ ) ) .

Рассмотрим фа,ъ{і) := а 1̂ 2ф ( ^ - )  = а3/2(і +  іа) 2 для а > 0,6 Е К.
Определим

( М ' Ѵ / ) ( ° ^ )  : =  =  2 7 Г ? 0 3 / 2 / ' ( ^  +  ? 0 ) . (3.2)

В силу (3.1) функция /  представима в виде суперпозицию всплесков 
фа,ъ{і) с коэффициентами (\Ѵф/)(а, Ь). Д ля любой функции /  Е Н 2(К^_)
имеем

№  = 2І Л Ч аГ(Ъ + іа)т̂  =
(3.3)

Представление (3.1) позволяет охарактеризовать функции из 
Н р(В.2 ).

О п р ед ел ен и е  3.1 Интегралом площадей или функцией Лузина назы­
вается

\ 1/2
( 3 / ) ( х )  =  ( У У ( } | / ' ( у  +  І і ) \ 2с1ус1і) , х Е К (3.4)

если, и только если

где 'у(х) =  Е К 2 : і > |у |} - конус Лузина.

Т ео р е м а  3.1 Пусть 0 < р < оо. Тогда /  Е Н Р(КД_
8 /  е  ь р(к ) .

Д ля 1 < р < оо это классический результат (см. [8], [2]). Д ля 
0 < р < 1  это результат А.Кальдерона [Са].

Рассмотренные формулы обобщаются в тождестве Кальдерона [Саі]. 
Пусть ф Е іѵ1(К п) , / к „ ф(х)сІх =  0 и преобразование Фурье ф(ш),ш Е К ” , 
удовлетворяет условию

ГОо ^ (II
\ф(іи)\2— =  1 для любых ш /  0 . 

/о і
(3.5)

8



Например, если ф достаточно регулярна, локализована, имеет нулевое 
среднее и радиальна, то существует константа с > 0, такая, что сф(х) 
удовлетворяет (3.5).

Положим фа(х) =  а~п!2ф( | )  и фа,ъ(х) =  а~п!2ф { ^ 1). Следуя [СМ], 
определим

(Щ /) (а ,Ь )  := ( / ,ф а,ь). (3.6)

Тогда имеет место следующая формула восстановления

Г°° Г С 1 (1(1
/(ж ) =  (Щ /)(а ,Ь )ф аіь(х)<іЬ (3.7)

■> о и к п і ап+1

Эквивалентная формулировка для (3.7) имеет вид

г00 гіп
1 = і  <3'8»

где /  - тождественный оператор, (̂ )а(/ )  =  /  * фа - оператор свертки, а 
(^* - сопряженный к (^а оператор. Тождество Кальдерона (3.8) име­
ет важные приложения в анализе классических функциональных про­
странств посредством условий, использующих модуль градиента гармо­
нического продолжения (см. [8]). Например, для полугруппы Пуассона 
Ра/ ( х )  := Р ( х }а) (опр. 2.2), оператор (^а имеет вид (^а =  <^а(д/ да)Ра.

В формулах (3.6) и (3.7) функции фа,ъ, Ь € К ” , а > 0, используются 
так, как будто они образуют ортонормированный базис в іѵ2(К п) : коэф­
фициенты разложения вычисляются по формуле (3.6), а представление 
функции /  в терминах этих коэффициентов дается (3.7).

Можно заменить избыточное множество функций фа,ъ̂ Ъ Е К ” , а > О, 
на ортогональный базис ф \}Х € Л, который конструируется по тем же 
алгебраическим правилам (путем сжатий и сдвигов). Ортонормирован­
ный базис ф \}Х € Л, оказывается универсальным безусловным базисом 
для классических пространств функций и распределений.

4 П реобразование Габора
Другим предшественником всплесковых преобразований является пре­
образование Габора. Пусть функция /  принадлежит іѵ2(К) и /  - ее 
преобразование Фурье (2.1). Д ля вычисления /(со) в любой точке ш в
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равной степени используются все значения / ,  поэтому /  не отражает 
изменений частотных характеристик /  по времени і. Кроме того, изме­
нение функции /  в сколь угодно малой окрестности произвольной точки 
іо приводит к изменению всего спектра.

Д ля исправления этих недостатков Д.Габор рассмотрел в [С] следу­
ющее преобразование. Пусть

1 і2
9аСО := 4% І4-1)Ау'тта

где а  - фиксированный параметр.

Рис.1. График да, а  = 1, | ,  | .

Функция да используется в качестве так называемого временного ок­
на. Преобразование Габора функции /  Е ^ 2(К-) определяется формулой

(Г“/)(ы) := [  и - / і / і и / . (/ -/-!<//. (4.2)
і  К

Ясно, что (Г^)(си) локализует преобразование Фурье вокруг точки і =  Ъ.
Так как і к да{і (ІЪ = / к да(х)сіх = 1, то / к (Г^/)(си) сіЬ = /(си),

іо Е К . Таким образом, преобразование Габора разлагает преобразова­
ние Фурье на локальную спектральную информацию.

Приведем общее определение оконной функции. Функцию ѵо назы­
вают оконной, если ѵо Е І 2(К) и хіѵ(х) Е І 2(К). Д ля количественной 
характеристики локализованности функции ѵо используются следующие 
величины:

:=  | щ / к жИ ж)|2б?ж -центр;

:= |щ { /к ( ж  ^ Г ) 2|и;(ж)|2 (/ж} 1/2 -радиус.

Ш ирина функции ѵо полагается равной двум радиусам. Легко вычи­
слить, что А да =
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Преобразование Габора можно интерпретировать следующим обра­
зом. Пусть Сьш(і) '■= егшіда(і -Ф̂ Ь).

Тогда

(Г“ / ) М  =  [ / ( і ) а д < Й .  (4-3)
і  К

Преимущество (4.3) состоит в возможности применить тождество План- 
шереля. Действительно, С ^ш(г]) = е- гЬ('п-ш)е- а(ѵ-^) _ Поэтому

( І Т Я Н  =  Лг] =

= 0 Ш І к ( егЬѴЯл))ді/4а(Л^)<ІГ1 = 1т й ( г У4“Л ( ^ ) -

Таким образом, преобразование Габора функции /  с оконной функцией 
да в точке і =  Ь с точностью до множителя совпадает с преобразованием 
Габора функции /  с оконной функцией д \ц а в точке г] =  ш. Произведе­
ние ширины окна да на ширину окна д\/4а равно 2. Декартово произ­
ведение [Ь Ъ +  л/а\ X [со этих двух окон называют 
прямоугольным время-частотным окном. Ш ирина 2у/а  временного окна 
называется шириной время-частотного окна, а ширина 1 /у /а  частотного 
окна называется высотой время-частотного окна. Отметим, что шири­
на время-частотного окна в преобразовании Габора не изменяется при 
наблюдении спектра на всех частотах.

ІО

СО 2

І\ І2 І 
Рис.4. Окна Габора.
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5 Оконное преобразование Ф урье
Преобразование Габора можно обобщить. Пусть

гл Е -^2(К-) и ігл(і) Е І 2(К). (5-1)

Оконным преобразованием Фурье называется

(Г ь )И  := /  (е~іші№ М і
К,

Полагая
т , ш( і ) : = е ішігѵ(і&Ь),
Ѵъ,Лл) ■= = ^ е ~ гЬ,1гд(г]

имеем
(Гь)(ш) := [  = [  /(г])Ѵь,ш(г])(Іг].

-/к -/к
Таким образом, оконное преобразование дает локальную информацию
об /  во временном окне [і* +  Ь - Ф ^ А +  Ь +  Д ш] и локальную ин­
формацию об /  в частотном окне \ш* +  ш -Ф^А^, ы* +  ы +  А^], где ы*
- центр гл. Если и го, и го удовлетворяют (5.1), то время-частотное окно 
[2* +  Ъ <^АШ, і* +  Ъ +  Д ш] х [а/ +  ы -Ф^Д^, о /  +  ы +  Д~] имеет постоянную 
ширину 2Д Ш и постоянную площадь А А ^А ^ .

Произведение Д ш Д  ~ характеризует время-частотную локализацию 
гл и называется константой неопределенности гл. Напомним принцип не­
определенности (см., например, [Ьа]).

Т ео р е м а  5.1 Пусть гл Е ^ 2(К,) удовлетворяет (5.1) вместе с гл. Тогда 
Д ШД -  >  | .  Более того, равенство достигается тогда и только тогда, 
когда гл{і) =  сешіда(і где с ф 0, а > 0; а, Ь Е К.

Таким образом, преобразование Габора имеет наименьшее время- 
частотное окно. В некоторых приложениях приходится использовать 
большие окна для получения дополнительных свойств, например легко­
сти вычислений.

Приведем формулу обращения для оконных преобразований Фурье.

Т ео р е м а  5.2 Пусть гл Е іѵ2(К ), ||гг>||2 =  1} гл и гл удовлетворяют (5.1). 
Тогда

I  I  ( / ,  ѴѴь,ш)Л (іш  = 2тт{/}д).
о К, о К,
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Если х - точка непрерывности / ; то

Дж) [ешх(Гь/)(іо)]и)(х сіш сІЪ.

Как уже отмечалось выше, в оконном преобразовании Фурье шири­
на окна не изменяется при изучении любой частотной полосы. Однако, 
частота прямо пропорциональна числу периодов в единицу времени, по­
этому для локализации высокочастотных изменений естественно брать 
более узкое окно для увеличения точности вычислений, а для низкоча­
стотных - более широкое для получения полной информации. Таким 
образом, оконное преобразование Фурье не применимо к изучению сиг­
налов, содержащих как очень высокие, так и очень низкие частоты.

Данный недостаток исправляется в интегральном всплесковом пре- 
образованиии, время-частотное окно которого автоматически сужается 
при наблюдении высокочастотных изменений и расширяется для изуче­
ния низкочастотных.

6 И нтегральное всплесковое преобразова­
ние

О п р ед ел ен и е  6.1 Функцию ф Е ^ 2(К-) называют базовым всплеском, 
если она удовлетворяет условию:

При помощи базового всплеска определяется интегральное всплесковое 
преобразование (ИВП) на іѵ2(К) :

(ИѴ/КМ := І“Г /2/д/(<«' ( ^ г )  *• /  Ё і2<Е)

где а, Ь Е К  с а ф- 0. 

Полагая

(б.і)
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имеем
(\Ѵф/)(Ъ,а) = ( / ,ф ь,а). (6.2)

В дальнейшем, будем считать что и ф, и ф удовлетворяют (5.1). То­
гда, если центр и радиус ф равны і* и Д ^ ,соответственно, то функция 
фъ,а является оконной с центром в Ь +  аі* и радиусом аАф. Значит 
ИВП дает локальную информацию о функции /  с временным окном 
[Ь +  аі* <^аАф} Ь +  аі* +  аАф]. Это окно сужается при малых значениях 
а и расширяется при больших.

Рассмотрим теперь

1 ? / Л М - 1/2 Г - г ш г , ( * ^ Ъ\  и « М “ 1/2  ̂ , Г о\=  <й =  ф ( а ^  (6.3)

и предположим, что центр и радиус функции ф равны ш* и Д~, соот­

ветственно. Полагая ??(си) := ф(ш +  си*), получаем оконную функцию г] 
с центром в нуле и радиусом Д~. Применяя тождество Планшереля к 
(6.2), имеем

(7 I /7 I  ̂̂  /* / } ̂
( ^ / ) ( Ь , а )  =  - и -----  / > ) е % ( а ( ^ - ) ) ^ .

27Г і к  а

Ясно, что оконная функция г](а(и -фф- -̂)) =  г](асо ^со*) = ф(аш) имеет
радиус \А ~ .  Поэтому, с точностью до множителя '' и линейного

фазового сдвига егЬш, ИВП И ^ /  дает локальную информацию об /  с 
частотным окном

(6,4)

В дальнейшем будем считать центр ш* функции ф положительным. 
Тогда окно (6.4) является частотной полосой (или октавой) с централь­
ной частотой ш*/ а и шириной полосы 2А~/а.  Важно, что отношение

центральная частота ш* / а ш*
ширина 2 Д ^ /а  2Д 'Ф

не зависит от масштаба а.
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Итак, для ИВП имеем прямоугольное время-частотное окно

ш 1 ш 1
[Ь а і*  Ь а і*  я Д ^ ]  х  [—  Д_г, —  -|- —Д-г]

Отметим еще раз, что окно сужается для выявления высокочастотных 
явлений и расширяется для исследования низкочастотных.

ш

ІО
аі

со
&2 •И

Ъ +  аіі* Ъ +  а2і* і 
Рис.1. Окна ИВП.

Следующий результат показывает, как восстановить функцию по ее 
ИВП.

Т ео р е м а  6.1 Пусть ф - базовый всплеск. Тогда для любых 
/ , 9 € І 2(Н)

[  [  1(ЩЛ(Ь,а)(Щд)(Ь,а)]^<ІЬ =  СМ,</)-
./к ./к аг

Более того, для любой /  Е ^ 2(К-) и любой точки ж, в которой /  непре­
рывна,

1 Г Г , , ^(Іа
Сф і к  і к

где фъ,а определены в (6.1).

/(*) =  т г [  [  [ т / ) ( Ь , а ) ] ф ъ>а(х)-^сІЬ, О,/, ./к ./к а1

Доказательство. В силу (6.3) и тождества Планшереля

1

2тГ '( И Ѵ / М М  =  ( / ,« Ч .,)  =  ^  / .  / V ) а \ а \ - ' 1 2е - я “ ф ( а ы ) < к ,  =  —
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где Ра(ш) '■= а\а\ 1̂ 2/(ш)ф(аш). Поэтому, опять используя тождество|-і

Планшереля, имеем

/к /в К И Ѵ Л ( М ( И Ѵ » ) ( М ] ? < »  =
= А  к  к  Р.(Ь)в. (Ь)ІЬ$ = I  к  { / М І М  /я =

= =  Сф(!,д ) .

Второе утверждение теоремы следует из первого, если взять в каче­
стве функций д гауссовские функции да(- <^х) (см. (4.1)) и устремить а  
к нулю. □

З а м е ч а н и е  6.1 Во всплесковых преобразованиях основную роль играет 
коммутативная локально компактная группа отображений К  і-> К  
вида д(х) =  ах +  6, а Е К \{0} , Ь Е К , х Е К  с мерой Хаара а~2<1а<1Ъ. 
Т.П. Лукашенко [Ьи] обобщил теорему 6.1 на произвольную коммута­
тивную локально компактную группу.

При анализе физических сигналов рассматриваются только поло­
жительные частоты. Так как частота обратно пропорциональна пара­
метру сж атия а: ш =  ш*/а, то в этом случае необходимо рассматри­
вать только положительные а и восстанавливать сигнал по значениям 
(Щ /) (Ь ,а ) ,а  > 0. Д ля этого на базовый всплеск надо наложить допол­
нительное требование:

Г  ІІМ І! ^  = Г  Ё Н !І ^  = I Сф < оо. (6.5)
■)о и  .1о и  2

Т ео р е м а  6.2 Пусть базовый всплеск ф удовлетворяет (6.5). Тогда для 
любых / ,  д Е -^2(К,)

/о
и а 1

т / ) ( Ь , а ) ( Щ д ) ( Ь , а ) с І Ь  —  = - С ф( / , д ) .
аг 2

Более того, для любой /  Е ^ 2(К,) и любой точки ж, в которой /  непре­
рывна,

2 

Сф ../к

где фъ,а определены в (6.1).

у Г СО Г
Н х ) =  у г  (Щ/)(Ъ,а)фь,а(х)<ІЪО,/, -)о ../к

сіа
9 ’аг

ОО ОО
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7 Д воичны е всплески и ф орм улы  обращ е­
ния

При анализе сигналов частотную ось часто разбивают на дизъюнкт­
ные частотные полосы (или октавы). Рассмотрим двоичное разбиение: 
(О, оо) =  _00(23А ^  2-7+1Д^)], где Д ~ > 0 - радиус преобразования Фу­
рье ф базового всплеска ф. Мы, как обычно, предполагаем, что ф удовле­
творяет (5.1). Заметим, что, не ограничивая общности, можно считать 
ш* =  ЗД ^ (достаточно применить к ф соответствующий фазовый сдвиг: 
ф°(і) := егаіф(і)). Тогда при а3 := 2~3 имеем

* 1 * 1 
(—  ^ - Д ^ ,  —  +  - Д ^ ]  =  (21+1 А -  У +2А~\.

а3 а3 р а3 а3 р р р

Центральная частота этой полосы равна и 3 := =  3 X 23 Д~.
При дополнительных предположениях на базовый всплеск ф ока­

зывается возможным восстановить функцию, используя значения ИВП 
( Щ Ш а) только на дискретном множестве частот 
{ш3 =  3 х У (т.е. а =  а ,, ] Е 1).

О п р ед ел ен и е  7.1 Функция ф Е ^ 2(К-) называется двоичным вспле­
ском, если существуют две положительные константы А  и В,
О < А  < В  < оо, такие, что почти всюду (п.в.)

А < ^ 2 \ Ф ( 2 - ^ ) \ 2 < В .  (7.1)
зет,

Условие (7.1) называют условием устойчивости.

Пусть / - (ж) := /(-ФЗж). Определим нормированное ИВП

(И'//)(6) := 2̂ (И-;,/)(6.2~’) = 2Ч / * Ф Ч Щ Щ .
Используя тождество Планшереля, легко показать, что (7.1) эквива­
лентно

41/11! <  Е ІІИ7 / І !  <  в ц /щ ,  /  е  і * ( а ) .
іег

Следующий результат показывает, что двоичный всплеск всегда яв­
ляется базовым.
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Т ео р е м а  7.1 Пусть ф удовлетворяет (7.1). Тогда ф является базовым 
всплеском и

А  1„ 2 <  Г  сЬ, Г  Й М І!  < в  ь  ,
7о со ,1о со

Более того, если А  =  В, то

\Фісо 12
Сф := — :—:— сісо = 2А \п2 .■1 к |ы|

Д ля восстановления /  Е ^ 2(К-) по значениям ИВП (ѴѴф/)(Ь} 2_-?), 
]  Е 2 , легче всего использовать другой двоичный всплеск ф*} опреде­
ляемый в образах Фурье следующим образом:

?*( N Ф ( Ш )ф ( и ) :=

Тогда
Е )62 / „ ( И ^ / ) ( 6){2'©>(2'(і- е Ч ) }  л  =

= Е * *  і  /к  ^  =

=  Е )б г ^ / к / ( ^ ) ? ( 2- ^ ) Г ( 2- ^ ) е “ "<га; =
(7.2)

=  2 7 /я / М е “ "< Ь  =  / (* ).

О п р ед ел ен и е  7.2 Функция ф Е ^ 2(К,) называется двоично-двойственной 
к двоичному всплеску ф, если каждая функция /  Е ^ 2(К,) может быть 
представлена в виде

/ М  = Е )€2 /а(<7)(Ь){2^(2'(зг «6))} ЛЬ =

=  Е )6г -231'2 ік(И'«/К», «•&)) <*•
В силу (7.2) функция ф* является двоично-двойственной к ф. Кроме 

того, ф* является двоичным всплеском:

і  Е  |#*(ГМІ* < 2-
зе2

Отметим, что двоично-двойственный всплеск к данному всплеску ф 
не единственен.
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Т ео р е м а  7.2 Пусть ф - двоичный всплеск и ф - произвольная функция 
из І 2(К ), удовлетворяющая условию

е88 зир \ф(2 3х)\2 < оо.

Функция ф является двоично-двойственной к ф тогда и только тогда,
когда ________

^ 2  ф(2~зш)ф(2~3 ш) = 1 , п.в. 
зет,

8 Фреймы
Д ля вычислительной эффективности можно дискретизировать и пара­
метр сдвига 6, рассматривая только дискретное множество значений: 
з̂,к '■= 2 , где Ъ0 > 0 - фиксированная константа, называе­

мая темпом измерений. Обозначим

Фь0, і , к ( І )  ■= Фъ^к ,ч { і )  =  2 ^ ф ( 2 1і ^ к Ь 0).

Будем рассматривать только следующие значения ИВП:

(Щ І)(Ъз,к,аі) =  ( / ,  фь0,з,к), (8.1)

Если существуют константы А ж В } 0 < А < В < о о } такие, что

■4Ц/ІІІ <  і :  | < / ,  Фь,„іЛ)\2 < В Ц / III. /  е  І 2 ( К ) .  ( 8 . 2 )
з,кет,

то функцию /  Е -^2(К-) можно восстановить по значениям ИВП из (8.1).

О п р ед ел ен и е  8.1 Говорят, что функция ф Е ^ 2(К-) порождает 
фрейм в Ь2(К) с темпом измерений Ь0 > 0, если выполняется (8.2) 
с константами А  и В , которые называются границами фрейма. Если  
А  = В, то фрейм называют жестким (естественно называть жест­
кий фрейм обобщенной системой Парсеваля).

Рассмотрим линейный оператор Т  на іѵ2(К):

Т / : =  Е  / ё і 2(К).
з,кет,

19



Из (8.2) следует, что Т  является взаимно-однозначным. Действи­
тельно,

( Г / , / > =  Е  |{ /,« 'х .м ) |2.
з,кет,

Поэтому для д =  Т /  имеем

М \ Т - гд\\1 =  А \ \№  <  ( Г / , / )  =  (д, Т ~ гд) <  Ц дЬЦ Т^дЬ-

Откуда \\Т~1д\\2 < \\\д\І2 или ||Г _1|| <  А-1 .
Таким образом, любую функцию /  Е ^ 2(К-) можно восстановить по 

значениям ИВП из (8.1), применяя формулу

/  =  т - 'т /  = ^  Ѵ , Ф ы л ) Т - , <Ым-
],кет,

(8.3)

Полагая ф3ъ'о := Т  1фь0,1,к, 3 ,к  Е 2 , можно переписать формулу (8.3) 
следующим образом: для любых / ,  д Е ^ 2(К,)

( І , д )  =  Т . 3 , к е ъ { ^ Ф ъ 0 , з , к ) { Ф ъ ^ д ) ]

/  =  ( / ,  Фъ0,],к)Фъ0к■

Естественно называть {ф('^} двойственным фреймом к фрейму
{Фъ0,і,к}-

О п р ед ел ен и е  8.2 Говорят, что функция ф Е ^ 2(К,) порождает базис 
Рисса (или безусловный базис) {фь0,з,к} с темпом измерений Ь0, если 
выполнены следующие два условия:

(i) линейная оболочка {фь0,з,к}з,ке% плотна в іѵ2(К);
(ii) существуют положительные константы А  и В ,

О < А  <  В  < оо, такие, что для любых { с^ }  Е /2(2 2)

А -\\{ч М Ъ  < С],кФъ0,],к
з,кет,

Константы А  и В  называют константами Рисса для {фь0,з,к}- Если  
Ь0 =  1 , то функция ф называется К-функцией.

2

2
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В дальнейшем будем использовать обозначение

Фі,к{х) := філ,к(х) = 2з/2ф(23х & к),

которое не надо путать с фъ)Л из (6.1).
Следующий результат показывает разницу между фреймом и бази­

сом Рисса.

Т ео р е м а  8.1 Пусть ф Е ^ 2(К-) и Ь0 > 0. Тогда следующие утвержде­
ния эквивалентны:

(i) {Фь0,],к} - базис Рисса в іѵ2(К);
(ii) {фь0,],к} - фрейм в Ь2(К) и 12-линейно независимое семейство, 

т.е. если Т ,с3,кфъ0,3,к =  0 и {с3)к} Е /2, то с1ук =  0.
Более того, константы Рисса совпадают с границами фрейма.

Функция, порождающая фрейм, всегда является двоичным вспле­
ском.

Т ео р е м а  8.2 Пусть ф Е ^ 2(К,) порождает фрейм {фь0,з,к} 6 ^ 2(К-) с 
границами А, В  и темпом измерений Ь0 > 0. Тогда

К А  < ^ 2 \ф (2 ~ 3и ) \2 <Ъ0В, п.в.
зет,

9 Всплесковы е ряды
В дальнейшем будем предполагать темп измерений Ь0 =  1. Пусть 
ф - і?-функция, {ф1}к} - базис Рисса, {ф1,к = Т ~ 1ф] - двойственный 
фрейм (см.(8.3)).

В классе і?-функций выделяют два важных подмножества.

О п р ед ел ен и е  9.1 Пусть ф Е ^ 2(К,) - Я-функция. Тогда
(i) ф называют ортогональным всплеском, еслиф^к удовлетворяют 

условию ортогональности:

(Фз,кіФі,гп) ^ 2 ,

(ii) ф называют полуортогональным всплеском, еслиф^к удовлетво­
ряют условию:

(Фз,кФі,т) =  0, ] ф I; ], к ,1 ,т  Е 2.
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Очевидно, что ортогональные всплески являю тся самодвойственны­
ми: ф3,к =  фз̂ к-, Е 2.

Д ля того, чтобы указать двойственный фрейм в полуортогональном 
случае, приведем следующий критерий ортогональности.

Т ео р е м а  9.1 Д л я  любой функции ф Е ^ 2(К,) следующие утверждения 
эквивалентны:

(i) {</>(х <^к) : к Е 2} - ортонормированное семейство:

(</>(• <^к), ф(- <Ы)} =  4 ,/, к, I Е 2.

(ii) преобразование Фурье ф удовлетворяет условию:

I  е~ч х \ф(х)\2 (Іх = 8^о, ] Е 2.
27Г І К

Д..ля почти всех х

^ 2  IФ(х +  27гА;)|2 =  1. 
зе ъ

Более слабым, чем условие ортогональности, является условие Рисса 
или условие безусловности.

Т ео р е м а  9.2 Д л я  любой функции ф и констант  0 < А  <  В  < оо сле­
дующие утверждения эквивалентны:

(і) {</>(• <!=>к) : к Е 2} удовлетворяет условию Рисса с константами 
А  и В, т.е. для любых {с^} Е I2

^ 2  с к Ф { ■
ке 2

(іі) преобразование Фурье ф удовлетворяет п.в. условию

А  <  ^ 2  IФ(х +  2ттА;) |2 <  В. 
ке 2

2

2
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Т ео р е м а  9.3 Пусть ф Е ^ 2(К-) - полуортогональный всплеск. Опреде­
лим  ф в образах Фурье

7/ ч Ф(и)ф (ш ):=
Екея  IФ ( и  +  2тгА;)|2

Тогда функция ф двойственна к ф, т.е.

(Фі,кіФі,т) Зч^^^ТП Е (9.1)

где фі,т(х) := 21/2ф(21х -ФФ-га). Таким образом, двойственный фрейм к 
{ф1:к} - это {ф3'к = ф3,к}-

Эта теорема указывает, как исправить полуортогональный всплеск 
в ортогональный. Действительно, полагая

Р М  : = -----------^ ----------- г .  (9-2)

получаем, что

ф 1 ^ )  = — ---------- =  ф 1 ^ ) .
Е к е г \Ф Ч и  + 27гк)\2 Ѵ '

Таким образом, ф1 =  ф1 , т.е. ф1 - самодвойственен.
Существуют і?-функции, у которых нет двойственных, т.е. двой­

ственный базис {ф1,к} к базису Рисса {ф1}к} не имеет вида {ф1}к} ни для 
какой функции ф Е іѵ2(К).

О п р ед ел ен и е  9.2 К-функция ф Е ^ 2(К,) называется всплеском, если 
существует двойственная функция ф Е іѵ2(К ); такая что {ф^к} и 
{Ф з ,к }>  удовлетворяют (9.1).

Очевидно, что ф - тоже всплеск с двойственным ф.
Если ф - всплеск с двойственным ф, то любую функцию /  Е ^ 2(К,) 

можно разложить в ряды:

^(ж) ^ ' ^̂ к̂Фі,к ^ ' *1̂ ,кФ̂,к̂  (^*^)
],ке7, І , к е 2

Оба этих ряда называются всплесковыми. В силу (9.1)

с] ,к  ^3,к  ( / \  Ф і , к )  ■
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Т ео р е м а  9 .4 Пусть ф - всплеск с двойственным ф. Д л я  произвольной 
функции /  Е ^ 2(К-) вычислим ИВП с ф и ф в точках 
(Ь,а) =  ( і ,  А ), } ,к  € 2  :

<*м =  < / . ы  =  т т ь . ь у ,  <*» = </,?**> = № № , & ) ■

Тогда /  можно восстановить или по {й^к}, или по { с^ } , используя 
ряды (9.3). Более того, скалярное произведение любых двух функций 
из Т 2(К) можно также вычислить при помощи дискретных значений 
ИВП:

(/>0 ) =  ^2(І,Фз,к)(Фз,к,д)-

10 Система Х аара на прямой
Система Х аара на всей прямой является самым простым, но вместе с 
тем и одним из самых модельных примеров ортогональных всплесков. 
Мы расскажем о ней с современных позиций теории всплесков, подгота­
вливая читателей к пониманию общей схемы построения всплесков, так 
называемому кратномасштабному анализу (пшШгезоІиІіоп апаіузіз).

Пусть ірн (і) = К[0д](^) (в современной терминологии, это - масшта­
бирующая функция Хаара). Рассмотрим замыкание по норме іѵ2(К) 
линейной оболочки целочисленных сдвигов функции ірн :

Ѵо ■■= № (■ ) '■= ^ Я (' ^ Щ к е ъ =  { ^ 2  сок^ок : I ]  I сок Г< оо}.
кея кея

Естественно назвать это подпространство подпространством функций 
масштаба 1. Д ля анализа функций из іѵ2(К) нужны подпространства 
функций с различными масштабами. Определим последовательность 
подпространств {Ѵ3}]еъ : Ѵ3 := [<р?к(і) ■= 2 ^ 2ірн (24 <^к)\кеі  (Ѵ3 - подпро­
странство функций масштаба 2~3). Отметим, что последовательность 
{ір^к}ке7, образует ортонормированный базис в ѴГ Очевидно, что

П ѵ і = {°} (ю-1)
3̂ 7.

И

У  У, =  Ь2(К). (10.2)
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Здесь X  обозначает замыкание подпространства X  по норме іѵ2(К).
Последнее свойство наталкивает на мысль получить ортонормиро- 

ванный базис в іѵ2(К ), используя совокупность ортонормированных ба­
зисов в Ѵг  На этом пути есть небольшое препятствие. Несмотря на вло­
жение Ѵ3 С Ѵ^+і, ортонормированный базис {<р̂ к}ке2 в У?' не является 
частью ортонормированного базиса {<р̂ +1 к}ке2 в Поэтому необхо­
димо рассуждать следующим образом. Пусть По - это ортогональное 
дополнение Ѵо до Ѵ\\ Ѵо 0 По =  Ѵ\. Базис пространства Ѵо состоит из 
целочисленных сдвигов функции ір$0. Базис пространства Ѵ\ состоит из 
сдвигов на к /2  (к Е 2) функции = \/2ір(2і) : & к / 2).
В силу этих фактов естественно попытаться найти функцию ф, цело­
численные сдвиги которой образуют ортонормированный базис в По- 
Таким свойством обладает функция

фн і і ) = {
1, і Е (0, 1/2); 

^ І ,  і Е (1/2, 1);
О, в остальных случаях.

Это и есть всплеск Хаара.

; ! о : :1

о !
Рис.1. Масштабирующая

. Рис.2. Всплеск Ааара.функция лаара .

Итак, По =  [Фок(') := ФН(' ^к)]кет,- Если определить 

Щ  := ІФ^І(і) := 2]/2фн (24 ^ к ) \ к е 2,1 то очевидно

Ѵі ѳ  Щ  = Ѵі+1. (10.3)

Из (10.1), (10.2), (10.3) следует, что

ь 2( К ) =  Ѳ Г = -о Л - (10.4)

Поскольку пространства ѴѴ3 взаимно ортогональны, то, объединяя все 
ортонормированные базисы в И^, мы получим ортонормированный ба­
зис в іѵ2(К): {Ф^}іе7,,ке7,- Отметим сразу, что в приложениях чаще все­
го удобнее заменить в (10.4) Ф7=-оЛ на Ѵ&: Ѵо Ф {®“ 0И/,} = і 2(И).
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В этом случае ортонормированный базис в іѵ2(К) состоит из {<р̂ к}ке2 и 
{ Ф ? к } з е 2 , ,к е 2 ,з >  о-

Таким образом, любую функцию из іѵ2(К) можно разложить в ряд

ОО

/  = Е  Е  ЛМ'% = Е  сОк̂ ок + Е  Е
іеякея кея і=океі

Последний ряд удобен, в частности, потому, что легко переносится со 
всей прямой на отрезок [0,1]. Д ля /  Е іѵ2[0, 1] имеем

оо 2-7-1
/  = с о +  Е Е  * і к ф % .  (Ю.5)

,7—0 к=0

Именно в таком виде систему определил А.Хаар [Н].
Перечислим преимущества (10.5) по сравнению с классическим ря­

дом Фурье по тригонометрической системе

-у ОО

/ ( і )  = - а 0 +  Е ( аг с° 8 ^  зіп И). (10.6)
2 і = і

Первое преимущество состоит в том, что ряд Х аара является хорошо ло­
кализованным. Если мы интересуемся поведением функции /  на подин- 
тервале [а, 6], то в разложении (10.5) нам нужны только те индексы і  и к, 
для которых зирр ф/к =  [к2~3, ( к 1 ) 2 ~ 3\ пересекается с [а, Ь], тогда как 
в разложении (10.6) нам потребуются все коэффициенты. Второе отли­
чие состоит в том, что частичная сумма ряда Х аара по =  0, 1, 2, ..., N  
является приближением исходной функции с точностью до масштаба 
2_лг_1. Эти два свойства, локализованное^ и масштабирование, явля­
ются характерными для всех всплесковых разложений.

Прежде чем рассказать о других всплесках, изложим наиболее об­
щий метод построения всплесков, так называемый кратномасштабный 
анализ.

26



11 Кратномасш табны й анализ в Ь2(К)
О п р ед ел ен и е  11.1 Кратномасштабный анализ (КМА) - это после­
довательность {Ѵ]'\3е7І замкнутых подпространств іѵ2(К ), удовлетво­
ряющая следующим свойствам:

Это понятие введено и исследовано в [Ма].
Если обозначить через Р3 ортогональный проектор на Ѵ17 то из усло­

вия (11.2) следует, что Ііпъ^оо Р , /  =  /  для любой функции /  Е іѵ2(К). 
Условие (11.4) означает, что все подпространства Ѵ3 однозначно опреде­
ляются из центрального подпространства Ѵо при помощи соответствую­
щей замены переменных (соответствующего изменения масштаба). Из
(11.4) и (11.5) следует, что для любой функции /  Е Ѵ3 функция /(• 
2~3к) такж е принадлежит Ѵ3 при любом к Е 2. Пусть 

'■= 23̂ 2ір(23і <^к)', ] , к Е 2. Из (11.4) и (11.6) следует, что после­
довательность {(р3к}ке2 является базисом Рисса в Ѵ3 для любого і  Е 2. 
Не ограничивая общности, можно считать, что {(/?(• ^ к ) } ^  - ОНБ в Ѵо 
(этого всегда можно достичь за счет ортогонализации (9.2)).

Основным свойством КМА является возможность построения орто- 
нормированного всплеского базиса {ф]к}3,ке7п Фзк{і) =  23̂ 2ф(23і <^к), 
такого, что для любой функции /  из іѵ2(К)

Опишем процесс построения такого базиса. Пусть ѴѴ3 - это ортого­
нальное дополнение Ѵ3 до Ѵ]+\ : ѴѴ3 0 =  Ѵ]+\. В силу (11.1)

11.1) 

11.2)

11.3)
11.4)
11.5)

существует функция ір Е Ѵо такая, что последовательность
{(/?(• <^к)}ке2 образует базис Рисса в Ѵо- (И -6)

р ,+і .г = Р і /+ ^ 2 ( / ,Ф ік )Ф ік (11.7)
ке 2

Щ  _І_ ѴѴп при 2 ф (11.8)
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И  при любых І о  <  І

ѵ; = ѵ;0®(®с,■»■'«)■ т-9)
Из (11.2) и (11.3) следует, что

І 2(К) =  (11 .10)

Последовательность {ѴѴ3} і е 2 наследует от Ѵ3 свойство (11.4):

/ е і г ^ / ( 2- ' . ) е ^ о. (11 .11)

Формула (11.7) эквивалентна тому, что при фиксированном і  последо­
вательность {ф3к}кет образует ортонормированный базис в ѴѴГ В силу 
(11 .10) последнее означает, что {ф3к}],кет ~ ортонормированный базис в 
Ь2(К). Заметим теперь, что свойство (11.11) гарантирует, что {ф3к}кет 
будет базисом в ѴѴ17 если {фок}кет является базисом в ѴѴ0. Таким обра­
зом, задача построения всплеского базиса со свойством (11.7) сводится 
к нахождению функции ф такой, что последовательность {ф{- <^к)}кеі  
образует ортонормированный базис в ѴѴ0.

Д ля построения функции ф нам потребуются некоторые свойства ір 
и ѴѴ0. Так как ір Е Ѵо С Ѵ\ и {р>\к}кет ~ ортонормированный базис в Ѵі, 
то

р = ^ Н к р 1к, (1 1 .12)
кет,

где
Нк := {ср, ср1к), ^2 \ ^ \ 2 = 1- (11.13)

кет
Переходя к образам Фурье, имеем

ф(іо) = т(ш/2)(р(ш/2), (11.14)

где т (и)  =  І2кет Іт-ке~гкш. Функцию называют масштабирующей 
(зса1іп§), равенство (11.12) - масштабным, равенство (11.14) - уточня­
ющим (гейпетепі), функцию га - уточняющей маской (гейпетепі т а зк ) 
или масштабирующим фильтром (зса1іп§ йііег).

В силу теоремы 9.1

^ 2 Ы ^  + 2ттІ)\2 = 1 (11.15)
іет
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для почти всех ш. Если подставить (11.14) в (11.15), то получим, что 
\гп{и/2 +  7г/)<̂ >(и;/2  +  тті) |2 =  1. Разбивая сумму на две (по четным и 

по нечетным /) и учитывая 27г-периодичность га, имеем

\ т ( ш / 2  +  2тгІ)(р(ш/ 2  +  2тт/)|2 +  ^  \ т ( ш / 2  +  27г/ +  тг)Ср(ш/ 2  +  27г/ +  тт) |2 =  
іе 2 іет, 

= |га(ы/2)|2 + |га(ы/2 + ^)|2 = 1. (11.16)

Охарактеризуем подпространство По в терминах образов Фурье. Любая 
функция /  из ѴѴо принадлежит Ѵ\ и ортогональна Ѵо - Первое свойство 
означает, что /  = ^кет, Ікфік гДе / к = ( /5 і̂й)- В образах Фурье имеем

/(ы ) =  т /(и /2 )  (р(ш/2), (11-17)

где ш/ = ^  Л]ке2 $к е~гкш -  27г-периодическая функция из Ь2[0, 2тт\. Усло­
вие ортогональности /  к Ѵо эквивалентно тому, что /  _І_ (р0к для любого 
к Е 2, т.е. / к  егкш ёи  = 0. Заметим,что

^ ____  рпт ^ _
егкш <1и = егкшУ 2 {(и  + 2іті)ф(и + 2іті)сІи = 0. (11.18) 

і к  іо Іе2

Так как равенство (11.18) имеет место для любого к Е 2, то

Е / ( ы + 2ттІ)ф(ш + 27г/) = 0. (11.19) 
іет,

Ряд в (11.19) сходится абсолютно в іѵ1([0, 2тт]). Подставляя (11.14) и 
(11.17) в (11.19) и группируя суммы с четными и нечетными /, полу­
чим, учитывая (11.15), что

2 / ( ы  +  27г 1 ) ( р ( и  +  2ттІ) =
= т ̂  (и /  2)т(и /  2) + т{(ш/2 + тт)т(ш/2 + 7г) = 0.

В силу (11.16) Ш(ш) и га(ы +  7г) не могут обратиться в ноль одновременно, 
поэтому существует 27г-периодическая функция А(ы) такая, что

т/(ш) = + 7г)  .. (11.20)

и Л(си) +  Л(а; +  7г) =  0. Последнее равенство можно переписать, как А(ы) =  
е~гши(2со)} где ѵ - некоторая 27г-периодическая функция. Таким образом, 
преобразование Фурье произвольной функции из По имеет вид

/(ы) = е~ш/2т(ш/2 + 7г) 2), (11.21)
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где ѵ -  некоторая 27г-периодическая функция. Кроме того,

\\л\ьцк) = Ы П ь Ч Ю  =

=  П 2Т,іет, \т(ш/2 + тгі + тг)ф(ш/2 + ттІ)\2 сіи =

= МІ ЩР М) .

Таким образом, 27г-периодическая функция ѵ является квадратично 
суммируемой.

Имея описание (11.21) пространства По легко найти функцию 
ф € Ио, целые сдвиги которой {ф{- образуют ортонормирован-
ный базис в ѴѴ0. Пусть ф - искомая функция. Тогда
ф{и) =  е~шІ2т(ш /2  +  тг)ѵф(ш)(р(ш/2). Подставляя это выражение в
(11.15), получаем, используя (11.16), что

\іУф(ш)\2 =  1 п.в. (11 .22)

Проще всего положить Ѵф(ш) =  1. В силу (11.21) целые сдвиги функции 
ф, определяемой равенством

ф(іо) = е~ш/2гп(ш/2 +  тт)ф(ш/2), (11.23)

будут базисом в По- Действительно, если = ^2кет ик е~гкш, то
/ М  =  ( Е й 6 2  "к е ~ ікШ)  ф( ш)  ИЛИ  / ( • )  =  ^ к е Т  "к Ф{~ & к ) .

Заметим, что в силу (11.22) образ Фурье любой функции, целые 
сдвиги которой образуют ортонормированный базис в По, отличается 
от образа Фурье функции ф из (11.23) лишь некоторым 27г-периодичес- 
ким множителем по модулю равным 1 .

Таким образом, имея кратномасштабный анализ {Ѵ3}]ех, порождае­
мый масштабирующей функцией с̂ , всегда можно построить ортонорми­
рованный всплесковый базис {ф3к}],кет в іѵ2(К ), обладающий свойством 
(11.7).

Из формулы (11.23) следует, что

я * )  = (іі-24)
кет,

В литературе для сокращения записей чаще всего используют

Ф(і) = Е И О ^ + 1 (11-25)
кет
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В заключение этого параграфа проанализируем, более подробно, свой­
ства (11.2) и (11.3). Приводимые ниже результаты доказаны в [ВБК].

Пусть V  := { /  : /  Е V }.  Из тождества Планшереля и свойств 
(11.4-11.6) следует, что /  Е Ѵ3 тогда и только тогда, когда

/ И  =  т ( ^ ' )  Ф(и2-*), / И  Е І 2(К ), (11.26)

где т  - некоторая 27г-периодическая функция.

Л е м м а  11.1 Из свойств (11-4) и (И-5) следует, что пространство 
^зеіУз инвариантно относительно сдвигов.

Доказательство. В силу (11.4-11.5) из /  Е ЫзетУ з следует, что 
/(•  +  1) Е ЦІ зетУз Для любого двоично-рационального 1 = 2 1,к Е 2. 
Так как сдвиг является непрерывной операцией в іѵ2(К ), то 
/ ( •  +  і) Е ЫзетУ з Для любого і  Е К . Если теперь д Е Ц^гѴ^, то, прибли­
ж ая д функциями /  Е Ц^гѴ^, и, замечая, что ||/(-  + і)  <$д(- + ^ ) ||ь 2(к) =  
=  \І9 '«'/ЦьгСК.)? получаем утверждение леммы. □

Хорошо известно, что замкнутое подпространство X  в іѵ2(К) явля­
ется инвариантным относительно сдвигов тогда и только тогда, когда 
X  =  Ь2(П) для некоторого измеримого множества О.

В дальнейшем равенства между множествами понимаются с точно­
стью до множеств нулевой меры.

Т ео р е м а  11.1 Пусть последовательность {Ѵ3, } ]ех удовлетворяет 
свойствам (11.4-11.6). Тогда ЦІіетУ з =  іѵ2(К) тогда и только тогда, 
когда О0 := зирр (р{2~3 ■) =  К .

Доказательство. Пусть X  := ЦІ̂ етУз- Тогда X  =  іѵ2(0). Таким 
образом, X  =  Ь2(К) тогда и только тогда, когда О =  К . Так как 
ср(23■) Е і  Е 2, то зирр (р(2 ]-) С Й. Поэтому О0 С О. Предположим 
теперь, что О \О 0 содержит множество положительной меры Оі. В силу 
(11.26) преобразование Фурье любого элемента из Ѵ3 обнуляется на Оі. 
Следовательно, тоже самое верно для любого элемента из Ц^гѴ^, Пере­
ходя к пределу, получаем, что преобразование Фурье любого элемента 
из X  обнуляется на Оі, что противоречит тому, что X  3  іѵ2(Оі). 1=1
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С л ед стви е  11.1 Пусть последовательность {Ѵ3, } ]ех удовлетворяет 
свойствам ( 11.4-11.6)  и ф  не равно нулю почти всюду на некоторой 
окрестности нуля. Тогда ЦІ

Докажем теперь, что условие (11.3) следует из свойств (11.4-11.6) 
кратномасштабного анализа. Д ля доказательства нам потребуются две 
леммы, первая из которых хорошо известна.

Л е м м а  11.2 Пусть  О - измеримое подмножество К , причем О +  а і  =
0  для некоторого действительного числа а  ф- 0 и для любого двоично­
рационального числа і  ^  К .  Тогда О =  К  или 0  =  0.

Кроме того, если /  - некоторая измеримая функция на К , удовлет­
воряющая условию /(•  +  аі)  =  /(•)  для любого двоично-рационального 
то /  =  сопзі почти всюду.

Доказательство этой леммы основано на свойствах точек Лебега из­
меримой функции.

Л е м м а  11.3 Пусть последовательность {Ѵ3, } ]ех замкнутых подпро­
странств Ь2(И) удовлетворяет свойствам (11.4-11-6) кратномасштабного 
анализа. Тогда У  =  П имеет размерность <  1.

Доказательство. Предположим, что У ф- {0}. Докажем, что в этом 
случае с ІітУ  =  1. Пусть / ,  д - две произвольные функции из У. Рассмо­
трим отображение Р  : К  ->■ С 2:

если /(ш) = д(ш) = О,

Р(ш) = < , если / М  Ф 0, д(ш) = О,

если д(ш) ф 0 .д(ш) 7 / /

Докажем, что отображение Р  постоянно на своем носителе. Д ля это­
го рассмотрим произвольное измеримое подмножество К  С С 2\{0}. 
Предположим, что А  := Р ~ 1(К )  имеет положительную меру. Пусть 
В  - это множество точек вида 2]кж: к Е 2 , Е 2. Рассмотрим ш Е А и
1 = 23+1ктт Е В.  В силу (11.26) существуют 27г-периодические функции
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т ж и такие, что /(со) =  т(ш2 3)(р(со2 ■?), д(^) =  ^(си2 •?)(^(си2 3) п.в. 
Так как 0 ^  А, то Р(со) ф 0, и значит (^(ы2_:') ф 0. Поэтому

( / ( с о  +  1 ) , д ( с о  +  ^)) =  (^(2_:,(а; +  1 ) ) ( т ( 2 ~ 3 ш  +  2ктт), и ( 2 ~ 3со +  2ктт)) =

=  ^ ( 2--?(ы +  ^))(г(2--?ы),г/(2--?ы)) =  ^ | ^ ^ ( / ( ш ) , у ( ш ) ) .

Полученное равенство означает, что либо Р(ш ~\~ і) =  0, либо 
Р(со 1) = Р(со). Поэтому Р (А  +  И) С А" ЬІ {0}. В силу леммы 11.2 
А  +  В  =  К , так как А имеет положительную меру. Таким образом, все 
ненулевые значения Р  принадлежат К. Поскольку К  можно выбрать 
сколь угодно малым, отображение Р  постоянно на своем носителе. По­
следнее означает, что функции /  и д линейно зависимы. □

Т ео р е м а  11.2 Пусть последовательность {Ѵ3, } ]ех замкнутых под­
пространств Ь2(К) удовлетворяет свойствам (11.4-11.6) КМА. Тогда 
У  ;= = {0}.

Доказательство. Предположим противное: пусть /  (Е У и /  ф 0. В 
силу (11.4) Ѵ3 является сжатием в два раза Ѵ3- 1, поэтому подпростран­
ство У  инварианто относительно сж атия в 2 раза. С другой стороны, в 
силу леммы 11.3 сІітУ  <  1, поэтому существует константа Л, такая, что

/(2-) =  Л/(-) п.в. на К . (11.27)

Докажем, что (11.27) противоречит /  Е іѵ2(К )\{0}. Действительно, для 
любого С > 0 множества Р3 := {1 : 23 < р| < 23+1 и \/(1)\ > С^Ар} 
имеют следующие свойства: Р3 =  2Р3- і 7 \Р3\ =  2 |і^ _ 1|, і  Е 2. Если 
/  Ф 0, то существует С > 0, такое, что \Р0\ ф 0. Из (11.27) следует, что 
1/(01 >  С \ М к Для * €  2кР0. Поэтому, І К \ / ( 1 ) \ 2 (І1 >  |А0| Ейе2(2|А|2)й, что 
противоречит /  Е іѵ2(К). □

12 Система  
У иттакера-Ш еннона-К отельникова

Другим простейшим примером ортогональных всплесков является си­
стема Уиттакера-Ш еннона-Котельникова (см., например, [\Ѵ]). Рассмо­
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трим функцию ір3, имеющую образ Фурье

-ч /  \ / \ Г 1, если |ы| <  7г:
ср ( ш )  : =  К[_^^](а;) =  < п

1 -1 II) ,  в остальных случаях.

Ясно, что <р3(і) = 81” ~ Очевидно, что (р3 удовлетворяет условию (11.15), 
значит функции ^оа-(-) := 'г'8 (' образуют ортонормированный базис 
в Ѵо := [<Рок\ке2- Легко видеть, что Ѵ0 := { /  : /  € Ѵ0} =  1 2([<̂ тг, 7г]). 
Кроме того, если /  Е Ѵо, то

/ м  =  Е  я * Ѵ ( <  « ч .  ( и л )
кеъ

Дело в том, что ( / ,  =  ^ ( / ,  ^  /(со)еікш (Іі = / (к ) .  Если
теперь определить для любого целого і  Ѵ3 := [<р3к\ке7п то легко видеть, 
что образуют КМА. Построим соответствующий всплесковый
базис. Заметим, что ф3(ш) = т 3 (и /  2)(р3 (и /  2), где 27г-периодическая

Суточняющая маска т  равна

Ч /  ч [ 1 ,  е с л и  | ы |  <  7г / 2 ;
т ‘ И  = п 1 / 1  ,У

I I ) ,  е с л и  ^  <  7Г.

Коэффициенты {Нк}кеъ из (11-12) можно найти, пользуясь формулой 
(12.1) (точнее ее аналогом для функций из Ѵ\)\

р 3(г) = ^ 2 ѵ 3( к / 2 ) ^ 3( 2 і ^ к ) .  (12.2)
ке 2

Значит
1 , если к =  0;

^ (^ Ф І)^ -1)/2, если к - нечетное; 
0, если к - четное.

В соответствие с общей схемой всплеск Уиттакера-Ш еннона-Котельни- 
кова имеет образ Фурье, равный

ф З  =  е - ™ / 2 т З ( ш / 2  +  7Г ) ( р 3  ( с о / 2 )  =  е - Ш І 2 К {_ 2 ж^ ] и [ к , 2 ж ] { ^ )  =

= е~ш12(ф3(и12) ^ 5 (ы)).

Откуда ф3(і) =  2<р3(2і <̂ >1) ^<р3(і <^>1/2).
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13 Константы  неопределенности
Всплески Х аара и Уиттакера-Ш еннона-Котельникова представляют со­
бой, условно говоря, два полюса в шкале всплесков. Всплески Хаа­
ра имеют прекрасную временную локализованность (компактный но­
ситель), однако плохо локализованы по частоте (преобразование Фу­
рье всплеска Х аара убывает на бесконечности как |ы |-1 ). Всплески же 
Уиттакера-Ш еннона-Котельникова наоборот имеют компактный спектр 
(носитель преобразования Фурье), но убывают на бесконечности как
І Г 1- . . .

Заметим, что ^Ф3к — 2 3 Зі к е  7,. Таким образом,
константа неопределенности (см. с. 12) для всех элементов всплеско- 
вого базиса одна и таже. Д ля всплесков Х аара и Уитаккера-Ш еннона- 
Котельникова константа неопределенности равна бесконечности: 
А ~ н =  оо, Афв =  оо. Примерами всплесковых базисов с конечной 
константой неопределенности являются всплески Мейера, Стремберга, 
Лемари-Бэтла и Добеши.

14 Всплески М ейера
Всплески Мейера являю тся сглаженным вариантом всплесков Уиттаке- 
ра-Ш еннона-Котельникова. Масштабирующая функция Мейера ірм  оп­
ределяется следующим образом. Пусть Ѳ(ш) - нечетная бесконечно диф­
ференцируемая функция, равная 7г/4  при ш > тт/3  и <^тг/4 при ш < <^тг/3. 
Определим четную функцию А(ы) формулой

АМ  =
7г/4  +  Ѳ(и <^7г), если и  Е [27г/3, 47г/3];
7г/4  <̂ >6*(| <̂ >7г), если ш Е [47г/3, 87г/3];
О, если ш Е [0, 27г/3) У (87г /3 , оо].
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Преобразование Фурье масштабирующей функции Мейера равно

( \ \ соз(Л(а;)), если |ы| <  47г /3 ;
|  0, если |ы| > 47г /3 .

Откуда ірм ( і )  =  ^  / к  сов ( і и )  соз ( Л ( ы ) )  сііо. Легко проверить, что (рм  

удовлетворяет (ііі) из теоремы 9.1. Кроме того,
(рм (и) =  т м (іо/2) (̂ м (ы/2), где 27г-периодическая уточняющая маска 
т м (и) равна фМ {2и +  Аітт). Поэтому, масштабирующая функция 
ірм  порождает кратномасштабный анализ, и, значит, существует соот­
ветствующий всплесковый базис {Ф^1 }1,ке7,, где 
фм (ш) := е~ш/2т(ш/2  +  тг)(рм  (и /2) = е~ш!2 8І п ( А ( ы ) )  или

фм (і) =  —  [  соб((і -ФФ>1/2)ы) зіп (А(ы)) сіш. (14.1)
2тт

Рис.1. График ірм (і). Рис.2. График фм (і).
Отметим, что масштабирующая функция Мейера, такж е как и мас­

штабирующая функция Шеннона (см. (12.2)), удовлетворяет равенству 
(рм (і) =  ^2ке2ірм (к/2)ірм (21 ^ к ) .  Действительно, (ірм , (рм (2 ■ ^ к ) )  =

=  ± І п ф м ( и ) ф м ( и / 2 ) е - ^ 2 сІи =  ±  / к  ф м ( и ) е ~ ^ 2 б ы  =  \ ^ М ( к / 2 ) .

15 Всплески Л ем ари-Б этла и С тремберга
Зафиксируем произвольное натуральное число ш. Рассмотрим для лю­
бого целого і  подпространство V ™ , состоящее из (ш<ФФ2 ) раза непрерывно 
дифференцируемых функций из іѵ2(К ), которые на любом интервале ви­
да [к2~\ (к +  1)2- -7], к Е 2 , совпадают с некоторым полиномом степени 
не выше га-ФФ-1. Совершенно очевидно, что последовательность 
удовлетворяет свойствам кратномасштабного анализа.

В качестве масштабирующей функции можно взять _В-сплайн

Ыт(х) : =  (ІѴ™ -1 *ІѴ1)(ж) =  / 1 ІѴт “ 1( ж ^ ) Л ,  т >  2, (15.1)

36



где ІѴ1 =  К[0д). Ясно, что целые сдвиги Ыт не ортогональны друг другу 
при т  > 1. Например, при т  =  2

Х 2(і) = <
і, если і Е [0, 1];

2 если і Е (1, 2];
О, если і ^ [0, 2];

и функции ІѴ2(-) и ІѴ2(- ±  1) не ортогональны друг другу. 
Из (15.1) следует, что

Ыт(со) = 1 — е , |Л ^(ы )| = 5 ІП  ( с о / 2 )

и / 2

Еге2 \ ^ т(со +  2/тг) |2 =  Е /е2
5 Іп  (и ;/2 -| -/7 г)

і о / 2 - \ - і 7і

2 т

Поэтому, в силу теоремы 9.2 {ІѴт (- ~ базис Рисса в Ѵ̂т .
Д ля построения ортогональных сплайн-всплесков определим снача­

ла ортогональную масштабирующую функцию (см. теорему 9.1)

фв ’т(и) = № ( ш)(2 2 \ ^ т(со +  2/7г)|: 
іе 2

- 1 / 2
(15.2)

(Верхний индекс В  - первая буква фамилии Ж .Б этла, всплески которо­
го получатся при таком выборе ортогональной масштабирующей функ­
ции.)

Рассмотрим два случая. Пусть т  - четное, т  =  25,5 Е N . Тогда 
7Ѵт (си) =  ((з'тсо/ 2 ) / (со/2))23 е~шз. Д ля упрощения выкладок заменим 
Ыт(і) на Ыт(і +  5 ). Тогда Ыт(со) =  ((8Іпы /2)/(о;/2))2в . Д ля ортого- 
нализации надо посчитать

1 / 2

\ Щ ш  +  2/7г) |2 ] =  (зіп ы /2)2з( ^ ( ы /2  +  Ітт)~4е)1>2.
\іе 2 /  /е2

Это можно сделать, дифференцируя тождество +  т̂г) -1 =  сі^со.
Продифференцировав (д<^>1) раз, получим

1
Е
іе 2

Рд(с08 со)
(со +  /7г) 9 (зіпы ) 9 ’ (15.3)

Ш га
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где Рд - полином степени д<фф>2. Д ля четных д очевидно, что Рд(і) строго 
положителен на [0,1]. Окончательно имеем

фв 'т(ш) = ((8т и /2 ) / ( и / 2 ) ) т (Р2т(со8и / 2 ) ) - 1̂ .

Функция ірв,т действительнозначна и симметрична относительно і = 0. 
Если т  - нечетно, то аналогичные выкладки показывают, что

фв ^ ( и )  = е~ш!2 ((8іп ы /2 )/(ы /2 ))т  (Р2т(сов ы /2 ))-1/2.

В этом случае, функция ірв,т действительнозначна и симметрична от­
носительно 1 =  1/ 2 .

В соответствии с общей схемой, КМА с масштабирующей функци­
ей ірв,т позволяет построить всплесковый базис { ф ^ т}і,ке7,- Этот базис 
был построен (без использования КМА) в работах: [В], [Ь].

Рис.1. График ірв,2(і). Рис.2. График фв,2(і).
Ортогонализовать і?-сплайн А̂ т  можно чуть-чуть по-другому. Из

(15.3) следует, что

|ІѴт (ы +  2/7г) |2 =  Р2т,(соэ ш/2). (15.4)
іе 2

Коэффициенты полинома Р2т(со8 іо/2) нетрудно найти из следующих 
соображений. Очевидно, что

зирр Ыт =  [0, га]. (15.5)

Остается заметить, что по формуле Планшереля

і С  еікш Е , е2 +  2/тг)|2^  =  і / я  еік“ \ Щ ш ) \2 <Ь> =  ( ,
=  ^ К т ( і ) К т ( і  +  к ) ( і і .  К }

Кроме того, (ІѴ^, ІѴ53) =  ( А ^ ,  В Д
Напомним хорошо известную лемму Рисса [К, Задача 40].
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Л е м м а  15.1 Пусть А(^) = ]С_х ■ тригонометрический полином,
положительный или равный нулю на действительной оси. Тогда су­
ществует тригонометрический полином Н(^) = а кегк̂ , такой, что 
ІМ О |2 =  Ж 0 -  Более того, если коэффициенты 7  ̂ действительны, то 
Іг(^) можно тоже выбрать с действительными а к.

Из этой леммы следует, что

Р2т(соэ и)/2) — ат |(1 +  еш) • • • (1 +  %т- \  е"̂Ііо\ |2

где всегда можно выбрать внутри единичного круга: \г\\ < 1 .
Более того, из результатов И.Шонберга (І.Л.8ЬоепЬег§) [8Ь] следует, что 
{ г і}Т=\1 положительные числа. Обозначим их зт _і < • • • < зі. Пусть

А т ( ю )  : =  у /^ш( 1 +  5і е™) •••(]- +  5т _ і е™).

Тогда функция (^5і,т, определяемая

— д Г т /
-,5 і,тЛ Л  = _{Ш)

А т (си)
(15.7)

такж е как и ірв,т , удовлетворяет условию (ііі) из теоремы 9.1 и, следо­
вательно, является ортогональной масштабирующей для {Ѵ]т}іе 2 - Так 
как (1 +  5 е™ )-1 =  ^ ^ ( ^ в  е™)г, равенство (15.7) означает, что ір3і'т раз­
лагается в ряд по целым сдвигам влево _В-сплайна ІѴт , причем коэффи­
циенты разложения убывают как геометрическая прогрессия. Значит, 
зирр ір3і'т = (<^оо, т\ и ір3і,т(і) убывает экспоненциально при і —У <^оо. 
КМА с такой масштабирующей функцией порождает всплесковый базис 
{ф1]кШ}з,ке7п построенный (без использования КМА) в [81].
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16 Ортогональные всплески с компактным  
носителем

Простейший способ построения ортогональных всплесков с компактным 
носителем основан на использовании ортогональных масштабирующих 
функций с компактным носителем. В этом случае, в последовательности 
Нп : =  л/2 ср(х)(р(2х -ФФ-га) сіх, п Е N 5 из (11.12) только конечное число 
Нп отлично от нуля, и поэтому соответствующий всплеск ф (см.(11.25)) 
является конечной линейной комбинацией функций с компактным но­
сителем, т.е. сам имеет компактный носитель. Уточняющий фильтр ш 0 
будет тригонометрическим полиномом т 0(и) =  ^2пет, Іт-пе~тш. В силу
(11.16) | т 0(ы /2 ) |2 +  \т0(со/2 +  7г) |2 =  1.

Естественно стараться построить ір и ф достаточно регулярными. От­
метим здесь следующее необходимое условие [Б].

Т ео р е м а  16.1 Пусть /  Е -^2(І^) удовлетворяет условиям  
/ і , т } =  где =  23̂ 2/ ( 2 3х ^ к ) .  Предположим, что /

имеет компактный носитель, /  Е С*т (К) и ограничены при I <  т. 
Тогда

/ жг/(ж ) сіх =  0 для / =  0, 1 ,..., т. (16.1)
К,

С в о й с т в о  (16.1) эквивалентно тому, что ф^(0і) =  0 при / =  0,1, ...,ш .
Так как ф(ш) =  е~ш/2т 0(ш/2  +  іг)(р(ш/2) и с^(0) =  1, то из ф Е (7т (К) 
следует, что ш 0 имеет ноль кратности т  +  1 в тт или 
т 0(и) =  ( ^ ^ —)т+1 Ь (и ), где Ь - некоторый тригонометрический поли­
ном.

Итак, будем искать решения (11.16) в виде т 0(ш) =  ( ^ | —)м Ь(со). За­
/  \  N  /  \  N  

метим, что \т0(ш)\2 =  (соз2 \Ь(іо)\2 =  (соз2 Р (зіп 2 ^), где Р(зіп 2 ^) : =
\Ь(и)\2. Подставляя это выражение в (11.16), получаем уравнение на Р :

х м Р(1 -ФФ>ж) +  (1 ^ х ) м Р(х)  =  1. (16.2)

Так как х м и (1 -Ф^ж)  ̂ - взаимно-простые полиномы степени ІѴ, то по 
теореме Везу существует единственный полином Рм-і степени 1 , удо­
влетворяющий (16.2): Рдг_і(ж) =  ^2^=0 Очевидно, что 
Рдг_і(ж) > 0. Существуют решения (16.2) более высокой степени
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Р(  х ) =  Рдг_і(ж) +  х м Я(х  -ѵФ-|), где Я  - произвольный нечетный поли­
ном. Д ля простоты рассмотрим здесь только случай Я = 0.

Зная Р , полином ш 0 находится при помощи леммы 15.1.
Итак, пусть N  Е N. Фильтрами Добеши называют тригонометри-

2 І Я - 1
ческие полиномы б?дг(ы) =  2 1' 2 ^  Ьм(1)е , Нм(I) Е К , удовлетво-

1=0

( \ N
сов2 Р /V—і(біп2 ^). В [Б1] доказана 

следующая

Т ео р е м а  16.2 Функция ірв ,м , определенная в образах Фурье как 
ірВ'М(и) := П ^ і ^іѵ(^2_г), является ортогональной масштабирующей 
функцией. Соответствующий всплеск фв ,м , определяемый формулой 
фв ^ { и )  =  е~ш/2(1]у(и>/2  +  іт)ірв  ̂  (и> /  2), порождает ортонормированный 
базис в Б2(К)  : {Ф^ ^ (•) := 23І2фв ^  (23 ■ <̂к ) } 1е2 ,ке2 - Более того, 
зиррфв,м = [̂ ѵ(̂ Ѵ < ^ 1),ІѴ]; и существует  Л > 0, такая, что 
ф°'м Е С ш , где С а := { /  : / к /(ы )(1  +  \ш\)ав,ш < оо}, а  > 0.

Рис.1. График ірв,2(і). Рис.2. График фв,2(і).

Рис.1. График ірв,4(і). Рис.2. График фв,4(і).
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17 Быстрые алгоритмы
Кратномасштабный анализ позволяет быстро вычислять всплесковые 
коэффициенты заданной функции. Предположим, что нам известны 
скалярные произведения /  с {(р3к}ке2 Для некоторого Не ограничивая 
общности, можно считать =  0 (к этому случаю всегда можно перейти 
соответствующей заменой переменных). Зная (/, фок), к Е 2, легко 
подсчитать ( / ,  фзк) для і  < 0. Действительно, ф = ^кет, 9к Ц>ік, где дк = 
(<ФФІ)кк і_ к (см.(11.25)). Следовательно,

Фзк(і) =  2 ^ 2ф{2Н = Т І 2 Ліет, <Ы) = ^
=  І2іе2,9і <Рі+і,2к+і(і) =  Т,іет,9і-2к ^з+іЛ^)-

Значит ( / ,ф - і ,к) = Фоі), т.е. { (/, ф -1:к)}ке2 получается сверт­
кой последовательности { (/, ір0/}}/е2 с {д-і}іе% с последующим выбором 
только четных элементов. Аналогично выполняется переход от слоя і  
к ] <=̂ 1

(/,Фз-і,к) = ^2ді^2к(І, (17.2)
іе 2

правда при этом нужно предварительно вычислить { (/, Ц>з,к)}ке2 - Н° 5 в 
силу масштабного равенства

^3,к ^  ̂ — 2к̂ рі + 1.1 • (17*3)
іет,

Поэтому,
(/> <Рз,к) = Ц Н1-2*(/, <і?з+і,/)• (17-4)

/е 2
Итак, начиная с { (/, (/?о,/г)}/ге2 , можно вычислить { (/, по (17.2)
и { (/, по (17.4). Затем мы можем применить (17.2) и (17.4)
снова и получить { (/, ф -2,к)}кет, и { (/, ір_2,к)}кет„ используя 
{ (/, (р_іук)}кеі .  Таким образом, на каждом шаге вычисляются не только 
всплесковые коэффициенты і  - го слоя, но и вспомогательные коэффи­
циенты { (/, Ц>з,к)}ке2 которые потребуются для нахождения всплеско- 
вых коэффициентов в (_;’ <̂ >1)-ом слое.

В целом весь процесс можно рассматривать как последовательное 
вычисление более грубых приближений функции /  вместе с фиксаци­
ей деталей, необходимых для получения более точного приближения
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из более грубого. С этой точки зрения, мы начинаем с приближения 
/°  =  Р0/  (напоминаем, что Р3 - это ортогональный проектор на V,-; че­
рез мы будем обозначать проектор на УѴ̂ ). Далее мы разлагаем 
/ °  Е Ѵ0 =  ѴІІ ѲЖ_! на Г 1 и 8 - 1 : / °  =  Г 1 + Г 1, где Г 1 =  Р_х/ °  = Р_г/
- более грубое приближение /  в шкале кратномасштабного анализа , а 
$_1 =  / 0<^ / -1 =  =  <5 - і /  - это "потеря” в информации при
отображении / °  —>■ / -1 . В каждом из пространств V,- и ѴѴ3 есть ортонор- 
мированный базис {<р1}к}кет и \Ф],к}кеТі поэтому

/ ° = Е 4 ^ .  г '  =  Е
- і

ке Т ке Т
 ̂—1,/о  ̂ ^ ' ^ к  Ф —1,к'

кет,

Таким образом, формулы (17.2), (17.4) задают преобразование коэф­
фициентов при переходе от ортонормированного базиса {(^0к}кет в Ѵо к 
ортонормированному базису {ср_1)к}ке2 \}{ф-і,к}кет '■

- і
=  5 2 Н'~

іет
=  52  9і- 

іет
о

2к Зк- (17.5)

Если обозначить а := {а;}/е2, А : = ^ а _ /}/е2 и (ЛЬ)*, =  Т,іет А 2к-іЬі7 то
(17.5) можно записать в виде з _1 =  Н з°} б?-1 =  Ѳз°.

Приближение / _1 Е VIі =  VI2 Ѳ Ж -2 может быть снова разложено:

/ - 1  =  / - 2  +  Г 2, / “2 Е Ѵ-2, 6 - 2 Е Ж .а,
/  2 =  ^2  кет,3 к 2 ^ - 2 , к ̂  & 2 =  И к е т ^ к 2 Ф - 2 , к -

Опять , - 2 -1

бразить так:
сі = Сз . Схематично, весь процесс можно изо-

^  з - 1 5 - 2 • • • Зі ^  з3~г
а О о
\ \ \

(I- і (I- 2 -1

На практике, после выполнения конечного числа шагов процесс пре­
кращается, что означает, что исходная информация { (/, <̂ ок)}кет =  
преобразована в б?-1 , б?-2 , •••,  Л~30 и з - -70, т.е. в { (/, Ф-і,к)}з=і,-з0-, кет 
и { (/, ір_]0̂ )}ке2 . Так как преобразования выполнялись при помощи

о5
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изменения ортогональных базисов, обратная операция задается сопря­
женной матрицей. Точнее: р +1 = р  +  83 = 'Екег 4  Ѵзк +  Т.кет.^іФзк, 
Следовательно (см. (17.1), (17.3))

4 +1  =  ( Р +1, <Рз+і,к) =
=  Т , і е ъ  4  ( <Р з і і ^ Р з + і , к )  +  Т , і е ъ  4  { Ф з Ь  Ф і + і , к )  =  ( 1 ^ . 6 )  

=  І2іеъ Ьк-21 4  +  Иіеъ Як-21 4  ■

Если обозначить (аЪ)к :=  ^2іех ак-2і і>і, то 5-?+1 =  кз3 +  д(13 и схематично 
процесс восстановления вы глядит так:

8 3
к к

з 3+2  ■ ■ ■ 5  1 к  п

9 9 9

Л3 б13 + 1 а13+2  ■ • •  ё , - 1

Важнейш ей чертой изложенного алгоритм а разлож ения и восстано­
вления является  его быстрота. Н апример, д л я  системы Х аара имеем 
следующее. Пусть исходная инф ормация состояла из 2м чисел 1.
Тогда, на первом шаге вы числяется 2м - 1  вспомогательных чисел 
{ ■ ^ У к іо ^ 1 ■ -Ч1 = ( 4 к + 4к+і)ІУ^  и 2 м - 1 коэффициентов :
аІ^1 = (з^. <^82к+1)Ѵ2. Н а каж дом  следующем шаге количество вспомо­
гательных чисел и коэффициентов уменьш ается в два раза. Количество 
операций во всем алгоритме разлож ения равно 2 -2 ЛГ( |  +  |  +  -- -) =  2  • 2 м . 
Д л я  более слож ны х всплесковых базисов вычисления вспомогательных 
чисел (условно говоря, "средних” ) и коэффициентов ("разностей” ) тре­
буют более чем два предыдущ их числа, но рассуж дения о количестве 
коэффициентов на каж дом  слое остаю тся в силе. Если "обобщенные 
средние” и "разности” использую т К  предыдущ их чисел, то общее чи­
сло операций равно 2КМ (КМ  - умножений, К М  - сложений).

Следует отметить, что быстрый алгоритм разлож ения и восстановле­
ния по всплесковому базису (коротко, быстрое всплесковое преобразо­
вание (ВВП)) был известен в цифровой обработке сигналов под названи­
ем полосовая ф ильтрация с точным восстановлением (зиЬЬапсІ Й11егіп§ 
зсЬ ете  ѵѵііЬ ехасі гесопзігисііоп). Эта схема бы ла предлож ена до по­
явления теории всплесков в работах: [8 т ] ,  [Мі], [V].
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18 П олуортогональны е сплайн-всплески с 
компактным носителем

Пусть <р - масш табирую щ ая ф ункция с компактны м носителем, поро­
ж даю щ ая КМ А в іѵ2 (К ). В этом случае можно построить соот­
ветствующий полуортогональный всплеск ф с компактны м носителем. 
В этом параграф е мы не предполагаем ортонормированность последова­
тельности {<р(- -Ф^А;)}/^ (дело в том, что ортогонализация (9.2) масш та­
бирующей функции с компактны м носителем приводит к потере ком­
пактного носителя).

Пусть зирр <р = [О, М], М  Е N . Тогда <р = Е - м + і  Д л я  удоб­
ства будем рассматривать действительнозначны е р . Очевидно, что ав­
токорреляционная ф ункция Ф(^) :=  / к  ср(х <^і)(р(х)(іх является  четной 
функцией и зирр Ф =  [<ФФМ, М]. Пусть пѵ - наибольшее целое, д л я  ко­
торого Ф(пѵ) ф- 0. Т ак как  Ф - непреры вная функция, то Ф(М ) =  0 и
0 <  пѵ <  М  <фф> 1. А налогично (15.6) получаем, что 
'Еіет, \ф(и + 21тт)\2 = Еѵ(е~ш), где Еѵ(х) :=  Т!к=-пѵ ф {к)хк. Полином Рѵ(х) 
назы ваю т полиномом Эйлера-Ф робениуса д л я  масш табирующей ф унк­
ции (р.

Построение полуортогонального всплескового базиса аналогично по­
строению ортогонального (см. параграф  11). П реж де всего охарак­
теризуем функции ф Е По, где Ѵо 0  По =  Ѵ\, По -1 Ѵо- Т ак как 
По С Ѵі, то ф =  ^2кгкРік- В образах Фурье имеем 
ф{ш) =  Н(е~гш/2) <р(ш/ 2), где К(г) = Е ^ ег  гк %к -  27г-периодическая 
ф ункция из Ь2[0, 2 7 г ] .  Аналогично д л я  <р : <р = ^2кРкРік, 
ф(ш) = Р(е~шІ2)р(иІ2),  Р(г) = -^дТ,кет,Рк^к- Пусть г =  е~шІ2. П ри­
м еняя тож дество П ланш ереля, имеем

(Ѵ?(- &1),ф(-)) = ±  =

= \р{іоІ2)\2Р { х ) Щ ) е - иш(1и =

= ^  С  {^кеъ \Ф(и /2 + 2ттк)\2} Р(г)К(г)е-ІІШ(ііо =

= Еѵ{г)Р{г)Щг)е~ІІШ(Іиі =

=  ^  /с? { Е ѵ( г )Р ( г )1 Щ  +
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О ткуда следует, что ф Е УѴо тогда и только тогда, когда

Еѵ(г)Р(г)Я(г) + Еѵ(<^г)Р(<^г)Я(<^г) =  0, \г\ =  1. (18-1)

Если предположить, что коэф ф ициенты  Я действительны, то нетрудно 
указать общее решение (18.1):

К(г) = г К ( г 2) Р ( ^ ) Е ѵ(^яг), И  =  1 , (18.2)

где К  (г) - произвольная квадратично-суммируемая ф ункция на единич­
ной окруж ности \г\ =  1. Здесь использовано то, что Еѵ(%~1) =  Еѵ(г) при 
\г\ = 1 , так как  Ф(<фф&) =  Ф(&).

Если ір имеет компактны й носитель, то Р  и Еѵ являю тся полиномами 
Л орана. Из (18.2) следует, что Я будет тож е полиномом Л орана, если 
К  - полином Л орана.

Т е о р е м а  18.1 Полуортогоналъный всплеск с минимальным компакт­
ным носителем, соответствующий с̂ , определяется двух-масштабным 
соотношением

Ф  ■ =  ^ 2 я к < р 1 , к
к

или, в образах Фурье,

ф(ш) := Я ( е ~ ^ 2)ф(ш/2),

где (^(г) := ~^Чк^к =  сг2М+1Р ( ^ ) Е ѵ(^г) .  Здесь N  - произвольное целое, 
с - произвольная ненулевая константа. В частности, если положить 
N  равным целой части (М  +  пѵ) / 2, то будет алгебраическим поли-

I г—уМ -\-2пІчрномом и яр :=  і^к=0
Последовательность {ф(-<^к)}ке2  образует базис Рисса в \У0, а {ф^к(і) ■ = 

Ѵ>2ф{2і ^ к ) }  з,кеъ ~ полуортогоналъный базис в іѵ2 (К ).

Применим эту теорему к _В-сплайну ір =  ІѴт , га Е N . В этом случае 
М  =  га, пѵ = т  -ФФ-1. П олагая N  =  га -ФФ-1, с =  -ФФ-1, имеем

Ят(г) = ^ 2т- г Р { ^ ) Е { ^ )  =

= « г 2’" - 1 ( ^ ) ”  Е1ГД,1+1 (« 1 ) ‘ Л'2” ( т  +  =

=  ( 1? ) ” Е Й о 2( ^ № т «-- +  1 ) г * =
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где = ^ } і  ^2ь=о № т(к <&1 +  1), к = 0,. . . , 3 т  <^2. Здесь использо-
2 2

ваны легко проверяемые соотношения
Ытіі) = ЕГ =о2 - т + 1 (Т)^Ѵт (2 ^ А : ) ,  ЕНт(г) = Е _ й + і  ^ 2т(т +  к)гк.
Окончательно, полуортогональный сплайн-всплеск порядка т  равен 
фт(і) = ТХ=о2 лДдт, к ^ ( 2 і  <^к)} зирр фт =  [0 , 2  т  <̂ >1 ].

Рпс.2. Граф ик ф3(і).

19 Регулярны е К М А  в Ь 2(К/
Перейдем от рассмотрения одномерных КМ А к многомерным. Следую­
щее определение обобщает определение 1 1 . 1

О п р е д е л е н и е  19.1 Кратномасштабный анализ (КМА)  - это последо­
вательность замкнутых подпространств Ь2(К ” ), удовлетво­
ряющая следующим свойствам:

V, с  ѵ;+ І; 

ц , € 2  У, = І 2 (К П);

(19.1)

(19.2)
(19.3)
(19.4)

(19.5)

/ € V' е  / (2 - ' . )  € Ѵ&;

/  Е Ѵо -ФФ- /( •  <^к) Е Ѵо йля любого к Е 2 й; 

существует функция (/ Е Vо такая, что последовательность
{(/(• -Ф^А;)}/^™ образует базис Рисса в Ѵо- (19.6)

Напомним, что последовательность {<7ой(-) :=  9І- ^ к ) } к е 2 п является  
базисом Рисса в Ѵо, если [док\ке2п = Уо и существуют две константы 
А > 0, В > 0 такие, что

А ( ^ 2  Ы 2) 1/2 <  II ' П  с к 9 о к \ \ ь ц к )  <  В ( ^ 2  \с к \ 2 ) 1 /2
кет,п кет, кет,п

д л я  любой последовательности чисел {ск} ке7,г-
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Э ффективность использования всплесковых базисов в функциональ­
ных пространствах, отличных от Ь2(К ” ), зависит от регулярности соот­
ветствующего КМ  А.

О п р е д е л е н и е  19.2  КМА называется г-регулярным (г Е N ),
если функция д(х) в (19.6) может быть выбрана так, что

\да д(х)\ < С т (1 + \х\)-т (19.7)

для любого целого т  Е N  и для любого мульти-индекса а  =  (« і, ...,« „ ), 
удовлетворяющего |сс| <  г.

Следую щ ая теорема показывает, как  перейти от базиса Рисса к кано­
ническому ортонормированному базису (см. д л я  сравнения одномерный 
случай в теоремах 9.1, 9.2, 9.3).

Т е о р е м а  19.1 Пусть -  КМА в А2 (К П). Тогда существуют две
константы с2 >  С\ > 0, такие, что для почти всех ш Е К ” имеем

сі <  ( ^2  \9ІШ +  2А;тг) | 2
\ к е 2 п

Далее, если ір Е А2 (К П) определена в образах Фурье

ф{ш) = д(ш) ( X I І9Іи  + 2ктт\2 
\ке2"

то \}р(х <^к)}і:е2 п является ОНВ в Ѵо-
Наконец, пусть последовательность { / ( х  <^к)}ке2 п ортонормирова- 

на, где функция /  Е Ѵо- Тогда эта последовательность является ОНВ 
в Ѵо и /(ш) =  где Ѳ(ш) Е (7 00 (К /1), |$ (^ )| =  1 почти всюду, и
Ѳ(ш +  2кіт) =  Ѳ(и) для любого к Е 2 й.

Следую щ ая теорема показывает, что ортогонализация (19.9) сохра­
няет регулярность КМ А.

(19.9)

(19.8)
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Т е о р е м а  19 .2  Пусть {Ѵ1}іе% -  г-регулярный КМА в іѵ2 (К п). Тогда 
функция ір Е Ѵо, определенная в (19.9), удовлетворяет оценке

\даф ) \ < С т{1 + \х\)~т, (19.10)

для любого целого т  Е N  и для любого мульти-индекса а  Е № ,  удовле­
творяющего |сс| <  г.

П окаж ем , как  получить КМ  А в іѵ2 (К 2), используя одномерный КМ  А 
в іѵ2 (К ). Определим Ѵ3 С іѵ2 (К 2) как  замы кание в іѵ2 (К 2 )<ф=̂ нор- 

ме алгебраического тензорного произведения Ѵ?0Ѵ?. Полученный КМ  А 
назы ваю т сепарабельным. Если многомерный КМ А нельзя получить 
описанным способом, то его назы ваю т несепарабельным.

В сепарабельном случае ортонормированный базис в Ѵо состоит из 
произведений ср(х <^к)ір(у <^к ) } (А;,/) Е 2 2. Другими словами, полагая 
ср(х, у) :=  ср(х)ср(у), получаем, что ортонормированный базис в Ѵо я вл я ­
ется орбитой функции (р под действием 2 2.

Пусть УѴо - ортогональное дополнение Ѵо до Ѵ\. Тогда

= Ѵо 0 Ѵо 0 УѴо 0 УѴо 0 Ѵо 0 УѴо 0 т .

Действительно, Ѵ\ =  (Ѵо 0  т )  ® (ѵ0 0  УѴо), и достаточно воспользо­
ваться дистрибутивностью тензорного произведение по отношению к сло­
жению. Пусть По обозначает ортогональное дополнение Ѵо до Ѵ\. То­
гда По =  Под 0 И ^о 0 Щ,і,  где Под =  Ѵо 0 УѴо, П ^о =  УѴо ® Ѵо,
т , і  = т  ® т .

Д л я  получения ортонормированного базиса в По надо взять объеди­
нение последовательностей ср(х ^  к ) ф( у  /), ф(х  к)ір(у -ФФ- /), и 
ф(х  <^к)ф(у  <^1)}к }1 Е 2 2, которые являю тся ортонормированными ба­
зисами В Под, П^о И И/ід.

Проблема построения всплескового базиса на основе КМ А в іѵ2 (К п) 
в общем случае является  более сложной. Однако в [Сг] доказана

Т е о р е м а  19 .3  Пусть -  г-регулярный КМА в Ь2(Кп). ѴѴ3 - орто­
гональное дополнение Ѵ3 до Ѵ]+\. Тогда существуют д :=  2П<ФФ>1 функций 
фі,...,фд из Vі со следующими свойствами:

|5 “Ѵ’/(ж )|<С 'лг(1  +  |Ж|) - ІѴ (19.11)
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для любого мульти-индекса а  Е с |сс| <  г, любого х Е К п и любого
N  > 1;

-Ф̂ А;), 1 <  / <  5 ,^: Е 2 1*} является ОНВ в П о ­

С л е д с т в и е  19.1 Функции 2п̂ 2фі(23х <$к), 1 <  I <  д, А; Е 2 й, Е 2 , 
образуют ортонормированный базис в Ь2{К ” ).

З а м е ч а н и е  19.1 Не известен метод построения несепарабельного 
многомерного КМА в Ь2{К п); у которого всплесковый базис со­
стоит из компактных функций. Дело в том, что алгоритм К.Гро- 
шенига (К.СгосІіепід) даже при применении к компактной масштаби­
рующей функции ір не дает всплесков с компактным носителем. Оче­
видно, что сепарабельные многомерные всплески, полученные на основе 
всплесков Добеши, имеют компактный носитель.

20 Н еравенства Бернш тейна
Регулярность масш табирующ ей функции (19.7) позволяет рассм атри­
вать КМ А не только в Ь2{К ” ), но и в других функциональных 
пространствах, например, в І / ( К П), р Е [1,оо].

Л е м м а  20 .1  Пусть ортогональная масштабирующая функция ір удо­
влетворяет (19.7). Тогда существуют две константы с2 > с\ >  0 та­
кие, что для любого р Е и любой конечной суммы 
/ ( ж) =  Ей а(к)ір(х <^к) выполнены неравенства

с . і і Л і р  <  ( і :  | « ( Я - ) Г ) 1 / Р  <  с 2 | | / | | р -  ( 2 0 . 1 )

к

Доказательство. Н ачнем с крайних случаев. При р = оо

|/(ж )| <  X ) И ^ ) І И ж ^ ) І  <  8иР
к к

где С(ц>) :=  8ирг,еКп Е й е2  |(/3(ж ^ к ) \ .  В другую  сторону воспользуемся 
тем, что а(к) = / к „ /(х)ір(х <^к)сІх, поэтому |а(А;)| <  ||/ ||о о |М |і-  

С лучай р =  1 разбирается такж е:

/ в »  IІ ( х ) \ с І х  <  / К п Е к  \а і к ) \ Ы х  О к ) \с і х  <  Е й  | а ( А ; ) | | | ^ | | і ;

Е к \а {к )\ < / в »  І / ( Ж)І Е к Ы х <^к)\(1х < С(<р)ІІ/Ці.
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Рассмотрим общий случай. Пусть д -  сопряж енны й показатель к р, 
т.е. 1 /р - \ - =  1. Запиш ем \ср(х^к)\ = \ср(х ^ к ) \ 1̂ р\ср(х ^ к ) ] 1̂  ̂ что дает

1Я>)1 <  Е к М Ш М *  •»(.-)! <  

<  ( &  Н Ч | РИ *  « 1 ' ) | ) 1/р( Е 4 \ ф  « к ) | ) ‘ /« <  С » ( Е і  | а ( Л ) | ’’) 1/р,

откуда следует левая  часть неравенства (20.1). Д л я  доказательства 
правой части используем то, что а(к) =  / К„ / ( х )р (х  -ФФ>А;)б?ж, поэтому 
\а(к)\ < (/Кп |/(ж ) |р|^(ж ^к) \ ( Іх )1І'р\\ѵ\\\ІС1 .П

Определим Ѵо(р) как  пересечение Ѵо П І / ( К П) д л я  1 <  р <  2, и 
как  замы кание Ѵо по і / ( К п)-норме д л я  2 <  р <  оо. По лемме 20.1 
/  Е Уо(р) тогда и только тогда, когда /(ж ) =  а(к)ір(х <^к)} где
а(к) Е Ір{Ъп).

Определим Ѵо(оо) как  векторное пространство, чьи элементы могут 
быть записаны как  /(ж ) =  1і т / т (ж), где предел является  равномер­
ным на ком пактах и где / т  Е Ѵо и зирт > 0  | | / т | |оо <  оо. Д ругими слова­
ми, /  Е Ѵо(оо) тогда и только тогда, когда /(ж ) =  а(к)ір(х <^к)} 
где а(к) Е 1°°(2іп).

Наконец, определим Ѵ3(р): /( • )  Е У3(р) О- / ( 2 - -'-) Е Ѵо(р). Очевидно, 
что Ѵ3(р) вложено в І / ( К П).

Т е о р е м а  20 .1  [М, с.32] Пусть Ѵ ^ і  Е 2, -  г-регулярный КМА в ^ ( К ” ). 
Тогда существует константа С такая, что для 1 <  р <  оо,^ Е 2 , 
/  Е Ѵ̂ -(р) и |сс| <  г выполнено неравенство

\\да/\\р < С 2 ^ \ \ / \ \ р. (20.2)

Доказательство.  Заменой переменной все сводится к случаю  і  =  0. 
Пусть /(ж ) =  ^2к а(к)ір(х <^к). Тогда |<9"/(ж)| <  ^2к \а(к)\\даір(х <^к)\. 
Повторение рассуж дений доказательства левой части (20.1) дает 
||<9а/ ||р  ^  С{12к \а (к) |р)1/Лр, что можно оценить, используя правую  часть 
(20 .1). □

Напомним, что классическое неравенство Бернш тейна утверж дает, 
что д л я  любого а  Е ||<9“/ ||р  <  ^ ^ іі / і ір -  гДе /  “  произвольная ф унк­
ция из І / ( К П), 1 <  р <  оо, чье преобразование Фурье имеет носитель в 
ш аре \іо\ < К.
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Таким  образом, теорема 20.1 показывает, что по своим диф ф еренци­
альны м свойствам элементы  Ѵ3 близки к целым ф ункциям  экспонен­
циального типа 2-?, их преобразование Фурье сосредоточено в полосе 
[^23,23].

21 Регулярны е К М А  и полиномы
Пусть {Ѵ3} -  г-регулярный кратномасш табный анализ в Ь2($Ѵ1)} 
{Р3 : І 2(К ) У,} -  ортогональные проекторы. Очевидно, что

РоЯх ) = [  Е(х,у)/(у)<Іу,  (2 1 .1 )
•/К"

где Е (ж, у) :=  <^к)ір(у <^к)} ір -  ортогональная масш табирую ­
щ ая функция. Д л я  произвольного і  Е 2

Рз Я х ) = [  Ез(х,у)/(у)<Іу,
•/К"

где Е3(х}у) :=  2пзЕ(23х } 23у). П еречислим простейшие свойства ядер. 

Л е м м а  21.1
Iд°д$Е(х, у ) | <  Ст(1 +  |ж &у\)~т, (2 1 .2 )

для любых т  Е ГѴ, |сс| <  г , Щ < г;

Е(х  +  к, у +  к) = Е (ж, у), к Е 2 й; (21.3)

н т  ц р , / ^ / і и 2(к) =  о.З̂ -оо

Д л я  доказательства последнего свойства в функциональных прост­
ранств, отличных от Ь2{К ” ), нам потребуется следующий фундамен­
тальны й результат, показываю щ ий, что полиномы степени не выше г 
инвариантны относительно проекторов Р3 г-регулярного КМ А (точная 
формулировка в следствии 2 1 . 2  ниже).

Т е о р е м а  21 .1  [М, с. 33] Для  любого мулътииндекса а  Е с порядком 
|сс| <  г выполняется равенство

Е (х ,у )уа(1у = х а. (21-4)п
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Схема доказательства. В доказательстве существенную роль играет 
вложение Ѵо С Ѵ ^ і  Е N 5 которое на язы ке проекторов превращ ается в 
равенство Р0 =  Р3Ро или в терминах ядер:

Е ( х 7у) = 2пз [  Е(2]х, 23и)Е(и} у) Ли. (21.5)

Рассмотрим сначала случай г =  0. Надо доказать, что

[  Е(х,у)сІу = 1 Ѵж Е К ” . (21.6)
ІК"

Свойство (21.2) имеет вид:

\Е(х,у)\ < Ст( 1 + \х ^ у \ ~ т), Ѵш Е N . (21.7)

Пусть Цо(х) :=  / к „ Е(х, у)сІу. В силу (21.3) //о является  2 п-периодической 
функцией

Цо(х +  к) =  Цо(х) \/к Е 2 й. (21.8)

Равенство (21.6) получается предельным переходом из (21.5) при по­
мощи следующего результата.

Л е м м а  21 .2  [М, с. 34] Для  любого у Е К ” и для почти всех х Е 
имеем

І і т  { 2П1 [  Е(2]х 1 23и)Е(и, у)сІи <^/і0 (2-'ж)_Е,(ж, у ) \  = 0. (21.9)
І - > оо  1. )

Д оказательство этой леммы основано на свойствах точек Лебега.
Из (21.9) с помощью (21.5) получаем, что д л я  почти всех ж Е К ”

І і т  (1 <^//0 (2-'ж))_Е,(ж, у) = 0 Ѵу Е К ” . (21.10)
І - >  оо

У м нож ая (21.10) на /  Е Ѵо и интегрируя, имеем

І і т  /і0{23х ) / (х )  = /(ж ) V / Е Ѵо- (21.11)
І - >  оо

Заменой переменных получаем тож е самое д л я  /  Е У]0,Іо >  0. Т ак как 
//о принадлеж ит Х0 0(К,?г), сходимость в (2 1 .1 1 ) имеет место в ^ ( К ” ).
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Из (19.2) следует, что (21.11) имеет место д л я  любой /  Е іѵ2 (К п). В 
частности, полагая /  =  /С[0 ,і]” и используя периодичность ц0 (см .(2 1 .8 )), 
имеем

/  |1  <фф>/і0 (ж)|2б?ж =  / |1  <^//0 (2 -'ж)|2б?ж —у 0  при і  —у оо.
7[о,і]п »'[о,і]п

О ткуда следует, что ц0(ж) =  1.
Д л я  г =  0 результат можно доказать проще, однако приведенное 

доказательство без больших изменений переносится на г >  1. Р азло­
ж им Е (и } у) в ряд  Тейлора по степеням и -ФФ>ж д л я  того, чтобы оценить 
2П1 /  Е(2]х, 21и)Е(и, у)сІи. Имеем

Е { щ у ) =  ^2  д“Е(х ,у)  +  Е(и,х ,у ) ,  (2 1 .1 2 )— ГУ'0<|а |<г

ГДе
К(и, ж, у) :=  Е|«|=г ("~Т)а^«(ц , ж, у),

8а(и, ж, у) := г /0Х д“Е(1и +  ( 1  -^ і )ж, у ) ( 1  і)г~гйі.

Сделаем замену и = ж +  2_:,5, которая превращ ает 8а(и} ж, у) в

/* ̂
8 ^ \ з , х , у )  = г І  д"Е(х + і2~3з, у)(1 ^ ) Г_1Л . (21.13)

•/ о
Обозначим

ца(ж) :=  —- Е(х,и)(и  <?=?х)асІи. (21.14)
а!

Функция //„ (ж) является  непрерывной и 2 п-периодической (см. (21.8)). 
П одставляя (21.13-21.14) в (21.12) и в (21.5), получим, что

2пз / Кп Е(23ж, 2 1и)Е(и, у)(1и =  Е о < « < г  2“-?|" |//„(2-?ж)9"_Е,(ж, у) +

+ г 2 - ^  Е|«|=г /в.» /о Е(23х 7 У х  +  з ) ^ Э Д ж  +  і2~3 з, у)( 1 =

=  Е(х,у).
(21.15)

Д оказательство того, что //„(ж) =  0 проводится индукцией по 
р :=  |сс| Е [1,г]. Разберемся случай р =  1. В (21.15) Е(х,у)  сокращ а­
ется, т.к. Цо(х) =  1. Поэтому

2 ^ І “ І ^ ( 2 ^ж)а“ Е(ж, у) +  0{2~3'г) = 0 , (21.16)
1 < Ы < Г - 1
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где оценка О равномерна по ж и у. У множим (21.16) на 23 и перейдем к 
пределу

І і т  ^ 2  І^а(23 х)д“Е ( х } у) =  0. (21.17)
^ ° ° Н = і

Теперь мы повторяем анализ, проделанный д л я  случая  г =  0. Умножим 
(21.17) на /  Е Ѵо и проинтегрируем:

І і т  V  /і„ (23х)да/  = 0 . (21.18)
\а\ =  1

Пусть д -  непрерывная 2 п-периодическая функция. У множим (21.18) на 
произведение д{23ж)Д(ж), где к Е -0 (К П), и проинтегрируем. Перейдем к 
пределу по —>■ оо и воспользуемся хорошо известной леммой.

Л е м м а  21 .3  Если и(ж) Е іѵ°°(К’г) является Ъп-периодической функци­
ей и ѵ(х) Е іѵ1 (К п), то

І і т  / и(Хх)ѵ(х)сІх = ( и) ѵ(х)сІх, (21.19)
ІѴ-»оо ■! ■!К"

где
[ и =и =  ' ' ' /  и ( Жі, • • • , жп )б?Жі • • • б?жг 

7 ./о/О ./О
Окончательно получим, что

9 ^ ) { д аІ  Л )  = О- (2 1 .2 0 )
М=і

П олагая са = /  дца} из (21.20) получаем, что векторное поле Е |« |= і сада 
аннулирует любую функцию  из Ѵо- Заменой переменной устанавлива­
ется, что аннигиляция имеет место д л я  любой функции из Е N . 
У читы вая (19.2), получаем это свойство (в смысле обобщенных ф унк­
ций) д л я  всех /  Е 1 2(Кп). Т аким  образом, са =  0 д л я  любой функции д, 
что означает, что ца = 0 при |сс| =  1 .

Д л я  р =  |сс| <  г доказательство проходит без каких-либо изменений. 
Мы получаем, что ца =  0 при |сс| <  г.

О стается разобраться со случаем  |сс| =  г. Равенство (21.15) превра­
щ ается в

^  ' :Х + 8)— 0 ^ [ Х  - ' -  ......  — V -1.
, , ■)о а!
| су| = г

^2  Е{23х,23х + &)— д*Е{х + 12-3& ,у ) {1 Щ г- 1(1и& = 0. (21.21)/
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Воспользуемся тем, что д®Е(х}у) Е Ь°°(сІх) д л я  любого фиксированного 
у. Почти все точки х Е К ” являю тся точками Лебега рассматриваемой 
функции. Если х -  точка Лебега, то в (21.21) д"Е(х  +  і2~3з,у)  можно 
заменить на д®Е(х,у).  Т аким  образом, предел по і

83{х, у) :=  г Е |а |= г /в »  Іо Е(23х, 23х +  з ) ^ д “Е(х,у)(1 <Ы)г- у<Мз =

= г Е | « | = г  /в.» Е ( 23х, 23х +  з ) ^ д “Е{ X ,  у)(із / о ( 1  ^ ) г _ 1 сЙ =

=  Е | « | = г  Ѵа{23 х)д“Е(х,у)

равен 0 д л я  любого у Е К ” и д л я  почти всех х Е К ” . Функции 5 -̂(ж, у) 
удовлетворяю т равномерной оценке \81(х}у)\ <  Ст( 1 +  |ж<^>у|)_ т . Умно­
ж ая  на /  Е Ѵо и интегрируя, находим, что ^2\а\=г ц а(23х)да/  сходится 
к 0 почти всюду и в Ь2{К ” ), так как  можно применить теорему Лебе­
га. Т акж е как  и в случае з <  г, заклю чаем , что все коэф ф ициенты  ц а 
обнуляю тся при |сс| =  г.

И так, доказано, что / к „ Е(х, у)(х -ФФ>у)"б?у =  0 д л я  1 <  |а | <  г и 
Ік п Е(х, у)йу =  1. Отсюда следует, что / к „ Е ( х 7у)уасІу = х а при
I I "гт « у а (у ~ х )^\а \ Ь  г* Действительно, запишем =  2^/?+7=а р\ ~̂\ и ’ после интегри­
рования по у, все члены в правой части обнуляю тся, за  исключением 
[3 = 0  и 7  =  « .□

Теорема 21.1 мож ет быть переформулирована, если расш ирить 
область определения проекторов Р3 на объединение пространств 
Ь2{К ” , (1 +  | ж | ) _ т б?ж), т  Е N . Такое расш ирение возможно, т.к. ядра  
проекторов Р3 убывают быстрее любой степени при |у<^ж| стремящ емся 
к бесконечности. П ространство образов теперь будет отличаться от Ѵ17 
но будет полным по норме Ь2{К ” , ( 1  +  \х\)~тАх).

С л е д с т в и е  21.1  Пусть Ѵ3 -  г-регулярный КМА в ^ ( К ” ) и пусть 
Р, : 1 ‘(И ") ѵ; ортогональный проектор на ѴГ Тогда Р3(М)  =  М  
для любого полинома М  степени меньше или равной г.

Значение теоремы 21.1 состоит в том, что она устанавливает сход­
ство проекторов Р3 с операторами свертки. Последние коммутирую т с 
операторами частичного дифференцирования, тогда как  операторы Р3 
коммутирую т приближенно с да при |сс| <  г.

Заф иксируем  функцию  д Е Д К П) с интегралом, равным 1. Обозна­
чим через д3 функцию  2пзд{23х) и через 0 3 -  оператор свертки с д ^ і  Е 2 .
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Теорема 21.1 позволяет сравнить даР3 с С]да д л я  мультииндексов а  с
Ы  < г-

Т е о р е м а  21 .2  Пусть і  Е 2 , -  г-регулярный КМА в іѵ2 (К п). Тогда 
для любого мультииндекса а с \а\ <  г существуют функции 
п {а’гзЦх,у)  е  і ° ° ( к п, к п), заиндексированные мультииндексами 
(3 с\(3\ = |сс| и удовлетворяющие неравенствам

|К ^ \ х , у ) \  < Ст( 1 +  \ х ^ у \ ) ~ т (2 1 .2 2 )

для любого т  Е N . Эти функции удовлетворяют также равенству

[  Я{а'13)(х,у)<1у = 0 (21.23)
ІЕ "

тождественно по х и определяют для любого і  Е 2  операторы

К ^ Л х )  :=  2^' [  Ух,  Ѵу)/(у)<1у, (21.24)

для которых верно следующее тождество

даР3 =  Я ^ д 13, (21.25)
| /3| =  | « |

где да =  (д / д х і ) а 1 • • • (<9/<9жп)"п.

Доказательство.  Ясно, что (21.25) достаточно доказать д л я  і  =  0. 
Общий случай получается заменой переменных.

Заф иксировав ж, рассмотрим д®Е(х}у) как  функцию  по у. По тео­
реме 21.1 имеем д®Е(х,у)уІЗ(Іу =  0 при \[3\ <  |сс| и (3 ф а ,  тогда как 
/в»  д*Е(х ,у)уа(1у = а!.

Заметим теперь, что ядро д(ж -ФФ-у) оператора О  :=  Сто имеет та­
кие ж е свойства: д“д(х <фф>у)у̂ б?у = 0 при \[3\ <  |сс| и (3 ф а,
/в»  0 у ) у а(іу = « !-

Рассмотрим разность і?"(ж, у) :=  д " Е(х, у) <ФФ><9"д(ж <ФФ>у), д л я  которой 
ІЕ" Ка(х, у)у13с1у = 0 при |/3| <  |сс|. Рассмотрим 
/ “ (ж, у) :=  Ка(х,х  +  у) =  д®Е(ж, ж +  у) •ФФ><9"д(<ФФу), как  функцию  от у 
при фиксированном ж. Эта ф ункция принадлеж ит пространству ^ ( К ” ), 
которое определяется следующим образом.
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О п р е д е л е н и е  21.1  ^ ( К ” ) -  это векторное пространство функций / ,  
удовлетворяющих неравенствам \да/(х)\  <  Ст( 1 +  |ж |)_ т  для любого 
т  Е N  и любого мулътииндекса а  Е с |сс| <  г.

Л е м м а  21 .4  Пусть 0 < з < г. Если /  принадлежит ^ ( К ” ) и удовле­
творяет условиям / п „ /(ж)ж"б?ж =  0 для любого а  Е с | а  | <  г, то

Д ж) =  52 даМ х ),
\а\ = з

где / а Е ^ ( К ” ) и / к „ / а(х)сІх = 0 для любого а  Е с |сс| =  з.

Д оказательство леммы проводится индукцией по размерности п. При 
п =  1 / 8 является  первообразной д л я  /  порядка з, которая стремится к
О на бесконечности.

П рименим лемму к функции /" (ж , у), которую будем рассматривать 
как  функцию  по у, зависящ ую  от парам етра ж. П олучаем, что

д :Е(х ,у )  = ( Ы р д * д ( х ^ у ) +  ^ Д ( “-0 )(ж ,у), (21.26)
І 0 І = М

где |і?(“ ’̂ (ж , у)| <  Ст (1 +  |ж ^ у \ ) ~ т д л я  любых т  Е N . Более того, 
Іпп Ц(а’̂ ( х ,  уЦу  =  0  д л я  любого ж.

Интегрирование по частям  показывает, что ядро оператора Ѳода со­
впадает с (^1)Н «9“#(ж &у).  □

З а м е ч а н и е  21.1  Функции / а из леммы 21.4 линейно и непрерывно за­
висят от / .  Например, если /  является непрерывной функцией некото­
рых параметров, то тоже будет верно для функций /„ .  Это означа­
ет, что функции К^а'^  будут непрерывными по всем переменным, если 
масштабирующая функция ір принадлежит С"’(К П).

З а м е ч а н и е  2 1 . 2  Аналогичными рассуждениями доказывается, что

Р ,+І « Р ,  =  2 ->' ѵ  р і / Ѵ ,
Щ = г

где определяются ядрами 2П]К ^ ( 2 3х 1 23у) и удовлетворяют
свойствам, аналогичным свойствам К^а'^\
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22 К М А  в пространствах Соболева
Т е о р е м а  22 .1  Пусть г Е N  и Ѵ},з Е 2 , является г -регулярным КМА в 

Если /  принадлежит пространству Соболева и
-ФФг <  з <  г, то Р3(/)  сходится к /  в п)-норме.

В доказательстве этой теоремы используется следую щ ая лемма.

Л е м м а  22 .1  Пусть К ( х }у) -  функция из X К ” ), удовлетворя­
ющая неравенству \ К Xх ,У) I <  С{1 +  |ж &у\) п \  и

Тх : Ьр{Кп) Ьр{Кп), 1 < р < о о ,  X > О,

операторы с ядрами АпА"(Аж, Ау), Тд/(ж) =  Л” / к „ К(Хх,  Ау)/(у)б?у. 
Если / п „ К(х,у)сІу = 0 тождественно по х и 1 <  р <  оо, то

І і т  ||ГА(/) ||р  =  0 для /  Е Ер.
Л—̂ОО

Если /к „ К(х,у)сІу = 1 тождественно по х и 1 <  р <  оо, то 

І і т  ||Г л (/) < ^ / ||р =  0 для /  Е іѵр.
А—>-оо

ІТри р = оо предположим в дополнение, что /  является равномерно 
непрерывной и что К (х ,у )  является непрерывной функцией по х при 
каждом фиксированном у. Тогда, если / к „ К(х,у)сІу = 1 и /  Е Х°°(К.?г), 
то

Ііш ||Г л (/) О/Цоо =  0 .Л—̂оо

Доказательство. Во-первых, заметим, что норма оператора 
Тд : іѵр(К п) —у І / ( К П) является  конечной и не зависит от Л.

Если 1 <  р <  оо, то достаточно рассмотреть плотное подмнож ества в 
іѵр(Кп). Пусть /  непрерывная ф ункция с компактны м носителем. Тогда 
Т д /(х) является  0(\х\~п~1) при \х\ —>■ оо равномерно по А >  1. Т ак как 
/в» К ( х ,у)<іу = 0 , то

ТА/(ж ) = Хп [ К(Хх,  Лу)/(у)о?у = Хп [ К(Хх,  Л у)(/(у ) <^/(ж))б?у,
•/К™ ІК"

что меньше, чем (7 /цп(1 +  \у\)~п~1ѵо(Х~1\у\Д)(іу = : е(Л), где т -  модуль 
непрерывности / .  Из теоремы Лебега о доминируемой сходимости сле­
дует, что Іітд^оо е(А) =  0. Т аким  образом, функции Тд/(ж) сходятся к 0
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равномерно по ж и равномерно по Л являю тся 0(\х\~п~1) при \х\ —>■ оо. 
Значит они сходятся к 0 в і / ( К п)-норме.

Второй случай леммы, когда / к „ К(х,у)сІу =  1, является  следствием 
первого. Пусть д -  непрерывная ф ункция с компактны м носителем, чей 
интеграл равен 1. Заменим К ( х }у) на і?(ж ,у) :=  К ( х }у) <^д(ж -ФФ>у) и 
применим первый случай.

Доказательство теоремы 22.1. Пусть з = г. Надо доказать, что для  
/  Е Ж 2в(К п) и |сс| <  г Ііпъ^оо \\даР1(/)  <^да/\І2 =  0. По теореме 21.2 
имеем даР3 =  0 3да +  Е|/?|=|с*| поэтому достаточно применить
лемму 2 2 .1 .

Если з не целое и 0 <  з <  г, то заметим, что операторы 
Р] : Ж | Ж І равномерно ограничены. Это следует из крайних слу­
чаев 5 =  0, з = г и следующей интерполяционной теоремы.

У т в е р ж д е н и е  22 .1  Любой непрерывный оператор Т  : Ь2 —>■ Ь2} чье су­
жение на пространство Соболева Ж 2 является непрерывным линейным 
оператором из Ж 2 в Ж 2 , является также непрерывным оператором из 
Ж | в Ж | для 0 < з < г. Если нормы Т как оператора в Ь2 и Ж 2 обо­
значить как Со и Сі соответственно, то норма Т  как оператора в 
Ж 2,0 <  5 <  г, не превосходит т а х (С о ,С і) .

Из равномерной ограниченности операторов Р3 и плотности Ж 2 (К П) 
в Ж 2в(К п) следует утверж дение теоремы.

Д л я  доказательства теоремы 22.1 при -ФФг <  з <  0 нуж но сначала 
определить Р3 на Ж 2 (К п). Заметим, что іѵ2 (К п) плотно в Ж 2 (К П). Если 
/ и  д принадлеж ат іѵ2 (К п), то (Р)(/),д)  =  ( / ,  Р^д)).  Теперь мы пред­
положим, что /  принадлеж ит Ж 2в(К п), где -ФФг <  з <  0, и что / т  -  это 
последовательность функций Ь2{К ” ), сходящ аяся к /  в Ж 2в(К п)-норме. 
Тогда, д л я  1 =  -ФФз и д Е Ж 2 (К П), имеем

(Рз(Іт),д) = ( / т ,  Р](д)) ( / ,  при ТП У ОО.

Поэтому мы определяем Р3(/)  Е Ж 2 (К П) следующим образом:
(РАЛ^д) = ( І , рі(д))- Т ак как  р!  = рз , то (РАЛ^РАд)) = (рЛЛ,д)-

По двойственности операторы Р3 : Ж 2в(К п) —>■ Ж 2в(К п) равномерно 
ограничены. Кроме того, іѵ2 (К п) плотно в Ж 2в(К п) и Р^(/)  сходится к 
/  д л я  /  Е І 2 (К И). Из этого следует, что Р^(/) сходится к /  в Ж 2в(К п)- 
норме. Стандарны м способом доказы вается, что Н т . , - ^  Р^(/) =  /  для  
распределений / ,  принадлеж ащ их Ж 2 (К П) при -ФФг <  з <  0.П
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З а м е ч а н и е  22.1  Теорему 22.1 можно обобщить на пространства ѴѴ̂  
с -ФФг < з < г и ! < р < о о .  Для  функций и распределений /  Е \Ѵр 
проекции Р3(/)  сходятся к /  в -норме.

Случай р = оо требует отдельного рассмотрения. Определим про­
странство Е N 5 условием, что да/  принадлежат іѵ0 0 (К ?г) для 
любых а с \а\ < га. Тогда, для /  Е И7"™, 0 <  га <  г, последователь­
ность Р3(/)  равномерно ограничена в IV™ и слабо сходится к / ,  т.е.

У  Р Л Л з ^  -> /  І9<1х Уд Е

Можно заменить Ж™ (К /1) на пространство (7™(КП), определяемое 
условием, что все производные <9"/, |сс| <  га, ограничены и равномер­
но непрерывны на К ” . Тогда, для любой функции /  Е (7™(К /1) проекции 
Р1(/)  сходятся к /  в (7™(КП) -норме при 0 <  га <  г. Если масштабирую­
щая функция ір принадлежала (7™(К ” ) и быстро убывает на бесконеч­
ности вместе со всеми производными порядка |сс| <  г, то сходимость 
имеет место и при га =  г.

Если ір Е Ст(Ип) и имеет компактный носитель, то Р3(/)  сходят­
ся к /  Е Ст(К ” ) в Ст(Ип)-норме.

23 Операторы О? = Р3+1 — Р/
Пусть і  Е 2 , -  г-регулярны й КМ А в іѵ2 (К п) и ИТ,- -  ортогональное 
дополнение Ѵ3 до Ѵ]+\. Ортогональный проектор из іѵ2 (К п) на ѴѴ3 ра­
вен =  Р] + 1 <^РГ Ясно, что /( • )  Е По тогда и только тогда, когда 
/(2-?-) Е ИТ,-. Кроме того,

ОО

І 2 (Н “ ) =  ® И .- ,  (-23.1)
— ОО

т.к. объединение Ѵ3 плотно в Ь2{К ” ), а пересечение Ѵ3 равно {0}. Любую 
функцию  /  Е Т2(Кп) можно разлож ить в ортогональный ряд

ОО

/  =  Е  % (/)■  (23.2)
— ОО

П окаж ем , что классические нормы пространств функций и распределе­
ний легко вы числяю тся с использованием этого разлож ения.
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Распространим разлож ение (23.1) на І / ( К П), 1 < р < оо. Если
1 <  р <  2 , то \Ѵ^(р) определим как  пересечение ѴѴ3 с І / ( К П), что согла­
совано с определением Ѵ3(р) (см. с. 51). Тогда Ѵ1+і(р) =  У3(р) +  ѴѴ3(р)} 
где сумма прям ая, но не ортогональная. О ператоры Р3 и проектиру­
ющие Ѵ]+\(р) на Ѵ3(р) и \Ѵ^(р) соответственно, являю тся непрерывными 
в Ьр(Кп) ( см. лемму 22.1). Кроме того, при 1 <  р <  2 д л я  любой ф унк­
ции /  Е І / ( К П) || РД\\р —> 0 при і  —>■ -ФФоо. Т аким  образом, функция 
/  Е І / ( К П) м ож ет быть единственным образом записана в виде

ОО

/  =  'ЪІЧі, гДе Чі С Щ{р),  (23.3)
— ОО

где частные суммы сходятся к /  в АР(К П) при 1 <  р <  2 .
В случае 2 <  р <  оо простраства \Ѵ^(р) определяю тся как  замы кание 

ѴѴ3 в І / ( К П). Тогда (23.3) распространяется на І / ( К П), 2 <  р <  оо.
Д л я  р = оо ѴѴз(р) -  это замы кание ѴѴ3 в ^ “ (К ” ) с топологией 

а ^ Д 1).
Следующий результат дополняет и уточняет неравенства Бернш тей­

на.

Т е о р е м а  23 .1  Пусть Ѵ3Д  Е 2 , -  г-регулярный КМА в А2 (К П). Тогда 
существуют две константы С2 >  С\ >  0  такие, что для любого целого 
5 Е N , 8  Е [0,г], для любого р Е [1, оо] и любой функции /  Е ѴѴо(р)

с , | | / | | , <  Е  І|9“ / | | ,  <  с 2| | / | | , .  (23.4)
І«І = *

Рели з нецелое и 0 <  з <  г, то

с т  <  І І Л 7 І І Р  <  с т ,  ( 2 3 . 5 )

где Л =  (^фЛ)1/ 2.

Доказательство. П равая часть (23.4) полностью совпадает с (20.2). 
Д л я  доказательства левой части обозначим через С^(ж,у) ядро проек­
тора д 0 =  Рі ^Ро-  Тогда очевидно, что /(ж ) =  / п „ С^(х,  у)/(у)б?у, если 
/  Е По- С одной стороны, |С^(ж,у)| <  Ст( 1 +  |ж -ФФ>у \)~т д л я  любого 
т  Е N . С другой, С^(ж,у) =  2п Р(2х,2у) <^Р(х , у ) , где Р ( х , у) -  ядро Р0} 
следовательно по теореме 2 1 . 1  / к „ С^)(х,у)уасІу = 0  при |сс| <  г.
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И спользуя лемму 21.4, получим, что Я(х іУ) = ^2\із\=здуС<}(з(х,у), где 
функции Яр такж е удовлетворяю т условиям
\Я[з(х}у)\ <  С'т( 1 +  \х <^у\)~т д л я  любого т  Е N . Т аким  образом

/(ж ) =  (  Я(х,у)/(у)<іу = (^фі) 3 52 I  я л х ^у)д/31{у)(1у- 
] к п  \ й = * к п

Т ак как  ядр а  Яр(х тУ) определяю т ограниченные операторы в І / ( К П) 
при 1 <  р <  оо (см. доказательство леммы 22.1), то левая  часть (23.4) 
доказана.

Пусть з -  нецелое и т  Е 2  такое, что т < з < т  +  1. Д л я  Я 0 имеют 
место два представления Я0 = Т,\р\=т Я/зд13 = Т.\р\=т+і Ярд13, которые 
приводят к равенству Я 0 =  ОА3} где О -  оператор, который ограничен 
во всех іѵр(К п), 1 <  р <  оо. Действительно, определим оператор свертки 
II, соответствующий м ультипликатору и(^) Е / ) ( К П), который радиален, 
равен 1 при |^| <  1/2 и равен 0 при |^| >  1. Пусть V  :=  I  Тогда

Яо = ЯъІІ +  ЯоѴ = Е т=т+1 Я ^ А ~ 3ѴА3 +  Я ^ А ~ 3ѴА3 =

= {Т,т=т+г Я ^ А ~ 3ІІ + Е т=т Я ^ А ~ 3Ѵ) А3 = : ОА3.

Непрерывность О в І / (К П) следует из непрерывности операторов 
д^А~3[І̂  \(3\ = ш  +  1, и д^А~3Ѵ, \(3\ =  га, в І / ( К П), которые являю тся опе­
раторами свертки, соответствующ ими м ультипликаторам  

| /3 | =  777, +  1 ,  И ^ | С | “ 3 ( 1  4 » м ( 0 ) ,  \Й =  т , ( С ТОЧНОСТЬЮ  ДО 

степени г). Эти функции являю тся преобразованиями Фурье интегри­
руемых функций, что заверш ает доказательство. □

С л е д с т в и е  23.1  Если 1 <  р <  оо и /  принадлежит И^-(р), то

С .2 ’‘ | | / | | ,  <  Е  ||0”/| |р  <  С 2 2 ” | | / | | ,  (23.6)
І«І = *

при целом з Е [0, г].
В общем случае действительного з Е [0, г]

с \2 13\\/\\р <  ||Л 7 ||р  <  С2213\\/\\р. (23.7)
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Доказательство. Д л я  доказательства достаточно сделать замену пере­
менных в (23.4) и (23.5). □

Заметим, что при N  Лв можно заменить в (23.7) на ( /  -ФФ>Д)в/ 2. 
Ясно, что при 1 <  р < оо ||Л3/ ||р  <  С(з,п)\\(І  ^>А )з/2/ | |р . Д  остаточно 
сравнить преобразования Фурье Лв/  и ( /  -ФФ>Д)в/ 2/ .  С другой стороны, 
II(I  <=^Д)з/2/ ||р  <  С'(з,п)\\(І  +  Л3) / ||р  при 1 <  р <  оо.

У т в е р ж д е н и е  23 .1  Если -ФФг < з < г, 1 < р < о о и / Е  И^-(р) йля € N 5 

то
С[2 ’1 / І І ,  <  | | ( /  » Д ) ‘ / 2 / І І ,  <  С'2Ѵ ‘ | | / | | „ ,  ( 2 3 , 8 )

г^е С*2 >  С[ > 0  -  константы.

Доказательство. В доказательстве нуж дается  только случай 
-ФФг <  з <  0, т.к. случай 0 <  з <  г рассмотрен в следствие 23.1. Замена 
переменной ж У 2] х сводит доказательство к следующим неравенствам

С ; і | / | | р < | | ( е / » Д ) ' / 2 / І І р < С ' | | / | | р , ( 2 3 . 9 )

д л я  /  <Е ѴѴо(р) и е :=  4~3.
Д л я  доказательства правой части воспользуемся тождеством

I  = II-\-Ѵ (см. доказательство теоремы 23.1). Оператор (е/<^Д ) в/ 2 р азл а­
гается на сумму ( е І ^ А у ^ Ѵ  и (е /< ^Д )в/ 2У. Второе вы раж ение -  это опе­
ратор свертки, соответствующий м ультипликатору 
(б+ \ш\2у І 2(1 -ФФм(ы)). Т ак как  и(со) =  1 при |ы| <  1/2, сингулярности пер­
вого м нож ителя в нуле уничтож аю тся за счет второго. Т аким  образом, 
оператор (е / -Ф^А)3/ 2Ѵ равномерно ограничен на Ер(Ип) при 1 <  р <  оо.

Д л я  изучения действия (е/<ффД)в/ 2[/ на ѴѴ0(р) используем воспроизво­
дящ ее ядро (^)(х,у) подпространства ѴѴ0. Тогда /(ж ) =  / к „ С^(х, у)/(у)б?у 
д л я  /  Е ѴѴо. Оператор (^)0 является  самосопряж енным и тождество 

= Е т=г Я/зд13 приводит к (̂ )0 = Е т=г где <5 /з равномерно огра­
ничены в І / ( К П) при 1 <  р <  оо. Т аким  образом, имеем

(еі у І 2ІІ{ = ((еі  ^ Д ) 8/ 2* / ^ ) ^ / ,
Щ= г

и операторы (е / -ФФ>Д)в/ 2 [/<9  ̂ : Ьр(Ип) —> Ьр(К ” ) равномерно ограничены 
в І / ( К П) при \(3\ = г >  |з| иО <  е <  1, т.к. соответствующие мультипли­
каторы  равны (б+  \ш\2у І 2и(ш)шР (с точностью до степени г) и совпадаю т
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с преобразованием Фурье интегрируемых функций. П равая  часть нера­
венства (23.9) доказана.

Пусть і =  -ФФз. Тогда /  =  Е0(/)  =  Е0(сІ -Ф=>Д)4/ 2 (е/-ФФА)*/2/ .  Операторы 
Е0(еІ ^ Д ) * / 2 равномерно ограничены в Ер(Ип) при 1 <  р <  оо, т.к. 
сопряж енные к ним операторы равномерно ограничены в І / ( К П) в силу 
теоремы 2 0 .1 . □

О характеризуем  пространства Соболева Ж ^ К ” ) в терминах разло­
ж ения (23.2).

Т е о р е м а  23 .2  Если Е ГѴ, -  г-регулярный КМА в ^ ( К ” ) и
з Е (-ФФг, г), то функция /  принадлежит пространству Соболева 
И/Г2в(К п) тогда и только тогда, когда Р0(/ )  € іѵ2 (К п) и ЦС^/ІЬ =  €з^~13 
для всех і  Е N 5 где Е /2 (ГѴ). Более того, ѴѴ2-норма /  эквивалент­
на сумме Ь2-нормы Ро(/) и /2 (ГѴ)-нормы последовательности еГ

Доказательство. Из теоремы 20.1 следует, что Ѵо С Ж ^ К ” ). Поэтому 
д л я  доказательства достаточности нуж но показать, что сумма функций 
Яз Е \Ѵ3 с Ц '̂Цг =  е̂ -2- -73, где е3 Е /2 (ГѴ), принадлеж ит Ж ^ К ” ). Заф икси­
руем положительное е, д л я  которого |з| +  2е <  г. П ространство ІѴ2 я вл я ­
ется гильбертовым со скалярны м  произведением 
((/^ф Д )в/,2и, ( I <^Л)3//2ѵ). Обозначим через || • | | 8 соответствующую норму в 
ІѴ2. Заметим, что |( ( /  Д )в/ 2и, ( /  А )в/ 2г;)| =  
=  ( ( /  А )в/ 2+би, ( /  /Х)8І2~еѵ) < ||и ||8+2б||^ ||8_2б. Поэтому
II Е ~  Чз\\I <  ^Т,Т,з<к\\Яз\\з+2е\\Чк\\з-2е + Т,з \Ш\1- Из утверж дения 23.1 сле­
дует, что ІІ^І^  X 23(72~38е1 д л я  а Е [<=Фг, г]. Поэтому | |^ | | 8+2б| | ^ | | 8- 2е <
<  Се,ек4<3~кК Р яд  Е Е ; < ^  екА ^  к\ сходится, т.к. свертка /^последо­
вательности с ^-последовательностью  является  /2-последова­
тельностью  (далее неравенство Коши).

Необходимость условий Р0(/ )  € іѵ2 (К п) и ІЮ7/Ц 2 <  ез^~38 Дл я  при­
надлеж ности /  к ІѴ2 следует из достаточности условий д л я  і =  -ФФз и 
соображений двойственности. □

С л е д с т в и е  23 .2  Если -ФФг <  з <  г, /  Е И/Г2в(К п) и д Е И/Г2~г(К ?г), то

ОО

</,<7> =  ( Р о / , з д  (23-10)
о

причем ряд в правой части сходится абсолютно.
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Доказательство. Действительно, ||<5 ^ (/) |І2 <  е '̂2 38 и <  Ѵі^33,
поэтому и РЯД И)о° €іѴі сходится абсолю тно.□

24 П ространства Бесова
Если в определении 2.8 пространств Бесова полож ить д3 :=  -ФФ-/?, то

ОО

/  =  /о +  Х ] Л ’ (24.1)
о

где д ад3 <  е32^т~ ^ 3 при |сс| =  т  и ||д^|| <  е32~зе. Очевидно, что верно и 
обратное.

Пусть Ѵ17 і  € 2  -  г-регулярны й КМ А в іѵ2 (К п), Р3 : іѵ2 (К п) 
ортогональный проектор, =  Р3+ 1 •ФФ'-Р?-

У т в е р ж д е н и е  24 .1  Пусть 0 <  5 <  г и /  € І / ( К П). Функция /  при­
надлежит пространству Бесова В &р'ч(К ” ) тогда и только тогда, когда 
последовательность принадлежит /9 (ГѴ). Более того,
норма /  в _В*’9 (К П) эквивалентна сумме Іч-нормы этой последователь­
ности и \\Ро(Л\\Р.

Доказательство. Достаточность следует из теоремы 20.1. 
Необходимость. Из (24.1) следует, что С}3{/)  =  Я3{Іо) +  Яз(9к)- 

Д л я  к > і  ІЮДйОЦр — т.к. операторы : Ьр Ьр равно­
мерно ораничены при 1 <  р <  оо. Д л я  к < і  в силу зам ечания 21.2 
<3.? =  2~зг Е |«|=г Поэтому ІЮДзОЦр — 2(г~8)к2~гз. О кончатель­
но,

3 сю
\ Ш І ) \ \ р  <  С 2 - Г3^ 2 ^ к2{г~з)к + С  Е  е^2- * ° < С % 2 - Як,

к=0 к=у-\-1

где е3 :=  ^2к €к2~(г~в̂ ~ к\ принадлеж ит /9, как  свертка /9-последователь­
ности с ^-последовательностью . □

По аналогии с пространствами Соболева определение пространств 
Бесова можно распространить на неполож ительные з.

О п р е д е л е н и е  24.1  Пусть з <  0, |з| <  г Е N . Будем говорить, что 
/  € В*’д(К п), если Р0/  € Бр(Тіп) и \\С^Д\\Р < ^2~3% где {е, } “ 0 е  /9( ^ .
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Легко видеть, что при з1 =  -ФФз, з1 >  0, 1/р +  1/р' =  1, 1/д +  1 /д ' =  1 
двойственность м еж ду распределениями /  Е 1?р’9 (К п) и пробными ф унк­

циями Е -В*/’9 (К-” ) определяется следующим образом

ОО

(І,д) = ( р о / ,  Р0д) + Я 3д)-
о

Если р > 1 и д >  1, то -  двойственное пространство к В 8р,'4 (К п)
и его определение не зависит от выбора КМ А. Д л я  р =  1 или д =  1 
независимость определения от КМ А проверяется непосредственно. 

И спользуя утверж дение 24.1, нетрудно показать, что

С Г(К П) =  =  (Я Гг,1)*(В-п)- (24.2)

У т в е р ж д е н и е  24 .2  Пусть Е 2  -  г-регулярный КМА в іѵ2 (К п), 
г >  5 . Тогда /  Е С 3 (К П) тогда и только тогда, когда Р0/  € Х°°(К?г) и 
| | д , / | | о о  <  С 2~13 для некоторой константы С.

25 П роекторы  Р3 и псевдодиф ф еренциаль- 
ные операторы

О п р е д е л е н и е  25.1  Пусть символ сг(ж,си) является функцией от 
ж Е К ” и от ш Е К ” (иногда дополнительно требуют, чтобы
іо ф- 0). Псевдодифференциальный оператор (ТГДО^ Т определяется по­
средством формального правила

Т(егх'ш) = а (х ,и )егх'ш. (25.1)

О п р е д е л е н и е  25 .2  Класс Хермандера 5’°$ определяется условием

\ д ^ а ( х , ш ) \ < С(а,Р)(  1 +  М ) РІ/?МН, (25.2)

где случай р =  8 =  1 исключается из рассмотрения.

П роизвольная ф ункция из 5*(К /1) равна /(ж ) =  егж'ш/(а;)б Іш,
поэтому д л я  линейного Т  получаем, что

Т №  = ^  (  е“- а ( х , и ) Д и ) іш. (25.3)
[Атт)п .)К"
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Формула (25.3) имеет смысл для а(х,ш) Е А°°(К’г X К ”).
Пусть Ѵ ^ і  Е 2 , -  г-регулярный КМА в Ь2{К ”), ір -  ортогональная 

масштабирующая функция, Р3 : А2(К П) —>■ Ѵ3 -  ортогональные проекто­
ры.

У твер ж ден и е 25.1 Символ проектора Р3 равен а(23х, 2~1со), где

а(х,со) := X  е2тк'х(р(ш +  2ктт)(р(ш). (25.4)
кет,п

Доказательство. Пусть а(х,ш) символ Р0. Легко видеть, что для лю­
бого а Е К ” <т(ж -ФФ>а,ы) является символом оператора КаР0К~1, где 
Яа/(х )  := /(ж <^а). Так как оператор Р0 коммутирует со сдвигами 
Кк,к  Е 2 й, его символ а(х,ш) является 2 п-периодической функцией по 
ж. Заметим, что е2ітгк'х(р(и +  2ктт) =  ')2іет,п е~гш̂ х+1̂ ір(х +  /) т.к.

/[од], е - 2̂ - ( Е / е2,  е- г̂ +М ж +  /))б?ж =

=  /к™ е - ^ ' ^ е - ^ ^ ж ^ ж  =  (^(ы +  2 тгА;).

Таким образом (25.4) переписывается в виде

а(х,ш) = (  ^2  е_8Ш'^+гѴ (ж +  (25.5)
че ъп '

Для доказательства (25.5) воспользуемся тождеством 
Ро(егх'ш) =  а(х,и;)е1Х'ш. Так как Е0(х, у) := ^2кеъ <-р{х ^к) ір (у  <^к)} то

Р 0 { е г х 'ш )  =  Т ,к е т ,  Ѵ І Х  к ) / в »  ф ( У  к ) е г у 'ш ( і у  =

= 52ке2 ^ (ж &к)е*к~хУшф(ш)е*х-ш = <т(х,и)е1Х'ш.

□
Так как производные ір порядка невыше г быстро убывают, то

\д“д%<т(х,ш)\<С(а), (25.6)

для любого а  Е ГѴП и любого [3 Е ГѴП, \(3\ <  г.
Исследуем какие свойства символа а(х,ш) следуют из теоремы 21.1. 

Вычислим Р0(ж"), используя (25.3). Для этого приблизим ж" функ­
циями из класса Шварца. Рассмотрим для любого е > 0 функцию
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/ б(ж) =  х ае е\х\2} преобразование Фурье которой равно і̂ а^д"де(со), где 
де(ш) :=  (7Г/ е)гг/ 2е— Тогда

і \а\ ('
ро М х) = У е— а(х ,и)д:де(и)с1и.

И нтегрируя по частям , имеем

ро М х) = ]  д : ( е ^ а ( х , и ) ) д е(и)с1и. (25.7)

Т ак как  ядро Е (ж, у) оператора Р0 есть 0(\х-Щ)\~т) на бесконечности для  
любого т  е  N 5 по теореме Лебега получаем, что 
Ро( х а) — 1іпіб̂ о (Уе)(^ ) • Переходя к пределу в (25.7), имеем

Х° = (<& рд:(е іх-ш<т(х,ш))\ш=0. (25.8)

Равенство (25.8) выполнено д л я  любых а  Е с |сс| <  г. Поэтому 
сг(ж,0 ) =  1 и <9"<т(ж, ш) |ш=0 =  0  при 1 <  |сс| <  г.

У читы вая (25.4), имеем <т(ж,0) =  ^2кеіп е2тк'хф(0 +  2ктт)ф(0) =  1, 
откуда следует, что

ф(2ктт) =  0 ѴА; ф 0. (25.9)

По индукции получим, что (даф)(2ктт) =  0 \/к ф 0, |сс| <  г.
Т ак как  <р(х) <  Ст(1 +  |ж |)_ т  д л я  любого т  Е N 5 то ряд  

^2ке%п +  2ктг)\2 и все его производные равномерно сходятся на ком­
пактах. Из теорему 9.1 следует

У твер ж ден и е 25.2

\ф(со)\2 = 1 +  0(\ іо\2г+2) при |ы| —> 0. (25.10)

Всегда можно скорректировать ір таким  образом, чтобы скорректи­
рованная ф ункция ф удовлетворяла условиям

[  ф(х)сІх =  1 и [  х аф(х)сІх = 0, (25.11)

при 1 <  |сс| <  г, сохраняя при этом свойство ортогональности 
{</?(• <^к)}ке2  и быстрого убывания на бесконечности производных даф
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при |сс| <  г. Д л я  этого умнож им сначала ф на константу, по моду­
лю равную  1, д л я  того, чтобы </5(0) =  1. Д алее, пусть а(ш) -  аргу­
мент ф(со) в окрестности 0 , т.е. ф(и>) =  \ф(ш)\еіа^  д л я  |ы| <  8, где 
а ( 0 ) =  0  и а(ш) бесконечно диф ф еренцируем ая ф ункция на |ы| <  8. 
Пусть действительная, бесконечно диф ф еренцируем ая ф ункция (3(ш) 
является  27г-периодическим продолжением а(ш) на К ”. Определим ф{ш) 
как  е~1̂ ^  ф(ш). Тогда ф{и) =  |^(си)| в окрестности 0 и выполнено (25.11).

У твер ж ден и е 25.3 Всплески фі} . . ., фд, д := 2п -ФФТ, определенные в 
теореме 19.3 удовлетворяют условиям

[  х афі(х)сІх = 0, (25.12)
•/к/ 1

для | а | < г и 1 < / < д .

Доказательство. Пусть ф(^) =  /2)ф(и/2),
фі(со) =  тпі(ш/2)ф(и/ 2 ), где т ;  -  бесконечно дифференцируемы е 2тгЪп- 
периодические функции. А налогично одномерному случаю  доказы ва­
ется, что |ш 0 (си) | 2 +  |ші(си) | 2 +  ••• +  \тч(и)\2 =  1 , откуда следует, что 
\ф{ш)\2 +  \фі(ш)\2 +  ••• +  \фч(ш)\2 = \ф(ш/2)\2. Из (25.10) следует, что 
фі(со) =  0 ( |ы |г+1),1  < / < ( ? .  Т ак как  фі быстро убывают на бесконеч­
ности, их преобразование Фурье бесконечно дифференцируемо. Значит 
дафі(ш) =  0 при ш =  0 и 1 <  I <  д, откуда следует (25.12).

П рим ер. П рименим (25.4) к КМ А М ейера (см. параграф  14). Так 
как  зирр фм  =  [<̂ ф4тт/3 , 4тт/3], то в (25.4) всего три неравных нулю члена

сг(і,ш) = е~2ѵгіф(и •^■2іг)ф(и) +  (ф(ш))2 +  е2ѵгіф(и +  2іг)ф(и). (25.13)

Пусть -  оператор свертки, соответствующий м ультипликатору 
(ф(2~3 и ) )2. Обозначим г]{ш) :=  ф(ш<^2тг)ф(ш) и Ѳ(ш) :=  ф(и-\-2тт)ф(и). Я с­
но, что зирр г/ =  [27г/3, 47г/3], г](2тт<̂со) =  зирр Ѳ =  [<̂=ф47г/3 , -ѵ=Й7г / 3 ], 
Ѳ(^2тт -^со) = Ѳ(со). Пусть Д+ и А • -  операторы свертки, соответству­
ющие м ультипликаторам  т]{2~3и)  и Ѳ(2~3и)  соответственно. Пусть М]
-  оператор поточечного умнож ения на е27тг2Н. Из (25.13) следует, что 
проекторы КМ А М ейера имеют вид

Рі = 8, +  М ,Д -  +  М ~1̂ .  (25.14)
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26 Всплесковая характеризация  
пространств Гельдера С5, С оболева щ  
и Бесова В 5рл

Всплесковые ряды  обладаю т следующими преимуществами:
- всплески, локализованны е в области регулярности функции, имеют 

пренебрежимо маленькие коэффициенты , а всплески, локализованны е 
около особенностей функции, наоборот имеют большие коэффициенты  
(эта особенность вы раж ена тем ярче, чем больше нулевых моментов у 
всплеска);

-всплесковые коэф ф ициенты  позволяю т вы числять, с точностью до 
эквивалентности, норму функции в большинстве функциональных про­
странств.

Пусть {фі}]= о 1 - функции, определенные в Теореме 19.3. М ногомер­
ный всплесковый ряд  имеет вид

Д ж) =  52 (Я  Ф\)Ф\{Х), (26.1)
Аел

где Л :=  {Л =  (1,і,к)  : 1 <  I < 2п 1, к Е %п,3 Е 2} ,
фх(х) := 2пз/2фі(23х <&к).

В пространствах, отличных от Ь2{К ” ), использование (26.1) бывает 
затруднительны м. Н апример, в ^ “ (К ” ) д л я  /  =  1 (26.1) превращ ается 
в 1 =  0. Двойственный пример: пусть /  Е Д К П) и / п „ /(ж)б?ж =  1. Так 
как  / п „ фі(х)йх =  0 , то ряд  (26.1) не сходится в іѵ1 (К п).

Поэтому вместо (26.1) удобнее пользоваться рядом  по сдвигам мас­
штабирующей функции ір и всплескам, сж аты м  в 23 раз с і  >  0  :

Я х ) = 52 (я<ро,к)<ро,к(х ) + 52 (ЯФ\)Ф\(х ), (26.2)
кет,п

где :=  {Л =  (/,_?', к) : 1 <  I < 2п -ФФ>1, к Е 2 й}.
Р яд  (26.2) хорошо представляет функции из пространств, которые 

характеризую тся некоторым локальны м  условием и некоторым глобаль­
ным условием роста на бесконечности.

П роиллю стрируем использование (26.1) и (26.2) на примере прост­
ранств Соболева Ж ^ К ” ) (Определение 2.6), Гельдера С в(К п) (Опреде­
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ление 2.9) и Бесова В 8,д (Определение 2.8). Будем рассматривать вспле­
ски, полученные из г-регулярного КМ А. При этом порядок распределе­
ния, д л я  которого вы числяю тся коэффициенты , предполагается строго 
меньшим г. Равенство (26.1) понимается как  равенство интегралов от 
обеих частей равенства, умноженных на функцию  из С"’(К П) с ком пакт­
ным носителем.

Т еорем а 26.1 Распределение /  принадлежит Ж ^ К ”) с з Е (-ФФг, г) то­
гда и только тогда, когда всплесковые коэффициенты а(А) :=  (/,фх)  
удовлетворяют условиям

Е  Е  М А ) І 2  +  Е  Е  4 " | а ( А ) | 2  <  о о .  ( 2 6 . 3 )
3<0 АеА} з>ОАеА}

Функция /  принадлежит С в(К п) с « Е (0, г) тогда и только тогда, 
когда существуют две константы Со и С\, такие, что коэффициенты 
Р( к)  :=  (/,<ро,к),к  Е Ъп, и а(А) :=  ( / ,  ф\)}Х Е А >  0, удовлетворяют 
условиям |/3(А;)| <  Со, |ск(А)| <  С\2~п1̂ 22~18.

Доказательство.  В случае пространств Соболева теорема следует 
из теоремы 23.2 и того, что {^д}лел -  ортонормированный базис в Ж}, 
поэтому ЦЯДШ =  Е лел, 1 ( / ,^ а ) |2-

Д л я  пространств Гельдера результат следует из утверж дения 24.2 и 
того, что ((/Цое и зирЛеЛ |( / ,  фх}\ эквивалентны  на ѴѴ0. Действительно, 
\ { І , Ф х } \  <  Ц ^ л Ц і І І / Ц о о  =  С\\/\\оо и вирАеЛо \Фх ( х )\ <  С "  в силу (19.11), 
откуда |/(ж )| < С  вирАеЛо \ { / , ф х ) \ -  п

Зам ечание 26.1 Пространство С 8 нельзя охарактеризовать, исполь­
зуя только модули коэффициентов ряда (26.1). Это связано с невоз­
можностью охарактеризовать таким способом Х°°(К,?г). Например, 
при х Е К  модули коэффициентов всплесков Мейера (см.(14-1)) для 
1о§|ж| и для ж/ 1ж| асимптотически совпадают. Это связано с тем, 
что преобразование Гильберта Н отображает ж/ 1ж| в 1о§|ж|; а вспле­
ски Мейера ф^к преобразуются в совершенно аналогичные всплески ф^к, 
где фм {1) :=  (Нфм )(1) =  ^  / к  зіп((* ^ 1 / 2 ) 0  8§п(^) зіп (Л (^ )

Зам ечание 26.2 Пространство Соболева Ж 2в можно охарактеризо­
вать при помощи ряда (26.2): /  Е Ж 2в,4Фг < з < г тогда и только 
тогда, когда Е й ег  \Р{к)\2 <  оо и Е^>о Елел^ 4-?в|а(Л )|2 <  оо.
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Дело в том, что Е ^ ег  \0(к)\2 =  Е^чо Е лел  Іа ( А ) | 2 <  ° ° 5  так как Ѵо
- прямая сумма пространств ѴѴ3, і  <  0 .

А налогично лемме 20.1 доказы вается

У т в е р ж д е н и е  26 .1  Пусть р Е [1,оо]. Существуют константы 
С  > С > 0, такие, что для любой конечной суммы 
/(ж ) =  Е л ел, а(\)фх(х)  Е Щ

С і і / і ір < 2 " л Ь І ) ( 2  М А ) |- )1/Р <  С ' | | / | |р.
Аел,

Из утверж дений 24.1 и 26.1 следует 

Т е о р е м а  26 .2  Функция

Д ж) = Р ( к )ч>(х  О к ) +  И  И  а ( \ ) ф х ( х )  
кет,п і>о Аел^

принадлежит В &р'4 тогда и только тогда, когда {іЗ(к)}ке2п € Ір{Ъп) и 

(Елел, Н Х ) \Р)1/Р = 2~пз(̂ ]̂ а 31 где € / ^ ) .

27 Всплесковая характеризация  
пространств ^ Х(КП) и В  М О

Пусть {фі}2= д 1 - всплески, определенные в Теореме 19.3, г >  1, 
Л :=  {А =  (1,з,к) : 1 <  I < 2п 1, к Е 2 й, ^ Е 2} ,
фх(х) := 2пз/2фі(23х <&к).

Т е о р е м а  27 .1  Всплески {^л}лел образуют безусловный базис в веще­
ственном классе Харди Н 1(К ” ).

Схема доказательство. С начала рассмотрим всплески с ком пакт­
ным носителем. Не ограничивая общности можно считать, что 
/[оі]п \фі{х)\2(іх ф- 0 , 1 <  I < 2п (этого всегда можно добиться за счет 
соответствующего сдвига). Тогда существуют константы  с >  0, 7  >  0 и 
кубы Аі С [0 ,1)п, такие, что |^;(ж)| >  с, если х Е А;, и \Аі\ >  7 .
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Если Л =  (/,_7 , к), 1 <  I <  2п -ФФ>1,А; Е Е 2  , то по определению
(3(А) :=  '■= {х Е К ” : 23 х -ФФ> к Е [0,1)” } и 
Д(Л) :=  {ж Е К ” : 2̂ 'ж ^ к  Е А/}.

Пусть /(ж ) =  Е аел  а (Х)ф\(х). У тверж дение теоремы следует из того, 
что Ц/Ця^К") эквивалентна следующим величинам:

| | ( Е М А ) | 2 І « і ) І 2 )1/ 2 іи .«к .,; (27.1)
Аел

ІКЕ |а (А )|2 Ю (А )|-Ѵ я(л)(.т))1''2||і , (к ,.,; (27.2)
Аел

ІКЕ НА)|2|<?(Л)ГЧ(л,И)1/2||і.(Я">- (27.3)
Аел

Здесь | е | - мера Лебега множ ества е.
В доказательстве используется атомарное описание і7 1 (К п).

О п р е д е л е н и е  27.1  Атомом в Н 1(К ” ) называют функцию а(ж) из 
Ь2{К ” ), для которой существует шар В  С К ” такой, что выполне­
ны три свойства

а(ж) =  0, если ж ^  В] (27.4)

І М І 2  <  \В\~1/2; (27.5)

[  а(х)сІх = 0. (27.6) 
■)в

Т е о р е м а  27 .2  [С\Ѵ] Функция /  Е іѵ1 (К п) принадлежит Н г(К ” ) тогда 
и только тогда, когда существует последовательность атомов а3(ж) 
и последовательность чисел такие, что

ОО ОО

X / 1 I  <  оо и /(ж ) =  ^ 2 Хза3{х). (27.7)
о о

О казы вается возмож ны м сгруппировать члены всплескового ряда  
Д ж) =  Е а 6 Л «(А )^а(Ж) так, что частные суммы Т,хеА(і,т,г)а (^)Ф\(х )-, 
где { Л (/,ш ,г )}  -  дизъю нктное разбиение Л, образую т атомарное пред­
ставление / .  М нож ества Л(/, ш , г) определяю тся следующим образом. 
Пусть <т і ( х )  : =  (Е д еіі |а (/,< 3 )|2 |(3| 1кп{ид)(х ) ) ^ 2, где О - совокупность 
всех двоичных кубов, а ( /,  (^) =  а(1}] }к) д л я  =  (^(]}к)}
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і?(/, (^) := К(1,і,к).  Пусть Е(1,т)  : =  {ж : сгі(х) >  2т }, га Е 2 . Ясно, 
что

2т |_Е'(/,га)| <  2 [  <7і{х)(1х. (27.8)
т б 2

Обозначим через 0 ( / , т )  совокупность двоичных кубов С̂)} д л я  которых 
|<5 П Е(1,т)\ >  где [3 Е (0 , 7 ) -  ф иксированная постоянная. Пусть
{ А (/,га ,г )} г -  совокупность всех максим альны х по включению кубов в 
0 ( / ,ш ) .  Л егко видеть, что

|У А ( / ,ш ,г ) |  <  ^-\Е(1,т)\. (27.9)
Р

Наконец, Л (/,г а ,г )  состоит из тех Л =  (/,_;', к) Е Л, д л я  которых 
<3(А) Е 0 ( /,  ш ) \0 ( / ,  га + 1) и (^)(\) С А(1,т,г).  Н етрудно показать, что

М А )|2 < — ! - , 4 ’"+ 1 | . 4 ( ( . т ,г ) | .  (27.10)
Л еЛ(/ ,ш ,г)  ^  Р

Пусть Ь(1,т,г) := \ А(1, га, г) |1/ 2(ЕАел(/,т,г) И л ) |2)1/2,
а(Л) :=  (Ь(/, га, г ) )_ 1а(Л) д л я  Л Е Л (/,г а ,г )  и а(А) :=  0 в противном слу­
чае. Из (27.9),(27.10) и (27.8) следует, что д л я  любого /, 1 <  I < 2п -ФФ>1,

Е ш е х Е г  Ь(1,т,г) <  т—Іуту  ̂Е ш е2 2 т | и  А (/,г а ,г ) | <
( } (27.11)

^  |д(7 _|д)і/2 Е т б 2  2  |Д (/,га ) | <  Ц^Ці-

Т ак как  мы пока рассматриваем  всплески с компактны м носителем, 
то существует б? Е N  такое, что зирр ф \  С о?<3(А), где (М^ обозначает 
куб с тем ж е центром и в б?-раз большей, чем у длиной стороны. 
Функции а ( / ,г а ,г , ж) :=  б?- ” / 2 ЕлеЛ(/,ш,г) ®(-^)Ѵ’л(ж) являю тся атомами в 
і7 1 (К п). Действительно, зирр а(/, га, г, ж) С сІ(^(1,т,г) и ||а(/, га, г, •) | | 2 <
<  6?_п/2 (ЕаеЛ(/,ш,г) Ій(А) ! 2 ) 1/ 2 <  |б?(^(/, га, г)!-1/ 2. Поэтому ряд, определя­
ющий а ( / ,г а ,г , ж), сходится в іѵ1 (К п) и почленное интегрирование дает 
последнее свойство атома / К„ а(1,т,г, х ) сіх =  0 в силу (25.12).

Таким  образом, доказано, что из конечности (27.2) следует возмож ­
ность атомарного представления функции / .

П окаж ем , что из атомарного представления /  следует интегрируе­
мость функции 57(ж) :=  (Е аел  К /, ^ а ) |2 |^а(ж )|2)1/2. Я с н о , что д л я  это­
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го достаточно проверить выполнение этого свойства д л я  произвольно­
го атома в Н 1(К ” ). Пусть /  -  атом, В -  соответствующий шар с цен­
тром в ж0 и радиусом г >  0. Пусть С -  некоторая константа, значе­
ние которой будет определено ниже. Разобьем К ” на центральны й шар 
В  :=  {ж : | ж ж0 1 <  С г} и двоичные оболочки 
Кт : =  {ж : 2тСг < \х ж0| <  2т+1Сг}, т  Е N . Тогда 
/ к „8/(х)<Іх =  Ід8/(х)(1х  +  Ео° Інт 8/(х)<іх. Первый интеграл оцени­
вается при помощи неравенства Коши

/  57(ж)б?ж <  ІБ І^ Ц ^ /ІЬ  =  с пІ2\в \1/2\\/\\2 < с п>2.
■1в

Д л я  оценки остальных интегралов заметим, что (/,фх)  =  0, если 
не пересекается с В. Обозначим через Лт  совокупность тех Л, д л я  кото­
рых пересекается как  с В,  так и с Кт. Если константа С доста­
точно больш ая, то существует с >  0 такое, что из Л Е Лт  следует нера­
венство 2~3 >  сг2т , где 2~3 -  длина стороны куба (^(А). Из регулярности 
всплесков ф \  и того, что / п „ / ( х ) сіх =  0 , следует, что |(/, фх)\  < С2п̂ 223г. 
Поэтому при ж Е Ят 8 / (х )  <  С'/2_ т (’г+1Ѵ_?г и Ео° Інт 8/(х)<іх <  оо.

Если всплески не имеют компактного носителя, то вместо атомарной 
характеризации Н 1(К ” ) используется м олекулярная.

О пределение 27.2 Пусть з > п. Молекулой с центром в ж0 и шири­
ной б? >  0  называют функцию / ,  удовлетворяющую трем условиям: 
/ к п /(ж)б?ж =  0 , /Кп |/ (ж ) | 2 ( 1  +  \х\)Чх <  оо и

( / ^ а д і  2 ( 1 +  ^ ) ‘ Ат) і / 2 < сі- ^ .

Нетрудно проверить, что в теореме 27.2 атомы можно заменить на мо­
лекулы.

В случае всплесков с некомпактным носителем ранее определенные 
функции а ( / ,ш ,г ,  ж) :=  б?- ” / 2 ЕлеЛ(/,ш,г) не будучи атомами,
являю тся молекулами. □

П ространство В М О ( К ” ) является  сопряж енны м к Н 1(К ” ).

Т еорем а 27.3 Если /(ж ) принадлежит В М О ( К ”), то всплесковые ко­
эффициенты а(А) :=  ( / }фх) удовлетворяют условию Карлесона

Е  МЛ)І2 < ЗДі (27Л2>
Я(\)сЯ
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для любого двоичного куба
Обратно, если коэффициенты сс(А),А Е Л, удовлетворяют (27.12), 

то ряд Е аел  а (А)^А(ж) сходится в слабой топологии а ( В М О , Н 1) к функ­
ции из ВМО.

Доказательство. Д л я  упрощения вы кладок предполагаем, что вспле­
ски фі, 1 <  I <  2п -ѵФ-1, имеют компактны й носитель. Общий случай 
рассм атривается аналогично.

Необходимость. Пусть зирр ф\ С о?<3(А) (обозначения см. на с. 75). 
Заф иксируем  произвольный двоичный куб (^. П редставим /  Е В М О  
в виде /  =  / і  +  / 2 +  /й<9 , где /(ж)б?ж, / і ( ж) =  Д ж)
при х Е и / і ( ж) =  О ПРИ ж ^  Ясно, что {$2 ,Ф\) =  0, если
<5(А) С У читы вая (25.12), получаем, что (/,фх)  =  (/і,Ф\)  ПРИ 
<5(А) С Я- Поэтому

Е  М-чі2 < Е  К /і,« і2 = іі/.ііі < лі/ШмоМ-
<Э(Л)с<Э Аел

Достаточность. Пусть выполнено условие (27.12). Рассмотрим шар 
В  радиуса г с центром в х0. Выберем д Е 2  так, чтобы 2~ч <  г < 
2-9+1. Л егко видеть, что при і  >  д из того, что б?С̂ (А) П В ф- 0 и длина 
стороны <3(А) равна 2~3, следует, что <3(А) С М В , где константа М  
зависит только от А. Пусть Л ід :=  {А =  (/, і ,  к)  Е Л : з > д, <5(А) С 
М В }, Л і,2 :=  {А =  (1,з, к)  Е Л : і  >  д, А ^  Л м }, / м  :=  ЕАелм  «(А )^а, 
/ і )2 :=  Е а е л 12 а (А)^А- Тогда ф ункция / і )2 равна нулю на В,  а д л я  / ід  
имеем оценку | | / і д | | 2 <  Е<з(а)смв |«(А )|2 <

Рассмотрим 7  <  д. Д л я  каж дого такого только М п всплесков ф\, 
с длиной стороны <3 (А) равной 2~3, не равны нулю тождественно на В. 
Д л я  каж дого такого всплеска в силу (19.11) имеем 
\фх(х) Фх(х0)\ <  С2зуаз12\х ж0|. Из (27.12) следует, что 
|сс(А)| <  С\Я(Х)\1!2 =  С2~пз!2. Из всего сказанного получаем, что при 
х Е В

| Е{А = (/,і,/г)еЛ:і<д} ®(А)'0а(ж) <̂ >Е{А = (/,і,/г)еЛ:і<д} « (А )^ а(ж0)| <

<  С М п 2-? |ж ^ж оі =  С М п21 \х ^ж оі <  2СМ п.

□
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28 Всплесковая характеризация
пространств Ьр(Ип ) И ж;(К")

Пусть А Е Л -  всплески, построенные на основе г-регулярного КМ А 
при помощи теоремы 19.3, г >  1. И спользуемые в дальнейш ем обозна­
чения определены на с. 74.

Т е о р е м а  28 .1  Пусть 1 <  р <  оо. Всплесковый ряд ^2хеАа (^)Ф\(х ) при­
надлежит І / ( К П) тогда и только тогда, когда 
І К Е л е л  Н ^ ) \ 2\Фх(х)\2)1/2\\р <  оо. Кроме того, норма 
І К Е аел  \ а ( т ф х ( х Г У / %  эквивалентна норме
І К Е дел  | о ( А ) | 2 | Ц ( Л ) | - 1« д (л ) ( . т ) ) 1/2 | |р .

Доказательство. Пусть е :=  {е(А) =  ±1}дел _ произвольная расста­
новка знаков. Определим линейный оператор Т€ : іѵ2 (К п) і—>■ Ь2(К ” ), по­
лагая  Тефх =  с(\)фх- Л егко видеть, что операторы Т€ являю тся операто­
рами К альдерона-Зигм унда (определение 2.5) с ядрам и 
К е(х,у) = Е лел  е(А)«(А)фх(х)фх(у), удовлетворяющ ими в силу (19.11) 
оценкам \Ке (ж ,у)| <  С\х <^уI п и

(Ж,
дх3 +

ПК,

дУз
< С\х у\ — п  — 1

равномерно по е. В силу теоремы 2.1 операторы Т€ равномерно ограниче­
ны в І / ( К П). Теперь первое утверж дение теоремы следует из неравенств 
Хинчина.

Второе утверж дение следует из того, что линейный оператор
11 : Ь2(Кп) ^  Ь2(Кп ), определяемый равенствами ІІ(ф^) = фі,
1 <  I <  2й, где фР  -  многомерные всплески Х аара, является  изомор­
физмом в І / ( К П). Действительно, II -  изоморфизм двоичного Н 1(К ” ) и 
обычного Н 1(К ” ) (двоичное Н 1(К ” ) состоит из функций, допускающих 
атомарное представление по атомам с носителями, равными двоичным 
кубам, см. теорему 27.1). Очевидно, что II -  изометрия в іѵ2 (К п). Оста­
ется воспользоваться интерполяцией м еж ду Н 1 и Ь2 (см. [Г8 ]). □
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Т е о р е м а  28 .2  Пусть 1 < р < о о и 0 < з < г .  Всплесковый ряд 
Е лел  а (^)'0л(ж) принадлежит И ^(К .?г) тогда и только тогда, когда

^ Е | а ( А ) | 2( 1 + 4 * ) 2 ^ Кв(ЛІМ ^  € ^ ( И “). (28.1)

Если -ФФг < з <  0, то всплесковый ряд принадлежит И ^(К .?г) тогда и 
только тогда, когда

( Е Н Л)І2( 1 + 4"-” )"І2"'кв и ( ^ ) ^  € І " ( И " ) .  (28.2)

Схема доказательства. С начала рассмотрим всплески М ейера. Д ля  
них преобразование Фурье фі равно нулю в окрестности нуля и имеет 
компактны й носитель. Поэтому д л я  любого 7  Е К  можно определить 
функции ф? := ( ^ А у / іф і ,  где Д  =  + + -----V Ясно, что $ ( { )  =

Определим Ф1(х) :=  2п̂ 2ф'/(21 х <$к), где Л =  (1^,к).  Рассмо­
трим линейные операторы _0 7, определяемые формулами Б 1(фх) =  ф^. 
Д л я  любого 7  Е К  операторы являю тся изоморфизмами в І / ( К П). 
Д ело в том, что ф^, Л Е Л, образую т базис Рисса в Ь2{К ” ), откуда сле­
дует, что -  изоморфизм в Ь2(Кп). Кроме того, ядро оператора 
равно Е аел  Ф'\(х)Фх(у) и удовлетворяет требованиям определения 2.5. 
Значит по теореме 2.1 -  непрерывный оператор в І / ( К П). Обратный 
оператор исследуется аналогично.

Н орма /  в пространстве И^К,™ ) эквивалентна | | / | | р +  ||(<ФфД)в/,2/ | | р. 
Поэтому д л я  оценки ѴѴ8(К п)-нормы р яда  Е аел  а (^)'0л(ж) необходимо 
вычислить Ьр( К ” )-норму ( ^ Д ) 3/ 2 Е лела(А )^л(ж ) =  Е л ел а(Х)238ф8х(х). 
О стается использовать изоморфизм И3 в І / ( К П) и теорему 28.1.

В общем случае г-регулярного КМ А доказы вается, что функции 
( ^ А ) ~ 8̂ 2фі  ̂ 1 <  I <  2 й, имеют нулевое среднее и вместе со всеми про­
изводными порядка <  г имеют порядок 0(\х\~п~г+8) на бесконечности. 
Аналогично, функции (<ФФА.)8̂ 2ф 1 <  I <  2й, принадлеж ат классу Гель- 
дера і7г-в , убывают на бесконечности как  0(\х\~п~г+8) и имеют нулевое 
среднее. Эти свойства позволяю т повторить рассуж дения, использован­
ные д л я  всплесков М ейера.

У тверж дение теоремы д л я  з <  0 получается по двойственности. □
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С л е д с т в и е  28.1  Ряд

Я х ) = ^2  Р(к)р(х <^к) +  ^ 2  а(\)фх(х)  (28.3)
к е 2 п {А=(1 , і , к)ЕЛ,  з > 0 }

принадлежит И ^(К .?г), 1 <  р <  оо, |з| <  г, тогда и только тогда, когда 
{(3(к)}ке2п ^  /Р(2 П) и

\ 1/ 2

Е  2 " '4 '' |а (Л ) |2 кв(Л|( і )  € І " ( И " ) .  (28.4)
^{А =  ( / , І , / г ) е Л,  і > 0 }  /

29 П ериодические всплески
Н а основе всплескового базиса на прямой можно построить всплесковый 
базис на отрезке [0 , 1 ].

Пусть {Ѵ3} — г-регулярны й КМ А в іѵ2 (К-), г >  1, Ѵ°° -  замы кание 
Ѵ3 в слабой топологии а ( Ь ^ Д 1). Пусть Т3 подпространство функций из 
Ѵ°°, имеющих период 1 .

Л е м м а  29 .1  Если і  <  0, то Т3 совпадают и состоят только из по­
стоянных функций. Если і  >  0, то размерность Т3 равна 23.

Доказательство.  Заметим, что константы  принадлеж ат всем Ѵ17 так 
как  фіі <^к) =  1. Последнее следует из (25.9), так как

[  ~̂ 2 ір(і <^к)е~2'кН (іі = [  ір(і)е~27ТІІ (Іі =  (р(2ттІ) = <^0- 
•^- 1  ке 2  к

Т ак как  Ѵ̂ °° С ^ + і ,  то первое утверж дение леммы будет доказано, если 
лю бая ф ункция /  Е Т0 является  константой. Действительно, если /  
1 -периодична, то последовательность коэффициентов
ск :=  /к  О ’к) сіі постоянна, а значит и / ( і )  =  ск^{і О-к)
равна константе.

Пусть і  >  0. Тогда лю бая ф ункция /  Е Т3 имеет вид 
/(1) =  ^2Т=-оо скЧ>{2 ^  <5к), где ск :=  23 / к  /(1)(р(2Н -^к) сіі. Из периодич­
ности /  следует, что ск+2з =  ск. Очевидно, что верно и обратное. Таким  
образом, размерность Т3 равна 2 -?.П
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Л е м м а  29 .2  Объединение 3 > О, плотно в банаховом пространстве 
непрерывных на действительной оси периодических с периодом 1 функ­
ций.

Доказательство. Ортогональный проектор Р3 : іѵ2 (К ) —>■ Ѵ3 опреде­
ляется  формулами РД(і)  =  / к  Е3(і, з) /(з)  <Із} где 
Е^(і,з)  :=  23Е(23і, 23 з) и Е(і ,з )  :=  Т,Т=-оо <Э-к)<р(з <̂ >к). Если /  -  
ограничена и равномерно непрерывна на К , то | | /  ^ ^ -(Я ІІо о  0  при
І  —>■ оо (см. лемму 22.1). О стается заметить, что Р3(/)  Е Т3 д л я  любого
І  Е N 5 если /  периодична с периодом 1.П

О п р е д е л е н и е  29.1  Вложенная последовательность опреде­
ленная выше, называется г-регулярным КМА в Ь2{Т ), где Т  - отрезок 
[0 , 1 ] с отождествленными концами.

Пусть <р?ег(і) :=  23>2 Е / ,6 2  ^(23(і &к)).

Л е м м а  29 .3  Для  любого і  Е N  функции р р/ г(і <^к2~3), 0 <  к < 23, 
образуют ОЕІВ в ТГ

Доказательство.  Т ак как  размерность Т3 равна 23, то достаточно 
проверить ортонормированность функций іррег (і <^к2~3)} 0  <  к < 23} в 
Ь2[0,1]. Д л я  этого необходимо вычислить

23 Е Е  Г р(23і ^ 2 3к О т)р(23і О 231 -ФФ-га') <Іі.
ке2  іе2  0

Сделаем замену переменных і <ФФ>А; =  2 Зі \  где 0 <  і <  1, к Е 2 . Она 
приводит к выраж ению

/ОО _______________
ср(і' <фф>т)<р(і -Ф Ф ^д <фф>т') (Іі.

чья  ‘ 00

Если 0 < т < 2 3, 0 < . т '  < 2 3 и т  ф- ш ', то каж ды й из интегралов 
равен нулю. Если т  =  ш ', то единственным неравным нулю интегралом 
является  интеграл при д =  0 , который равен 1 .П

Пусть V3 обозначает ортогональное дополнение Т3 до Т]+1 и пусть

ф /і )  :=  2з/2 ^2  Ф{23{і &к)).
ке 2
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Л е м м а  29 .4  Для  любого і  Е N  функции ф-{і <^к2 3)1 0 <  к <  2 \  
образуют ОНВ в IIГ

Доказательство.  Д оказательство аналогично доказательству лем­
мы 29.3. Л егко видеть, что функции ф3(і <^к2~3) принадлеж ат Т]+1 и 
ортогональны к ТГ Кроме того, функции ф3(і <^к2~3)} 0 <  к <  23} попар­
но ортогональны. О стается заметить, что размерность II3 равна 2 \  так 
как  размерность Г, равна 2-?, а размерность Т]+1 равна 2-7+1.П 

Таким  образом,

Г 2 (Т ) =  Го 0 ІІо 0 Ѵ\ 0 Ц~2 Ѳ • • • ,

откуда следует, что постоянная ф ункция 1 вместе с последовательно­
стью {Ф3{1 <̂к 2 ~ 3)}0<к<2з образую т ОНБ в Г 2 (Т ). Занумеруем эту 
последовательность лексикографически: до(і) =  1; если ш =  23 +  А;,
0 <  к < 23} то дт(1) :=  ф3(і <^к2~3).

Т е о р е м а  29 .1  Пусть -  г-регулярный КМА в Г 2 (К ) ,г  >  1. То­
гда последовательность {дт }т е N является базисом Шаудера в С(Т ) и 
Ь1(Т ). Она также является базисом Шаудера и в Ск(Т ) при 0 <  к < г. 
Таже последовательность {дт }т е N является безусловным базисом в 
пространстве Гельдера С " при 0 <  а  <  1, в классе Зигмунда Л* =  С 1 

при г >  2, в пространствах Ьр с 1 <  р <  оо, в пространстве Харди 
Н 1{ Т ) и в его двойственном пространстве В М О ( Т ).

З а м е ч а н и е  29.1  Отметим, что тригонометрическая система не яв­
ляется базисом Шаудера в С*(Т) и в Г 1 (Т ). В пространствах Ьр при
1 <  р <  оо она образует базис Шаудера, но не безусловный.

Доказательство.  Т ак как  {]Т3 плотно в С*(Т) (см. лемму 29.2), то 
д л я  базисности {(/т}теN  в С (Т ) достаточно доказать, что
II т!ш=о($-,9т)дш\\оо <  с II/IIоо д л я  любого I Е N . П родолж им функцию 
/  Е С'('Т) по периодичности на всю прямую  К. Тогда 
Е ш = о(/\9т)Ят =  причем операторы Р3 равномерно ограничены на 
Г °°(К ), т.к. Ц-РуЦоо =  11Го11оо• Пусть 23 <1 < 23+1. Заметим, что

II X  {І ,9т)9т  ||оо <  11/Цоо 81ір ||0т ||і
т  = 21 \2 1 < т < 2 1 ^ )

X  \9т\
2 3< т< 23  + 1 ОО
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Легко видеть, что Цй'шЦь^т) =  2 "^Ц ^Ц ь^к) ПРИ 23 < т < 23+1. Кроме 
того,

\т.ѵ<ш<ѵ^ Ы Ц ^  =  |Е й 6 2  \2з/2ф(23 • 4фЬ)|

= 23/2 \\Еке г \ Ф ( - ^ т \ о о  = С23/2.

ПОЭТОМУ \ \Т !т  = 2 Л Я 9 т ) 9 т \ \ о о  <  С\\/\\оо •

С лучай С к( Т ) разбирается аналогично с использованием 
теоремы 2 1 .2 .

Базисность в іѵ1 (Т ) получается по двойственности.
Из теоремы 26.1 следует, что

ОО

X  а тдт Е С 3 (Т ) ^  а т = О( т ^ - 1/ 2), (29.1)
т = 0

из чего следует безусловная базисность в С в(Т ).
Результат д л я  пространств І / ( Т ) ,  і7 1 (Т ), В М О (Т )  следует из тео­

рем 28.1, 27.1 и 27.3. □
Сравним всплесковые ряды  и ряды  Фурье. О казы вается, что полные 

всплесковые ряды , имеющие много больших коэффициентов предста­
вляю т собой патологические функции, тогда как  всплесковые ряды  хо­
роших функций имеют мало больших коэффициентов. Это прямо проти­
воположно ситуации с обычными рядам и Фурье: д л я  хороших функций 
они полные, а д л я  патологических -  лакунарны е. Это объясняется тем, 
что всплесковый анализ носит локальны й характер. Большие коэф ф и­
циенты имеют всплески, локализованны е вблизи особенностей анализи­
руемой функции. Вне особенностей анализируем ая ф ункция является  
бесконечно дифференцируемой и соответствующие всплесковые коэф ­
фициенты являю тся пренебрежимо малы м и за счет свойства (25.12).

Рассмотрим функцию  | 8ІП7Г^|“ ", где 0 <  а  <  1. Ее коэф ф ициенты  Фу­
рье С&, к Е 2 , имеют следующую ассимптотику 
Ск =  ^(о)\к\~1+а +  0 ( к ~3+а), где 7 (а ) ф 0 (см .[2, Глава 5].) Т аким  обра­
зом, особенность в 0  функции | еіп тт̂  |—“ влияет на все коэффициенты  
Фурье. Всплесковые коэф ф ициенты  подвергаю тся влиянию  особенности 
только, если интервал Іт :=  [к2~3, (к +  1 )2 _-?], т  =  23 +  к, 0  <  к < 23} 
определяющ ий локализацию  всплеска дт(і), находится близко к осо­
бенности. Более точно, д л я  периодических всплесков, построенных на 
основе всплесков М ейера, имеем следующую оценку: если 23 < т < 23+1
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и I :=  тіп(ш<ФФ-2 -?, 23+1 От),  то \ат\ < С^23̂ а 1/,2) / ( 1  +  1)м д л я  любого на­
турального N. Т аким  образом, большими будут только коэффициенты  
с номерами близкими к 2] , Е N .

Р ис.2. Оценка модулей 
Рис.1. Граф ик | зіп кі\~1І2. всплесковых коэффициентов.

Рассмотрим патологические функции. Пусть д >  1, Аі >  О,
А/г+і >  <7 Ак, к Е N 5 Ео° I а к | <  оо, но не стремится к 0. Известно
[2, Глава 2.], что при этих предполож ениях ряд  Е(Г °к соз А о п р е д е л я е т
непрерывную нигде не дифференцируемую  функцию.

Д л я  всплесковых рядов имеем следующий результат.

Т е о р е м а  29 .2  Пусть {дт }т е N -  периодические всплески, полученные 
из г-регулярного КМА с г >  2. Пусть / ( і )  =  Е(Г а тдт(і) ~ непрерывная 
функция, дифференцируемая в точке і0. Тогда для любого фиксированно­
го д >  1 а т = о(т~3/2) при т стремящемся к бесконечности и таком, 
что интервалы дІт содержат точку і0. Здесь 
Іт :=  [к2~3,(к  +  1)2~3] при т  =  23 +  к,0  <  к < 23, а дІт - интервал 
с тем же, что и у Іт центром и длиной д/23.

Доказательство. Результат легко следует из (19.11) и (25.12).П 
Из теорем 29.1 и 29.2 следует

С л е д с т в и е  29.1  Пусть последовательность чисел а т, т  >  1 удовле­
творяет неравенствам С\гп~ 3/ 2 <  \ат\ <  С г т - 3 / 2 для двух констант
2 >  С\ >  0. Тогда функция / ( і )  =  Е(Г атдт(і) принадлежит классу 
Зигмунда Л* =  С 1, но нигде не дифференцируема.

Функции Вейерш трасса являю тся частны м случаем  следствия 29.1. 
Пусть ф,м(і) - периодический всплеск М ейера. П рямы е вычисления по­
казываю т, что Е-оо ФМ(* ^ к) = 0 \ / 2 со82тті. Поэтому ф ункция / ( і )  = 
Е ^ ^  Е о3-1 а и,к)Ф'1М(і і̂ ) с коэф ф ициентами а(і,к)  = а(і),  не за­
висящих от к, равна / ( і )  = Ол/2 Ео° 23̂ 2а(і) соъ(2'к23і). Т аким  образом, 
полный всплесковый ряд  совпадает с лакунарны м  рядом  Фурье.
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