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Предисловие

Существуют два взаимосвязанных 
пути повышения надежности сложных 
технических систем и комплексов в 
эксплуатации. Первый путь — созда­
ние передовых технологий производ­
ства высоконадежных элементов, уз­
лов, блоков и совершенных методов 
их сборки и отладки на уровне си­
стем и комплексов. Второй путь — 
совершенствование, с одной стороны, 
существующих программ эксплуата­
ции, а с другой — создание на базе 
имеющихся технологий перспективных 
систем и комплексов, состоящих по 
возможности из однотипных элемен­
тов, узлов или блоков со встроенными 
в системы запасными элементами, дат­
чиками — измерителями информации, 
набором микропроцессоров (исполь­
зуемых и для других целей) и испол­
нительного элемента. Для микропро­
цессоров разрабатываются специаль­
ные подпрограммы управления состоя­
нием систем и комплексов, реализация 
которых с помощью исполнительного 
элемента (манипулятора или опера­
тора, а в отдельных случаях и ро­
бота) позволит существенно повысить 
надежность систем и комплексов в про­
цессе эксплуатации и одновременно 
сократить эксплуатационные затраты.

Материал в томе 8 подан так, чтобы 
сориентировать инженера и руково­
дящего работника любого ранга в об­
ласти эксплуатации техники различ­
ного назначения на полную или ча­
стичную реализацию именно второго 
пути повышения надежности систем 
и комплексов.

В справочнике отражен отечествен­
ный и зарубежный опыт разработки 
и применения моделей технического 
обслуживания сложных технических 
си стем различного назначения (меха­

нических, электрических, электрон­
ных систем, систем автоматики и теле­
механики, комбинированных систем). 
Чаще всего это системы длительной 
эксплуатации,

В томе 8 описан отечественный опыт 
анализа и непараметрического оце­
нивания накапливаемых в процессе 
эксплуатации статистических данных, 
ориентированный на использование 
статистических методов с применением 
ЭВМ, что позволяет автоматизировать 
процесс обработки накапливаемых ста­
тистических данных при эксплуатации 
технических систем и их элементов, 
узлов, блоков с использованием ЭВМ, 
сопряженных с исследуемой техниче­
ской системой или встраиваемых в эти 
системы; получать объективный ма­
териал, необходимые статистические 
оценки при его обработке по рассма­
триваемым в томе алгоритмам с целью 
выдачи обоснованных рекомендаций 
на обслуживание технических систем, 
элементов, блоков и составляющих 
их узлов.

Большое место в томе 8 занимают 
модели обслуживания систем различ­
ного назначения по техническому со­
стоянию.

Отдельный раздел посвящен вопро­
сам организации и анализа ремонта 
сложных технических систем.

В справочнике описаны не только 
области приложений приведенных ре­
зультатов с иллюстрирующими, по­
рой нетривиальными примерами, но 
сжато и достаточно строго изложены 
математические методы, применяемые 
при исследовании процессов эксплуа­
тации и ремонта сложных технических 
систем различного назначения. Овла­
дев такими методами, инженер спосо­
бен самостоятельно решать (в боль­
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шинстве случаев используя ЭВМ) ши­
рокий круг важных практических за­
дач.

Отличительной особенностью тома 8 
является и то, что в нем указано место 
многих приведенных математических 
методов и моделей в общей перспек­
тивной схеме автоматической эксплуа­
тации и ремонта техники (даны при­
меры автоматизированной эксплуата­
ции сложных систем с мониторингом 
(механические системы), с универ­
сальной ЭВМ (системы эксплуатации 
двигателей и оборудования самолетов 
гражданской авиации), с ЭВМ на 
микрокристаллах (для контроля ти­
повых аналоговых радиотехнических 
устройств).

По-видимому первые автоматические 
системы эксплуатации и ремонта, не­
смотря на сложность их реализации, 
будут создаваться для АЭС, для авто­
матизированных систем управления 
воздушным движением, для межпла­
нетных космических кораблей и стан­
ций и для других крайне важных 
и сложных объектов.

Материал тома по главам располо­
жен таким образом, чтобы заинтересо­
ванный читатель мог им пользоваться 
автономно.

Несомненно, что многие рассмотрен­
ные в томе подходы к модели могут 
найти (и уже находят) применение 
в существующих системах эксплуата­
ции и ремонта.

Следует особо отметить, что внедре­
ние приведенных результатов позво­
лит широко использовать современные 
статистические методы и методы опти­
мизации во всех областях народного 
хозяйства с целью снижения эксплуа­
тационных затрат при одновременном 
существенном повышении эксплуата­
ционной надежности техники.

В связи с тем, что по полноте и глу­
бине охвата материал по эксплуатации 
и ремонту техники, изложенный в на­
стоящем томе, является первым в оте­
чественной и зарубежной литературе, 
авторы и редакторы тома просят о всех 
замеченных недостатках сообщать в 
редакцию.

По мнению редакторов, содержание 
настоящего тома справочника должно 
стимулировать разработку и создание 
высокоэффективных и экономичных об­
разцов отечественных машин.

Академик АН СССР 
В. И. Кузнецов 

Доктор технических наук, профессор
Е. Ю. Барзилович



Глава 1. Показатели эксплуатации технических 
систем« оценка старения элементов

1. ПОКАЗАТЕЛИ ОЦЕНКИ 
ЭКСПЛУАТАЦИИ 
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

При оценке технической системы 
необходимо учитывать не только свой­
ства, закладываемые при проектиро­
вании и изготовлении изделий, но и 
характеристики эффективности при­
менения изделий при принятой системе 
их эксплуатации, т. е. характеристики 
надежности и эксплуатационного ка­
чества техники, а также качество ра­
боты обслуживающего персонала по 
своевременному выявлению и устране­
нию отказов.

Для оценки эксплуатации техниче­
ских систем принято использовать 
числовые показатели, которые опреде­
ляются как величины, характеризую­
щие одно или несколько свойств, 
составляющих эксплуатационную на­
дежность.

Номенклатура показателей для раз­
личных технических систем задается 
специальными государственными или 
отраслевыми стандартами. Основными 
из них являются следующие показа­
тели:

Тп — наработка на отказ, проявив­
шийся в процессе применения по 
назначению;

Т* — наработка на неисправность, 
выявленную как при применении, так 
и в процессе технического обслужива­
ния и подготовки к применению;

Т0, п — наработка на неисправ­
ность, вызванную ошибками обслужи­
вающего персонала;

Типд — наработка на неисправ­
ность, вызванную конструктивно-про­
изводственными дефектами;

Т в — наработка на отказ, привед­
ший к задержке начала применения 
по назначению;

Тр, П — наработка на дефект, вы­
явление и устранение которого не 
привело к сколько-нибудь серьезным 
последствиям.

Все эти показатели могут иметь не­
сколько разновидностей в зависимости 
от наличия у неисправностей ряда 
специальных признаков. Например, их 
можно рассчитать для отдельных агре­
гатов или сложных технических изде­
лий, включающих ряд систем. Те же 
показатели используются для харак­
теристики работы по поддержанию 
надежности отдельных подразделений 
в отрасли (на предприятии), которые 
эксплуатируют примерно одинаковую 
технику.

Кроме перечисленных показателей 
типа «средняя наработка», часто при­
меняются числовые показатели типа 
«вероятность отсутствия отказов, при­
водящих к задержке применения тех­
нической системы», «количество за­
держек из-за отказов на 1000 примене­
ний» или относительные показатели 
следующего вида:

Кп — относительное число неисправ­
ностей, проявившихся при примене­
нии, от общего числа неисправно­
стей;

Ко. п — относительное число неис­
правностей, выявленных на оператив­
ных видах обслуживания в ходе под­
готовки технических систем к примене­
нию, от их общего числа;

Кщ> — относительное число неис­
правностей, выявленных при прове­
дении профилактического обслужива­
ния, от их общего числа.

Наиболее полно характеризуют из­
менение надежности технических сис­
тем в процессе эксплуатации функции; 
© (¿) — параметр потока отказов; 
X (і) — интенсивность отказов.
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Статистически функции © (£) и Я (£) 
определяются следующим образом:

Ап.

где N  — общее число восстанавливае­
мых изделий, находящихся в эксплуа­
тации; Апд, — число отказов, попав­
ших в £-й интервал наблюдения дли­
ной Аі;

ДПд
я(,) =  (ІѴ-Лл1- . . . - Д Л„_1) АГ 

(к —  і)
где N  — общее число учитываемых 
(при эксплуатации) невосстанавливае- 
мых элементов; Д ..., Дп ^ г , Длд — 
соответственно число отказов, попав­
ших в первый, ...» ( ^ — 1)-й, к-іл ин­
тервалы наблюдений одинаковой дли­
ны Аі.

Таким бразом, функция © (£) яв­
ляется характеристикой восстанавли­
ваемых в процессе эксплуатации эле­
ментов изделий, а функция X (£) — 
характеристикой ^восстанавливаемых 
элементов.

В эксплуатации важным показателем 
является средний остаточный ресурс. 
Пусть изделие проработало безотказно 
время а . Тогда средний остаточный 
ресурс

го

|  Р (X) йх

где Р (х) — вероятность безотказной 
работы изделия в течение времени х.

Аналогично определяются показа­
тели: средний остаточный срок службы 
и средний остаточный срок сохраняе­
мости, если в (1) вероятности Р (х) 
соответственно придать смысл вероят­
ности безотказной работы изделия в те­
чение срока службы или срока сохра­
няемости.

Статистические оценки показателя 
Р (а) содержатся в гл. 2 [9].

Проанализируем числовые показа­
тели надежности и эксплуатационного 
качества. Каждый из названных пока­
зателей характеризует определенное 
свойство технического объекта и си­
стемы его эксплуатации. Так, нара­

ботка на отказ, проявившийся в про­
цессе применения по назначению Тп , 
характеризует надежность техники при 
применении и наиболее просто по­
зволяет определить влияние надеж­
ности техники на эффективность. На­
работка на неисправность Тя является 
характеристикой того уровня надеж­
ности, который достигнут при проек­
тировании, изготовлении и эксплуа­
тации технической системы. Показа­
тели Т0< п и ГЙПд позволяют оценить 
влияние на уровень надежности раз­
дельно работы заказчика (эксплуата­
ционников) и поставщика (изготови­
телей).

Влияние надежности на экономиче­
ские показатели эксплуатации оце­
нивает, в частности, показатель Тв — 
наработка на отказ, приведший к за­
держке начала применения по назна­
чению. Например, для авиационной 
техники такой отказ приведет к за­
держке вылета или отмене рейса по 
расписанию. Регулярность рейсов за­
висит не от надежности вообще, а 
только от тех отказов, которые обслу­
живающему персоналу не удалось 
устранить к нужному времени. По­
этому по отказам, приведшим к за­
держкам и отменам рейсов, целесо­
образно отрабатывать специальные ме­
роприятия, добиваясь максимального 
повышения показателя Т в-

Показатель Т б. ц — наработка на не­
исправность без последствий — харак­
теризует работу обслуживающего пер­
сонала по поддержанию надежности 
и уровня безотказности технической 
системы.

Показатели /Сп> Ко. п♦ ^пр — Рас~ 
пределение выявленных неисправно­
стей по месту их обнаружения — 
характеризуют принятую систему об­
служивания. Главным является пока­
затель Кп. Для уменьшения і(п не­
обходимо улучшать контроль техники, 
добиваясь своевременного выявления 
или предсказания ее неисправностей. 
Таким образом, предпочтительна будет 
та система эксплуатации, которая обес­
печит при прочих равных показателях 
увеличение Кщ> за счет уменьшения
К*.

Статистическое определение пока­
зателей эксплуатации проводится спе­
циализированной автоматизированной
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системой сбора и обработки сведений 
об отказах техники в эксплуатации 
(см. гл. 15 и 17). С помощью специа­
лизированной АСУ показатели оценки 
эксплуатации технических изделий оп­
ределяются раз в квартал или полу­
годие. Накапливаемый материал по­
зволяет проводить статистический ана­
лиз показателей с целью изучения из­
менения надежности и других эксплуа­
тационных качеств техники. Такой 
статистический анализ дает возмож­
ность контролировать ход выполнения 
разрабатываемых потребителем и по­
ставщиком программ повышения на­
дежности технических изделий.

2. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА 
СТАРЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Главной характеристикой надежно­
сти элементов технических систем яв­
ляется интенсивность их отказов X (і). 
Возрастание интенсивности отказов по 
времени свидетельствует о старении 
элементов, поскольку у последних ве­
роятность возникновения отказов тем 
больше, чем дольше они эксплуати­
руются. Характер изменения интен­
сивности позволяет обоснованно опре­
делить мероприятия при эксплуатации, 
которые бы обеспечили компенсацию 
старения элементов техники и позво­
лили установить некоторым элементам 
свои ресурсы, отличные от общего 
ресурса технического изделия.

В зависимости от характера изме­
нения интенсивности отказов во вре­

мени в современной теории надежности 
различают несколько классов функции 
распределения времени до отказа Г (¿).

Р а с п р е д е л е н и я  с в о з ­
р а с т а ю щ е й  ф у н к ц и е й  и н ­
т е н с и в н о с т и  (ВФИ) о т к а ­
з о в  (рис. 1, а). К этому классу от­
носятся функции распределения, у ко­
торых X (?) строго возрастает по вре­
мени. Примером являются нормаль­
ная функция распределения или рас­
пределение Вейбулла—Гнеденко

/  (0  =  (я/<о) <т~ ’ е*р (— </<0). 

к  (<) =  <«/<„) Г ~ ‘ (2)
с параметром т >  1.

Ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е н и я  
с у б ы в а ю щ е й  и н т е н с и в ­
н о с т ь ю  о т к а з о в .  Примером 
такой функции со строго убывающей 
интенсивностью во времени X (¿) яв­
ляется распределение Вейбулла — Гне- 
денко с параметром т <  1 (см. 
рис. 1, б). К ним относятся функции 
надежности резисторов и конденсато­
ров (они хорошо аппроксимируются 
распределением Вейбулла—Гнеденко с 
т — 0,57-7-0,83). Примерно таков же 
характер изменения интенсивности от­
казов большинства типов диодов и 
триодов.

Однако у диодов, рассчитанных на 
силу тока более 30 А, наблюдается 
старение (для аппроксимации их функ­
ций надежности подходит распределе­
ние Вейбулла—Гнеденко с т =  1,22). 
Есть такая же тенденция в изменении 
надежности триодов большой мощно­
сти (т =  1,36).

к (і ) л/у/ а (і-)

Рис. 1. Характер изменения функций интенсивности отказов:
а — возрастающая; б убывающая; в «возрастная»; е — возрастающая в вредней;

*----- - интенсивность отказов для распределения Вейбулла-»Гнеденко при разная
внесениях параметра т
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Ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е н и я  
в о г н у т о й  и н т е н с и в -  

і о с т ь ю  о т к а з о в .  Их называют 
(»ункциями с «возрастной» интенсив- 
«остью. К этому классу относятся 
ииичные для инженерных приложений 

|>уикции надежности элементов, име­
ющих большую начальную интенсив­
ность отказов из-за приработки и воз­
растание потока отказов в конце срока 
службы из-за старения (см. рис. 1, в). 
Например, на современном транспорт- 
іом самолете функцию надежности 
мша ВФИ имеют 8—11 % агрегатов, 
і функции надежности возрастного 
і ипа 4 %.

Границей между классами является 
экспоненциальное распределение
V  (/) =  1 — ехр (—Щ . Именно на 
сравнении функции надежности с экс­
понентой и основана классификация.

Ф у н к ц и я  р а с п р е д е л е н и я  
с в о з р а с т а ю щ е й  в с р е д ­
н е м  и н т е н с и в н о с т ь ю  ВСФИ 
о т к а з о в  (см. рис. 1, г). Для 
характеристики функции этого класса 
используется функция

t
Л (f) =  Г* j  9L (/) Л . (3) 

о
В классификации функции распределе­
ния по изменению Я (¿) во времени 
используется ее технический смысл. 
Гели А (і)  возрастает, следовательно, 
средняя остаточная продолжитель­
ность исправного состояния элемента, 
наработавшего время t, меньше, чем 

элемента с меньшей наработкой. 
Iменно такие элементы имеет смысл 

заменять в эксплуатации на новые. 
Для экспоненциальной функции рас­
пределения Л (t) =  Я =  const, т. е. за­
мены элементов по ресурсу неэффек­
тивны.

Элементы, для которых Л it) не 
убывает с ростом относят к классу 
«стареющих в среднем». Для элементов 
класса ВСФИ новый объект в среднем 
лучше, чем использованный. Отличие 
их от элементов класса ВФИ состоит 
в том, что у стареющих в среднем 
элементов Я (/) не обязательно моно­
тонно возрастает.

Рассмотрим модели отказов техни­
ческих устройств, которые обусловли-

вают отнесение функций их надеж­
ности к классу ВФИ. Наиболее рас­
пространены модели двух типов. Пер­
вая модель — модель накопления повре­
ждений. В этой модели считается, что 
моменты появления мелких поврежде­
ний (дефектов) в техническом устрой­
стве образуют пуассоновский поток 
событий с интенсивностью Я. При 
наличии в устройстве & повреждений 
оно отказывает с вероятностью Рк- 
Тогда

7 ( о -  2  ( я
/{=0

Если сделать предположение, что каж­
дый дефект наносит ущерб не меньше
предыдущего, то Ѵ Т „  не возрастает. 
При этом простейшем предположении 
функция надежности технического уст­
ройства будет' относиться к классу 
ВСФИ. Тот же вывод справедлив для 
случая, когда поток дефектов не про­
стейший, а относится к классу не- 

I убывающих в среднем. В формуле (4) 
в этом случае вместо Я̂  необходимо 
подставить Л (¿) определяемое из (3).

Вторая модель, приводящая к функ­
ции надежности типа ВФИ, основана 
на предположении, что техническое 
устройство, состоящее из разнородных 
элементов, отказывает тогда, когда 
вышел из строя хотя бы один из них. 
Отказы каждого ¿-го элемента обра­
зуют простейший поток с интенсив­
ностью Я*. Поток отказов устройства 
в целом будет иметь случайную интен­
сивность Я, определяемую распределе­
нием Е (Я). Если Е (Я) является у- 
распределением, то функция надеж­
ности устройства Е (¿) принадлежит 
к классу ВФИ. Например, этой модели 
соответствует возникновение распреде­
ления Вейбулла—Гнеденко (2). Из­
вестно, что распределение (2) является 
предельным распределением при п 
-*■ оо самой меньшей из п независимых 
случайных величин. Поэтому если эле­
ментов в устройстве достаточно много 
и время до отказа его определяется 
наименьшим из всех времен до отказа 
одного из элементов, то функция на­
дежности такого устройства описы- 

I вается распределением Вейбулла—Гне- 
I денко.
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‘При оценке характера функции на­
дежности Б (і) по экспериментальным 
данным часто встречаются цензури­
рованные исходные данные. Класси­
ческим примером цензурирования яв­
ляются рассмотренные в гл. 2 испыта­
ния на надежность в соответствии 
с планами [Я, Б, г] или [Я, Б , Т ], 
в ходе которых информация соби­
рается только до г-го отказа или до 
заданной заранее наработки испыты­
ваемых изделий Т. В общем случае 
(модель произвольного цензурирова­
ния) следует считать, что изучается 
пара чисел (т*, у О, из которых пер­
вое — момент отказа і-го устройства, 
а второе — момент окончания наблю­
дений за і-м устройством. Второе 
число является случайным с распреде­
лением Я (у), которое иногда назы­
вают функцией выживания. Наблю­
дается другая пара чисел {гі =■ 
— т т ( т * ,  уі), 8*}, где 8* =  1, если 
хі <  Уі> и 8* =  0, если %і уі. Числа 
гі образуют цензурированную выборку.

Физически можно интерпретировать 
момент т і как наступление отказа 
именно того элемента технического 
устройства, который изучается, а мо­
мент уі — как наступление любого 
другого отказа в і-м устройстве, кото­
рый приводит к снятию этого устрой­
ства с дальнейшей эксплуатации (или 
к прекращению его испытаний). На­
пример, если испытываются устрой­
ства с ограниченным ресурсом Тр, 
то все Уі не могут быть больше 
(соответствующая функция выживания 
Я (у) =  1, если 0 <  у Тр).

Введем некоторые обозначения. 
Пусть 0 ^  іг ¿2 ^  • ¿я — отличные
друг от друга значения в упорядочен­
ном ряду наблюдений гц гі — число 
отказов в момент щ  — общее число 
наблюдений (отказов или прекраще­
ний испытаний устройства) в момент

і*, Му =  5 ] щ ; М$т =  п (Ы — число 
і= 1

зафиксированных отказов, п — общее 
число наблюдений).

Оценка максимального правдоподо­
бия для интенсивности отказов будет 
ступенчатой функцией со скачками 
в момент наблюдений і*, хотя скачки 
должны иметь место не обязательно

во всех точках Например, для рас­
пределений типа ВФИ формулы оценок 
максимального правдоподобия:

*! =

О при
max min 

K l< N - 1 l< s< i

=  E o / s f a  — M l ) X
Z=s I /=s

X (tj+1 — tj) при fi <  t <  tu'* 
при t > t N .

Без учета минимакса формула (5) 
превращается в простую оценку вели­
чины, обратной средней наработке на 
один отказ изучаемого парка изделий. 
Минимум в оценке Хі применен по­
тому, что заранее постулируется рост 
интенсивности отказов, т. е. необхо­
димо, чтобы %і было не больше всех 
последующих при / ^  і. Максимум 
обеспечивает, чтобы Хі было больше 
всех Хв при s >  і. Специальные ста­
тистические исследования на ЭВМ по­
казали, что среднее квадратическое 
отклонение оценки максимального 
правдоподобия на 35—40 % больше, 
чем у параметрической оценки. При 
увеличении m точность оценок макси­
мального правдоподобия улучшается, 
а при больших m и большом времени 
наблюдения tN она даже лучше, чем
у параметрической оценки. Это вполне 
объяснимое явление, так как при 
выводе формулы (5) использовано свой­
ство возрастания интенсивности отка­
зов во времени, а оно тем более за­
метно, чем больше m и tN .

Статистические тесты, позволяющие 
идентифицировать функцию распреде­
ления по выборке, содержащей п по­
лученных экспериментально значений 
моментов отказов ti технического из­
делия, строятся так, чтобы отличить 
опорную гипотезу # 0: X (/) =  const 
от гипотезы Я х: X (І) — возрастает. 
Для различения этих гипотез исполь­
зуются порядковые статистики на ос­
нове ранжированного ряда моментов 
отказов в порядке возрастания tx ^  
^  ^  ... ^  tj ^  tn . Простейший тест
для проверки гипотезы о старении
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элементов технических изделий осно­
вывается на подсчете числа перестано­
вок ѵп нормализованных интервалов
& ві:

Ав/ =  (л — / — 1) (0 -* ,- ! )■
где / — порядковый номер момента 
отказа в ранжированном ряду.

Число перестановок нормализован­
ных интервалов

п I
ѵп — £  2  ѵі і > 

і= і і
где о ^ = [Л ні> О н/, *> /} . (6)

Квадратными скобками здесь и да­
лее в этом параграфе обозначен инди­
катор события, описанного в скобках, 
т. е. в формуле (6) величина ѵ і] ~  1, 
если ^  £>н^, и ѵі] =  0 — в против­
ном случае.

Распределение статистики ѵп хо­
рошо изучено и затабулировано. Чтобы 
понять, как оно строится, достаточно 
учесть, что при нулевой гипотезе нор­
мализованные интервалы распре­
делены независимо, каждый по нор­
мальному закону так, что Р (ѵц =  
=  1) =  0,5. При справедливости аль­
тернативной гипотезы Р (ѵ ц — 1) >  
> 0 ,5 ,  когда і >  /, так как для более 
ранних моментов времени величины 
интервалов должны быть больше, чем 
для. поздних. Таким образом, каждое 
значение ѵі] и, следовательно, у б у д ет  
больше при альтернативной гипотезе. 
Поэтому при больших ѵп нулевая ги­
потеза отвергается.

Уже при небольших л >  10 рас­
пределение ѵп близко к нормальному, 
что позволяет находить граничное зна­
чение для статистики (6) по формуле

«Л. а  =  М ѵп  Т- иі - а  & ѵп»

где иг_а — квантиль нормального рас­
пределения; Мѵп =  1/4 (я — 1) я; 
йѵ п =  1/12я (я — 1) (2л +  5).

Пример. Результаты наблюдений за 
моментами отказов блока составили 
ряд (в месяцах): 16; 44; 55; 67; 73; 
76; 80; 81; 86; 93; 100; 108; 114; 120; 
125; 129; 132; 134; 140; 147; 148; 151; 
152; 158; 181; 190; 193; 213; 215, а ин­
тервалы І )н і (в месяцах): 448; 756; 
286; 300; 144; 69; 88; 21; 199; 133; 126; 
136; 96; 90; 56; 39; 24; 66; 70; 9; 24;

7; 36; 115; 36; 9; 40; 2. По ним подсчи­
тываем: я =  29, ѵп =  317, Мѵп =  203, 
Dvn — 4263, Фп; о,962= 31'7- По этим 
данным гипотезу о неизменности ин­
тенсивности отказов следует отверг­
нуть, и ошибка при этом составит 
менее 4 %.

Другой тест, позволяющий иденти­
фицировать функции надежности типа 
В ФИ, предложен Холлендером и Про- 
шаном. Он также основывается на 
том, что при справедливости гипотезы 
% (t) =  const нормализованные интер­
валы D Kj  распределены нормально. 
Более поздние исследования доказы­
вают, что распределение Drj сходится 
к нормальному медленно и поэтому 
в первоначальный тест Холлендера— 
Прошана внесена поправка.

В качестве различающей статистики 
используется

____ л I п
ѵп ~  2Юл (7)

Z=I / 1

где lJn =  1/3 (jin)5 — (1 -  1/2 я) X 
X (//л)а +  (1/2 — l /2 n +  l/6n2) (//л);
/ — порядковый номер момента отка­
за і} в ранжированном ряду экспери­
ментальных данных. Граничное зна­
чение для статистики ѵп приводится 
в специальных таблицах.

Оба приведенных теста предназна­
чены для проверки гипотезы о старении 
по нецензурированным выборкам, т. е. 
в случае, когда имеются сведения о мо­
ментах отказов всех поставленных на 
испытания технических устройств. 
В практике эксплуатации чаще при­
ходится иметь дело с цензурирован­
ными выборками. Тесты и выводы 
по ним для этого случая претерпевают 
значительные изменения. При постро­
ении теста для проверки гипотезы 
о том, что «новое лучше старого» 
в условиях цензурированных данных, 
будем проверять гипотезу о принад­
лежности распределения Г (0 к классу 
ВСФИ на основе наблюдений {г*, 6*}. 
При наличии цензурирования оценки 
для функции надежности выражаются 
формулами

Fn (0  =  я п (о я п (0 :

я „  (0  -  N+ (і)/п; (8)
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Я* (0  = £ [ * ( >  П,
1=1

где
Я п (0 =

_  ГТ /  2 +  ЛГ+ (г*) \ [ й* *1 < *1
;

(г1) имеет скачки во всех точках, 
в которых і ~  гг , г2, ...» гп . Величина 
скачка в Ь й  точке равна {га~х (п — 
-  к +  1) |б г =  О Н -  га”1 [6 і =  1]} X 
X Яп (гд). В качестве меры принад­
лежности функции надежности І7 (О 
к тому или иному классу используем 
статистику

мп Ім п _
» п = |  ( Д,  т ) '  *  [ р п (/) си, (9)

о I и
где М п -+■ от при л -► оо, а порядок 
изменения М п будет назначен в даль­
нейшем.

Формулу (9) в виде, приспособлен­
ном для' расчетов, можно записать так:

п
Е *» to-*) і*і < ад х

і= і
/

X Е (2* — гі-і) X

+ ѣ

Ѵп — п +
Е  (2У“ 2м )  X

/-Г
X Гп (Zj~l) Ігі ^2 

+  F п (Ліп)-
В случае отсутствия цензурирова­

ния, когда 2 і — /ь  М п ~  со, Нп — 1» 
Яп (г<) =  я“1 (« — г +  1)» 6|. =  1* ста­
тистика (9) превращается в стати­
стику (7) с точностью до масштабных 
коэффициентов.

Распределение статистики ѵп зави­
сит от интенсивности отказов X (і) 
и закона цензурирования Я (і). Так,

если функция распределения F (t) экс­
поненциальная, то статистика (9) имеет 
нормальное распределение с матема­
тическим ожиданием

Мѵп =  1/2 ( l  — (10)
и дисперсией

Don =  ! +  1 /Л „ (Мп) _
_  4в-  ЗЛІ- / ^  -  З . " 4" » ^ )  +

+  £  ( 1 -  e,)/(2 +  N* (2,)) Rn  (г,) X

X 6е ~ 2’>/ 7'і+ з „ ~ Ѵ 7'і ) ,
(П)

п I п
где Т г =  £  — ѳксперимен-

/=1 I /-Г
тальное значение средней наработки 
на отказ.

При назначении М п следует руко­
водствоваться тем, что эта величина
должна иметь порядок л~~ѵ. где 0 ,5 ^  

Так, если выбрать М п —
— d (log га)* с задаваемыми d >  0 и 
s > l ,  то справедливость (10) и (і. 1) 
гарантируется для функций F (/) и 
Я (t), которые или ведут себя при боль­
ших t подобно і~Ѵ, когда у >■ 0 , или 
при t -*■ оо удовлетворяют условию
{F (t) -+- Я (0) е"ѵ* —► 0 (1) для неко­
торого у >■ 0.

Интересные для практики функции
надежности F (і) цензурирования Я (t) 
этим условиям удовлетворяют, так 
как при большом времени наработки 
вероятность безотказной работы умень­
шается достаточно быстро.

Обобщив вышеизложенное, дадим 
процедуру проверки гипотезы по цен- 
зурированным наблюдениям.

1) Приняв за основу возрастание 
I Л?» по закону

М п =  d (logn)0*9»
выберем такое чтобы Мп было больше 
самого большого из наблюдений zn 
или больше ресурса технического уст­
ройства.

2) При выбранном М п подсчитаем 
значение различающей статистики ѵп 
по формуле (9), а также математиче­
ское ожидание и дисперсию для нее
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в случае справедливости гипотезы Я0 
по формулам (10) и (11).

3) Проверим справедливость гипо­
тезы Н 0. Ее следует принять с вероят­
ностью ошибки не более а ,  если

ѵп <  Мѵп +  а Ѵ Щ ъ-
В качестве примера рассмотрим дан­

ные о 29 отказах блока аппаратуры, 
приведенные ранее. Добавим лишь, 
что эксплуатировалось 69 комплектов 
аппаратуры, в которых применены эти 
блоки. При любом отказе комплект 
о дальнейшей эксплуатации снимался. 
Сорок комплектов снято в связи с от­
казами других блоков в следующие 
моменты времени (в месяцах): 13; 14; 
19; 20; 23; 25; 26; 27; 31; 32; 34; 37; 
38; 40; 46; 50; 53; 54; 57; 58; 59; 60;

66; 70; 85; 90; 98; 102; 105; ПО; 118; 
124; 130; 136; 138; 141; 194; 234.

Таким образом, получено 29 нецен- 
зурированных наблюдений и 40 цен­
зурированных. Выберем й =  70, тогда 
М п — 256, которое больше самого 
большого гв9 =  234. По результатам 
наблюдений оЛ =  0,988; Мѵп =  0,66;

— 0,26. Отсюда «1- а =  1,26 и 
а  =  0,11. Таким образом, вероятность 
ошибки, если отвергается гипотеза 
о неизменности интенсивности отказов 
исследуемого блока, составит более 
10% . В таких случаях не принято 
считать подтвержденной гипотезу о 
старении, в то время как тест без 
учета цензурирования, рассмотренный 
на с. 17, позволял сделать противо­
положный вывод.



Глава 2. Базы данных и статистические выводы 
о показателях надежности по результатам 
эксплуатации и испытаний

1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Базы данных, содержащих обшир­
ную информацию о надежности различ­
ных изделий массового применения, 
могут быть организованы только на 
основе применения средств вычисли­
тельной техники и соответствующего 
математического обеспечения. Система 
организации базы данных должна до­
пускать включение новых данных, 
получаемых в результате проведения 
испытаний или эксплуатации. Пра­
вильно организованная база данных 
допускает быстрое вычисление необ­
ходимых показателей надежности на 
основе имеющихся данных.

При обработке данных используются 
небольшое число основных формул и 
алгоритмов расчета основных показа­
телей надежности: вероятности без­
отказной работы, функции интенсив­
ности отказа, на основе которых могут 
быть рассчитаны другие показатели 
надежности элементов и систем (гамма­
процентный ресурс, средняя наработка 
на отказ, коэффициент готовности и 
т. д.). Для расчета может быть исполь­
зован комплекс программ обработки 
данных (см. разд. 8).

Исходным пунктом при этом являет­
ся выбор подходящей модели накопле­
ния данных (см. разд. 2). Некоторые 
из перечисленных моделей накопления 
данных допускают получение стати­
стических выводов о показателях на­
дежности в теории мартингалов (см. 
т. 2). Теория мартингалов наклады­
вает существенные ограничения на 
модели накопления данных. Исполь­
зование наряду с мартингальными ме­
тодами других общих методов мате­
матической статистики дает возмож­
ность проводить расчет показателей 
надежности для моделей накопления

данных, собираемых в процессе экс­
плуатации изделий. При этом при вы­
полнении приводимых в параграфах 3 
и 4 условий (У і) допускается объеди­
нение в общий массив данных, соответ­
ствующих различным планам испыта­
ний и эксплуатации.

Учитываются все этапы работы с дан­
ными: планирование их получения, 
хранение полученных данных и, на­
конец, машинная обработка больших 
массивов накопленных данных для 
получения требуемых показателей. Под 
статистической базой данных пони­
мается специальным образом органи­
зованный архив данных о надежности 
определенных типов изделий. При этом 
необходима стандартизация накапли­
ваемых данных. Допускается весьма 
общий вид накапливаемых данных. 
Одно из основных понятий — это по­
нятие о порциях данных, как о наи­
меньших единицах информации, со­
ставляющих массив данных. Современ­
ные средства вычислительной техники 
предоставляют пользователю довольно 
емкие носители информации быстрого 
прямого доступа: гибкие диски, жест­
кие диски, пакеты дисков, оптические 
диски. Такая структура организации 
базы данных о надежности и методы 
получения на основе этой базы ста­
тистических выводов о показателях 
надежности изделий полностью ориен­
тированы на использование ЭВМ.

Непараметрические точечные и. ин­
тервальные оценки наиболее важны 
в условиях, когда накоплено большое 
количество статистических данных. 
При правильно организованном сборе 
данных сравнительно быстро накапли­
ваются большие массивы данных о на­
дежности изделий массового примене­
ния. Примерами таких изделий яв­
ляются комплектующие элементы элек-
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троники (интегральные схемы и т. п.), . 
•лементы автоматики, подшипники, ав­
тошины, заклепки и т. д. На основе 
»тих накопленных данных оценивают­
ся не только показатели надежности, 
но и выявляются тенденции их измене­
ния, сравнивается продукция различ­
ных предприятий. Тралтш кпиныР-меЦ 
тоды математической статистшш__ д л я / 
'обработки больших массивов реаль-1 
ных данных, как правило, не приме-( 
мимы. '

Необходимость использования непа­
раметрического подхода и его преиму­
щества. Количество данных, полу­
чаемых в результате специальным об­
разом спланированных испытаний, как 
правило, невелико. Поэтому ориенти­
руются на выбор подходящего пара­
метрического семейства & функций 
распределений (ф. р.) продолжитель­
ности безотказной работы Г (я), в ^  0. 
Если семейство ф. р. выбрано, то сле­
дует использовать оптимальные для 
этого семейства методы получения вы­
водов о характеристиках надежности. 
Оптимальные методы получения вы­
водов существенным образом зависят 
как от плана, по которому получены 
данные, так и от вида выбранного 
семейства. Например, в предположе­
нии об экспоненциальности ф. р.
(Б (5) =  1 — е“ ^5) в качестве несме­
щенной оценки параметра X при плане 
[М, Б, г ], т. е. при одновременном 
испытании N изделий до г-го отказа,
рекомендуется оценка Х =  (г — 1)/5Г, 
где 5 Г — суммарная наработка всех 
изделий за время испытаний. При обра­
ботке данных испытаний по плану 
[//, Б , Г ] , т. е. в течение заданного 
времени Т, для несмещенного оцени­
вания X необходимо использовать дру­
гую, более сложную несмещенную 
оценку. Естественно, что такое раз­
нообразие расчетных формул суще­
ственно усложняет создание математи­
ческого обеспечения, которое охваты­
вало бы хотя бы основные используе­
мые планы испытаний, основные се­
мейства ф. р. и показатели надежности. 
Трудности усугубляются еще и тем, 
что для однотипных, изделий при­
ходится объединять данные, получен­
ные по различным планам испытаний. 
Это ведет к необходимости вывода

Лл

Рис. 1. График функции интенсивности 
отказа:
/  —> без отбраковкн ненадежная изделий; 
2 ■»» о учетом отбраковки

новых формул, создания новых про­
грамм для ЭВМ и т. д.

При постепенном увеличении мас­
сива данных требуется обосновать воз­
можность использования любого кон­
кретного параметрического семейства 
для достаточно точного нахождения 
показателей надежности изделий. 
Ошибка в выборе параметрического 
семейства может привести к ошибочным 
выводам. Возможные ошибки вызва­
ны неустойчивостью методов, опти­
мальных для конкретного параметри­
ческого семейства, даже при неболь­
ших отклонениях истинных ф. р. от 
ф. р ., составляющих выбранное пара­
метрическое семейство. Поэтому при_ 
обработке больших массивов данных 
целесообразно—щцщдьзоватц. н.едара; 
метрические-.семейства ,и „непараметри- 
ческйё^мстоды ш вд щ н д я ..,'

По мере накопления данных появ­
ляется возможность выявить «тонкую 
структуру» ф. р. и функции интенсив­
ности отказа. Можно ожидать, что при 
использовании индивидуального про­
гноза надежности изделий на основе 
неразрушающего контроля и после­
дующей отбраковки выявленных не­
надежных изделий функция интенсив­
ности отказа будет иметь вид 2, пока­
занный на рис. 1. Кривая 1 соответ­
ствует функции интенсивности отказа 
тех же изделий, но без отбраковки не­
надежных изделий. Функция интен­
сивности отказа, представленная на 
рис. 1, не соответствует обычным пара-
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метрическим семействам ф. р. При ис­
пользовании непараметрических оце­
нок вид ф. р. заранее не оговаривается. 
Это позволяет более объективно оце­
нить истинные значения показателей 
надежности.

Краткая характеристика наклады­
ваемых ограничений. Допускается, что 
данные поступают в базу данных в ви­
де порций, имеющих определенное 
строение (см. разд. 2). Каждая порция 
данных наряду с нужной информацией 
о надежности изделий определенного 
типа содержит информацию, которая 
в данный момент может не представ­
лять интереса. Задача предваритель­
ной обработки данных состоит в том, 
чтобы на основе порций данных об­
разовывать специальные таблицы, т. е. 
порядковые таблицы, в которых со­
средоточивается нужная информация 
(см. с. 30). На основе этих таблиц 
получаются статистические выводы: то­
чечные и доверительные оценки одной 
или нескольких фГр. и" функций ин­
тенсивностей отказов, а затем и других 
показателей.

Такая общая схема обработки дан­
ных возможна лишь при выполнении 
ряда весьма существенных ограниче­
ний. Исходным ограничением является 
структура порций, в которых допу­
скается только цензурирование справа. 
Существенным является также тре­
бование взаимной независимости мо­
ментов цензурирования и «будущих» 
отказов. Это очень жесткое ограниче­
ние. Оно выполняется не везде. На­
пример, в авиации стараются дать 
прогноз возможности наступления от­
каза двигателя самолета. Двигатель 
подвергают внеплановому профилаю 
тическому ремонту, если возникает 
обоснованное подозрение в возможном 
наступлении недопустимого отказа, ко­
торый мог бы иметь катастрофические 
последствия. В этом случае очевидна 
взаимная зависимость момента прекра­
щения наблюдения за двигателем и 
момента отказа.

Еще одним существенным ограниче­
нием является предположение об од­
нородности собираемых данных для 
заданного типа изделий. Предпола­
гается, что все изделия, данные о на­
дежности которых включены в общий 
массив данных, имеют одинаковые ф. р.

момента наступления отказа. Если 
данные собираются в течение продол­
жительного интервала времени, то 
ф. р. момента отказа может измениться. 
Частично преодолеть трудности, свя­
занные с неоднородностьто 'большого 
массива, можно с помощью разбиения 
этбго массива на части. Если статисти­
ческие выводы о ф. р. для частей ока­
жутся различными, то эти части мас­
сива следует рассматривать либо как 
самостоятельные массивы, либо сле­
дует ввести дополнительные метки — 
числа, учитывающие наличие или от­
сутствие однородности. Такие изме­
нения выполняются специальными про­
граммами на ЭВМ.

Другой путь преодоления естествен­
ной для многих изделий неоднород­
ности массивов данных состоит в учете 
ковариат, т. е. значений дополнительно 
измеренных величин, влияющих на 
надежность. Например, неоднород­
ность массива может быть вызвана 
изменениями условий внешней среды. 
Однотипные изделия, используемые в 
летнее и зимнее время часто имеют 
существенно различающиеся показа­
тели надежности. Возникающие в этом 
случае задачи близки к задачам пере­
счета показателей надежности с одних 
режимов испытаний или эксплуатации 
на другие режимы.

Предлагаемая теория накопления и 
обработки данных является асимпто­
тической, т. е. предполагается, что 
объем данных неограниченно возра­
стает. Реальные данные всегда имеют 
конечный объем. О точности оценок 
судят по ширине доверительных интер­
валов. Однако приводимые формулы 
доверительных интервалов также асим­
птотические. В тех случаях, когда 
правомерность их использования вы­
зывает сомнение, можно применить 
метод бутстрепа (см. разд. 7).

2. ПОРЦИИ И МАССИВЫ 
ДАННЫХ

Предположим, что в каждом пункте 
сбора данных четко оговорены пра­
вила сбора и оформления данных 
о надежности. При этом допускается, 
что данные о надежности однотипных 
изделий могут иметь различную струк­
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туру, зависящую от планов испытаний 
или условий эксплуатации изделий. 
Минимальное требование, предъявляе­
мое к регистрируемым данным, со­
стоит в том, что данные о надежности 
изделия должны содержать значение 
наработки 5 — времени работы изде­
лия без отказа. Это значение наработки 
должно быть снабжено признаком — 
меткой Г, кодирующей факт наступле­
ния или отсутствия отказа при данном 
ѳначении наработки. Отсутствие отказа 
означает, что на момент подачи данных 
изделие продолжало работать. Метка Г 
может кодировать тип наблюдаемого 
отказа. Если на местах сбора инфор­
мации сбор данных ведется с последо­
вательной регистрацией текущих мо­
ментов включения изделий в рабочие 
режимы и моментов отказов, то не­
обходимо рассматривать две шкалы 
времени: календарного времени и вре­
мени наработок я.

Пример. Пусть ведется наблюдение 
процесса восстановления, в котором 
отказавшее изделие мгновенно заме­
няется новым годным. Допустим, что 
в момент і0 в работу включено первое 
изделие, которой отказало в момент Ц 
и было сразу заменено на идентичное 
второе изделие. Второе изделие отка­
зало в момент ¿а и было заменено на 
третье изделие и т. д. В момент 
в работу включено (к +  1)-е изделие. 
К моменту / подачи данных (Я +  1)-е 
изделие продолжало работать без от­
каза. Набор данных, накопленных 
к моменту следующий: іг , ..., —
моменты отказов, /0 — момент начала 
сбора данных, і — момент окончания 
сбора данных. Наработки изделий 
равны: 5], =  Ц — /0 (первого), 5 а =
— ( в т о р о г о ) , =  Д  —
—  ІЬ ~ і ( к - т о ) , 5^+1 =  і —  Я* [(я +
+  1)-го]. Наработки отказавших из­
делий снабдим метками Г =  І, а на­
работку неотказавшего изделия — мет­
кой Г = —1. В итоге данные запи­
шутся в виде (5Х> 1; 5а, 1; ...; 5 Л, 1;

—1)* На рис. 2 показаны значе­
ния моментов отказов и достигнутые 
наработки. Оси абсцисс соответствует 
календарное время, а оси ординат — 
время наработок. Такие данные соот­
ветствуют плану [Ы, В , і] , N  =  1.

Пример. Допустим, что данные со­
держат результаты испытаний по пла-

Рис, 2. Данные испытаний на надеж­
ность по плану |ІѴ, В , і], N  ~  1

ну [А\ Б , / ] ,  т. е. N  изделий испыты­
вались в течение времени і. Замена 
или восстановление отказавших из­
делий не производилась. Отказы на­
блюдались в моменты ¿і , . . . ,  Если 
і-е изделие не отказало, то его на­
работка =  і, а метка Г* =  —1. 
Если же і-е изделие отказало в мо­
мент то его наработка 5^ — 
а метка Г* =  1. С использованием ме­
ток данные запишутся в виде набора 
2#  чисел (Ц, 1; /2, 1; ...; 1; і, —1;
...; —1). Последние N — й пар'
чисел соответствуют изделиям, у ко­
торых за время испытаний отказы не 
наступили и их метки Г =  —1.

Представление данных о надежности 
изделий в виде порций. Для многих 
видов изделий необходимо учитывать 
тип отказа. В изделиях электроники 
причиной отказа может быть короткое 
замыкание или обрыв. Потребуем, 
чтобы тип отказа был выявлен и 
включен в данные. Наработки изделия 
должны снабжаться метками Г. На­
пример, метка Г =  1, если произошел 
обрыв, Г =  2 , если произошло замы­
кание, Г =  3, если отказ не наблю­
дался.

Пары наработок и меток будем рас­
сматривать как значения случайных 
величин. Целесообразно поступившие 
данные разбить на независимые между 
собой наборы наработок и меток. 
Следующее понятие является основным 
исходным понятием при построении 
статистической базы данных резуль­
татов испытаний и эксплуатации из­
делий.

П о р ц и е й  д а н н ы х  X  =  (5 ^ , 
і =  1, ...» /}) называется набор 

значений случайных величин Б ц ,  Г ^ , 
где / — номер порции, 5 ц  — получен-
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^ ------------------- 1
2 -------------*---- 1
J — и-------------- 1

1 — X------------ 1— *------------ 1
2 ---------------- Н ------------- И----1
3 ------------------- |-х----------------1
4 -------- X---------1---------X--------1

700 ч 200ч
Рис. 3. Результаты первого и второго 
этапов испытаний

ная наработка, Г — метка, кодирую­
щая причину прекращения наблю­
дений {тип отказа). Целесообразно 
рассматривать минимальные порции, 
которые нельзя разбить на две или 
более независимые порции.

В примере, соответствующем рис. 2, 
наработки ...» 5 ^+1 — взаимно за­
висимые, так как 5x4- ... +  5 а+1 =  
=  і . Следовательно, весь набор чисел 
(*̂ і» 1» •••! 1» 1) обра­
зует порцию. В примере с планом 
[ІѴ, Б, Т] каждое изделие испыты­
вается независимо от других. Поэтому 
данные разбиваются на N  порций
(Ц, 1), (*, - 1), - 1)
без учета номеров испытанных из­
делий.

Проиллюстрируем понятие о пор­
циях данных на числовом примере.

Пример. Испытания новых изделий 
проводились в два этапа. На первом 
этапе для испытаний подготовили че­
тыре изделия. Для испытаний этих 
изделий были выделены четыре стен­
довых устройства, каждое из которых 
допускалось использовать в течение 
100 ч. На стендовое устройство уста­
навливалось только одно изделие. 
В результате проведения испытаний 
выявилось, что первое и четвертое 
изделие проработали без отказов 100 ч. 
Второе и третье изделия отказали 
соответственно через 71 и 29 ч. К мо­
менту проведения второго этапа испы­
таний была подготовлена партия из 
20 изделий того же типа. Для испыта­
ний были выделены те же четыре 
стендовых устройства, каждое из ко­
торых использовалось в течение 200 ч. 
Было решено для получения большого 
количества данных эти стендовые уст­

ройства использовать непрерывно, 
мгновенно заменяя отказавшие изде­
лия на годные новые. На первом стен­
довом устройстве отказы произошли 
после 27 и 121 ч испытаний, на вто­
ром — после 82 и 189 ч, на третьем — 
после 117 ч и на четвертом стендовом 
устройстве — после 43 и 154 ч. Остав­
шиеся 9 изделий на втором этапе не 
прошли испытаний. Результаты испы­
таний показаны на рис. 3. Крестики 
соответствуют моментам наступления 
отказов, а цифры 1, 2, 3, 4 — номерам 
стендовых устройств. Первый этап 
соответствует плану [ІѴ, Б , /1, N — 4, 
t =  100 ч. Второй этап соответствует 
наблюдению четырех реализаций про­
цессов восстановления, т. е. соответ­
ствует плану [N, В , f \ y N =  4, t =  
=  200 ч. Полученным наработкам, 
закончившимся отказами, сопоставим 
метки, равные 1, а — цензурирован­
ным наработкам в связи с исчерпанием 
времени испытаний — метки, равные 
—1. Например, на втором этапе второе 
изделие, испытывавшееся на первом 
стендовом устройстве, имело наработку 
121 ч — 27 ч — 94 ч и метку Г =  1. 
Считая продолжительности безотказ­
ной работы для разных изделий неза­
висимыми, на первом этапе испытаний 
получим четыре порции данных

Х і  =  (Sb ! =  100, Г,, i =  — 1);
=  (5lt 2 =  71, Гх. а =  1)»

* в  =  (S i,в =  29, Г х , .=  1);
* і  =  (Si, „ =  ЮО, Гх, =  — 1) 

и четыре на втором этапе испытаний

Хъ =  (Sx,6 =  27, Гх, 5 =  1» S a, g =  
=  94, Га, в = 1 ;  S 8, в =  79,

Гв, в = -  О;
* .  =  (Si. в =  82, Гх, 6 =  1; Sa, е =

=  107, Га,в =  1; S8l 6 =  Ц,

Гв. в = -1);
* 7=  (Si, 7 = 1 1 7 , Гх, 7 = 1 ;

Sa, 7 =  83, Га, 7 =  l)í 
=  (Si, в =  43, Гх, в =  1; Sa, в =  

= 111,
Га, в =  lj S8, в =  46, Г8| в =  1).
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Среди пятнадцати полученных нара­
боток две наработки 5 І4і и 5 х,4 имеют 
одинаковые значения.

Разбиение накапливаемых данных 
ня порции дает возможность стандар­
тизовать процесс накопления и обра­
ботки данных на ЭВМ и дать четкие 
і|юрмулировки основных математиче­
ских утверждений о свойствах ста­
тистических выводов.

Дадим краткое описание типовых 
моделей сбора данных, для которых 
допустимо применение описываемых 
методов.

Модели плановых испытаний. Дан­
ные о надежности могут накапливаться 
в результате последовательности ис­
пытаний. Например, из определенного 
объема однотипных изделий берутся 
выборки объема N. Отобранные изде­
лия испытываются по плану [Ny Б , г ], 
т. е. испытания продолжаются до мо­
мента регистрации г-го отказа. Ре- 
аультаты испытаний /-й выборки дают 
порцию X j — (Sij,  1; Б^у  1,
1; 5 г+1у, —1; ...; 5 ^ ,  — 1), в которой 
первые г значений наработок совпа­
дают с моментами отказов и имеют 
метки Г і^ =  1. Последние N — т на­
работок совпадают с моментом г-го 
отказа и снабжены метками Г ц  =  
=  —1. Эти N  — г изделии за время 
испытаний не имели отказов. Оіучай, 
когда данные соответствуют плану 
[УѴ, Б у Т ], рассмотрен в примере на 
с. 23. К рассматриваемому классу 
моделей накопления данных относятся 
многие планы типа Б , т. е. без замены 
отказавших во время испытаний из­
делий, когда момент прекращения ис­
пытаний может зависеть от уже на­
ступивших моментов отказов. Допу­
скается возможность снятия с испыта­
ний заданного числа изделий в зара­
нее запланированные моменты вре­
мени (цензурирование I рода) или 
в моменты отказов испытываемых из­
делий (цензурирование II рода). В мо­
делях планового накопления данных 
возможно использование различных 
планов. Например, одна часть порций 
будет получена по планам [пу, Б , 
г А у а другая часть — по планам [пу, 
Бу і)]у где / — номер испытания.

Модели независимых конкурирую­
щих рисков. В таких моделях исходят 
из того, что испытываемые изделия

состоят из г частей — блоков Б*, 
. . . ,  Б г. Отказ любого из блоков 
приводит к отказу изделия. Пусть 
і-іу — момент отказа блока Бі  у изде­
лия с номером / ,  і =  1 у...у г. Тогда 
отказ /-го изделия наступит в момент 
tj =  шіп (/¿у: i =  1, ...» г). Считая из­
вестным тип отказавшего блока, сна­
бдим наработку tj меткой Г/ =  /, 
если tj =  t u . В этом случае причиной 
отказа изделия является отказ блока 
Б\.  Если испытания ведутся до на­
ступления отказа, то в результате 
испытания изделия с номером / по­
лучим порцию данных (t j f I). В ре­
зультате испытаний N  изделий по­
лучим N  таких порций. В моделях 
независимых конкурирующих рисков 
предполагается, что ¿¿у— продолжи­
тельности безотказной работы бло­
ков — являются независимыми слу­
чайными величинами.

Модели с назначенными моментами 
цензурирования. В таких моделях 
предполагается, что для изделия с но­
мером j до испытаний назначается 
момент цензурирования uj. Момент 
отказа tj становится известным только 
в случае, когда tj ^ u j .  В результате 
испытаний /-го изделия получается 
порция данных (Sy, 1), если Sy =  
=  min (tj, uj) =  tj,  или порция 
(Sjy —I), если S j  =  Uj<. tj.

Пусть в процессе эксплуатации из­
делий при достижении ими заданного 
значения наработки £п# п проводится 
плановая профилактика с полным вос­
становлением. Если до достижения 
наработки п произойдет отказ, то 
проводится ремонт с полным восста­
новлением. Тогда накопление данных 
соответствует модели с назначенными 
моментами цензурирования.

Модели случайного поступления.
В таких моделях наблюдения за N  
эксплуатируемыми изделиями начина­
ются в момент t0 и заканчиваются 
в момент t. Изделия, за которыми ве­
дется наблюдение, начинают эксплуа­
тироваться в случайные моменты вре­
мени t-±y ...у tiу , ¿о ^  ti <  ... ¿дг<С 
<  t. Момент отказа t*j изделия, кото­
рое начало эксплуатироваться в мо­
мент t ¡у становится известным, если 

В этом случае наработка до
отказа равна S j  =  t*j — tj. Если же
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Рис. 4. Две реализации альтернирую­
щих процессов, когда момент tj пре­
кращения наблюдения соответствует: 
а — периоду работы; б ~~ периоду ремонта

tj  "> t, то известно лишь, что в тече­
ние времени S j =  t — tj изделие про­
работало без отказа. Допустим, что 
продолжительность безотказной рабо­
ты ¿у >  tу не зависит от моментов
tlt  .... tff. Тогда наблюдение за і-м 
изделием дает порцию (Sj ,  Tj), где 
Гу =  1, если t*j Гу = —1, если 
t*l >• t, Sy =  min (t — tj ,  t*j— tj). На­
блюдения за N изделиями дадут N 
порций (Sj, ГД, . .. ,  (SN , Гдг).

Перечисленные выше модели сбора 
данных допускают получение стати­
стических выводов в рамках теории 
мартингалов. Однако на практике мо­
гут быть использованы и другие мо­
дели сбора данных, для которых не­
обходимо применение других методов. 
Приведем примеры таких моделей.

Модели альтернирующих процессов. 
Сбор данных в ходе эксплуатации 
изделий можно описать с помощью 
альтернирующих процессов. Допу­
стим, что на интервале времени [0, tj] 
наблюдается альтернирующий точеч­
ный процесс. Этот процесс задается 
последовательностью моментов време­
ни toj — О <С tXj  <С t%j <С ... <С tTif<! 
<  ... . В момент t0j = 0  в работу 
включается первое изделие, которое 
отказывает в момент txj . За время от 
момента отказа txj  до момента t2j 
производится устранение отказа — за­
мена изделия на идентичное годное 
или полное восстановление (ремонт). 
Второе изделие отказывает в момент 
tsj. Замена отказавшего изделия на 
годное или ремонт завершается в мо­
мент t±j и т. д. Моменты t0j , tzj,  ..., 
ігh,j> соответствуют началу работы 
очередного восстановленного изделия. 
Моменты tXj t ^zk—l, j,  нв-

ляются моментами отказов. Предпо­
лагается, что все интервалы работы 
¿йЬ-і . 1 — ¿оь_й. 1 и продолжительности 
ремонта j — tzh—i, J* k — 1, 2, 
являются независимыми случайными 
величинами. Наблюдению альтерниру­
ющего процесса на интервале (0 , tj) 
соответствует порция X j =  (S i j , Тц,  
i — 1, . . . ,  I j ) , в которой наработки 
S u  =  tij — t i - u j  снабжены метками 
Т ц  ~  + 1  Для i — 2k~~ 1; Vtj — -j-2 
для i — 2k, k — 1, 2 , . . .  и tij <  tj. 
Если же ii-u  j *< tj <  tij,  to Si j  — 
— tj — ¿і- i , j, T t j — —J для i — 
=  2k — 1; Tij  — —2 для i =  2k. Зна­
чение I j — max {i : t i j  ^  tj] +  1. Воз­
можные случаи расположения точек 
tij  показаны на рис. 4 (а, б). Альтер­
нирующие процессы являются упро­
щенными моделями, описывающими 
эксплуатацию изделий (элементов, си­
стем и т. п.), полностью восстанавли­
ваемых в результате ремонта или за­
меняемых на новые при наступлении 
отказов.

Модели с кратными отказами. Пусть 
система состоит из г элементов раз­
личных типов. Продолжительности ра­
боты различных элементов до наступле­
ния отказов предполагаются незави­
симыми случайными величинами. От­
каз элемента ¿-го типа с вероятностью 
рі  может привести к одновременному 
выводу из строя и необходимости 
замены элементов, тип которых при­
надлежит известному подмножеству 
В і d  (1, ...» г). Такие отказы назы­
ваются кратными. С целью упрощения 
обозначений рассмотрим систему, со­
стоящую из двух элементов разных ти­
пов, г =  2. Предполагается, что за­
мены производятся мгновенно. Допу­
стим, что наблюдения ведутся на ин­
тервале [0, tj]. Типичная реализация 
наблюдаемых данных показана на 
рис. 5. На верхней прямой отмечены 
моменты отказов и замен элементов 
первого типа, на нижней прямой — 
элементов второго типа. В момент t^j 
произошел кратный отказ элемента 
первого типа, который привел к от­
казу элемента второго типа и его за­
мене. В момент t^j произошел кратный 
отказ элемента второго типа. По полу­
ченным данным составляется порция 
X j — (Sij ,  Tij,  i — 1, в кото­
рой l j  равно числу всех полученных
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наработок. В примере данных, по­
казанных на рис. 5, / ¿ = 7  +  2 +  2 =  
*=11, т. е. равно 7 наработкам до 
отказов плюс две наработки до замен 
в результате кратных отказов, плюс 
две наработки без отказов до завер­
шающего эти наблюдения момента tj, 
Если наработке 5 ^  соответствует от­
каз, то метка =  / определяется 
типом I отказавшего элемента. В рас­
сматриваемом примере I — 1, 2. Если 
же наработка связана с заменой 
или завершением наблюдений, то =

Разновидностью моделей с кратными 
отказами является модель вложенных 
процессов восстановления, в которой 
отказ элемента типа / с вероятностью, 
равной единице, приводит к отказу 
элементов типов / + 1, / + 2 , . . . , г .  
Типичная реализация такого процесса 
показана на рис. 6. Цифры у дуг, 
соответствующих интервалам безотказ­
ной работы, обозначают тип элемента 
/ =  1, 2 , 3.

Порции данных, для которых вы­
полняются требуемые ниже в разд. 4 
и 5 условия, соответствуют результа­
там наблюдений систем, эволюция ко­
торых описывается полумарковскими 
процессами, а также результатам на­
блюдений систем массового обслужи­
вания с относительными приоритетами. 
В модели альтернирующего процесса 
допустимо введение меток для полу­
ченных интервалов работы согласно 
модели независимых конкурирующих 
рисков. Это целесообразно в том слу­
чае, когда изделия имеют структуру 
последовательной цепочки из г не­
зависимых блоков. Длительностям ин­
тервалов работы, незавершенным в 
связи с прекращением наблюдений, 
соответствует метка, равная г +  1,

Рис. 5, Данные о работе двух уст­
ройств (1,2)  с кратными отказами

а длительностям интервалов ремон­
та — метка т +  2.

Образование массивов данных. Если 
данные о надежности изделий, по­
ступающие в архив, не представлены 
в виде порций, то преобразование этих 
данных к стандартному виду порций 
осуществляется с помощью программы 
предварительной обработки данных. 
Каждой модели накопления данных 
соответствует программа предвари­
тельной обработки данных. Образова­
ние порций является первым этапом 
машинной обработки данных.

Для расчета показателей надежно­
сти определенного типа изделий и опре­
деленного типа отказа следует ото­
брать только те порции, которые со­
держат необходимую информацию. От­
бор таких порций также проводится 
с использованием соответствующих 
программ предварительной обработки 
данных. Для получения информации 
об отказах, кодированных меткой /, 
для каждой порции X ] должно быть 
определено подмножество А и  значе­
ний меток { не входит в Аі]. Вид 
подмножества А ц  зависит от модели 
сбора данных и определяется на основе 
вводимого в разд. 3 понятия дискрет­
ной разделимости. Если в порции X ]

1 1 7

Рис. 6. Реализация модели вложенных процессов восстановления элементов 
трех типов / =  1, 2, 3
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Рис.. 7. Процесс формирования базы 
статистических данных о надежности 
изделий

имеется наработка с меткой Гц. 
значение которой равно I или входит 
в А ^ ( Г і  ̂ £  А ц  и  І), то такая пор­
ция содержит нужную информацию. 
В моделях независимых конкурирую­
щих рисков Л и  — (1, 2, . . . ,  г)Ц\ в мо­
делях альтернирующих процессов 
А і ] — (—/), / =  1, 2. При расчете по­
казателей изделий с разными типами 
отказов, кодированных метками Іг , 
. . . ,  /&, информацию содержат все пор­
ции, в которых метки

г,/ € и ('Ч.ііПл).
&= I

М а с с и в о м  д а н н ы х  К{== 
=  ( Х 1 , Х т ), связанных с меткой / 
(набором меток /1? /&), называется
последовательность всех порций X у, 
в которых имеются наработки с мет­
кой I (набором меток /і, или
с меткой из подмножеств А и  (объеди­
нения подмножеств Л , ,, Н =  1, ...»

/ =  1, т).
Образование массива данных, свя­

занного с меткой I или заданным на­
бором меток, соответствует второму 
этапу машинной обработки данных.

Процесс формирования базы ста­
тистических данных о надежности из­
делий схематически показан на рис. 7.

3. ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ 
БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ 
И ФУНКЦИИ РЕСУРСА

Дискретно-разделимые модели. Про­
должительность безотказной работы 
каждого изделия, испытываемого до

наступления отказа, является случай­
ной величиной, ф. р, которой опреде­
ляется типом изделия. Если изделие 
имеет отказы разных типов, то каждому 
типу отказа соответствует своя слу­
чайная величина, равная времени до 
наступления данного типа отказа. 
Предполагается, что случайные ве­
личины, соответствующие различным 
типам отказов, являются взаимно не­
зависимыми. Если отказ изделия коди­
руется меткой /, то соответствующая 
ф. р. обозначается F\ (•), а ее значе­
ние в точке s как F\ (s). Тогда вероят­
ность отсутствия отказа в течение
времени s равна Fi  (s) =  1 — F\ (s). 
Точечные и интервальные оценки для 
значения ф. р. и других связанных 
с ними показателей надежности рас­
считываются на основе соответствую­
щих меткам / массивов данных мето­
дом максимального правдоподобия. 
Для того чтобы воспользоваться этим 
методом надо иметь достаточно полное 
описание исходной статической мо­
дели. Статическая модель для порции 
данных определена заданием возмож­
ных значений порции X j  =  { X се­
мейства вероятностных распределений 

=  {Pj)- Элементы, составляющие 
X j , имеют вид X j = ( S i j ,  Ff/, i ~  
— П •••» /у)* где S i j>  О, Гij £ ( ± 1, 
...» d=r). Каждое распределение се­
мейства определяются заданием
набора ф. р. F — (Ft (•)>•••> Fr (•)) 
и некоторого параметра Ѳ, который 
также может быть представлен набо­
ром других ф. р. представлен набором 
других ф. р. Параметр Ѳ называется 
мешающим, так как он влияет на зна­
чения вероятностей событий Pf , q(Xj £ 
£ А),  но не представляет интереса 

для исследователя. На ф. р. F \ { - ) £ 
£ F  не накладывают никаких огра­
ничений. Эти ф. р. являются произ­
вольными при любом возможном зна­
чении мешающего параметра. Распре­
деление из соответствующее паре 
F, Ѳ, обозначается Pf , ѳ- 

Введем следующие обозначения:
І {А) — индикатор события А: если 
А выполнено, то 1 (А) =  1, в против­
ном случае 1 (А) =  0; g (и —) —
=  Игл g (и — h) — предел слева, а 

МО
g (и -К) — Hm g («  +  h) -  предел 

МО
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пірава значений функции g; (и) =  
£ (и + )  — Ё (и —) — величина скач­

ка функции ц  в точке и. предпо­
лагаются непрерывными справа, т. е. 
1'\ (и) =  і7! (и + ) .  Поэтому_Д^^ (и) =  
-= І І  (и) — (и —) а  (и —) —
— Т7! (и) — вероятность того, что от­
каз с меткой / наступит в момент ы.

Следующее свойство ограничивает 
класс статических моделей для 
порций. Этот класс допускает по­
строение сравнительно простой теории 
пспараметрического оценивания.

Семейство распределений =
■= {Рр'  ѳ§ /} называется — д и с ­
к р е т н о - р а з д е л и м ы м ,  если 
для любого значения порции Х ] £  X  
найдется пара Р , Ѳ, что

р г .  ѳ. і (Х і) >  0 и

р г» Ѳ, % (Х і) =

= гі [Д̂ І №/)]’ {Т‘ГІ) х

X [Г, (Я„)]т (г ч £ А ч) с , . '  в (Х ,) < (1)

где А і]  С  (± 1 , ...» ± г) \  I, А ц  Ф  
Ф  0  — непустое, сомножитель 
с і « .в ( * і )  не зависит от ф. р.
р* == ( ¿ ч ,. . . ,  т7̂ ,  ^г+і» •••» Рг)> для
любых значений скачков (5^) >

ч
> 0 , ^  ts.Fi (5*Д ^  1 найдется пара 

*=І
Р, Ѳ, для которой выполняется усло­
вие (1).

Статическую модель накопления (сбо­
ра) данных назовем (/г, ...» /ь) — д и  с- 
к р е т н о - р а з д е л и м о й  м о ­
д е л ь ю ,  если в массиве данных 
Г і -  № , . . .»  Х т), который связан с 
метками 1±, для любой порции
Х і е  Гі  семейство распределений 
является і7!-дискретно-разделимым для
тех же значений меток I =  Іх....... Іь..
Все приведенные в разд. 2 модели 
сбора данных о надежности изделий 
являются дискретно-разделимыми мо­
делями.

Пример. Накопление данных ведется 
по результатам наблюдений т неза­
висимых альтернирующих процессов 
на интервалах [0 , ^ ] ,  / =  1, ...» т. 
Такая модель накопления данных яв­

ляется дискретно-разделимой моделью. 
Строение порций X j подробно описано 
на с. 26. Длительности безотказной ра­
боты и ремонта являются независи­
мыми случайными величинами с ф. р., 
равными соответственно /4  (•) и Е2 (•)• 
Рассмотрим такие ф. р ., что для всех 
значений наработок =  / !> 0
скачки Л ^ | >  0, а для незавер­
шенных интервалов работы и ремонта
$Ц,}> ~ I*  РI №і}) >  вы ­
ражение

[ДЛ (Я„Я1 (ГіГ=Г) х 
х  [Д^а р ц ,  ,)]1

равно Лі7! ( 5 £ ,  если =  1, или
равно Д/^ если =  2. На
последнем интервале длины <$*./,,/ от­
сутствуют отказы если это интервал 
работы. Если же  ̂ соответствует
интервалу ремонта, то не происходит 
завершение ремонта. Вероятность та­
ких событий записывается в виде 
произведения

[р і ( % •  і )і 

X [Р , (% )]

(г іі- І  1)
X

).

Учитывая независимость продолжи­
тельности времен работы и ремонта, 
получаем вероятность наблюдений пор­
ций Х*

Р р„  р , (х д  =

=  П П [Д 5 ,  (Я , , ) ]1 X
1=1, 2 {=  I

X [Р| (%)]' Рч ’> >  0. (2)
Если в качестве первого сомножителя 
в выражении (2) записать члены, 
определяемые Рі, то выражение (2) 
соответствует (1), когда

Аи =  ( - 1). Р  =  (рѵ Р 4 \ Ъ  =
=  е , . ,  і ’ ф і ,

Ср.  =  [Д 5Г  (5 (/)]’ <РіГ1') X

Х [ ^ ( 5 і,)]1(Г« “ г' ) > ° -
Величины положительных скачков мо­
гут быть выбраны любыми. Таким 
образом, каждая порция X ]  в модель
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в целом обладает свойством /-дискрет­
ной разделимости, / =  1,2.

Если при обработке данных не­
обходима оценка только ф. р. Flt 
то можно считать, что мешающий пара­
метр Ѳ =  Fа. В этом случае набор 
F  =  (Fj). Если же надо получить вы­
воды об обеих ф. р. Fi и F2, /? =  (Fls 
Fa), то мешающий параметр Ѳ отсут­
ствует.

Обобщенный метод максимального 
правдоподобия. Для построения точеч­
ных оценок неизвестных ф. р. Fj сле­
дует использовать общие методы ма­
тематической статистики, например ме­
тод максимального правдоподобия, тре­
бующий существования п. р. Однако 
непосредственно использовать этот ме­
тод нельзя, так как не все распределе­
ния P j £ & ]  имеют плотности. Мате­
матики такие семейства распределений 
называют недоминируемыми. В связи 
с отсутствием плотности для массива 
Yi  вводится обобщенная функция прав­
доподобия

Ь (/*і, Ѳі; Ѳа; iri) =
m

П  PFt. e, X
y=i
m

2  П  PFn, 0n (X i)b=l, 2 j =l n 11
где Рд, ѲЛ — две пары значений на­
боров ф. р. и мешающих параметров. 
Обобщенный метод максимального 
правдоподобия состоит в поиске такой
пары Г , Ѳ, что для любой другой пары 
Т7, Ѳ выполняется неравенство

L(F,  0; F,  0; Y x) >

Ѳ; /?, 0; Ѵі).
В рассматриваемых задачах нужно 
найти такую пару Ѳ, для которой

т

Р? А г і) =  Т І  П  Рг - е ( Х і)- (3)Ѳ г ,  Ѳ ¡—і
Пусть г п  (т) <  г п  (т) <  ... <  

<  2|в (т )  — последовательность чисел,

полученных упорядочением по величи­
не всех наработок входящих в мас­
сив ГЬ  у которых Г и  € / II А ц .  
п — п\  (т ). Каждому значению 
г 1Ь (т ) соответствует хотя бы одна на­
работка с меткой Т ц  £ 1 \ } А ц .  Выразим 
число наработок S ¡Jt равных г1Ь(т),
с меткой =  I через (т), с мет­
кой Г ц  £ А ц — через с1Ь(т), т. е.

? 1Ь ~  ^ 2  ^2  1 ~  г1Ь

Г ц  =  1)> (4)

схъ (т) ~  2  2  * ~  Нь (®)»
*=1 ¿=1

€ А и ) я (5)
Из этих выражений и формулы (1)
вытекает, что вероятность наблюдения
массива У\

т
Рр. е (г 1) =  П  рг , е (X ,) =

/■=1
Лс

=  П  [ДР, (г1Ь (т))]'ш <“ > х
й=1

X [у | (г1Ь (»))]"“ <т| X
т

X П  Суу* 0 (Яу) >  0. (6)
/-1

Из выражений (3) и (6) следует, что 
обобщенной оценке максимального
правдоподобия F х (•) соответствует 
максимум выражения

П  [Л?, (г,ь (т))]Ьк <т > X
Ь-1

X <*» < » > ) / (Ю>-
Статистические данные из массива 

К{, которые определяют обобщенную 
оценку максимального правдоподобия 
Ф- Р* удобно представить в вид 
таблицы

г \1 (® ) И*2 И і1п ( т ) \

t>l (Yt) = fn (и) fi* (т) 
сц  И  сІЙ(ш)

fin (т)
ст  И



» • і м п м п  боеюткааной работы н функции ресурса 31

горой первая строка соответ- 
«начениям полученных нара- 
а вторая образована числами 

-гок, имеющих метку I, третья 
і соответствует числу наработок 
ь.іми из т* е- наработкам,
ас не завершились отказом типа

/ц(т).

Таблица данных, задаваемая выра­
жением (7), называется п о р я д к о ­
в о й  т а б л и ц е й ,  связанной с мет­
кой /.

Пример. Порядковая таблица, по­
строенная на основе восьми порций 
данных двухэтапных испытаний, при­
веденных в примере на с. 24, имеет вид

/  И 27 29 43 46 71 79 82 83 94 100 107 Ш  117 \
О (У і) =  | 0 1  1 1 0 1 0 1 0 1  0 1 1 1 ). (8)

V I 0 0 0 1 0 1 0 1 0 2 0 0 0 /
нм, что в этой порядковой таб- 
объединены результаты, полу- 

с с использованием разных пла- 
мопытаний.

гация порядковых таблиц. В по­
ной таблице ( ¥ $  сконцентри- 

I ( информация, имеющая отно-
(с к ф. р. Е* (•). Если порядковая 
ь  б  і (¥і)  уже рассчитана и хра-
м н памяти ЭВМ, то при поступле-
<>: чередной порции данных Х т+і

устся порядковая таблица 
ні+і)» которая агрегируется с 
ѵей в таблицу
іа У\ —  (АГр ...» Х т , ЛГШ+І̂
этого надо таблицы Di (Уі) и 

V т+г) рассмотреть как совокуп- 
столбцов. Эти столбцы, образо- 

!С‘ значениями г, /  и с, следует 
почить по величине г. Если два 

,;а из Оі (¥і)  н (Х т+1) имеют 
ікаковые значения г, то из них 

Следует образовать один столбец с об­
щим значением г, суммируя сначала 
винчения / ,  а затем значения с, вхо­
ди щие в эти столбцы.

Множительная оценка вероятности 
безотказной работы. Каждому значе­
нию в поставим в соответствие цело­
численную величину

І
И \{т,  2  [/ю (т) -К сѣ («)].

Н: 2?л(т)

(9)

Пусть статистическая модель на- 
опления данных является /-дискрет­
о-разделимой. Тогда обобщенная 

оценка максимального правдоподобия 
інфоятгостн безотказной работы ~Рі (з)

в течение времени 5 задается выраже­
нием

?ін (Д) \
(ш, гѣ  (т )) / 1

( 10)
где п (з) =  шах |/г : (гп) ^  ;
А  ̂(гп, (т)) — число, определяемое 
выражением (9); (т), с?л ( т ) —
числа, входящие в столбцы порядковой 
таблицы (7) и определяемые по фор­
мулам (4), (5).

Оценка заданная произведе-
нием (10), и оценка (я) = 1  — (в)
называются м н о ж ц е л ь н  ы м и
о ^ е , н,к..а м и  для Р\ (в) и Р\ (б) 
соответственно.

Выражение (10) дает значение оценки 
F | (з) в заданной точке з. Как функция
аргумента в оценка F^ (я) является

¡непрерывной справа невозрастающей 
ступенчатой функцией, скачки которой 
і происходят лишь в тех точках (т ), 
составляющих первую строку табл. (7), 
которым соответствуют значения
Ьь. (т ) >  9. Расчет значений F í (ггь(т )) 
производится следующим образом.
Если значение ^  Ь-1(т)) найдено,

то значение F í ( г ^  (т)) вычисляется 
по формуле

Рі (г іК (м)) =  F í (2{, Ь~1 (гп)) X 
X {Х— Ы  ( т ,  2|й (т))), (И)

где 2ь о (т) =  0 , Р (0) =  1,
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Величина скачка множительной 
оценки в точке г 1Ь (т) согласно 
формуле (10)

РіЬ («) ■= 1 Ы  (т)) =

{¿и Ъ,-1 (т )) (/л, 2і/і (/п)) *
( 12)

Только в случае, когда момент самой 
большой наблюдаемой наработки 
г іп (т ) не ^впадает с неполной нара­
боткой, т. е. с1п(т) =  0 , множитель-

«•*4,
ная оценка Рі (•) является собствен­
ной ф. р. Это означает, что Рі ($) =  1 
для б ^  г 1п(т). В противном случае
максимальное значение Р\ (5) строго 
меньше единицы.

Пример. Проиллюстрируем расчет 
множительной оценки на основе по­
рядковой табл. (8), полученной по 
результатам двухэтапиых испытаний. 
Ниже индекс I =  1 опускается. На ин-
тервале [0,27) і7 (в) = I. По формуле
(И) находим і7 (27) =  1 (1 — 1/14) =  
=  0,9286. Здесь и далее результаты 
вычислений даны с точностью до 0 ,0001. 
Число N  ($27) =  14 получается сум­
мированием всех чисел во второй и 
третьей строках порядковой таблицы
(8), начиная со второго столбца. На
интервале [27, 29] і7 (б) =  Е (27). Для
значения в =  29 находим Р (29) =
=  ¥  (27) (1 — 1/13)_= 0,8571 ,̂ для в =
=  43 имеем Р (43) =  Р (29) (1 —
— 1/12) =  0,7857. В точке $ =  46 ска­
чок отсутствует, так как /5 (8) =  0.
Следовательно, для я £ [43, 71) Р (5) =
=  0,7857, Далее ¥  (71) =  ¥  (43) (I —
— 1/10) =  0,7071, ¥  (71) = ¥  (79) =
=  0,7071, ?  (82) =  ¥  (83) =  ?  (71) X 
X (1 — 1/8) =  0,6188, Р (94) =  
=  ¥  (100) =  ¥  (82) (1 — 1/6) =  0,5156, 
¥  (107) =  £  (94) (1 — 1/3) =  0,3438, 
¥  (111) =  ¥(107) (1 — 1/2) =  0,1719, 
¥(117) =  0.

Алгоритм перераспределения «ве­
сов» . Для расчета величин скачков
РіЬ (т) множительной оценки Рі ре­
комендуется использовать алгоритм 
перераспределения «весов». Алгоритм 
завершается за конечное число ша­
гов п, равное числу столбцов поряд­
ковой табл. (7). Дадим описание этого 
алгоритма. Пусть задана порядковая 
табл. (7). Числам (т) поставим
в соответствие числа иь =  ¡іъ. (яг) +  
-+* сіь (яг). суммарные числа +
+  и/и-х+ +  ип , а также исходный 
«вес» р гіі (0) =  и^/ѵи  к =  1, ..., п.
Пусть р 11г (к) — «вес» точки (т),
полученный в результате шага с номе­
ром /г =  1, ...» п. Первый шаг связан 
с первым слева столбцом табл. (7). 
Если Сд (т) >• 0, то полагаем «вес»
точки z tl (т) равным р и (1) =

f п  <т )
Ц

p tl (0). Оставшуюся часть

7 і (т )«веса»-----------Ріі (0) распределяем ме-
иі

%
с,

жду точками гІН (т), к >  1 пропор­
ционально числам «ь, т. е. полагаем 
«вес» точки ггіі(т ) , к >  1

Р',ь (!) =  PU (°) +  РІІ (°) х
и 1

X h — 2, . . . » л.

На втором шаге «вес» точки г ?1(/п) не 
меняем, т. е. p f j (2) =  р*l (1). Точке 
z l2 (т) поставим в соответствие «вес»

fia (т)
р*2 (2) =  — - -----р ^2 (1)* Оставшуюся

с,2 (т)
часть «веса»---------- p£20 ) распределяем
между точками z lh (т), к >  2 пропор­
ционально числам Uh, т. е. полагаем

P*lh (2) — P h  (1) H---- І2щ  ̂ р*2 ( 0  X

X h =  3, . . . ,  п. 
ѵ 8

На А-м шаге «веса» точек z lh (m), 
k < k  не меняем, т. e. \pîh (k) =
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I. Результаты расчета по алгоритму перераспределения «весов»

Чь< т > flh о») а ѣ PlhiO)

Номер Iлага алгоритма

1—4 В, 6 7. 8 Ѳ. 10 11 — 14

11 0 1 1/15 0 0 0 0 0
27 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07143 0,07143 0,07143 0,07143
29 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07143 0,07143 0,07143 0,07143
43 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07143 0,07143 0,07143 0,07143
46 0 1 1/15 1/15+1/210 0 0 0 0
71 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07857 0,07857 0,07857 0,07857
79 0 1 1/15 1/15+1/210 0,07857 0 0 0
82 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07857 0,08839 0,08839 0,08839
83 0 1 1/15 1/15+1/210 0,07857 0,08839 0 0
94 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07857 0,08839 0,10312 0,10312

100 0 2 2/15 2/15+2/210 0,15714 0,17679 0,20625 0
107 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07857 0,08839 0,10312 0,17187
111 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07857 0,08839 0,10312 0,17187
117 1 1 1/15 1/15+1/210 0,07857 0,08839 0,10312 0,17187

Plh — 1), h С  k. Далее полагаем

P h  ik) =

flh (т)
«Ь P*lk(k —

P h  ( * - ! >  +  - , } m-  P h  Й -  1) X

X uh
Vh+1

Ufa

f A — k  I I f  * . . f л .

На последнем n-u шаге полагаем 
Р*ь (n) =  P h  (n  —  1 )» Л =  1, —  1,

P/n (n) =  ^ln ^  (л — !)• Искомые
un  л

значения (л) =  Д/7̂  (m)) =
=  (л), h =  1....... л, т. e. скачки
множительной оценки совпадают с фи­
нальными значениями «весов».

Пример. Пусть исходные данные 
представлены порядковой таблицей (8). 
Расчет значений р (m) на основе
алгоритма перераспределения «весов» 
нрипеден в табл. 1. Шагу 0 соответ­
ствуют исходные значения «весов». 
Так как наработке 11 соответствует 
значение f lh (т) =  0 , то на первом шаге
«dcc» 1/15 наработки 11 распределяется

пропорционально вначениям ид среди 
всех наработок, больших 11, для кото­
рых сумма значений ид, равна 14. При 
этом всем наработкам, кроме нара­
ботки 100, сопоставляется «вес» 1/15 +  
+  1/(15-14) =  0,07143. Наработке 100 
сопоставляется «вес» 2/15 +  2/(15х  
X 14) =  0,14286. На втором, третьем 
и четвертом шагах «веса» наработок 
не меняются, так как у наработок 
27, 29, 43 значение (т) =  1. «Вес»
наработки 46, деленный на 10, добав­
ляется к «весам» ббльших наработок 
и т. д. В последнем столбце табл. 1 
даны значения окончательных «весов»
РіН (т )*

Оценка функции ресурса. Функция 
ресурса, соответствующая ф. р. У7/ (•), 
определяется соотношением

dFj (и) 

(»—)
(13)

Значения я, при которых функция 
ресурса Лі имеет положительные скач­
ки АЛ^ (я) >  0 , совпадают со значе­
ниями й скачков ф. р. У7!. Если выра­
жение (13) рассматривать как урав­
нение относительно У7*, считая задан­
ной неубывающую неотрицательную
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функцию ресурса Л |, то решение этого 
уравнения имеет вид

Рі  («) =  П  О -  ЛЛ[ (и)) е ~ Л‘ <а>,
»<9

(14)

где А С[ ($) =  А 1 (з) — 2  (и)—не-
В<9

прерьшная компонента функции ре­
сурса Аі  (•).

Функция ресурса Л^(») является 
непрерывной тогда и только тогда, 
когда непрерывна ф. р. F^ (>). Если 
Рі (•) непрерывная, то соотношения
(13) и (14) принимают вид

Л( (s) ~  ln (1/F, (s)), F t (s) =  е 'А ! <<).

Оценка значения функции ресурса 
Л і (а), рассчитанная на основе поряд­
ковой таблицы (7), задается формулой

л ,  (S) =  2
Ь: e[h (от)

fih (т)
N t ( m ,  z lb (m )) •

(15)
Так как ф. р. Рі (•) однозначно опреде­
ляет функцию ресурса Л{, то 
задаваемая формулой (15), также яв­
ляется обобщенной оценкой максималь­
ного правдоподобия, если вместо на­
бора /7=  (Рг (•), . . . , Р Т (•)) рассма­
тривать набор Л =  (Аі (•), Лг (-))
в качестве набора, определяющего се­
мейства распределений } =  1, .. . ,  т.

Оценка функции ресурса А{, опре­
деляемая выражением (15), называется 
а д д и т и в н о й  о ц е н к о й функ­
ции ресурса.

Значения скачков р ^  (т) исполь­
зуются для построения оценок плот­
ности распределения //  (а) =  йРі (¿)/сІ8.

Значения аддитивной оценки А{(*) 
используются для построения ядер- 
ных оценок функции интенсивности 
отказа %і (-), связанной с меткой / 
(см. с. 40).

4. СВОЙСТВА АДДИТИВНЫХ 
И МНОЖИТЕЛЬНЫХ ОЦЕНОК

Метод статистического моделирова­
ния. На начальном этапе исследования 
свойств множительных и аддитивных

оценок используется метод статисти­
ческого моделирования. Для этого 
задают некоторую ф. р. продолжитель­
ности безотказной работы F\ (•), кото­
рая близка к ожидаемой ф. р ., и вы­
бирают подходящую модель сбора дан­
ных. С помощью датчика псевдослу­
чайных чисел получают достаточно 
большое количество порций данных. 
Затем образовывают порядковую таб­
лицу и на ее основе рассчитывают тре­
буемую характеристику. Например, 
с помощью множительной оценки рас­
считывают вероятность безотказной ра­
боты РI (s) как функцию времени на­
работки s. Если значения множитель-
ной оценки Pi (s) окажутся близкими 
к оцениваемым известным значениям
Pi (s), то этот пример будет свидетель­
ствовать в пользу предлагаемых мно­
жительных оценок.

Пример. Допустим, что вероятность 
безотказной работы изделий в течение 
времени s задается аналитическим вы­
ражением

Рг (s) =  exp (—6,008.10-*V +
- f  84,112-Ю-9^  — 3,6649* 10“«s3).

На рис. 8 часть кривой Fj приведена 
в виде сплошной линии для значений 
s <  425. В качестве модели сбора 
данных выбрана модель альтерниру­
ющих процессов, соответствующая сбо­
ру данных в процессе эксплуатации. 
В качестве ф. р. продолжительности
ремонтов Fjj (s) =  1 — F2 (s) выбираем 
ф. р. из семейства Вейбулла—Гне­
денко

Fa (s) =  exp (—s2/50).

Предполагаем, что длительности ин­
тервалов наблюдения іц являются не­
зависимыми, экспоненциально распре­
деленными величинами

G (f) =  Р (tj >  0  =  ехр (—¿/2000).

С использованием моделирующих про­
грамм из комплекса программ POD 
(см. разд. 8) получены 200 наблюдений 
реализаций альтернирующих процес­
сов. Из них образованы 200 порций 
данных и массив данных Гі =  
= ( Х г, .. . ,  JT2oo)- Наработкам изделий 
ставятся метки ± 1  в зависимости от



Свойства оценов 35

того, чем заканчивается наработка: 
отказом или прекращением наблюде­
ния. Длительностям ремонта ставятся 
метки ± 2 . С помощью программы пред­
варительной обработки данных из пер­
вого раздела РОИ образована поряд­
ковая таблица 0 1 (Ѵі), для которой 
отобраны наработки с метками ± 1. 
На основе порядковой таблицы 
Ь і {Уі) рассчитаны по формуле (10)
•качения множительной оценки Рг (я) 
•  тонкая в =  кН, Л =  17,64, к. =  2, 
4, ...» 20, 22. Эти значения показаны 
иа рис. 8 в виде кружков. Учитывая 
увеличенный масштаб графика, можно 
считать, что все значения множитель­
ной оценки лежат в непосредственной 
близости от оцениваемых значений.

Состоятельность. Допустим, что 
число порций данных т ,  образующих 
базу статистических данных, неогра­
ниченно возрастает, что соответствует 
математическому обозначению т —► оо.

Оценка В (К і), рассчитанная на 
основе массива данных Г/
X т ), называется с о с т о я т е л ь ­
н о й  для значения выбранного пока­
зателя надежности £ 0, если для лю­
бого сколь угодно малого е >  0

$  г ,  ѳ (| & (^ і)  | >  е) 0 ,

когда т оо. (16)

При весьма слабых ограничениях 
аддитивные и множительные оценки, 
аадаваемые выражениями (10) и (14), 
являются состоятельными оценками 
соответственно для Л/ (в) и Г/ (в).

Условия, достаточные для состоя­
тельности. Порции данных X ]  поста- 
пим в соответствие случайные вели­
чины

Ц ц ( щ =  2  і (5 и > в .  г у е д ц и о .

(17)

(«) =  І  1 (S ІJ <  и» У и  — 0 »

(18)
которые при изменении параметра 
и >  0 образуют случайные процессы. 
Заметим, что Л̂ г̂ (0) ^  1 Процесс 
Ыц (и) является невозрастающим, не-

Рис. 8. Графин вероятности безотказ­
ной работы Р$(')  и значения оценки
? !  (*)

прерывниім слева, а (и) — неубы­
вающим, непрерывным справа. Реа­
лизации ѴѴ/у (-), й ц  (■) являются сту­
пенчатыми функциями, принимающими 
целочисленные значения.

Далее вероятности событий и мате­
матические ожидания случайных ве­
личин записываются без подстрочных 
индексов Ѳ набора ф. р. и меша­
ющего параметра: например, вероят­
ность Ѳ. /И )  обозначается Р (Л), 
математическое ожидание ^  ]Мц(и) 
записывается &N^j (и). Положим

кг1 (и) =  (“)» Ь  «) =
т

=  2  к Ч  <“ )• 0 9 )
)= І

Величины к ц  (и) (Л/ ( т ,  и)) равны 
среднему числу наблюденных нарабо­
ток, не меньших ы, которые входят 
в порцию X ]  и имеют метки из А ц  и  I 
(входят в массив У/ и имеют метки 

т
из 11 0* Пусть £ (£ /)  =

=  зир (з : £* (в) > 0) — верхняя грань 
возможных наработок с меткой I. 
Запишем следующие условия: (УД
для любого / =  1, 2, 3,

(О)2 <  С2 =  С8 (/*, Ѳ) <  оо;

(Уя) для ѳначения 5 <С з (Рі) или 
5 =  з (Рі) в случае А Рі (в) >  0
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найдется положительная невозраетаю- 
щая функция Ад (”) такая, что для 
всея достаточно больший т выпол­
няется неравенство

к\ (т, 5) ;> т^о (в) >  0;

(Уз) для любого и /  =  1, 2 „ .
выполняется соотношение

&Оц(и) =  £  
а

к ц  (о) йРі (у) 
¥ г (о—)

(20)

На основе определения функции 
ресурса (13) соотношение (20) перепи­
сывается в эквивалентном виде

ножности использования оценок в ус­
ловиях, когда накоплено большое число 
данныя. Представление о точности
оценок Л? (•) и Рі (•) при заданном 
массиве данных ¥ і  можно получить, 
исходя из асимптотических при т оо 
у-доверительных интервалов, соответ­
ствующих этим оценкам.

Значения статистик Ви (У{), Вв (Кг) 
называются н и ж н е й  и в е р х н е й  
г р  д н и ц а . ы и  а с и м п т о т и ч е ­
с к о г о  п р и  т  -> оо у-д о в ѳ р и- 
т е л ь н о г о  и н т е р в а л а  для 
величины В о, если при т  со

Р (Вп ( Г , ) <  В,  <  Вв (Г ,) ) -*  у.

и
&Оц(и) =  |  (о) йАі (о). (21)

о
Условие (У;) накладывает естествен­

ное ограничение на размер порций, а 
условие (Уя) — на соизмеримость 
порций.

Условие (Уа) выполнено для всех 
моделей сбора данных, описанных 
в разд. 2.

Пусть для каждой порции X ] мас­
сива ¥ і выполнены условия (У*), (Уд), 
(Уа). Тогда аддитивная оценка А г (б)
и множительная оценка Рі (в), опре­
деляемые выражениями (15) и (10), 
являются состоятельными оценками
А і (в) и РТ®  соответственно.

В этом утверждении не используется 
свойство /-дискретной разделимости. 
Это свойство использовалось лишь для 
получения формул, задающих оценки^  л
Аі (•) и Рі (•). Таким образом, со­
стоятельность является следствием 
только трех условий (Уі), (Уг) и (У3). 
При этом допускается, что ф. р. Рі (•) 
может как иметь скачки, так и не иметь 
их, т. е. Рі (■) — непрерывная ф. р. 
Наличие скачков у ф. р. Рі (■) имеет 
место для изделий с заранее запро­
граммированным способом их исполь­
зования, когда после достижения опре­
деленной наработки изделие подвер­
гается экстремальным воздействиям, 
например удару.

Асимптотические доверительные ин­
тервалы . Свойство состоятельности яв­
ляется необходимой предпосылкой воз-

Для вывода выражений нижней и 
верхней границ асимптотического при 
т  -нн оо у-доверительного интервала 
используются дополнительные усло­
вия:

(У0) — искомая ф. р. Рі (■) является 
непрерывной;

(У^) — для любого /  =  1, 2 ... и 
некоторого а  >  0

Г И ц  (0 )2 + “ <  С ы а . =  с , «  ( Р ,  Ѳ) < о с ;

(У*) — случайные процессы
а

М и  <«) =  О ,, (и) -  |  N 1,  (ѵ) (22)
о

имеют некоррелированные прираще­
ния.

Если выполнено условие (У3), то 
условие (У,*) означает, что для любых 
чисел и ^  ѵ ^  ш

(ѵ) —  М и  (и)] № ц  И  -  

~ М І} ( ѵ ) }  =  0.

Условие (Ух) выполнено, если выпол­
нено условие (У^).

При выполнении всея сформулиро­
ванных выше условий (У0) — (У4) зна­
чения уклонений аддитивных и мно­
жительных оценок от оцениваемых 
величин при т  — оо определяются 
интегралом

8

о / х Г ( іМііт, и) 
^  3 кг (т, и) * (23)

о
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т
где Мі =  (т, и) — У] М ц  (и). Матѳ-

/= і
матическое ожидание &0.{ (в) =  0, и 
для (¿і (в) дисперсия

Щ
йАі (и) 

кі (т, и) *

Если выполнены условия (У„) — (У4),
то
Нт Р ((Л| (в) — А г (5))/Пі (/Я,«) < £ ) =

т-ьсо
=  Ф (^).

Н т Р ((Р? (в) — Рі (5))/(оі (т , «) х

где

Ф

X Рі(8) Х д )  =  Ф{д),

При выполнении условий (У0)—(Уі ) 
статистика
V,  -  у  _____! * Ш _____

11 '  ^ 1  А»і ( т ,  2 ц  (т ) )*
й: (т )  <  в

(24)
является эквивалентной состоятельной 
оценкой для ѵг (т, в)2, т. е. для лю­
бого & >■ О

Р (1 Ѵг (в)/ѵг ( т ,  в)2) — Ц  > ЙГ->0 ,
/Я — оо.

Пусть выполнены условия (У0)—(У4). 
Тогда нижние и верхние границы 
асимптотических при т со у-дове- 
рительных интервалов для значений
Аі (в) и Рг (в) задаются выражениями

где вр — квантиль уровня 1 — р, т. е. 
Ф (ир) =  1 -  р.

Нормированные уклонения оценок
У т  (Аі (в) ~  Аі  («)) и У т  (Рг (в) —  
— Рі (5))» рассматриваемые как 
функции параметра в, являются 
случайными процессами, которые при 
т оо сближаются с броуновскими 
процессами диффузии. Этот результат 
справедлив при выполнении условий 
(Уо)—(Уд- Уклонения множительной 
оценки вероятности безотказной ра­
боты, показанные на рис. 8, прибли­
женно соответствуют броуновскому 
процессу при соответствующей замене 
времени.

В тех случаях, когда одновременно 
оцениваются несколько неизвестных 
ф. р. Еі, I (  (/¿, ...» /д), необходимо 
проверить выполнение условия:

(Ув) для любых чисел Н|, щ, щ, 
«4 <  5, а ф  Ь, а, Ь € (1±.......Ік) слу­
чайные процессы М и  (и), I <£ (1±, ...» 
¿ь) имеют некоррелированные при­
ращения

8 [Ма} (щ) —  М аі (ид I [МЪ} (ид —

— М ы  («з)1 =  0.
Пример. Проверить условия (У3)— 

(Уб) для порции данных X], соответ­
ствующей наблюдению альтернирую­
щего процесса на интервале (0, і]). 
Для сокращения записи опустим ин­
декс /, записывая і вместо і], 5 аь_і 
вместо и т. д. Величины
5 аА_і (5 ^ ), равные длительностям ин­
тервалов работы (ремонта) & =  1, 
2, без ограничения на общее время 
наблюдений, являются независимыми 
случайными величинами, для которых

(^2й—і ^  и) — (и)\
А 1 (в)— и 1_ у Уі(5), Лі(5) +  

2

^  и) — (и ); 

(^1 (5ЯЛ <  и) =  (а);

+  и 1—ѵ V і (в),
Т~

7 і  (в) — и Ѵ1 (5)^ ,

% ( « Л .

(25) ^  и) — ^ 2 (и )•

Определим случайные величины 

Т *  (и) =  1 (5яй-і < « )  “
а

- }  (27)
о2

(26)
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¥ 2д (а ) =  1 ( 5 8д <  а )  —  
а

- ¡ \ ( 8 л ^ ѵ ) 0А г (ѵ). (28)
а

Д л я  лю бы х чисел 0 ^  а  ^  Ь ^  с , 
/, Ц.  ̂ к  €  (1. 2 ), 6 = 1 ,  2, . . .  вы пол­
нены соотнош ения

(а) =  0» (а) ^

Х (°) -  * / й .  (6>] =  0* <29> 
Д о к аж ем  это .
Е сли /  =  1, то  имеем

Э Т ід  (а) =  8 \  (5ад  <  а) -  
а

—  |  *  1 ( 5 ад _ і >  о) гіАДо) =  ^  (а) —
о

а
—  |  ^ 1  (и— ) (П)/ГХ (ох— ) =

О
в

=  р і И  — |  (а) =  О-
о

С лучай 1 = 2  рассм атривается ан ал о ­
гично. Д опустим , что к  =  ¿а =  1, =
=  ¿а =  .6. Т огда , и сп ользуя  вы р а­
ж ен и я  (27), (28), находим

Г * ік (в) ГР1Л Ю -Ч гъ  (Ь)) =
=  ^ 1 ( 5 2д <  а )  1 (Ь  <  < е )  —

а

]* & И Р  <  ^2Л-1 ^  с) 1 ^  ^ і)  X
О

о
X ¿Лх (ох) —  ^  1 (<5аД-і в) 1 X

Ь
X («5ад_і ^  н2) ^Ах (о2) +

"h J j* ^ и ^ гЛ -і ^  üi) 1 (^ гД -і^  üa) X

X dAx (t>i) dAx (v2). (30)

Из равенств 1 (52д_х ^  а) 1 {р <  
<  5 2д_х ^  с) =  1 (52д ^  а) 1 (52л- і  ^  
>  н2) =  0, где ѵ2 £ ¡¿>, с], получаем, 
что математические ожидания первого 
и третьего слагаемых в правой части 
суммы (30) равны нулю. Для любого

ѵ ^  а имеем 8 \  (Ь <! 5 2д_? ^  с) X 
X I (*S2ft_i ^  üi) =  «S* 1 (6 <  5 2д_х ^  
^  с) =  Fi (с) — Ff (b). Поэтому для 
математического ожидания второго 
слагаемого в выражении (30) имеем

а

J  [f і (С) -  Fl (6)] äA1 (0l) =
а

=  fFx (с) -  Ff (b)]Af(a).

Из неравенства а ^  Ъ с следует, что 
Щ ^  °2 и 1 (52д„х ^  üj) 1 (52д_х ^  
>  ѵ2) =  1 (52д_і  >  t>a). Отсюда полу­
чаем
а о
J" і  ^  (*̂ 2ä+i  ^  t>2) dAf (і>х) dAf (ü2) =
о ь

о о
=  j  dAf (üf) J Ff (t>2—) dAf  (t>2) =

□ b
а

=  j  (t)i ^  (0l) =
0
=  [M < 0 - F i  (ö)]Aa (a).

Следовательно, второе и четвертое 
слагаемые выражения (30) взаимно 
сокращаются, так как имеют разные 
внаки.

Если ¿J Ф  ¿2 или Ь\Ф  *2» Т0 
и У?і k (п2) независимые, так как онй 
определяются различными случайными 
величинами из набора (5ад, 5 2д_і , 
k =  1, 2, 3...). Отсюда согласно ле­
вому соотношению (29) имеем

* * « .» . (“) (Ь) -  Ъ .ь .  <с>] =

=  (“) ^ , . k ,  (о) ~

- 4 W * ) ]  =  °-
Из выражений (17), (18) и (22) находим

а
Mf (и) =  Df (и) ~  I  Nf (t>) dAf (о) =

D
ОО

=  ^  1 (Гл  <  t) 1 (S,b-i <
ft=I
< U A  (t — T ад)) —
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о
— |  1 (^2Й—1 ^  рі) ¿Ах (і>х) =

о
ОО

=  2  1 ( Г л  <  О Т х* (И А  (* -  г * ) ) ,
* 5 1

м , (и) =  £  1 «з і) ѵ *  х
Ь=1

X (И л  ( і~ Т ъ к ~ і ) ) ,
где ТаЬ-і — моменты отказов; Та» — 
моменты окончания ремонтов.

Используя формулу полныя услов­
ных математических ожиданий (£*£= 
=  ¿Г \& | “П ] ]), получаем

со
«глі1 («) =  2  г г ( г г [ і ( 7 '^ < < ) Т 1* х

к= I

X (и Л а  -  т *))  I 7-л]] =
ОО

Л=I

X (и Д (/ — Т аь)) | 7?ал]] =  0.

Здесь учтено, что при фиксации зна­
чения Гад величины 1 (Т2а ^  /) и 
и Д (/ — Таь) являются константами. 
Следовательно, 1 (Т2н ^  0 выносится 
за знак условного математического 
ожидания, а для (а), а — и Д 
Д (і1 — Т2а) применимо левое соот­
ношение (29). Точно так же находим, 
что (и) = 0 .  Таким образом, усло­
вие (У8) выполнено для I — 1, 2. 
Аналогичным способом, используя ус­
ловные математические ожидания и 
соотношения (29), проверяется выпол­
нение условий (У4) и (Уй).

Для примера 8 при любом в :> 0 
выполнены все пять условий: (Ух)— 
(У5). Следовательно, множительные 
оценки для ф. р. ^х (в) и Р2 (в) яв­
ляются состоятельными, а асимптоти­
чески при пг оо уклонения этих 
оценок имеют нормальные распреде­
ления. Из условия (УБ) вытекает, что
уклонения Рі (в) — і7! (в) И (5) — 
— ^2 ($) являются асимптотически не­
зависимыми. Так как выполнено усло­
вие (У^), то для расчета асимптотиче-

Рис. 9. График множительной оценки 
і7* (2), верхней (/) и нижней границ (5) 
у-доверительных интервалов (у =  
=  0,95)

ских при т -*■ оо у-доверительных 
интервалов применимы формулы (25)
и (26). На рис. 9 показана множитель- ' ^
ная оценка Р% для вероятности без­
отказной работы і7!, теоретическое 
значение которой задается выраже­
нием (16), а также границы асимпто­
тических при т оо у-доверительных 
интервалов,

5. ЯДЕРНЫЕ ОЦЕНКИ ФУНКЦИЙ 
ИНТЕНСИВНОСТЕЙ ОТКАЗОВ

Одним из основных, широко исполь­
зуемых в теории надежности, показа­
телей надежности является функция 
интенсивности отказа. Напомним, что 
функцией интенсивности отказа с мет­
кой I изделия называется первая про­
изводная функции ресурса

Зіі ($) =  сІА і {¿)ІсЬ.

Для того чтобы (я) была определена 
для наработки в, достаточно диффе­
ренцируемости в точке в ф. р. (в). 
Введем следующее условие:

(Уо) в некоторой окрестности (в — 
— Л (в), в Н- Л (в)) Ф- Р- Рі (*) является 
дважды непрерывно дифференцируемой 
функцией.

Я д р о м  называется ограниченная 
неотрицательная функция К  (и), ко-
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торая равна нулю вне интервала | —1/2, 
4*1/2 ] и для которой
4-1/2

f K (u)du  =  \ ,  
- 1/2

4-1/2
иК (и) du =  0 .

/2

Примером ядра является функция 

К (и) = - 1 ( 1 - 4 « ’)**

(31)

(32)

где а* =  т а к  (0, а). Пусть К і і =
+1/2

=  |  и1 К (и)Ыи, Для ядра, опреде- 
- 1/2

ляемого выражением (32), — 1/20,
/Со,а =  2/5. Уменьшение параметра 6 
соответствует сжатию графика функ­
ции (1/ 6) К (и!Ъ) вдоль оси значений 
параметра и и растяжению вдоль 
оси ординат. Чем меньше 6, тем более 
похожа по своим свойствам функция 
1/6 К (и/Ь) на обобщенную б-функцию.

Оценку функции интенсивности от­
каза проще построить для спе­
циальным образом подобранной функ­
ции Яг. Для этого рассматривают 
свертку Яг со «сжатым» ядром /С,
т. е. функцию

С »

Яг (в) =  1/6 |  К  (  —¿ Яг (и)du =

4-1/2
=  I  К (—о) Яг (в +  Ьѵ) dv, 

- 1/2

(33)

где переменные интегрирования и я о 
связаны соотношением и =  в +  Ьо.

Если 6 (т) -+- 0 при т -+■ оо, то 
из условия (Уо) вытекает соотношение

Яг (в +  Ь (т) V) =  (в) +

~Ь Ц  ($) Ь (т) V

+  -± - \ 'Ц Ь (т )а]* ( 1 + 0 ( 1 ) ) .  (34)

Из выражений (33) и (34) находим 
величину уклонения

4-1/2
I  (8) -  I ,  (5) =  |  К ( -V )  (5 +

— 1/2

+  Ьо) — Яг (я)] dv =

т -* -о о . (35)оо.

Если 6 (т) -+• 0 при т  — оо, то
величина уклонения Я/ — Яг умень­
шается с ростом т. Выражение (36) 
записывается в виде, эквивалентном 
выражению (33)

° (36)
Для получения искомой оценки под­
ставляют в выражение (36) вместо 
функции ресурса Лг (•) ее аддитивную
оценку Лг (•). В результате такой 
подстановки с учетом выражения (15) 
получается оценка

h  (s) — 2  6 (шУх
й: I 8<—®гй ("*) I <Ь(т) /2

ѵ (  s zih (т) \  fth (т)
\  Ьт ) N ( a ,  г1Ь (т)) *

(37)
Статистика Яг (s), определяемая вы­

ражением (37), называется я д е р  н о й  
о ц е н к о й  для функции интенсив­
ности Яг (s). Параметр 6 (т) назы­
вается ш и р и н о й  о к н а .

Пусть выполнены условия (Уд), (У*), 
(УД, (УД, Ь (т) -+■ 0, 6 (m)2m оо, 
когда m -+ оо. Тогда ядерная оценка
Яі (s), определяемая выражением (37), 
является при т оо состоятельной 
оценкой значения функции интенсив- 
ностей Яг (s).

Ограничение снизу на скорость 
стремления 6 (т) к нулю можно осла­
бить, если дополнительно потребовать 
выполнения условия (У4).

Ядерная оценка Я/ (s), определяемая 
выражением (37), является при т-*- оо 
состоятельной оценкой значения Я г (s), 
если выполнены условия (Уо)> (УД, 
(УД, (УД, (УД, Ь ( т ) - * 0 , 6 (т) т -*■
-+■ оо, когда т-*~ оо.

Далее запись а (т) == О (1) означает 
строгую эквивалентность, при кото­
рой для некоторых положительных
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л аі С  £*а и всех достаточно боль- 
т выполняются неравенства а£
(ш) ^  а^; а  — значение параме- 
в условии (У{).

■ іусть выполнены условия (У^), (У{),
{УД, {У*), {УД, а  >  1/2, ь (т) =  
— тГх!ъс (т ), с (т ) === О (1) и

8+Ь (т ) /2

01 (т> “  -Ц т ?  I  Х
8—Ь (т ) /2

у к  (  — і £ . Ѵ  (“) йи
\  * ( т )  /  Иі ( т ,  а) *

Гм да

т 4/6Н| ( т ,  в)2 =  О (1) и 

І іт  I Р ( т 2/6 (Я* (в) — Я? (в)) —
т-»-оо |

-----Г  *2, А ' (5) С ('")2 <  ?) -

— Ф (дІт2 ъ̂ѵі ( т ,  в)) | =  0.

Таким образом, при выполнении 
перечисленных условий систематиче­
ская составляющая нормированного 
уклонения асимптотически эквива­

лентна ^ 2, 1̂ 7 (в) с (т )2* Случайная
составляющая определяется интегра­
лом

*,(8)=Т (£ Г И  Ь(/га) ) Х □
у  аМ і ( т > »)

(т , и) *

для которого (в) =  0, (я)2 —
ѵі {т, я)2.

Пусть выполнены условия (Уо), (У )̂>
(Уа) -  (У,), (У»), ь (т)и г , а т ->• со,
о (т)ь, т 0, когда т со.

Тогда выполнено соотношение

П т Р ([Я| (а) — Я| (з)]/0| ( т ,  а) ^
т-*-оо

=  ф(гг).

При т  со эквивалентной состоя­
тельной оценкой для 0{ (/п, я)2 яв­
ляется статистика

А: | 8̂ г Ій(т )К Ь (ю )/2

у  К (  5 ~ г Ы <т > ^ /¿А (/П)
\  Ь (т) )  Иі(т, гѣ {т)) '

(38)

С целью выявления точности рассчи­
тываемых ядерных оценок Я̂  (я) при 
больших, но конечных т, следует 
вычислить границы асимптотических 
при т то у-доверительных интер­
валов для оцениваемых значений 
Яг (я).

Пусть выполнены условия, перечи­
сленные выше. Тогда нижняя Яу (я) 
и верхняя Я£ (я) границы асимптотиче­
ского при т оо у-доверительного 
интервала для значения функции ин­
тенсивности отказа Я{ (я) задаются 
выражениями

Ц  («) =  *7 (5) — К 1 _ Ѵ 0, («).
2

4 “ («) =  ^  (*) +  и * і  («). (39)
2

где і (я) — ядерная оценка, опреде­
ляемая выражением (37); 0 г (я) — вели­
чина, равная квадратному корню из 
выражения {38).

Если в перечень условий, перечи­
сленных выше, добавить условие 
(УБ), то асимптотически при т оо 
нормированные уклонения ІЯ г (я) — 
—я г (я)]/б/ (я), I =  1, г будут не­
зависимыми, нормально распределен­
ными случайными величинами с нуле­
выми средними и единичными дис­
персиями .

Пример. Рассмотрим построение 
ядер ной оценки функции интенсивно­
стей и соответствующих ей асимпто­
тических доверительных границ. До­
пустим, что в результате наблюдений 
в процессе эксплуатации альтерни­
рующего процесса накоплен массив из 
200 порций. Вероятности безотказной 
работы, ремонта и продолжительности 
наблюдений соответствуют примеру на
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х fO*

Рис. 10. Графики функции интенсив­
ности отказа (1), ее оценки (2), верх­
ней (3) и нижней (4) границ асимпто­
тически у-доверительных интервалов 
(У =  0,95)

с. 34. Согласно формуле (37) функция 
интенсивности отказа

(я) =  2,4032- 10-и%а —

— 2,52336* 10~^а +  7,32976» 10"«8.

(40)

График функции (40) показан сплош­
ной линией на рис, 10. На этом же 
рисунке точками л отмечены значения 
ядерной оценки В качестве ядра 
взята функция, определяемая выра­
жением (32). Значение ширины окна 
Ь =  100 ч, что обусловлено выбором 
единицы времени для наработки. 
На оси абсцисс максимальное значение 
выработки равно 700 ч. На рис. 10 
точки, соответствующие знакам «+» 
и «—», являются значениями верхних 
и нижних границ асимптотических 
при т оо у-доверительных интер­
валов для значений Х± (кН). Все зна­
чения рассчитаны на ЭВМ.

В общем случае при выборе пара­
метра ширины окна Ь рекомендуется 
исходить из того, чтобы систематиче­
ское смещение в уклонении кі (э)
— %і (б) составляло определенную до­
лю <7 от корня из дисперсии случайной 
составляющей уклонения. При боль­
ших т такой подход приводит к сле­

дующему уравнению относительно b:

2  -5ГХ
I s—«ій (m) J <  b

v K ( S — Zift(m) \  fih (m)_____
\  2b(m) ) Ni (m, zlh(m))

-  2  i *
ô; | (m) f <  Ы2

K  ( S —  Zihjm)  \  f îh (m)
V b (m) J Ni (m, zlh (m)) ~

2  - w x
à: j s—zlb {m) | <  6/2

v ! fih On) \ ' r2\
\ N [ (m, 2ІЛ (m))2/ J  '

Использование оценок в задачах оп­
ределения периодичности профилакти­
ческих работ. Оптимальную периодич­
ность проведения профилактических 
работ находят на основе соотношений, 
включающих ф. р. продолжительности 
безотказной работы, а также другие 
характеристики надежности системы 
или ее компонент. Эти соотношения 
определяются выбором стратегии про­
ведения таких работ. Если данных 
много и статистические оценки ф. р. 
и других характеристик имеют зна­
чения, близкие к истинным, то эти 
оценки можно использовать вместо 
точных значений. Точность получен­
ных значений периода проведения 
профилактических работ можно найти 
на основе асимптотических свойств 
уклонений оценок от истинных зна­
чений. Для перечисленных в пара­
графе 2 моделей сбора данных о на­
дежности уклонения множительных 
оценок асимптотически при росте числа 
порций т соответствуют диффузион­
ным процессам, дисперсии которых 
имеют порядок 0 (1 Іт) и также могут 
быть оценены по накопленным данным.

В качестве примера рассмотрим стра­
тегию проведения профилактических 
работ В, когда полное восстановление 
системы проводится либо в заранее
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наэначенннй календарный момент вре­
мени, либо в момент отказа. Пусть

(’) — ф. р. продолжительности без- 
міказной работы, Т*̂  (■) — ф. р. дди- 
і гл ьности планово-профилактического 
ремонта, (*) — ф. р. длительности 
а непланового аварийно-профилактиче­
ского ремонта. За основной показа­
нии» эффективности выберем коэффи­
циент готовности. Для нахождения 
оптимального периода проведения пре­
дупредительных профилактик То, ма­
ксимизирующего коэффициент готов­
ности системы, отбираются порции 
данных, содержащие наработки, отно­
сящиеся к перечисленным выше ф. р.

(•)» 7 =  I, 2, 3. Другими словами, 
если І рассмотреть как значение метки, 
го на основе базы данных образуются 
три массива У*, связанные с мет­
ками I =  1, 2., 3. Далее образуют три 
порядковые таблицы Оі |см. (7)]. 
£ги порядковые таблицы используются 
для расчета множительных оценок
? I (•)* 7 = 1 »  2, 3 и ядерной оценки 
і» (■) функции интенсивности (•), 
соответствующей ф. р. 7̂  (*)• В каче­
стве приближения для среднего зна­
чения продолжительности планово-пре­
дупредительной профилактики Гц. п 
можно взять оценку

оо п§

Т’п. П =  ^  2 (7) =  г2й (®*) X
.0 й=І

/гД {т)
7/а г2ь (т)) ’

в в качестве приближения средней 
длительности внепланового аварийно­
профилактического ремонта Т л. п
можно взять

«ж п„

7’а. п =  ^  (0  =  (и ) X
0 Ь=1

ѵ /злО»)
М8 (т > г^ і /п ) )  я

Здесь числа г (т ), [1Н (т) соответ­
ствуют числам первой и второй строк 
порядковой таблицы £>*; щ  — число 
столбцов в этой таблице; N 1 ( т ,  Д{ь(т)) 
■аходится по формуле (9).

Приближенное значение Т 0 опти­
мального периода проведения преду­
предительных профилактик, максими­
зирующего коэффициент готовности,
находится как корень Т0 уравнения

Т— „  Л  кч /ч
—----^ ----= -Рі (т,) + X (То) х
Т _ ___ Т___

X J  Т7! (s) ds. 
о

Если это уравнение не имеет корня, то
полагают Т0 ~  оо, что соответствует 
исключению предупредительных про­
филактик.

В некоторых ситуациях большие 
значения наработок elh (m), h =  п,
п — 1, ...» могут существенно снизить 
точность оценок Тп% п и 7 а. п.

Для оценки точности найденного
значения Т0 можно использовать метод 
эмпирического моделирования (метод 
бутстреп, п. 7). При этом моделиру­
ется М  копий троек массивов Vj, 
Y2, Kg. Для t-й копии находится соот- 
ветствующее значение Т0 (г). Разброс 
полученныя значений Т 0 (i) связан
с точностью оценки Т0. Метод эмпи­
рического моделирования следует рас­
сматривать как эвристический метод.

6. ДАННЫЕ С КОВАРИАТАМИ

Один из путей решения сложной 
задачи объединения в общий массив 
разнородных порций данных состоит 
в учете дополнительных параметров — 
ковариат, от значений которых могут 
зависеть вероятности наступления от­
казов. Для этого необходимо обоб­
щить понятие порции. Будем считать, 
что /-я порция представлена набором
чисел X  =  (Sij, Гц; Qaj .......Qhi)*
і =  1, ..., /^), где, как и ранее, — 
полученные наработки; — метки; 
Qaij — ковариаты, характеризующие 
условия испытаний или эксплуатации 
(температуру окружающей среды, виб­
рации и т. д.), а также параметры 
самого изделия, которые влияют на 
вероятность наступления отказа.
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Формулы и рекомендации разд. 1—5 
применимы для анализа однородных 
данных, когда либо изменения значений 
ковариат не влияют на вероятность 
безотказной работы, либо в мас­
сив отобраны данные с близкими зна­
чениями ковариат. При учете ковариат 
следует проверить их влияние на 
ф. р. Р(. Д л я  этого нужно отобрать из 
массива Ѵі =  (ДГі, .... Х т) два под­
массива порций У'іг — (Х {, Х'т^  
и У1а = (Л 'р  Х ”т .), От! +  /7*2 =  т, 
которым соответствуют резко разли­
чающиеся значения ковариат. Далее 
надо рассчитать значения множитель­
ных оценок и соответствующих им 
асимптотических у-доверительных ин­
тервалов на основе У\ и У"{ . Если
будут получены существенно разли­
чающиеся оценки, а доверительные 
интервалы окажутся неперекрываю­
щимися, то не учитывать значения 
ковариат нельзя.

Предположим, что все векторы ко­
вариат =  { ( ¿ щ , < 2 м]) имеют 
одинаковую размерность а порядок 
расположения ковариат одинаков для 
всех изделий. Например, во всех 
векторах ковариат заданного массива 
Уі первая координата вектора
(¿11 £ X ]  соответствует температуре 
окружающей среды, вторая коорди­
ната — величине электрического на­
пряжения и т. д. Номера компонент 
вектора ковариат ф у  разбиваются на 
два подмножества. В первое подмно­
жество входят номера «внешних» ко­
вариат, связанных с условиями испы­
таний или эксплуатации. Второе под­
множество образуют номера «внутрен­
них» ковариат, характеризующих па­
раметры и состояние каждого изделия. 
Таким образом, каждому изделию ф;, 
представленному в порции X ^  наработ­
кой Яу и меткой Гу, соответствует
вектор ковариат ф у  =  (Фіу.......(¿ки)-
Пусть ф0, а =  1.......к есть номиналь­
ные значения компоненты с номе­
ром а. Компоненты вектора уклонений 
ковариат £Лу =  (£/ху, ..., Ѵы і ) опре­
деляются соотношениями С/ау  =  
=  ФагГ”  Фа» а — К ...» к. Если зна­
чения ковариат изделия ф* совпадают 
с номинальными, то £/у =  (0, ..., 0) =  
=  0ц. Пусть изделие с вектором кова­
риат и  =  {Ѵі, .... £/ь) имеет ф. р.

продолжительности безотказной рабо­
ты Fj (s, Ц). Если U — Oft, то исполь­
зуется обозначение F0 j(s) =  Fi (s, Oft).

Ковариаты в модели аддитивного на­
копления повреждений. Получение ста­
тистических выводов о надежности на 
основе массива данных с различа­
ющимися значениями ковариат воз­
можно в тех случаях, когда применима 
одна из моделей пересчета данных. 
Простейшей моделью пересчета яв­
ляется модель аддитивного накопле­
ния повреждений. Допустим, что к име­
ющимся неполным данным массива Уі, 
связанным с меткой I, применима 
модель аддитивного накопления по­
вреждений, причем вектор уклонений 
ковариат U  определяет постоянную 
скорость выработки ресурса, равную 
единице при U =  Oft. В таком случае

V) =  Fo t(g([ f)s) ,  (41)

где # ( £ / ) >  0 и g  (0^) =  1. Искомая 
ф. р. Fi определяется заданием двух 
неизвестных функций F0i и g. Оцени­
вание Fqi и g  на основе массива дан­
ных Уі является сложной статистиче­
ской задачей. Задача оценивания су­
щественно упростится, если допу­
стить, что неизвестная функция g (Ü) 
имеет параметрический вид. В каче­
стве функции g (U) часто рекомен­
дуется выбрать простую функцию

g {(J) =  exp ^ 2  baU ^ j» (42)

где b%, .... bft — неизвестные параме­
тры, подлежащие оценке. В итоге 
задача сводится к получению непара­
метрической оценки неизвестной ф. р. 
F0i и вектора параметров Ь={Ъі,. . . ,bft). 
Кроме этих величин, распределение 
данных может определяться также 
и заданием некоторого мешающего 
параметра, который не подлежит оце­
ниванию. Такие модели называются 
полупараметрическими.

Ковариаты в модели пропорциональ­
ных рисков. Допустим, что влияние 
вектора ковариат на значения ф. р. F | 
учитывается следующим образом:

Ti (s, ü )  =  (Fol (s))* <£'>, (43)

где g (U) >  0, g  (0Ь) =  1. Часто пред­
лагается в качестве функции g  (¿7)
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взять функцию, задаваемую выраже­
нием (42). При выполнении соотноше­
ний (42) и (43) и существовании плот­
ности у (*) функция интенсивности 
отказа

I ,  (5, V) -  К і  (5) ехр |  2  Ь‘ и °  | -

(44)

Частным отношением правдоподобия 
назовем функцию

•^р(^) =

е*Р /  2  иіЬо(т)ЪТ
\  А: ( т )=1

где ^гекр (и 1Ь,В (т) Ьт) ,

где Яш(5) =  Р '01 (8)/Р01 (з) — функция 
интенсивности отказа, когда 1 1 — 0 (А).

Из выражения (44) вытекает, что 
соотношение Л/ (з, ¿/2)/Я; (я, Ѵ2) не 
зависит от з для любых векторов II 
11%. В связи с этим свойством модель, 
основанную на соотношениях (43), 
(44), называют моделью пропорцио­
нальных интенсивностей отказов. Эта 
модель также является полу параме­
трической. Для частных типов моделей 
накопления данных разработаны ме­
тоды получения непараметрических со­
стоятельных оценок ф. р. (•) или 
функции интенсивности отказа (•), 
• также состоятельных оценок пара­
метров Ьі , ..., учитывающих сте­
пени влияния ковариат.

Оценивание влияния ковариат в мо­
дели пропорциональных рисков. Мас­
сиву данных У\ можно сопоставить 
обобщенную порядковую таблицу. Из­
делие (¿і] связано с А-м столбцом 
порядковой табл. (7), если значение 
наработки =  г¡ь (т), а метка Г*; £
€ Аі] и  /• Обобщенную порядковую 
таблицу получаем дополнением столб­
цов порядковой табл. (7) значениями 
векторов изделий, связанных с этими 
столбцами. Д ля простоты допустим, 
что все (пг) равны 0 или 1. Всего 
с А-м столбцом связано (пг) +  
■+ с1Ь (т ) изделий. Пусть и іЬа (тп) 
•качения векторов уклонений кова- 
ринт изделий, связанных с А-м столб­
цом, а =  0 соответствует изделию Оц 
с меткой Т і] =  I, когда ? іь =  1. Осталь­
ным изделиям соответствуют значения 
в к  1, ..., (т). Используя принцип
■нвприантности, можно получить ме­
тод оценивания вектора параметров Ь•

и іьд (пг) Ьт — скалярное произведе­
ние векторов I/ц10 (пг) и Ь; Т  — 
операция транспортирования вектора 
строки в вектор-столбец.

В качестве оценки Ь =  (А#, £&)
берется такой вектор 6 , для которого

Ар (&) =  шах Ьр (Ь).ь
Обоснование возможности исполь­

зования частного отношения правдо­
подобия получено лишь для простей­
ших моделей сбора данных типа мо­
дели независимых конкурирующих ри­
сков. Если Ъ найдено, то далее на 
основе дискретной разделимости стро­
ится аналог множительной оценки.

7. МЕТОД ЭМПИРИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ — БУТСТРЕП

Недостаточная точность получаемых 
статистических выводов при малом 
количестве данных может явиться од­
ной из основных причин принятия 
неправильного решения. Поэтому обос­
нование достаточной точности полу­
ченных оценок ф. р., функций ресурса 
или функций интенсивностей отказов 
должно предшествовать принятию ре­
шения, например решения о возмож­
ности использования конкретных изде­
лий. В рассмотренных выше примерах 
на рис. 8, 10 наряду с оценками при­
ведены истинные значения оценивае­
мых показателей надежности. При 
обработке реальных данных истинные 
значения оцениваемых показателей на­
дежности неизвестны и получить вели­
чины уклонений оценок нельзя. Ча-
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Л - 10*

Рис. 1I. Результата эмпирического 
моделирования (см. обозначения к 
рис. 10)

стичный ответ на вопрос о точности 
множительных, аддитивных и ядерных 
оценок дают соответствующие этим 
оценкам асимптотические у-довери- 
тельные интервалы. Как показывают 
результаты моделирования, фактиче­
ский коэффициент доверия этих интер­
валов при росте числа порций т тем 
медленнее сходится к у, чем ближе у 
к единице. Поэтому используется еще 
один метод, который выявляет точ­
ность оценок.

Описание метода эмпирического мо­
делирования. На основе массива дан­
ных Уі нужно найти оценки всех ф. р. 
набора =  (/*і .......Гг) и мешающего
параметра Ѳ. Пара Т7 =  (Р%, ..., />), 
Ѳ определяет распределение Р^. ~
в множестве Ут возможных значений 
массивов данных. На ЭВМ, используя
вначения Р,  Ѳ как истинные, получают 
ваданное число М  -независимых копий
массивов данных ¥%, Км- Для по­
лучения каждой копии: а) моделируется 
процесс наблюдения реализаций, 6) на 
основе реализаций образуются порции 
данных, в) полученные порции данных 
объединяются в массив данных, 
г) строится нужная порядковая таб­
лица, д) на основе этой таблицы прово­
дится расчет множительных оценок

ф. р., функции ресурса или ядерной 
оценки функции интенсивности от­
каза. Таким образом, ¿-й копии мае-

/V ^
сива Кь соответствуют оценки Р ці (в),

(«), (в). Значению наработки з
ставят в соответствие вариационный 
ряд, образованный упорядоченными 
по величине значениями рассматри­
ваемой оценки. Например, при оце­
нивании функции интенсивности от­
каза получается вариационный ряд

^7 (I) ^  ^7 (2) (в) • *^ ^ 7 (М)
(45)

Пусть М~ =  М * —

— [М - где [-1 — целая часть
числа. Для получения аналога у-дове- 
рительного интервала для (я) нужно 
взять в качестве нижней (верхней) 
границы Л4“-е (Л1+-е) значение 
вариационного ряда (45), т. е. значе-
ния Я, (Лі^_(з) (X, (м+)(^)* в  случае 
оценивания Рі (в) следует взять по­
рядковые значения Р 1 (в),

РI (М+) (в)* Есть основание считать, 
что величина разности Я̂  (м+) (*) —

— и л и  р і ( М+ )$  ( М ~ )
будет приближенно соответствовать 
ширине у-доверительного интервала для
Хі (в) или Ті  (5).

Пример. Допустим, что в нашем

Еаспоряжении имеются наблюдения 
00 реализаций альтернирующего про­
цесса, полученных согласно примеру 

на с. 42. По этим данным рассчиты­
ваются множительные оценки (•}
и Р2 (•) для ф. р. продолжительностей 
безотказной работы и ремонта. Гра­
фик оценки Ті  (•) приведен на рис. 8. 
Найденные множительные оценки
Рі(-)  и /^  (•) полностью определяют 
распределение возможных значений
массива К/ £  Ут. На ЭВМ были 
смоделированы 30 копий массивов, 
каждая из которых содержала 200 пор­
ций данных о наблюдениях альтерни­
рующих процессов с ф. р. Гі (-), 
Ря (■) и теми же длительностями на­
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блюдений ¿/, /  =  1, 2, ...» 200, которые 
соответствуют исходным данным. Рас­
сматривалась задача оценивания ши­
рины у-доверительных интервалов для 
Л{, когда М~ =  1, М+ =  30, что соот­
ветствует у  — 0,933. Результаты эмпи­
рического моделирования приведены 
на рис. 11, где внаки «—» и «+» 
соответствуют значениям А* {1)(в) и 
Яі (зо)($)~ На моделирование затрачено 
более 20 мин на ЭВМ ЕС-1045. При 
каждом з ширина у-интервала для 
А (в) оценивается шириной полосы, 
образованной знаками «+» и «—».

Описанный метод относится и тан 
называемым статистическим методам 
с интенсивным использованием ЭВМ. 
Теоретическое обоснование примени­
мости метода эмпирического модели­
рования для обработки больших мас­
сивов неполных данных пока еще не 
получено. Поэтому метод эмпириче­
ского моделирования или метод бут- 
стрепа следует пока рассматривать кан 
эвристический метод.

8. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
ОБЕСПЕЧЕНИЕ РАСЧЕТОВ

Хранение больших объемов данных 
и получение на их основе обоснованных 
выводов о показателях надежности 
невозможно без применения средств 
вычислительной техники. Тип ЭВМ 
и операционная система обусловли­
вают использование соответствующей 
системы управления базами данных. 
Конкретные расчеты показателей на­
дежности приводятся с использованием 
специально разработанных программ, 
комплексов программ или пакетов 
прикладных программ, содержащих 
программы, допускающие обработку 
данных о надежности.

В широко используемом при обра­
ботке медико-биологических данных 
пакете прикладных программ ВМДР 
содержится специальный раздел, по­
священный анализу таблиц данных 
с временами жизни. Раздел содержит 
две программы. Первую программу 
этого раздела можно использовать для 
расчета множительной оценки ф. р. 
продолжительности безотказной рабо­
ты, таблиц выживаемости для группи­
рованных данных и аналогов гисто-

грамм интенсивности отказа и плот­
ности вероятности отказа. Вторая про­
грамма предназначена для оценивания 
коэффициентов Ьа, определяющих влия­
ние ковариат в модели пропорциональ­
ных рисков, когда функция интенсив­
ности отказов определяется соотно­
шением (44). Эта же программа дает 
возможность проверить гипотезу о ра­
венстве нулю любого выбранного на­
бора коэффициентов Ьа. Если верна 
гипотеза Ьа =  0, то значения ковариаты 
Uа не оказывают влияния на продол­
жительность безотказной работы.

Комплекс программ POD, разрабо­
танный в МГУ, дает возможность 
расчета на ЭВМ всех результатов при­
веденной выше теории непараметриче­
ского точечного и интервального оце­
нивания показателей надежности. Ком­
плекс программ POD поддерживается 
ОС ЕС. Все программы написаны на 
Фортране.

Комплекс программ POD содержит 
четыре раздела: I — программы пред­
варительной обработки данных; II раз­
дел — основные программы; III — 
вспомогательные программы; IV — 
программы моделирования.

9. ДАННЫЕ ТИПА Д О ЗА - 
ЭФФЕКТ (УДАРНЫЕ ИСПЫТАНИЯ)

Неполнота данных о надежности 
изделий и систем может быть связана 
с другими схемами цензурирования 
данных, отличающимися от ранее опи- 
данных схем цензурирования справа.

Допустим, что у t-го изделия слу­
чайная продолжительность исправной 
работы до наступления отказа равна 
S*. Ф. р. продолжительности безот­
казной работы F (s) — Р (Si <  s) не­
известна. О моменте наступления от­
каза можно получить лишь неполную 
информацию. Изделие проверяется в 
случайный момент Zz-, при этом ста­
новится известным, что наступило 
событие (Si <  Zi) или событие (S* >• 
>  Zi), Случайная величина Zf имеет 
ф. р. G (s) — Р (zi s). Таким обра­
зом, данные о надежности ¿-го изделия 
и представлены парой чисел X* =
— (Zit Г*, где Т і — 1 (Sf Zi) —
— 1 (S | >  Z{), В простейшей схеме 
данные о надежности пг изделий можно
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представить набором независимых пар 
чисел

Г * ) , . . . ,  Х т =  {£т% Гт ).
(46)

Задача состоит в получении точечной 
оценки для ф. р. Р (•) на основе дан­
ных (46). Данные вида (46) называются 
двусторонне цензурированными. Ти­
пичны не только для описания на­
дежности технических устройств, но 
и для некоторых медико-биологических 
экспериментов. Поэтому данные вида 
(46) называют данными типа доза—эф­
фект. Они также могут быть получе­
ны в результате испытаний на на­
дежность при одиночных ударных воз­
действиях. Здесь Z^ соответствует силе 
удара; Г* =  + 1, если изделие в ре­
зультате такого удара отказало; Г* =  
=  — 1, если изделие выдержало удар 
и осталось работоспособным.

К двусторонне цензурированным 
данным приводят также некоторые 
модели профилактических проверок 
систем контроля технических уст­
ройств. Предположим, что некоторая 
система контроля через случайные 
интервалы времени 2 г* проходит про­
верку и полное профилактическое вос­
становление. При этом становится 
известным, отказала система кон­
троля к моменту проверки или нет. 
Если считать время контроля и вос­
становления пренебрежимо малым, то 
за календарное время Т  будет прове­
дено тп проверок, когда

+  . . .  +  <3Z1 +

получить на основе обобщенного прин­
ципа максимального правдоподобия. 
В модели тп независимых испытаний 
и в модели тп профилактических про­
верок систем контроля обобщенная 
функция правдоподобия

і ■ ( ? і ,  а ;  Р * ,  а ;  х г ......... Х т ) =

П р 1 <2 і)'(Г,=І) (г, ) 1 (-< ’)
__ ¿=1_____________________________

т ,
£ ПМЗД( і )  х

/=1, 2 ¿=1

х Т і  ( а д 1

(48)

и не зависит от ф. р. й  (•), играющей 
роль мешающего параметра.

Пусть 2 (1), г 12), ..., 2 (п)— все упо­
рядоченные по величине различные 
значения величин Z¿t т. е. 2 (£ ,<  
<  Zl2)<. ... <  Z^JtJ. Если среди зна­
чений Zl есть совпадающие, то п <С т, 
т — п — число таких совпадений. 
Данным (46) поставим в соответствие 
т а б л и ц у  д о з  и э ф ф е к т о в

^(І)»  • • • » ^(&)і • • •» Ъ(п)

/ ( ! )» •  • •» ^(й)»• • •» І(п)

С(І)»* • •> ^(й)» • • •» С(П)

(49)

+  • • • +  %т +  %7П+1* (47)
Пусть 5 / — случайное время, отсчи­
тываемое от момента (і —- 1)-й про­
верки до наступления отказа системы 
контроля. Положим Г* =  1, если к мо­
менту і-й проверки система контроля 
отказала; =  —1, если к моменту
і- й проверки система контроля не 
отказала. В итоге мы получим данные 
вида (46), где, однако, число пар т 
будет случайным, а значения Zi будут 
зависимы, так как они должны удов­
летворять. неравенствам (47). Задача 
состоит в получении оценки для ф. р. 
Р (в) =  Р (5* ^  в), в >  0. Точечные
оценки Р (- )  для ф. р. Р {•) можно

где / (М = 2  1 =* ¿(А)» Гг =  1)-~
і

число случаев, когда Zt — Z {Ь) и 
т

Гг =  1, с(ь , =  £  1 (^г =  2 (Л), Гг—
і=і

=  - 1).
Табл. (49) доз и эффектов похожа 

на порядковую табл. (7). Однако чи­
сла Z^fa, /(Д) и С(Д) имеют отличную 
интерпретацию. Получение статисти­
ческих выводов на основе таб л .(49) 
принципиально отлично от получения 
статистических выводов на основе по­
рядковой табл. (7). Согласно выраже­
нию (48) обобщенная оценка макси­
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мального правдоподобия Р (*) должна 
удовлетворять соотношению

П р  ?  ( г ф ) )° м  =
Ь= 1

=  ш а х П

(50)

где і7 ( г (Л)) =  1 — і7 (£(Л)), а макси­
мум берется в классе всех ф. р. Р (■) 
неотрицательных случайных величин, 
при этом допускается возможность 
неравенства Р <  1. Соотноше­
нием (50) обобщенная оценка макси­
мального правдоподобия определяется
только для значений 2 (д), Н — 1....... я.
На интервалах ¿д+і] оценку
Б (•) можно доопределить разными спо­
собами, например считать Р (в) =  
=  Т7 (2 (/о), когда г (Н) <  « <  2 (д+г).

Обобщенную оценку максимального 
правдоподобия можно получить в рам­
ках теории изотонного оценивания [2 ]. 
ПОЛОЖИМ Ръ. — Р (£(Д))» 0 ^  Р± ^
<  Р% ^  ... ^  Рп ^  1. Каждому под­
множеству <2 С  £?о =  (К 2, я) по­
ставим в соответствие число

К (О) =  X! /(Д) /  ( / (Д )+ С(Д))»
й £<2 / й £<2

(51)
где Ллъ —числа второй и третьей
строк таблицы доз и эффектов. Фор­
мула (51) определяет функцию К  (•) 
на подмножествах целых чисел 
(I, 2, я). Если и <2Й — любые
иепересекающиеся подмножества мно­
жества (1, 2, ...» я)„ то выполняются 
неравенства

шіп (К  (& ), К Ш )  ^  К ЮгШъ)  <  
< ш ах (К (< 2 і), К Ш ) -  (52)

Функция подмножества <2 С  (1, .... п), 
удовлетворяющая неравенствам (52), 
называется функцией Коши.

Алгоритм получения изотонной 
оценки максимального правдоподобия. 
Для нахождения обобщенной оценки 
максимального правдоподобия приме­
няют алгоритм объединения соседних 
нарушителей — алгоритм ОСН.

Алгоритм ОСН состоит из последо­
вательности шагов. На первом шаге 
рассматривается разбиение Q0 =  (1, ..., 
л) на я непересекающихся одноточеч­
ных подмножеств Qd, 1 — (d),d =  1, ..., 
я. Для этих подмножеств вычисляются 
значения функций Коши К  (Qd, і) — 
=  /(d)/(/<d) +  Последовательно
проверяется выполнение неравенств
Æ (Qi,i) ^  К  (Qiii) » A (Q2.1) ^  К (Qa, 1) 
и т. д. Если все такие неравенства
выполнены, т. е. К  (Qd,2) ^5 К  (Qd+1,1)» 
d =  l, ..., я — 1, то полагаем Pd — 
=  К  (Qd, і) и считаем алгоритм завер­
шенным за один шаг. Если найдено 
первое нарушение неравенств, т. е.
К  (Qd, 1) <  К (Qd+io) Для d — 1, ..., 
dt -  1, но К (Qdli 0  >  К  (Qd1+i,i) ’ то 
множества Qdi( t и Qdi+II объявляются
соседними нарушителями. В таком 
случае образуется новое разбиение
множества Q0 =  (1.......я) на непере-
секающиеся подмножества Qd, 2 ~  Qd, і» 
если d <  dx или d >  dj +  1, Qd 2~
~ Q d lt i U Qd, 1+1. i=  (dv di +  0* Д ру­
гими словами, новое разбиение Q0 
на иепересекающиеся подмножества 
Qd, 2 получилось в результате объеди­
нения соседних нарушителей. Допу­
стим, что к г-му шагу получено раз­
биение Q0 на иепересекающиеся под­
множества Qd, Р, d =  1, ..., пг, пг <  я. 
Тогда на г-м шаге последовательно 
проверяется выполнение неравенств
К (Qi, г) <  К  (Qa, г)* К  (Q2, г) <  
^  К  (Qs, г) и Т. д. Если выполняются 
все неравенства, т. е. К (Qd, г) ^
^  К (Qd+i, г)» d !»*••» Я|» 1, то
считаем алгоритм завершенным на
г-м шаге и полагаем Fh= K(Qd,r)  » 
когда h Ç Qd, г. Если найдено первое 
нарушение неравенств, т. е. К  (Qd, г) ^  
^  К (Qd+i, г)» d ~~ dT 1* но 

(<2dr+l, г). то множе­
ства Qd ' F и Qd +і, г объявляются
соседними нарушителями. В таком 
случае образуется новое разбиение Q0 
на иепересекающиеся подмножества 
Qd, г+1* d — \, ..., nr+1, яг +1 — лг 1. 
В этом разбиении Qd, г+і =  Qd, г» d <.  

dr, Qd, г+і =  Qd+i, r * d^> dr 1,
r+1 p ^  ^ d r +i, r*

Следующий (г +  1)-й шаг аналоги­
чен г-му шагу, но в качестве подмно-
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2. Результаты расчета изотонной оценки

Номер
шага Результаты расчета

, 1 (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)
0 1 0 — — — ■—■ —

2 (1) (2, 3) (4) (5) (6) (7) (8
0 1/2 1 1 0 — —

3 (1) (2 , 3) (4) (5, 6) (7) (8)
0 1/2 1 1/2 — —

А (0 (2, 3) (4, 5, 6) (7) (8)4 0 1/2 2/3 1 1

П р и м е ч а н и е .  В скобках, в числителе, приведены подмножества (¿а, т 
номеров столбцов таблицы доз и эффектов, в знаменателе — значения функции 
Коши, соответствующие этим подмножествам.

жеств разбиения берутся подмноже­
ства Qd,r+î> d — 1, nr +  1. При 
переходе к следующему шагу число 
подмножеств, составляющих разбие­
ние, уменьшается на единицу. По­
этому алгоритм ОСН завершается не 
более чем за п шагов.

Пусть в алгоритме ОСН последним 
является г-й шаг, а подмножества 
разбиения Q& г — (і^, іа +  1, ...» Іа +  
+  ja), d — 1, .... пт. Тогда значение 
в момент s искомой обобщенной оценки 
максимального правдоподобия для 
ф. р. F (♦) находим по формуле

F(s) =
О, 0

_ ^  (Qd, г)* если ^  s << ) »
^ 6 Qd, г*

(53)

Оценка F  (-), задаваемая формулой 
(53), называется и з о т о п н о й  
о ц е н к о й  м а к с и м а л ь н о г о  
п р а в д о п о д о б и я .

Точность изотонной оценки (53) ис­
следована недостаточно. Для полу­

чения представления о разбросе зна­
чений найденной изотонной оценки 
можно воспользоваться эвристическим 
методом эмпирического моделирования, 
который аналогичен описанному в па­
раграфе 7. При этом в качестве истин­
ной ф. р. Т7 (•) берется ее изотонная
оценка Р (*). Далее моделируется М 
независимых копий данных типа доза— 
эффект. Для каждой копии рассчиты­
вается с использованием алгоритма 
ОСН своя изотонная оценка. Измен­
чивость полученных таким способом М  
изотонных оценок отражает возмож­
ную изменчивость найденной изотон­
ной оценки (53).

Пример. Допустим, что данным в мо­
дели профилактических проверок си­
стем контроля соответствует таблица 
доз и эффектов

/  11 25 34 39 41 53 71 80 \
£>в =  0 1 0 1 1 0  1 1 .

\  1 0 1 0 0 1 0 0 /

Результаты расчетов с использова­
нием алгоритма ОСН представлены в 
табл. 2 .
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На последнем четвертом шаге алго­
ритма ОСН подмножества разбиения

Рі,4  =  0)> р2,4 =  (2» 3),

$ 8, 4 — И» 5, 6), а — (7),

вертом шаге соседних нарушителей 
нет. Расчеты заканчиваются. Согласно 
формуле (53) получаем изотонную 
оценку максимального правдоподобия

О, если 0 < 2 5 ;

Рв. 4 — (8)*
На первом шаге К (Рі .і ) =  О, К  (<За,і) — 
=  1 >  К  (Раа) — 0- Следовательно, на 
первом шаге соседними нарушителями 
являются множества фа,і ~  (2) и (?в,і =  
*= (3). Их объединение’дает множество 
Ре,а — (2,3), которому соответствует 
значение К  (<32,3) — 1/2. На втором 
шаге выявляются соседние наруши­
тели (2ІЛ =  (5) и <2Б,а =  (6), так как 
К (Р4.а) =  1 >  К  (Рь,а) =  0. На чет­

1/2 , если 2 5 ^ з < 3 9 ;  
2/3, если 39 ^  з с  71;

1, если 71 ^ 5.

При накоплении двусторонне цен­
зурированных данных независимых на­
блюдений соответствующие этим на­
блюдениям таблицы доз и эффектов 
агрегируются в общую таблицу доз 
и эффектов по правилу, аналогичному 
агрегации порядковых таблиц.



Глава 3. Управляемые марковские
и полумарковские процессы 
в задачах эксплуатации

1. ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Цель оптимизации технического об­
служивания системы состоит в обес­
печении наибольшей ее эффективности 
в заданном комплексе условий при­
менения с учетом реальных ограниче­
ний на ресурсы (стоимость, габариты, 
энергозатраты и т. п.). Для решения 
задач оптимизации применяются на­
турные испытания, математическое мо­
делирование, комбинированные мето­
ды. Любой метод оптимизации осно­
вывается на четко определенном на­
боре критериев.

Критерием называется количествен­
ный показатель, характеризующий ка­
чество выполнения системой ее функ­
ций в заданных условиях использо­
вания. Таким образом, критерий в об­
щем случае есть функция ю (Ѳ), где 
Ѳ — набор параметров, определяющих 
условия использования системы. Ус­
реднив условия по некоторому распре­
делению вероятностей либо по функ­
ции, задающей относительную важ­
ность различных значений параметров, 
получим

Ѣ =  |  о>(Ѳ) |» (¿0), (1)
ѳ

где Ѳ — пространство значений Ѳ. 
Критерии вида (1) применяются чаще 
всего к системам непрерывного дей­
ствия, от которых требуется наиболь­
шее значение какого-либо среднего 
показателя (производительности, до­
хода и др.). В применении к задачам 
надежности, особенно высокоответ­
ственных систем, играют большую 
роль экстремальные критерии вида

тахю (Ѳ ), т іп ш (Ѳ ).
Ѳ £Ѳ  ѳ £ Ѳ

Подобные критерии задаются при про­
ектировании систем, рассчитанных на 
определенный диапазон условий ис­
пользования. Обычно система харак­
теризуется не одним, а набором крите­
риев оу2, ...» из которых один, 
например подлежит максимизации 
(минимизации), остальные должны на­
ходиться в заданных пределах. Не­
редко удается рациональным образом 
установить относительные веса раз­
личных критериев и свести задачу 
к экстремуму некоторой линейной 
комбинации схів)± +  с2и>2 +  ... при фик­
сированном значении Ѳ; поэтому для 
кратности этот символ в дальнейшем 
опускается.

При решении задачи оптимизации 
математическим методом строится ве­
роятностная модель функционирова­
ния системы в виде случайного про­
цесса £ (0 =  |  (¿, ©), где © — эле­
ментарное событие пространства £2. 
Элементарное событие — это совокуп­
ность всех случайных воздействий, 
при фиксировании которых поведение 
системы становится вполне детермини­
рованным. Таким образом, £ (¿, ©) 
есть неслучайная функция перемен­
ных ©, и лишь из-за случайности 
самого © эта функция становится 
случайной.

Функция времени £ (¿, ©) при фик­
сированном элементарном событии © 
называется траекторией случайного 
процесса, которая определяет частное 
поведение системы при фиксированных 
значениях всей совокупности случай­
ных воздействий.

Критерию w соответствует некото­
рый показатель качества:

т =  М/, (2)
где /  =  /  (£ (*, ©), г 6 Т), а Т  есть 
отрезок времени (возможно, завися-
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щий от ю), на котором рассматри­
вается поведение системы.

Виды показателя качества в раз­
личных системах весьма разнообразны. 
Тем не менее существует несколько 
характерных типов, которые перечи­
сляются ниже.

Средневременной эффект

а+Т

і  =  ~т 1  <?<*>*. <3>
а

где <р (0 — мгновенное значение ка­
кого-либо, например, экономического 
показателя в момент /. Подобным 
образом определяется средняя мощ­
ность энергетической установки, сред­
ний удельный доход и многие другие 
показатели.

Средний эффект по событиям в ин­
тервале времени

( = - ? ■  2  (4>

где — моменты наступления неко­
торого события (отказа элемента си­
стемы, восстановления элемента, сра­
батывания системы контроля, посту­
пления требования на обслуживание 
и т. п.); ф (¿¿) — эффект, характеризу­
ющий качество операции системы, 
связанной с событием в момент 
К виду (4) приводятся такие показа­
тели, как число отказов элементов 
системы или самой системы в единич­
ном интервале времени, убыток вслед­
ствие отказов и многие другие.

Средний эффект в расчете на одно 
событие

" .

где — последовательные моменты со­
бытий.

Индикатор нахождения процесса в 
заданной области А

ІА
|  1, если  ̂ (/) £ А ;
(О  в противном случае.

(6)

Максимальное отклонение процесса 
от номинального значения в данном 
интервале:

і ( Т ) =  шах р (Б (0  > 4 (0 ) .  (7)в<*<а+Г
где р — расстояние (например, обыч­
ное евклидово в т-мерном простран­
стве).

Индикатор выполнения операций в 
данном интервале с данным качеством

/  =
_  Г1, еслиф (/*) £ Л, а < / * < а  +  7’;

ІО в противном случае,
(8)

где ф (¿¿) — показатель качества вы­
полнения і-й операции (например, 
качества обслуживания ¿-го требова­
ния); іі — момент соответствующего 
события (например, окончания обслу­
живания).

Индикатор выполнения операций 
с данным качеством

( 1, если ф (¿*) £ А , 1 <  і <  N 1 
‘ Ы =  \  п( 0  в противном случае.

(9)
Перечисленные показатели относят­

ся к конечному времени функциониро­
вания системы или конечному числу 
событий, связанных с ним. Критерии, 
соответствующие этим показателям, 
представляют собой либо средние эф­
фекты (математическое ожидание зна­
чения случайного процесса, интенсив­
ность потока однородных событий), 
либо вероятности событий. Так, на­
пример, усреднение показателя (9) 
по вероятностной мере дает вероят­
ность обслуживания первых N  тре­
бований с данным качеством. Данные 
критерии являются нестационарными. 
В частном случае, когда случайный 
процесс, определяющий функциониро­
вание системы, стационарен, крите­
рии, соответствующие показателям
(3)—(5), не зависят от длины Т  интер­
вала осреднения, а следовательно, 
являются стационарными. Если суще­
ствует стохастический предел при не­
ограниченном увеличении интервала 
осреднения или числа событий, то 
этот предел называется стационарным 
критерием. Примеры стационарных
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критериев: средняя производитель­
ность станка, интенсивность отказов 
системы. Критерии, соответствующие 
показателям (3)—(8), при Т  -► оо 
обычно превращаются в заранее из­
вестные числа. Так, вероятность без­
отказной работы системы в бесконеч­
ном интервале равна нулю.

В расчетных методах широко ис­
пользуются показатели и критерии 
с переоценкой, которые могут быть 
использованы в двух вариантах.

Д и с к р е т н ы й  в а р и а н т .  
Пусть іѵі — эффект, связанный с і-м 
событием. Этому эффекту придается
вес Р*—г, где 0 <  Р <  1 — заданное 
число; тогда в качестве показателя 
берется величина

Щ  = 2  ß* W  (10)
1 = 1

Если с вероятностью единица суще­
ствует стационарный показатель

1 N
w — lim —гг- 2  Щ* (11)

N-*-oo

причем wi — равномерно ограничен­
ные случайные величины, то с веро­
ятностью единицы

w — lim (1 — ßn) Wa . (12)
М 1

Н е п р е р ы в н ы й  в а р и а н т .  
Эффекту ф (I (/)), связанному со вна- 
чением процесса |  (¿) в момент /,

штС/лісопоставим вес е й определим по­
казатель

оо

и  =  J  в - “ '  «р (£ «)) <и. (13)
о

При широких условиях с вероятностью 
единица

т
l im  a f a  =  H m  - I  f ф ( J  ( /))  d t .  (14)
a-*-G T -»-оо I  J

Таким образом, при достаточно ма­
лых 1 — Р и а  критериями Ai (1 — ß) 
a>ß, Afct/a можно пользоваться в качест­
ве приближения стационарных крите­
риев.

Во многих случаях переходить к 
пределу при ß -> -l, a ->-0 нет необ-

кодимости. Так, например, а$а есть 
математическое ожидание. Значения 
процесса ф ( |(^ ))  в случайный мо-. 
мент времени £ распределен по экс­
поненциальному закону с параме­
тром а .

Часто задачи оптимизации реша­
ются по приближенным критериям 
вместо точных, если это создает вы­
числительный выигрыш и не сильно 
искажает результат. Рассмотрим важ­
ный пример.

Пусть основным критерием системы 
является вероятность Р (Т) безотказ­
ной работы системы на отрезке [О, Т ]. 
Предположим, что поведение системы 
описывается случайным процессом £ (/) 
с дискретным множеством состояний; 
если |  (/) =  і, то вероятность отказа 
системы в интервале (¿, / +  <М) равна 
%і (0 Ли Если ({) — малые вели­
чины, а £ (¿) — процесс, время кор­
реляции которого мало по сравнению 
с Т, то

т
Р ( Г ) » 1 ~ 2  J Ц  (і) Рі (<) dt. (15)

1 a
где Pf (0 — Р (£ (0 =  0* Следова­
тельно, вместо максимизации Р (7) 
с некоторой степенью погрешности 
переходим к задаче минимизации ин­
тегрального функционала, который, 
в свою очередь, приближенно равен
Т  2  где pt =  lim pt (О, Ä,/ —

i t-*-aо
временные средние ki (t).

2. В Л О Ж Е Н Н Ы Е  Ц Е П И  М А РКО ВА  
И Э Р Г О Д И Ч Е С К И Е  СОО ТН ОШ ЕНИЯ 
Д Л Я  К Р И Т Е Р И Е В

Для многих систем характерно на­
личие вложенной цепи Маркова. 
Пусть поведение системы описывается 
случайным процессом £ (0* Предполо­
жим, что существует последователь­
ность моментов времени <С /а <С ... 
такая, что последовательность слу­
чайных величин £„ =  |  (/п) образует 
однородную цепь Маркова. Тогда (1П, 
п І) называется вложенной цепью 
Маркова данного процесса £ (/). Вло­
женные цепи Маркова характерны, 
например, для моделей технических 
систем с дискретным множеством со-
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стояний. Приведем достаточно общую 
модель функционирования системы, 
приводящую н вложенной цепи Мар­
кова.

Система состоит из конечного числа 
элементов н может находиться в ко­
нечном числе качественно различных 
состояний. Последние различаются 
техническим состоянием элементов (ис­
правен, неисправен), а также опера­
циями, производимыми над элемен­
тами (восстановление, профилакти­
ческий осмотр и т, п.). Длительности 
операций распределены по произволь­
ным законам, в то время как длитель­
ности безотказной работы элементов — 
по экспоненциальному (показательно­
му) закону. Время от времени система 
попадает в такие состояния, когда 
начинается полное восстановление или 
замена отказавших элементов. Состоя­
ния системы в эти моменты и образуют 
вложенную цепь Маркова, поскольку 
в любой из указанных моментов даль­
нейшее поведение системы зависит 
только от качественной переменной, 
а именно состава отказавших эле­
ментов.

В простейшем случае основной по­
казатель есть сумма доходов, полу­
чаемых в моменты смены состояний 
цепи Маркова, а именно при попада­
нии ее в состояние і получается до­
ход / 1 . Суммарный доход относится 
н числу переходов цепи Маркова. 
Тогда в случае существования эрго- 
днческого распределения (яД  вложен­
ной цепи Маркова оптимизируемый 
критерий имеет вид

/ = Е /я* Об)
і

как и в случае полумарковского про­
цесса. Если доход относится к длине 
интервала времени, в котором он 
получается, имеем

1 =  Е  О7)
І

где X] — среднее время от момента 
когда =  /, до момента ^ +1. (Данная 
формула выполняется при существо­
вании эргодического среднего дли­
тельностей пребывания в том или ином 
состоянии).

Формулы (16), (17) справедливы
и в том случае, когда доход выплачи­
вается не точно в момент іі, а отно­
сится к отрезку ¿і+1І и является 
случайной величиной, причем у  — 
ее математическое ожидание при усло­
вии і і  =  /.

3. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
ЦЕПЯМИ МАРКОВА

Пусть имеется система ¡42], в лю­
бой момент л =  0, 1, 2, ... находя­
щаяся в некотором состоянии конеч­
ного множества 5  =  {1, 2, ...» ДГ). 
Без ограничения общности можно счи­
тать 5  — ( 1, 2, ..., /V}. Состояние
системы в момент л обозначим £п. 
К системе применяется управление, 
состоящее в последовательности реше­
ний ¿о, &£, ..., где кп — решение,
принимаемое в момент времени л 
после наблюдения £„. Если £п =  і, 
то решение кп £ К і , где К і — ко­
нечные множества.

Пусть £п — і, ¡гп =  Тогда, неза­
висимо от іо, ...» іп-і» ¿о. ¿п-1 си­
стема переходит в состояние / с ве­
роятностью Рц  и в момент л полу­
чается доход г*.

Пусть К — Кі  X ... X /Сіу* Данное 
множество называется пространством 
политик. Точка (¿¿, ...» к^)  £ К  назы­
вается политикой. Физический смысл 
политики состоит в том, что при со­
стоянии системы і принимается ре­
шение кі.

Стратегией называется последова­
тельность политик я  =  (/0, / | ,  ...),
где /п — политика, применяемая на 
л-м шаге. Стационарной называется
стратегия вида /°° =  (/, /, / , . . . ) .  При 
заданной стратегии я  последователь­
ность (£п) есть неоднородная цепь 
Маркова с матрицей перехода за 
л шагов:

Р П(Я) =  Р ( « -  • Р (/п ).

где Р (Іп)  =  1р 'у ( ,) |  / „ = ( /„  (1)........
/п (Л/)), Р0 (я) =  /  (единичная мат­
рица).



56 Управляемые случайные процессы в эксплуатация

Обозначим г (/) = назвав

этот вектор вектором доходов. Ком­
понента і этого вектора есть доход, 
получаемый в момент п, если £п =  і 
и применяется политика /п =  По­
скольку в наиболее интересных слу­
чаях суммарный доход за бесконечное 
время бесконечен, то вводят коэффи­
циент переоценки р, считая доход в мо­
мент п при сформулированных выше
условиях равным Назовем век­
тором суммарных доходов вектор-

ОО

столбец ор (л) =  2  р"Рп (л) г (/п). 
п=а

Назовем (5-оптимальной стратегией 
стратегию л , максимизирующую все 
компоненты ор (л), т. е. дающую мак­
симальный доход при любом началь­
ном состоянии системы.

Т е о р е м а .  При 0 ^  |3 <  1 су­
ществует Р-оптимальная стратегия.

Эта стратегия находится итерацион­
ным алгоритмом Ховарда за конечное 
число итераций. Алгоритм Ховарда 
состоит в следующем. Начинаем с про­
извольной стационарной стратегии /°°.

а) Процедура определения весов. Ре­
шаем систему уравнений

°і =  Л  +  в Е  А іѵь

где И =  /  (¿).
б) Процедура улучшения решения. 

Пусть О (і, /) — множество тех
для которых А  +  Р £  Если
в  (і* /) =  0  для всех і, то есть 
Р-оптимальная стратегия. В против­
ном случае обозначим через 5 + мно­
жество тех і, для которых <3 (£, /) Ф  0 ,  
и построим стратегию £°°, где ц (/) 
равно произвольному к, для которого
А  +  Р 2  Ркн ѵі >  0|  при і £  5 +, ё  (і)= 
=  /  (і) в противном случае.

Возвращаемся к процедуре опре­
деления весов.

Для Р-оптимальной стратегии век-
ѵі

тор о = І  I есть вектор суммарных

\ VN /
доходов. В качестве начального при­
ближения можно рассмотреть, напри­
мер, стратегию f°°, где f (і) — то 
значение k , для которого макси­
мально.

Стратегия Р-оптимальная находится 
также с помощью алгоритма линейного 
программирования. Будем рассматри­
вать класс стационарных рандомизи­
рованных стратегий, полагая, что при 
£л =  і решение k применяется с ве­
роятностью, зависящей только от і
и k . Обозначим (п) =  Р (£п =  і, 
f f (п) =  k) и введем переменные хк =

ОО

=  2  г А  («)• Задача максимизации 
п=О

среднего суммарного дохода при на­
чальном распределении сц ~  Р =  і) 
сводится к задаче линейного програм­
мирования: т а х  І Ж  при ограниче­

ниях 2  А — ß И А і  =  аѵ > °- 
k k

Существует решение данной задачи, для 
которого X] равно 0 или 1, т. е. реше­
ние детерминировано.

Марковские процессы принятия ре­
шения без переоценки. При ß =  1 
средний суммарный доход заменяется 
выражением

i-1
и (я) =  lim —— 2  Рп (я) г (/п);

І -* >  ОО *  п==0

предположим, что данный предел су­
ществует, тогда

о (я) =  lim (1 — ß) од (я), 
ß t l

Доказано существование стационар­
ной стратегии, максимизирующей все 
компоненты вектора о (я). Оптималь­
ная стратегия в случае единственного 
класса сообщающихся состояний на­
ходится с помощью итерационного ал­
горитма Ховарда.
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а) Процедура определения весов. 
Для данной стационарной стратегии 
к =  ! (і). Решаем систему

¿V—I
8 +  ° | =  ^  +  2  Рі і ѵі

1 = 1
относительно переменных g, 
полагая ѵи  =  0.

б) Процедура улучшения решений.
Обозначим через Ѳ (і, /) множество

АГ—I
тех к , для которых Г| +  £  рііѵі >

2 = 1
>  ё  +  ѵі. Если в  (/, /) =  0  для 
всех і, то данная стратегия оптимальна.
В противном случае заменяем 
на ц00, где g (2) — любое й, для кото* 
рого выполняется указанное неравен­
ство в  (і, Л =  0 ; £ (0 =  / (і) в про­
тивном случае.

Возвращаемся к процедуре опреде­
ления весов. Эта же задача решается 
с помощью линейного программирова­
ния. Пусть Пі (/) — стационарная ве­
роятность состояния і цепи Маркова
(Еп) при стратегии /°°. Обозначим гі* 
вероятность принятия решения £ в со­
стоянии і.

Задача линейного программирова­
ния:

та®
I, к

при ограничениях

£  *5 -  £  р«*< =  °- £ * >  =  >•
А І ,к  і, к

* * > о .

Существует нерандомизированное 
базисное решение, т. е. или 1.

Процессы с поглощением. Пусть со­
стояние 1 — поглощающее, остальные 
состояния невозвратные при любой 
стационарной стратегии. В качестве 
критерия возьмем средний суммарный 
доход до момента поглощения.

Т е о р е м а .  Существует оптималь­
ная стратегия, являющаяся стацио­
нарной.

Указанная стратегия находится с по­
мощью итерационного алгоритма.

а) Процедура определения весов. 
Возьмем любую стационарную стра­

тегию /°°. Решим систему уравнений 
N

=  гі -ь £  ^ =  • • * *
2 = 2

б) Процедура улучшения стратегии. 
Обозначим 6  (і , /) множество тех &,

N
для которых г* +  2  Если

/=2
хотя бы одно из этих множеств непу­
сто, возьмем g (і) =  к, где & удовле­
творяет данному неравенству. Если 
б (/, /) пусто для данного і, положим 
ё  (О =  /  (О- Если g Ф і ,  то заменяем 
/°° на gao и переходим к процедуре 
определения весов. Если б (2, /) =  0
для всех 2, то /°° есть оптимальная 
стратегия.

Эта же задача решается методом 
линейного программирования:

пи® £  £
2=2 к

при ограничениях

£  * ? -  £  £ / ’«*? =  “»•
А 2=2 /г

4 . О П Т И М А Л ЬН О Е  У П Р А В Л Е Н И Е  
ПОЛ УМ АР КОВС КИМ  И 
ПРОЦЕССАМ И

Полумарковским процессом (ПМП) 
называется ступенчатый случайный 
процесс |  (2), описываемый следующи­
ми условиями.

Пусть £о, £і , і і , ... — последователь­
ные состояния процесса, г0, г1г г2, ... — 
длительности пребывания в них. Тогда 
при | п =  2 и любой дополнительной 
информации относительно £о, ...» Еп-і» 
20, • •, гп~і событие {£п+і =  /\ «п <  2} 
происходит с вероятностью 2),
где 2 ] 0.іі (°°) =  1' Случайная после­

довательность ( | п) называется вло­
женной цепью Маркова данного ПМП; 
эта последовательность — однородная
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цепь Маркова с вероятностями пере­
хода р{) =  Qtj (оо).

Матрица Q =  Qtj (f) называется ма­
трицей переходных распределений.

Функция Ht (0 =  2  Qtj (О есть
/

функция распределения времени пре­
бывания ПМП в состоянии і. Обо­
значим

р і} и) =  р  а  (о =  / / і  (о» =  о ,

Gij (0 — вероятность хотя бы одного 
попадания процесса в состояние / 
в интервале (0 , t) при условии =  і; 
M tj (t) — математическое ожидание чи­
сла попаданий процесса в состояние / 
в интервале (0 , t) при условии £0 =  і. 
Начало отсчета t =  0.

Далее будем применять преобразо­
вание Лапласа—Стилтьеса, для обозна­
чения которого используются соответ­
ствующие строчные буквы: например,

ОО

qtj (s) — j  eT~st dQtj (t). Пусть также 
0

в случае, если элементы матрицы обо­
значены некоторой буквой с индек­
сами, употребление этой буквы без 
индексов означает саму матрицу; это же 
относится и к векторам-столбцам. 

Имеем соотношения

т (s) — {1 — q (s))"1 q (s) =

=  ( / -  Я (s))"1 -  Л

qi} (s) =  т и  (s)/(l +  mtj  (s)),

Pij («) =  Pi J («) 4lj (s),

Pii (s) =  0  '— kj (s))K 1 — Qj] («))•

Предположим, что средние длитель­
ности пребывания ПМП в различных 
состояниях конечны, и обозначим

<Х>

*tj =  J  t àFtj (0 .
о

ОО

xt =  J  t dHt (t) =  Pi f i t  J*

Рі] =  I  і (0*
о
оо

Р а = \ е,юч
0

Тогда выполняются соотношения

Р а  =  2  РікРкі  +  Т|, 
кфі

ѵ-'и =  Е  Рік + 2ч л / ] + г (м .
кФІ

где
ОО

Г е і Н і Ѵ ) .
0

Если вложенная цепь Маркова обла­
дает стационарными вероятностями 
ох̂ , то

Р Л  =  2  
к

Р/г’ =  [  Е  ” *тк ’ +

+  2 ^Е

Р ц  (оо) =  Оіі (оо) *}/Р ]]-
В случае эргодической вложенной 

цепи Маркова

Р а  (°°) =  У І Р л  =  "ЯУ |  2  пкхк-

Полумарковские процессы с дохо­
дами. Пусть а  >  0 — постоянная, на­
зываемая коэффициентом переоценки. 
С пребыванием ПМП в состоянии і 
в интервале (У, У +  йі) свяжем доход, 
равный Обозначим ѵі (а) сред­
ний суммарный доход в интервале 
(0 , оо) при начальном состоянии і 
данного ПМП. Имеем

Щ (О) =  -£ •  (1 - * < ( « ) )  +и*

+  Е  &і3 (а) ѵі  (а).
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Обозначив

р і И  =  -7 7 (1 — М « ) ) ;ОС

Рі (°0

Р (а) = »

PN («) 
ѵг (а)

ѵ(а) = »

■>„(«)

получим решение данной системы урав­
нений в матричном виде

ѵ (а) =  (/ —  ? (а ))-* р  (а ).

Пусть а =  ( а & , а ^ )  — распределе­
ние Тогда средний суммарный
ДОХОД

аѵ (а) =  а ( / — 9 (а ))1"* р (а ).

Можно также записать
ѵ (а) =  ( /  +  т (а )) р (а ).

При а  -► 0

ѵі (а) =  - | - + о / +  о ( 1) | 
где

Величина g  есть стационарный доход 
за единицу времени при а  =  0. Имеем

о (а) =  -—- +  ® +  о ( 1).

Полумарковские процессы принятия 
решений. Управляемый полумарков­
ский процесс — это ступенчатый слу­
чайный процесс с состояниями 1, 
2, . . . ,  У, определяемый следующими 
условиями. При попадании процесса 
в состояние і принимается решение & 
из конечного множества Кі допусти­
мых решений, после чего, независимо

от предыдущего поведения процесса 
и принимавшихся ранее решений, ве­
роятность О^і (І) того, что следующий 
переход произойдет через время, мень­
шее і , и притом в состояние /, равна
Рцр ц№ *  где РП (*) — Функция рас­
пределения. Стратегией управления 
называется последовательность л; =
=  (/о» /2* •■*)» гДе f n =  (Ы 1 ) , •••»
/п (Ю) — политика, применяемая на 
п-м шаге, т. е. в момент я-го перехода 
процесса: если в этот момент процесс 
попадает в состояние і, то принимается 
решение И — / п (/).

Стратегия /°° =  (/, / ,  ...) называется 
стационарной. При стационарной стра­
тегии управления управляемый полу­
марковский процесс превращается в 
ПМП. Для его характеристик сохра­
няются те же обозначения, что и для 
характеристик ПМП, с индексом /г, 
соответствующим применяемой поли­
тике.

Стратегия называется а  — оптималь­
ной, если она максимизирует средний 
суммарный доход при коэффициенте 
переоценки а .

Т е о р  ем  а. При. а  >  0 суще­
ствует а  — оптимальная стратегия, яв­
ляющаяся стационарной.

Указанная в формулировке теоремы 
стратегия находится методом линей­
ного программирования. Обозначив че­
рез (Іі вероятность принятия реше­
ния А в состоянии і и введя пере­
менные

Е “(йц  (“ ) 4

получим задачу:

т а я  ру (а) Ху
I. к

при ограничениях

Е «і -  Е і і і  (“) = “/■к і, к

* / > о -
Если все а} положительны, то суще­
ствует нерандомизированное базисное 
решение этой задачи: х* равно 0 или 1.
При х* =  1 полагаем /  (і) =  И для 
оптимальной стратегии /:в0.
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Эта же задача решается следующим 
итерационным алгоритмом.

а) Процедура определения весов. 
Исходя из произвольной стационарной
стратегии /°°, решаем систему урав­
нений

° і  =  Р{ (а ) “Ь 5 ] 4іі(а Н
где И =  /  (0 .

б) Процедура улучшения решения. 
Пусть (3 (і, [) — множество тех для 
которых

Р{ («) + ХЗ УЦ №  Ѵ1 >  ѵі'

Если для всех і множества Ѳ (і, /)
пусты, то /®° есть а-оптимальная стра­
тегия, а вектор и (а, /°°) =  (п*) пред­
ставляет собой вектор суммарных сред­
них доходов (і — начальное состояние 
процесса). В противном случае пусть 
Я* =  {і : (3 (і, /) Ф  0 } .  Тогда строим 
улучшенную стратегию £, где £ (і) £ 
€ О (*»_/) ПРИ * € 5 +; ё  (0 =  /  (0 
при і* £ 5 +. Переходим к процедуре 
определения весов.

Начальную стратегию выбирают, 
например, из условия максимизации
Р ? («)•

Полумарковские процессы принятия 
решений без переоценки. Пусть

/Ѵ і (*, я) \

ѵ (і, п ) = — суммарный

N ( і ,  я)
средний доход в интервале (0, і), 
связанный с применением стратегии я , 
без переоценки, т. е. при а  =  0 , 
і-я компонента данного вектора соот­
ветствует начальному состоянию £0 =  *- 
В качестве критерия рассмотрим век­
тор

и (я) =  І іт  - і -  ѵ (і, я).
І->- оо *

Оптимальной назовем стратегию, мак­
симизирующую все компоненты век­
тора и (я).

Т е о р е м а .  Существует оптималь­
ная стратегия, являющаяся стацио­
нарной.

Пусть, /  00 — оптимальная стратегия, 
я /  (/) — стационарные вероятности

вложенной цепи Маркова соответству 
ющего ПМП. Введем переменные

*/ =  «у (/)
где гіу — вероятность принятия реше­
ния А при попадании процесса в со­
стояние /.

Задача дробно-линейного програм­
мирования:

шах
и  * 2  ч'М /.Е  *м

/» Л / 1,9 Л
при ограничениях

2  *? -  2  =  °-
& ¿р ^

£  * / =  *•

Заменой переменных

приводим эту задачу к задаче линей­
ного программирования:

шах £
и  * [, к

при ограничениях

£  у) = ѵ,
і . к

2 т/ ^ /  =  1* ^ / > ° -
/. *

Данная задача обладает допустимым 
базисным решением, соответствую­
щим детерминированной стационарной 
стратегии: Ху, равным 0 или 1.

Эта же задача решается следующим 
итерационным алгоритмом.

а) Процедура определения весов. 
Возьмем произвольную стационарную
стратегию /°°. Решим систему урав­
нений

+  ѵі =  А Л  +  Ё рііѵі >
/= і

Л =  /  (0 .
полагая =  0.
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б) Процедура улучшения решения. 
Пусть О (і, /) — множество тех для 
которых

А

N—1

2  Рііѵі — ѵі

Если все й  (¿, /) пусты, то /** — опти­
мальная стратегия и § — средний до­
ход за единицу времени. В противном 
случае определяем улучшенную стра­
тегию при (? (», [) ф  0 , положив g (О 
равным любому такому для кото­
рого выполняется указанное неравен­
ство, и ё  (0 =  /  (0 при О (і, Р> =  0 . 
После этого возвращаемся к проце­
дуре определения весов.

Оптимальная стратегия достигается 
за конечное число итераций.

Полумарковские процессы с погло­
щением. Пусть состояние 1 — погло­
щающее, все остальные — несуще­
ственные при любой стационарной 
стратегии. Задача максимизации сред­
него суммарного дохода при началь­
ном распределении (а^ сводится к за­
даче линейного программирования:

шах ^
1 , к

при ограничениях

£ * } -  Е * « * ? - 0!- * < / « * •
к и к

*і > ° .

где X* имеет тот же смысл, что и в со­
ответствующей задаче для управляе­
мых цепей Маркова.

Т е о р е м а. Существует оптималь­
ная стратегия, являющаяся стацио­
нарной.

Указанной стратегии соответствует 
базисное решение задачи линейного
программирования: х^ равно 0 или 1.

Оптимальное управление марковским 
процессом с непрерывным временем. 
Пусть имеется непрерывный справа 
управляемый марковский процесс 
С (/) с множеством состояний 5 =  
■в {1, 2, . . . ,  М}. В момент * приме­
няется решение и (?) из конечного мно­

жества и .  Если £ (0 =  і, и (і) =  
то с вероятностью ^  йі в интервале 
(¿, / +  йі) происходит переход £ {() 
в состояние /  Ф  І; с вероятностью 
1 — Щ&і ^где Я* =  ^  процесс

остается в прежнем состоянии. Ука­
занные события не зависят от (£ (т), 
и (т), т  >  0- Функция и (і) выбирается 
из класса ступенчатых непрерывных 
справа функций. Структура доходов 
определяется следующими условиями. 
Если £ (і — 0) =  і, и (і — 0) =  £ и 
в момент і происходит переход процес­
са в состояние / ,  то в этот момент полу­
чается доход о|у. Есди £ (і) =  І, 
и { і ) = к  в интервале ¿2)> то за 
этот интервал получается доход Ѳ* —
- * і ) .

Введем коэффициент переоценки а ,  
рассматривая в указанных ситуациях
аН еШтаІ вместо о*у, _

— е« а і | |  0* вместо Ѳ*. Тогда при лю­
бой функции и (/) суммарный средний 
доход в бесконечном интервале будет 
ограничен. Стратегию, максимизи­
рующую этот критерий, назовем а-оп- 
тимальной стратегией. Стратегия, для 
которой и (/) постоянна в интервалах 
постоянства £ (¿), а в точках скачка 
и (і) зависит лишь от £ (^ ),‘т. е. от 
нового состояния процесса, называется 
стационарной.

Т е о р е м а .  При любом а  0 су­
ществует а-оптимальная стратегия, яв­
ляющаяся стационарной. Если стра­
тегия стационарна, получаем рас­
смотренную выше задачу об «-опти­
мальной стратегии для управляемого 
ПМП. Для этого достаточно поло­
жить в случае, когда при попадании 
£ (/) в состояние і значение и (¿) ста­
новится равным к у

Ж1 кц  {і) =  ькн Г к<*. І Ф І .

(0  =  о. 

^ = в? +  Е
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б. М ЕТО Д Д И Н А М И Ч ЕС К О ГО  
П РО ГРА М М И РО В А Н И Я

При нестационарных критериях оп­
тимальные стратегии могут быть от­
личны от стационарных. В этом слу­
чае часто оказывается полезным метод 
динамического программирования.

Пусть ( |п , 0 <  п <  ЛО — управ­
ляемая цепь Маркова с переходными
вероятностями ркц  и доходом (л),
выплачиваемым в момент п в случае 
решения к при £п =  і. Обозначим 
через ѵі (л) максимально достижимый 
суммарный средний доход в моменты л, 
л +  1, ...» N.  Тогда выполняется урав­
нение

о( (л) =  шах (г/Ь (л) +
1

+  2  рц ѵі  (п *+■

отражающее принцип оптимальности 
Веллмана. Положив

Оі (М) =  т а х  г)  (ІѴ),

получим рекуррентную схему опреде­
ления Ѵі (л). Средний суммарный доход 
при оптимальной стратегии, соот­
ветствующей начальному состоянию

=  іі равен ѵі (0). Параллельно 
этому определяется и оптимальная 
стратегия: если в правой части
уравнения для ѵі (л) максимум дости­
гается при к ~ ^  (л), то оптимальная
стратегия состоит в применении реше­
ния (л) в момент л при =  і. 
(В случае нескольких максимумов 
можно выбирать любую точку мак­
симума).

На основании данных методов ре­
шается, например, задача оптимиза­
ции управления системой обслужива­
ния. Пусть имеется система, находя­
щаяся в конечном числе возможных 
состояний: время пребывания в состоя­
нии і — экспоненциально распреде­
ленная случайная величина с парамет­
ром Я* >  0. В состоянии і в очереди 
имеется т* требований, занумерован­
ных числами 1, 2, ..., Рандомизи­
рованная стационарная стратегия со­
стоит в том, что при освобождении

прибора в состоянии системы і из 
очереди выбирается £-е требование 
с вероятностью «*&, 1 пц.

Средний доход системы в единицу 
времени пребывания ее в состоянии і 
равен г*. Обозначим интенсивность 
перехода системы из состояния і в со­
стояние /, Ці — интенсивность оконча­
ния обслуживания в состоянии і,
йц  —: вероятность (практически равная
1 или 0) перехода системы в состоя­
ние / ,  если в состоянии і закончилось 
обслуживание и принято решение на­
править в освободившийся канал к-ъ 
требование. Оптимизация среднего до­
хода в единицу времени приводится 
к задаче

^  Г|П| =  т а х
1

при ограничениях

п* =  2  =  2
ІФІ  І Фі

^И =  Рі 2  А р и и

*Чк 2  и*Ъ =
И

Эта задача приводится к задаче 
линейного программирования введе­
нием новых переменных

4  =  " л * -
Тогда имеем

2  г А  =  т а я
і ,  / .  к

при ограничениях

ѵч 2  2  **?/*?/ ~
ІФІ к

-  2  р / 2  **?/*/*=0>
ІФІ к

2  4 = 1 -
і ,  І.  к

6 . С О К РА Щ Е Н И Е  М НОЖ ЕСТВА 
СТРА ТЕГИ Й

Случайные процессы, описывающие 
функционирование сложных систем, 
часто имеют весьма сложную структуру
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н тем не менее обладают вложенным 
полумарковским процессом. Пусть 
£ (/) — исходный процесс, — рас­
положенные в порядке возрастания 
узловые моменты времени, £п =  
*= £ (/п) — однородная цепь Маркова. 
Если обозначить ѵ (/) =  шах {п :
^  /}, то случайный процесс цЦ) =  
*  £ѵ ^  во многих случаях является
ПМП. В описанной ситуации назовем 
исходный процесс £ (і) случайным про­
цессом с вложенным ПМП. Множество 
стратегий управления процессом в ин­
тервалах (¿п , ¿п+і) может быть весьма 
сложным. Например, стратегия может 
зависеть от непрерывной переменной 
(интервала профилактики, длитель­
ности выполнения той или иной опера­
ции и т. п.). Каждому управлению 
применяемому с момента іп попада­
ния |  (і) в состояние і до следующего 
узлового момента ¿п+1, соответствуют:
некоторый средний доход в данном
интервале, среднее значение Т| дли­
тельности ¿п+1 — а также вероят­
ности Рц  (при 1 < 7  <1 М) перехода в со­
стояния I =  1, 2, .. . .  N в момент 
/п+1. Таким образом, имеем множество
г , векторов г \ =  (ркіѵ  . . . ,  р)ш ^ ѵ
г*, Назовем 1г недопустимой стра­
тегией при данном і, если существует 
выпуклая линейная комбинация г —

ггг+і) вект°Р°в 
П #, к1 Ф  к, для которой

Влг-И =  Л*
Исключив недопустимые стратегии 
(решения), сократим множества £*, 
что ведет к сокращению перебора, 
например, в итерационном алгоритме 
оптимизации.

Соображения монотонности позво­
ляют во многих случаях применять 
и более эффективные алгоритмы отсева 
решений.

7. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ
РЕГЕНЕРИРУЮЩИМИ
ПРОЦЕССАМИ

Пусть задано пространство элемен­
тарных событий с определенной на нем

вероятностной мерой. Пара (т, г (/),
О і  <  т), где т =  % (<о) >  0 — слу­
чайная величина, г (і) =  г (/, о») — 
случайная функция, называется обры­
вающимся случайным процессом. Та­
ким образом, обрывающийся случай­
ный процесс — это процесс, существу­
ющий в течение случайного времени.

Промеры. 1. Пусть (£п) — цепь Мар­
кова с множеством состояний Х\  
А — некоторое его подмножество, при­
чем іо не принадлежит А с вероят­
ностью, равной единице. Обозначим 
т =  т іп  {л : | п £  А}. Тогда (т; £п , 
п < л ) — обрывающийся процесс с мно­
жеством состояний Х \А .

2. Имеется дублированная система; 
ѵ (/) — число отказавших элементов 
в момент і. Система отказывает в мо­
мент, когда ѵ (і) — 2. Обозначив пер­
вый такой момент через т, получим, 
что обрывающийся случайный про­
цесс (т; ѵ (і), 0 <.  ̂<  г) описывает 
поведение системы до первого отказа.

Пусть (й)п) — последовательность не­
зависимых реализаций элементарного 
события. Этой последовательности соот­
ветствует последовательность незави­
симых реализаций обрывающегося слу­
чайного процесса (тп , гп (¿), 0 ^  і <  
<  т„), где гп (0 =  г (/, юп).

Регенерирующим случайным про­
цессом называется случайный процесс 
£ (і), последовательно воспроизводя­
щий реализации (і), а именно:

£ (0 =  г± (0 при 0 <  і <  хг ,
|  (і)=г% (і—тх) при Ті  ^  * < тх+ та ,.. .

£ (0  =  гп {і —  Ті +  +  тп_х) при
+  • • • ~Ь 'с»~і ^  I <  +  • * ■ +

и т. д.

Таким образом, регенерирующий 
случайный процесс в вероятностном 
смысле возрождается (регенерирует) 
в моменты “| .. ■ ~ | называе­
мые моментами регенерации. Это озна­
чает, что при ? >■ 0 процесс £ (/ +  *п) 
ведет себя так же, как £ (/), незави­
симо от предыдущего.

Пример. Имеется система, элементы 
которой отказывают по экспоненциаль­
ному закону. Длительность восстано­
вления — случайная величина; в конце 
восстановления все элементы неправ-
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ны. Обозначив через ?п момент л-го 
вхождения системы в исправное со­
стояние, получим регенерирующий 
процесс £ (/) — состояние системы в 
момент і.

Пусть /  =  /  (ю) — случайная вели­
чина, связанная с обрывающимся слу­
чайным процессом. Назовем / величи­
ной дохода на интервале длины т. 
Предположим, что всегда эта величина 
не превосходит / по модулю. Если 
М | / |  <  сю, М х е  сю, то средний 
доход в единицу времени ѵ — ЩІМх.

Предположим теперь, что на интер­
вале существования обрывающего слу­
чайного процесса может применяться 
управление и £ V. Таким образом, 
т =  х  (со, ы), г (/)  =  г (/, (о, и), 0 е  

/ <  т. Подчеркнем, что и может 
быть как однократным управлением 
(например, выбирается момент очеред­
ной профилактики), так и целой траек­
торией и (и (0 , 0 <  і <  т) (например, 
2 (/) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению г' (/) — Ё {г {(), и (/), і) и т 
есть момент достижения траекторией 
г (0 заданной области). В общем слу­
чае значение 2 (/) определяется траек­
торией и (в), 2 (я), 0 ^  в <  Введем 
на множестве управлений рандоми­
зацию: если щ  управление, то можно 
применить управление и , сводящееся 
к щ  с вероятностью р і , где рі — любые 
неотрицательные числа, в сумме рав­
ные единице. В таком случае мно­
жество пар (/, т), соответствующих 
возможным управлениям, выпукло. 
Оптимальное управление, если оно су­
ществует, является стационарным, т. е. 
правило выбора управления одно и то 
же для всех интервалов (¿п , ¿п+1) и не 
зависит как от /п , так и от поведения 
(£ (/), и (/)) при / <  /п . В таком слу­
чае £ (/) есть регенерирующий слу­
чайный процесс и оптимальное упра­
вление определяется по отношению 
к обывающемуся случайному процессу 
г (0 , а именно решается задача

М]ІМх =  гпах.

Пусть для определенности М\  >  О 
при некотором управлении.

Из свойства выпуклости множества 
(М /, М т) следует, что эта задача 
сводится к линейной задаче

М (/ — сх) — шах

при некотором постоянном с >  0. Если 
с0 — значение с, соответствующее ре­
шению первоначальной задачи, то ве­
личина Щ І М х , как функция с, не 
убывает при с <  с0 и не возрастает при 
с >  с0. Следовательно, значение с0, 
а вместе с ним и оптимальное решение 
получается с помощью варьирования 
постоянной с и решения линейной за­
дачи при каждом фиксированном зна­
чении с.

8. ОПТИМИЗАЦИЯ 
ТЕХНИЧЕСКОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
ВЫСОКОНАДЕЖНЫХ СИСТЕМ

Несмотря на простоту общих мате­
матических принципов оптимизации 
систем, реализация этих принципов 
в реальных случаях аналитически 
затруднена. Так, применение метода 
динамического программирования ос­
ложняется большим числом состояний 
процесса, метод линейного программи­
рования — большой размерностью за­
дач. Анализ характеристик систем и 
решение задач оптимизации часто эф­
фективнее производить с помощью 
метода Монте-Карло. Однако часто 
оптимизация производится по крите­
рию, связанному с редкими событиями 
в системе (например, одновременным 
отказом всех элементов параллельной 
цепочки). При непосредственном моде­
лировании для получения надежной 
оценки параметра часто требуется не­
реально большое число реализаций. 
Поэтому разработаны специальные ме­
тоды ускорения моделирования высо­
конадежных систем и их программное 
обеспечение.

Приведем упрощенный вариант ме­
тода, приемлемый для оптимизации.

Рассмотрим функционирование си­
стемы на периоде регенерации [0, х]. 
Как его длительность т, так и состоя­
ние 2 (¿) в любой момент і, 0 ^  і ^  т ,— 
случайные величины, зависящие от 
трех групп величин:

&1 > ^2» , , , і "Пі> % і ^1»
При этом щ — параметры управления 
(например, длительности интервалов 
между профилактиками); т)̂  — случай­
ные величины с фиксированными рас­
пределениями (например, длительности
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восстановления элементов); £̂  — слу­
чайные величины, рассматриваемые как 
«большие» (например, длительности 
безотказной работы элементов). Все 
введенные величины предполагаются 
независимыми.

Обозначим для краткости £ =  (£*), 
’І =  (Л«)* и =  іиі)’ Требуется мак­
симизировать функционал ф (и) =  
=  Л1/(£, ц, и)*. Можно записать

Ф (и) =  |  йРп (у) |  /  (х, у , и) еН7* (*),

где (х) и (у) — многомерные 
функции распределения £, т} (с вероят­
ностью, равной единице, векторы £, т} 
содержат конечное, хотя и случайное, 
число компонент £*, т|*). Аналитико­
статистический метод состоит в том, 
что внутренний интеграл вычисляется 
или оценивается аналитически (для это­
го требуется простота аналитического 
вида распределения £ :̂ например, экс­
поненциальное распределение), в то 
время как т)| моделируются с помощью 
случайных чисел. В результате полу­
чаем случайную величину

Ф («) =  .|7(*» Л» и) аръ (*)»
такую, что

Мф (и) =  ф (и).
Таким образом, величину ф (и) мож­

но оценить средним арифметическим 
достаточно большого числа независи­
мых реализаций величины ф (и).

0 . А Д А П Т И В Н О Е  У П Р А В Л Е Н И Е

управление состоит в следующем. 
Пусть іп — момент л-го скачка £ (*). 
Обозначим /х =  (/х (¿)) оптимальную 
стационарную стратегию при извест­
ном векторе X — ( Х ^ у  Строим оцен­
ку Хл параметра X по траектории про­
цесса до момента іп и после попадания 
процесса в этот момент в состояние і 
применяем решение /х (/). Если оценка
Хп состоятельна, т. е. сходится по ве­
роятности к X при п —► оо, а стационар­
ные вероятности состояний процесса 
положительны при любой стационар­
ной стратегии, то средний доход в еди­
ницу времени для адаптивного решения 
(при усреднении по бесконечному ин­
тервалу времени) равен среднему до­
ходу для оптимального решения при 
известном X.

В качестве компоненты век­
тора К  можно взять оценку макси­
мального правдоподобия с априорным 
весом і|> (А.) либо несмещенную оценку, 
равную отношению числа переходов 
из і в /  при управлении И на отрезке
[О, к суммарной длине 7^ тех
интервалов, в которых £ {¿) — і и при­
меняется управление к (0 ^  ^  /п). 

Часто встречается случай, когда
известны с точностью до постоян­

ного множителя: Хц ~  1^ Ѳ. Для
параметра Ѳ имеем несмещенную со­
стоятельную оценку

Пусть £ (і) — ступенчатый случай­
ный процесс с конечным множеством 
состояний. При вхождении £ (¿) в со­
стояние і применяется управление 
[ (і), действующее до момента следую­
щего скачка траектории процесса. 
Если £(/)==  і и принято управление 
/  {і) =  6, то £ (0 ведет себя, как мар­
ковский процесс с интенсивностями
перехода Хц.  Во многих случаях эти 
последние не известны. Адаптивное

* Поскольку г (¿) однозначно опре­
деляется £, г], и, то функционал от г (/) 
можно выразить в виде функционала 
от указанных переменных.

10. У П Р А В Л Я Е М Ы Е  ПРО Ц ЕССЫ  
ВО СС ТА Н О ВЛ ЕН И Я В ЗА Д А Ч А Х  
О П ТИ М А Л ЬН О Й  Э К С П Л У А Т А Ц И И  
ПО РЕ С У РС У

Пусть в длительную эксплуатацию 
поступила новая система. Режим ее 
эксплуатации зададим управлением я 
(с учетом профилактических работ, 
функционального контроля, ремонта 
системы). Обозначим через £ (в) слу­
чайное время до отказа системы, после 
чего она заменяется на новую. Рас­
смотрим следующие характеристики 
системы до момента отказа: объем 
работ (я), выполненных системой;
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затраты на эксплуатацию системы 
Чг (s).

После истечения времени £ (s) про­
цесс многократно повторяется (до бес­
конечности).

В общем случае числовых характе­
ристик может быть больше, чем две, 
т. е. имеем

4 00 =  (Чі (s), 4m (s)).
Если зафиксировать 5,^ то можно 

предположить, что случайный вектор 
{І (sn)» 4 (sn)} не зависит от совокуп­
ности ( I  (s¿), T| (s*)}, — 1.
Будем считать интервал ( i  (sn-i)» 
I  (%)) n-u циклом работы системы, 
п — 1, 2, При í¡2 — ... =
— sn — имеем дело с процессом 
восстановления.

Сначала рассмотрим работу системы 
на конечном отрезке времени Т,  а затем 
примем, что Т  стремится к бесконеч­
ности.

Если tNj . Т  <  Ín t+1> то сум­
марные значения характеристик 
r!m (І) определим (с точностью до неоп­
ределяемого множителя 0¿, І =  1, 
m) как

Чі (Т) ~  Чі («о) +  • * * +  Чі (sn t ) +
+  6іЧі (sjrr+i);

.

4m OO =  4m (so) + ■ ■ • • +  4m (sW y)+

4" ^m4m (SjVj*+l), 
где 0 <  Ѳ <  1.

Сформулируем задачу оптимального 
управления. Пусть

-у -  Чу ІТ) =  гj  (и, Т).  1 <  / <  т ,

где u (Sq, Sji ...» Sji, ...)<
Пусть Sq — подмножество множест­

ва s стратегий и таково, что для этих 
стратегий существуют постоянные 
Zj (и) такие, что для любого е >  О

Р {\*j  («, Т)  — 2; (м) I < е} -> 1 
при Т-+-00.

Задача заключается в том, чтобы 
найти такую стратегию и £ So, для 
которой вектор {гг (w), ..., zm_x (и)} 
принадлежал бы выпуклому множест­
ву Ф, а функция zm (и) была бы мини­
мальной.

Это частный случай общей задачи 
математического программирования, 
связь которой с задачами оптимального 
управления изложена в [36].

Предположим, что множество век­
торов {т (в),. фг (я), .... фт (з)} вы­
пукло, где т (я) — ограниченное по 
всему множеству в положительное мате­
матическое ожидание случайной вели­
чины I  ($),

ф; (5) =  Щ 1); (8)], 1 < / < Ш „

Считаем, что величины Фу (в), 1 <  
^  т» конечны для любого в £  5; 
обозначим

Ф (s) ~  (фі (s), Фт (в))-
Определим фу (5) как

Фу (s)
фу (s) =

t (s)
1 < /  < т .

Пусть выполнены следующие есте­
ственные условия.

1. Последовательность случайных 
векторов

{(I (®0. 41 (ъ) ,  • • • » 4 т  («*))}
удовлетворяет для любой последова­
тельности управлений {5^} закону 
больших чисел в следующем виде:

п
Если 2  х (в*) оо, то 

¿=0

Р
п
Е
і=0

п
I  (s¡)- І И  S  i <s¡)

í=Q
>

n
>  e J ]  T (s¿)

í=0
О при ti <x>;

p
n n
S  4y (Sf) — M S  4y (si) 
¿=Q *=0

>

n
>  e S  г  (s¿) -> 0

при любом 8 >  0 и п -*• СО.
2. Справедлива следующая оценка 

сверху:
ІИ II «1/ (5)11 < с т ( 5 ) ;  5 € 5 .

где с — константа (с >  0).
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Пусть
ф* (s*) =  min У  • =
Tm S£ H  t (s )

=  lim min ilZLi£l 
e-*0 s £  Hz * (s)

где s* — элемент множества S; H  — 
множество s, для которых (ф^ (s),

(s)); Нъ — множество«, для кото­
рых (^ f  («)........(*)) принадле­
жит е-окрестности Фе множества Ф 
(е-окрестностью Ф называется сово­
купность векторов, каждый из кото­
рых либо входит в ф , либо находится 
на расстоянии, не превосходящем е, 
от некоторого вектора из множества Ф).

Известно, что стратегия и* — 
=  («*, «*, ..., s*, ...) является реше­
нием поставленной задачи и прина­
длежит 5 0.

Эта стратегия отыскивается следую­
щим образом. Для стратегии и* суще­
ствуют такие вещественные числа Я0, 
klt Änj, ..., Ят , при которых задача 
минимизации ф ^ (s) при условии, что

М  («). • • •  . Ч 'т —I (s) )

времени устранения последствий от­
каза и времени на поиск отказавшего 
элемента) равно Т2- Очевидно, Тг <; 
< Т 2.

Оптимальный интервал замены бу­
дем считать случайной величиной У 
с функцией распределения й( і ) ,  т. е. 
рассматриваем вначале общий случай.

Пусть т — средняя длительность 
цикла между заменами элемента. Тогда 
вероятность застать элемент в любой 
момент времени исправным

Р { Х < У } Г а +
Р . ! + Р { Х > Ѵ ) Т г

х
На основании (18) максимизация Р 

означает максимизацию функции

А  =  Х0т +  Х1 [Р { Х < У ) Г , +
+  Р { Х > У } Г 1] =

оо

= 1
о

+  (Лю +  *і) (Г , — Гі) (0 } X

Х [ 1 - С ( / ) І Л + ( Л ю  +  Лі)П.  (19)
эквивалентна задаче минимизации 
суммы

Л (5) =  Я̂ Т +  2  Ь ф  (8) (18)
/=1

по множеству 5.
Утверждение (18) позволяет свести 

задачу отыскания оптимизации с неад­
дитивной функцией убытка к задаче 
оптимизации с аддитивной функцией 
убытка.

Рассмотрим задачу выбора оптималь­
ного интервала предупредительной 
замены элемента с возрастающей ин­
тенсивностью отказа.

Пусть Е (і) — Р {X <  /} — функ­
ция распределения времени безотказ­
ной работы элемента (случайной вели­
чины X).  Замены элемента могут про­
исходить до и после отказа. Факт 
отказа сразу же становится известен. 
После отказа немедленно элемент заме­
няется (аварийно).

Если элемент заменяется до отказа, 
то в среднем на замену затрачивается 
время Тг> если после отказа, то сред­
нее время замены элемента (с учетом

В случае, когда Яо и Я0 +  Ях имеют 
один знак, решение уравнения (19) 
вырожденное. Решение вырождено и 
при Я0 <  0, Я0 +  Ях >  0. Невыро­
жденное решение будет только в слу­
чае Я0 > 0 ,  Я0 -}- Ях <  0.

Так как рассматривается элемент 
с возрастающей функцией интенсив­
ности отказов (ее всегда можно аппро­
ксимировать монотонной кривой), то 
функция Е ' (/)/! — Е (0 — монотонно 
возрастающая.

Поэтому уравнение
Яо [ 1 — Е (0 ] +  (Яо +  Ях) (Та —

— Тг) Р  (0 =  0 (20)

в интервале изменения Ях/Яо имеет един­
ственный корень

У — У (Ях/Яо).

Так как при / С  у  выражение (20) 
положительно, а при t >  у  отрица­
тельно, то оптимальным будет выбор

<3(0 = {0
1

при
при

t <  у; 
t >  у.

(21)
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Запишем выражение для Р через 
функции Р (¿), б (/):

оо

|  Р (() <ю (о  г ,  +

|  [ і - е ( о і [ і - / 'М ] Л +
О

+  |о ( о < « г ( /)Г 1
О* * *------------------ ----  - -------------------оо оо *

+ г , р  (0 <го(0 + г 1| о ( 0 ^ ( 0
О О

Подставив в это выражение {? (¿) в ви­
де (21), дифференцировав его по у и 
приравняв полученный результат к 
нулю, найдем уравнение для опре­
деления единственного экстремума 
функции Р  (у);

Тх
Тг ~

1 - ? ( у )  +

+  Т = $ 0 - ? 1 ‘
О

(22)
Пример. Пусть интенсивность отка­

зов элемента

»• <0 =  —^  (р {і) = Ш а +  Ь, 

а =  0,00015 2 ^ ,

6 =  0,003 [ 2 ~ ] ,  Т і/7Ч =  0,5, 

с» =  0,85.
Решив уравнение (22), найдем у =  
=  140 ч.

Таким образом, оптимальная преду­
предительная замена элемента осуще­
ствляется по истечении 140 ч его без­
отказной работы. Если же элемент 
отказал ранее, то он заменяется ава­
рийно и с момента окончания замены 
ему назначается вновь оптимальный 
ресурс 140 ч, и далее описанная про­
цедура замен повторяется.

Существуют и другие методы реше­
ния задачи об оптимальном выборе 
интервала предупредительной замены, 
связанные с неполной информацией 
о функции распределения Р (/) — вре­
мени безотказной работы элемента. 
Условно их можно разделить на две 
группы: минимаксные и адаптивные. 
Приведем два результата, иллюстри­
рующих их применение.

Минимаксный подход применяется 
в следующей ситуации.

Пусть

|  і р  (о ;
□

кг ■— класс функций распределений 
с фиксированными моментами и 

Решается задача

*тіп шах СіР У) +  счР (0 
і

|  Р (и) йи
а

Правило предупредительной замены, 
являющееся решением этой задачи, 
следующее:

і* =  оо, если ;>  1 ---- — ;Сі Зх
і* лежит в интервале

[ъ-Ѵ  Ш 2 - 4 и л и

[“Т  +  ( “т )  2 +  о2] — В против­
ном случае, 
где а =  у  82 —  5(.

Адаптивный подход применяется в 
задаче минимизации выражения

К ?  У) +  ЫР У)
оо

|  Е (и) (іи
0

Построим последовательность іп , схо­
дящуюся к г1* с вероятностью, равной 
единице, для произвольного началь­
ного приближения /0.

Пусть наблюдаются случайные вели­
чины гіП =  Хіп Д іп , і — 1, 2 (где 
*і7і» *2п — независимые реализации 
длительности безотказной работы).
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Пусть ап и сп — вещественные по­
следовательности, удовлетворяющие 
условиям:

“п = +  о (/Г»),

с» =  Т Г Т  +  о <П' І+Ѵ)>А ѵ
где А,  с — положительные постоян­
ные.

Положим

Ftn (/) =  / t e n < 0 .
sin (0  =  1 Fin ( 0 .

/п (0  “  A{(tf zin)I сп}| сп-
Здесь /  (•) — индикатор события; А — 
функция, определяемая условиями: 
А — измерима по Борелю, ограниченна 
и равна нулю вне [0; 1 ];

I
J  y}k ( y ) d y  =  l  ( / =  1),
D

/  — 0 , . . . ,  Т ■— 1.

Пусть также тп =  О (г і ~ — веще­
ственная последовательность, тогда

П̂+1 =  {¿П (̂ П?) V  ^71»
где

і
M n (t) =  (Ai — А2) / п (0  J  s2n (a) da —

О

sm (0  (AiF27l (¿) -1- A2s2n, (i)}.

И . ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ 
УПРАВЛЯЕМОГО 
ПОЛУМАРКОВСКОГО ПРОЦЕССА

Пусть имеется система с конечным 
числом состоянии і =  0, 1, ...» L. Со­
стояние «0» — новое, состояние «L» — 
отказ системы.

Если процесс изменения состояний 
системы во времени — управляемый 
полумарковский, то это означает, что 
для каждого состояния заданы: 
ЫіЪ.) — множество вероятностей-ре­
шений, т. е. вероятностей того, что 
в состоянии і будет выбрано реше­
ние А (í—0, 1, ..., L; А=0, 1, К);

llPijlf* — матрица вероятностей пе­
рехода вложенного процесса Маркова 
с учетом выбранного решения А;

— матрица распределений 
(функций распределений) времен пре­
бывания процесса изменения состоя­
ний системы в состоянии і при из­
вестном следующем состоянии /  с уче­
том выбранного решения А;

— затраты в единицу времени, 
соответствующие принятому решению А.

Пусть £)ді — вероятность перевода 
параметра из состояния <7 в і, Ц і̂ /Ц — 
заданная матрица стационарных пере­
ходных вероятностей для неуправляе­
мой цепи.

Тогда
СО

2  ЯіъРк)-
к=I

Обозначим через я ^ (/ — 0, 1........Ь)
стационарные вероятности пребыва­
ния вложенной цепи Маркова в со­
стоянии у.

Вероятности яу удовлетворяют сле­
дующей системе уравнений:

" > -  £  £  п ір{и л ік =  °:
/=0 к=1
Ь

2 ] я / =  1; л ^ ^ О .
/= о

Пусть далее Г]|^ — математическое
ожидание безусловного времени пре­
бывания исходного (полумарковского) 
процесса в состоянии / при принятом 
решении А. Имеем

/=0
где

оо
»}*> =  д о .

о
Введем обозначение

== Я/Ь»
тогда для средних удельных затрат и 
имеем следующее выражение:

«= Е £ ч*'/*Ч*х
/=0 к=1

( Ь К \ - І
х Е  Е Л  ■ (23)\/= 0  /¡5=0 )
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£ - 7 -
£

2/=0

К
£  Уік =  1*

к = 1
(26)

■л/ і*=3(р=0,09)
7 Момент

______ -И оптимальной
регулировки

'О &і 7, 7, АГ =
Рис. 1. К определению момента опти­
мальной регулировки (остановки на­
блюдений)

где
К
2  Х №
А= 1

2  р <і? хіь =  о;
А=1

Х]Н ^  6, /  — 0, 1| » .. ,  £»»
£ К

4 =  1..........К,  2  2 *Л =  1- (24)
/= О А=І

Задача заключается в том, чтобы 
минимизировать (23) при ограниче­
ниях (24). Сведем эту задачу к задаче 
линейного программирования. Обо­
значим

\/= 0  А= 1 /
В этом случае (23) и (24) примут вид:

«  =  2 2і=0 й=І
6, / ' 6 , 1, . . •,

Л =  1, . . .»  /С; (25)
К £

¿ ¿ ¿ 4  11 ч}*> ~
А=І ¿=0

К

- 2
£/А

А = 1

( А ) =  0 , /  =  0 , I, . . . ,  Ь;

Рассмотрим частный случай. Пусть 
изменение состояний системы является 
управляемой цепью Маркова со ста­
ционарными переходными вероятно­
стями. Тогда =  1, у ік =  х]к,

« =  2  £  (27)
/= 0  А=І

а ограничениями являются выраже­
ния (24).

Пример. Пусть состояние системы 
полностью характеризуется одним вы­
ходным (обобщенным) параметром мар­
ковского типа 5 (¿ь)с Состояниями і =  
=  0 , 1, 2 , . . . ,  Ъ, контролируемым с 
интервалом времени Д/ (рис. 1).

Разобьем область допустимых изме­
нений параметра (0 , Ь) на семь оди­
наковых частей. Затраты на регули­
ровки параметра при эксплуатации 
системы следующие:

7’п» і £ 0, Ь — 1 
и если принято решение 
И — предупредительно ре­
гулировать систему;

Т ѵ, І =  1
и если принято решение 
& — аварийно регулиро­
вать систему.

Здесь Тп — среднее время регулировки 
параметра до выхода его за аварийный 
уровень Ь , Тр — среднее время ава­
рийной регулировки параметра (при 
выходе его за уровень Ь).

Обозначим через р =  Тп/Т р. Тог­
да (27) запишем так:

£-1 £-1 £-1
“ =  2  * и  +  р 2  2  хи '

5=0 І= 0 8=0
где х і8 =  щ й і8.

Из статистики изменения параметра 
элементы матрицы

\ :

0,30
0,10
0,08
0,05
0,05
0,02
0

0,20
0,30
0,10
0,10
0,10
0,08
0

0,20 0,12 0,10 0,05 0,03\
0,20 0,13 0,12 0,08 0,07
0,30 0,20 0,12 0,10 0,10
0,10 0,30 0,20 0,15 0,10 . 
0,10 0,15 0,30 0,20 0,10
0,10 0,10 0,20 0,30 0,20
0 0 0 0 1 /
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При решении задачи (27) и (24) 
нужно найти соответствующие соста­
вляющие матрицы [|И ¿7-[|, і , } — 0 , 1, . . .
.  .  а I  Т а  а

При р =  0,09 и приведенном выше 
виде матрицы [ | ^ | |  в результате реше­
ния (27), (24) искомая матрица

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
,1 0 0 0 0

зывает на обязательную регулировку 
параметра в нулевое исходное состоя­
ние, на диагонали — отсутствие регу­
лировки параметра.

Задача линейного программирования 
была решена для различных значений 
величины р для приведенного выше 
значения матрицы ||<7i¿J|. Уровни опти­
мальной остановки наблюдений ¿*(это 
эквивалентно видам искомых матриц — 
решений (j-D^fl) для фиксированных 
значений величин р представлены ни­
же:
р . . .0 < р <  0,05— 0,09 0 ,10— о,4<

< 0,01 —0,08 —0,20 < р < 1
¿* ...1  2 3 5 6

В каждой строке этой матрицы содер­
жится один единичный элемент, осталь­
ные элементы строки нулевые. Часть 
единичных элементов расположены на 
главной диагонали матрицы, все ос­
тальные — в первом столбце. Нахо­
ждение единиц в первом столбце ука­

На рис. 1 приведен пример исполь­
зования правила оптимальной регу­
лировки для параметра марковского 
типа при р =  0,09. Значение і * — 3 
соответствует оптимальному упре­
ждающему допуску, имеющему вид 
прямой, параллельной оси абсцисс.



Глава 4. Немарковские управляемые случайные 
процессы в задачах оптимизации 
технического обслуживания

1. ЛЕММА ДУБА 
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Пусть векторный случайный процесс 
X  (0 описывает поведение системы 
во времени. Составляющие процесса 
X  (і) могут меняться непрерывно или 
скачкообразно (например, с единич­
ными скачками при накоплении отка­
зов в системе с избыточностью).

По состоянию процесса в фиксиро­
ванный момент времени / можно одно­
значно определять факт исправности 
(или неисправности) системы. Чаще 
всего процесс X  (¿) наблюдается дис­
кретно с интервалом А/ в моменты 

¿ = 0, 1, 2 , . . . ,  т. е. 'наблю­
дается последовательность случайных
векторов Х0, Х х, ..., Х ь ....... Значит,
в каждый момент становится извест­
ной вся прошлая траектория случай­
ного процесса X  (і):

(х0, ^ і, > • • > хк) Х й#

Из практики эксплуатации техниче­
ских систем известно, что в момент
по наблюдаемой траектории X к можно 
принять только два решения: либо 
не вмешиваться в работу системы и про­
должить наблюдение за процессом 
X  (і) , либо прекратить, работу системы 
и путем замен и регулировок вернуть 
систему в начальное состояние. В мо­
мент отказа системы, т. е. при Х 0 £
6 х +, Хй_! е х +, х к е х_
принимается второе решение (здесь 
Х + — пространство исправных состоя­
ний системы, Х_ — пространство ее 
неисправных состояний X  =  Х + и ^->  
где X  — все пространство состояний 
системы).

Введем функцию эксплуатационных 
потерь системы. Пусть Сд* — средние 
потери в случае, когда в момент оста­

новки системы она исправна, а Са* — 
средние потери в случае, когда в мо­
мент остановки система неисправна 
(отказала).

В момент остановки системы (¿к =  
— к АО функция средних удельных 
потерь

Ук

£ г
*К

£ і
th

если система исправна;

если система неисправна.

О)
Правилом остановки системы при 

наблюдении за процессом X  (0 (далее 
просто правилом остановки) назовем 
случайную величину ѵ со значениями 
1, 2 , .... Л, ... (момент остановки опре­
деляется поведением процесса X  (1), 
поэтому он случаен во времени). Счи­
таем, что решение об остановке в мо­
мент ік зависит только от траектории
процесса Х к До момента 

Для правила остановки ѵ — слу­
чайной величины с распределением 
Р (ѵ =  Аг} , & =  1, 2 ... средние по­
тери

У (ѵ )=  Е  Р Ь  =  ЩУК- (2)
й=1

При решении задач эксплуатации 
правило ѵ* оптимально, если

У (ѵ*) =  m ini/ (ѵ).
V

Если далее не ввести ограничений на 
процесс X  {£), то оптимальное пра-

* Часто под величинами Сг и Са по­
нимаются соответственно средние вре­
мена регулировок исправной Іх и не­
исправной / 2 систем.
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вило остановки найти невозможно. 
Это ограничение заключается в сле­
дующем. Характерной чертой про­
цессов, отображающих состояние си­
стемы при длительной эксплуатации, 
является их монотонность во вре­
мени (т. е. монотонность по вероят­
ности отказа) — старение, изнашива­
ние, разрегулирование, разбалансиро­
ван не и т. д.

В этом случае удается, используя 
лемму Дуба [9], найти оптималь­
ное правило остановки.

Лемма Дуба в терминах рассматри­
ваемой задачи формулируется так.

Правило ѵ* является оптимальным, 
если выполняются условия:

1) М  [ѵ*) <  ооз

2) М  [ « / Х ц - і ]  X

Г < » » - і  при * < ѵ * .
I  > У к - і  ПРИ * > ѵ * і

для всех £,
где С — некоторая постоянная.

Условия /  и 3 на практике выпол­
няются всегда для задач эксплуатации 
в силу конечности затрат и конечности 
времени безотказной работы техниче­
ских систем, а условие 2 выполняется 
именно для отмеченных выше случай­
ных процессов монотонного типа.

Рассмотрим примеры применения 
леммы Дуба.

Пример. Определить оптимальные 
моменты регулировок для параметра 
с независимыми приращениями. Пусть 
деградация системы (блока, элемента) 
в процессе длительной эксплуатации 
характеризуется непрерывным одно­
мерным, монотонно возрастающим слу­
чайным процессом X  (0 , который кон­
тролируется без ошибок в моменты 
¿Ь =  к Д/, £ =  О, 1, 2, .... Предпо­
ложим,что приращения процесса X  (/) 
по шагам контроля независимы и об­
разуют последовательность независи­
мых случайных величин с общей 
функцией распределения Т7 (х) =  
=  Р {ДХд <  х ) , где А Х к — прираще­
ния процесса по шагам контроля £ =  
=  1, 2 , ... (рис. 1).

Пусть Сх — средние потери времени 
на регулировку параметра системы

Рис. 1. К определению правил опти­
мальной остановки

X  (/), если он находится внутри поля 
допуска (О, V) (предупредительная, 
профилактическая регулировка); С2 — 
средние потери времени на регулиров­
ку, если параметр вышел за пределы 
поля допуска (О, Ь) (аварийная регу­
лировка).

Функция удельных потерь

Въ =  ■

Сі
h
Са
th

если tk <  izj

если /ft >  tzt

где /2 — момент выхода процесса X  (/) 
за уровень L (см. рис. 1, штриховая 
кривая /).

Задача заключается в отыскании 
такого правила остановки (регулиров­
ки параметра) ѵ*, при котором дости­
гается min М [ук ] в процессе длитель­
ной эксплуатации системы. Запишем 
выражение средних потерь для момен­
тов /ft_lf /ft, считая, что процесс на­
блюдался до момента tk_i включитель­
но (наблюдаемая траектория процес­
с а — сплошная кривая 1 на рис. 1), 
а в момент /ft он будет остановлен 
(подвержен либо предупредительной, 
либо аварийной регулировке):

М \ у ъ { Д*і, Дх2, . . . ,  Axk_ly A X k)]=* 

=  { Д Х „  C L - X  (/ „ _ ,)}  +
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[1~ р  {*•**<*—•* Л - і)Н  =  

[ 1 -Я  {ДX h< L - X  (ifc.,)}],

где С* ~~ С і =  А — некоторый штраф 
из-за отказа системы, а записи Ах±, 
Аде*, Ахк~і относятся к наблюдае­
мым значениям соответствующих слу­
чайных приращений АХ*, ДХа, ...»
к К ь - ь

Убедимся в том, что в данном случае 
выполняется условие 2 леммы Дуба. 

Покажем сначала, что
ЛЯ =  \уи (Лхх, . . . ,  Ах^_і, ДХ&)] ^

<5Ъ--і (АХі , . . . .  Дх&_а, Д Х ^ ,  (4)
если наблюдения остановить не позже 
момента, соответствующего оптималь­
ному значению правила остановки 
(номеру шага) ѵ*, т. е. при

к — К  ѵ*, (5)
н если

1 -Р {А Л Г Ь < І - Х ( ^ _ 1) } <
Сі

А (k — 1) ‘ (б)

Подставляя (6) в (3), убеждаемся, 
что (4) верно.

Далее покажем, что
М [ук (Ахх, . . . .  Дхь.1» AXft)] >

^  Ук—1. ( ^ і *  ■ - ■» А Х д_і), (7)
если наблюдения остановить не раньше 
момента, соответствующего оптималь­
ному правилу остановки (номеру шага) 
ѵ*, т. е. при

к - ~ \ >  ѵ*. (8)
и если

1 -  Р  (ЛХ& <  L — X ( іи^)} >

>
Сг

A ( k —  1)* (9)

Подставляя в (3) выражение (9), 
убеждаемся, что (7) верно.

Пусть k* есть наименьшее k — 1, 
при котором впервые выполняется (9). 
Тогда ѵ* — k*, что н следует из вы­
полнения условия 2 леммы Дуба, 

Регулировки в процессе длительной 
эксплуатации системы должны теперь 
осуществляться через время min (іи*, 
tz),  т. е. либо в моменты оптимальных

упреждающих регулировок (остано­
вок), либо аварийно.

Найдем из (6) уравнение кривой 
оптимального упреждающего допуска, 
которое при автоматическом контроле 
параметра X (І) должно закладываться 
в ЭВМ.

Из (6) имеем

Взяв от обеих частей функцию, об­
ратную Ру имеем

или

- 2Гі £ п ) ) -
=  ф (Л),

Вид кривой оптимального упрежда­
ющего допуска ф (&) показан на рис. 1 
(кривая 2).

После построения кривой <р (к) про­
цедура оптимальных регулировок пара­
метра X (і) в процессе длительной экс­
плуатации формулируется так:

1) если в момент контроля параметр 
находится в зоне /  (см. рис. 1), то он 
регулировке не подлежит;

2) если в момент контроля впервые 
обнаружено, что параметр находится 
в зоне / / ,  то он подлежит упреждаю­
щей регулировке;

3) если в момент контроля параметр 
попал в зону II I ,  то он регулируется 
аварийно.

Пример. Показать, используя допу­
щения предыдущего примера, проце­
дуру оптимальных регулировок пара­
метра X (/). Пусть С1 — 1 ед, вре­
мени, Ся =  2 ед. времени; функция 
^  (х) задана на рис. 2, Ь =  ІО уел. ед., 
размерность которых совпадает с раз­
мерностью параметра X (і).

Для того чтобы воспроизвести про­
цесс изменения параметра X {¿) во 
времени, воспользуемся методом ста­
тистических испытаний с помощью 
таблицы случайных чисел, равномерно 
распределенных в интервале (О, І)  
(табл. 1), и функции распределения 
Р (х) (см, рис. 2) *.

* В ЭВМ табл. I заменяет датчик
случайных чисел.
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По жребию определяем квадрат д4 
с числом 0,35. Числу 0,35 на рис. 2 
соответствует приращение А** =  3,1 
процесса X  (0 -

Таким образом, в момент ^  процесс 
X  (0 равен 3,1 единиц поля допуска 
(в дальнейшем единицу измерения 
указывать не будем).

Процеса X  (¿) в точках контроля 
будет равен

Ах*, Дж* +  Ахя, и ч  Д хі +  . . .  +

+

где /Ь — 1— номер шага последнего на­
блюдения процесса. Заметим, что длина 
шага контроля при моделировании 
выбирается такой же, для которой 
были получены статистические данные 
о приращении процесса X  (*)• исполь­
зованные для построения функции 
Т7 (ж) на рис. 2. Итак, ж (/і) =  3,1.

Проверяем выполнение неравен­
ства (6) на первом шаге контроля. 
Имеем & — 1 = 1 ;  аргумент вероят­
ности Р равен Ь — х ( =  10—3,1 —

1. Таблица случайных чисел

а б в р д е вс в я в

1 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10

2 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20

3 0,21 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27 0,28 0,29 0,30

4 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39 0,40

5 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48 0,49 0,50

6 0,51 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57 0,58 0,59 0,60

7 0,61 0,62 0,63 0,64 0,65 0,66 0,67 0,68 0,69 0,70

8 0,71 0,72 0,73 0,74 0,75 0,76 0,77 0,78 0,79 0,80

9 0,81 0,82 0,83 0,84 0,85 0,86 0,87 0,88 0,89 0,90

10 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1,00

Г * ( х ) = Р * { й Х  < х  ]

х, ей поля допуска

Рис. 2. Функция распределения прира­
щений параметра X  (?*) F* (х) — ста­
тистическое значение функции Т7 (ж)

=  6,9. Неравенство для первого шага 
наблюдений запишется так;

1 — Я{Ажа < 6 , 9 } < т| т =  1.

Значение функции Р (на рис. 2 обо­
значено через Р) при аргументе 6,9 
равно 1 (см. рис. 2).
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О 0,4 0,8 1,2 а , / А = ѵ,

Рис. 3. К оценке эффективности прави­
ла оптимальной остановки

Поэтому имеем
1 - К 1 ,

т. е.
0 <  1.

Неравенство (6) на первом шаге ока­
залось выполненным, значит, наблю­
дения продолжаем. Бросив жребий, 
получим квадрат и7, в котором нахо­
дится число 0,69. Из рис. 2 ясно, что 
числу 0,69 соответствует прираще­
ние Аха. Это значит, что на втором 
шаге процесс

X  ( д  =  Д*| +  Д*а =  3,1 +  4,1 =
— 7,2,

для второго шага имеем k — 1 =  2» 
L — X  (¿a) =  10—7,2 =  2,8.

Неравенство (6) для второго шага 
наблюдения запишется так:

1 -  Р {4*. <  2,8} <  - L  =  0,60,

ИЛИ
I — 0,23 =  0,77 >  0,50,

Таким образом, неравенство (6) впер­
вые нарушилось, значит,

ѵ* =  k* =  2,
В данном примере (исключительно 

в целях «быстрой» иллюстрации) были 
взяты нереально большие приращения 
исследуемого параметра по шагам кон­
троля (по сравнению с допустимым 
уровнем L).

Пример. Показать эффективность 
применения оптимального правила ре­
гулировок параметра X  (/). В рамках 
допущений на процесс X  (/) в преды­
дущих примерах предположим, что

приращения Ахъ. имеют общее экспо­
ненциальное распределение

^  (х) =  Р {Дхь <  х] =  1 — 

где
1/ц =  М  [Дхь], к — I, 2, ...

Пусть 1/р. =  1 [ед. измерения пара­
метра Л( /) ], Ь =  10 таких же единиц. 
Значением отношения Сг/С3 будем 
варьировать.

Процесс изменения параметра X  (І) 
с экспоненциальными приращениями 
был многократно воспроизведен на 
ЭВМ (принципиально так же, как 
в примере). Были зафиксированы все 
полученные реализации процесса, а 
также моменты его выхода за уровень Ь 
(моменты отказов системы). При по­
строении функции интенсивности от­
казов

■ (П - р ' <0И О -  і —  р (і ) ’

(Т7 (і) — распределение времени до мо­
мента первого выхода процесса X  (і) 
за уровень £,), оказалось, что функ­
ция Я (/) монотонно возрастает во вре­
мени. Поэтому было подробно численно 
проанализировано два оптимальных 
управления состоянием системы: по 
алгоритму (27) (см. гл. 3) и с помощью 
леммы Дуба,

Кривая оптимального упреждающего 
допуска в данном случае имеет вид

Данные результатов моделирования 
приведены на рис. 3, где Т (Х> — среднее 
время до выхода процесса X  (¿) за 
уровень £  при управлении по алго­
ритму (27) гл. 3, т. е. при регулировках 
процесса строго через время у, если 
за это время он не выходил за уро­
вень или сразу же после его выхода 
за этот уровень, а Т’*2* — среднее 
время до выхода процесса X  (0  за 
уровень Ь при регулировках процесса 
по лемме Дуба [см. выражение (6)] .

Затраты на эксплуатацию системы 
(средние суммарные, удельные, коэф­
фициенты готовности) для двух рас­
смотренных оптимальных методов уп­
равления оказались примерно одина­
ковыми.
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Пример. Записать левую часть выра­
жения (6) для систем с монотонно воз­
растающей функцией интенсивности 
отказов Л (і), с нагруженным и нена- 
груженным резервированием, с парал­
лельно-последовательным соединением 
равнонадежных элементов, с ветвя­
щейся схемой соединения элементов.

Для системы с монотонно возрастаю­
щей функцией А (¿) имеем

Д ля системы с нагруженным резер­
вированием (один основной элемент и п 
идентичных ему элементов в нагружен­
ном резерве)

Р |*„  =  П +  Цхк_ѵ  =  С '" * * - ! ’

где хи — число отказавших элементов 
в системе к моменту

Qh=  1 — F  ( h )

F (th- 1) ‘

Здесь ^  (/) =  і _  р  (/). /? ( /)  —
функция распределения времени без­
отказной работы элемента системы.

Д ля системы с непогруженным резер­
вированием (один основной элемент 
и п идентичных ему элементов в нена- 
груженном резерве)

Р {хд, =  п -{- і» ік—і} =

—F1 (Ѳь-і +  АО
*F(At)  * * F (At)

(n — xh_j) раз

где Xh — число вновь отказавших эле­
ментов к моменту tk> öfe —• наработка 
функционирующего элемента к момен­
ту thi

F (Ѳ +  ДО =  I — F (Ѳ +  At)/F (Ѳ), 
t

F ( t ) * F ( t )  =  J F ( t  — x ) d F  (.x).
Q

l Для системы с параллельно-последо­
вательным соединением равнонадеж­

ных элементов (N последовательных 
и л параллельных элементов)

Г N _1 -  П Fj(tK)lFj(th. ,) X
L t - i

х  / і  — П х
lq

X [1 — Фі (/к)/Фі ( if t- i) lj  ,

где if, tq — номера отказавших 
элементов параллельной группы к мо­
менту th-і , отказ системы происходит 
при отказе одного из последовательных 
элементов и более т (0 <3 т <3 л) па­
раллельных элементов, поэтому 0 ^  
^  ц ^  т <5 л; в этом случае не учтены 
надежность и инерционность переклю­
чателя, считается, что в момент кон­
троля с вероятностью единицы известно 
число отказавших элементов системы;
Fj {f)t /  = 1 7 А; Ф* U), i =  ~ п  -
функции распределения элементов со­
ответственно последовательной и па­
раллельной групп F (t) =  1 — F (05 
Ф(0= 1 — Ф(0-

Для системы с ветвящейся схемой 
соединения равнонадежных нагружен­
ных элементов примем: / — число оди­
наковых ветвящихся структур системы; 
К — коэффициент ветвления, одина­
ковый для каждой структуры; М  — 
число рангов (пусть для определенности 
К  =  4, М ~  5, рис. 4). В структуре 
допустимое число отказов выходных 
элементов системы равно т ( т  =
=  bKM~l t 0 <  &<С 1). Пусть р (t) — 
вероятность безотказной работы лю­
бого элемента системы за время і, 
q{t) =  1 — р (/). Тогда левую часть 
выражения (6) можно представить 
в виде

l - F ( t h) /F ( th^ ) ,
где

4т 4гл-St 4m -S i-S |

S  S  S  x
$i=6 Sj—Q sa= 0

4 /n -S i-s s- s ,
X 2  Pa ( K , M , t ) X

s4= o
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X Рн  (К, М,  t) Рн  X 

X (/С, м ,  t ) P H (К , AT, t).

Вероятности Р8 (К . Л 0  опреде­
ляются рекуррентным образом (0 ^

К К М  —  1):

J + 1. 0  =
[»/*]

=  S  ( К . 0  С* X
n=Q

х  (оУ '1"* (9-
Здесь Is/К  ] — целая часть s/K, 0 ^

К1.
Ранг 5

Рис. 4. Структура ветвящейся схемы 
соединения элементов системы (/С — 4)

Для / =  1

Ро(К,  1, о  =  Р (0 ;
Р , ( К ,  1, 0  =  9 (0 .

0 < 5 < к ' ;  — 1.

Поэтому вероятности Ps {К, М,  і) и 
Рщ (К, М, 0  можно подсчитать ре- 
куррентно.

2. ОПТИМИЗАЦИЯ 
ТЕХНИЧЕСКОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
СИСТЕМ С ФУНКЦИОНАЛЬНЫМ 
РЕЗЕРВИРОВАНИЕМ

Рассмотрим особенности определения 
моментов t ki для систем с функцио­
нальным резервированием (СФР). Та­
кие системы представляют собой сово­
купность взаимодействующих эле­
ментов, функции которых частично 
перекрываются.

Предположим, что моменты отказов 
элементов независимы; элементы могут 
находиться только в двух состояниях— 
исправном или неисправном; состояние 
СФР определяется состоянием элемен­
тов.

Отказ элемента в СФР может приво­
дить к некоторому снижению выход­
ного эффекта системы. Поэтому ее 
надежность целесообразно оценивать 
показателями эффективности функцио­
нирования (ЭФ) [5], например коэф­
фициентом сохранения эффективности 
Ксъ который характеризует степень 
влияния отказов системы на эффектив­
ность ее применения по назначению 
[8 ]. При этом под эффективностью 
применения СФР по назначению пони­
мается ее свойство создавать некото­
рый полезный результат (выходной 
эффект) в течение периода эксплуата­
ции в определенных условиях.

Пусть СФР состоит из N  элементов. 
Ее состояние Xk  известно в дискрет­
ные моменты времени ¿ = 0, 1, 
2, .... При выполнении работ со сред­
ними затратами Сі (в случае, когда 
СФР в момент проведения технического 
обслуживания исправна) и Са (в слу­
чае, когда она отказала) происходит 
обновление системы, поэтому отсчет 
времени начинается каждый раз с /0= 0,
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В отличие от систем с резервирова­
нием в этом случае деление простран­
ства состояний на Х+ и Х_ должно 
осуществляться по величине показа­
теля ЭФ, Введем 0<" К с  ^  1. Счи­
таем, что состояния Ха в момент вре­
мени ік , у которыя Кс  ^  К£,  яв­
ляются исправными (Ха С Х+), а ос­
тальные — неисправными и прина­
длежащими Х - ,  к =  0, 1, 2, .... 
Причем Х+ и  X -  =  X, где X — про­
странство всех состояний СФР.

На это разбиение накладывается 
условие монотонности, т. е. если СФР 
находится в состоянии, принадлежа­
щем Х_, то дополнительные отказы 
элементов не могут перевести ее в со­
стояние Х+. Тогда (6) можно записать 
в виде

р  {х*+і е  * - /* * }  <  , ( і о

где Ха+і  — состояние системы в тече­
ние времени Д2, следующего за момен­
том наблюдения ¿а; А ~ С ъ — С\\
Ха =  [(Хо, Хі, .... Ха) — траекто­
рия изменения состояний СФР на ин­
тервале [0, 2а ].

Выполнение условия 1) леммы Дуба 
обеспечивается в силу ограниченности 
времени работы системы, а условия
3) — конечности затрат.

Для определения левой части (10) 
необходимо выполнить расчет пока­
зателей ЭФ для всех состояний си­
стемы, например, по методике, приве­
денной в [5].

Поэтому здесь не может быть исполь­
зован хорошо разработанный аппарат 
теории надежности для систем с про­
извольной структурой независимо от­
казывающих элементов, например ме­
тод путей и сечений или рекуррентный 
метод.

По результатам расчета показателей 
ЭФ отбираются те допустимые со­
стояния 5 £, для которых Кс  ^
Тогда

Х + — I Sj_, S 2 « • t S , \ T,

где I  — число допустимых состояний; 
Біу I ~  1, 1 — состояние СФР, для 
которого К с Кс.

Условные вероятности перехода си­
стемы из состояния 5* в состояние 5;

за время (¿а, 2а +  А/), с учетом неза­
висимости отказов элементов опре­
деляются соотношением

Рп (*а+і /*а) =  П  рп (*А+і)ІРп (*Л) X
n (ZNil

X О  [1 Ртп (^А+і)3/Ріл (¿а)>
ш £ м п

(И)

где М ц ,  2, / — 1, I  — сово­
купности номеров исправных и неис­
правных элементов, определяющих пе­
реход системы из £* в 5/ соответ­
ственно; рп (2), Ртп 0)  — вероятности 
безотказной работы п-го и т-го  эле­
ментов за время і соответственно.

Вероятность попадания Ха+і  в мо­
мент времени 2а+і  » пространство Х+ 
при условии, что система в момент 2а 
находилась в 5* начальном состоянии, 
равна сумме членов і-й строки мат­
рицы || р ц  (/А+і /2а), І, I — іТТГи Тогда 
для левой части ( 10)

Я{Х а+1СХ_/Х а) =
/

=  1 -  Ц  РіІ <*»,«/<*). (12)
2=2

Таким образом, по результатам кон­
троля СФР в момент 2а определяется ее 
состояние. Если это состояние при­
надлежит Х+,то выполняют проверку 
неравенства (10). В противном случае, 
т. е. если Ха С Х_, необходимо выпол­
нить работы с затратами С2. Наиболь­
шему значению k, для которого первый 
раз не выполняется ( 10), соответ­
ствует k*.

Пример. Пусть СФР состоит из четы­
рех элементов. Структурная схема 
соединения их по надежности приве­
дена на рис. 5. Средние затраты соста­
вляют: Сх =  1,8 чел.-ч, Са — 3,9 чел.-ч. 
Значения Kq, рассчитанные, напри­
мер, по методике [5], приведены 
в табл. 2, Кс  принимаем равным 0,7.

Распределения моментов отказов 
элементов считаем нормальными со 
средними наработками на отказ соот­
ветственно 500, 150, 100 и 200 ч и 
одинаковыми дисперсиями, равными 
1 ча.
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Рис. 5. Структурная схема соединения 
элементов СФР по надежности:
1 ^ 4  —- номера элементов

Составляем матрицу всех возможных 
состояний системы:

X  = х + и * -

1111

*$2 0111
5 8 1011

ООП
5 В 1101
5 в 0101
5 , 1001
5 8 0001

(13)

где приняты следующие обозначения: 
«Ь — исправное состояние элемента, 
«0» — его неисправное состояние (при­
чем нумерация элементов ведется по 
горизонтали слева направо). Из со­
поставления табл. 2 и матрицы X  
определим

Х + =  | З Д З Д Г .  (14)
Матрица Р {іь.+і/*ь) с учетом того, 

что в промежутках между моментами 
контроля система не восстанавливает­
ся, имеет вид

Р Ѵк+іИк)

Рп Рі2 Різ Рі4
0 р22 Ргз Р24
0 0 Раз Рзй
0 0 0 Ри

(15)

2 . Исходные данные для расчета 
левой части неравенства (10)

Исход­
ное со­
стояние

Исход­
ное со­
стояние

0,98 5 В 0,46
52 0,95 5в 0,32
53 0,75 57 0

0,72 0

3. Динамика изменения левой 
и правой частей неравенства (10)

к

Часть
неравенства

(10)
к

Часть
неравенства

(10)

левая пра­
вая левая пра­

вая

1 0,012 0,857 8 0,038 0,107
2 0,013 0,429 9 0,043 0,095
3 0,016 0,286 10 0,049 0,086
4 0,020 0,214 11 0,058 0,076
5 0,024 0,181 12 0,064 0,071
6 0,027 0,143 13 0,071 0,066
7 0,032 0,122 14 0,079 0,061

П р и м е ч а н и е .  Из данных 
табл. 3 следует, что И* — 13.

Рассчитываем элементы этой мат­
рицы с помощью (11), полагая Л/ =» 
=  6 ч, а затем левую и правую час­
ти (10). Определение исходного состоя­
ния системы можно осуществлять с по­
мощью таблицы случайных чисел. 
Фрагмент результатов расчета приве­
ден в табл. 3 для типичного случая, 
когда отсутствуют отказы элементов 
за время наблюдения.

3 . О П Т И М И ЗА Ц И Я  
ПО К Р И Т Е Р И Ю  О ТН О Ш ЕН И Я  
М А ТЕ М А ТИ Ч ЕС К И Х  О Ж И Д А Н И Й

Для систем длительной эксплуата­
ции более подходящим критерием оп­
тимизации в задачах технического об­
служивания является критерий отно­
шения математического ожидания сум­
марных эксплуатационных затрат 
к суммарному времени работы системы. 
Однако, пользуясь этим критерием, 
удалось решить более узкий круг 
задач, чем с использованием леммы 
Дуба.

Пусть наблюдаются N  однотипных 
систем от начала работы до моментов 
остановок на техническое обслужива­
ние. Обозначим через ..., т* ^ в р е ­
мена работы систем до остановок, а че­
рез соответствующие по­
тери.
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Для функции потерь при длительной 
эксплуатации каждой системы есте­
ственно отнести суммарные потери 
к суммарному времени работы, т, е.

С<1> +  . . .  +  C<N> 
TU> +  . . .+ * ( * >  *

(16)

Разделим числитель и знаменатель 
этой дроби на N.  При большом N 
в силу закона больших чисел, полу­
чим:

(С«> +  . . . + С<Л'>)/ЛГ М  ]С]
(т<‘> +  . . .  +  %'">)/м М М  • '  '

В приложениях леммы Дуба была 
использована функция потерь вида 
М  [С/т]. Поэтому для функции потерь
(17) лемму Дуба применить нельзя.

Рассмотрим вновь монотонно возра­
стающий случайный процесс X  (/)» 
характеризующий состояние системы 
в процессе эксплуатации.

Считаем, что последовательность 
наблюдений параметра X  (¿ь) в мо­
менты /ь =  И Ы, к — 0, 1, 2, ... обра­
зует процесс восстановления, что озна­
чает — все приращения процесса

Д*А =  X  Цк) -  X  (/*_!), к =  2,
3, ... независимы и одинаково распре­
делены (см. рис. 1):

Р  {АХ* < * } = ? ( * ) ;  (18)
Р { Х ( і к) < х }  =  Рк (х), (19) 

где
х

Рк (X) =  |  Л і—1 (X— и) ¿р  (и); 
а

Р і (х) =  Р (х ), Р (х) =  1 - Р ( х ) .

В данном случае последовательность 
{X (/&)} является марковским про­
цессом, поэтому решение об остановке 
системы должно приниматься только 
по последнему наблюдению параметра.

Определим область исправного со­
стояния системы как

Х + =  [0, I ] .
Для каждого момента контроля ік 
назначаем уровень ак и останавливаем 
процесс X  (/ь) в момент ік , при кото­
ром уровень ак будет превышен в пер­
вый раз.

Рассмотрим два случайных события 
А к и Вк:

Ak =  {X  (f0 <  . . ., X ( t k.
< ah-i, ah c X  (th) ^ L ) ;

событие А к состоит в том, что в момент 
остановки th система не отказала;

Bk =  {X  (к)  <  аг.......... X  (ік_г) ^
<  ак- и  

X  (tk) >  L);
событие Вк состоит в том, что в момент 
остановки ік система отказала.

Тогда
ûft-i

Р {Л Ь} =  J [F (Z. — ж) — 
а

—  F  ( а к —  х )] dF fe-i (*);

Р {Вк} =
ah- 1 _

=  j  F  ( L  —  K ) (* ).
а

Вычислим значения М  [С] и М  Іт]. 
Имеем

СО
М  [С] =  С<'> 2  Р {Л*} +

со
+  ( С Ч А ) Ц Р  { В » }  =

k=ï

=  С<'> +  Л £  Р { В к);
к= 1

м  N  =  ^  к ы  [р {Ак} +  р  ( а д і .
А=1

где Сіп  +  А — средние потери при от­
казе системы к моменту остановки; 
С(/) — средние потери на восстановле­
ние системы, если к моменту остановки 
она не отказала.

Окончательно для М  [С] и М  [т] 
соответственно получаем

М  [С] =  С(,> +

<« ah- 1
" М  S  j  F (L  — x)dFk_1 (x);

k=l û
OO

M  [T] =  Л/ 2  Fk (ah).
k=i
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Из условия

дак \  М  [т] /
получаем

AF{L  — ah) M  [т] =  Af [С],

откуда следует, что
ах =  а2 =  . . .  =  ah =  а0 <  а . 

Поэтому
Ао

М  [С] — С<'> +  A  j  F  ( L  — х) X
Q

X ¿Я  (х) -f- /IF (L);
М [т] =  АШ (с0), 

где
OQ

Н  (*) =  £  (Ж); ft (ж) =  Я' (ж).

Возьмем производную функции по- 
терь по аргументу «о:

д
да0

X А

(  М  [С] \  hth  (а0)
Ч Ai[T] ;  <ЛГ [т])* Л
«о
J  Я  (х) /  (L — X) dx — Cin —

— A F  (L) , (20)

естественное предположение о том, что

L ^ M [ X

уравнение (22) можно решить прибли­
женно.

Приближенное решение уравне­
ния (22). Запишем (22) в виде

Л # ( 1 ) =  £<'> + Л +
L

+  л  j H ( x ) f ( L  —  x)dx.  (23) 
о

Обозначим а0 — L — б (до должно 
быть близко к L), поэтому (23) можно 
записать в виде

F (6) Я  ( I)  «  (С<'■> +  Л)/Л . (24)

При больших значениях аргумента 
функции восстановления

Я  (L) «  Ь / Т 7
00

где Т  =  |  х ¿Е (х)— среднее значение 
О

приращений процесса X  00«
Тогда из (24) получаем

Т (6) =  (С(/) +  Л) Т1А1.

Следовательно»

б =  Г-* [1 — (С' +  Л) Т / А Ц ,  (25)

где /  (х) =  (х).
Выражение в квадратных скобках 

в правой части (20) монотонно возра­
стает на ай и при а ^ ~  Ь равно

АН  (£) — С<'> — Л. (21)
Если выражение (21) отрицательно, 
то функция потерь достигает минимума 
при а0 — ¿ . Тогда процесс X  (/) нужно 
останавливать в момент отказа. Если 
же выражение (21) положительно, то 
функция М  [С \ І М  [т] достигает ми­
нимума при таком Оо, при котором

А |  Я  ( x ) f ( L  — x)dx =  C<'' +
ЕІ

+  Л Ё (1). (22)
Уравнение (22) можно решить сколь 
угодно точно» Однако если сделать

где — функция, обратная Т7 (х).
Из выражения (25) ясно, что опти­

мальный упреждающий допуск а0 есть 
прямая, параллельная предельному 
допуску Ь и отстоящая от уровня 2, 
на величину 6.

4. СРАВНЕНИЕ МОДЕЛЕЙ. 
НЕОДНОКРАТНОЕ 
ПРИМЕНЕНИЕ ПРАВИЛА (6)

Приведем некоторые результаты ста­
тистического сравнения двух моделей 
длительной эксплуатации системы с од­
ним и тем же определяющим парамет­
ром X (/), но с различными крите­
риями оптимизации — критериями 
М [ С ] / М  [т] и М  [С/т].

Моделировалось изменение моно­
тонно возрастающего параметра X  (О
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с функцией распределения приращений 
£• (х) =  1 — е ~ ^ .

В качестве оптимальных упреждающих 
кривых для экспоненциальных прира­

щений использовались кривая <р (&) 
и прямая а0 =  £  — 6 , где о — опреде­
лялось из (25).

Значения М  [С]/М [т] и М  [С/т] 
определялись так:

М[С]  
М  [т]

( С °  + +  с " раз + + сп )/ы
(х1 +  га + - - - + т №)/ѴѴ

где С2 =  С<'> +  А,  % і ( і =  1 <
<  к ^  ЛО — момент і-й регулировки 
параметра.

При наблюдении десяти серий по 
200 выходов параметра X  (/) за уро­
вень £  или кривую <р (/г) в среднем 
было упреждено 195 выходов процесса 
X  (/) за уровень £ из 200 рассмотрен­
ных реализаций процесса X  (/) при 
следующих исходных данных: р — 1, 
С(,) =  1, А =  2, £  =  10, Аі  =  1 (в

сопоставимых единицах). При этом 
М  [С/т] =  0,123.

При оптимальном управлении пара­
метром X  (/) с помощью упреждаю­
щего допуска Со £  — 6 в процессе 
моделирования (при С(,)=  1, р =  1, 
£  =  10, Д/ =  1) для различных зна­
чений А отношение М [С\/М [т] всег­
да оказывалось меньше значения 
М [С/т] (рис. 6), аналогичная кар­
тина (рис. 7) наблюдалась и при варьи­
ровании значениями параметра р (при 
С(,) =  1, А =  1, £ =  10, Ы  =  1).

Однако по числу упрежденных выхо­
дов процесса за уровень £ (при 10 се­
риях из 200 реализаций процесса 
X  (/) в каждой серии) оптимальное 
правило эксплуатации, основанное на 
лемме Дуба (критерий М  [С/т], ока­
залось более эффективным (табл. 4 
и 5)

При С(,) =  1, А =  2, р =  1, Аі =  
— I, М 1С]/М [т] =  0,118, б =  1,89.

0,2 0,Ь 0,6 0,8 //
Рис. 7. Результаты процесса моделиро­
вания в зависимости от р:
Рі.2,э — т0 же» что и на Рис' 6
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4. Эффективность управления 
по критериям М[СІх]  и М[С\ІМ  [т] 
при изменении А

А

Среднее число выходов 
параметра за £  при 

управлении по критерию

М ІС/хІ МІСІ/М [т]

0,5 35 47
1,0 14 26
1,5 6 16
2 ,0 8 19
2,5 3 18
3,0 3 20
3,5 1 20
4,0 1 20

Анализ результатов моделирования 
позволяет сделать следующий вывод: 
при отношении дисперсии момента 
выхода процесса X  (/) за уровень Ь 
к математическому ожиданию его мо­
мента выхода за уровень Д, не пре­
вышающему значение 0,2,

(
а для наиболее типовых исходных дан­
ных эта разница не превышает (5—

М С_
х

1 ЛИС] \  
] м  [тГ 

М  [ С у м  [г] } 100% < 2 0 %,

5. Эффективность управления 
по критериям М [СІх] и М[С\ІМ.  [т] 
при изменении ц

й

Среднее число выходов 
параметра за £  при 

управлении по критерию

М ІС/хІ м  ІС]/М Іт]

0,2 62 136
0,5 22 36
0,9 4 14
1,0 4 15

10)% . При этом правило эксплуата­
ции, основанное на лемме Дуба (кри­
терий М  [С/т]) позволяет в среднем 
уменьшить на 6,5 % число выходов 
процесса X  (/) за уровень Ь (по сравне­
нию с оптимальным управлением по 
критерию М  [СУМ [т]).

В ряде случаев при автономном вы­
полнении ответственных заданий после 
получения сигнала о попадании пара­
метра X  (/) в зону I I  (рис. 8) система 
не может быть остановлена на профи­
лактику и должна продолжать рабо­
тать по назначению. В этих случаях 
естественно перейти на контроль пара­
метра с меньшим шагом наблюдения 
(например, с шагом Д/2 = 0,1 Д^)

Рис. 8. К многократному применению правила остановки наблюдений
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к применить вновь то же правило оста­
новки наблюдений (см. рис. 8). В этом 
случае изменяется функция Р (х) и 
значение поля допуска, которое ста­
нет равным І  — X  {к Аі).

При первом попадании параметра 
X  (/) (уже в новой системе координат) 
в зону / / '  вновь переносится начало 
координат и выбирается меньший шаг 
контроля (например, А/3 =  0,1 Л/2) и 
рассматривается упреждающий допуск 
для новых значений П х )  и I  (выде­
ляются зоны I я и I I я на рис. 8). Про­
цедура перехода на контроль пара­
метра X  (/) с меньшим шагом опреде­
ляется, с одной стороны, техническими 
возможностями (точностью контроля 
параметра), а с другой, — степенью 
риска (вероятностью выхода параметра 
за предельный допуск). При неодно­
кратном применении правила (6) сле­
дует ожидать некоторого увеличения 
полезной наработки системы и увели­
чения потерь на регулировки пара­
метра X  (/).

При моделировании неоднократного 
применения правила (6) к исходному 
процессу X  (і) с экспоненциальными

приращениями значение С(°  прини­
малось равным единице, величины р, 
А варьировались (р =  0,2; 0,4; 0,6; 
0,8; 1,0; А =  1, 2, 3, 4); Аііг Д*2=  
=  0,1 Д^; Д/а =  0,01 Д/*. При расче­
тах величины М  [С/т] затраты относи­
лись к величине выраженной в шагах 
контроля Д/3, а затем приводились 
к шагу контроля Д /*. Моделиро­
валось, таким образом, трехкратное 
применение правила (6) — (см, 
рис. 8 ).

На рис. 7 и 8 показано изменение 
величины М  [С/т]<3), получаемой при 
трехкратном применении правила (6), 
в зависимости от величин Л и р  соот­
ветственно.

Трехкратное применение правила (6) 
позволило увеличить полезную нара­
ботку системы в среднем на 20 % , 
однако при этом вероятность выхода 
параметра X  (/) за уровень С возросла: 
при А < ; 2 — на 70 %, при А =  2 — 
на 21,5% , а при А >  2 — на 5 % . 
Это означает, что неоднократное при­
менение правила (6) целесообразно при 
А ^  2, т. е, когда велика едена» 
отказа.



Глава 5. Общая модель эксплуатации и ремонта 
по техническому состоянию 
восстанавливаемых систем

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Физические предпосылки. Часто при 
эксплуатации технической системы 
имеется возможность полного восста­
новления ее свойств. В одних случаях 
этого достигают путем замены ее, 
в других — путем ремонта или техни­
ческого обслуживания. Для единооб­
разия ниже будет применяться термин 
«ремонт».

В процессе эксплуатации происходит 
ухудшение свойств ксистемы, что при­
водит как к снижению ее показателей 
эффективности, так и к возрастанию 
возможности отказа. Предполагается, 
что после отказа система подлежит 
ремонту в обязательном порядке. Кро­
ме того, может быть проведен преду­
предительный ремонт до отказа си­
стемы. Обычно на практике существуют 
ограничения на моменты времени про­
ведения ремонта. Система может быть 
доступна только в определенное время, 
например средства транспорта — после 
завершения рейса, различные произ­
водственные машины — после оконча­
ния рабочего цикла и т. п.

Задача заключается в принятии ре­
шения о моменте времени проведения 
ремонта. Критерием эффективности при 
этом является средний доход от экс­
плуатации системы в единицу времени. 
Последний формируется из доходов, 
получаемых от исправной работы си­
стемы, и расходов, связанных с послед­
ствиями отказа и проведением ремонта. 
Доходы и расходы (как и возможность 
отказа) зависят от фактического со­
стояния системы. В связи с этим при­
нимаемые решения также должны за­
висеть от состояния системы. Это соот­
ветствует методу ремонта (замены или 
технического обслуживания) по со­
стоянию (РС).

В случае ремонта по состоянию

структура принимаемого решения до­
статочно сложна. Для каждого воз­
можного состояния системы следует 
указать, проводить или не проводить 
предупредительный ремонт. При этом 
должно учитываться, когда такое ре­
шение будет приниматься в следующий 
раз. Поэтому математические модели, 
используемые для определения момен­
тов времени ремонта по состоянию, 
являются весьма сложными.

Математическая модель. Рассмотрим 
сложную систему, возможные состоя­
ния которой образуют фазовое про­
странство Ер  В момент времени * О 
состояние системы обозначим 1  (*), 
{I  (¿) — непрерывный справа случай­
ный процесс со значениями из £])• 
Система подвержена отказам. Обозна­
чим подмножество состояний отказа 
Д$, Ді с  Ер  Множество работоспособ­
ных состояний системы обозначим Е 0 =  
=  Е-у — Ар На восстановление (ре­
монт) системы после отказа затрачи­
вается некоторое случайное время Ѳ ^  
>  0, по истечении которого функцио­
нирование системы продолжается. При 
этом предполагается, что восстановле­
ние является полным, т. е. процессы 
функционирования системы между дву­
мя последовательными моментами уст­
ранения отказов являются вероятност­
ными копиями. Иными словами, эти 
моменты являются точками регенера­
ции рассматриваемого процесса 1  (/), 
а сам процесс — регенерирующим 
[37, 47].

Промежуток времени между двумя 
соседними точками регенерации назы­
вается циклом регенерации. Если от­
счет времени вести от последней точки 
регенерации, то момент возникновения 
отказа |  >  0. Общая длина цикла со­
ставляет случайное время £ +  Ѳ. Бу­
дем считать, что М  ( |  +  Ѳ) <  оо. Из 
общей теории регенерирующих про-
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цессов известно, что основные стадно- [ 
нарные характеристики таких процес­
сов могут быть рассчитаны путем ана­
лиза одного цикла регенерации. Струк­
тура протекания процесса на одном 
цикле регенерации описывается сле­
дующим образом. Будем вести отсчет 
времени от момента регенерации, т. е. 
полагать для такого момента і =  0 . 
От этого момента до момента отказа |  
имеются моменты времени і@ — 0 <  
<  О  * • <  I» называемые мар­
ковскими моментами (ММ). Физиче­
ский смысл ММ тако»: выявление того, 
наступил ля  данный ММ до момента 
времени і, однозначно определяется 
траекторией процесса X (і) до момен­
та (. В связи с этим ММ часто назы­
вают «случайными величинами, не за­
висящими от будущего» [36]. Так, ММ 
не будут моменты времени появле­
ния в системе неисправностей, если 
неисправности обнаруживаются не сра­
зу, а только при проведении осмотров, 
технических обслуживания и т. п.

Предполагается, что получаемая для 
ММ последовательность значений «рас­
ширенного» процесса (X  {¿¿), і =  0,
1, ...) , где X  (0 ~  (£ (<), 0 (т. е- Рас­
ширенного путем дополнения компо­
ненты 1  (і) компонентой і)у образует 
однородную цепь Маркова (ЦМ) с фа­
зовым пространством £  =  £* X і?+, 
где /?+ =  [0, со ], подмножеством по­
глощающих состояний А =  А ( X  
X С  £  и вероятностями перехода 
за шаг

р х («*) =  р (х  ( и )  е  * і х  Ѵі- і)  =  * ).
х £ Е  — А, ¿Ф с.:Е, і = 1 ,  2,

( 1)
В конкретных ситуациях ММ имеют 

различное содержание. В одних слу­
чаях они соответствуют моментам вре­
мени, когда система доступна для на­
блюдения или проведения ремонта.
В других случаях ими являются мо­
менты ударов, которым подвергается 
система [70, 74, 76—78, 80, 89, 90].

С функционированием системы свя­
зано накопление дохода. Доход — это 
любой количественный показатель эф­
фективности. Например, наличие от­
каза системы может учитываться до­
ходом, полагаемым равным единице, 
если отказ имеет место, и нулю —

если отказа не было. Этим самым охва­
тываются системы различного (в част­
ности, военного) назначения. Доход 
начисляется в момент отказа |  и яв­
ляется функцией £  (г, £) состояния си­
стемы в этот момент г £ Аг н момента 
отказа Случайная длительность 
устранения отказа Ѳ также является 
функцией этих переменных: Ѳ =
=  Ѳ (г, |) .

Отказы устраняются в процессе ре­
монта, в результате чего восстанавли­
ваются свойства системы. Формально 
это означает, что в момент регенерации
1 — 0 система переводится в некоторое 
состояние из £  в соответствии с фикси­
рованным начальным распределением 
вероятностей
Я (А) =  Р (X  (0) ^  Л), Л с £ - Л ,

(2)
причем я (¿£) Ф  0 только для множе­
ства А вида А = А г X  (0), где Л і С  
С  £* (поскольку после этого момента 
учет времени идет заново).

Доходы за различные циклы регене­
рации суммируются. Критерием эф­
фективности системы является удель­
ный доход, т. е. средний доход в еди­
ницу времени функционирования си­
стемы в стационарном режиме (см. 
гл. 3).

Для повышения удельного дохода 
в ММ і возможно проведение преду­
предительного ремонта (восстановле­
ния, обслуживания, замены) системы. 
Это соответствует РС, т. е. регенера­
ции процесса £  (і). В момент оконча­
ния РС состояние системы опреде­
ляется начальным распределением (2), 
после чего начинается новый цикл ре­
генерации. В связи с этим ясно, что 
моменты окончания РС также являют­
ся точками регенерации рассматри­
ваемого процесса.

Проведение предупредительного РС 
возможно только в том случае, если 
система не находится в состоянии от­
каза. Осуществление РС и ММ і, 
в который состояние системы есть
2  (0 — г € Е0, дает доход g  (г, /), 
Длительность проведения ремонта 
является, как и ранее, случайной 
величиной Ѳ =  Ѳ (г, і).

Постановка задачи, Обозначим Т 
класс возможных моментов проведе­
ния РС, По условию задачи в случае
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отказа ремонт осуществляется в обя­
зательном порядке. Следовательно, для 
любого момента т £ Т ремонт произ­
водится в момент времени

х Д І  =  min (х, 5). (3)
Считаем, что в качестве Т могут вы­

ступать два класса: Тд и Тд. Т д — 
это класс ММ относительно последова­
тельности X  (іі), і =  0, 1, Тс — 
это класс ММ относительно случайного 
процесса X  (0 , ¿ > 0, Т*> соответ­
ствует дискретному управлению в мо­
менты времени ¿і , /2, Тс — непре­
рывному управлению в любой момент 
і ;> 0. В случае класса Тс дополни­
тельно предполагается, что процесс 
X  (і), і 0 — марковский. Обозначе­
ние Т будет сохраняться для общего 
случая, когда конкретизация класса 
до Тд или Тс роли не играет. Элемен­
ты класса Т будем называть страте­
гиями.

Наличие дохода приводит н тому, 
что рассматриваемый процесс стано­
вится процессом накопления [36, 37]. 
Известно, что удельный доход для та­
кого процесса равняется отношению 
среднего дохода за цикл регенерации 
к средней длине цикла. Отсюда сле­
дует, что удельный доход для страте­
гии х £ Т определяется следующей 
формулой, в которой индекс С озна­
чает начальное распределение вероят­
ностей (2):

Л м  -  Мсе ( г  <т>- т> Г4>
*  ^  — М с  (х +  Ѳ (г  (х), х )) ' (4)

Ценой системы называется
ф* =  sup ф (т). (5)

Т£.Т

чивает достижение этой границы. Для 
е-оптимальной стратегии получаемый 
удельный доход меньше верхней гра­
ницы не более чем на е. С позиций 
практики при малых значениях е нет 
ощутимой разницы между оптимальной 
и е-оптимальной стратегиями. При 
этом имеется в виду не только незна­
чительное (меньше чем на в) уменьше­
ние удельного дохода, но и то, что 
исходная информация не является точ­
ной, что существенно увеличиваются 
затраты машинного времени на нахо­
ждение оптимальной вместо е-опти­
мальной стратегии и т. п.

Задача заключается в нахождении 
оптимальных и в-оптимальных стра­
тегий.

2 . О БЩ И Й  А Л ГО РИ ТМ  
Н А Х О Ж Д Е Н И Я
О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  С ТРА ТЕГИ Й

Метод решения. В выражении (4) 
числитель обозначим ф* (т), а знаме­
натель фа (т):

'І’і (X) =  МсХ (г  (х). х). (8)
4>г (х) =  М а (х +  Ѳ (г (х), х)). (9)

т. е. представим (4) в виде
ф (т) =  ф і(т)/ф а(т). ( 10)

Напомним, что ф2 (т) — это средняя 
длина цикла, а фх (т) — средний доход 
за цикл при стратегии т.

Поскольку для всех стратегий х £ Т 
ф2 (х) >  0 и ф (т) <Іф*, то справедливо 
неравенство

т £ Г . (11)
Стратегия х0 £ Т называется опти­

мальной в классе Т, если
ф (т0) =  ф*. (6)

Стратегия тв £ Т называется е-оп- 
тимальной, где в >  0, в классе Т, 
если

ф (те) >  ф* — в. (7)
Оптимальная стратегия является 

0-оптимальной.
Цена системы — это точная верхняя 

граница удельного дохода на классе 
всех стратегий Т. Если оптимальная 
стратегия существует, то она обеспе­

Рассмотрим функционал

Фф (т) =  Фі Сс) — ФФа (*). т С Т>
ф <  ф*, (12)

совпадающий с левой частью неравен­
ства (11) при ф =  ф*.

Справедлива следующая т е о р е- 
м а (см. теорему 10.1 [17]): подклассы 
стратегий Т0 =  {т £ Т : ф (т) =  ф*} и 
Іт €  Т : Фф*(т) =  шах Ф ^  (т1) I ,

максимизирующих соответственно (10) 
и (12) при ф =  ф*, совпадают. Для 
любой оптимальной стратегии т0 £ Т0
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(т0) =  0. Стратегия т0 £ Т макси­
мизирует (10) тогда и только тогда, 
когда (То)(т) =  %  (т) — ф (т0) X
X фа (т) < 0  ѵ т С Т.

Приведенная теорема о совпадении 
подклассов стратегии, максимизиру­
ющих дробный функционал ф (т) и бо­
лее простой функционал (т), ис­
пользуется по двум причинам. Во-пер­
вых, для функционала Ф^„ (т) намного 
проще исследовать структуру опти­
мальных стратегий. Выявление этой 
структуры существенно облегчает по­
иск оптимальных стратегий для этих 
функционалов. Во-вторых, можно при­
менять описываемый ниже алгоритм 
нахождения оптимальной стратегии 
%0 £ Т, основанный на многократной 
оптимизации функционала Ф^ (т) при 
различных ф и использующий хорошо 
развитые методы решения задачи об 
оптимальной остановке марковских по­
следовательностей (для класса страте­
гий Т а) или процессов (для клас­
са Тс).

Описание алгоритма. В качестве на­
чального приближения к оптимальной 
стратегии примем т =  £, что соответ­
ствует эксплуатации системы до отка­
за. Вычислим для него значение ф (т) 
критерия (10) и рассмотрим задачу 
максимизации функционала (12) при 
ф = ф ( т ) .  Для полученного решения 
т ' е  Т этой задачи найдем соответ­
ствующее ему значение функционала 
ф' =  ф(т'). Достаточно любое реше­
ние т ',  для которого Ф-ф (т') >  0. Для 
этого значения ф' снова рассмотрим 
задачу максимизации функционала (12) 
при ф =  ф' и т. д. Формальная запись 
этого итерационного алгоритма вы­
глядит так.

Ш а г 0. Полагаем т =  £, ф ' =  —с».
Ш а г  1. Вычисляем ф =  ф (т) по 

формуле (10). Если ф = ф ' ,  то опти­
мальной является стратегия т, макси­
мальное значение функционала (10) 
равно ф — конец работы алгоритма, 
иначе — переход к шагу 2 .

Ш а г 2. При фиксированном ф ре­
шаем задачу нахождения стратегии 
т £ Т, максимизирующей функционал 
(12). Отметим, что вместо т можно 
ограничиться любой стратегией, обес­
печивающей строго положительное зна­

чение функционала (12). Полагаем 
ф' — ф и переходим к шагу 1.

Обоснование алгоритма. Описанная 
интерационная процедура сходится к 
оптимальной стратегии, если она су­
ществует, при следующих естествен­
ных предположениях, обычно выпол­
няемых на практике. Во-первых, це­
на (5) конечна: ф* <  оо. Во-вторых, 
при любой стратегии т £  Т средняя 
длина цикла Л1ф2 (т) конечна. В-треть­
их, введем на классе стратегий Т рас­
стояние р, определив его для страте­
гий т и т ' из Т как р (т, т ') =  | ф (т) —
— Ф (т#) |. В результате Т становится
псевдометр ическим пространством.
Предполагается, что Т является ком­
пактом относительно сходимости по 
метрике р; из любой последовательно­
сти стратегий из Т можно выбрать под­
последовательность, сходящуюся к 
стратегии из Т.

На основании сделанных предполо­
жений сходимость алгоритма обосно­
вывается следующим образом. Пусть 
ф1, фа, ... — последовательность значе­
ний функционала (10), вычисляемых на 
шаге 1 алгоритма. Имеют место стро­
гие неравенства ф1 <С фа <■ • • до тех 
пор, пока при некотором п =  1, 2,
ф” — ф"+1, после чего ф* — ф” для 
всех і >  п. Строгое неравенство имеет 
место тогда и только тогда, когда су­
ществует стратегия, обеспечивающая 
большее значение функционала (10), 
чем значение для данного шага. Это 
утверждение вытекает из того, что 
если ф — значение функционала на 
данном шаге и указанная стратегия т ',  
для которой ф (т') >  ф, существует, то 
Фф СО =  Фі ( О  —фф2 (О  >  0. Отсю­
да следует, что sup Ф^, (т) >  0 и

Т£Т ѵ
максимальное значение ф ', получаемое 
на следующем шаге алгоритма, боль­
ше ф.

Итак, последовательность ф1, фа, 
монотонно возрастает и ограниченна, 
поэтому она имеет предел. Пусть этот 
предел ф°° строго меньше ф*: ф* —
— ф°° =  а >  0. Покажем, что это не­
возможно. Поскольку Т — компакт, 
то из соответствующей последователь­
ности стратегий можно выбрать под­
последовательность т1, та, ..., сходя­
щуюся к стратегии ѵ» £ Т, причем
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ф (г00) =  г})“ . Пусть п такое, что для 
заданного е >  О ф* ф "  — е при 
і ^ п ,  где ф* =  ф(г*). Тогда из 
фі (т°°) — ф^ф* (*") =  0 следует 
%  (т°°) <  фа (т°°) (ф* +  е), т. е- 
фі (т°°) — ф*фа (т°°) ^  «фа (т"). Если 
выбрать в /<  афя (т*)/фя (г00) (что воз­
можно в силу конечности математиче­
ского ожидания длины цикла ф2 (т) при 
всех стратегиях т £ Т), то получаем,
что ф і (х°°) — ф'фа (*“ ) <  Фа (О  а =  
=  Фі (**) — ф°°фв (т*) <  ф і (т*)
— Ф*Фа (Т*) . Следовательно,при всех ф 1, 
принадлежащих достаточно малой 
окрестности (относительно метрики р) 
ф°°, при реализации шага 2 алгоритма
не может быть выбрана стратегия т00. 
Более того, не может быть выбрана и 
любая другая стратегия т из окрест-
ности % . Действительно, пусть те­
перь п такое, что ф°° ^  ф* +  о X 
X фв (^*Ѵфа при і >  я» где фя =  
*  51!|рфя (тО. Тогда Фі (т) — ф фа (т) <

<  фі (т) — ф^фа (г) 4- Фа (г) ûX 
X фа (т*)/ф2 <  сфя (г*) =  фі (%*) —
— ф°°ф2 (т*) <  ф і (г*) — ф*Фа (**)■

Итак, ф°° — ф*, т. е. итерационный 
алгоритм приводит к оптимальной 
стратегии. Аналогичное утверждение 
справедливо (причем даже при более 
слабых предположениях) относительно 
е-оптнмальных стратегий.

Использование теории оптимальных 
правил остановки. В приведенном ал­
горитме наибольшие затруднения вы­
бывает, очевидно, шаг 2, на котором 
решается задача максимизации функ­
ционала (12). Однако это хорошо из­
вестная задача об оптимальной оста­
новке марковского процесса или по­
следовательности, где под остановкой 
понимается восстановление (ремонт) 
системы. Для единообразного описа­
ния случаев марковской последова­
тельности (для класса Т̂ >) и марков­
ского процесса (для класса Тс) будем 
полагать, что в случае последователь­
ности временная переменная і  прини­
мает значения Ц, /а, .... Тогда в си­
лу (8) и (9) функционал (12) можно 
представить Ів отличие от (10)]как ма-

тематическое ожидание некоторой 
функции (X  (т)) от марковского про­
цесса X  (Í) в ММ остановки т £  Т:

ф ^ (т ) =  М с£ф{Х(т)), (13)

где g f  (х) =  g  (х) — ф ( / +  Ѳ (*)), х  =  
=  ( * ,* )€  Е.

Наличие индекса «С» при символе 
математического ожидания означает, 
что начальное значение марковского 
процесса X  (í) определяется (2), соот­
ветствующим началу цикла регенера­
ции. Запишем М ( X  (г)) для про­
извольного начального состояния 
х  £ Е> тогда

M es* (*  М ) =  i  M*S* (X  (т)) dq (*).

(И)
Приведем основные факты из теории 

оптимальной остановки марковских по­
следовательностей, которые будут ис­
пользоваться в дальнейшем. В допол­
нение к предположению о конечности 
математического ожидания момента 
остановки т, вытекающего из и
Ai*!: <* оо, предположим, что при ф <С 
<  оо М х sup g*  (X (/*)) <  оо, х £  Е.  

і
Тогда справедливы следующие утвер­
ждения.

1) Цена $ (к), определяемая форму­
лой
»(*) =  sup (X (*)) V* 6  Е,  (15)

* е г
удовлетворяет функциональному урав­
нению

в (х) =  max (х),

(X (У)) ѵ* 6 Е (16)
и является наименьшей эксцессивной 
мажорантой функции g-$ (х), т. е.

* ( * ) > g * ( * h
S (X) >  МаЛ (X  (Ц )) у х £ Е .

2) Последовательность (х),
п =  0, 1, 2...}, где

0 ° ^  (* )= « ♦ (* ) .
=  max ¡(Fgy (z), 

MxQ % (X (M )} , (17)
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монотонно возрастая, сходится к s (х): 

lim (х) =  s (х) у *  € Е.
П-*-оо

Альтернативным представлением об­
щего члена последовательности
!<?%<*)} является

Qn+,gy  (*) =  max (х),
n =  0, 1...........(18)

3) Момент
т0 =  inf {ti : l =  1, 2,

: s (X (tt)) =  gy (X (ti))} (19)
является оптимальным моментом оста­
новки, т. е.

M xgy (X (т0)) =  s (х) у х  £ Е.
Если множество состояний простран­

ства Е,  для которых приращение ма­
ксимально возможного дохода непо­
ложительно,

S_ =  (х £ Е : sup M xg,b (X  (т)) —
\  * £ т

— М * ) < 0}, (20)

то выражение (19) можно записать 
в виде

т0 =  inf { t i : I =  1, 2, . . . :
: X ( / i K S - b  (21)

4) Для всякого е >  0 момент
те =  inf {t it

i = l ,  2, . . . : s ( X ( f i ) ) -  
(X (ti))}

является e-оптимальным моментом 
остановки:

Mxgy  (X  (те)) >  s (x) — e V* € E.
5) Пусть MM T* £ T таков, что 

соответствующее ему значение сред­
него дохода /  (х) =  Mxgy (X  (т*)) яв­
ляется эксцессивной мажорантой 
функции gy  (х), т. е. выполняются не­
равенства /  (х) >  g* (х) и f  (х) >  
^  M xf  (X (tj)). Тогда ММ т* является 
оптимальным.

6) По условию задачи значение це­
ны 5 (х) в состояниях отказа А из­
вестно, поэтому функциональное урав­
нение (16) можно рассматривать только 
на множестве Е — А £ Е.  Если для

всех состояний х из этого множества 
вероятность (1) перехода марковской 
последовательности в множество Е  — А 
за шаг строго меньше единицы, то 
уравнение (16) для х £ Е — А имеет 
единственное решение в классе всех 
ограниченных функций.

Поясним приведенные результаты. 
Соотношения (16) и (17) — это обыч­
ные соотношения динамического про­
граммирования. Фигурирующие в них 
функции имеют следующий физический 
смысл: в (х) — максимальный доход, 
который может быть получен за цикл, 
если начальное состояние есть х;
Рп§ (*) — максимальный доход, кото­
рый может быть получен за п шагов 
рассматриваемой марковской последо­
вательности, если начальное состояние 
есть х. Формулы (17) и (18) описывают 
практически важный численный метод 
нахождения цены в (х). Зная цену в (х) 
для всех состояний х £ Е на основа­
нии утверждений 3 и 4 находится опти­
мальный или в-оптимальный моменты 
остановки.

Утверждение 5 позволяет иногда на­
ходить оптимальный момент останов­
ки, не зная цены. Утверждение 6 соот­
ветствует случаю, когда решение функ­
ционального уравнения (16) един­
ственно.

При некоторых дополнительных 
предположениях относительно процес­
са X  (0 и функции g (х) приведенные 
утверждения остаются справедливыми 
и для марковских процессов X  (¿), 
/ ^  0, т. е. для класса стратегий Тс-

е-оптимальные стратегии. Нахожде­
ние этих стратегий сводится к опреде­
лению в'-оптимальных моментов оста­
новки для функционала (12) при ф =  
— ф*, где е ' =  ефе, фе — любая ниж­
няя граница средней длительности 
цикла ф2 (т) для всех е-оптимальных 
стратегий т (для класса Т р в каче­
стве фе можно взять математическое 
ожидание первого ММ іг). Действи­
тельно, поскольку при оптимальной 
стратегии т* (т*) =  0, то

*  ( V )
4>і ( V )  
Ч>2 ( V )

Фі (V) -  О г  (V)
Ч>2 ( V )

+
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- f  ф* =  ф* 4- J ^ !_(Te/r) . ^

> Ф *  +

^2 (V )  

Фф* fr*) — е' 
Ь  (те')

=  і|)» —

еі|>е
*2 ( V )

ЧЪ (V ')
=  ф* —

;> ф* — е.

В большинстве практических слу­
чаев для нахождения оптимальных 
стратегий используются численные ме­
тоды. При этом часто с учетом ошибок 
машинных округлений вычисления за­
канчиваются, как только достигнутое 
значение критерия ф отличается от це­
ны ф* не более чем на некоторое ма­
лое е. Это соответствует е-оптималь- 
ным стратегиям (моментам остановки).

3. МАРКОВОСТЬ 
И МОНОТОННОСТЬ

Инфинитезимальный оператор и тео­
рема Дынкина. Исследование струк­
туры оптимальных стратегий, так же 
как и нахождение их, упрощается, 
когда процесс X  (£) является марков­
ским. Марковский процесс удобно за­
давать инфинитезимальным операто­
ром «й£, определяемым формулой

Н т  Ы Ж Ш т Ж .
*»(> *

(22)

Область действия этого оператора И¿ф
состоит из всех функций /  (х), отобра­
жающих Е  в Е =  (—оо, оо), для кото­
рых предел в правой части (22) суще­
ствует равномерно по х £ Е.  Значение 
инфинитезимального оператора для 
функций /  в точке х физически можно 
трактовать как среднюю скорость при­
ращения функции в этой точке, если 
приращение аргумента описывается 
марковским процессом X  (і) с началь­
ным условием X  (0) =  х.

Важное значение имеет теорема 
Дынкина, утверждающая, что для лю­
бой ограниченной функции /  из об­

ласти О ¿ф и любого ММ т, имеющего
конечное математическое ожидание, 
справедлива формула

М Л  (X  (т)) =  
х

=  м х |  ы-! (X  (и)) іи  +  Г (х). (23)
0

Эта формула имеет следующий физиче­
ский смысл: среднее приращение функ­
ции /  (X  (/)) £ Е)^ф за случайное вре­
мя і, определяемое ММ т, равно мате­
матическому ожиданию интеграла от 
значения инфинитезимального опера­
тора для этой функции, взятого от 0 
до т.

Выражение (23) позволяет в общей 
формуле (21) для оптимального ММ т0, 
максимизирующего М х[ (X  (т)), запи­
сать определение в виде

5_ = х £ Е :
V

: sup М х f j t f  (х  (tt)) du <  0 \, (24) 
X J

Оказывается, что анализ структуры 
оптимальных стратегий с помощью 
формул (21)—(24) существенно упро­
щается, если процесс X  (/) и функция 
/  (х) являются монотонными.

Предположим, что марковский про­
цесс X  (і) обладает следующим свой­
ством монотонности: если состояние 
х" £ Е достижимо из состояния х'  £ 
£ Е,  то х ' недостижимо из х*. Рас­
смотрим на пространстве состояний Е 
отношение частичного строгого по­
рядка ос, удовлетворяющее условиям:
если х я достижимо из х ', то х ' о с  Xя; 
если х' ос хя, то х ' недостижимо из хя.

Состояния отказа А а  Е являются 
максимальными элементами такого упо­
рядочения, характеризующиеся тем, 
что для каждого х £ А не существует 
такого х' £ Е, что х ос х' .

Предположим далее, что функция 
А (х) =£&[ (х) является монотонной по 
отношению к введенной упорядочен­
ности. Для определенности будем счи-
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тать, что Л (х) монотонно убывает: 

А (х') ^  А (*") при ж' ос ур. (25)

Основные теоремы. Рассмотрим при 
сформулированных предположениях 
задачу нахождения оптимальной стра­
тегии т0 £ Т£ь максимизирующей 
М х! (X (т)) при фиксированной х  £ 
£ Е — А. Из формул (21), (24) и 

свойства монотонности функции А (ж) == 
=  (х) следует, что максимум будет
достигаться при

/

х — inf tu  1. 2, г

;М
*t+i

X (U) j  & f ( X ( u ) ) d u ^ 0

Обозначим

S  = x £ E  a

ii
: M x X J  s l f  (X (u))du < 0  

D
• (26)

Тогда оптимальный ММ т0 опреде­
ляется как первый момент достижения 
процессом X (і) множества 5:

т0 =

' inf {t{, 1 =  1, 2, . . . : X ( t i ) e S ) ,  
— если такое т0 существует;

£, если не существует.

(27)

Оптимальная стратегия т0 имеет «по­
роговую» структуру. Действительно,
пусть S — замыкание S, образованное 
добавлением к S  всех пределов после­
довательностей x lt ж2, где дсі+іос  
ос*г ѵ  Ч  € Е, і =  1, 2, Назовем 
границей или порогом и обозначим S r  
множество минимальных элементов:

S r  =  {x £ S  : y x ' ^ S  х'  ос х).  (28)

Теперь оптимальный ММ т0 можно 
определить как первый момент време­

ни, в который процесс X  (і) превосхо­
дит порог 5 г*.

т 0 =  іп !  \ і і ,  і  =  I ,  2,

: Э я ' б З г  х ' х  х  (<*)!•
(29)

В важном частном случае функция 
Л (х) (х) неизменна в каждом ин­
тервале (іі, ¿*+1) между ММ Тогда 
(26) принимает вид

5 =  { х £ Е  : (ж )<  0}. (30)

Для применения сформулированных 
результатов к задаче максимизации 
математического ожидания (13) оста­
лось только заметить, что здесь в ка­
честве функции /  (х) выступает ^  (ж):

/<*)  =  * < * > -Ч > ( *  +  в(*)).  (31)
Все полученные выше результаты 

могут быть сформулированы следу­
ющим образом.

Т е о р  е м а 1. 1) Для задачи макси­
мизации выражения (4) по всем стра­
тегиям т, принадлежащим классу Т д 
ММ относительно последовательности 
X  (іі), і — 0, 1, ..., оптимальной яв­
ляется пороговая стратегия т0, опре­
деляемая соотношениями (26)—(29) и 
(31) при ф =  ф*.

2) Для того чтобы пороговая страте­
гия т0 Ф  |  была оптимальной, необхо­
димо и достаточно, чтобы с вероят­
ностью, равной единице по распределе­
нию X  (т0), выполнялось неравенство

М х |  (X (и)) йи 0 (:> 0) при
о

X (т0) ОС х  (при х ОС х (т0)), (32)

где /  (■) вычисляется по (31) при ф =
=  Ф Ы -

3) Для оптимальности стратегии экс­
плуатации системы до отказа т =  £ не­
обходимо и достаточно, чтобы

М х | «$£/ (X (и)) йи ^60, х £ Е  — А. 
о

(33)
4) В случае постоянства функции 

&1(Х (і)) в интервалах (¿¿; /*+1) фор-
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мула (26) заменяется на (30), а (32) 
на формулу

(.х) ^  0 ( ^  0) при Л" (т0) х 

(при х ос X  (т„))» (34)
а (33) на формулу

0, — А. (35)
Первое утверждение теоремы было 

доказано выше. Для справедливости 
второго утверждения согласно теореме 
разд. 2 необходимо и достаточно дока- 
зать неравенство фх (т) — ф (т0) X 
X ф2(т) <  0, где ф (т) =  ф! (т)/фа (т) оп­
ределяется соотношениями (8) и (9), 
т — любая пороговая стратегия. Ма­
ксимизация по т левой части данного 
неравенства — это уже рассматривав­
шаяся задача максимизации выраже­
ния (13). Максимизирующая пороговая 
стратегия дается формулами (26)—(28). 
Рассмотрим подмножество траекторий 
X  (/) (т. е. элементарных событий со­
ответствующего вероятностного про­
странства), на которых т0 ^  т. Из (26), 
(27) и строго марковского свойства 
процесса X  (t) следует, что (32) являет­
ся необходимым и достаточным усло­
вием выполнения с вероятностью, рав­
ной единице, неравенства ф (т0)

ф (т). К такому же результату при­
водит рассмотрение подмножества тра­
екторий X  (/), на которых т0 >  т.

Аналогичным образом формулируют­
ся результаты для класса Тс страте­
гии, соответствующих непрерывному 
управлению.

Т е о р е м а  2. 1) Для задачи макси­
мизации выражения (4) по всем страте­
гиям т, принадлежащим классу Тс 
ММ относительно марковского про­
цесса X  (0 , t 0, оптимальной яв­
ляется пороговая стратегия

т0 =  min {g, inf {t >  0 : X  (t) £ S}},
где 5 определяется по формулам (30), 
(31) при ф = ф * ,  или

т0 =  min (Е, inf {/ >  0 : 3  х'  £ «Sг 

* ' «  *(<)}).
где 5 г определяется по (28).

2) Для того чтобы пороговая страте­
гия т0 Ф  Е была оптимальной, необхо­
димо и достаточно выполнение с ве­
роятностью, равной единице по рас-

пределению X  (т0), неравенства (34).
3) Для оптимальности эксплуатации 

системы до отказа необходимо и доста­
точно выполнение неравенства (35).

Сформулированные теоремы будут 
использованы далее при определении 
оптимальных сроков проведения ре­
монта изучаемых систем по техниче­
скому состоянию,

4 . У П Р А В Л Е Н И Е  РЕМ ОНТОМ  
М Е Х А Н И Ч Е С К О Й  СИСТЕМ Ы  
П РИ  ПУАССОНОВСКОМ П О ТО К Е 
У Д А РН Ы Х  Н А Г Р У З О К

Постановка задачи. Рассмотрим ме­
ханическую систему, подверженную 
ударным нагрузкам. Моменты ударов 
¿і, ¿2» образуют пуассоновский по­
ток с интенсивностью X >  0 .

Каждый удар вызывает в системе по­
вреждение, являющееся реализацией 
положительной случайной величины У 
с функцией распределения Г (у), у  ^  
>  0, причем математическое ожидание 
МУ  >  0. Величины повреждений, по­
лучаемых при последовательных уда­
рах, являются реализациями взаимно 
независимых случайных величин Уг, 
У2, ..., не зависящих также от момен­
тов ударов і2....... Повреждения от
различных ударов аддитивно накапли­
ваются в системе. Пусть 1 (і) — сум­
марная величина повреждений, на­
копленных в системе к моменту вре­
мени і:

z  (0  =

0 при t <  ti,

^1 +  ^2 +  ••• Н~ Yt  ПРИ h  ^  
< t< ti+ i. i =  2

После каждого удара система может 
отказать. Обозначим бх состояние от­
каза, г (г), 0 г ^  оо — вероятность 
отсутствия отказа после очередного 
удара, если в результате удара вели­
чина накопленных повреждений в си­
стеме составляет г:
г ! г )  =  Р (1 ((+) ф  Ь,!1 (¿7) +  К, =  г ) ,

где 1  и Т — пределы справа
и слева в точке t.

Предположим, что г (г) убывает по г, 
причем г (оо) =  0.
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Рассматриваемая система является 
восстанавливаемой. После отказа си­
стема ремонтируется (восстанавливает­
ся) за среднее время % +  а2, затраты 
на такой ремонт составляют Сі +  с2. 
Кроме того, возможен предупредитель­
ный ремонт системы непосредственно 
после моментов ударов ¿2, ..., если 
только система до этого не отказала. 
В этом случае ремонт длится время аг 
и стоит Сі . Предполагается, что а1г а2, 
Сі, с2 ^  0, так что а 2 и с2 — это допол­
нительные время и стоимость ремонта, 
связанные с устранением отказа си­
стемы. В результате ремонта все по­
вреждения в системе устраняются.

Каждая единица времени функцио­
нирования системы в неотказовом со­
стоянии приносит доход Ъ такой, что

са +  Ьоъ >  X ( е д  —• с2аг) . (36)

Задача заключается в нахождении 
оптимального управления ремонтом си­
стемы, при котором удельный (средний 
в единицу времени) доход от функцио­
нирования максимален.

Ліетод решения. Данная задача яв­
ляется частным случаем общей задачи, 
описанной в разд. 1. В качестве фазо­
вого пространства исправных состоя­
ний системы £ 0 фигурирует неотрица­
тельная вещественная полуось — 
=  №, со). Единственное состояние от­
каза есть 6Х. Оно является поглоща­
ющим состоянием, не входящим в Е0, 
так что все пространство состояний 
системы Ег =  Е0 +  {6*}. Первая ком­
понента расширенного процесса X  (і) =  
=  (1 (г), ¿) является величиной' на­
копленных повреждений 1  (/), а вто­
рая — временем і, прошедшим после 
последнего восстановления.

Фазовое пространство X  (і) есть Е =  
=  Ех X і?+ с выделенными поглоща­
ющими состояниями А =  бі X і?+.

В результате ремонта система пере­
ходит в состояние (0), так что началь­
ное распределение вероятностей (2) 
является вырожденным:

<7 (0, 0) =  1.
По условию задачи продолжитель­

ности восстановления равны:і
Ѳ (бі, /) =  ах +  Оз, Ѳ (2, і) =  ах 

при гфЬх-

Вероятности (1) перехода марков­
ской последовательности {X  (/*)} за 
шаг выражаются формулами при х Ф  
ф б :

Рх (А) =  Р ( г  (/*))

и  <  І ' і г  {Н_х) =  2, и_х  =  0  =

г '—г
X |  г (г  +  у)йР (у),

О
Рх (6) =  Р (1 (*,)) =  б!, 

і і  <  Г / г  Ѵі_х) -  2, П„х =  і =
=  (1 _ е- М * ' - * ) ) х

х ( і _ Г  г (г +  У) ЛЕ (у)^,

где х =  (г, ¿), А =  (0, г') X (0, 6 =
=  бх X (О, Г),  г ' >  г, / ' >  и  г, и  г ', 
V 6 Я+-

В состоянии х =  (г, /) в случае про­
ведения ремонта система дает доход

Я (*) =  Я (г, і) =  Ы — с{ — с2хЙ1 (г),
(37)

г д е /ві (г) — характеристическая функ­
ция множества:

1 при г =  6Х; 
О при г Ф  бх.

(38)

В качестве момента проведения ре­
монта могут выступать любые ММ вре­
мени относительно последовательности 
X  (іх), X  (¿2), .... Обозначим класс та­
ких моментов Те , а сами моменты на­
зовем стратегиями ремонта.

Будем в дальнейшем опускать при 
символах математического ожидания М 
и вероятности Р нижние индексы, ука­
зывающие на начальное состояние про­
цесса X  (0 , если они являются нуле­
выми, т. е. писать М г =  М (г< 0), Рг =  
=  Р(г, о)> — Мо, Р Не­

очевидно, для любой стратегии 
Т 6 Т о

М ХЯ (2 (т), т) =  ЬМХт — Сх —

— (2 (т)) =
=  ЬМхх — Сх — с2Рх (£ =  т). (39)
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Следовательно, максимизации подле­
жит функционал
ф (т) =  (6ІИт — с1—с2Р =  т ))/(М т+

+  °1 +  <4? (£ =  Т)) • (40)
Максимизация выражения (40) по 

стратегиям т £ Тд равносильна ма­
ксимизации математического ожида­
ния (13) функционала (X (т)), где
ф* — цена (4). В рассматриваемом 
случае

В* (2> 0  =  В (г, 0  —
— Ф (/ +  ах +  (г)) =

=  Ьг — с{ ~ с 2%^ (г) —

— Ф (* +  <*! + а2хві (*)), (41)

Л4(2, (2 (т)> т> =  ь м ** — Сі —
—  СаР2 (5 =  т) — Ф (МгТ +  ві +

+  а2Рг & =  %)). (42)
Преобразуем последнее выраже­

ние. Во-первых, в силу конечности ма­
тематического ожидания т и свойств 
условных математических ожиданий

т
М гт =  М г |  йи. (43)

о
Во-вторых, представим вероятность 
Р2 == т) в виде математического 
ожидания характеристической функ­
ции (38) множества Дх =  {6х}:

Рг (5 =  т) =  м г ^  &  (т))‘ (44)
Поскольку фигурирующая в (44) ха­

рактеристическая функция (2) яв­
ляется ограниченной, то для вычисле­
ния ее математического ожидания мож­
но использовать формулу Дынкина. 
При этом учитывается, что процесс 
1  (/) является марковским, так что 
применимы формулы разд. 3 с заменой 
в них X (/) на 1  (/), а х  на г. Вычислим 
вначале по формуле (22) для рассма­
триваемого марковского процесса 2  (/) 
его инфинитезимальный оператор: для 
/  (2) € 2 ф  бх

& і  (г) =  Ііш (М2? ( г  (0) -  /  (г))Ц =  
<->-о

х  ^  |  Г ( г  +  у) /  (г +  у) йР (у) +

+  /< 8іШ - | г (* +

+  У) &  (у)
Итак,

/*.

л*/ (бі) =  0, (45)
^ / ( 2) = Я ( / ( б х) - / ( г ) )  +

оо

^ 1 (/ (2 +  у) — [ (бі)) т (2 +  
о

+  У)М{у) і  2 гИ=бх.
В частности,

(2) =

(46)

=  д 1 ~ I +

(47)
При применении полученного выра­

жения к вычислению математического 
ожидания (44) учитывается, что соглас­
но (3) рассматриваются только страте­
гии т £ Тр, для которых ММ не пре­
вышает момента отказа Следова­
тельно, для любого момента времени I 
из открытого справа интервала [0; т) 
состояние процесса 1  {і) =  г  не яв­
ляется состоянием отказа, так что 

(г) =  0 и справедлива (47).
Из формулы Дынкина (23) следует, 

что
Мгх0, (2 (т)) =

Т

=  м г |  ^Х в1 (2 (и)) йи =

ъ / оо

= ш г|  і-|г '(г(и ) +

=  П т  - 
і-*-0

— X// (2) х 4- у) йР (у) \й и , г ф  бх. (48)
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Формулы (43) и (44) позволяют за­
писать (42) в виде

<> (Я (т), т) =  — (с* +  фах) +  

+  М г ^(6 — ф) |  йи —  (са +  фОа) X

X 5С0і ( г  (т)) .

С учетом (48)

М (х, п  8ц> (т), т) =  — {сг +  фах) +

ф — а. (с2 -|- фОа) X

X г ( г ( и )  +  у) <^(у)

г ф д ^

¿и,

(49)

Из (41), (42) и (49) следует, что фор­
мула Дынкина (23) применима и в рас­
сматриваемом частном случае, когда 
инфинитезимальный оператор опреде­
ляется по (46), а в качестве функции 
/  (х) фигурирует неограниченная функ­
ция /  (г, /) =  (Ь — ф) і —  (са -1- фаа) X 
X хбі (г). Перепишем поэтому (49)
в виде

М (г, и  8 (2  (т ) , т) =  —  (сг  +  ф^х) +

+  М г (Ь — ф) и — (са +  фа2) х

X ЗСс, (2 (и)) йи, (50)

записать выражение для оптимального 
ММ т0 £ Тді
т0 — іпі I — 1, 2, . . . :  Ъ (іі) £

£ 5_}, (52)

2 :>  0 :  вир

— ф — а, (Са +  фОа) х

X 1 - ¡ г ( г ( и )  +
0

+  у ) ¿ Р  (у) аи 0
4

(53)

Структура оптимальной стратегии. 
Процесс 1  (т) и функция

Ь (г) — ¿Ф! (г, і) =  Ь — ф —
— а,(СаЧ-фОа) X

X 1 — |  г (2 +  у) сИ7 (у) 
0

(54)

удовлетворяют условиям монотонности 
(см. разд. 3). Монотонность 1  (¿) сле­
дует из неотрицательности величины 
повреждения У, получаемого при каж­
дом ударе, и накопления повреждений. 
Отношение порядка ос следует пони­
мать в обычном смысле — как «не 
больше» (<;). При этом состояние от­
каза 6і  обозначается бесконечно уда­
ленной точкой вещественной оси оо.

Монотонность убывания к (г) выте­
кает из следующих соображений. Во- 
первых, согласно формуле (40)

где

¿Ф ((& — ф) і — (с2 +  фа2) хвг (г)) =  

=  ъ — ф — а, (с2 +  фа2) х

X
ии

1 — |  г ( г у )  гі/7 (у) . (51)

Поскольку сі +  фа* от х не зависит, 
то формулы (24) и (25) позволяют

са +  фаа =  с2 +  аа X 
ЬМт — сг — с2Р ( |  =  т)

Х Мт +  % +  а2Р (6 =  г) ~
(С2 +  аФ) Мт +  ахС2 — СхДа

Мт +  о-і +  я^Р (Е — т)
так что из Мт ^  1А  и (36) вытекает не­
отрицательность с2 4- фОа при всех ф. 
Во-вторых, вероятность г (г) отсут­
ствия отказа в момент удара при
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накопленной величине повреждений г 
убывает по е. Следовательно, фигури­
рующая в формуле (54) функция Н (г) 
монотонно убывает.

Итак, в рассматриваемом случае 
оптимальная стратегия ремонта имеет 
монотонную структуру, определяемую 
формулами (26)—(29), в которых вме­
сто X  и х  следует подставить Z и г. 
Более того, функция Н (г) (г, /),
определяемая формулой (54), неизмен­
на в интервалах времени между уда­
рами (¿і, іі+1), так что формула (26) 
заменяется формулой (30). Поскольку 
пространство значений Е^ =  Я+ мар­
ковского процесса Z (¿) упорядочено 
отношением «не больше» (^ ) ,  то мно­
жество 5 г состоит из одной единствен­
ной точки вещественной оси у, опреде­
ляемой уравнением

у =  inf z^sO  : Ъ — ф — йь (сг 4-

і __ОО 1

4- ааф) 1 — f Г (г 4- у) dF {у) < 0
о

(55)
Оптимальный момент предупреди­

тельного ремонта тѵ находится в соот­
ветствии с (29) как первый ММ, когда 
процесс Z (і) достигает «порога» у:

тѵ =

inf \ t p  . . .  \ Z { t f ) > y },

если такое тѵ существует;
£ если не существует.

(56)
Выражение (55) имеет простой физи­

ческий смысл: ремонт следует прово­
дить в тех состояниях z процесса Z (f)t 
в которых средние дополнительные 
убытки в единицу времени вследствие 
отказов системы

ft« (̂ 2 я2ф) х

Определим, когда имеет место вто­
рой случай в (56). Рассмотрим страте­
гию т =  при которой система экс­
плуатируется до отказа. Удельный до­
ход при этой стратегии ф (|) =  (6М | — 
— сі  — Ч- % 4- аг). Следова­
тельно, для того чтобы эта стратегия 
была оптимальной, необходимо и до­
статочно в соответствии с теоремой 1 
и формулами (35) и (54) выполнение 
с вероятностью, равной единице, не­
равенства

Ь — Ф (£) — й> (са +  ааф (I)) X

X — { г (Z (т) +  у) dF (у) 
0

> 0 ,

т С T D.
Последнее неравенство с этой вероят­

ностью выполняется при всех Z (г) ^  
^  0, тогда и только тогда, когда оно 
выполняется при г =  сю» Отсюда по­
лучаем необходимое и достаточное 
условие оптимальности стратегии т =  
=  1: Ь — ф (£) — % (ся +  ааф(І)) >  0, 
т. е.

С\ -|- са 4~ Ь (о!і 4" 4~ (^і^2 “ *
— СаОх) — й> (с2 4" аФ) М | >  0. (57)

Второй крайний случай соответству­
ет проведению ремонта сразу после 
первого удара: % — ір  Удельный до­
ход при этой стратегии

Ф (¿і) =  (¿А — сі — с2р)/(і А  4- 
4-вх4- я̂Р)»

оо

где р =  1 — |  г (у) йр (у).
о

Следовательно, для оптимальности 
этой стратегии необходимо и доста­
точно, чтобы с вероятностью, равной 
единице, выполнялось неравенство

Ь — Ф (к) — А (с2 4- яаф (*і)) X

X
ОО ' оо

1 ~  f г (z 4- у) dF (у) * X • 1 ~  f r ( Z  (іг)  +  д) dF (В)

в
J0

больше дополнительных удельных до­
ходов Ь — ф, получаемых от продолже­
ния эксплуатации системы.

Оно выполняется при всех Z (¿¡) 
тогда и только тогда, когда оно выпол­
няется при 0 =  0. Отсюда получаем
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необходимое и достаточное условие 
оптимальности стратегии т =  t%:

Рассмотрим семейство субстохасти­
ческих переходных функций £62 j

Ъ — ф (¿і ) — & (с2 +  Саф (¿і)) р <  0.

После несложных преобразований при­
ходим к неравенству

Сі +  (с2ах — схОъ) . (58)

Полученные результаты объединены 
в виде следующей теоремы.

Т е о р е м а .  В классе всех страте­
гий Т в ,  являющихся ММ относитель­
но последовательности Z (¿¿), і =  0, 
1, ..., оптимальной является порого­
вая стратегия тѵ, определяемая фор­
мулами (55) и (56) при 415 =  11)* =  
=  sup ф (т). Для того чтобы уро- 

Т€ Т£>
вень у  был оптимальным, необходимо 
и достаточно выполнение для всех 
г ^  у неравенства

ъ — ф (тѵ) - k ( c 2 -\- оаф (тѵ)) х
go

1 — j  r (z 4- y) dF (y) ■ < 0 ,

К (і) (г, г ') =  Р (г  +  у 1 +  Г а +
+  . . .  +  Г г < г ' ,  #  > / / £ ( 0 )  =  г), 

¿ =  1 , 2 ,  (61)
Для 0 <  г ^  я'

К {і) (г, г ') =
г'е-и

=  |  К (і~ 1) ( г + у ,  г ' ) г { г  +  
о

+  у)ЙР(у), ¿ =  1, 2, . (62)
/С(0> (г, г') =  1. (63)

Обозначим через Н  (г, г') среднее 
число ударов, выдерживаемых систе­
мой до отказа или достижения накоп­
ленной величиной повреждений уров­
ня г'\

00

Я  (г, г') =  2  К <1> (г, г')- (64)
І=I

Функция Н  (г, и') возрастает по г ' . 
Кроме того, она убывает по г, так как 
при гх <  га

(59) Н  (za, г') <  Н (zlt zx +  (z' — za)) <;

где ф (тѵ) соответствует стратегии (55), 
(56), а при z ^ y — обратного нера­
венства, в котором знак ^  заменяется 
на

При выполнении условия (57) опти­
мальной является стратегия т =  |  
эксплуатации системы до отказа, а 
при (58) — стратегия т =  tx проведе­
ния ремонта после первого удара.

Расчет удельных доходов. Для ис­
пользования приведенной теоремы не­
обходимо уметь вычислить по формуле
(40) значения удельных доходов ф (т) 
при различных пороговых стратегиях 
тѵ £ Т о, т, е. при различных уров­
нях у > 0 .  С этой целью выведем фор­
мулы для вероятности отказа Pz ( |  =  
=  тѵ) и математического ожидания 
времени до ремонта М г при различ­
ных значениях г, у 0.

Обозначим через N  номер удара, при 
котором наступает отказ:

N  =  inf {і =  1, 2, . . . : Z (h ) =  бі).

(60)

<  Я  (*!, г').
Покажем, что среднее число ударов 

Н  (іг, оо) выдерживаемых системой до 
отказа, конечно. Из условий убывания 
г (г) по г и г (оо) =  0 вытекает, что 
существуют такие О <С Р <С 1 и 0 <  
<  2р <  оо, при которых г (гр) <  (5. 
Тогда индукцией по і доказываем, что
при всех 0 ^  2р, I — 1, 2, ...

К и)  (г,
откуда

00
я  (г, « . ) =  2  (г, оо) <

¿=1

< Р / ( 1 “ Р).
Пусть теперь г <  гр. Среднее число 

ударов, необходимых для получения 
величины гр повреждений, по тожде­
ству Вальда не больше 1 +  грIМУ, 
Следовательно, при любых г ^  О

Н (г, о о ) ^ 1 + г р /М 7  +
+  Р / ( 1 - Р ) < о о . (65)
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В дальнейшем основную роль будет 
играть функция Н (г) =  Н  (0, г). Для 
вычисления ее по формуле (64) взамен 
переходных функций (61)—(63) рас­
смотрим несобственные функции рас­
пределения (г) =  /С(^(0, г) для
г 0, ¿ =  0, 1, .... Они находятся 
по формуле, заменяющей (62):

К ( і )  ( г )  =

г—и
=  К '* - »  (du) Г r (u  +  y)dF (у).

1 = 1 . 2 , (66)

Обозначим через © (г) среднее время 
до отказа, если вначале имелись по­
вреждения величины г:

© (2) =  М гЪ =  а.-* (1 +  Я  (г, оо)). (67)

Из (67) и (65) следует конечность 
математического ожидания времени до 
отказа: =  ю (0) <С оо.

Полученные выражения позволяют 
для стратегии и фиксированного 
у 0 вычислить вероятность отказа и 
математическое ожидание времени до 
ремонта соответственно по формулам

Р(Е =  *ѵ) =  і -
V /  оо

—  I  I J  Г (ѵ +  у) dF (у)
0 \у —р

Я  (dv) —

— § г(д)0Р (д), (68)

Мтѵ =  Ягі(1 +  Я (у)). (69)

Теперь по формуле (40) можно вы­
числить удельный доход ф (тѵ) при 
пороговой стратегии тѵ.

Определение оптимального уровня 
процесса. Оптимальный уровень про­
цесса у0 можно рассчитать двумя спо­
собами. Во-первых, использовать ите­
рационный алгоритм, описанный в 
разд. 2. При этом на шаге 1 алгоритма 
значение ф =  ф (тѵ) вычисляются по 
формулам (40), (68) и (69). При реали­
зации шага 2 очередное приближение ф' 
находится как решение уравнения (55) 
при данном ф. Во-вторых, в частных 
случаях можно попытаться найти ре­

шение в замкнутой форме, т. е. ана­
литически. При этом оптимальный уро­
вень у0 находится из функционального 
уравнения (55), в котором ф =  ф (тѵ) 
определяется формулами (40), (68) и 
(69).

В частности, аналитическое решение 
существует, когда отказы имеют поро­
говый характер, т. е. система отказы­
вает при накоплении в ней величины 
повреждения Ы >  0:

{1 при 0 
0 при а;>  L.

(70)

При 0 <  у <С L, 0 2 =< z' <С L
имеем следующие выражения:

J  г (а +  у) dF (у) =  F (L — г) — F (у),

0 < я < £  — у,
оо

I  J  г (г +  у) dF (у) Я  (dv) =
D ѵ—1ѵ
V

=  f (F (L — a) — F (y — v)) H (dv) =
VQ
V

=  j  F (L -  v) H  (dv) -  H  (i) +  F (*),
0

(z, z') =  F(z' — z),
K U) (z, z') =

fit®-—2
=  J  К<‘- ! ) (2 +  !>. z')dF(g).

D
Из (55) находим условие оптималь­

ности порогового значения:

Уо =  inf {у >  0 : Ь —

— Со

Ыг% (1 -J- Я  (у)) — сх —

V
1 — j  F (L — ѵ) Н (dv) +

о

+  H ( y ) - F ( L ) X

I X {¿г* (1 +  Я  (у)) +  а,\ +
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4- а2 ■
ѵ

1 — J  F (L — ѵ) H (dv) +
а

+  f f ( v ) - F ( L )
1
X

X {1 “4" Ха2 (і — F {L — у))} ■ 
— Хс2 (1 — F (L — ѵ ) ) <  о.

(71)

Пример. Пусть величина поврежде­
ния Y , получаемого при одном ударе, 
имеет экспоненциальное распределе­
ние с параметром р >  0:

F (У) =  1 — ехр (—[А#), у >  0. (72)

По свойствам пуассоновского потока 
[26, 34, 43] Н  (у) =  рс при Ь — у ^  

0. Подставляя это выражение для 
Н  (у) в (71), после элементарных пре­
образований находим следующее урав­
нение для определения оптимального 
уровня Ѵо ^

Ьах +  сх — е~ 114 (£_ѵ) (ур (с2 +  аф) +

4- X (ахс2 — а2сх)) =  0. (73)

Левая часть последнего уравнения 
является монотонно убывающей по ар­
гументу у функцией, равной Ьаі +
-Ь сх — е“м,іХ (ахс2 — а^і) при у =  0 и 
Ьах +  — ¿ р  (с2 -{- аф) — X (ахс2 —
— а̂ /Су) при у =  Ь. Следовательно, 
уравнение (73) имеет не более одного 
положительного корня. Корень су­
ществует, если

Ъах +  Сі — (агс2 — афу) >  0

^  Ъах —|— сх — ¿[і (с2 -)- аф) —

— А. (ахс2 — а2сх).

Рис. 1. Сходимость метода последова­
тельных приближений

Решение уравнения (73) обычно на­
ходят методом последовательных при­
ближений:

т° —
ѵі =  ь  -\-

+  "7“  1п ірах -|- Су) —
Г

— т г  1п { (с2 +  аф) +  
г

А. (ахс2 — ^^і)}, і =  1, 2,
(74)

Метод будет сходящимся, если в ин­
тервале, которому принадлежат после­
довательные приближения, производ­
ная по у от правой части (74) по абсо­
лютной величине меньше единицы. 
Отсюда находим, что сходимость обес­
печивается при

При Ъах 4- сх — L p  (с2 4- аф) — 
— X (ахс2 — а2сі) >  0 оптимальное зна­
чение у равно L, что соответствует 
эксплуатации системы до отказа и ра­
нее полученному результату (57), по­
скольку М% =  (pL +  1)/Х. При Ьах +
+  сі — é~lxLX (ахс2 — а2сх) <  0 опти­
мальное значение у равно 0, что соот­
ветствует проведению предупредитель­
ного ремонта после первого же удара: 
т =  |см. (58)].

„. I с2 4~ аФ А. (ахс2 — «2сі) | /7КЧ 
т > ---------- ц <ь +  ^ ------------• <75>

Сходимость метода последователь­
ных приближений иллюстрируется 
рис. 1, на котором правая часть урав­
нения (74) обозначена /  (у). Ремонт 
происходит мгновенно: ах =  а2 =  0;
доход от эксплуатации системы не на­
числяется: 6 = 0 ;  отношение стоимо­
сти предупредительного ремонта с$
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к дополнительной стоимости ремонта 
вследствие отказа са составляет сх1с2 =  
=  0,5; среднее значение величины по­
вреждения при одном ударе рг1 =  1; 
отказ наступает при накоплении вели­
чины повреждений Ь =  5. При этих 
значениях условие (36) выполняется. 
Неравенство (75) сводится к виду у >  
>  р -1 =  1. Приведем несколько пер­
вых приближений, вычисленных по 
формуле (74): у0 =  5; у1 =  2,6974; 
у3 =  3,3146; у? =  3,1085; у4 =  3,1727; 
уё =  3,1523; у® =  3,1587; у* =  3,1567. 
Любые два последовательных прибли­
жения дают нижнюю и верхнюю гра­
ницы искомого решения. Следователь­
но, оптимальный уровень у0 лежит 
в интервале (3,1567; 3,1587).

5. УПРАВЛЕНИЕ РЕМОНТОМ 
САМОВОССТАНАВЛИВАЮШЕЙСЯ 
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
ПРИ ПУАССОНОВСКОМ ПОТОКЕ 
УДАРНЫХ НАГРУЗОК

Модель системы. Предположим, что 
в каждом интервале (/¿, ¿¿+1) изменение 
процесса X (¿) описывается детермини­
рованной непрерывной функцией 
ф (¿, г):
* ( 0  =  Ф(< — * |.2 (< |)). *1 < < « ! + ! .

і =  0, 1 , 2 , . . . ,
удовлетворяющей условию при V < і і  

Ф(/, е) =  Ф(* — Г, ф (*',*)),
где ф (0, г) — г.

Например,

Ф (*. г) = £ (в Г *  (*) — *)і (76) 
где ц  (¿) — строго возрастающая не­
отрицательная непрерывная функция 
переменной /, £ (0  =  0 при г ^  0; 
£Г* (0 — функция, обратная £ (0. г ^  
> 0 .

В класс процессов X (0, описывае­
мых функций ф (/, г), входят также 
процессы, задаваемые дифференциаль­
ным уравнением

* /Э * = р (« ) , (77)
где р (г) — непрерывная функция 2 ^
>  0.

Большое практическое значение име­
ет случай (76) при £ (0 =  —аі, і ;> 0

или (77) при р (г) =  —а, г >  0, когда 
происходит уменьшение значения X (0 
с постоянной скоростью а > 0 .  Он 
соответствует наличию в системе об­
служивающего аппарата, устраняюще­
го повреждения со скоростью а. Более 
общие случаи (76) и (77), когда функ­
ция р отрицательная, также могут 
трактоваться как наличие процессов 
обслуживания, заключающихся в «са­
моустранении» имеющихся поврежде­
ний. Такие системы называются само- 
восстанавл ивающимися.

Структура оптимальной стратегии. 
Для этого случая также справедливы 
формулы (37)—(45). Формула (46) для 
инфинитезимального оператора про­
цесса X (0 заменяется на формулу

т  (г) =  Н г ) + к  (/(6,) -  і  (г)) +
оо

+  & |  (/ (2 +  У) — /  (бі)) т (г +  в) X
о

X <#■(£), г ф Ь и  (78)

где і  (г) =  д/ (г(/))/д/, причем пред­
полагается, что эта производная суще­
ствует и ограниченна.

В рассматриваемом случае в каче­
стве /  (г) фигурирует характеристиче­
ская функция состояния отказа %ві (г).
Поскольку в открытом интервале вре­
мени между ударами (¿*, ¿¿+1) отказ 
наступить не может, то зсбі(г) =  0 и
остается справедливой формула (47), 
а вместе с ней и формулы (48)—(53), 
Итак, оптимальный ММ т0 в классе 
дается выражениями (52) и (53).

Среди оптимальных стратегий имеют­
ся пороговые

Т'У
іпЦ/*, / =  1, 2, . . . :2 (* * )> Ѵ Ь  

=  если такое тѵ существует;
£, если не существует. (79)

Для этого, очевидно, достаточно по­
казать, что если 0 ^  г ^  г', то из 
г' С #+ — следует г £ Я+ — 5_, 
т. е. если для состояния г' существует 
стратегия, обеспечивающая положи­
тельное приращение математического 
ожидания -Мг,£ф (X (т), т), то такая же
стратегия существует и для состояния 
е <  г '.
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Итак, пусть г < г '  ^  и
г'-стратегия, для которой согласно
(25) и (50)

X'
Мг'  |  (X (и), и) йи^> 0. (80) 

0

Построим стратегию т*, для которой 

т*
М г |  ¿&ёу(Х (и), и) й и >  0.(81) 

о

Рассмотрим траекторию процесса 
X (і), начинающуюся в момент і =  0 
в состоянии г. Момент г — 0 не при­
нимается за ММ т*. Пусть ¿х — момент 
первого удара в рассматриваемой тра­
ектории. Если для этой траектории он 
является моментом отказа, то полагаем 
т* =  Считаем, что отказ наступил 
и в описываемом ниже процессе X' (¿). 
В противном случае имитируем на ин­
тервале (0, ¿ц] траекторию Z' (і) про­
цесса X (¿), если бы она начиналась 
с состояния г'.  Если существует мо­
мент времени і С (0, ¿і), в который 
значения обеих рассматриваемых тра­
екторий совпадают, то после этого мо­
мента в силу определения функции 
ф (¿, г) они будут совпадать вплоть до 
момента т '. Если совпадения нет, то 
из непрерывности траекторий X (/) и 
X' (і) на интервале (0, ¿х) и того, что 
X (0) =  г <  X* (0) =  г', следует нера­
венство X (¿х) <  X’ (¿Д. Известно, что 
в момент іг состояния отказа в траек­
тории X (і) не было. Разыграем теперь 
отказ для траектории X' (і) в момент ^  
как событие, вероятность ненаступле- 
ния которого есть г (X' (¿х))/г (X (/)). 
Если в результате такого «розыгрыша» 
отказ наступил или если х' =  ¿1г то 
полагаем т* =  ¿х* В противном слу­
чае переходим к рассмотрению следу­
ющего интервала (^ , 4 ] и т. д.

Непосредственно из построения ММ 
х* и процесса X ' (і) вытекает совпаде­
ние следующих распределений:

при любвіх X (0) =  X' (0) =  г ' 0. 
Кроме того, случайная величина 
т*
|  (X (и), и) йи при X (0) =  г не
о

Xя
меньше |  (X' (и), и) йи при

а
X' (0) =  г', как это следует из (51) и 
невозрастания г (г), так что первая 
случайная величина стохастически 

іг*
больше |  (X (и), и) йи при X (0) =  

о
=  г'. Теперь из формулы (80) вытекает 
неравенство (81). Итак, г £ # + — 5_, 
т. е. требуемое доказано. Это позволяет 
конкретизировать формулу (53) для 
множества в виде 5 _  =  [[у, оо). 
Полученные результаты представлены 
в следующей теореме.

Т е о р е м а .  Для рассматриваемой 
задачи в классе всех стратегий т £ 
£ Тд, являющихся ММ относительно 
последовательности X (¿¿), і — 0, 1, .... 
и имеющих конечные математические 
ожидания Мх, оптимальной является 
пороговая стратегия тѵ, определяемая 
формулой (79), где

у =  іп£ • г ^ О ; зир

— ф~Й*(са +  фа2) х

X
ОО

г (X (и) +  у) й¥ (у) X

X йи ^  0 , (82)

а в качестве ф берется ф* из форму­
лы (5). Необходимым и достаточным 
условием оптимальности уровня у яв­
ляется выполнение неравенства

ММ х* и т '

при любых г =  X (0) г' — X' (0); 
сконструированного случайного про­

цесса X ' (¡0 и процесса X (¿) до ММ т '

вир М х I \ Ь — ф (тѵ) — 
х € тв  б 1

— & (<?а +  Ф ( т̂) ач) X
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X
оо

т (Z (и) +  у) dF (у) X

X &и <  0, я >  у (83)
и противоположного неравенства ( ^ )  
при я <  у.

Вычисление удельных доходов. Для 
использования приведенной теоремы 
необходимо уметь находить по фор­
муле (40) значение яр (тѵ) при различ­
ных у >  0. Для этого служат форму­
лы (68) и (69). Фигурирующая в них 
функция Н  (г) будет, однако, вычис­
ляться по-иному. Приведем формулы 
для Н  (я) в случае (76), когда £  (/) =  
=  —аі, а  >  0. Аналогично (61) рас­
смотрим семейство субстохастическиж 
переходных функций при 0 ^  Ж  у, 
я ' >  0:

к и)  (г. г') =  ^ ( г ( / Г )  +  Кг < 2' ,  

W X /Z (0 )  =  2), ( = 1 , 2 ..........  (84)
Формулы (62) и (63) теперь соответ­

ственно заменяются на выражения
КЫ  (я, я') =  

г'
*%&fa J  г (у) dF (у) +

г /а  и®—z+da
ke“ Xo

0 0 
— au  +  у) dF (у) du при я <  я';

+ 1 J  г ( 1 -

e«*»Ae/a j  Г д о  ¿ р  д о  _}_

0 * /а

ав
X J r(z '  —  oui-\-y)dF{y) du

о
при z '> z ,

(85)

K {i)(z, z') =  j  K {i~ l ) {v> «0 X

X K<*> (z, do), 1 =  2 , 3 ..........

Формула (64) для среднего числа 
ударов, выдерживаемых системой до 
отказа или достижения накопленной 
величиной повреждений уровня я ', 
остается прежней. Наконец, Н  (я') =  
=  Я  (0, z') — функция, фигурирующая 
в (68) и (69). Зная яр =  яр(тѵ) при каж­
дом у, оптимизацию можно проводить 
с помощью итерационного алгоритма, 
описанного в разд. 2*

Выясним, при каких условиях мате­
матического ожидания времени до от­
каза M l конечно (это влечет конеч­
ность Мт при т £ Td)< Отметим, 
что Я  (я, я') возрастает по я '. Из до­
казательства теоремы можно усмо­
треть, что Я  (я, я') убывает по я. 
Поэтому из конечности Я  (0, оо) будет 
следовать конечность Я  (я, я') при всех 
я, я' ;> 0. Ограничимся случаем, когда 
%МУ >  а.  Можно интерпретировать 
процесс Z (f), в котором исключается 
возможность отказа (т. е. при г (я) =  1 
для всех я >  0), как процесс массово­
го обслуживания в однолинейной си­
стеме М I GI j 1: М — пуассоновский 
поток требований с интенсивностью 
GI — произвольное распределение вре­
мени обслуживания со средним 
МУ/а;  1 — один обслуживающий ап­
парат. В этом случае моменты ударов 
соответствуют поступлениям требова­
ний, устранение имеющихся поврежде­
ний от ударов — обслуживанию тре­
бований. Величина повреждения при 
ударе У, поделенная на а , — это дли­
тельность обслуживания требования, 
а Z (t)/a — это длительность ожидания 
начала обслуживания ¡26, 34 J.

При %МУ >• а  длительность ожида­
ния Z {f)/a. в системе М J GI | 1 неогра­
ниченно растет. Конечным является 
математическое ожидание MZT  (яр) вре­
мени до очередного удара, при кото­
ром процесс Z (t) достигает заданного 
уровня яр, если вначале Z  (0) =  я, ка­
ковы бы ни были я и я« >  0. Ясно 
также, что М г* Т  (яр) <  МгТ  (яр) при 
я <  я'.

Учтем теперь возможность отказа и 
пусть 0 <  р <  1, а яр — подобрано 
так, что г (яр) ^  р. Тогда математиче­
ское ожидание времени до отказа

(86) Щ  < М 0Т  (Яр) +  MZfiT  (Zp) х
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X 2  (г (гр))* <  М„Г (2Э) +
I

+  Мг$Т (гр) <  оо.

Итак, конечность М% доказана» Ко­
нечность Н  (оо) =  И  (0, оо) следует из 
формулы (67).

Случай пороговых отказов. Пусть 
отказы имеют пороговый характер, 
описываемый формулой (70), а вели­
чина повреждения при ударе У рас­
пределена по экспоненциальному за­
кону (72) с параметром |і. В данном 
частном случае проще не реализовать 
описанную выше общую процедуру, а 
использовать свойства экспоненциаль­
ного распределения* Так, сразу можно 
записать

Р ( |  =  т) у < / , . ( 8 7 )
Для нахождения ф по формуле (40) 

осталось определить математическое 
ожидание времени до ремонта М т. Обо­
значим математическое ожидание вре­
мени до ремонта А (г) =  М г  (т) при 
условии, что в текущий момент вре­
мени і имеются повреждения величи­
ны 0 <  г <  у. Рассматривая возмож­
ные события в бесконечно малом ин­
тервале времени (і, і +  dí) и учитывая, 
что ремонт производится после удара, 
если система отказала или если вели­
чина повреждений достигла критиче­
ского уровня у, записываем равенство 
с точностью до 0 (<#), т. е. бесконечно 
малых порядка выше, чем йі:

к (г) — йі +  (1 — Ыі)  А (г — adt)  +
7 —г

+  Ш  |  Ь(г +  д) Лд,
0

0 <  2 <  у.
Можно показать, что функция к (г) 

имеет непрерывную производную, по­
этому к (г — а  (И) =  к (г) — й (г) X 
X а  +  0 (йі), где А (г) =  дк (г)Ідг. 
Подставляя это в последнее равенство, 
получаем интегродифференци альное 
уравнение

аА(г) =  1 — Х к ( г ) - \ - ^ г |& (у )  X
г

X р .е^р йд> 0 <  г <  у. (88)

Ясно также, что 
V

h <°> =  X  +  ]  6 <Я) t1' - “9 ¿У- (89)
0

С учетом (89) формула (88) прини­
мает вид
ah  (г) =  1 — Хк (г) — едг (1 — Хк (0))— 

г
— ^ гХ J к  {д) реГ*10 dg, 0 <  z <  у.

о
Интегрирование по частям приводит 

к интегральному уравнению относи­
тельно h (г):

ah (г) =  1 — е^2 — Яе*12 X 
г

X J А (у) tT ™  dg, 0 <  г <  у.
0

Непосредственной подстановкой про­
веряется, что решением последнего 
уравнения является

fia—л V а )
0 < 2 < у .

Отсюда находим

й (г) =  Л (°) +  - ^ Т г +  Т 5 і ^ Х

X ( , 1 - е  a  ) ,

о < 2 <  у. (90)
Неизвестная константа А (0) опреде­

ляется в результате подстановки (90) 
в (89):

«i* Y  L  е~ѵ (гг-11) _  
ь •

------- — r ( l  +  OT+ g|X v-V  (91)

С учетом (40), (87) и (91) получаем 
явное выражение для удельного дохо­
да ф (xv) при фиксированном уровне у:

ф  (Ту) =
bh (0) — Ci — {L~ y)
A (0) +  Oí  +  (L_V) '

(92)
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1. Сходимость итерационных процедур

Номер
ите­

рации
V ♦  (*»)

тахФ,ф(Ту)

Несамовосстанавливающаяся 
система (а =  0)

1 5 —5 8,068
2 3,613 —3,251 0,349
3 3,183 —3,167 0,001
4 3,157 —3,167 0,000

Самовосстанавливающаяся 
система (а — 0,5)

1 5 —2,998 6,828
2 3,792 —2,100 0,315
3 3,428 —2,054 0,001
4 3,401 —2,054 0,000

Наличие явного выражения для 
ф (тѵ) позволяет найти оптимальное 
значение у0 как путем аналитического 
анализа этого выражения, так и 
с помощью итерационной процедуры 
разд. 2. При использовании итераци­
онной процедуры формула (10) кон­
кретизируется формулой (92), а (12) — 
формулой

Фф (тѵ) — — (Сі +  фйі) +  (Ь — ф) X 

X А (0) - -  (с2 +  фо2) е““ *1
0 ^ у < Л .  (93)

Нй каждом шаге итерации максими­
зация последнего выражения по у при 
фиксированном ф может производиться 
любым численным методом. В част­
ности, приравнивая производную по у 
нулю, получаем уравнение

=  0. (94)
Корень этого уравнения, дающий 

максимум Ф-ф (тѵ) по у, может быть

найден, например, методом последо­
вательных приближений.

, Пример. Продолжим рассмотрение 
| численного примера из параграфа 4. 

Дополнительно предположим, что с2 =  
=  20 и Я =  К Если система не яв­
ляется самовосстанавливающейся, то 
а  =  0 и при рассматриваемых числен­
ных данных корень уравнения (94) 
будет у =  2 +  1п (—ф), удельный
доход ф (тѵ) =  (10 +  20 ехр (— (5 —
— у)»/(1 +  у), фуНКЦИЯ Фц|) (тѵ) =  
=  — — Ф (1 +  V) — сг ехр (—(5 —
— "?))•

Получающиеся в результате итера­
ций последовательности значений по­
рогового уровня у, удельного дохода 
ф (т^) и максимальных значений функ­
ции Ф-ф (тѵ) приведены в табл. 1. 
Окончательный результат совпадает 
с ранее полученным (см. с. 102).

Пусть теперь система является само­
восстанавливающейся и а  =  0,5. Соот­
ветствующие этому случаю результа­
ты, вычисленные по формулам (92)— 
(94), приведены в той же табл. 1. Зна­
чение оптимального порогового уровня 
увеличилось с у =  3,157 до у =  3,401, 
а максимального удельного дохода 
с ф (тѵ) =  —3,167 до ф(тѵ) =  —2,054»

6. УПРАВЛЕНИЕ РЕМОНТОМ 
СИСТЕМЫ ПРИ
ПОЛ УМАР КО ВС КОМ ПРОЦЕССЕ 
УДАРНЫХ НАГРУЗОК

Обобщение модели. Предположим, 
что изменение накопленной величины 
повреждений Ъ (¡0 описывается полу- 
марковским процессом (см. гл. 3). 
Моменты ударов і&, ... являются 
моментами скачков полумарковского 
процесса. Обозначим через V (0 вре­
мя, прошедшее после последнего к мо­
менту * удара:

V (¿) =  I — шах {і і , і —

=  0, I , . . .$?*<*}*

где г0 =  0.
Попав в некоторый момент і =  

=  0, 1, в состояние г £ Я+, про­
цесс пребывает там случайное время, 
имеющее конечное математическое ожи­
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дание и функцию распределения 
в г. і 1 (°). причем В2 (оо) =  1,

В., і, (0) =  о-
Интенсивность появления очередно­

го удара в момент если накопленная 
величина повреждений составляет г и 
последний удар был в момент і — ѵ,

^ .< М  =  ( - | г в г. ( - ч И ) / (1 -

Вг, і-о (ѵ))» ѵ ^ О .
Величина повреждения У*, полу­

чаемого в момент удара 2*, зависит 
от і і , накопленныя к этому моменту 
повреждений г £ Я+ и времени между 
последними ударами ѵ =  іі — 
Обозначим функцию распределения ве­
личины Уі через

В г, ѵ, <{(#) =  Р (У і ^  (¿7) =  2»

іі іі—і — с*)» і — I » 2, . . ..

Повреждения от отдельный ударов 
суммируются»

В каждый момент удара может воз­
никнуть отказ г =  бі. Вероятность 
того, что после удара в момент % 
отказа не будет, есть функция г (г, ѵ, і) 
времени і , накопленной величины по­
вреждений г и длины ѵ интервала 
между данным и предыдущим ударами.

Среднее время ремонта (восстанов­
ления) системы при отказе составляет 
аі  “Ь Яа» при предупредительном ре­
монте Затраты на ремонт состав­
ляют соответственно +  с2 и с±. Пред­
полагается, что а±, а2, сі, с2 ^  0 и 
в результате ремонта все повреждения 
устраняются, так что окончание ре­
монта является точкой регенерации 
и отсчет времени идет заново.

За единицу времени функциониро­
вания системы в неотказовом состоя­
нии начисляется в среднем доход Ь. 
Задача заключается в определении 
оптимального момента проведения пре­
дупредительного ремонта системы т0, 
при котором удельный доход от функ­
ционирования системы максимален. 
При этом будут рассматриваться два 
класса ММ времени, в которые воз­
можны предупредительные ремонты. 
То — это класс ММ относительно по­
следовательности X  (¿і) =  (2 (<*)*

V (ЭД, Ьі), 0 = 1 ,  2, значений 
величины накопленныя повреждений 
сразу после удара 2 (Ь) =  2 (/,•+), ин­
тервала между последними ударами
V (¿г) =  Іі — Іі- і и времени удара 
Класс Т о  соответствует дискретному 
управлению в моменты ударов. Класс 
То соответствует непрерывному управ­
лению в любые моменты времени, 
являющиеся ММ относительно про­
цесса X  (0 =  (2 (і), V (0 , *)> і >  0. 
Считаем, что т ^

Структура оптимальной стратегии. 
Основные формулы разд. 4 остаются 
справедливыми с соответствующими 
изменениями. В данном случае мар­
ковским является процесс X  (0 =  
=  (2 (0 , V (0» 0  с пространством 
состояний #3- =  # + X X /?+. Как 
и прежде, максимизации подлежит 
функционал (40), что эквивалентно 
максимизации функционала

М(г, ѵ, (т), V (т), т) =  — (с* +
+  'фЯі) +  ІР — ф) М (2, о, «,Т — (Са +

+  РЬ) Р(г, ѵ, і) (£ =  Т) =
=  — (Сі +  Ф^і) +  о, П {(6 —

— ф) X — (са +  фОа) (2 (X),

Ѵ(Т), т)1 (95)

при {г, ѵ, і) — (0, 0, 0), ф =  Ф*.
Для нахождения вероятности отказа 

(44) используется инфинитезимальный 
оператор рассматриваемого однород­
ного марковского процесса X  (і). Для 
характеристической функции (38) со­
стояния отказа б|

(2, V, І) =  Ъ ,і И  (1 — Л (2, V, 0 ).
г Ф  бі, 

где
ОО

#  (г, ѵ, і) =  |  г (г +  д, ѵ, 0  ЛРг% о, і (д).
в

С учетом последней формулы (54), 
(51), (50) и (95) принимают вид для 
г ф  бі:

Ь (г, ѵ, і) =  ¿Ф\(Ь — ф) і — (с2 +

+  ‘фва)Хв1 (г. ѵ, 0} — ^ ^

— (са "Ь Ф̂ г) і іѵ) (I Р (2» ѵ* 0)1
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V, і> £г|> (2 (т), V (т), х) =  — (сг +
т

-Ь "Ф̂ і) +  М (Ху ѵ, г) |  Л {2 {и) , V (и),
і

и) йи,

где г — 2  (0, ѵ =  V (і).
Рассмотрим следующее отношение

частичного порядка ос на простран­
стве состояний Я% процесса X  (і) =  
=  (2(і), V (/)> 0- Для * і = ( 2 і , ѵь
к) £ Я% =  (г2, ѵ2, /а) € Я+ будем 
писать л:і  ос х2 при <  22, пі *< п2; 
при 2і <  г2, П і< п 2; при г%= г2, 
ѵ± =  ѵ2, к  <  І2.

Наложим на рассматриваемые функ­
ции %2, і (п) и Я (г, ѵ, і) следующие 
естественные ограничения, отражаю­
щие факт старения системы в процессе 
эксплуатации.

О г р а н и ч е н и е  1. Функция 
Л,2, * (у) является неубывающей для 
отношения частичного порядка о с : 
из {гіг ѵь  іі) ос Ц ,  ѵ2, /а) следует
^1 , *1 ^  ^2 , *2 1°я)*

О г р а н и ч е н и е  2. Функция 
(2, о, і) является невозрастающей 

для отношения порядка о с ; из (2і, 
ѵь к) 00 (г2, »2, *я) следует #  (гц,
і̂) ^  ^  (^2, П2» 2̂)*

О г р а н и ч е н и е  3. Справедливо 
неравенство

С55 -|- бЦл ^  (^2̂ 1 —

имеет монотонную структуру, описы­
ваемую формулами (26)—(29).

Оптимизация в классе Т/> Грани­
ца Sp в данном случае задается пара­
метрической функцией 2$ (t), t 0.

Оптимальный момент предупреди­
тельного ремонта в классе То опре­
деляется формулой (29), которую це­
лесообразно переписать в виде

т0 == inf {t -і, i ^  1, 2, . . . : 2  ̂ (ij)

т. е. ремонт проводится в первый мо­
мент после удара іі, когда величина 
накопленных повреждений достигает 
уровня 2* Щ). Параметрическая функ­
ция 2$ (¿) определяется из (26) и (28):

/
2* (t ) =  inf z ^ O :

11
: о, « J  ft (z (ы +  i +  «) du <

о

=  inf >0 : J  ((&— ф) t» —  (c2-f
о

-J- фп2) (1 — (Z, ѵ, t -f-

+  n)))d52, t ( o ) < 0  , (97)

і

— а ^ г ) / 1 е ° Л . (96)
/ а

При выполнении сформулирован­
ных ограничений имеет место моно­
тонность процесса X  (0 =  (2 (/), V (0»
і) и функции & (2, ц, £) относительно
отношения порядка ос (см. разд. 4). 
Монотонность Ь (г, ѵ, £) доказывается 
с использованием (96) вместо (36) и 
того, что

Это показывает, что оптимальный 
момент предупредительного ремонта

где 2* (0 =  о°, если ни для какого 
2 0 неравенство в (97) не выпол­
няется. Ясно, что 2* (/) — невозраста­
ющая функция аргумента і. Форму­
ла (55) вытекает из (97) как частный 
случай, когда имеет место пуассонов­
ская модель.

Для применения приведенныя фор­
мул осталось найти значение ф при 
каждой параметрической функции 
2* (і). Введем для этого несобственные 
функции распределения для 2, і 0:

д ( і ) (2, /) =  р  ( / , < / ,  2 ( Ч )  +

+  к * ^ 2 ,  1 > к / г ( 0 )  =  0,

Р(0) =  0)* / - = 1 , 2 , . . . .  (98)
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Для і ;> 0, 0 ^  z ^  z* (0 очевидны 
соотношения, аналогичные (63) и (66):

t г
K w  (z, 0  =  f J  Я < м )  Cite', d t )  X

D 0
t—t* z—z"

X J J T (z' +  y, v, t '  -t- V) x
D Q

X ^ z '*  r , (S') ^ z %  i* (ü)»
i =  1, 2, . . (99)

1 при i ^  0, z 0,
0 при t <c 0 или г <  0.

t f < ° >  (2 . < ) = {

Рассмотрим функции фг- (¿), і ~  1 ,2 , 
действительной переменной і и найдем 
математическое ожидание

М  (Фі (т) (1 — ха4 (т), У (т), т)) +

+  Ф2 (т) Хв4 (2 (т), 7  (т), Т)) =
ос оо

=  I фі (ѵ) | Г (у, V, о) х
0 г* (о)
X р, ѵ (у) +  ф2 (ѵ) X

ОО

X I  (1 — Г (у, ѵ, о)) d^o, Р.0 (у) 
Q

X rfB0l о (ü) +
oo c» z* (О

+  S  Î  I k W  ( i fe’ d t )
i= 1 D D

X

X

oc

x  J Фі (/ +  ») J /■ (2 4-
Q Z* Z

+  g, v, t +  a) dFz, p, i+p (y) - f
00

+  фа ( t  +  ü) J  (1 — Г (Z +  0 , ü, І -j-

+  *>)) àF^  p, i+0 (£?) « * . / ( » ) .  (100)

Очевидно, Ми получается из послед­
него выражения подстановкой і вместо 
Фі (0 и ф2 (0* а Р (£ =  х) — подста­
новкой 0 вместо Фі  (£) и 1 вместо

Фа (if). Теперь значение ф для данной 
функции z* (¿), находится по форму­
ле (40). Оптимальная параметрическая 
функция 2* (if), обеспечивающая ма­
ксимум функции (40), определяется 
с помощью итерационной процедуры, 
описанной в параграфе 2.

Оптимизация в классе Tg. Предупре­
дительный ремонт возможен здесь в лю­
бые моменты времени (необязательно 
после удара), являющиеся ММ отно­
сительно процесса X  (i) =  (Z (і), V (¿), 
if). В этом случае формула (26) уточ­
няется формулой (30), т. е. имеет место 
следующее условие оптимальности:

т0 =  inf [t ^  0 : b — ф — (са -{-

+  'К ) Й * « > . * ( Ѵ Г (0) ( 1 - Я  <2 (*),

V (i), / ) ) <  0}.

Граница Sp задается двумя пара­
метрическими функциями z* (/) и 
ѵ* (2, t). Если после удара в момент і 
система не отказала и в ней накопи­
лось повреждений величины z, то 
при z ^  г* (0  предупредительный ре­
монт системы начинается сразу. При 
z<3 z* (/) он начинается в момент 
t +  ѵ* (2, ü), если до этого нового 
удара не последовало. Функции 2* (О 
и о* (2, if) неотрицательны, не возра­
стают по своим переменным и удовле­
творяют функциональным уравнениям

ѵ* (2, t) =  inf {v 0 : b — ф — (с2 +

-{- фя2) t+v ip) (1 Я (z, v, t -f-

+  o ))< 0 } , (101)

z* (t) =  inf {z ;>  0 : v* (z, t) =  0}, (102)

причем v* (z, i) — 00, если ни для 
какого ѵ ^ О  неравенство в (101) не 
выполняется, и z(i) =  oo, если ни 
для какого z 0 не выполняется 
равенство в (102). Ясно, что обе 
функции являются невозрастающими 
по своим параметрам.

Для Ь >  0, 0 < 2 < 2 * ( 0 ,  0 = 1 »  
2, формулы (98) — (100) корректи­
руются следующим образом:

К<1> (я, f) =  P ( t t *gt ,  Z (tj) +  Y г <  

sgz , 1 >  h /Z  (0) =  0 , V  (0) =  0),
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* (0 (г, і) =

і  г  т іп  ( /¡ - (* ,» * ( 2' ,  (*))

I  }  (Лг,  а п  |  х

0 0 0 
2-г*

X |* т (г' +  д, ѵ, 4* о) 0„ і*+о (#) (°)

при (¿),
0 при г <  0 или г >  г* (¿),

ЛГ (фі (т) (1 — осбі (2 (г), V (т), т)) + ф 2 (т) хе, (2 (т), V (т), т)) =
ѵ* (0, 0) (

=  Фі (ѵ* (0, 0)) (1 — В0, о (ѵ* (0, 0))) +  |  I Фі (и) +
а I

00

+  |  Г (д,  ѵ , ѵ) ЛР0і О. О (У) +  Фа (а) |  (1 — Г (д, ѵ , г)) ¿Р0, 0, 0 (у) I X
я* (О)

оо оо г* (/)

X І В 0, о (о) +  2  I  I  Кі1) <*> Л )
*=і а а

о* (г, і )  оо

Фі М

Фі (ѵ* (2, 0  (1 — Вг> і (ѵ* (г, 0)) +

+  I
|  Г (д +  г, о, * +  ѵ) гіВг, *+1) (у) +

г» (¿-ИО “ > я

+  Фа (и) |  (1 ~  Г (д +  г ,  V, і +  о)) гіВг, 0, і+ѵ (у)
о

(1В2, і (ѵ) .

При фі (2!) =  ф2 (0  =  $ последняя 
формула дает выражение для Мт, 
а при фі (0 =  0, ф2 ( 0 = 1  — Для 
Р ( |  =  т). Это позволяет найти зна­
чение ф для данных параметрических 
функций г* (0 и ѵ* (г , О и применить 
итерационную процедуру разд. 2 для 
определения оптимальных функций 
г* (0 и и* (г, 0«

7. СОПОСТАВЛЕНИЕ 
РЕЗУЛЬТАТОВ АНАЛИЗА 
РАЗЛИЧНЫХ МОДЕЛЕЙ

Изложенный материал обобщает из­
вестные в литературе результаты |70, 
74, 76—78, 80, 87—90]. Наиболее 
часто в опубликованных работах изу­
чалась модель полного ремонта системы 
при следующих предположениях. Про­
цесс накопления повреждений X  (/)

является строго марковским непре­
рывным справа со значениями из 
множества неотрицательных действи­
тельных чисел Я+ =  [0, оо), допол­
ненных состоянием отказа А; вероят­
ность отказа в любом элементарном 
интервале времени (/, / +  А/) при 
условии, что в интервале (0, і) отказа 
не было, зависит только от накоплен­
ной к моменту і величины поврежде­
ний х £ Р+ и составляет X (х) Аі +  
+  0 (АО, т. е. X (х) _> 0 — интенсив­
ность отказов; восстановление системы 
происходит мгновенно и приводит к 
штрафу с +  & в случае отказа и 
штрафу с — в случае предупредитель­
ного ремонта. В классе ММ относи­
тельно процесса X  (/) следует указать 
момент предупредительного ремонта т0, 
при котором удельный штраф от функ­
ционирования системы минимален. Из­
вестен классический результат: пусть
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марковский процесс с вероятностью, 
равной единице, является неубыва­
ющим и интенсивность отказов к (х) 
также не убывает; тогда оптимальной 
является пороговая стратегия, согласно 
которой предупредительный ремонт 
проводится в момент, когда процесс 
достигает значения у*, при котором 
интенсивность отказов превысит кри­
тический уровень:

у* =  inf {х (х) >  q*}, (103)

т0 =  min (g, inf {t >  0 : X  (t) >  y*)),

где g — момент отказа: g — inf {i?
>  0: X ( t )  =  A}.

Критический уровень q* =  ty*/k, где 
ф* — цена, T. e, минимально возмож-

н б і й  удельный штраф в рассматривае­
мом классе стратегий. Этот результат 
интуитивно очевиден: ремонт следует 
проводить в тот момент, когда будет 
достигнуто состояние, для которого за 
элементарный интервал длины к і  ожи­
даемый дополнительный штраф из-за 
отказа системы к (X  (¿)) Аі сравняется 
с ожидаемым штрафом ф* Аі при 
оптимальной стратегии. Этот вывод 
непосредственно следует из теоремы 2 
разд. 3. Действительно, в данном 
случае в формулах (30) и (31) фигу­
рируют функции Ѳ (я) =  0 у  х, 
ё {х) =  с при х  £ #+, £ (А) =  с +  
Поэтому ¿4{ (я) =  Ик (дг) — ф* и в рас­
сматриваемой задаче минимизации ус­
ловие ¿4{ (х) >  0 сводится и к(х)  ^  

ф*/й.



Глава 6. Модели технического обслуживания 
системы без учета ее структуры

1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

При техническом обслуживании си­
стемы без учета ее структуры отсут­
ствует возможность проведения замен 
ее отдельных частей и все восстанови­
тельные работы сводятся к обновлению 
системы в целом. Если в реальной 
ситуации полной замены системы не 
осуществляется, то необходимо пре­
дусмотреть комплекс технических ме­
роприятий при проведении восстано­
вительных работ, который позволил 
бы сделать справедливым предполо­
жение о полном обновлении системы. 
В соответствии с принятой терминоло­
гией и общетеоретическими положе­
ниями, изложенными в томе 2, управ­
ляемым объектом в данных моделях 
будет р е г е н е р и р у ю щ и й  с л у ­
ч а й н ы й  п р о ц е с с  с дискретным 
(как правило) пространством состоя­
ний, а управление сводится к выбору 
оптимальных сроков проведения плано­
вых предупредительных профилактик.

Определение показателей качества 
функционирования. При длительной 
вксплуатации к о э ф ф и ц и е н т  
г о т о в н о с т и  &г определяется, как 
доля времени, которую система про­
водит в работоспособном состоянии. 
Для регенерирующего процесса

ь М Х {0)
Я р ----------- -- у

М Х
где Х (0) — случайное время, в тече­
ние которого регенерирующий про­
цесс на периоде регенерации находится 
в множестве состояний, принятых за
работоспособные; X  — длительность 
периода регенерации.

При длительной эксплуатации в е- 
р о я т н о с т ь  в ы п о л н е н и я  
з а д а ч и  (коэффициент оперативной

готовности) Я (г) определяется как 
доля времени, которую система про­
водит в состояние е2, когда она рабо­
тоспособна и проработает еще время, 
большее г (г ^  0). Для регенериру­

ем ( ч МХ<г)ющего процесса к  (г) =  — =г—♦ где
МХ

X ^  — случайное время пребывания 
регенерирующего процесса в состоя­
нии ег на периоде регенерации; X  — 
длительность периода регенерации.

При длительной эксплуатации
с р е д н я я  у д е л ь н а я  п р и ­
б ы л ь  5  определяется как математи­
ческое ожидание прибыли за единицу 
календарного времени. Для регенери-

с МЭ ърующего процесса 5  =  где 5  —

случайная величина, равная прибыли, 
полученной за период регенерации;
X —длительность периода регенерации.

При длительной эксплуатации
с р е д н и е  у д е л ь н ы е  з а т р а ­
т ы  С определяются как математиче­
ское ожидание затрат за единицу вре­
мени исправного функционирования 
системы. Для регенерирующего про-

-  МС ~
цесса С =  ^ 7 о 7 >  ГДѲ с  — случай­
ная величина, равная затратам, имев­
шим место на периоде регенерации; 
Х (0) — случайное время, в течение 
которого процесс на периоде регене­
рации находится в работоспособном 
состоянии.

Соотношения между показателями 
качества функционирования. Для вве­
денных выше показателей справедливы 
следующие равенства:

6Г =  Я (0);
5  =  кѵ (20 — С),
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OD
где 20 =  J сь (0 dQ0 (i)f ß0 — матема- 

0
тическое ожидание прибыли на пе­
риоде занятости; с0 (/) — прибыль, по­
лученная на периоде регенерации, при 
условии, что на этом периоде процесс 
в течение времени t пребывал в рабо­
тоспособном состоянии; Q0 (/) — функ­
ция распределения времени пребыва­
ния регенерирующего процесса в ра­
ботоспособном состоянии на периоде 
регенерации.

2. ОПИСАНИЕ СТРАТЕГИИ 
ТЕХНИЧЕСКОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ. 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть задана система, у которой 
время безотказной работы распределе­
но по закону F (я) =  Р (|<С  *)• Пред­
положим, что появившийся в системе 
при ее функционировании отказ само­
стоятельно обнкруживается (прояв­
ляется) не мгновенно, а через некото­
рое случайное время £, распределенное 
по закону Ф (х) =  Р ( £ <  х). В даль­
нейшем будем считать,что случайные 
величины £ и £ зависимы и что их 
совместное распределение

F (Хі , ха) =  Р ( К  Ч . £ <  Чд*
F (хх) =  lim F (хъ  x2),

•Kj-voo
Ф(х2) =  lim F (xi, x2).

Xi~*-oo
В начальный момент i =  0 начи­

нается эксплуатация системы и назна­
чается плановая предупредительная 
профилактика через время Т|, распре-

деленное по закону О (х) =  Р (т| <  х). 
Если к назначенному моменту Т) систе­
ма не отказала (произошло событие 
£ > т ]), то в момент і] начинается пла­
новая предупредительная профилак­
тика, по предположению полностью 
обновляющая систему. Обозначим дли­
тельность этой плановой предупреди­
тельной профилактики уп. н, тогда 
Ри. п (0 — Р (Уп. п <  І) есть функ­
ция распределения. Если к назначен­
ному моменту г] система отказала 
(£ л)» но отказ не обнаружился
самостоятельно ( |  +  £ !> л)» т0 в мо* 
мент т| начинается проведение плано­
вого аварийно-профилактического ре­
монта, длительность которого равна 
уа. т  закон распределения /•’а. п (0 =  
=  Р (Уа. п<С 0- Наконец, если отказ 
системы наступил до назначенного 
момента ( і  ^  л) и самостоятельно про­
явился до назначенного момента ( |  +  
+  £ <  л)» то в момент обнаружения 
отказа |  -{- £ начинается неплановый 
аварийно-профилактический ремонт, 
длительность которого равна у— ; 
закон распределения і*1-----(¿)= а’ п

После проведения возможных вос­
становительных работ, когда по пред­
положению система обновляется, осу­
ществляется перепланирование момен­
та проведения следующей предупре­
дительной профилактики и весь про­
цесс обслуживания повторяется снова.

Введем в рассмотрение случайный 
процесс х (і), характеризующий со­
стояние системы в произвольный мо­
мент времени к

Х ( 0  =

если в момент і система работоспособна и до отказа проработает 
время, большее или равное г\
если в момент і система работоспособна и до отказа проработает 
время, меньшее г ;
если в момент і система простаивает в неработоспособном со­
стоянии (скрытый отказ);

еп. п, если в момент і в системе проводится плановая предупреди­
тельная профилактика;

-z»

Zi

еЫ>

еа. п» если в момент /  в системе проводится плановый аварийно-про­
филактический ремонт;

е— , если в момент і в системе проводится неплановый аварийно-&• П
профилактический ремонт.
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Рис. 1. Диаграмма переходов процес­
са х (¿)

Процесс х  (0 — регенерирующий: со­
стояние е0 =  ег и а- есть состояние
работоспособности; состоянием регене­
рации может быть любое состояние 
процесса, кроме состояния еп — скры­
того отказа, моментами регенерации бу­
дут моменты попадания в выбранное 
состояние регенерации, период регене­
рации X  будет интервал между сосед­
ними моментами попадания в состоя­
ние регенерации.

Диаграмма переходов процесса х  (2) 
приведена на рис. 1»

Постановка задачи оптимизации при 
полной информации о надежности си­
стемы. Задача состоит в том, чтобы 
определить зависимость показателей 
качества функционирования от функ­
ции О (х), определяющей периодич­
ность проведения плановых предупре­
дительных профилактик, и найти функ­
цию О0 (х), при которой этот показа­
тель принимает экстремальное значе­
ние, т. е. найти оптимальную перио­
дичность проведения предупредитель­
ных профилактик.

Показатель качества функциониро­
вания есть функционал от характери­
стик надежности Р {хі , Ха) ¡или р  (х) 
и Ф (х) ], характеристик восстановле­
ния и функции распределения <3 (х), 
определяющей периодичность прове­
дения плановых предупредительных

профилактик. Если обозначить через 
I  (і7, Ф, (3) функционал качества, то 
математическая задача состоит в опре­
делении явного вида функционала / ,  
определении экстремума (максимума 
или минимума) этого функционала по 
множеству допустимых функций рас­
пределения <3 (х) и определении функ­
ции (*)> на которой этот экстремум 
достигается.

Постановка задачи оптимизации при 
неполной информации о надежности 
системы. Для технических систем, 
поступающих в эксплуатацию, не всег­
да точно известны необходимые ха­
рактеристики: функции распределения 
времени безотказной работы Р (х), 
функции распределения времени вос­
становления (например, РЯт п (х) идр.) 
и функции распределения времени £ 
самостоятельного проявления отказа 
Ф (х). Это есть следствие того, что эти 
характеристики, как правило, опре- 
дачяются по статистическим данным * 
полученным в результате различных 
испытаний системы в целом или от­
дельных ее частей.

Различные планы испытаний на на­
дежность позволяют определять оцен­
ки для различных характеристик, но 
часто при этом предпочтение отдается 
эмпирической функции распределения 
времени безотказной работы. Напри­
мер, можно предположить, что при 
испытании на надежность наблюдения 
ведутся за N  идентичными образцами 
в некоторые фиксированные моменты 
времени {у±, уй, ...»у п) .  В этом слу­
чае для каждого момента у& устанав­
ливается, какие образцы отказали до 
этого момента и какие не отказали. 
Если число наблюдаемых образцов N  
велико, то по полученным статистиче­
ским данным можно построить доста­
точно точные оценки вероятности без­
отказной работы системы до момен­
тов ук, ѣ ~  1, п и доверительные 
интервалы для этих вероятностей. Сле­
довательно, если после таких испыта­
ний система поступает в эксплуатацию, 
то можно лишь утверждать, что функ­
ция распределения времени ее без­
отказной работы Р (х) принадлежит 
множеству функций распределения, 
которые в заданных точках у  — (у0 =» 
— О, у і% уы —> Уп> Уп-п — «>) при-
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нимают заданные значения я  — (л0 =  
0, 3Tj, Ilj) Я -fit «n«7j,+i ~  1) или 

для которых значения в заданных 
точках у  =  (уо, Уі , ...» у п , Уп+1) 
принадлежат числовым множествам 
А — (Л 0, Af, Л2, ...» А п , А п+і) 
( A h — доверительный интервал для 
вероятности безотказной работы си­
стемы до момента уъ).

Обозначим через Q (п, у ,  я) множе­
ство функций распределения F (х), 
которые в заданных точках у  прини­
мают заданные значения я*

В других случаях испытания на 
надежность предусматривают опреде­
ление не эмпирических функций рас­
пределения времени безотказной работы 
системы, а лишь оценки различных 
числовых характеристик, например 
оценки математического ожидания и 
старших моментов времени безотказ­
ной работы или доверительного интер­
вала для этих характеристик. Следо­
вательно, если после таких испытаний 
система поступает на эксплуатацию, 
то при разработке оптимальной стра­
тегии технического обслуживания 
можно лишь предполагать, что функ­
ция распределения F (х) принадлежит 
множеству функций распределения по­
ложительных случайных величин с фик­
сированными моментами или моменты 
принадлежат некоторым числовым мно­
жествам — доверительным интерва­
лам. Множество функций распределе­
ния с фиксированными моментами p.j, 
|і2, -•» Р-n обозначим через Q (ці, 
{¿2» Р>п)*

Приведенные ограничения могут 
быть представлены в виде неравенств 
для некоторых линейных функциона­
лов от F (х). В первом случае, напри­
мер,

ОО

h  (Р) =  I  uh (х) dF (х) Ç A h,
о

где
k =  1, п ,

1 при x ^ g h; 
О при х >  yh.

Во втором случае

h  (Р) =  J xk dF ( х ) k — i , п, 
о

где Ал  —• доверительный интер­
вал.

Это же относится и н функции 
распределения Ф (х) времени само­
стоятельного проявления отказа, влия­
ние которой в задачах выбора опти­
мальных сроков проведения восстано­
вительных работ весьма существенно. 
Кроме того, особенность этой функции 
состоит в том, что для получения не­
обходимых статистических данных тре­
буются дополнительные затраты, тан 
как в этом случае нужно фиксировать 
при испытаниях момент появления 
отказа, а для этого часто приходится 
создавать специальное дополнительное 
оборудование. Если статистики, необ­
ходимой для анализа этой характери­
стики нет, то следует считать, что 
ограничений на эту функцию распре­
деления нет, за исключением того, что 
она принадлежит множеству функций 
распределения положительных слу­
чайных величин: Ф (0) — 0, т. ѳ. Ф (х) £ 
6 О (0, у, я) =  П.

Для технических систем, выполня­
ющих ответственные задания, недо­
пустимо снижение качества функцио­
нирования. Поэтому при разработке 
стратегии эксплуатации нельзя ориен­
тироваться на какого-то «среднего 
представителя» из возможного мно­
жества функций распределения, а сле­
дует учитывать наихудшие варианты. 
Налицо конфликтная ситуация, харак­
терная для теории игр при игре 
с «природой» или «вездесущим и все­
знающим противником». В этой си­
туации предполагается, что «против­
ник» знает нашу стратегию и свою 
стратегию выбирает как наихудшую 
для нас (наилучшую для себя) в этих 
условиях.

В теории игр для решения задачи 
выбора оптимальной стратегии игры 
в указанной ситуации используется 
принцип максимина (минимакса). Для 
обсуждаемого случая он может быть 
сформулирован в следующем виде: 
стратегия обслуживания из заданного 
множества возможных стратегий вы­
бирается так> чтобы максимизировать 
(минимизировать) минимум (максимум) 
показателя качества функционирова­
ния, который соответствует наихуд­
шему варианту характеристик надеж­
ности. Величина максимина (мини-
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макса) дает гарантированное значение 
показателя качества функционирова­
ния.

Таким образом, математическая за­
дача сводится к поиску максимина

шах min min I  (F , Ф, G) =
G (Z Q <E>£Q F  ( n ,  y ,  st)

— I  (Fo* Фо» G0) — / o»
(2)

max min min /(F ,® ,G )=
G £Q ® ^Q F ^Q  (px...... pn)

■— I (Р0, Фо» бо) — /о

и функций Г0, Фо и бо, на которых он 
достигается. Значение максимина / 0 
есть гарантированное значение пока­
зателя качества.

При исследовании средних удельных 
затрат определяется минимакс.

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
ОПТИМИЗАЦИИ
ПРИ ПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ

Определение оптимальной функ­
ции Ѳ0 (х).  Вследствие того, что для 
регенерирующего процесса все показа­
тели качества функционирования яв­
ляются дробно-линейными функциона­
лами относительно функции распреде­
ления Ѳ (я), оптимальную функцию 
распределения в соответствии с общей 
теорией (см. т. 2) можно искать в клас­
се вырожденных функций распреде­
ления

имеющие место на периоде регенерации, 
если на этом периоде в течение вре­
мени і проводилась плановая преду­
предительная профилактика, сп.п (0 )=  
=  0; са. п (0 — потери, имеющие 
место на периоде регенерации, если 
на этом периоде в течение времени Ь 
проводится плановый аварийно-профи­
лактический ремонт, са. п (0) =  0; 
с̂ —-  (¿) — потери, имеющие место на
периоде регенерации, если на этом 
периоде в течение времени і прово­
дился неплановый аварийно-профилак­
тический ремонт, с-----(0)=0; ф (х )~

6 » П
=  р  ( і  +  I  <  X) =

хх~д
=  |  ^ (ІР {уг а) — функция распре- 

о о

— плотность совместного
деления суммы |  +  £;• /  (я, у)

&F (х, у) 
дх ду

распределения случайного вектора ( | ,  
9 ;  / (х) =  F ' {х) — плотность распре­
деления случайной величины £ — вре­
мени безотказной работы системы;

Я (х) =  ~ ~ Ъ /~ч =  -------интен-
1 — F (х) F (х)

сивность отказов системы; для любого
распределения Р {х) полагаем ^  (х) =  
=  1 — ^  (х); ф (х) =  Ф' (х) — плот­
ность распределения случайной вели­
чины £ — времени самостоятельного 
проявления отказа.

Формулы для определения значений 
показателей качества.

Д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  о п е ­
р а т и в н о й  г о т о в н о с т и
имеем

(*) =

G
0
I

при я ^ т ;  
при х  >  х.

Д о п о л н и т е л ь н ы е  о б о ­
з н а ч е н и я :  Со (0 — прибыль, по­
лучаемая на периоде регенерации, если 
на этом периоде система исправно 
работала время с0 (0) =  0; сп (1) — 
потери (затраты), имеющие место на 
периоде регенерации, если на этом 
периоде система в течение времени I 
находилась в состоянии скрытого от­
каза* Сп (0) =  0; сп. п (0 — потери»

J  F (х +  z) dx

J ЧГ (х) d* +  М уа. л  +

+  (МѴа. п ~  МТп. п) F (т) +  
+  (МѴ ^ 5 ”  М ?а.п )7 (т)

Если случайные величины ^ и |  не­
зависимы, то
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t

j* F (х -г  г) dx

Rx (г) = Т X (4)

* — J  J  F (х — у) йФ (у) +  М уп. п +  (Муа. п — Муп. п) F (т) +

т
+  (м ? ІЛ Т - 'Л1Ѵа. п) \ F ( x  — x)d<b (х)

О Q

К о э ф ф и ц и е н т  г о т о в н о с т и

¿Г W  =  (°)-
С р е д н и е  у д е л ь н ы е  з а т р а т ы

T оо T—f

I  Сп (0  | / ( т  — t, x ) d x +  J  / (* , t )dx dt +  ^п. п "Ь

С (Т) =
+ ' к .  П -  * п .  п )  *  <*) +  ( * Г Б  -  » а .  п )  Т  W

¿я

где
оо оо

бп. п — J  сп. п (О &Fп. я (Оі ®а. п — j* са. п (0  &Fа. п (О»

(5)

(6)

ии

e z s =  (0  dFn ;  (О
О

— соответственно математические ожи­
дания затрат на проведение плановой 
предупредительной профилактики, 
аварийно-профилактического ремонта

(7)

и непланового аварийно-профилакти­
ческого ремонта.

Если случайные величины 6 и £ 
независимы, то

С (т )  =

j  «л (0  [/ (г -  І)Ф (<) +  9  (О Р (т - 1 ) 1  dt +  гп. д +  («а. п ~  Ип. п) F (т) +
D

X

+  Р г г  — 0а .  п )  J  F  ( т  —  * ) d ®  ( * )

т
J  F(;c) ¿л
О

(8)
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Если функции потерь линейны:

%  ( 0  =  сп і ;  сП. п ( 0  =  Си. п К  са п ( 0  =  са> п/ ;  с ^  ( 0  =  с ^ ,  (9)

>
С(т) =  

т
сп |* Ф ( 0  ^  0> І)<М Сп. пМ уп< п НЬ (са. п^Ѵ а. п —  сп. п ^ Т п . п) Р  ОО "Ь 

0
и

+  (ОТЫМУТЪ ~  са. пМ У*. п) |  Р (т -  х) йФ (х)

і р < *
йх

( 10)
С р е д н я я  у д е л ь н а я  п р и б ы л ь

'и оо

Со (т) 7  (т) +  |  Со (0 йР (і) — |  сп (0 |  /  (т — і, х) (ІХ -}-

Х-і

+  |  / ( * , 0 йх

$ 0 0  =

о I— *

М  —  Ёп. п —  (®а. п ®п. п) Р  0 0

■ Р Г г - 5 а .п ) Т М  ________ (П )

|  ¥  (х) (Іх +  М у п. п +  (М уа. п — М уп. п )^ О 0  +

+  (^ Ѵ Г 5 “ ^ а . ц ) * ( т>

Если случайные величины |  и ^ независимые, то

5 (т )  =

г х

Со (т) 7  (т) +  |  с. (О М  (0  -  |  Сп (0  [ / (% -  О Ф (/)  +  ф (<) Р  (т -  0 ]  Л  -
О о

т

-  г п. п -  (Еа. п -  8п. „) -  (г г г  -  *п. п) |  ^  (т  —  *) <№ (*)

т *

Т “  I  |  р  (х  У) аф  (У) йх  +  М Ѵп. п +  (М ?а. п —  МѴп. п) ^  0*) +
□ 0

х
+  (МуІТп  — М у а. п) |  Р (Т — X) йФ (X)

О

(12)
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Если функции потерь и прибыли линейны Ісм. (9) и условие с0 (0  =  
=  с^ \ ,  то

% %
Со |  Р (* *) ¿X — Си |  Ф (X) Р{% — х)<іх —  Сп. пМуп. п ~  (са. н^Ѵа. п —

5 ( т ) ~

'і
«п. ПЖѴ  п) ^ М -  («Ги'ИѴ—  -  V  пм ѵа. в) |  Р  (т -  х) ЛИ (*)

Т X

* — |  |  (лв — р) гіф (у) Же +  Муп. п +  (ЛІУа. п — ЛІѴп. п) Р (т) +
□ О

ь

+  — МУ&. п) |  р  (т — х) Лф (*)

Решение задачи оптимизации. Оп­
тимальная периодичность т0 проведе­
ния плановых предупредительных про- 
филактик определяется как точка, в ко­
торой достигается максимум показа­
теля качества функционирования (для 
коэффициента готовности, коэффициен­
та оперативной готовности и средней 
удельной прибыли) и минимум этого по­
казателя для средних удельных потерь.

Задача решается стандартным спо­
собом:

определяется производная показа­
теля и приравнивается нулю;

решается полученное уравнение (не­
обходимое условие экстремума);

среди полученных решений выбирает­
ся т0— точка абсолютного экстремума.

Так как трудоемкость определения 
решений уравнений велика и при этом 
получаем только значения локальных 
экстремумов, можно рекомендовать для 
определения приближенного значения 
т0 вычисление значений показателя 
качества в отдельных точках с уточ­
нением значения в точке абсолютного 
экстремума.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ 
ПЕРИОДИЧНОСТИ ПЛАНОВЫХ 
ПРЕДУПРЕДИТЕЛ ЬН ЫХ 
ПРОФИЛАКТИК ПРИ 
МГНОВЕННОЙ ИНДИКАЦИИ 
ОТКАЗА (ПОЛНАЯ ИНФОРМАЦИЯ)

Ниже приведены расчетные формулы 
для определения значений показате­
лей качества функционирования си-

0
(13)

стемы, в которой появившийся отказ 
проявляется мгновенно Р (£ =  0) =  1 
или

ГО
<&(*) =  ( !

0 при х  ^  0; 
при х > 0 .

К о э ф ф и ц и е н т  о п е р а т и в ­
н о й  г о т о в н о с т и

} ? ( * + * ) йх

(2) —
_  ___ 0

^ Р (х) йх 4- ЛІУп. п ~Ь

+ ( М Ѵ Г п - М Ѵ*.ідР

(14)

00

Если г «С — |  Р {х) гіх» то

1/
|  7  (х) йх — гР (т)

Я т  (г)
_____ о_

|  Е (х) йх\-\- М у п +

+  (МУІ~5 -  М уа  п) Р (г)

(15)
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К о э ф ф и ц и е н т  г о т о в н о *  
с т и

(т) =  (0) =

С р е д н и е  у д е л ь н ы е  ва 
т р а т ы

< ? т Л / і ч  +  і „
т
|  ^  (х) ¿л
о

(17)
С р е д н я я
б ы л ь

у д е л ь н а я  

5 (т )  =

П р и -

X
с0 (т) ¥  (т) +  |  Со (0 ¿И7 (0 — 

- Эп . п - ' < ? Г Ъ - Вп . п ) Р (*)

|  Т7 (х) ¿л +  Жуп. д +

+  ( ^ Ѵ і 7 5 - ^ Т п. п) ^  (т)
(18)

В табл. 1 приведены формулы для 
определения оптимального периода т0 
при мгновенной индикации отказа и 
оптимальны» вначений показателей ка­
чества.

Методика определения оптимальных 
периодов проведения плановых преду­
предительных профилактик и оптималь­
ных значений показателей качества. 
Исходные данные следующие: 

функция распределения времени без­
отказной работы системы Р (х) или
¥  (х) =  1 -  і7 (х);

среднее время работы системы до 
отказа М  £;

интенсивность отказов системы

М*) т  .
Р(і)  ’

функция распределения длительно­
сти проведения плановой предупреди­
тельной профилактики и (/);

функция распределения длительно­
сти проведения непланового аварийно­
профилактического ремонта Р-----  (/);

средняя длительность плановой пре­
дупредительной профилактики Муп. пі 

средняя длительность непланового 
аварийно-профилактического ремонта 
М у -----;а. п

Со (0  — прибыль, получаемая за вре­
мя і безотказной работы системы;

Си. н (0 — потери (затраты) за вре­
мя і при проведении плановой преду­
предительной профилактики; 

с-----(/) — потери (затраты) за вре­
мя і при проведении непланового ава­
рийно-профилактического ремонта;

оперативное время г работы системы, 
необходимое для выполнения задачи.

Расчет значений показателей каче­
ства проводится по формулам (14)—
(18).

Уравнения для определения опти­
мальных значений периодов проведе­
ния плановых предупредительных про­
филактик и оптимальные значения 
показателей качества функционирова­
ния приведены в табл. 1. Константы 
сп. п, с----- вычисляются по форму-3« п
лам (7).

П р и м е ч а н и я .  1) Рассматривае­
мая стратегия может быть исполь­
зована только для систем, в которых 
происходит мгновенная индикация воз­
никающего отказа:

при х ^  0; 
при х > 0 .

2) Для определения оптимальныя пе­
риодов проведения плановых предупре­
дительных профилактик рекомендует­
ся приведенные в табл. 1 уравнения 
решать графическим методом. С этой 
целью уравнения выписаны в виде, 
удобном для графического решения: 
справа стоит функция от времени 
(периода профилактики), слева — по­
стоянная величина, 3) Если время 
безотказной работы системы подчи­
няется экспоненциальному закону
і7 (/) =  е ~ ^ ,  то проведение плановыя 
профилактик для данного случая не-
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1. Расчетные формулы при мгновенной индикации отказа

§
Я §51Ъ£ 2
О м С 2

Уравнение для определе­
ния оптимального периода

Формула для расчета оптимального 
вначения показателя качества при

То <  оо То 1=3 оо

*«(*)

МУп,п =
Му—  — Му

а .п  п .п

=  _ Р (г )  +  ^ Ш ^ х
* ( * + * )

х
X ^  Р (х) йх +

а
1

+ Му—  — Му  
а .п  п .п

4

Г (т)
Р (т +  г)

X

т
X ^  Р (х +  г) йх — 

й
т -і

-

Му п. п
М у—  — Му  4- 2

а .п  п .п

=  — Р (г) +  А> (т) X
х

X [Р(х)йж —

гк (т) Муп. п
Му—  — Му  -!- г

а .п  п .п

прия МЪ,

Р (То4-г)

р  ( ч )  В і 4   ̂ ( ч )  х  
Х ( * * Е =

I  п » )
г

йх

М1 +  М у—~ а. п

V * )

Му
п .п

Му—  — Му 
а .п  п .п

=  — ^  (т) 4- »»(Т) X

|Р (Х ) йх

1 -і- X (т0) X 
X гМу—  — Му 1I  а .п  'п . п і

М \
М \  4 - Му—а .п
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Продолжение табл. 1

5ь 2
Я “ 
°5С И

Уравнение для определе­
ния оптимального периода

Формулы для расчета оптимального 
значения показателя качества при

Т0 < со То =  оо

С(т)

п . п
Р__  _ Г

а .п  п .п

— — ^(т) +  X (т) X

йх

(Ь—  — 0 Ч Я / т \
\  а .п  п .п /  V О/

а. п
МІ

5 ( т )

п.п
г—  — ъа .п  п .п

=  —  $  (т) +  А, (т) X

X
Ь

|  Ё (х) йх +

+

5— Му  —
а .п  п .п

— с Му----
п .п  а .п

% ._ Г
а .п  п .п  -»

+

+ г—  — са .п  п .п
[^с '(т)Х

1
X |  Ё (*) йх +

+  ^ (т )М ѵ п.п +
+  Р (т)Му— ] +  [1 +

+  Я (т) (М уГЪ ~

—  М уд. й)] с0 ( т )  Ё  ( т )  +

ь
+  |  Со ( 0  ^  (/)

С о М —Ц * о ) х
X №----— с \Л  I  а .п  п .п /

1 -4” М^о) х  
Х (М Ѵ— -Д ІѴ П. П)

оо

|  Со(І) X

X йЁ (0 —  В—  ______ '  а .п
М І  +  М у—

а  • и
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целесообразно (т0 =  со). 4) Если ин­
тенсивность отказов А, (/) является не­
ограниченно возрастающей монотон­
ной функцией, то уравнения, опреде­
ляющие оптимальный период т0 про­
ведения плановых предупредительных 
профилактик, имеют единственный ко­
рень [при оптимизации средней удель­
ной прибыли 5 (т) нужно еще требо­
вать выполнения условия А, (0) <  
<  (^п. п — Со (0) М уп. п) (в----- X
х  М уп. П — сп. пМу— -Л“1]» Значит,

3 - П/
существует конечный оптимальный пе­
риод проведения плановых предупре­
дительных профилактик. 5) Если функ­
ции потерь линейны [см, (9)], то не 
обязательно знать функции распре­
деления длительностей проведения вос­
становительных работ, а достаточно 
знать их математические ожидания 
М уп. п и Му----- (в этом случае3 • п
0П. П в  Сп. пМуп. п и С-----=  с---- -а. п а. п
X М у -----Vа. п /

Пример. Определим оптимальные пе­
риоды т0 проведения плановых преду­
предительных профилактик и оптималь­
ные значения показателей качества 
функционирования системы, имеющей
следующие, исходные данные: Г (/) =
=  е- ° ’Ш025* \  А, (!) 0,0005/, М І  =
=  56,5ч, Со (/) =  с$І, сп. п (0 =  Сп. п̂ » 

Ю ^  С7~а ^  =  2 ч~в» Сп- п =  
=  1 Ч“®, с—  =  2 ч“®, Муп. П =  5 ч,
Му-----=  30 ч, 2 — 1 ч’),'а .  п )

Оптимизация показателей качества 
функционирования. Используем фор­
мулы, приведенные в табл. 1.

К о э ф ф и ц и е н т  г о т о в н о ­
с т и .  Подставив исходные данные 
в уравнение для нахождения опти­
мального периода проведения плановой 
предупредительной профилактики т0 
для ¿г (т), получим

А  (т) =  —1 +  е^0,0002бта _|_

+  0,0005т |  е—0,00025*а йі =
о

5
30 — 5

А(т)

Рис. 2. График функции А (т) и значе­
ния оптимальных периодов т0

Приведенное уравнение имеет един­
ственный корень. Этот корень опре­
деляется по графику функции А (т), 
стоящей в правой части уравнения 
(график функции А (т) приведен на 
рис. 2). В этом случае т0 =  28,75 ч.

Определим максимальное значение 
коэффициента готовности

(т о) ~
= _____________1__________ __ __

(М Ѵ Т Ъ - М Уп.п) ~
1

1 +  (30 — 5) 0,0005-28,75 “
=  0,734.

Для сравнения приведем величину 
коэффициента готовности для случая, 
когда плановые профилактики не про­
водятся:

¿г (оо) = М І
Щ  +  М тг'Б

56,05
56,05 +  30 0,650.

Заметим, что выигрыш тем значитель­
нее, чем меньше среднее время прове­
дения плановой предупредительной 
профилактики. Например, при М уп.п= 
=  2 ч имеем т0 =  17 ч кг (17) =  
=  0,810.

К о э ф ф и ц и е н т  о п е р а т и в ­
н о й  г о т о в н о с т и .  С учетом 
исходных данных г <€. Л1£. Поэтому 
воспользуемся приближенным уравне­
нием для определения оптимального
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периода проведения плановым профи­
лактику при котором Ях (г) достигает 
абсолютного максимума. Подставив ис­
ходные данные в это уравнение, полу­
чим

30 — 5 +  1 =  - 1  +  е—0 ,00026т* +

+  0,0005т |  е- 0 ’00025жг йх — 
о
5-1-0,0005т 
30 — 5 +  1

или
0,192 =  А (т) — 0,0001т.

График функции А (т) — 0,0001т в 
интересующем нас диапазоне измене­
ния т практически совпадает с графи­
ком функции А (т) (вторым членом 
можно пренебречь).

Следовательно, в этом случае корень 
уравнения т0 можно определить по 
графику А (т), приведенному на рис. 2. 
Получаем т0 =  28,5 ч, а максималь­
ный коэффициент оперативной готов­
ности

С) =
28,5
|  е- 0 ,00025 (*+1)2 йх

28,5
|  е—0,00025.** ^  +

+  (30 — 5) (1 — е ^ 0’00025 (28’5)2) 

=  0,730.

Для сравнения приведем значение 
коэффициента оперативной готовности, 
если в системе не проводятся плановые 
предупредительные профилактики:

ОО
|  Я (х) йх

* ° ° (1) =  щ  +  м т  =

56 ,05 — |  е“ 0'—0,00025** йх

56,05 +  30

Заметим также, что из-за малости г 
оптимальное значение коэффициента 
оперативной готовности близко к опти­
мальному значению коэффициента го­
товности, причем близки и периоды, 
при которых достигается оптимум.

С р е д н и е  у д е л ь н ы е  за -  
т р а т ы . Подставив исходные данные 
в уравнение для нахождения т0 для 
средних удельных затрат С (т), по­
лучим

1-5
2-30— 1-5 == —1 +  6 0,00025т*

Т
+  0,0005т |  е ^ 0’™ 25*1 йх

или 0,091 — А (т), если использовать 
обозначения, принятые выше.

В силу монотонности интенсивности 
отказов приведенное уравнение имеет 
один корень, который определяется 
по графику функции А (т) (см. рис, 2). 
Период, минимизирующий средние 
удельные затраты, т0 =  19 ч.

Определим минимальные средние 
удельные затраты

С  Ы  (са. п Сп. п ^ ^ п . п) **

хА-(то) =  (2-30— I - 5) X 
X 0,0005-19 =  0,523.

Для сравнения приведем значения 
средних удельных затрат для случая, 
когда в системе не проводятся плано­
вые профилактики:

С (о с)
2-30
56,05 =  1,07.

С р е д н я я  у д е л ь н а я  п р и ­
б ы л ь .  Подставив исходные данные 
в уравнение для нахождения т0 для 
средней удельной прибыли 5 (т), по­
лучим

0,143 =  —1 +  е- ° ' 00025та +
т

+  0,0005т |  е“ 0’00025*2 йх +  
о

+  0,000715т
или=  0,640.

0,143 =  А (т) +  0,000715т.
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График функции А (х) +  0,000715х 
в интересующем нас диапазоне изме­
нения т практически совпадает с гра­
фиком функции А (х) (вторым членом 
в уравнении можно пренебречь). Сле­
довательно, в рассматриваемом случае 
корень уравнения т0 может быть опре­
делен по графику функции А (т), 
приведенному на рис, 2, из которого 
получим, что оптимальный период х0 =  
=  24,5 ч; максимальная средняя удель­
ная прибыль

5 (то) =
п ^ п .  п) Ч * 0)

-  I■+ ь (х0) -  М уПт П) -
2 — (2-30 — 1-5) 0,0005-24,5 

1 +0,0005-24,5(30 — 5) “
= 1,02.

Для сравнения приведем значения 
средней удельной прибыли, если в си­
стеме не проводятся плановые профи­
лактики:

5  (оо) = С0М £ са. п^Ч’а. п
~ ж + щ = г ~

2-56,05 — 2-30
56,05 +  30 0,605.

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ 
ПЕРИОДИЧНОСТИ ПЛАНОВЫХ 
ВОССТАНОВИТЕЛЬНЫХ РАБОТ 
ПРИ ОТСУТСТВИИ 
САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ ИНДИКАЦИИ 
ОТКАЗОВ (СТРАТЕГИЯ ХРАНЕНИЯ, 
ПОЛНАЯ ИНФОРМАЦИЯ)

Ниже приведены расчетные формулы 
для определения значений показателей 
качества функционирования системы, 
в которой появившийся отказ само­
стоятельно не проявляется Р {і\ — 
=  оо) =  1 или Ф (х) — 0 при оо.

К о э ф ф и ц и е н т  о п е р а т и в ­
н о й  г о т о в н о с т и

Ят (?) —

|  Г (х +  г) йх
_________ о_____________________
Т +  МѴп.п +(Муа. ц — М у  п. п) Г (х) *

(19)

К о э ф ф и ц и е н т  г о т о в н о ­
с т и

*Г О*) =

|  Р (х) йх
___________ о_________ _________
х +  Муп п +  (А1уа_п —Л4уп<п)Г  (х)

(20)

С р е д н и е  у д е л ь н ы е  з а ­
т р а т ы

х
^  сп — х) &Р (X) +  0П. п +

С(Х): Ч~ (^а. п — ̂ п. п) Р (х)

¿х

(21)

где константы 0ШП и п опреде­
ляются соотношениями (7).

С р е д н я я  у д е л ь н а я  п р и ­
б ы л ь

5 (х ) =
х
|  Р (х) гіс0 (л;)
0
х
|  сп (х — х) ¿Р (х) +

—0

®п. п +  (^а. п — ®п. п) Р 0*0]
т +  МУп. п +  (Л4Ѵа. п— ^Тп. п) Р (т) ‘

(22)

В табл. 2 приведены формулы для опре­
деления оптимального периода т0 при 
отсутствии самостоятельной индикации 
отказа в системе и оптимальных зна­
чений показателей качества.

Методика определения оптимальных 
периодов проведения плановых восста­
новительных работ и оптимальных зна­
чений показателей качества функцио­
нирования. Исходные данные следую­
щие: функция распределения времени 
работы системы до отказа Г (/); плот­
ность распределения времени работы 
системы до отказа |  (і) =  Г ' (/); интен-
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2. Расчетные формулы при отсутствии самостоятельной индикации отказа

л4
ь «« е
я  Й и £5 5

Уравнение для определения 
оптимального периода

Формулы для расчета 
оптимального значения 

показателя качества

Ят(2)

Аіуп. п
М Ѵ а.п -^Ѵ п .п

=  — Р  (т) +

+  & (т )
Р (т)

^ ( Т + 2 )

'Ь
йх +

ь
|  дий5, (х +  г)

+
(^Ѵ а.п — М Ѵ п,п)^(т +  г)

/  (т0 +  г)
1 +  (М*Уа. п —  Ѵп. п) /  (т0)

£г(т)

Л^Ѵп. п
М у а . п —  п

^ (т) +

т |  Дйй7 (*)

+  Я (т) Г F  (дс) ¿д: -|-------------5------------------=-----
Л (^Ѵа.п — МуПтІ1)Р(%)

Р (т0)
1 +  (М уа.д—Муп.п) /  (То)

С(т)

- г°-°-— =  - р ( і ) + % ( т )  Г?(*)< і* +
са. п —  сп. п ѵО

т т
+  |  F (дс) |  Сд (т — дс) (1Р (х) — F (т) X 

£> <>
т

X |  сц (т — дс) Л 7 (дс)

(^а. п —  Сп. п) F (т)

Го

|  сп (Т0 ~  * ) ^  (*)

^ (т0)
+  Я (То) (са . п —  £п. п)

+

5(т)
|  F (я) ¿с0 (*) — |  сп (т — х) X

<) ()
X (ІР (дс)— СП-П— (са ,д  —  С д .п )^ (т )
Т +  Муд.п +  (Муа.п —^Ѵ п.п)^(т) _

Р  (То) со (т0)
То

—  |  сп ( т0 — х )й р (х )  —  
о

(^а. п — ^д. п) /  (Тр)
1 Н -^У а.п  ^Ѵп.п) /  (То)
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сивность отказов системы & (/); распре­
деление длительности плановой пре­
дупредительной профилактики і'Ѵп (¿); 
средняя длительность плановой преду­
предительной профилактики М уи„ п; 
распределение длительности планового 
аварийно-профилактического ремонта 
■̂ а. п (¿)’> средняя длительность плано­
вого аварийно-профилактического ре­
монта 7Иуа>п; прибыль, получаемая 
за время і безотказной работы си­
стемы с0 {і) на периоде регенерации; 
потери (затраты) за время і пребыва­
ния системы в состоянии скрытого 
отказа на периоде регенерации сп (О» 
потери (затраты) за время і проведе­
ния плановой предупредительной про­
филактики на периоде регенерации 
Сщ. п 00; потери (затраты) за время І 
проведения планового аварийно-про­
филактического ремонта на периоде 
регенерации са. п (0; оперативное вре­
мя г работы системы, необходимое для 
выполнения задачи.

Оптимальная периодичность прове­
дения плановых восстановительных ра­
бот т0 — детерминированная величина. 
Расчет значений показателей качества 
функционирования в зависимости от 
периодичности т проводится по фор­
мулам (19)—(22). Уравнения для опре­
деления оптимальных периодов т0 и 
оптимальные значения показателей ка­
чества функционирования приведены 
в табл. 2. Константы Ьп. п и 8а. ц 
вычисляются по формулам (7).

П р  и м е ч а н и я .  1) Рассматри­
ваемая стратегия может быть исполь­
зована для систем, в которых нет са­
мостоятельной индикации появивших­
ся отказов. Истинное состояние такой 
системы становится известным только 
во время проведения восстановитель­
ных работ. 2) Для определения сроков 
проведения восстановительных работ 
приведенные выше уравнения удобно 
решать графически. Основная труд­
ность здесь будет заключаться в по­
строении графиков функций, стоящих 
в правых частях уравнений. 3) Для 
рассматриваемого случая плановые вос­
становительные работы должны про­
водиться через конечное время, так 
как уравнения, определяющие опти­
мальные значения периодичности То, 
имеют решения.

Пример. Определим оптимальные пе-

риоды т0 проведения плановых восста­
новительных работ и оптимальные 
значения показателей качества функ­
ционирования системы, имеющей сле­
дующие исходные данные: F (t) —
=  е“°’Ш Д  (0 =  0,01 ч"1, М%= 100 ч; 
I (П =  0,01e-0,OIft AiVn. п =  20 ч, 
Му^.  п =  30  Ч, сп. п (f) ~  си. nt) 
са. п (0 =  са. п С0 (f) =  Cot, си (t ) =  
=  Cnt {Си. п =  1ч_3!. са. п =  2 Ч-», 
Си — 2 ч- ®, с0 =  3 ч~®, г — 10 ч).

Оптимизация показателей качества 
функционирования. Используем фор­
мулы, приведенные в табл. 2.

К о э ф ф и ц и е н т  г о т о в н о ­
с т и .  Подставив функцию распределе­
ния F (t) =  1 — в уравнение для 
нахождения т0 для ¿г (т), получим, 
что первые два слагаемых правой ча­
сти уравнения тождественно равны 
нулю; данное уравнение преобразуется 
к виду

______Му и. п_____ __
МѴа. п — М у и .  п

%
J  х dF (х)

__________ о__________
(Муа.и  —  Муи. п )^ (х )  

или
л

^V n.n  =  T J - J * d f (x) =
' 0

=  J xd (l — е*’"*'*) =
а= 4

ИЛИ
&/Л1уп.п =  В  ( f a ) t

где В (х) =  (е* — і) — х.
Корень этого уравнения легко опре­

делить, если построить график функ­
ции В (х), стоящей в правой его части 
(рис. 3). При Му и. п =  20 ч и k  =  
=  0,01 ч-1 из графика функции В (х) 
получаем Я,т0 =  0,575. Отсюда опти­
мальный период проведения плановых 
восстановительных работ равен
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в(гх)

Определяем значение максимального 
коэффициента готовности, соответству­
ющего выбранному периоду профи­
лактики,

*т Ы  ~

=  __________ Р (то)_____________
1 +  (МѴа.п — МУп.ц)/Ы

е—0,575

1 +  (30 — 20) 10~2 е~°*б7Б ~~

=  0,530.

К о э ф ф и ц и е н т  о п е р а т и в ­
н о й  г о т о в н о с т и .  В рассма­
триваемом случае, когда система имеет 
экспоненциальное распределение вре­
мени безотказной работы, период, при 
котором коэффициент оперативной го­
товности достигает максимума, совпа­
дает с периодом, максимизирующим 
коэффициент готовности: т0 =  57,5 ч. 
Подставляя т0 в выражение для 
и х (г) (см. табл. 2) определяем макси­
мальное значение искомой вероятности:

К  (г> =  кг  (то) =

=  0,530-0,9048 =  0,480.

С р е д н и е  у д е л ь н ы е  з а -  
т р а т ы. ^одставив функцию распре­
деления Т7 (/) =  е~м  в уравнение для 
нахождения т0 для с (т) (см. табл. 2),

после простых преобразований полу­
чим

т
\ хАР (х)

Ш у и. п =  в  0 л )
сп

(графин функции В  (х) приведен ца 
рис. 3). При Муп.п =  20ч, сп. п =  
=  1 ед./ч, си =  2 ед./ч и к  =  0,01 ч- ® 
имеем

В (Ят) =  0,1.
Из графика функции В (дс) находим 
Ят0 =  0,420. Отсюда оптимальный пе­
риод, минимизирующий средние удель­
ные затраты,

0,420 
т° ------- гГ- 424,

а минимальные затраты определяются 
из табл. 2:

1  е—0,420
С (42) =  2 ^—0,420 I"

+  (2-30 — Ь20)0,01 =  1,444.
С р е д н я я  у д е л ь н а я  п р и ­

б ы л ь .  Подставив заданную функцию
распределения Р (/) =  в уравне­
ние для нахождения т0 для 5 (т) (см. 
табл. 2), после преобразований полу­
чим
(Со+сп- п) Муи. п '— п^Ѵа. п X

X (са> п — сп# п)
со +  сп 

к +  (сп сп. п) МѴа. п

=  (е ^  — і) — Лт +

М уа .  п (са. п —  сп. п) +
+  Муп. д (сд гп> д)_____

^ —~  (сп —  сп. п) М у ат ц

(23)
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Если коэффициент

п (са. п —  сп. п) +
+  п (^п —  сп. п) ^  ^

0 ^  П “I" (сп —  сп. п) Л^Та. п

то последним слагаемом в правой 
части уравнения (23) можно пренеб­
речь. Тогда получим уравнение вида

(со“Ь сп.п) М у п .  ц — &Л1‘Уп.11Л^Та.цХ
___________X (Са. п —  сп. п)___________ __

—° ~  +  (сп —  сп. п) А1уа . п

=  В(Ят). (24)

В рассматриваемом случае

А1уа . п (са. н сп. п) +
________+  Муд. п (сп сп. п)________ ___

— П’ +  (сп —  сп. п) ^ 7 а .  п

=  0,0943 <  1.

Поэтому решаем уравнение (24)

х 4-20 — 0,01.20.30.1
100-5 +  30-1 ”

=  0,140.

Далее по графику функции В (х) опре­
делим корень этого уравнения

кт0 — 0,490.

6. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 
РЕШЕНИЯ МИНИМАКСНЫХ 
ЗАДАЧ ТЕХНИЧЕСКОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ

Пусть
00
1 а (х) сРР (х)

'  т = -----------------  (25)
J Ь(х)ОѴ(х)

'—00

— дробно-линейный функционал; 
функции а (х) и b (х) — кусочно-не­
прерывные, ограниченные на любом 
конечном интервале функции; А  =  
=  (Аі, Ап) — набор замкнутыя
числовых множеств.

Т е о р е м а  1. Максимум (мини­
мум) дробно-линейного функционала 
/  (Y) по множеству ß  (л, у, А) функций 
распределения "V (jc) , принимающих 
в точках у  значения из множеств А,
т. е. k, k =  I , п, если он
существует, достигается на множе­
стве ß* (л, у ,  А) ступенчатых функций 
распределения, имеющих не более 
одного скачка в каждом полуинтер­
вале

min I (4П =
(п, у, А)

=  min I (Y),
^££2* (п,у,Л)

(26)
Отсюда оптимальный период проведе­
ния плановых восстановительных ра­
бот, максимизирующий среднюю удель­
ную прибыль 5,

0,490
Х °

0,490
0,01 =  49 ч.

Максимальная средняя удельная при­
быль определяется по формуле для 5 
из табл. 2. В рассматриваемом при­
мере

Зе о»49 _  2 (1 _  е- 0 ’49) —

5(49)*= — (2- 30 — 1 -20) 0,01е~~0,49 
1 +  (30 — 20) 0 ,0 Іе- 0 ’49

=  0,771.

max /  (Ч7) =  
(л, у.  А)

=  т а я  1 (V). 
ф £ 0 * ( П ,  у.  А)

Т е о р е м а  2. Пусть Гь — гра­
ница множества А В условиях тео­
ремы 1 максимум (минимум) функцио­
нала /  (40, если он существует, дости­
гается на некоторой ступенчатой функ­
ции 4*0 (х), имеющей не более одного 
скачка на любом отрезке (у*, уД 
0 ^ £ < + ;< л  +  1, таком, что для 
всех /г, і <  /г <  | ,  4Г (уй) £*Гь .

С л е д с т в и е  1. Пусть каждое 
множество А і =  {я*} состоит из одной 
точки 0 =  л0 <  л* <  л 2 
^  я л ^  л п+1 =  1. Тогда максимум
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(минимум) функционала /  ('F), если 
он существует, достигается на функ­
ции %  (*) ступенчатого вида, имеющей 
в каждом полуинтервале ¡«/¿, у і+1) 
один скачок Ая* =  я*+1 — я*.

Приведенные теоремы и следствие 
будут использованы в последующих 
параграфах при исследовании конкрет­
ных стратегий технического обслужи­
вания при ограниченной информации 
о надежности системы.

При решении минимаксной задачи 
(см. раздел. 2) основная сложность 
заключается в зависимости экстремаль­
ных функций G0 и (Е0, Ф0). Если 
функционал качества есть дробно-ли­
нейный функционал вида

I  (Е, Ф, G) =
СО СО СО
ш  А (х, у, ѵ) dF (х) dO (д) dG (v)

_  о о о ___________________________
ОО ОО QO *
J I  J в  (х, у, ѵ) dF (X) d<D (у) dG (v)
о о о

то при решении минимаксной задачи 
Цсм. (2)] внутренние экстремумы опре­
деляются для дробно-линейных функ­
ционалов и поэтому работают теоремы 
1, 2 и следствие 1. Внешние экстре­
мумы по множеству функций распре­
деления G и Ф в силу зависимости 
Е0 от Ф и G определяются уже для 
более сложного функционала, и тео­
ремы не работают.

Сформулируем простые достаточные 
условия независимости функций Fc от 
функций G и Ф, что и позволяет упро­
стить поиск экстремума по G и Ф.

Т е о р е м а  3. Пусть исследуется 
на экстремум функционал (25) по 
некоторому множеству зФ функций рас­
пределения, для которых он суще­
ствует. Пусть в множестве ¿Ф найдутся 
две функции распределения ¥*  и 
такие, что для любой функции f  ^  
имеет место неравенство Тг# (х) ^  
^  ЧГ {х) ¥ *  (X) для любого X С
С (— оо, + о о ) .  Тогда если функция 

а (х) не убывает, функция Ь (х) >  0 
и не возрастает, то

max / ( І )  =  / ( І А
ЧГ £ А
min / ( ¥ )  =  / (у*). (27)

W £ А

Если функция а (х) не возрастает, а 
функция b (х) >  0 и не убывает, то

max / ( ¥ ) = : /  OF*) 
ЧГ£ А

и min / ( ¥ )  =  /  
ЧГ(: А <**). (28)

В рассматриваемых задачах техни­
ческого обслуживания экстремум бе­
рется по множеству £2 (л, у ,  я ).
Для этого множества существует функ­
ция распределения Е*, которая имеет 
скачки Ля* =  я*+1 — щ  в точках уі, 
и не существует функции Е* (для мно­
жества функций распределения £2 (п, 
_у, я) существует мажорирующая функ­
ция Е* и не существует минорирующей 
функции Е* в силу непрерывности 
функций распределения слева). Огра­
ничим последний интервал \уПі г/п+1 <С 
< о о )  и будем считать, что для функций 
Ѵ £ £2 (п, у , я) справедливо равенст­
во У (Уі+і *+* 0) =  1 (в противном слу­
чае скачок Аяп = 1  — я п для Е* (х) 
может иметь место при х =  оо, инте­
гралы, входящие в функционал /  (Е), 
могут расходиться, и для Е* функцио­
нал /  (Е*) не существует). Обозначим

F *  (х)  =

0 при —  оо <  х <. Уг‘> 
nh при yh <  х  <  ул+іі 

k — \, п ;
1 при х  >  хп+, .

(29)

Функция (29) в заданных точках у  =
=  (0 =  Уі, Уѣ У2» ...» Ути Уп+г) при­
нимаем заданные значения я  =  (0 =  
=  Яд, я*, Ял, ..., я п, ftn+j), но не 
является функцией распределения, тан 
как непрерывна справа. Тогда спра­
ведливо следующее следствие.

С л е д с т в и е  2. Если функция 
а (х) не убывает, а функция b (х) >  0 
и не возрастает, то /  (Е*) =  sup /  (Y).

у , я )
Если функция а (х) не возрастает, 
а функция b (х) >  0 и не убывает, то

/ ( Е * ) =  inf I(W ).
'F  £  Й (п . У. Я)

Функция Е* не принадлежит мно­
жеству £2 (л, у ,  я), поэтому в условиях 
следствия максимум и минимум функ­
ционала /  (Т) не существует. На функ­
ции Е* достигаются верхняя и ниж­
няя грани.
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7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРИОДИЧНОСТИ 
ПЛАНОВЫХ ПРЕДУПРЕДИТЕЛЬНЫХ 
ПРОФИЛАКТИК ПРИ 
ПРОИЗВОЛЬНОЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ 
ИНДИКАЦИИ ОТКАЗА 
И НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ 
О НАДЕЖНОСТИ

Пусть известны значения функции 
распределения Т7 (х) времени безотказ­
ной работы системы только в точках
ІУі> Уті) і В М  ^ П (л,
у , тс). Для выбора периодичности про­
ведения плановых предупредительных 
профилактик предлагается использо­
вать минимаксный принцип, дающий 
гарантированное значение показателя 
качества функционирования [см. (2)]. 
Задачу решаем в предположении ли­
нейности потерь и прибыли [выпол­
няются равенства (9) и с0 (і) — с ^ \ ,  
и выбор функции распределения (3 (х) 
осуществляется из множества Й* =  
=  Й (0, у ,  я) функций распределения, 
имеющих одну точку роста.

Коэффициент готовности. Экстре­
мальная функция (х), на которой 
достигается максимин (2), имеет вид

0 при х ^  0;

*о (*) =
л £+і при Уі <С X ^  Уі+ъ 
і =  0,1, . . . »  л — 1;
1 при х > у п .

(30)
Экстремальная функция Ф0 (х), на 

которой достигается максимин (2), 
имеет вид

Фо
0 при х ^  ѵ0]
1 при X >  ѵ0.

(31)

Ниже приведем алгоритм определе­
ния периодичности плановой предупре­
дительной профилактики, для кото­
рой достигается максимин функцио­
нала £г (т, ^о, Ф).

1. Вычисляются значения функции 
кѵ (т, ^о, ѵ) ~

п
2  А (т, у и ѵ) Ащ

2  в  (т* уі* ѵ) à n i
i—0

где
n

2  A (x, Уі, v) Ani =
i = о
k n

=  2  УІ&Щ +  x 2  Aîti
¿=*+1

при yh+i), k =  T T n \
n

2  B (x, Уі, v) Ал* «
i=Q

т 4  ttfc+iM Уа. n 4  ( 1 ^ft+i) A4yn. n
при xÇ[t/ft, yk+1), n > x ,

k  =  0, л; 
k

2  (уі +  ѵ +  м У г ъ )  А п* +
t—о

4  (x 4  Aiyn. n) (1 л &+і)
при %€[yk, Ук+1);

=  0 ѵ с  х — у h, k =  0, п,
т
2  (9 і +  ѵ +  М у — ) A nt +
і= Q

4  (т 4  Ai Va. п) (я ь+і nm+l) 4  
4  (т 4  A47л. п) (1 п&+і)

при x £ [yh. yh+1), 
п € [х  — ym+1, % — Утп). 

k =  1, n\ m — 0, k — 1
(33)

в вершинах выпуклых многоугольни­
ков трех видов S i ,j i

т £  [ÿft» v ^  т, k =  0, л»
t Ç [Уь, Уь+і], 0 <  p <  x —

jfe =  ôTn; (34)

T £[*/&, УЬ+і]> ^ € [ т — Утп+1> T
k = \ ,  n\ m —0, £—1*

Области (34) изображены на рис. 4.
2. Обозначим через хх =  4 0 ,  ха =  

— Уі — 0, *з =  Уі 4  0, ..., х2п =
=  Уп --  0, Xzn-i-l =  Уп 0, 2̂П+Я =
=  у п+1 =  оо (проекции вершин мно­
гоугольников (34) на ось х). Для каж-
дого фиксированного х& k — 1, 2л 4  2
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Рис. 4. Области, определяемые нера­
венствами (34)

определяем минимум функции (32) 
среди вычисленных в п. 1 значений и 
точку од, в которой этот минимум 
достигается. Среди полученных мини­
мумов определяем максимум и номер 
&о, для которого этот максимум дости­
гается. Тогда т0 =  xko, о0 =  vkf>. Зна­
чение полученного минимакса есть 
гарантированное значение коэффициен­
та готовности, если плановые преду­
предительные профилактики проводить 
через время т0.

Вероятность выполнения задачи. Эк­
стремальные функции F0 (х) и Ф0 (х), 
на которых достигается максимин (2) 
для вероятности выполнения задачи, 
определяются равенствами (30) и (31).

Ниже приведем алгоритм определе­
ния периодичности плановой предупре­
дительной профилактики, для кото­
рой достигается максимин вероятно­
сти выполнения задачи R z (т, F0t Ф)„

1. Определяется максимальный но­
мер то, для которого у т — z <С 0.

2. Вычисляются значения функции

Hz К  F0, ѵ) =
п

2  ¿г  о*, уі) дяі
_  ¿=0_________ ____

п
2  В (т, Уі, о) Алі, (35)
і—0

где числитель
п

2  (т, Уі) Ащ =
¿=0

k
2  (9t — z) АЩ +

¿=m0-J-l 
n

+  T 2  Атіі ПРИ 9 h — z <
— i=k+ 1

<  т < yk+1 — z, k > m 0;
n

T 2  Дя* ПРИ T <  Утп0+1 —  «, 
i—m0+I

а знаменатель определяется равен­
ством (33), в вершинах выпуклых 
многоугольников с границами

т' =  Уъ k •■= 0, л; т =  yh — z, 
k Шо -J- 1 j

___  (36)
V =  Т — Уд, k =  0, п, и =  0.

3. Обозначим через х± =  + 0 ,  х2 =
— 0 1  — 0 . Хз =  У і  +  0 , ..., хап =
— Уп 0, *271+1 =  Уп +  0, *271+2 =
=  Уп+1 —  0 0 1 * 271+3 =  Утпо+І
—■ z, ..., *871+2—7710 =  Уп 2 проек­
ции вершин многоугольников (36) на 
ось т. Для каждого фиксированного х д ,
k =  I, З л + 2  — то определяем ми­
нимум среди вычисленных в п. 2 
значений функции (35) и точку о д , 
в которой этот минимум достигается. 
Среди найденных минимумов опреде­
ляем максимум и номер kQ, для кото­
рого он достигается. Тогда т0 ~ x k
о0 =  о а значение максимина есть 
гарантированное значение вероятности 
выполнения задачи при проведении 
плановых предупредительных лрофи- 
лактик через время г0.

Средние удельные потери. Экстре­
мальные функции F0 (х) и Ф0 (х), на 
которых достигается минимакс (2) для 
средних удельных потерь, определяют­
ся равенствами (30) и (31).

Ниже приведен алгоритм определе­
ния периодичности плановой предупре­
дительной профилактики, для которой 
достигается минимакс средних удель­
ных потерь С (т, F0, Ф).
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1. Вычисляются С (т, F0, ѵ) —
п
Т , А (т. Уі, н) Дпг
і= О

=  ~п--------------------------  (37)
Е В  (г, т ,ѵ) Ащ ,
1=0

где
п
Е  В (г, Уі, У) Ащ  —
і= 0
k п

=  Е  У і ^ п і +  т Е  Ая*
1=0 і= к  4-1

при т £[уь, Ук+1), k =  О, п;
л

Е  А (т, Уі, и) Ля* =
г=о

^а. н^Ѵа. п^д+і ~h
+  сп.п^Ѵ п.п(1 — «ft+і) при

т € о >  А =  о, п;
( V  +  ‘і т г ^ г г г )  " , +1 +

+  СП. П-Л̂ Ѵп. П (1
при т £ (yh, Ук+і),

=  ■ 0 <  ѵ <  т — yh, k =  0, п\
(с^ѵ +  с—  М у—  ̂я  +V п а. п ‘а. п) т+ 1

са. п-Л̂ Ѵа. п (лд+і я т+і) "Ь
+  Сп. пМТп. о (1 — «ft+і) при

f  € [Jte. i/ft+i).

Н 6 ^тп+і» Т- Утп)» ^ =  1| Л>
m — 0, k —■ 1

в вершинах многоугольников (34) (см. 
рис. 4).

2. Обозначим х* =  + 0 ,  хъ =  у± —
— 0, х& ~  У i~f" 0, хап - у л
— 0,Х27і+1 =  Уп ~Ь 0, Х%п+2 =
=  Уп+і — 00 ¡проекции вершин мно­
гоугольников (34) на ось т]. Для 
каждого фиксированного хh, k =  
=  1,2« +  2, определяем максимум 
функции (37) среди вычисленных в п. 1 
значений и точку ѵ в которой этот 
максимум достигается. Среди найден­
ных максимумов определяем минимум 
и номер k0, для которого этот минимум 
достигается. Тогда т0 =  xk  ̂ и о0 =  
Значение найденного минимакса есть

гарантированное значение средних 
удельных потерь, если плановые пре­
дупредительные профилактики прово­
дить через время т0.

Средняя удельная прибыль. Экстре­
мальные функции F0 (х) и Ф0 (х), на 
которых достигается максимин (2) для 
средней удельной прибыли, опреде­
ляются равенствами (30) и (31).

Ниже дан алгоритм определения 
периодичности плановой предупреди­
тельной профилактики, для которой 
достигается максимин средней удель­
ной прибыли S  (т, F0, Ф).

1. Вычисляются S  (т, В0, п) =
п

2  А (т, у и  и) А щ
_  ¿=0
--------- П----------------------------  (38)

2  В (т, уи ѵ) Дяі ,

где знаменатель определяется равен­
ством (33), а числитель

п
2  А (т, уі, ѵ) An t =
¿=0

са. n^Ya. пль+і
— си. п^Ѵп. п (1 Лй.+і)

При т £ [yh. yh+1). V >  т,

k =  QТп\
* ,

2  (соУі -  спѵ -
і=о

— с-----М у----- \  Дя, 4-
а .  п а .  п /  1

(С0Т  СП. цМуп. п) 0    ^fe+l)
При т С [Ук. Ук+1). о <  V <  т — Ун, 

=  k =  0, п\
тп
2  {ч у і— ѵ  -

— с-----М у-----\  Дя,
а .  п  ‘ а .  п /  1

Ч- (с0т с&т п^Та. п) X 
X (яд+1 — я т+ і) +

-{- (СоТ Сп. дЛІУп. п) ( ̂  л Л+і)
при т С [yh, Ук+і).

ѵ С f r — i/m+l. Т — Утп),

k =  1, п, m =  0, k — 1
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в вершинах многоугольников (34) (см. 
рис. 4).

2. Обозначим дс£ =  + 0 ,  х2 — Уі — 0,
=  Уі Н-  0, ..., Х2п =  Уп 0,

■*"271+1 =  Уп Ч" 0» *871+2 =  Уп+1 =  00
{проекции вершин многоугольников 
(34) на ось г ]. Д лякаж дого фиксиро­
ванного дс&, /5 = 1 ,  2 л +  2, опреде­
ляем минимум функции (38) среди 
вычисленных значений в п. 1 и точку о ь, 
в которой он достигается. Среди най­
денных минимумов определяем макси­
мальный и номер /?о, для которого этот 
максимум достигается. Тогда т0 =  хкд 
и £»0 == ѵк , а значение найденного
максимина есть гарантированное зна­
чение средней удельной прибыли, если 
плановые предупредительные профи­
лактики проводить через время т0.

8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ
ПЕРИОДИЧНОСТИ ПЛАНОВОЙ
ПРЕДУПРЕДИТЕЛЬНОЙ
ПРОФИЛАКТИКИ
ПРИ МГНОВЕННОЙ ИНДИКАЦИИ
ОТКАЗА И НЕПОЛНОЙ
ИНФОРМАЦИИ О НАДЕЖНОСТИ

Для к о э ф ф и ц и е н т а  г о  
т о в н о с т и  имеем

&г (/*■, б) =
00 оо

1 I  А (дс, у) йР (у) Л? (дс)
о о

00 оо

I  I  В (х, д) ОР (у) йй (дс) 
О О

где

(39)

А (х, д) =  шіп (х, д) =  
х при д с^у , 
у при дс> р; 
х +  М уд. п при х <  д, 
у  +  М у——, при х ^ д .

Определяем

В (дс, у)

{ 
-{ а. п

шах шіп £ ( / \  б) =  
в £ £2 Р £ £2 (п, у,  л) 1

^г(^о* ^о)*

Экстремальная функция ^  (х) опре­
деляется равенством (30), экстремаль­
ная функция б0 (дс) принадлежит клас­
су вырожденных функций распределе­
ния, т. ѳ.

Г 0 при х <  т0;
°о (*) =  1 . (40)I 1 при дс;>т0.

Для определения т0 необходимо.
1. Вычислить значения последова­

тельности
£ п
£  Уі&Щ +  Ук+і £  Дл* 

А к =  _____________{=&+1

£  {Уі +  м ^ттъ) Ая, +

п
+ (г /  + м ? п п) 2  &л,

1
(41)

к =  0, п; при & =  п полагаем 
п п

£  Дя* =  О и уи+1 £  Дя* =  0. 
1=к+\ 1=11+ 1
2. Определить шах А ь =  А ъ и но- 

0<А<п 0
мер &0, при котором этот максимум 
достигается.

Величина А кд есть гарантированное
значение коэффициента готовности при 
проведении плановых предупредитель­
ных профилактик через время т0 =  
=  Ук,+ 1 -  0.

Для в е р о я т н о с т и  в ы п о л ­
н е н и я  з а д а ч и  имеем

Яг (Л  О) =
оо оо

|  |  А г (х, у) йР (у) сЮ (дс)
_0_£_____________________

00 оо *
1 |  В (дс, у) ЛР (у) (Ю (х) 
о о

где
(х, у) =  шіп (дс, шах (0, у  — г)) =  

О при 0 <  у ^  г;

=  { у — г при г <  у  <  дс +  г\ 

х  при у >  х +  г,
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а функция В (х, у) определяется равен­
ством (39).

Вычисляем
шах mín R z (F, G) —

(n, y ,  Tí)

~  Rz {Fo» G0).
Экстремальная функция F0 (x) опре­

деляется равенством (30), экстремаль­
ная функция G0 (х) принадлежит мно­
жеству вырожденных функций распре­
деления, т. е. имеет вид (40).

Для определения х0 необходимо.
1. Определить номеруй (0 ^  Л0 ^ п), 

для которого
Вк +і -  г >  0.

2. Вычислить значения функции
п п
2  Az (*. Уі) Ащ  / В (х, уі) Ащ ,
i=Q I ¿=0

(42)
te

п
2  А* (*» уо Дя* =
í= І

г 2  Aslt ПРИ T^[°* fi'&o+i — z); 
í=A0+ l

m n
2  &  — г) Аяі 4- X 2  Ая*

¿ = f c „ + 1  ? = m + I

при х € [Fm — г, Fm+i — г), (43) 
¿o <  tn <  л; 

при т =  п полагаем
п п

2  Дя* =  0, ут+1 2  Ая* =  °» 
í=m+l í—m+I

п
2  ^  (т, F*) Дя* “

Í = Q

=  2  ( » i + А я, +
і=0

п
+  (х +  Жуп. п) 2  Аяі

í=ft+l
при х € [fa« Ffe+i). k =  0ГЙ. (44) 
в точках х £ (Ffe zh 0, £ =  0, nj

F i+ i— г. I =  ¿o, n).

3. Среди полученным значений вы­
брать максимальное, которое будет 
гарантированным значением вероят­
ности выполнения задачи. Точка х0, 
при которой достигается этот макси­
мум, есть период проведения плановым 
предупредительных профилактик.

Для с р е д н и м  у д е л ь н ы м  
п о т е р ь  имеем

С (/>, G) =
оо оо
J  J  А (х, у) dF (у) dG (х)
0 о
оо оо

J  J В (х , у) dF (у) dG (х)
0 0

•де

{
с----Ж у -—  при у ^  х;
а. п а. п

Сп.п^Ѵп.п при F > - k;В (xt у) =  min (х , у) 
х при Х іС у, 
у при х > у .

Вычисляем
ч

шіп там  С (F, G) =
G £ Q F £ ß  (п . у .  Я)

=  С (Fо, G0).
Экстремальные функции F0 (х) и 

G0 (х) определяются соответственно ра­
венствами (30) и (40).

Для определения периода х0 не­
обходимо.

1. Вычислить значения последова­
тельности

с-----М у-----я  +
а. п а. п й+1

я _ Ч~ СП, Д^УіГ. ГГ (1 1) j
k k

2  y tAni "Ь
1=0

-}- (1 — яд+і) Fft+i

k. — 0 , n, (45)
причем Уп+і (1 — я п+1) =  0.

2. Определить min A k =  A k и

номер kQi при котором этот минимум 
достигается. Величина A kf есть га­
рантированное значение средних 
удельным потерь при проведении пла-
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новых предупредительныя профилак- 
тик через время т0 =  У ^ . \  — О*

Для с р е д н е й  у д е л ь н о й  
п р и б ы л и  имеем

5  (Р, в) =
оо оо

\ \  Л і я .  В)  ¿ Р  (у) І О  (*)
0_0____________________
оо со ’

В (я, д) йР (д) Я? (х)
0 О 

где
А (х , д) =

с д  — с— — при д< ^хіО & • IX & • п
с0х —  Сп.дАГуп.п при д > х ,

а функция В (х , у) находится из ра­
венства (39).

Вычисляем
max min S  (F , G) =  
G ^Q F ^G  (n, y, n)

— 5 (F0, G0).
Экстремальная функция (х) опре­
деляется равенством (30), экстремаль­
ная функция 00 (х) принадлежит мно­
жеству вырожденных функций распре­
деления, т. е. имеет вид (40).

Для определения т0 необходимо.
1. Вычислить вначения последова­

тельности
с0 (1 — яь+і) уь+і +

*
+  с0 2  Уі Апі — 

г=о

Ah =

Св7~п ^а.
сп. п-^Ѵп. п 0  —  fift+i)
(1 — Jtfc+l) уь+1 -j- 9

ft

+  2 j уі Апі +
1 = 0

+  л  M y------f-
' ft+ 1  'а .  П '

“f- (1 ЯД+і) M yn. n

k =  0, n , (46)
причем yn+1 (1 — я п+1) =  0.

2. Определить max A b == A b и но- 
о <ft<n 0

мер /г0, при котором этот максимум 
достигается.

Величина А к есть гарантированное
значение средней удельной прибыли 
при проведении плановых предупреди­
тельных профи л актин через время
то =  0йв+1 “

Методика определения минимаксных 
периодов проведения плановых преду­
предительных профилактик и гаранти­
рованных значений показателей каче­
ства функционирования. Исходные дан­
ные для расчета следующие: вектор
У =  ІУо =  0, Уі , Уі , .... Уп, Уп+і =  °°) 
и вектор я  ■— (я0 —• 0, ¡гсц, 
я п+1 =  I); математическое ожидание 
длительности плановой предупреди­
тельной профилактики М уПш п; ма­
тематическое ожидание длительности 
непланового аварийно-профилактиче­
ского ремонта М у— ; потери заа. п
единицу времени при проведении пла­
новой предупредительной профилак­
тики сп. т  потери за единицу времени 
при проведении непланового аварийно­
профилактического ремонта с-—£  при­
быль с0» полученная за единицу вре­
мени безотказной работы системы; опе­
ративное время г работы системы, не­
обходимое для выполнения задачи.

Алгоритм вычисления показателей 
следующий.

Для к о э ф ф и ц и е н т а  г о т о в ­
н о с т и  определяем номер А0, при 
котором достигается максимум функ­
ции Аь  (41) при 0 ^  к, ^  п\ если 
максимум Аь  достигается в точке 
¿о <  я» то плановые предупредитель­
ные профилактики следует проводить 
через время т0 =  У^-ь-і — 0; если ко =  
— п, то т0 =  со, т. ѳ. плановые пре­
дупредительные профилактики прово­
дить нецелесообразно; величина А ко
есть гарантированное значение коэф­
фициента готовности.

Для в е р о я т н о с т и  в ы п о л ­
н е н и я  з а д а ч и  определяем но­
мер (0 ^  /г0 л), для которого 
Ук0 — * <  ° . Ук9+ 1 — г >  0 и ма­
ксимум функции (42) в точках % £ 
6 {Ук ±  0, А =  оГТг; Уі+і —  г, 1 =  
=  ко, л); точка т0, в которой дости­
гается максимум функции (42), есть 
период проведения плановых преду­
предительных профилактик, при кото­
ром значение максимума функции (42)
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есть гарантированное значение вероят­
ности выполнения задачи.

Для с р е д н и х  у д е л ь н ы х  
п о т е р ь  определяем номер к0 (0 <  
^  Л0 ^  п)> при котором достигается 
минимум функции (45); величина т0 =  
=  Ук0+ 1 — 0 есть периодичность про­
ведения плановых предупредительных 
профилактик; величина А ко — гаран­
тированное значение средних удельных 
затрат;' если ^  =  п% то проводить 
плановые предупредительные профи­
лактики нецелесообразно.

Для с р е д н и х  у д е л ь н ы х  
п р и б ы л е й  определяем номер 
к0 (0 <; £0 ^  л), при котором дости­
гается максимум функции (46); вели­
чина %0 =  У ^+ і — 0 есть периодич­
ность проведения плановых предупре­
дительных профилактик; величина 
А ко — гарантированное значение сред­
ней удельной прибыли; если £0 — л, 
то проводить предупредительные про­
филактики нецелесообразно.

Пример. Определим гарантированные 
значения показателей качества функ­
ционирования и сроки проведения пла­
новых предупредительных профилак­
тик системы со следующими характе­
ристиками: М уа п =  1 ч, М у—  =а. п
=  2 ч, г =  25 ч, сп. п =  1 ед./ч, 
С—  =  2 ед./ч, с0 =  5 ед./ч, у  —

а. п
=  (Уо =  0у Уі =  10 ч, у2 =  20 ч, уд =  
=  30 ч, уА =  40 ч), я  =  (я0 =  0, щ  =  
=  0,10, я а =  0,15, Яд =  0,30, щ  =  
=  0,50).

К о э ф ф и ц и е н т  г о т о в н о -  
т и. Вычисляем значения Ль : Л0 — 

=  0,891; Лі  =  0,940; Л2 =  0,950; Ад =  
=  0,952; Л4 =  0,937.

Гарантированное значение коэффи­
циента готовности равно 0,952 при 
проведении плановых предупредитель­
ных профилактик через время т0 =  
=  40 — 0 ч.

В е р о я т н о с т ь  в ы п о л н е ­
н и я  з а д а ч и .  В соответствии с ме­
тодикой определяем &0. В данном 
случае 60 =  2. Вычисляем значения 
функции (42) (табл. 3).

Остальные значения можно не счи­
тать, так как числитель при т >  
>  уі — г принимает постоянные зна­
чения, а знаменатель возрастает. Поэ­
тому максимум достигается при г ^

3. Значения функции і?г (і5©, <?о)

чг Я и Я

о II о 0
=  10+0

0,591

Уз—2= 5 0,761 У4—2=  15 0,580
Уа~ 0 =  
=  10—0

0,594

Уі — 2 = 1 5  ч. Графики функций 
приведены на рис. 5 и 6.

Гарантированное значение вероят­
ности выполнения задачи равно 
0,761 при проведении плановых преду­
предительных профилактик черев 
т0 =  5 ч,

л

Рис. 5. График числителя выражения 
(42)

Рис. 6. График знаменателя выраже­
ния (42)
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С р е д н и е  у д е л ь н ы е  п о ­
т е р и .  Вычисляем значения функ­
ции (45): Л0 =  0,144; Л* =  0,081; 
Лй =  0,076; Л3 =  0,085; A t =  0,139.

Гарантированное значение средних 
удельных потерь равно 0,076 ед./ч 
при проведении плановых предупре­
дительных профилактик через время 
т0 =  30 — 0 ч.

С р е д н я  у д е л ь н а я  п р и ­
б ы л ь .  Вычисляем значения функ­
ции (46): Л0 — 4,327; А г =  4,624; 
Ля =  4,674; Л3 =  4,677; Л4 =  4,552.

Гарантированное значение сред­
ней удельной прибыли равно 
4,677 ед./ч при проведении плановых 
предупредительных профилактик через 
время т0 =  40—0 ч.

9. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ПЕРИОДИЧНОСТИ ПЛАНОВОЙ 
ПРЕДУПРЕДИТЕЛЬНОЙ 
ПРОФИЛАКТИКИ ПРИ 
ОТСУТСТВИИ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ 
ИНДИКАЦИИ 
ОТКАЗОВ И НЕПОЛНОЙ 
ИНФОРМАЦИИ О НАДЕЖНОСТИ

Для к о э ф ф и ц и е н т а  г о ­
т о в н о с т и  имеем

k r (F, G) =
СО OG

А (х, у) dF {у) dG (х)
0 Q____________________
00 оо *

В (л, у) dF {у) dG (х)
о о 

где
Л (х, у) — min (х, у) ~  

х при х < у ,
(4 і)

у  при х > у ;

В (х , у) =  | Лг +  Л1Тп‘и ПРІ Х < У ’ \ 
1 х +  М у  а. п при х >  у. j

(48) j

Определяем
max min k v (F, G) —

FgQ  (n, у, я) 1

=  kp  (Fo, Go).

Экстремальная функция F0 (x) опре­
деляется равенством (30), а экстре­
мальная функция G0 (x) принадлежит 
классу вырожденных распределений, 
т. е. имеет вид (40).

Для определения т0 необходимо.
1. Вычислить значения последова­

тельности
Ak =

к
2  Уі Ащ  +  д8 (1 — Щ+х)

=  max і=о_____________________
s=k.  ft+I y 8 +  пк+1М у й, п +

+  (1 — CTfe+i) Aiyn. д
(49)

при 0 <  k n (при k — n, Ub+i =  CO,
J*fc+1 =  Ь  Ук+1 0  — ” fe+i) =  ° ) '

2. Определить номер k0, при котором 
А ь — max A b, т. ѳ. достигается

0 о
максимум последовательности Л&. 

Величина A ko есть гарантированное
значение коэффициента готовности. 
Период проведения плановых пре­
дупредительных профилактик т„ =
=  Ук0 +  °> если

k0
2  yt Ащ  +  9k0 (1 — n kQ+1)

______________________________ >
УЩі H~ ^ho+ i^Y a. п
+  (1 — aift0+1) M y n, n

kiff
S  Ft Дет* +  9h0+1 (1 ~  fftft0+1)

>  ± ± _______________ __________________
#ft0+1 +  я Л0+1^Та. n +  *

-f- (1 Hft0+i)  M y n, n
(50)

и время tq =  Ук0+1 — 0, если нера­
венство (50) не выполняется.

Для в е р о я т н о с т и  в ы п о л ­
н е н и я  з а д а ч и  имеем

Rz (F. G) =
ОО СЮ

Ла (х, у) dF (у) dG (х)
D D__________ _

оо оо *

В (х, у) dF (у) dG (х) 
d а 

где
А х {*, У) =  min (я, max (0, у  — г)),
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а функция В (х, у) определяется ра­
венством (48).

Вычисляем

Функция В  (х , у) определяется ра­
венством (47).

Вычисляем
шах min R z (F , G) =
G £  Q F £  fi (n, у, л )

=  Rz (Fo» Go) •
Экстремальные функции F0 (x) и 
G0 (x) определяются соответственно ра­
венствами (30) и (40).

Для определения т0 необходимо.
1. Найти номер k0 (0 ^  k0 <  л), 

для которого у к  — г <  0, y ko+l —
— г >  0.

2. Вычислить при т £ {ук ±  0,
k =  0Т^; уі+і — г, I =  kQ, п) функ­
цию

п
2  Az (х, 9і) Длі

2  В (т, Уі) Ащ, (5і)

где числитель определяется равенством
(43), а знаменатель (& =  0, п)

п
2  В (т, Уі) Ащ =  т +  пк+1Муа. п +

+  (1 ■ Яь+і) ^Ѵп. п
при X € [дк , ук+1).

3. Среди полученных значений выб­
рать максимальное, которое и будет 
гарантированным значением вероят­
ности выполнения задачи. Точка т0, 
при которой достигается этот макси­
мум, есть период проведения плановых 
предупредительных профилактик, 
обеспечивающий это гарантирован­
ное значение.

Для с р е д н и х  у д е л ь н ы х  
п о т е р ь  имеем С (Р , й) —

где

оо оо

J  J  а  (х, у) dF (у) dG (х) 
о о____________________
ОО 00

В (х, у) dF (у) dG (х) 
ö о

(х — у) сп +  са. п^Ѵа. п 
при д < х ;  

Сп.пЛ1Тп.п при

min max С (F , G) =
G£Q (n, у, л)

=  С о, 00).
Экстремальные функции /•'о (х) и 

(х) определяются соответственно 
равенствами (30) и (40).

Для определения х0 необходимо. 
1. Вычислить значения последова­

тельности
Ак =  т іп  /са. п^Ѵа.пль+і 4~

в=й, й+ І'

X

4" сп. п^Ѵп. п (1 — я й+і) 4“
k

-ь % 2  (у з— 9 і) Азх0  х  
¿=0

k '
9s (1 — nh+i) +  2  Уі Ant 

¿=0

(52)

при 0 ^  k <  п.
2. Определить номер fc0, при 

котором достигается А ь =  min А ь.
0 о <й<п

Величина есть гарантированное
значение средних удельных затрат. 
Период проведения плановых преду­
предительных профилактик т0 =  yko Ar 
-+- 0, если

са. п^Ѵа. плй0+і 4"
+  сп, п^Ѵп. п (1 ~  ^fto+i) 4“

+  % S  (йко— ш )Ь щ

/?0
+  2  уі Ап*

i=Q
са. п^Ѵа. плйо+і 4"

+  cn. n^Yn. п (1 — лй0+ і) 4” 
й0

+  сп 2  (9к0+і~~9і)А пі 
_________¿=0__________________

9к0+1 (1 — лйо+і) 4"
/?0

+  2  ^ Аяі ,
і=й

(53)

А (х, д) =
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и т0 =  Уіг0+і — 0* если неравенство Экстремальные функции (х) и
(53) не выполняется.

Для с р е д н е й  у д е л ь н о й  
п р и б ы л и  имеем

$  (Л  G) =

J  J Л (х, у) d? (у) dG (*)
о о
оо оо (54)

[ j В (х, У) dF (у) dG (х)
о о

где
Л (х, у) =

С0У — (х — У) сп — са. n^Ya. и 
при у < х ;

CqX --Сп. пМуп. ц
при у > х ,

а функция В (х, у) определяется ра­
венством (48).

Вычисляем
max min 5  (F , G) ~
e ^ ö F ^ ß ( n ,  у, я)

~  S {F ош Go) •

G0 (х) определяются соответственно 
равенствами (30) и (40).

Для определения т0 необходимо. 
1. Вычислить значения последова­

тельности
A h =  max (у3 fc0 (1 — Jift+1) —

s= k , ft+I

— cnnft+i] +
k

+  (Co +  cn) J ]  yi Ащ  —
t=0

ca. н^Та. n^fc+i —
— Cn. пМуп. д (1 — Jtft+1) X

X (Уз 4~ ^fe+i^Va. n +
+  (1 — «ft+1) M yn. n)-a

при 0 <  k <  п.

2. Определить номер &0, при котором 
достигается А ь =  т а х  Л ь.

к° о к
Величина А ко есть гарантирован­

ное значение средней удельной при­
были. Период проведения плановых 
предупредительных профилактик 
*о =  Ук0 +  °» если

к0
Уко [Со(1 ¡% +1) СПЛ^0+1] -(- (С0 +  Сп) ^  Уі Ащ —

і= О
са . п ^ Т а . пя Ьо+1 нАІУп. п (1 —  ^Ьо+і)

>

Уко ~Ь ttht)+ i^ Y a . н Ч~ (1 Jtftg+j.) А4уп , и

*0
Ук0+1 [С0 (1 K k 0 + 1 ) CnJife0+l ] (с0 +  Сп) ^  У і Ащ

¿=0
са .пАІУа. пя Д0+і —  Сп. дЖ уд. д (1 —  я * 0+1)

>

Укр+х +  flfto+iMYa. д  +  (1 —  Щ0+х) Л47д. п
(55)

и т0 =  Уь0+ 1  — 0» если неравенство 
(55) не выполняется.

Методика определения минимаксных 
периодов проведения плановых преду­
предительных профилактик и гаранти­
рованных значений показателей каче­
ства функционирования. Исходные дан­
ные для расчета следующие: вектор
У ІУо О» У\} Уі} •••> Уті} Уп+х ==°°)» 
вектор эт =  (я0 =  0, щ , эт2, ..., тсп, 
зтп+1 — 1); математическое ожидание 
длительности плановой предупредите- | 
льной профилактики М уПщП\ математи­
ческое ожидание длительности плано­

вого аварийно-профилактического ре­
монта М уа. п; потери за единицу вре­
мени при проведении плановой преду­
предительной профилактики сп. п; по­
тери за единицу времени при прове­
дении планового аварийно-профи­
лактического ремонта са. п; потери 
за единицу времени простоя в состоя­
нии скрытого отказа сп; прибыль с0, 
получаемая за единицу времени без­
отказного функционирования систе- 

І мы; оперативное время г работы систе­
мы, необходимое для выполнения эа- 

і дачи.
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Алгоритм вычисления показателей 
следующий.

Для к о э ф ф и ц и е н т а  г о ­
т о в н о с т и  определяем номер fe0 
(О 5^ fe0 п), при котором достига­
ется максимум функции Ah (49), и 
проверяем условие (50); если это ус­
ловие выполняется, то плановые пре­
дупредительные профилактики следует 
проводить через время т0 =  yko 0.
Если не выполняется, то плановые 
предупредительные профилактики сле­
дует проводить через время т0 =  
=  —  °-

Для в е р о я т н о с т и  в ы п о л ­
н е н и я  з а д а ч и  определяем 
номер fe0 (0 ^  л), для которого
Ук0 — 2 <  °» Ук0+ 1 — г >  0 и мак­
симум функции (51) в точка® % £
6 {Ун ±  0, fe =  67~ñ; у  1+1 — z, I — 
=  fe0, п }; точка т0, в которой дости­
гается максимум функции (51), есть 
период проведения плановых преду­
предительных профилактик, при ко­
тором значение максимума функции 
(51) есть гарантированное значение 
вероятности выполнения задачи.

Для с р е д н и х  у д е л ь н ы х  
п о т е р ь  определяем номер fe0 (0

fe0 ^  п), при котором достигается 
минимум функции (52), и поверяется 
условие (53); если неравенство (53) 
выполняется, то плановые предупре­
дительные профилактики следует про­
водить через время т0 =  y kft +  0;
если не выполняется, то плановые 
предупредительные профилактики 
следует проводить через время т0 =
=  у К + 1 -

Для с р е д н е й  у д е л ь н о й  
п р и б ы л и  определяем номер fe0 
(0 <: fe0 ^  п), при котором достига­
ется максимум функции (54), и про­
веряется неравенство (55); если оно 
выполняется, то плановые преду­
предительные профилактики следует 
проводить через время т0 =  y k +  0;
если неравенство (55) не выполняется, 
то плановые предупредительные про­
филактики следует проводить через 
время т0 =  y ko+l — 0.

Пример. Определим гарантирован­
ные значения показателей качества 
функционирования и сроки проведения

плановых предупредительных про­
филактик системы, для которой заданы 
следующие характеристики: М уПш п =  
=  1 ч, Мѵа. п =  2 ч, г =  25 ч, сп, п =  
=  1 ед./ч, са. п =  2 ед./ч, сп — 
=  2 ед./ч, с0 =  5 ед./ч, у  =  (у0 =  0, 
Уі — 10 ч, у ъ =  20 ч, уэ =  30 ч, yá =  
=  40 ч), я  =  (Яо =  0, Jts =  0,10, 
я 2 =  0,15, зт3 =  0,30, щ  =  0,50).

К о э ф ф и ц и е н т  г о т о в н о ­
с т и .  Вычисляем значения последо­
вательности (49): А 0 =  0,811; А г =  
=  0,827; Ла =  0,822; А3 =  0,778; 
Л4 =  0,702.

Таким образом, получаем, что пре­
дупредительную профилактику сле­
дует проводить через т0 =  20 — 0 ч, 
а гарантированное значение коэффи­
циента готовности равно 0,827.

В е р о я т н о с т ь  в ы п о л ­
н е н и я  з а д а ч и .  Определяем 
номер fe0. В этом случае fe0 =  2.

Далее определяем значения функ­
ции (51) в точках т £ {уь  гЬ 0, fe =
=  бГ л ; Уі+1 — О, I — fe0, п}\ R 0 =  
=  0, R i =  0,574, R 2 ■— 0,541, Ra =  
=  0,538, R i =  0,526, Rfi =  0,402.

Остальные значения можно не вы­
числять, так как при т >  20 знаме­
натель функции (51) возрастает, чи­
слитель постоянен и, следовательно, 
при т > 2 0  максимума нет.

Из расчетов следует, что гаранти­
рованное значение вероятности вы­
полнения задачи равно R 0 =  0,574, 
а период плановой предупредительной 
профилактики т0 =  5 ч.

С р е д н и е  у д е л ь н ы е  ва- 
т р а т ы. Вычисляем значения после­
довательности (52): Л0 =  0,367; А± — 
=  0,369; Лй =  0,394; Л3 =  0,551; 
Ай =  0,847.

Таким образом, плановые преду­
предительные профилактики следует 
проводить через время т0 =  10 — 0 ч; 
при этом гарантированное значение 
средних удельных потерь равно 
0,367 ед./ч.

С р е д н я я  у д е л ь н а я  п р и ­
б ы л ь .  Вычисляем значения функ­
ции (54): Л о =  3,757; А± =  3,832; 
Д2 =  3,784; А3 =  3,460; =  2,917.

Таким образом, гарантированное 
значение средней удельной прибыли 
равно 3,832 ед./ч при проведении 
плановых предупредительных про­
филактик через время т0 =  20 — 0 ч.
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10. МИНИМАКСНАЯ СТРАТЕГИЯ 
ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА 
МОМЕНТЫ

Исследуем стратегию обслуживания 
системы, в которой мгновенная инди­
кация отказа (см. разд. 4) и плановые 
предупредительные профилактики на­
значаются через детерминированный 
период т:

G
х ^  т; 
х >  т.

Случай 1. Обозначим через £2 (р.1)— 
множество функций распределения 
Т7 (х) с фиксированным математическим 
ожиданием

оо оо

Р-1 =  Л4| =  |  хйР (х) =  |  Р (х) йх.
о о

Для к о э ф ф и ц и е н т а  г о ­
т о в н о с т и  Ар (F, G), определяе­
мого равенством (16), необходимо вы­
числить

max min k r (F , G) =
G£Q* F (Ці) 1

“  (F0, O0)

и функции F0 (x) и G0 (x), на которых 
максимин достигается. Решение имеет 
вид

k (F G \ — - —

Pi
Pi +  МУ—  ’a. n

этот максимин достигается при т0 =
=  оо, і?0 (х) =  1 — е“*7̂ ,  х >  0. 
Следовательно, минимаксным пра­
вилом в ситуации, когда известно 
лишь математическое ожидание вре­
мени безотказной работы, является 
правило, при котором плановые пре­
дупредительные профилактики про­
водить не следует: т0 =  оо. Гаранти­
рованное значение коэффициента го­
товности равно р-і/р.* +  М у— .А* П

Для с р е д н и х  у д е л ь н ы х  
а а т р а т С (і7, б), определяемых

равенством (17), необходимо вычислить
т іп  т а х  С (^, б) =

<3£Й* *■(: £і (іх!)

— С (Р0, бо)
и функции /''о (х) и б0 (х), на которыя 
минимакс достигается. Решение имеет 
вид

с-----М у-----
С (/?0, Со) =  ;

этот минимакс достигается при т0= о о ,
F0 (х) =  1 -  е~х/^ ,  х >  0.

Следовательно, минимаксная стра­
тегия будет совпадать с пассивной 
стратегий (предупредительная про­
филактика целесообразна, обновление 
системы только после отказов), если 
качество функционирования характе­
ризуется средними удельными затра­
тами.

Для с р е д н е й  у д е л ь н о й  
п р и б ы л и  S (F, G), определяемой 
равенством (18), необходимо вычислить

max min S (F, G) =
G £ Q *  F £ Q  ( щ )

— S (Fо* Go)
и функции Г0 (х) и б0 (х), при которых 
максимин достигается. Решение имеет 
вид

S (Fо» G0) —

с и  — с-----М у
0Г 1 а. п га. п

И, +  Ж
этот максимин достигается при т0 =  оо
и F0 (х) =  1 — х > 0 ,  если
справедливо неравенство

Рі >
С-----— са. п п. п

со “Ь сп. п
Му а. п*

(56)

Следовательно, при выполнении ус­
ловия (56) минимаксная стратегия, 
обеспечивающая гарантированное зна­
чение средней удельной прибыли, есть 
пассивная стратегия, при которой пла­
новые предупредительные профилак­
тики проводить нецелесообразно.

Для в е р о я т йГо с т и  в ы п о л ­
н е н и я  з а д а ч и  Я2 (і7, в) опре­
деляемой равенством (14), необходимо 
вычислить
max m in R z (F, G) =  R z (F0, G0)

G £ Q * F £ Q  (Ul)
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и функции Е0 (х) и О (я), на который 
максимин достигается. Решение имеет 
вид

Яг о» С0) =
' 0, если |ЛХ ^  г,

f t i— g
jii +  Му~ &

>
п

еели ¡Л і> г;

этот максимин достигается при т0 =  оо 
и на ступенчатой функции (я), 
имеющей две точки роста у± =  г — О 
и у 2 >  г. Величины скачков рі и р2 =  
=  1 — р± определяются из равенства

N  =  УіРі +  #зРа*
Если рі <  г, то при любом е >  О 

и любом т найдется такая ступенчатая 
функция распределения Р (дс) из мно­
жества й  (рх), для которой

Яг (Я> *) <  8.
Следовательно, при |Х| >  г мини­

максным правилом проведения пре­
дупредительных профилактик, обе­
спечивающим некоторое гарантиро­
ванное положительное значение ве­
роятности выполнения задачи, явля­
ется правило, в соответствии с кото­
рым предупредительные профилак­
тики не проводятся, т. е. т0 =  оо.

При поиске максимина вероятности 
выполнения задачи экстремальную 
функцию Я0 определяли из класса 
ступенчатых функций распределения, 
В остальных случаях распределение, 
на котором достигался минимакс (или 
максимин), являлось экспоненциаль­
ным (это связано с методом получения 
соответствующих р езультатов).

Случай 2. Обозначим через Й (¡л*, Рз) 
множество функций распределения 
Я {к) с фиксированными первыми двумя 
моментами

ОО
Рі =  |  х йЯ (х) =

о
ОО

=  |  Я (*) йя и
О

оо

р , =  ДГ£г =  |  ** ¿Р (*),
О

О2 =  Р2 “  Рі >  О*

Для с р е д н и ®  у д е л ь н ы ®  
з а т р а т  С (Я, С), определяемых ра­
венством (17), необходимо найти

min max С (F , G) =
G ç a *  FÇ-Q, (JA,, Hj )

=  G (Е0, G0)

и функции F0 (x) и G0 (x), на которых
т? 2aминимакс достигается. Если —

Иі
S;> 1 — то минимаксное правилоG-----

а .  п
проведения восстановительных работ 
состоит только в проведении неплано­
вых аварийно-профилактических ре­
монтов, т. е. замен после отказов. 
Плановые предупредительные про­
филактики проводить нецелесообразно 
(период т0 =  оо).

Гарантированное значение сред­
них удельных затрат С (Я0, в 0 ) =

=  достигается оно на функ­
ции Е0, которая является предельной 
функцией (при Т -+  оо) последова­
тельности ступенчаты® функций с дву­
мя точками роста

%г —
В-----

а .  п

Ад. п
т —

2
+ А д. п  

В-----
а .  п

а2 9

T2 = r  +  / l - g f - j p l  +

+ і /  (т- £ = * ) ' + г ± ° г
У  \  а .  и  у а .  п

со скачками р% и которые опреде­
ляются из условий 
Рі%і +  (1 — рі) т2 ^  flï и =  1 ~  рі.

Предельная функция F0 (х) имеет 
одну точку роста. Поэтому нужно 
говорить не о минимаксе, а о минимуме 
супремума, т* е. максимум в рас­
сматриваемом множестве Й (рі, Ра) 
при т0 — то не достигается*
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Если

^1
Дп. д
с-----

а. п

то минимаксное правило проведения 
плановых предупредительных про* 
филактик состоит в выполнении этих 
работ через время т0, в котором дости­
гается минимум функции

(57). При этом гарантированное зна­
чение коэффициента готовности

(*о, °°) ~

=  т° ~ ~

а 2 ( Т о +  Л1^ )  +
+  (т0 +  М уп. п) (Ці — т0)а

т іп
Гі<Т<Г*

д -
а .

_ о 2 +  5 (Р-і — *)*П П. П V 1 /
Т [а2 +  ( ^  — т)2]

где

0— .а 2 +  0
а. п п. п (Рг -  то)а

То [о* +  (і*і — т0)*] »

Величина минимума есть гаранти­
рованное значение средних удельных 
затрат. Достигается она на функции 
распределения (х), имеющей две
точки роста

Ті — То» Та — Ш — Р-іТр 
Р-1 — То

со скачками 

Рі =
а2

Р2 — 2Ріта +  то
У

Рі =  ( Р і— Тр)а
Р2 “  2Ріто +  та *

(57)

Если положить с—  (/) =  сп п (0 =3.» н *
=  I (т. е. с—  =  св п =  1, I —  =  
=  М у— , 8П п =  М уп пу  то С (/% 
б) =  йр1 (Т7, (?) — 1. Следовательно,
для коэффициента готовности оста­
ются справедливыми все результаты, 
сформулированные для средних удель­
ных затрат при выполнении условий

11. МИНИМАКСНАЯ СТРАТЕГИЯ 
ТЕХНИЧЕСКОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
ПРИ НАЛИЧИИ ОШИБОК 
КОНТРОЛЯ

Описание стратегии и постановка за­
дачи. Задана система, для которой 
время безотказной работы распреде­
лено по закону Т7 (х), и пусть этот 
закон распределения неизвестен, а из­
вестно лишь, что Т7 (х) принадлежит 
классу распределений положительных 
случайных величин, т. е. Т7 £ П (О, 
у , я) =  £2. Предположим, что для 
рассматриваемой системы появив­
шийся отказ самостоятельно не про­
явится, т. е. Ф (х) =  0. Система долж­
на эксплуатироваться в течение вре­
мени Т >  0. Для определения состоя­
ния системы на периоде (0, 7^ назна­
чается план проверок Х п =  (х0 =  0, 
*і» •••» хп, хп+1 =  Т), определяемый 
возрастающей последовательностью 
моментов проверок работоспособности. 
Каждую проверку, длительность ко­
торой равна нулю, свяжем с определен­
ными потерями. Обозначим стоимость 
каждой проверки через с. Если отказ 
системы произошел в момент | ,  а был 
обнаружен в некоторый момент і, 
то потери за простой системы в нера­
ботоспособном состоянии Сі (/ — |)  =  
=  сі (і — |) ,  сі >  0, при этом потери 
считаются аддитивными.

Предположим, что система контроля, 
осуществляющая проверку работо­
способности, имеет ошибки двух видов: 
система контроля может признать с 
вероятностью 1 — р, 0 р ^  1 си­
стему работоспособной во время про­
верки, хотя система уже отказала, 
система контроля может признать си­
стему неработоспособной с веро­
ятностью <7, хотя она еще не отказала. 
Предполагается, что эти вероятности
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не зависят от прошлого контроля со­
стояний.

Обозначим через С (Х п, £) матема­
тическое ожидание потерь, которые 
будут иметь место, если выбран план 
Х п , а отказ системы произойдет в 
момент £. Из описания задачи следует:

с  (х п , а  =
к

9 S o  — Я)т ~ 1 (mc +  s) +
т—I

+ ( і - ? ) ‘ | р  £  о -
С m=k+ 1 

_  p)m—Л—I х

X ( т с  +  С і ( * т — S)] +

+  (1 -  Р ) п~ к ІПС +  Сі (Г -  0 1 1

=  ■ При хк <  £ <  xh+1,

k — 0, п — 1;

2  9(1 — Я ) * " '1 (¿c +  s) +
k = i

+  (1 ~ Я ) п [пс +  ъ і Т - l ) }  
при хп <  g <  Т;

2  0  — 9)*” 1 <7 (&> +  *) +
fc=l

- f  (1 — q)n nc при g > 7 \
(58)

где s — штраф за признание системы 
неисправной тогда, когда она находится 
в работоспособном состоянии.

В формуле (58) и в дальнейшем для 
любой последовательности ак  считаем 

I
5] ак — 0, если і >  J. 
k=i

Следовательно, при а =  0 имеем
С (Х 0, а  =

f Сі (Г ~  I) при 0 <  £ <  Т; 
I  0 при 1 > Т .

(59)

Частные случаи, когда р и ?  равны 
О или 1, получаются из равенства 
(58) предельным переходом. Тогда

математическое ожидание потерь за 
период (О, Т) будет иметь вид

МС (Х п, £) =
т

=  f С (Х п . х) iF  (X) +
О

+  С (Х п, Г ) Р ( Г ) .  (60)

Задача заключается в определении 
такого плана X*, при котором дости­
гается минимум потерь при наихуд­
шем возможном выборе функции F (х), 
т. е.
С* (X*) =  min max МС (Х п, £)• (61)

Хп F£Q

Решение задачи. Определяется такой 
номер N (N ^  0), для которого Ад- >  
> 0 ,  An +i < 0. где

г — І - [ 1 - ( 1 - » ) * ! -  
С 1

—  (sP4 +  cp — cq) X 
01Ч

д  х [ А Г ф - ! +  ( ! - ? ) " ]
*  1 +  £ Г И [ 1 _ (1 _ ?)*] •

(62)
В области JO, N 1 определяются 

все целые пкі k =  \ ,  2, т ,  для 
которых

<xxnh +  (1 — <7)П*Оа +  а 8 <  0,

«Ч (пн +  1) +  (1 — Я)Пк+1 “ 2 +  «а >  0, 
где

« і =  РЯ (&РЯ — <Ц+ ср),

а* =  (Р — Я) (ФЯ — СЯ +  ср),

«а — 8РЯ (Я — Р) — ctTpq* +
+  ср (2q — р).

Для каждого фиксированного пк 
(k =  0, 1, ів +  1) вычисляется

пк
Р„ь =  Е  -7(1— ff)n (no +  s) +

А  П=1

+  (1 —  <7)** rtftC +  c t  (1 —  я)пъ A nfc,
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где величина А„ определяется ра-
г я

венством (62), причем щ  =  0, nm+i =  
=  N.

Среди полученных значений (ßn#» 
ßn * ßn » ßw^ выбирается минимум

1  тп /
ßn =  min ßn , ,  определяется 

*o D<fe<m+I k
номер nk , для которого этот минимум 
достигается.

Если р Ф  д, вычисляется последо­
вательность *1, ..., хп по формуле

Xji =  Xfe—i “i- ¿ = 1, 2 , . . . ,  nhot

где
#o =  0;

Ak-i =  ^  +  - ~  ( p - 9 )  +C1 C1

+  ( ! — <?) Ajj при k — \, nhQ — 1;

Здесь An  ̂ определяется равенством
(62) при N  =  nk .

Если p — 0, то

Afe = fe — 0, 1, • • • i 1,

Аnfto Ci

Величина есть гарантирован- 
нов значение средних затрат, пко 
есть минимаксный объем проверок, 
^  ^ 1, *»»,  ̂““ план проверок,
который обеспечивает величину за­
трат.

Частный случай. Пусть (7 =  0, т. е. 
работоспособная система с вероят­
ностью, равной нулю, принимается аа 
нер аботоспособную.

Решение задачи:
определяется номер N (Ы ^  0), для 

которого А^ ;> 0, А^ѵ+і <  0, где
ср N ( N - 1 )

д  2
а гг 1 +  лгр ’

в области І0, М\ определяется це­
лое число для которого

+  а I z z J L л»

(&о +  0 а +  (&о +  *)

- < о ,

+

, 2 (с — сТ'р) 
+  ф а

> 0
(при с >  CiTp fe0 =  0);

определяем моменты проверок (план 
X *):

х0 =  0і

. Г г
*, =  i p {ä + T ~

___ е к, (k„ + 1) р  +  2
2% 2c1pfe0 +  1

i -f- 1 с )
“ 2“  *  у

вычисляем гарантированную вели­
чину затрат

С* (X*) =

стТ +  “J" ІР  (¿о +  I) +  2 ]



Глава 7. Модели технического обслуживания 
системы с учетом ее структуры

1. МОДЕЛЬ ТЕХНИЧЕСКОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ ДВУХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО 
СОЕДИНЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
(ПОДСИСТЕМ)

Описание стратегии технического об­
служивания. Постановка задачи. Ис­
следуем систему, состоящую из двух 
последовательно соединенных под­
систем. Функции распределения вре­
мен £* (і =  1, 2) безотказной работы 
каждой подсистемы обозначим через 
Е* (.к) =  Р (£* <  х). Отказ наступает 
тогда, когда отказывает хотя бы одна 
подсистема, и появившийся отказ про­
является мгновенно. Предположим, что 
вмешиваться в работу системы и про­
водить восстановительные работы мо­
жно только в моменты отказа системы, 
причем при восстановлении обяза­
тельно заменяется на новую отказав­
шая подсистема, а работоспособная 
подсистема обновляется, если в мо­
мент отказа ее наработка больше за­
данной величины. Величина на­
работки /-й подсистемы (і =  1, 2) в 
момент І есть функция, обладающая 
следующими свойствами:

величина =  0, если в момент і
обновлена і-я подсистема;

в интервалах работы і-й подсистемы 
функция Ѳ}'> — линейно возрастает с 
коэффициентом, равным единице;

в интервалах восстановления 
остается постоянной, если восстанав­
ливается подсистема § Ф  Ц

в интервалах восстановления =
=  оо, если восстанавливается /-я под­
система.

Если в момент I отказала і-я под­
система (і =  1, 2) и наработка неот­
казавшей /-й подсистемы (і Ф  /) боль­
ше Ту, Ѳ{/) >  Ту, то проводится не­
плановый аварийно-профилактический 
ремонт всей системы (обновляются от­
казавшая и неотказавшая подсистемы).
Если <  Ту, то проводится обно­
вление только отказавшей подсистемы, 
т. е. проводится частичное обновление
системы. Обозначим через у—  дли-а. п
тельность непланового аварийно-про­
филактического ремонта, через уі 
длительность обновления *-й подси­
стемы, через Му---- , Му,, і =  1, 2 —

а. п 1
математические ожидания этих слу­
чайных величин.

Обозначим через /2» •••» •••
моменты начала восстановительных 
работ.

Процесс £ (0 =  (*, і) при /& <  
<  если Ѳ(̂  =  *» I ~  1. 2,
х  !> 0 определяет эволюцию системы 
во времени; он является полумар- 
ковским, и задача формулируется как 
задача управления полумарковским 
процессом с несчетным множеством 
состояний.

Задача заключается в определении 
функционалов качества функциони­
рования и выборе параметров т* и тя, 
обеспечивающих экстремальное зна­
чение этих функционалов.
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Формулы для определения значений 
показателей качества. Для к о э ф ­

ф и ц и е н т а
имеем

г о т о в н о с т и

С̂ і» ^2) —

¿=1
кфі
ХС

+ 1о

/ со оо

I
хі

3 Рі (у) Рк (у) ¿У
0V, 1_ -а

1 О?
Г * . , .  .

р (X, і) йх +

Рі (X)
? і (х 4- д) Рк (у) ¿у р (х , і) йх

кфі

( ос

і
ч

му.'— ъ +  Ь ^  I (У) Рк (у) йу

О)

р (х, і) ¿X 4-

ч оо 4

0
Муь —̂  (* Ті (х +  д )Т к (у )й у

Рі (х) 0
р  (х, і) йх

і

где

Р (х, і) = (л:) р (х, ¿)
2 оо

2  £ ^  (у) ? (у* к)
к=  10

(2)

Ч
р (х, і) =  (х) +  |  р (у, і) X

X (х — 0) +

Ч
+  |  £ (у, /) (х +  0) Од,

<)
¿ =  1 ,2 ; \ Ф І \  (3)

(х) =  Т7/  (х) — плотность распреде­
ления времени безотказной работы 
/-й подсистемы, |  =  1, 2.

Для с р е д н и »  у д е л ь н ы »  
п о т е р ь  имеем

2  ( с—  |  Р (х, О Л» +  Г Р (х, і) йх
г=і \  т; о ^

С (Т!, та) = 2 ( 00 со

2 1 } [ Рі (у) Рк (у) ¿У р (х, 1) йх 4-
¿=1 %£ _0
кФІ <

СО
+  У у  1 |  Р і  (» +  д) Р к  (д) йд

о Р‘ <*> о
р  (х, і) йх

(4)

где функция р (х, і) определяется ра­
венством (2), в котором р (х, і) есть 
решение интегрального уравнения (3); 
с---- — потери за единицу времени

проведения непланового аварийно­
профилактического ремонта; с% — по­
тери за единицу времени проведения 
непланового аварийно-профилактиче­
ского ремонта ¿-й подсистемы, і =  1, 2.
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Для с р е д н е й  у д е л ь н о й  п р и б ы л и  имеем 

2

/и
1=1
Ііфі

+ 1

оо Г со П

ч  о J
р (х , і) йх +

5 (Ті , та) =

ОО

С о  - =  , % ^  (* +  У) Рк (9) 4У С іМ уі р (х, і) йх
Р і(х)  „ • )

,

00

1=1
кфі

со

I |  р і ІУ)р к (У)4д +  М у—
ті 1_0

р (х, і) йх +

+  |  _  1 ^  +  в) Р^(у)Лд +  М уі
о и Р* М  о

где р (х, і) определяется равенством 
(2), в котором р (х, і) есть решение 
интегрального уравнения (3); с0 — 
прибыль за единицу времени исправ­
ного функционирования системы.

р (х, і) йх

(5)

Частный случай обслуживания двух 
одинаковых последовательно сое -
диненных подсистем. Для к о ­
э ф ф и ц и е н т а  г о т о в н о с т и  
имеем

ОО ОО оо

I Р ^  Р (х) I  ^  (у) р  (х +  у) йУйх +  |  ]* р2 (?) аУйх

кг (т) =

Г р {х) 1 Г Т7 (у) /=■ (X +  д) йу +  Му—
й Р (х) й) ' '  о

йх +

ОО Г ОО

Н- §  р (х)  £  Р*(у)йд +  Му 
х

йх

(6)

ГЛѴ * )  =  - / ^ < * >  (7)

|  р (у, т) ^  (у) йу
о

функция р (х, т) есть решение ин­
тегрального уравнения

т
Р (х , т) =  /  (х) +  |  р (,у» т) х

а

Х [/(*  — у) + ! { х  +  у)]йу\ (8)

Му — математическое ожидание дли­
тельности непланового аварийно- 
профилактического ремонта одной 
подсистемы; Р (х) =  (х) =  Р2 (х) —
функция распределения времени без­
отказной работы одной подсистемы; 
f  (х) =  і7' (х) — плотность этого рас­
пределения.
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Для с р е д н и ®  у д е л ь н ы ®  п о т е р ь  имеем

где р (х) определяется равенством (7), 
а р (х, т) есть решение интегрального 
уравнения (8); константа с есть по­
тери за единицу времени непланового

(9)
аварийно-профилактического ремонта 
одной подсистемы.

Для с р е д н е й  у д е л ь н о й  
п р и б ы л и  имеем

dx +

S  (т) =

[ Р (х) Г Г  F (У) F (х +  9) dy — cAiyl
oJ LF <*> 0J J

J  P (* )L >  j  (g) d g - c ^  M y—  I

T I- oo -i
Г P (x) -  f  F (g) F (x +  9) dx +  M y \d x  +
I Lf w oJ J

+ dx

(10)

+ J  p m
0 I F2 (9) d9 +  My— ]dx

Решение интегрального уравне­
ния (8). Основная трудность реализа­
ции алгоритма вычисления показате­
лей качества функционирования заклю­
чается в решении уравнения (8).

Метод последовательных прибли­
жений. Обозначим

р (< іТ )= р ' ( ' - г) "Ри * < * •  
ір" (/, Т) При * >  Т. 

Тогда из (8) имеем
х

р'((.т) = / (0 +  | /(< +  *) х
(Г

І
X Р' (х , т) Лх +  |  /  (і — х) р ' (х, т) &х

ъ
при  ̂^  т; (11)

т
Г  (*.*) =  /(*> +  [ [/(* +  *) +

о

+  f ( t  — x)]P ' (x ,T )dx
при t> % . (12)

Строится последовательность функ­
ций

р'п+і (і, г) =  /  (I) +  f / (< +  *) X
Q

t
Х рп (х, г) dx +  j  f  (t — x) pn (хі x) dx 

Q
при t ^  t , я =  1 ,2 , . . . ,

Po <*. *) s  0. (13)
Т е о р е м а .  Если плотность £ (t) =  

=  F' (t) ограничена и F (2т) =  q <  1, 
то последовательность функций 
Pn (it %)* определяемых равенством 
(13), равномерно сходится к решению 
интегрального уравнения (11) и это 
решение единственно.

Алгебраический метод. Если каж­
дая подсистема состоит из элементов
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с экспоненциальными распределени­
ями времен безотказной работы и они 
соединены последовательно-парал­
лельно, то

/ ( 0 = 2 3  еѵ,0)е-**'. (14)
Л=1 А

ч
где (Эѵ (0 =  2  4 Л)<г —

А а
многочлены степени ѵ^.

Тогда решение уравнения (11) имеет 
вид

ь
* '« ,* )  =  Е  Р (15)

¿=1 *

где {л* — корни уравнения

Ж ѵ*
у у я(*>— « _
Я  Я  < ^  +  2>‘+І

(16)

ч
рч  =  £  М0' '

г=а

— многочлен степени +  1 —
кратность корня ¡л̂ ; коэффициенты 

определяются как решение алге­
браической системы уравнений

Ч ѵк

2  2  *і" 2
1=1 1=0 8=Л

________

(И-I — Ь>к)I +в—Л+І? +

+
1

І +й-П+1 _ е - ( ^ +Н )г
Л+в-п

>̂к +  М1/
+

І+В-П . , \ 1-ѵ
+  V  (1 +  д - п ) 1 т '+ 8- м- ' ‘ ) 1 _ а (й)1

" ,  (< +  « —  п  —  т Ж ^ я  +  Ц і ) ^ 1 у  |  “

к =  1, 2 , . .  , Ж; п =  0 ,1 , . . . ,  ѵ&. (17)

Методика определения оптимальной 
величины наработки и оптимальных 
величин показателей качества (две рав­
нонадежные подсистемы). Исходные 
данные для расчета: 

функция распределения времени 
безотказной работы одной подсистемы
/ 4 0 ,  М 0 =  1 - / 4 0 ;

плотность распределения ® (/) =
=  /?# (0;

математическое ожидание длитель­
ности непланового аварийно-профи­
лактического ремонта одной подси­
стемы М у  и всей системы М у— ;

а. п
потери за единицу времени проведе­

ния непланового аварийно-профилак­
тического ремонта одной подсистемы с 
и всей системы с---- ;

а. п
прибыль за единицу времени исправ­

ного функционирования системы с0.

Алгоритм определения показателей 
качества при произвольной плотности 
П )1

при фиксированном и находится 
решение интегрального уравнения (11) 
для і  ^  х итерационным методом [см. 
равенства (13)]; при ¿ > т  искомая 
функция определяется равенством 
(12); вычисляется функция р (х) по 
формуле (7);

находится коэффициент готовности 
по формуле (6), средние удельные за­
траты — по формуле (9), средняя удель­
ная прибыль — по формуле (10);

перебирая различные т, определя­
ются экстремальные значения пока­
зателей качества и величины опти­
мальных наработок, при которых эти 
экстремальные значения достигаются.

Алгоритм определения показателей 
качества для случая, когда плотность
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1. Исходные данные для расчета 
показателей качества

F (*) t(t) AiV—  а. п Мѵ

2e”w —

2Хе~™ — 

—  2Хе~2 М , 

Ж — 2 ,

Ѵі= ѵ2= 0 , 1 1
-  е - ш

Х2= 2 Х ,  

а ? ' =  2Х,  

а&2) =  _2Х

2Х ѢХ

распределения $ (І) определяется ра­
венством (14):

при заданны® а и ѵь, к — І,Ж ,
і =  0, определяются корни урав­
нения (16) (необходимо вычислить 

Ж
Ж  +  ѵЛ корней с учетом и® крат- 

¿=1
ности), которые обозначаем гі =  — 
(кратность з* +  1, ¿ = 1 , 2 ,  ..., Д,
где Ь — число различны® корней урав­
нения (16));

находятся величины ‘ 1° как реше­
ние системы алгебраических уравне­
ний (17);

при І ^  <в полагаем р' т) =

=  £  ( £  » і 'ѵ ) . - * « 4.
і= і \£=а /

при % >  % функция р" (/, т) опреде­
ляется равенством (12); определяется 
функция р (х) по формуле (7).

Далее осуществляется переход в ал­
горитму, описанному выше.

Пример. Пусть каждая подсистема 
есть дублированная система с нагру­
женным резервом и каждый элемент 
имеет экспоненциальное распределение 
времени безотказной работы с пара­
метром X (табл. 1).

Р е ш е н и е  з а д а ч и .  Уравне­
ние (16) имеет вид z (z+ 3 2 t) =  0. 
Значит,
р-і =  0, рі2 =  3Xf s% =  Sa =  0, L  =  2. 
Система уравнений (17) имеет вид

+

Определяем решение системы 

£,<2> =  Г 'О - 1 ( е - ^ ----- і - е ' 2* * ) ,

где П — определитель системы ал­
гебраических уравнений. Определяем 
функцию р '( / ,  т) по формуле (15) при 
0 <  і <  т:

р « , х) =  (,<" +  Ь ^ е -Ы  .

Вычисляем функцию /5® (I, т) по 
формуле (12):

р ’ (<,х) =  (2е-*> <*-»> —
_  е -2». <<-х)) + 6 (2)е -М < « ) х

X (2е-м  -  е-**).
Подставляем найденные функции 

в (6):

k r W  =

Ш ѵ ___ ( —  1 2 е ” 6*Л —  6 0 е - 2Х<в +  1 9 2 е “ ^ )  +
а. п

-|- ХМу (24е~6Я,т—96е~б̂ т +  120е~4̂ т +  120e~2U — 384е~*/с +  216) 
1 іе -6А.Т _  j2e~bU +  90е_4Ял +  15е_2Хг — 96e- u  +  162

г
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Обозначим а  = М у
Му—  'а. п

=  0,25 и

& (ж) =
а  (24ж®—96x®+120л^+ 120жа—384ж+ 

+216) +  ( — 12ж« — 60жа + 192*) 
~~ 11jc«—72лі+90^+15д;а—96ж+162
Тогда
^f (t) — 1

1 +  — 9> (е~Хт)3 • и
II

максимум функции кг  (т) достига­
ется в точке минимума функции & (ж) 
0 <  х <  1, х  =  е_Лд.

При а  = 1 min & (х) =  & (0).
4 0<ж<1 

Следовательно, т0 =  оо и
шах кг (т) =  кр (со) =  0,9375. 

т

2. ОБСЛУЖИВАНИЕ N 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО 
СОЕДИНЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Описание стратегии технического об­
служивания. Постановка задачи. Пусть 
система состоит из N  различных после­
довательно соединенных элементов. 
Отказ системы наступает при отказе 
котя бы одного элемента. Предпола­
гается, что появившийся отказ про­
является мгновенно.

Предположим, что в системе возмож­
но проведение неплановых предупреди­
тельных профилактик, полностью об­
новляющих систему, и неплановых 
аварийных ремонтов (замена отказав­
шего элемента на новый).

Устанавливается следующий поря­
док проведения восстановительных 
работ по наработке системы, которая 
в нулевой момент времени и в моменты 
обновления системы равна нулю; в пе­
риоды, когда система работает, она 
линейно возрастает с коэффициентом, 
равным единице; в периоды, когда 
проводится неплановый аварийный ре­
монт какого-то элемента, она постоянна 
(равна наработке в начале этого пе­
риода); в период проведения неплано­
вой предупредительной профилактики 
условно она равна бесконечности.

я (0  =

В начале эксплуатации при і =  0 
назначается проведение неплановой 
предупредительной профилактики в 
момент времени, когда наработка си­
стемы достигнет величины ц, распреде­
ленной по закону Q (х) =  Р (т| <! х). 
Если до назначенного момента про­
изошел отказ системы (отказ одного 
элемента), то обновляется этот отка­
завший элемент, после чего процесс 
эксплуатации продолжается. Так по­
ступают до тех пор, пока наработка 
системы не достигнет величины Т).
В этот момент начинается неплановая 
предупредительная профилактика, по­
сле окончания которой система пол­
ностью обновлена и весь процесс об­
служивания повторяется заново.

Эволюция системы может быть опи­
сана регенерирующим случайным про­
цессом

е0, если в момент t система 
работоспособна; 

elt если в момент t в системе 
проводится неплановый 
аварийный ремонт элемен­
та;

е2, если в момент t в системе 
проводится неплановая 
предупредительная профи­
лактика,

и задача может быть сформулирована 
как задача управления регенерирую­
щим случайным процессом.

^Задача управления при полной ин­
формации о надежности элементов 
системы состоит в том, чтобы опреде­
лить зависимость показателей каче­
ства функционирования от функции 
О (х), определяющей периодичность 
проведения неплановых предупреди­
тельных профилактик, и найти функ­
цию G0 (х), при которой этот показатель 
принимает экстремальное значение.

Задача управления при неполной 
информации о надежности элементов 
состоит в том, чтобы определить значе­
ние максимина для показателя ка­
чества функционирования
шах min I (Q,Flt F2, . . . ,  FN) 

i= l.N

и значения функций Q0 (ж), и F ^  (ж),
і =  1, N, при которых этот макси- 
мин достигается.
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Здесь /  (О, Т7!, ^а» ••• > — функ­
ционал, определяющий качество функ­
ционирования системы; (х) — функ­
ции распределения времени безотказ­
ной работы /-го элемента системы,
і =  1, Л/; 0>і =  £1 (пи у>і, щ) —  мно­
жество функций распределения, кото­
рые в заданных точках ух =  (ух0 =  О, 
Уііг Уі 2і •••» Уіпіі Уіпі+і =  °°) при­
нимают заданные значения щ  =  
=  =  0» •ГСіі!» *̂г2> •••» ^іпр»
п І7і̂ +1 —

Величина максимина дает гаранти­
рованное значение показателя ка­
чества, а функция С?0 (х) определяет 
периодичность проведения предупре­
дительных профилактик, при которой 
он достигается.

Решение задачи оптимизации при 
полной информации о надежности эле­
ментов. Так как для регенерирующего 
процесса все показатели качества 
функционирования являются дроб­
но-линейными функционалами от­
носительно функции б (х), "то в со­
ответствии с общей теорией (см. т. 2) 
оптимальную функцию б0 (х) можно 
искать в классе вырожденных функ­
ций распределения

, (0 при х ^  т;
с ( * ) Н іи  при х >  т.

Формулы для определения значений 
показателей качества следующие: 

к о э ф ф и ц и е н т  г о т о в ­
н о с т и

где Т7* (х) =  Р (£г <  х) — функция 
распределения времени безотказной 
работы /-го элемента системы, і —
=  ГТЛГ;

с р е д н и е
з а т р а т ы

д е л ь н ы е

N

С (х) =
^ м у— п <*){~\

(20)

где с—— — затраты за единицу времени
проведения неплановой предупреди­
тельной профилактики, с* — затраты 
за единицу времени проведения не­
планового аварийного ремонта /-го 
элемента;

с р е д н я я  у д е л ь н а я
п р и б ы л ь

с0х с— М у—  +  
п .п  п .п

N

+  2  Ч ТіН , (т)
5(т) = /=1

N

* + +  Е  т‘н > <т>П’ п 1=1
(21)

где с0 — прибыль, получаемая за еди­
ницу времени исправного функциони­
рования системы;

в е р о я т н о с т ь  в ы п о л н е ­
н и я  з а д а ч и

кг (х) = N

т +  Му-—-  +  Т іН { (т)
і = \

(18)
где М уп. п — математическое ожида­
ние длительности неплановой преду­
предительной профилактики; Т* — 
математическое ожидание неплано­
вого аварийно-профилактического ре­
монта /-го элемента; функция Я г* (х) 
определяется как решение интеграль­
ного уравнения восстановления

*
Н і (<) =  Р і (/) +  |  Р і «  -  х) <1Н, (х), 

0
(19)

Я г  ( X )  =

X N

|п
О /г=І

+  \Я к { х  +  г — д) йНк (у)
и*_  О

йх

N

Т +  Ліѵ5 " 3 +  Е  Г (Я ((т) /—1
(22)

где г — время выполнения задачи; 
функция Нх (х) есть решение инте­
грального уравнения восстановления 
(19).
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Алгоритм решения задачи сводится 
к решению интегрального уравнения 
восстановления (19) и определению 
максимума функций (18), (21) и (22) 
и минимума функции (20) и точек т0, 
в которых эти экстремумы достига­
ются.

В табл. 2 приведены расчетные фор­
мулы для определения оптимальных 
периодов т0 и экстремальных значений 
показателей.

Методика определения оптимальной 
величины наработки и оптимальные 
величины показателей качества. Ис­
ходные данные для расчета: 

функция распределения времени 
безотказной работы каждого элемента
Рк (0 =  Р (%к <  і) или Гь (і) =  
=  1 — Рь (/); к =  1, N;

математическое ожидание времени 
безотказной работы каждого элемента

оо
Щ к  =  |  Рк (х) сіх, к =  1, Ы;

(Г
математическое ожидание времени 

непланового аварийного ремонта эле­
мента Т і , і =  1, /V;

математическое ожидание длитель­
ности неплановой предупредительной 
профилактики Ліу——;

потери за единицу времени при про­
ведении непланового аварийного ре­
монта ¿-го элемента і =  1, /V;

потери за единицу времени при про­
ведении неплановой предупреди­
тельной профилактики всей системы 
с— ;л. п

прибыль, получаемая за единицу 
времени безотказной работы системы, с0;

оперативное время, необходимое 
для выполнения задачи, г.

Определяются функции Ни (¿) как 
решения интегральных уравнений

і
н * ( 0  =  ^ * ( < ) +  \ г к Ѵ -х )< 1 Н к(х),

о
й =  1, 2, . . . ,  N.

Это можно сделать с помощью преобра­
зования Лапласа

Р% (5)
=  г г т - і і г  ’

где
ОО

(*> =  |  «й7* (О.
о

оо

Н \  («) =  |  е - ' а в д -

Оптимальная периодичность прове­
дения неплановых предупредитель­
ных профилактик т0 — детермини­
рованная величина. Расчет значений 
показателей качества функционирова­
ния в зависимости от периодичности т 
проводится по формулам (18), (20)— 
(22). Формулы для определения опти­
мальной периодичности т0 и оптималь­
ных значений показателей качества 
приведены в табл. 2.

Пример. Определим оптимальные 
значения показателей качества и 
оптимальную периодичность для си­
стемы, у которой следующие исходные 
характеристики: N  =  1; (і) —
=  (1 — е " ^ )2; Я =  Ю“а і/ч; Тг =  
=  10 ч; Му—  =  1 ч; сі =  2 ед./ч;п. п
с—  =  1 ед./ч; Со =  3 ед./ч; г =  2 ч. п. п

Определяем
ОО

и  =  [ в-*' <«*, (<) =
о*

2Я 2Я
я -|- Я я -(- 2Я

н ; (з) р  Г (д)
1 -  Р\ (5)

2Яа 2Я 2Я 
я (г +  ЗЯ) Зх 3 (я +  ЗЯ) ;

# і  ( 0 - у М
2Я 1 — е~зи  
3 ЗЯ

Для к о э ф ф и ц и е н т а  г о ­
т о в н о с т и ,  подставив исходные 
данные в уравнение из табл. 2, получим

1 —  е —ЗЯ,т (1 +ЗЯт) .



2. Расчетные формулы для определения оптимальных периодов предупредительной профилактики тс 
и экстремальных значений показателей качества

Показа­
тель

Уравнение для определения 
оптимального периода

Формула для расчета показателя

при единственном корне 
(г„ < со)

при отсутствии корней 
(То =  оо)

6г (т)
N N

т 2  Г ;Я ; (т) -  2  Т ін і (т) =  М уп п
1=1 1=1

( і  +  Е  т,н ‘ <т»))
/  N \ ~ 1

Ы  - )

К,  (т)

Т ІѴ Г
[ П  Рк(х +  г) +

0 *=1 і_
X "I

+  |  7 к (х +  г — у) ( інк {у) йх 
о ]

N
П  (то +  2) “Н 
¿=1 

т
+  \ ? 1  ІЧ +  г — у)йН і (у) 

0

оо
N Г Ті (х +  г) йхп °

т +  МТ- + | г Л ^ )

N Г т “|п ^ ь (т  +  2) +  [ (т +  г — г/) й н к (у)
і ¿=і 1 <) J

1 І
(=1

Яі +  2  г  ¡ я ;  (т0)
і=1

1 +  Е  (г)
¡=1
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М
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Продолжение табл. 2

Показа­
тель

Уравнение для определения 
оптимального периода

Формула для расчета показателя

при единственном корне 
(т0 < оо)

при отсутствии корней
(т0 =  та)

С ( Т) т 2  с ,Т ,Н ’,Ю  -  2  о/Г1Н 1 (т) =  М у^
(=1 і = 1

N
У  сгг гя;(т„) 

ё і

N
ѵ  с ,Т г 
2 і  м і і
і=і

5 ( т )

N N
2  2  Т іТ !Н і (Ч Щ  №  («, ~  «,) +
¿=1 /=1

+  « ѵ г-5  £  т{Щ  М  -  сіГп) +
і = 1 

N
+  т 2  Т іЩ (і)(сЬ  +  с , ) -

1=1
N

- 2 Г А  (•*) (со +  Н) =  МТ5Г5 (со +  <5^) 
¿=1

N
Со ^  с{ГіН\ (то) 

¿=1

і +  'Еі г ін 'і(хо)
¿—г

N

с У  с,т‘с° _  Х і  М І,
¿=1

■ + 2 - Й -

П р и м е ч а н и е .  В случае нескольких корней Ті, т2 оптимальное значение находится прямой подстановкой каж­
дого из них.

сл

О
бслуж

ивание 
N

 
последовательны

х 
элементов



158 Модели обслуживания с учетом структуры системы

Тан кан

9_
2

Му
-------=  0,45,

* 1
то корень х0 уравнения

0,45 =  ф (х) =  1 — е—* (1 -j- х) 
равен 1,524. Отсюда

(23)

т0 = *о
ЗЯ — 50,8 ч.

Максимальное значение коэффи­
циента готовности достигается при 
замене элемента, когда его наработка 
т0 =  50,8 ч:

кг Ы  =  Р  +  ТіЩ  Ы Г 1 =  0,9505.

Для сравнения приведем значение 
коэффициента готовности при пассив­
ной стратегии (т0 — оо):

kT (оо) = M l,
M l ,  +  т ,

=  0,9375.

Для с р е д н и х  у д е л ь н ы х  
п о т е р ь ,  подставив исходные данные 
в уравнение из табл. 2, получим

_9_
2

с-----Му-----
п. п п. п

с,Т ,
=  <р (ЗЯт),

где ф (х) определяется равенством (23). 
Так как

9_
2

с---- Му-----
п. п п. п

с,Т , =  0,225,

то корень х0 уравнения 0,225 =  ф (х) 
равен 0,888. Отсюда

То = і і .
ЗЯ =  29,6 ч.

Для с р е д н е й  у д е л ь н о й  
п р и б ы л и ,  подставив исходные 
данные в уравнение из табл. 2, получим

0,36 =  ф (ЗЯт) +  0,006 (1 — е_ЗѴс),

где функция ф (х) определяется ра­
венством (23). Вторым слагаемым в 
правой части этого уравнения можно 
пренебречь. Корень х0 уравнения 
0,36 =  ф (х) равен 1,248.

Отсюда

То =  ~ | - -  =  41,6 ч.

Максимальное значение средней 
удельной прибыли достигается при 
замене элемента, когда его нара­
ботка т0 =  41,6 ч:

5 (т0) Со сіН \ (то) Т т 
1 +  Т ,Н , (т0) =  2,78 ед./ч.

Для сравнения приведем значение 
средней удельной прибыли при пас­
сивной стратегии обслуживания (т0 =  
=  оо):

5 (оо) = ------ =  2,68 ед./ч.
1 +

Т ,
Щ і

Минимальное значение средних 
удельных затрат достигается при за­
мене элемента, когда его наработка 
т0 =  29,6 ч:

С (т0) =  с,Г,Н', (т0) =  0,0786 ед./ч.

Для сравнения приведем значение 
средних удельных затрат при пассив­
ной стратегии обслуживания (т0 =  оо):

С ( о о )  = ^ -  =  0,1333 ед./ч.

Для в е р о я т н о с т и  в ы п о л ­
н е н и я  з а д а ч и ,  подставив ис­
ходные данные в уравнение из табл. 2, 
получим

6ЯМу----- (1 — 0,25е~^г) —
п. п

----- і -  ЯГ, (1 -  е“ 1г)

(1 +  2ЯГ,) — (1 +  ЯГ,) =

=  ф (ЗЯт) —

ЗЯМ у
л.  п

(1 _  e~^z) е“ 3̂

(1 +  2Я7\) -  (1 +  № ,) е~ кг ’

где ф (х) определяется равенством 
(23). Вторым членом в правой части 
этого уравнения можно пренебречь
(коэффициент при е~3кх равен 
«  0,006). При заданных исходных 
данных левая часть уравнения равна
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0,35. Корень х0 уравнения 0,35 =  
=  Ф (я) равен 1,236. Отсюда

Т° = ^ Г  =  41»2 ч*

Максимальное значение вероятности 
выполнения задачи достигается при 
замене элемента, когда его наработка 
т0 =  41,2 ч:

/?2 (т0) =  0,925.

Решение задачи оптимизации при 
неполной информации о надежности.
При известных характеристиках на­
дежности элементов F E• (х), і =  1, N 
и определении величины наработки, 
при которой следует проводить не­
плановые предупредительные профи­
лактики, как реализации случайной 
величины т] с распределением б (я), 
выражения показателей качества функ­
ционирования имеют вид:

&Г (С, F2, . . . .  Рк ) =
ш

J tdG(t)
о

сс N

Í  f +  " V = + E í ’* " * «

X  d Q  ( í)

С (б, Flt . . . ,  Fjy) =

X

(24)

Решение минимаксной задачи при 
О £ Й и Fг 6 О (Щ, Уі , п і).

При поиске экстремума по 
F € й  (пь  Уі, Щ) в силу монотонной 
зависимости показателей от функций 
экстремум их достигается на мажори­
рующей функции

F<D> (х) =

0 при я ^ О ;
__ Щк при <  я <

(27)
1 При X >  Уіпі'

Монотонная зависимость функции 
восстановления (я) и соответству­
ющей ей функции Ft (х) базируется 
на следующей лемме.

Л е м м а .  Пусть для двух функций 
распределения Qf и б а положитель­
ных случайных величин и £а при 
любом х  ^  0 выполняется неравен­
ство

Gf (х) >  ба (я).

Тогда для функций восстановления 
Н і (я) и Н 2 (я) процессов восстановле­
ния, образованных последовательно­
стями независимых случайных вели­
чин с законами распределения б* (я) 
и ба (я), выполняется аналогичное 
неравенство

СОÍ с-----Му---- - +
П. П *Ц. ц

N
+  2  ч Т іН , (t)

í= І
dG (t)

J tdG{i)

(25)
S(G,  Fu  Fn ) =

—&r (6. Fu  F jv) X

X (c0 — 6 ( 6 ,  Fu  F w)).
(26)

#8 (я) >  Я 9 (я).

При поиске экстремума по О ^  О 
в силу того, что экстремальные функ­
ции F^0', (я) не зависят от б  (я), функ­
ционалы Аіг (б , F j0\  ... С (б,
Р<°>, Р$>) и 5  (О, *{°>, ....
являются дробно-линейными по б . 
Следовательно, экстремум этих функ­
ционалов достигается на вырожден­
ной функции распределения.

Таким образом, алгоритм решения 
задачи сводится к следующему:

для функции FJ0)(я), определяемой 
равенством (27), находится функция 

1 восстановления Я (0)М  как решение
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интегрального уравнения восстановле­
ния

я}“>«) =
1

=  F<°> 0 ) +  I F<°>0 -  х )
Q

(28)
вычисляется

max min
Уѵ nf)

* r  (Gi Flt •••» Fn ) —

предупредительные профилактики про­
водить в тот момент, когда наработка 
системы достигнет величины То! 

вычисляется

min max
Q ^ Q F t £  Q ( / i | .  y lt  я , )

C  (G, F l t  . . . ,  Fpf )  =

^ м ? 5 г г + £ * < г , я } ° > ( т )
=  min-------------------!=!_____________ _

T»Q T

=  max
T^Q

X
Jj

т  +  My—  +  2  T ,H , <T)
П. П ,*■

N

+  £
i=l

с(Г гЯ<°> (

To
________________То_____________
~  N

То +  м У-г- 1  +  Е  (То) и. п І=1

— гарантированное значение коэф­
фициента готовности, если неплановые

— гарантированное значение средних 
удельных потерь, если неплановые 
предупредительные профилактики про­
водить в тот момент, когда наработка 
системы достигнет величины т0; 

вычисляется

max min 5  (G, Flt F2, ...» FN) =  
Q € ß Fi € ö (ni' Уі • яі )

N

=  max- 
x >0

V  -  -  £  ciT ІЯ !0> (T)
i= l

+  A iT i- i +  S  T tH ? 4 x )
i=l

N

V c, -  <5TS -  -Мѵг-г +  £  ^ я ? 4 Ы
/=1

N
*0 +  МѴіП-5 +  £  Г ,Я ‘°> (т0)

i=I

— гарантированное значение средней 
удельной прибыли, если неплановые 
предупредительные профилактики 
проводить в тот момент, когда нара­
ботка системы достигнет величи­
ны т0.

Пример. Пусть Пі == 1, і =  1, N. 
Предположим, что существует такое
Л >  0, что у п  — /*А, і — I, N , іі —

целые числа. Тогда из (28) имеем

- 1 .

г k i
г д е  L t t J  -
і  =  0, 1, 2, .

k А <  t ^  (k +  1) А,
целая часть числа 

N.

k
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Оптимальная периодичность прове­
дения предупредительных профил ак­
тин определяется как /г0А (k0 — це­
лое), где

для коэффициента готовности k0 
есть точка минимума выражения

N

г~ і

для средних удельных потерь 
есть точка максимума выражения

N
с-----М у-----
п. п п, п -  2  c¡т ,

1= 1
k +

для средней удельной прибыли k0 
есть точка максимума выражения

c0k Л —

é Д +  Ліуд. п +

і=1

а Т і

— i

+  і

1 — Пц



Глава 8. Выбор запасного комплекта элементов 
для обеспечения эксплуатации 
по заданному ресурсу, 
уровню надежности и состоянию

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБЪЕМА 
ЗАПАСНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ 
ОБЕСПЕЧЕНИЯ ЭКСПЛУАТАЦИИ 
ПО ЗАДАННОМУ РЕСУРСУ

Рассмотрим элемент с монотонно 
возрастающей функцией интенсивно­
сти отказов X (t) (стареющий элемент). 
Обозначим случайное время полного 
восстановления отказавшего элемента 
через Ѵі , а через у 2 — случайное время 
предупредительной замены (или пол­
ного восстановления) неотказавшего 
элемента. Тогда М  [ухі =  7 і, 
М  Eval =  Та, а величина р будет обо­
значать математическое ожидание ин­
тервала времени между двумя пос­
ледующими заменами элемента.

Интервал между заменами (случай­
ная величина) складывается из интер­
вала времени от момента предыдущей 
замены до момента начала замены 
исправного элемента либо до на­
чала замены отказавшего элемента 
плюс интервал времени, равный дли­
тельности самой замены уъ (замены 
либо исправного, либо отказавшего 
элемента).

Пусть F± (t) =  P { y t < t ) ,  Fü (0 =  
— P (Ъ  < 0 ,  X — случайное время 
от момента включения элемента в ра­
боту до момента его отказа. Будем 
считать, что элемент работает непре­
рывно, а момент отказа мгновенно 
наблюдается. Система, в которой экс­
плуатируется рассматриваемый эле­
мент, является системой длительной 
эксплуатации.

Пусть F (t) — Р {X <С і) . Очевидно, 
момент полного восстановления эле­
мента на фиксированной позиции на­
ступит через время

min (X , т0) +  уъ,

т. ѳ. если
min (X , т0) =  т0, то уъ =  у*;

если
min (X, т0) =  X, то уъ =  Уі .

Величина т0 есть оптимальное зна­
чение интервала времени безотказной 
непрерывной работы элемента, по ис­
течении которого элемент предупре­
дительно заменяется в обязательном 
порядке. Если же до истечения вре­
мени т0 элемент откажет, то с момента 
отказа мгновенно начинается его ава­
рийная замена. Определение величины 
т0 подробно излагается в гл. 3 [2 ].

Обозначим через п  случайный интер­
вал времени между соседними заме­
нами элемента (ясно, что М  [я] =  р).

Выпишем выражения для математи­
ческого ожидания и дисперсии слу­
чайной величины Jt. Для этого сна­
чала рассмотрим суммы случайны* 
величин уъ и min (X, т0) при t <  т0 
и /  т0. Обозначим min (X, т0) =  q.
При 2 < т 0

Р{и| +  Ѵ ь<<} =
t

=  j d F  (у )Р  ]Yb < # }  — 
о

t
=  J  F i (t — ff) dF (ff);

о
при i >  T0

^  +  Vb <  *} =

To
=  J  F i ( t  —  f f ) dF ( f f ) - \ -  

o

“Ь П — P (To)l P 2 — T0).
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Из этих выражений

р =  |  ¡1 — ^  (і/)1 &у +  Т’іТ7 (т0) +  
а.

+  Т 2 1 1 - Г ( т 0)].

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ОПТИМАЛЬНОГО КОЛИЧЕСТВА 
ЗАПАСНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ПРИ ЭКСПЛУАТАЦИИ СИСТЕМЫ 
ПО УРОВНЮ НАДЕЖНОСТИ

Для дисперсии случайной величины 
имеем окончательное выражение

о  N  =  м  [у?! г  [т0] +

+  27*.!
*0 *0 

I У І  ( у )  й У +  \  У 2/ ( у )  й У  +
о о

+  П -  ^  (т0)] М М  +
+  2т0Г 2 |1 — Р (т0) +  %1 [1 — Р (т0)І—

-  (М [я])»,
где ! (і) =  Р' (О, М  =  І> +
+  (М [уь] )2.

Примем о2 — П) [я); ѵ (і) — случай­
ное число восстановлений (замен) 
элемента за заданное время эксплуа­
тации /; п — рассчитываемое (при за­
данной доверительной вероятности) 
число запасных элементов на время 
эксплуатации і.

Для окончательного расчета исполь­
зуем результат А. Д . Соловьева:

п — |  =  ф  /  п — \ '
а / р ^ / р ]  V о /р Ѵ ^ /р  /

Для доверительной вероятности 
0,975, например, имеем

(см. таблицы нормального распреде­
ления), откуда

п =  1/[р  (* +  2а  У */р)]-
Таким образом, выбор числа п 

позволяет в процессе длительной экс­
плуатации системы обеспечить макси­
мальный коэффициент ее оперативной 
готовности.

Примеры расчетов объемов запасных 
элементов для различных параметров 
надежности и эксплуатации элемента 
стареющего типа приведены в І6 ].

Имеем систему, элементы которой 
соединены последовательно по на­
дежности, и каждый элемент системы 
работает до отказа. Рассматриваемый 
заданный календарный интервал ра­
боты системы (0, І). Система содер­
жит й-і элементов типа і (і =  1, 2,
А), работающих одновременно.

Внутри фиксированного типа эле­
менты характеризуются различной на­
дежностью. Обозначим через (/) 
функцию распределения времени без­
отказной работы /-го элемента ¿-го 
типа (і — 1, 2, ..., І =  1, 2, ..., 
/г), а через f i j  (і) — соответствующую 
ей плотность распределения. На ка­
лендарном интервале (0, ¿0) каждый 
элемент системы используется в тече­
ние времени tij.

Обозначим среднюю стоимость одного 
запасного элемента типа і через С* 
(і — 1, 2, ..., &), тогда общая сред­
няя стоимость запасных элементов 
всех типов (для системы в целом)

к
С (пі, •••» /1 )̂ —1 Л

¿=1
где щ (I =  1, ..., к) — первоначаль­
ное количество запасных элементов 
типа і. Будем считать, что средняя 
стоимость элемента типа і отличается 
достаточно мало от стоимости каждого 
элемента типа і. Точное решение при­
водимой ниже задачи соответствует 
случаю равенства стоимостей каждого 
элемента типа І (і — 1, .... к).

Пусть Оі (п) — вероятность того, 
что за период календарной работы 
системы (0, ¿о) произойдет пг- или 
менее отказов элементов типа £ (і — 
=  1, .... к). Обозначим искомое число 
запасных элементов для системы в це­
лом через вектор

п =  (пг, п2, .... пк),

а через 0  (гг) — вероятность того, что 
не будет нехватки Для любого из А 
типов запаснйх элементов за время
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(О, ?0), если фиксировано начало век­
тора я при £ =  0.

Пусть С (га) — общая стоимость за­
пасных элементов системы.

Считаем, что элементы в системе ра­
ботают независимо и отказ каждого 
элемента приводит к отказу системы. 
Поэтому вероятность бесперебойной 
(по наличию запасных элементов) ра­
боты системы за время (0, ¿0)

к
<1(п) =  П Ск(п) (1) 

г

и общая их стоимость
а

С (и ) =  ^  щС і . (2)
1= I

Задача оптимального выбора комп­
лекта запасных элементов системы для 
интервала времени ее календарной 
работы (0, сводится к максимизации 
нелинейной функции Р (га) при на­
личии следующего линейного ограни­
чения по стоимости:

Для оставшихся I определим п* — 1 
плюс наибольшее я такое, при кото­
ром

АЯ і (я) гСі .
Вычислим

к
С 1«* Ы і  =  S  c ini  м .

1 = 1

где г0 — величина г, приводящая 
к максимуму

С \п*  (г)] <  С0.
В этом случае п * (г0) является 

комплектом запасных элементов, со­
ответствующим ограничению С0.

Вектор п* является оптимальным, 
когда С0 — одна из величин 
С Ы * (г)] при изменении г от 0 до оо, 
т. е. и* максимизирует Я (га) среди 
всех га таких, что

С (га )< С (я * ), г а > 0 .
Вследствие дискретной природа пе­

ременных п±, ..., ль при отыскании 
вектора га* возможны ошибки. Они 
оцениваются следующим образом.

Для С0 ф  С I«* (г) ] при всех г >  0
к

щСі ^  Со» Пі ^  0» і =  1, ...»
г=і
где Со — заданная (допустимая) ве­
личина общей стоимости запасных 
элементов.

Максимизация величины С) (га) эк­
вивалентна максимизации величины 
1п р  (га) =  Я (га) с теми же ограниче­
ниями (2).

Приведем алгоритм решения сфор­
мулированной задачи нелинейного дис­
кретного программирования для функ­
ции Я (га) с ограничениями (2) £71. 

Определим

А Я і (л) =  Я і (п -\~ I) — Я і (л)

для л =  0, 1, 2, ...{ і — 1, 2, ..., 
Будем считать, что А Я і ( л )  — 

уменьшающаяся по л функция для 
і =  1, 2, ..., £. Тогда определим

п*{ (г) =  О

для произвольного г >  0 и всех і 
таких, что

шах Q (и) — Q [га* (г0)1 <
С (л) ^  Cq$ 

п & 0

где
С (я') =  min С (я*),

С (я*) >  С0
а п' соответствует оптимальному комп­
лекту запасных элементов, определяе­
мому по приведенному алгоритму для 
стоимости, большей С (я*).

Покажем, как применить приведен­
ный алгоритм для наиболее распро­
страненного на практике случая — 
экспоненциальных плотностей рас­
пределений h i  (*)•

Итак, для элемента і] системы имеем

h s ( 0  =
0 при  ̂С  0;

при t =  0,
где (х^ — среднее число отказов эле­
мента і] в единицу времени Q =  1, ...» 
d i , і =  1, ..., fe).

Покажем, что в данном случае 
&Яі (л) есть убывающая по л функ­
ция..АR t (0) <  rCt .
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Опустив индексы, запишем
<2 (п +  1)АЯ  (л) =  1п £  

1 + -
— 1п

<3 (п)
ЯП+І

] -

( « +  1)!
п

г д е
/=а

лі

м

^ = 2
у= і

Далее достаточно показать, что

Яп+І
(п +  1)1

п =  ё (п ,  Я)

/=0
І І І -

есть убывающая функция по п для 
всех Я >  0 .

Можно убедиться, что разность 
£ (п, Я) — £ (л — 1, Я) имеет такой 
же знак, как и функция

/ ( л ,  Л) =  Л 2 - у  ~  (п + 1) 2 ' 7 Г *
/=о 1 7=о У

Можно показать, что

! ,* .) . (3)

Кроме того, $ (1, Я) =  —2 — Я *< 0 
для Я >  0.

Пусть [, (л, Я) <  0 для я — 1, 2, 
п0 — 1.

Тогда согласно (3)
# ( я 0Я) ^  п 

¿Я ^
для Я >  0 . Так как

|(л о , 0) =  —(ло +  1) <  0
и іЦ (л0, Я)/<іЯ <  0,

то 1 (л0, Я) <  0 для всех Я >  0. По 
индукции заключаем, что |  (л, Я) <  0 
для л =  1, 2, ...; Я >  0. Таким об­
разом, £ (л, Я), а значит, и А# (л) 
есть убывающие функции по л для 
всех Я >  0 .

При практическом использовании 
экспоненциального распределения в 
большинстве случаев для АТ?* (л) 
можно пользоваться следующим удоб­
ным приближенным выражением:

<4)

Выражение (4) может быть табули­
ровано. Поэтому вычисления по при­
веденному выше алгоритму в случае 
даже сложной системы являются до­
вольно простыми.

Пример. Рассмотрим работу системы, 
состоящей из четырех типов микросхем 
(і =  1, 2, 3, 4). Микросхему внутри 
каждого типа будем, как и выше, 
обозначать индексом /  (для рассматри­
ваемого примера } =  1, 2). Беспере­
бойная работа системы планируется 
в течение трех месяцев.

Данные для расчета оптимального 
числа запасных элементов для рас­
сматриваемой системы приведены в 
табл. 1,

1. Данные для расчета оптимального числа запасных элементов

1

Среднее число 
отказов в чае 

элементов 
¿-го типа

Стоимость 
элемента 
¿-го типа

Число элементов, плани­
руемых для использова­

ния в течение

Ожидаемое
число

отказов
элементов

Сі, уел. ед-
332 ч 2160 ч

¿-го типа
ь

1 1/2500 240
¡1 (/ =  1) 

4
І2  (/ =  2) 

4 4,0
2 1/4000 1025 2 5 2,9
3 1/800 1158 4 0 1,7
4 1/6000 750 2 0 0,11
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Величины (і =  1, 2, 3, 4) в табл. 1 
определялись следующим образом:

«Ч =  +  <4-332 +  4 -2 1 6 0 )-4 ,0 ;

Лій --

2500
1

4000 (2-332 +  5 .2 1 6 0 )^ 2 ,9 ;

1
® * = 8б б 4 -332-  І>7: 

^ б Ш 2 -332 ̂ 0’11-

Задача остается прежней: макси­
мизировать в данном случае (1) при 
ограничениях (2).

Воспользуемся приведенным выше 
алгоритмом решения.

Первый возможный шаг в опреде­
лении числа г заключается в вычисле­
нии +  Зу^кг и округлении получен­
ного результата до ближайшего це­
лого числа. Получаем =  10. Это 
означает, что п* =  10 соответствует 
величине трех стандартных отклоне­
ний от среднего (при пуассоновском 
распределении стандартное отклоне­
ние равно корню квадратному из 
среднего).

Определим величину г:

г = [ - 5 Г е' " , ] ( - Ш - ) = 0 '000022-
Далее найдем п* как наибольшую 

величину п такую, что

і Л,"
4т- е"**1 - 4  >  0,000022. (5)С*2 ЛІ

После вычислений получаем щ  — 6.
Заменив индекс 2 в (5) на 3 и 4, 

аналогично найдем — 4 и л |  =  1. 
Таким образом, п* равно 10, 6, 4 и 1.

Поэтому

С («*) =  £  С,п\ =
1

=  13 932 ед. стоимости.

Выше предполагалось, что элементы 
типа і обладают одинаковой надеж­
ностью и стоимостью.

з. о ц е н к а  к о л и ч е с т в а
ЗАПАСНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ПРИ ЭКСПЛУАТАЦИИ
по состоянию

Восстановление работоспособности 
или исправности технических объектов 
в ходе их эксплуатации или ремонта 
по состоянию связано с проведением 
операций по уравнению техническим 
состоянием (ОПУТС), при которых 
улучшается качество работы техни­
ческого объекта, т. е. возрастает уро­
вень его безотказности. Сами операции 
носят характер замен или регулиро­
вок. Для современных объектов (осо­
бенно радиоэлектронных) характерно 
использование типовых элементов за­
мены (ТЭЗ), среди которых имеются 
и неремонтируемые. Вместе с тем 
сложные технические системы со­
держат также и органы регулировки, 
которые должны обеспечить, с одной 
стороны, взаимозаменяемость ТЭЗ, а 
с другой — исключить часть замен, 
что может оказаться целесообразным 
по экономическим причинам. Отсюда 
следует, что задача определения числа 
запасных элементов (ЗЭ) примени­
тельно к восстановлению по состоянию 
является частью комплексной задачи 
оценки общего числа ОПУТС, кото­
рое послужит основой для выделения 
части, связанной с заменами, т. е. 
с определением числа ЗЭ.

Помимо этого, число запасных эле­
ментов должно быть выбрано с учетом 
обеспечения требуемых показателей 
эффективности процесса восстановле­
ния.

Физическую модель эксплуатации 
по состоянию и проводимые при этом 
восстановления можно представить так. 
Техническая система состоит из N 
ТЭЗ. Во, времени техническое состоя­
ние каждого ТЭЗ изменяется случай­
ным образом, независимо от техни­
ческого состояния остальных ТЭЗ. 
Обслуживающий персонал получает 
информацию о техническом состоя­
нии на основе результатов измерения
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параметров X] (£), | =  1, N> причем 
для каждого из измеряемых парамет­
ров, помимо границы области работо­
способности Е, внутри области работо­
способности определено оптимальное 
значение і* ^  Е. Вычисление значе­
ния і* производится по различным 
алгоритмам [8 ] в зависимости от 
того, какой математической моделью 
описывается изменение технического 
состояния во времени, какой выбран 
показатель оптимизации.

Обозначим область [»*, Е] =  Г*. 
При контроле производится сравнение 
текущего результата измерения пара­
метра X )  (0 с величинами і7 и /*, 
Если X] (¿) >  Е, то /-й ТЭЗ считается 
отказавшим и заменяется на новый. 
Если X $ (¿) <  і*, то никаких работ 
по управлению техническим состоя­
нием не производится. Если і* ^  
^  X j (і) ^  Е, то считается, что тех­
ническое состояние /-го ТЭЗ нужда­
ется в улучшении, что может быть 
выполнено заменой ТЭЗ либо его ре­
гулировкой. Улучшение технического 
состояния регулировкой обеспечива­
ется с вероятностью <7, заменой — 
(1 — ?). Регулировка может быть вы­
полнена немедленно, а замена — в 
случае, если имеется запасной ТЭЗ. 
Любая операция по управлению тех­
ническим состоянием приводит к про­
стою системы.

Введем следующие обозначения 
средних времен простоя: сі — при 
регулировке; с2 — при замене в ра­
ботоспособном состоянии; сэ — при за­
мене при устранении отказа; с* — 
запаздывание из-за доставки.

Для установившегося режима рас­
сматриваемого процесса восстановле­
ния обозначим вероятность отказа 
через я/?, а вероятность того, что 
результат измерения будет в области

і * <; Х[(і) ^  Е, — через я г „,.

Для большого класса технических 
систем, рост показателя эффектив­
ности которых обусловлен сокраще­
нием простоев, распространенным по­
казателем качества процесса эксп­
луатации и ремонта является величина 
удельных затрат — математическое 
ожидание простоя на одно восстанов-

I л ен и е . При введенны х о б о зн ач ен и ях  

I С  =  -  (съ +  Сі ) -Е
п г *

Н —“----- - \Ясх “Ь 0  — Я) ісъ +  с*)].
п г*

(6)

Задача заключается в том, чтобы 
оценить общее число ОПУТС и выде­
лить число ЗЭ с учетом их влияния 
на показатель эффективности системы 
восстановления С. Поскольку тех­
ническое состояние одного ТЭЗ не 
зависит от другого, расчеты возможно 
производить только для /-го ТЭЗ.

Оценка числа ОПУТС, необходи­
мого для обеспечения эксплуатации 
объекта на интервале [0 , ?], для 
случая восстановления работоспособ­
ности после отказа (X  (и1) >  Е) с за­
данной гарантийной вероятностью за­
мен (1 — а), 1 > а  > 0, определя­
ется из выражения [431

п (*) =  “  +  и а - ^ ¡ 2  '» (7)

где Т  — среднее время между отказа­
ми; о2 — дисперсия времени между 
отказами; ІІа — квантиль нормаль­
ного распределения.

Если восстановительные работы про­
изводятся с учетом уровня і* (Х/і) >  

і*), то в выражение (7) необходимо 
подставить величины Тг * и о£„, от­
личающиеся от Т  и о2. Эти величины 
представляют собой соответственно 
среднее значение времени попадания 
в область Г* и его дисперсию. Способы 
их определения зависят от вида слу­
чайного процесса, описывающего изме­
нение технического состояния во вре­
мени: для гауссовских, марковских 
процессов эти характеристики могут 
быть определены аналитически, для 
более сложных — на основе модели­
рования. Число ОПУТС, необходимое 
для обеспечения восстановления с уче­
том уровня /*,

і оѵ* ѵ і
пі  (0  =  ~7р-------1-  и  а. з/2 • (8)

т Г *  7 р Ѵ

Целесообразность разделения общего 
числа ОПУТС п (/) на число замен
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и число регулировок зависит, в част­
ности, от соотношения сх и (с2 +  с4) .

Пусть сх — (с2 +  с4) =  е ¿> 0. Тогда 
(6) примет вид

С =  ~  (са +  с4) +
п г *

+
31т;,

г — ІА — е (1 — 9)]. (9)я г*
Так как (9) линейно возрастает по 9, 
то минимум С достигается при 9 =  0. 
При сі — (с2 +  с4) <  0 минимум до­
стигается при 9 =  1. Отсюда следует: 
при а  — ( с2 +  с4) Г> 0 наиболее 
эффективным способом управления 
техническим состоянием является 
вамена. В этом случае все операции 
по изменению технического состояния 
осуществляются только заменой, а 
число запасных элементов определяет­
ся только необходимостью замены при 
фиксации отказа. Если с± — (с2 +  с4) <

0, то управление в работоспособном 
состоянии целесообразно вести только 
с помощью регулировок. При с± =  
=  с2 +  с4 способы управления тех­
ническим состоянием регулировкой 
или заменой с точки зрения минимума 
среднего времени простоя равнозначны.

Если выбран способ управления 
техническим состоянием с помощью 
регулировок, то все оценки ЗЭ совпа­
дают со случаем с± <2 с2 +  с4. При 
выборе способа управления заменой 
оценки ЗЭ совпадают с оценками для 
случая а  [> с2 +  с4.

Если в практике эксплуатации су­
ществует вероятность восстановления 
регулировкой <7 £> 0, то оценка общего 
числа ЗЭ

пд (¿) =  пх (і) 1-< 7  1 -
зтр
эхг*

(10)
Для случая 9 = 0  Пд (І) =  п% (І)> а 
при 9 = 1

л , «  =  Пі (() .эхг *

Таким образом, исходными данными 
для расчета числа ЗЭ являются сред­
ние времена простоя с*, 1 = 1 ,  4, 
характеристики безотказности ТЭЗ и

вероятность восстановления регули­
ровкой д. Значения вероятностей я р ,
я г *, средних времен Т  и Гр*, а также 
дисперсии о2 и о^* рассчитываются
в общем случае с помощью метода 
статистических испытаний при моде­
лировании процесса восстановления. 
Если процесс изменения технического 
состояния может быть аппроксими­
рован марковским процессом, то эти 
значения определяются аналити­
чески.

Последовательность операций по 
оценке числа запасных элементов, до­
статочных для обеспечения процесса 
эксплуатации по состоянию, представ­
лена в виде алгоритма (рис. 1).

Блок 1 обеспечивает ввод исходных
данных в виде затрат Сі , і =  1,4. 
В блоке 2 проверяется соотношение 
между сх и с2 +  с4. Если сі<5( (с2+ с 4) <  
<4 0, то выбирается 9 =  1 (блок 3). 
При обратном знаке неравенства меж­
ду сі и с2 +  ^  выполняется операция 
блока 4 {д — 0). Если сі =  с2 +  с4, то 
в блоке 5 уточняется значение 9: оно 
может быть выбрано из условия 1 
^  9 0. При выбранном значении 9,
структуре ограничений (блок 7) и 
данных о безотказности (блок 8) в 
блоке 6  определяются величины п р  
и с использованием которых в
блоке 9 вычисляется величина сред­
него простоя. Она необходима либо для 
того, чтобы при сравнении с допусти­
мым значением Сдоп (блок 11) выяс­
нить, согласуются ли требования по 
готовности с возможностями системы 
эксплуатации, либо если таких тре­
бований не задано, определить достиг­
нутый уровень. Если С ]> Сдоп» т0 
возможности системы эксплуатации 
не согласуются с требованиями по го­
товности. Необходимо (блок 10) либо 
улучшить характеристики безотказ­
ности (блок 8), либо уменьшить затра­
ты на простои сі (блок 1). Если С с  
С  СДоц или требования по Сдоп не 
задано, то в блоке 1 2  производится 
расчет общего числа ОПУТС на осно­
ве (7) или (8). Полученное значение 
п ((), а также найденные ранее зна­
чения 9, Яр, я г * используются в бло­
ке 13 для расчета числа запасных 
элементов на основе (10).
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Пример. Рассмотрим ТЭЗ, процесс 
изменения технического состояния ко­
торого аппроксимирован цепью Мар-

1 2 3

0,30 0,20 0,20
0,10 0,30 0,20
0,08 0,10 0,30
0,05 0,10 0,10
0,05 0,10 0,10
0,02 0,08 0Д0
0 0 0

кова 1-го порядка. Пусть матрица ве­
роятностей переходов имеет следую­
щий вид:

4 5 6 7

0,12 0,10 0,05 0,03
0,13 0,12 0,08 0,07
0,20 0,12 0,10 0,10
0,30 0,20 0,15 0,10
0,15 0,30 0,20 0,10
0,10 0,20 0,30 0,20
0 0 0 1

Цифрами слева и сверху обозначены 
номера состояний.

Заданием этой матрицы полностью 
определены характеристики безотказ­
ности.

Для процесса восстановления ТЭЗ 
установлено, что средние значения 
простоя Сі =  0,5; с2 =  3,0; с3 =  5; 
<?4 =  10 уел. ед.

Необходимо рассчитать число за­
пасных элементов для эксплуатации

в течение I — 1000 уел. ед. с гаран­
тийной вероятностью 0,95 при усло­
вии, что ТЭЗ в работоспособном со­
стоянии может восстанавливаться ре­
гулировкой с вероятностью 9 — 0,8.

Р е ш е н и е .  Задание матрицы ф 
означает, что вся область работоспо­
собности разделена на семь частей— 
состояний, при этом состояние 7 есть 
состояние отказа (д77 =  1). В случае 
описания поведения технического со­
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стояния цепью Маркова необходимые 
данные для расчетов получаются на 
основе использования стандартного 
алгоритма линейного программиро­
вания | 8 ], а также на базе теории 
цепей Маркова | 8, 68].

Для рассматриваемого примера за­
дача линейного программирования 
формулируется следующим образом: 
выбрать значения DiS такие, чтобы 
величина среднего простоя

6
С =  (с3 +  £4) 2  “Ь

8=1

6 6

+  [<ЗД +  (1 -  Я) (С +  с«)] s  2  п ‘° 1‘
8=1 1= 1

женин этих состояний изменение обя­
зательно, причем из каждого этого 
состояния наиболее целесообразно пе­
реводить ТЭЗ в состояние 1). Уро­
вень і* в данном случае соответствует 
состоянию 6.

Помимо матрицы О в результате ре­
шения определяются также значения 
пр и Яр*. Численно они равны п р =>
=  0,095; Яр* =  0,177.

Расчет характеристик Тр , Гр*, о)Ц, 
Ор* осуществляется на основе сле­
дующих формул:

ті =  е&. ( і і )

=  ( і2)

была минимальна при выполнении 
услов ий

7 7
*4 —  Е  Е  =  0, /  =  1, 7,

і= і в= і
■

Е я ^ і -
4 = 1

Решением этой задачи при заданных 
исходных данных является матрица 
решения

1
2
3

0  =  4
5
6 
7

1 2 3 4 5 6 7 

1
1

1
1

1
1

Она означает, что в состояниях 1— 
5 никаких работ проводить не сле­
дует (единицы расположены на глав­
ной диагонали), а состояния 6 и 7 
включены в область Г* (при обнару-

где х% — вектор, элементы которого 
представляют собой оценки среднего 
времени до попадания в состояние Г 
при условии, что начальное состоя­
ние есть 1; та — вектор значений дис­
персий; =  ( /  — — обратное
значение фундаментальной матрицы б; 
1  — единичная матрица; § — единич­
ный вектор; <2 — матрица, получае­
мая из ф вычеркиванием строки и 
столбца с номером Г; тзд — вектор- 
столбец, каждый элемент которого ра­
вен квадрату соответствующего эле­
мента вектора

В случае, когда Р =  7, все матрицы
(в, I, (?) имеют размер 6X 6, а векто­
ры г'і, т2, Гдд, |  имеют по шесть эле­
ментов. Для этого случая определяются 
значения Тр и о|.. При определении 
ТГ* и о^* формулы (11), (12) остаются 
справедливыми, но необходимо изме­
нить размер матриц / ,  <2 и вектора 
Это выполняется следующим обра­
зом.

В матрице ф вычеркиваются строки 
и столбцы с номерами, входящими 
в область Г* (в примере это состоя­
ния 6 и 7). Определяется число остав­
шихся строк и столбцов — их пять. 
Поэтому единичная матрица /  и век­
тор |  имеют размер 5. Размер осталь­
ных матриц и векторов получается 
автоматически при вычислениях по 
формулам (11), (12).
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При расчета® получено 

Г ,  =  10,49; Т гт =  5,64;

о |  =  79,30; о | ,  =  18,72.

Число операций ОПУТС по (8) 
при наличии области Г* =  {6, 7}

% (0  =
1000 
5,64 +

Величина среднего простоя С = 
~  9,44 уел. ед. Число запасных эле­
ментов по (7), необходимых для за­
мены только при отказах,

п (0 = 1 0 0 0  4 -
10,49 +

+  1,645
У 79,30-103 _  

10,493/2

+  1,645
У  18,72- ЩЗ

5,643/2
194.

Число запасных элементов по (10) 
с учетом возможностей регулировки

пд (/) =

=  194 —  0,8 0,095\ ~І 
0 ,1 7 7 /]

^  122.



Г лава 9. Организация групповой эксплуатации 
сложных технических систем 
большого масштаба

1. ОСОБЕННОСТИ ОРГАНИЗАЦИИ 
ЭКСПЛУАТАЦИИ СИСТЕМ

Современное общественное произ­
водство включает многочисленные си­
стемы большого масштаба, представ­
ляющие собой объединение значитель­
ного числа однотипных сложных тех­
нических систем, например машин, 
называемое парком (таксомоторный 
парк города, парк тракторов совхоза, 
самолетный парк эксплуатационного 
предприятия гражданской авиации, 
парк ткацких станков текстильной 
фабрики и пр.). Характерная особен­
ность парка заключается в том, что 
каждая отдельная сложная техниче­
ская система (СТС) может работать 
автономно, полностью выполняя воз­
ложенные на нее функции. Многочис­
ленность парка обусловлена только 
необходимостью выполнения задан­
ного объема работ.

Каждая СТС парка эксплуатируется 
по определенным правилам. Обычно 
жизненный цикл СТС содержит пе­
риоды использования по назначению, 
оперативное и периодическое (профи­
лактическое) техническое обслужива­
ние, ремонт и т. д.

В процессе использования по назначе­
нию СТС создает продукцию.

Оперативное техническое обслужива­
ние СТС (иначе техническое обслужи­
вание при использовании) осуще­
ствляется в процессе использования по 
назначению, а также непосредственно 
перед или после использования. На­
пример, перед и после рейса (исполь­
зования по назначению) осуществляет­
ся заправка топливом такси и само­
летов, их осмотр и устранение мелких 
неисправностей.

Периодическое {профилактическое) 
техническое обслуживание является бо­

лее трудоемкой формой обслуживания 
по сравнению с оперативным. Оно про­
водится или после определенной на­
работки СТС или по техническому 
состоянию — при достижении некото­
рыми параметрами критических зна­
чений.

Ремонт характеризуется значитель­
ной трудоемкостью по сравнению с 
техническим обслуживанием. При про­
ведении ремонта СТС в течение дли­
тельного времени не используется по 
назначению.

Условия проведения и содержание 
различных форм технического обслу­
живания и ремонта определяются соот­
ветствующими ресурсами, регламен­
тами и технологиями.

В процессе эксплуатации СТС на­
ходятся в различных состояниях: 
использования по назначению, опера­
тивного и периодического техниче­
ского обслуживания, ремонта и пр. 
Эффективность эксплуатации СТС в 
первую очередь связана с использо­
ванием ее по назначению. Поэтому 
задача заключается в повышении доли 
времени использования СТС по назна­
чению при приемлемых затратах на 
техническое обслуживание и ремонт.

Эта задача решается при организа­
ции эксплуатации парка СТС. Нали­
чие не одной СТС, а парка приводит 
к следующим особенностям организа­
ции эксплуатации.

1) Многочисленность парка. Каж­
дая СТС функционирует автономно, 
переходя из одного состояния эксплуа­
тации в другое. Пусть число состоя­
ний эксплуатации отдельной СТС рав­
но М, а число СТС парка Если 
все СТС парка идентичны, т. е. не 
делается различие между отдельными 
СТС» то состояние парка определяется
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числом СТС, находящихся в каждом 
состоянии. Состояние парка опреде­
ляется М-мерным вектором п  =  
=  (п±, 1Ц, пм), где п±-\- /ц-{- ... 
+  пм  =  N T, л. — число СТС в со­
стоянии ß =  1, М . Общее число со­
стояний парка равно См[¡_N _ J( т. е
числу сочетаний из М  -{- АѴ — 1 по 
А^. Например, если число состояний 
М  — 5, а число СТС — 9, то число 
состояний парка С?3 =  17 160. Зна­
чительное число состояний парка по­
зволяет отнести его к системам боль­
шого масштаба и осложняет эффектив­
ную организацию эксплуатации.

Нетривиальной является даже про­
блема учета состояния парка. Обычно 
парк рассредоточен по некоторой тер­
ритории. В центральный орган по ка­
налам связи поступает информация о 
состоянии каждой СТС. На основании 
этой информации принимаются реше­
ния по использованию СТС парка, их 
техническому обслуживанию и ре­
монту.

2) Наличие общих ресурсов, цен­
трализованные планирование и управ­
ление. Часто потребность в использо­
вании СТС по назначению (спрос на 
СТС) ограниченна. Если число СТС, 
готовых к использованию по назначе­
нию, превышает потребность, то лиш­
ние СТС будут простаивать (напри­
мер, простои такси вследствие отсут­
ствия пассажиров, неполная коммер­
ческая загрузка самолетов и т. п ). 
В связи с этим возникает понятие ком­
мерческой эксплуатации парка, свя­
занное с процессом использования по 
назначению. Термин техническая 
эксплуатация парка относится к про­
цессу смены различных состояний. 
Возможен также случай, когда спрос 
настолько велик, что используются 
все возможные СТС. В этом случае 
понятие коммерческой эксплуатации 
не вводится и под эксплуатацией по­
нимается техническая.

Если спрос ограничен, то выделение 
СТС на его удовлетворение произво­
дит некоторый центральный орган 
управления. Очень важна роль этого 
органа при проведении технического 
обслуживания и ремонта СТС. Обычно 
ресурсы* необходимые для проведения

технического обслуживания и ре­
монта, являются общими для всего 
парка и ограниченными. В качестве 
таких ресурсов могут выступать бри­
гады технического обслуживания и 
используемые при этом средства ме­
ханизации, контроля, диагностики и 
пр., а также ремонтные органы (ма­
стерские, лаборатории, цеха и пр.).

Центральный орган осуществляет 
планирование и управление процес­
сами технического обслуживания и 
ремонта СТС парка. Возникающие 
при этом задачи отличаются значи­
тельной сложностью из-за ограничен­
ности имеющихся ресурсов и большой 
размерности задач (определяемой чис­
лом состояний парка).

3) Случайный характер процесса 
эксплуатации СТС парка. Процесс 
эксплуатации каждой СТС сопро­
вождается случайными изменениями: 
отказы и неисправности СТС, случай­
ная длительность пребывания в от­
дельных состояниях и пр. В связи 
с этим для описания и анализа про­
цессов эксплуатации парка СТС при­
меняются вероятностные методы.

4) Требование высокой эффектив­
ности эксплуатации. Парк, как си­
стема большого масштаба, имеет огром­
ные материальные, трудовые и финан­
совые ресурсы. В связи с этим предъ­
являются повышенные требования к 
эффективности его использования. Это 
достигается путем решения задач 
проектирования организации эксплуа­
тации парка, планирования и управле­
ния его работой. При проектировании 
принимаются решения о структуре, 
составе и характеристиках СТС пар­
ка, производительности и числен­
ности органов, производящих техни­
ческое обслуживание и ремонт, и пр. 
Характерно, что принимаемые реше­
ния остаются постоянными в течение 
всего периода эксплуатации парка.

Решения,принимаемые при плани­
ровании и управлении работой парка, 
существенным образом зависят от те­
кущего или ожидаемого состояния 
парка. Например, решение о прове­
дении ремонта данной СТС прини­
мается с учетом состояния как парка 
в целом, так и данной СТС. Основная 
разница в задачах управления по 
сравнению с задачами планирования
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ваключается в большей оператив­
ности первых.

Эффективность эксплуатации опре­
деляется рядом показателей. Для мно­
гих систем большого масштаба важ­
нейшими из них являются показатели 
безопасности (для транспортных 
средств, объектов атомной энергетики 
и объектов с вредными условиями 
труда и пр.). Первостепенное значение 
имеют также экономические показа­
тели (себестоимость продукции, удель­
ные капитальные вложения и пр.), 
показатели качества и т. п. Много­
образие показателей, оценивающих 
эффективность эксплуатации, и высо­
кие требования, предъявляемые к 
ним, — это существенная особенность 
систем болыпогб масштаба.

Перечисленные особенности груп­
повой эксплуатации СТС приводят: 
к значительным трудностям при реше­
нии вадач проектирования организа­
ции, планирования и управления. 
Для эффективного их решения исполь­
зуется современная техническая база: 
встроенные в СТС датчики, системы 
преобразования, передачи и коммута­
ции информации, ЭВМ и пр. Не ме­
нее важным при решении задач яв­
ляется наличие математических мо­
делей, позволяющих описывать про­
цесс эксплуатации парка СТС, про­
водить его анализ и оптимизацию.

2. ФИЗИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
ЭКСПЛУАТАЦИИ СИСТЕМ

Показатели, характеризующие 
эффективность коммерческой эксплуа­
тации, оценивают интенсивность ис-

Рис. 1. Диаграмма распределения фон­
да времени самолетного парка по со­
стояниям эксплуатации

пользования СТС. Таковыми показа­
телями являются: загрузка и ско­
рость транспортных средств (самолетов, 
автобусов, поездов) при выполнении 
рейса, производительность и качество 
продукции станков и пр.

Основная цель технической эксплуа­
тации заключается в обеспечении воз­
можности использования СТС по на­
значению. Показатели, характери­
зующие эффективность .технической 
эксплуатации, оценивают экстенсив­
ность использования СТС. Таковыми 
показателями являются доли распо­
лагаемого фонда времени парка, ко­
торые СТС проводят в различных со­
стояниях эксплуатации, среднее время 
пребывания и среднее число СТС в 
различных состояниях и т. п. В ка­
честве примера на рис. 1 приведена 
диаграмма распределения фонда вре­
мени парка самолетов одного из 
эксплуатационных предприятий граж­
данской авиации.

Модели коммерческой и технической 
эксплуатации парка обычно отличают­
ся друг от друга. Если первые описы­
вают в основном только процесс 
использования СТС по назначению, 
то вторые рассматривают все состоя­
ния эксплуатации и позволяют опре­
делять показатели экстенсивности 
использования парка. (В этой главе 
рассматриваются вопросы только тех­
нической эксплуатации парка СТС).

Общее описание моделей эксплуата­
ции. В качестве них обычно приме­
няются модели теории массового 
обслуживания. Основополагающими 
понятиями этой теории являются 
«обслуживание», «обслуживающий ап­
парат», «требование на обслуживание». 
С каждым состоянием эксплуатации 
связывается некоторый процесс «обслу­
живания». Для состояний техническо­
го обслуживания и ремонта «обслужи­
вание» трактуется в прямом смысле — 
как техническое обслуживание или 
ремонт. Для состояния использова­
ния СТС по назначению под «обслужи­
ванием» понимается занятость “СТС 
в процессе использования.

Обслуживающие аппараты — это 
объекты, производящие обслуживание 
(бригады и средства технического 
обслуживания и ремонта, пользова­
тели СТС и т. п.).
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Требование на обслуживание (далее 
просто «требование») — это СТС, ко­
торая нуждается в определенном виде 
обслуживания.

Совокупность требований и обслу­
живающих аппаратов называется си­
стемой массового обслуживания (СМО). 
Множество всех требований СМО и 
образует парк СТС.

Если в модели рассматриваются 
все состояния эксплуатации СТС 
(обозначим их числом М ), то ее назы­
вают замкнутой СМО. Число требова­
ний в замкнутых СМО считается по­
стоянным. Обозначим его Nr* При 
этом каждое состояние эксплуатации 
СТС (использование по назначению, 
техническое обслуживание, ремонт 
и пр.) называется узлом обслужива­
ния. В каждом узле имеются свои 
обслуживающие аппараты, произво­
дящие обслуживание определенного 
вида. В связи с этим вместо термина 
СМО применяется термин «сеть мас­
сового обслуживания» (СеМО), подчер­
кивающий факт наличия СМО в каж­
дом узле. Замкнутая СеМО (ЗСеМО) 
характеризуется постоянным числом 
требований в сети.

Смене состояний эксплуатации СТС 
отвечает циркуляция требований по 
узлам сети, описываемая случайным 
процессом п  (2) =  (лц (t), гц(і), ...» 
пм  (2)), где t — временной параметр;
п  (2) — М -мерный вектор, 2-я компо­
нента которого щ (2) равна числу тре­
бований в узле 2 (СТС в состоянии 2) 
в момент времени 2; М  — число узлов 
в сети (состояний эксплуатации СТС). 
Поскольку общее число требований 
в сети (СТС парка) равно N r, то в лю­
бой момент времени щ  (2) +  п2 (2) -J- ... 
“Ь пм  (*) =

Наибольший практический интерес 
представляет стационарный (устано­
вившийся) режим функционирования 
СеМО (парка), т. е. режим, при кото­
ром распределение вероятностей слу­
чайного вектора п  (2) (требований по 
узлам сети или СТС по состояниям 
эксплуатации) не зависит от времени 2. 
Стационарный режим обычно дости­
гается спустя некоторое время после 
начального момента, за которым сле­
дует переходный режим. Важность 
стационарного режима определяется

тем, что он значительно более длитель­
ный, чем переходный, в результате 
чего именно он определяет показатели 
эффективности эксплуатации. В даль­
нейшем рассматривается только ста­
ционарный режим.

Основная задача анализа ЗСеМО 
заключается в нахождении распреде­
ления вероятностей состояний сети. 
Отдельные состояния сети описываются 
А2-мерным вектором п — (л*, щ , ..., 
л ^ ) , где П} — число требований в
узде 2,

Указанное распределение задано, 
если для всех возможных состояний 
известны вероятности Р  {п%г ла, ...» 
л ^ )  того, что в первом узле находит­
ся щ  требование, во втором — 7*2» ...» 
в М -м — пм .

В ряде случаев достаточно знать 
только маргинальные распределения 
и числовые характеристики, относя­
щиеся к одному узлу: вероятность на­
хождения в 2-м узле л требований 
Р і(п ) , среднее число требований в 
узле

СО

й і  =  2  п Р і  («)• (О
п=о;

Отношение Лі іЫт равно доле вре­
мени всех требований, которые они 
проводят в этом узле. Значения этого 
отношения для различных узлов (со­
стояний эксплуатации) позволяют по­
строить диаграмму, представленную 
на рис. 1.

Часто рассматриваются не все со­
стояния эксплуатации СТС, а только 
одно из них или несколько. Напри­
мер, выделяется состояние «периоди­
ческое (профилактическое) техниче­
ское обслуживание» с целью более де­
тального анализа и последующей опти­
мизации этого обслуживания. Для 
рассматриваемого состояния опреде­
ляются понятия «обслуживание» и 
«обслуживающий аппарат» (как и в 
случае замкнутых СеМО). Предпола­
гается, что на этот аппарат (или аппа­
раты, если их несколько) поступает 
«поток требований на обслуживание». 
Отличие от случая замкнутых СеМО 
заключается в том, что если ранее 
этот поток формировался автомати­
чески (как совокупность требований, 
поступающих из других узлов в дан­
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ный узел), то теперь его необходимо 
задавать специально (априори). Со­
ответствующие СеМО называются 
разомкнутыми или открытыми 
(ОСеМО). В узлы ОСеМО требования 
могут поступать «извне». После окон­
чания обслуживания требования мо­
гут покидать сеть. Состояние ОСеМО 
описывается АІ-мерным вектором с не­
отрицательными целочисленными ко­
ординатами, определяющими число 
требований в узлах: п  =  (я*, Па, 
пм у  Общее число требований в ОСеМО
пг +  л2 +  ... +  пм  — случайная ве­
личина.

При рассмотрении отдельного узла 
(состояния эксплуатации СТС) инте­
рес представляют распределение числа 
требований, среднее число требова­
ний Я* и среднее время пребывания 
требования о* в СМО. Для ОСеМО 
с несколькими узлами важны те же 
показатели, что и для ЗСеМО. Необ­
ходимо, однако, учитывать, что общее 
число требований в таких СеМО — 
величина переменная.

Для математического анализа СМО 
и СеМО необходимо ввести ряд уточ­
нений. Первое из них относится к ме­
ханизму обслуживания. Обычно исхо­
дят из предположения, что длитель­
ность обслуживания требования имеет 
экспоненциальное распределение. Фи­
зически это означает, что информация 
о том, сколько уже длилось обслужи­
вание, не влияет на то, сколько еще 
времени это обслуживание будет про­
должаться.

Предположение об экспоненциаль­
ном распределении позволяет суще­
ственно упростить анализ СМО и 
СеМО. Без такого предположения ана­
литические результаты в явном виде 
известны только для немногих случаев. 
Предположение об экспоненциальном 
распределении не приводит к замет­
ным ошибкам (до 6—10 %). Если это 
является неприемлемым, то следует 
прибегнуть к методу имитационного 
(статистического) моделирования £47].

Однородная экспоненциальная
ЗСеМО. Под однородностью ЗСеМО 
понимается, что все N  требований, 
циркулирующих в сети, являются 
идентичными, т. е. считается, что они 
принадлежат одному классу.

Требование, покидающее узел I * 
поступает в узел /  с вероятностью Р ^ ,
где i, / =  1, Ai, Р г і+  +  ... +  
+  P m  — 1» Р ц  ^  Предполагается, 
что вероятности {Р ц}  соответствуют 
эргодической цепи Маркова,

Механизм обслуживания в узлах 
сети следующий. Если в узле I имеет­
ся щ требований, то продолжитель­
ность времени до первого окончания 
обслуживания требования в узле имеет 
экспоненциальное распределение с 
интенсивностью pf (rtf). Обслуженное 
требование покидает узел.

В частности, пусть в узле % имеется 
т% идентичных аппаратов, каждый из 
которых одновременно обслуживает 
одно требование, причем длительность 
этого обслуживания имеет экспонен­
циальное распределение с интенсив­
ностью рг-. Если число щ находящих­
ся в узле требований больше числа 
аппаратов /л*, то т г- требований обслу­
живаются, а остальные щ —т* (посту­
пившие позже) ожидают начала обслу­
живания (дисциплина FIFO — «пер­
вым пришел — первым обслужен»). В 
этом случае введенная выше интен­
сивность pf (/if) определяется так:

( щ щ  при
Pi («і) — \ ^  (2)I при пг > т і .

Основные показатели эффективности 
данной ЗСеМО выражаются через ре­
шение системы линейных алгебраиче­
ских уравнений

Хі — Х\Ріі +  хгРъі +  • * ■ +  хм Рм і , 

і -  и ~ м ,  (3)

которое единственно с точностью до 
постоянного сомножителя.

Пусть S  — множество состояний се­
ти. S ^(rt^, ^2» *••« j I ’
+  rta +  ... +  пм =  N t » rtf =  o,
1, ..., v  i -  1* Al}. Распределение 
вероятностей состояний для (л*, л2,
пм )  € 5

Р (^1» 2̂* * • • » "
м

=  П  Сі (n()/G № ■, М ), (4)
г=і



Физические модели ѳксплуатации систем 177

где

Сі (Пі) =
пі
П  рг (/),
У=і

(5)

б  (N7 , Ж) — нормирующая констан­
та, определяемая из условия равен­
ства единице суммы вероятностей всея 
состояний:

м
о = £  П с,(«і). (6)

(«!» • • ■ г ^ ® ¿=1

Общее число состояний сети С ^ +ѵи_ ц
Даже при небольшия значенияя N 7  
и Ж это очень большая величина.
Поэтому непосредственное суммиро­
вание по формуле (6) для нахождения 
б (N 7 , Ж) практически неприемлемо. 
Существуют специальные алгоритмы, 
позволяющие более эффективно вы­
числять значение этой константы.

Первый такой алгоритм был пред­
ложен Бузеном 110, 25, 72]. Ниже 
приводится алгоритм |3], который 
определяет кроме нормирующей кон­
станты б  (N 7 , Ж) решение х%, х%, .... 
хм  системы уравнений (3) и марги­
нальные распределения числа тре­
бований в каждом из узлов. В алго­
ритме используются семейства кон­
стант

к.
в  (л, Щ =  2  П  Сѵ (лѵ),

П і + П 2 + . • - + Г І £ = П  Ѵ = І

л =  0, N 7 , И =  1, Ж;
__ к
й  (л, к) =  2  П  Сѵ (/ц,),

п  =  0 , Мт, к — Ж , 1.

Алгоритм вычисления семейства кон­
стант и маргинальных распределений 
состоит в следующем.

Ш а г  1. Вычисление переменныя
по формулам:

гм
а і, / =  і ,  ж ,

гV
И

.Ѵ+І і „ Ѵ+1-Ѵ+І
іі ' Гі , ѵ+1ГѴ+І,

Гѵ+Т
'ѵ+1, Ѵ+І)9

Ш а г  2. Организация цикла по 
V =  1, Ж:

определение хх по формулам:
% =  1,

I V-! ____
Х ^=  — 2  Х1ГЪ ' V =  2 , ж ;

1 1=1
организация цикла по п =  0, N 7 : 
вычисление Су (л) по формуле (5) 

и б (л, V) по формулам:
б  (л, 1) =  Су (л),
п

б (л, V) =  2  ^  0 )  С (и — Ь V — I),
_____

V =  2, Ж;
конец цикла по л; 
конец цикла по ѵ |на последней ите­

рации цикла определяется нормирую­
щая константа б  (N7 , Ж)].

Ш а г  3. Вычисление констант по
следующим формулам для л =  0, N 7 :

б  (л, Ж) =  См (л), 
п

б  (л, V) =  2  СѴ (/) С (л — /, ѵ + 1 ) ,
У=а

ѵ =  Ж — 1, 1.
Ш а г  4. Нахождение маргиналь­

ных вероятностей Р& (л) пребывания
в ¿-м узле л заявок (л =  0, У\+):

Р м  (п)
См  (п) б  (А+ — л, Ж — 1). 

б(УѴг , Ж) ’

Р і («) =
Су (л) б (Л+ -  п, 2) . 

б  (Л+, Ж)
N  —п

Р к (п) =  Ск (п) £  < ? У , * - 1 ) Х
1=0

ХО( Л^ г  — п — /, £ +  1)/0(ЛГт-, Л1),

А =  2. М — 1.
Определение маргинальныя число­

вых характеристик для отдельных 
узлов осуществляется по следующим 
формулам. Интенсивность потока (сред­
нее в единицу времени число) требова­
ний, проходящих через і-й узел (і =
=  ІТЛГ):
Хі =  х*б (N7 — 1, М )/б (Ыт , Ж ). (7)ѵ =  Ж —  1, 1, і, } =  1, ѵ.
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1. Состояния процесса эксплуатации 
самолетного парка

Н
ом

ер
 

со
ст

оя
­

ни
я 

і

Нан ненованне 
состояния

С
ре

дн
ее

 
вр

ем
я 

об
сл

уж
ив

ан
ия

 
1/

Д?
, 

ч

Ч
ис

ло
 а

пп
ар

а­
то

в 
гп̂

X Оперативное тех­
ническое обслу­
живание в базо­
вом аэропорту

1 4

2 Периодическое 
техническое об­
служивание

10 1

3 Рейс 6 6
4 Задержка вылета 

в базовом аэро­
порту по метео­
условиям аэро­
порта назначе­
ния

10 10

5 Задержка в рейсе 10 10

2. Вероятности переходов между 
состояниями {Р і/}

ЕГ к ^ я  я я « * ь о ь>

Номер следующего 
состояния /

Н
ом

ер
 

го
 

со
с

1 2 3 4 5

1 0 0,05 0,9 0,05 0
2 0,95 0 0 0,05 0
3 0,7 0,2 0 0 0,1
4 0,8 0 0,2 0 0
5 0,8 0,2 0 0 0

Среднее число требований в узле 
подсчитывается по формуле (1).

Если в узле I имеется пц аппаратов 
и справедлива формула (2), то: 

коэффициент загрузки аппаратов 
узла

Рі =  к ^ (т ц ц ) ;  (8)

среднее число ожидающих начала 
обслуживания требований

г* =  й | — ріш2; (9)

среднее время ожидания требова­
нием начала обслуживания

ш/ =  Гіікіі (10)
среднее время пребывания требова­

ния в узле
бі =  щг -|-1/іа/ =  йіА і . (И)

Пример. Рассматривается процесс 
эксплуатации самолетного парка одно­
го предприятия гражданской авиа­
ции. Парк насчитывает 10 самолетов 
(без учета самолетов, находящихся в 
капитальном ремонте). Выделено пять 
состояний эксплуатации, которые пере­
числены в табл. 1.

В табл. 1 указаны также среднее 
время обслуживания и число обслу­
живающих аппаратов в каждом со­
стоянии эксплуатации (узле ЗСеМО).

В процессе оперативного техниче­
ского обслуживания осуществляется 
подготовка самолета к рейсу. Она про­
водится четырьмя комплексными бри­
гадами. Периодическое техническое 
обслуживание производится одной 
бригадой. В состоянии «Рейс» под 
обслуживающими аппаратами пони­
маются рейсы, которые одновременно 
может выполнить предприятие. Для 
рассматриваемого примера их число 
равно шести (учитывается только днев­
ная часть суток). Очередь самолетов, 
ожидающих обслуживания в этом со­
стоянии, — это резервные самолеты, 
готовые к выполнению рейса.

Задержка вылета по метеоусловиям 
аэропорта назначения (состояние 4) 
происходит, если конечный аэропорт 
не принимает самолеты. «Обслужива­
ние» в этом случае заключается в ожи­
дании летной погоды в районе этого 
аэропорта. Число «обслуживающих 
аппаратов» следует принять равным 
числу самолетов, т. е. десяти. Это же 
справедливо и для состояния 5.

В табл. 2 приведена матрица вероят­
ностей переходов между состояниями. 
Она была получена по фактическим 
данным методами статистики марков­
ских процессов |47].

Задача заключается в определении 
следующих показателей' эффектив­
ности процесса эксплуатации самолет­
ного парка: среднее число самолетов, 
пребывающих в каждом состоянии; 
среднее число самолетов, ожидающих
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3. Показатели эффективности процесса эксплуатации самолетного парка

Номер 
состоя­
ния і

Н ч Рі н ч Н п Ч Рі

Одна бригада ПТО Две бригады ПТО Три бригады ПТО

1 0,4 0 0,10 0,7 0 0,18 0,9 0 0,23
2 6,8 5,8 1,00 4,0 2,1 0,91 2,7 0,6 0,7
3 2,2 0 0,37 4,2 0,2 0,67 5,1 0,4 0,78
4 0,2 0 — 0,4 0 — 0,5 0 —

5 0,4 0 ---- 0,7 0 ■ 0,8 0 —

того или иного вида обслуживания; 
коэффициенты загрузки обслуживаю­
щих аппаратов; процент выполнения 
рейсов. На языке ЗСеМО этими вели­
чинами являются среднее число тре­
бований в і-м узле Пі , %= 1,5, сред­
няя длина очереди г*, а также коэффи­
циент загрузки аппаратов р*. Про­
цент выполнения рейсов соответствует 
вначению коэффициента загрузки аппа­
ратов рз для состояния 3.

Результаты реализации алгоритма, 
приведенного на с. 177» содержатся 
в табл. 3.

Неоднородные ЗСеМО. В неоднород­
ныя сетях предполагается наличие 
нескольких классов требований. Так, 
парк может состоять из СТС различ­
ных типов, отличающихся друг от 
друга производительностью, выполняе­
мыми функциями и т. п. Необходи­
мость одновременного рассмотрения 
СТС разных типов может быть вызва­
на тем, что СТС работают не взаимно 
независимо (например, если ремонт 
СТС всех типов осуществляется одним 
ремонтным органом).

Различным классам требований мо­
гут соответствовать СТС с различной 
наработкой с начала эксплуатации или 
после последнего ремонта. Например, 
первый класс образуют СТС, имеющие 
наработку до 1000 ч, второй — 1000-г- 
2000 ч и т. д. В процессе эксплуата­
ции СТС их наработка изменяется, 
чему отвечает изменение класса тре­
бований. В связи с этим при анализе 
неоднородных ЗСеМО различают два 
случая: постоянное и переменное число 
требований одного класса. Во втором 
случае предполагаются известными ве­
роятности Pit j, с которыми тре­

бование /-го класса, покидающее 
узел %, становится требованием k-то 
класса и поступает в узел /.

При рассмотрении некоторых задач 
возникают ЗСеМО с блокировкой. В 
этом случае требование не может по­
ступить в некоторый узел или под­
множество узлов, если число находя­
щихся в них требований превосходит 
заданную величину. Этому соответ­
ствует, _ например, ситуация, когда 
СТС не направляется на ремонт или 
техническое обслуживание, если со­
ответствующие аппараты перегру­
жены.

Обобщением рассмотренной выше 
экспоненциальной ЗСеМО являются 
сети, в которых распределение вре­
мени обслуживания в узлах имеет 
распределение Кокса [10].

В условиях многих перечисленных 
обобщений продолжают оставаться 
справедливыми приведенные выше 
свойства и схема анализа сетей. В 
частности, имеет место мультиплика­
тивная форма (4) распределения ве­
роятностей состояний сети, аналогич­
ную структуру имеет алгоритм вы­
числения семейства нормирующих кон­
стант и маргинальных распределений 
и пр. [10, 25, 72].

Открытые сети массового обслужи­
вания. В такие сети извне поступает 
поток требований с интенсивностью X. 
Вероятность того, что требование бу­
дет направлено в 2-й узел, есть Р 0ь
где I =  1, М , Роі +  Роі +  ...  -f- 
+  Л>м — К Pot °- Следовательно, 
интенсивность потока требований, по­
ступающего извне в 2-й узел» равна 
ХРоі-
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Требование* убывающее из узла* 
может покинуть сеть. Обозначим со­
ответствующую вероятность для ¿-го
узла Р іо >  0, где І =  1, М , Р і0 +  
+  Рц  +  +  Р ім  ~  1-

Обычно исходят из того, что посту­
пающий поток требований является 
пуассоновским. Этот поток может быть 
охарактеризован двумя эквивалент­
ными способами: 1) промежутки вре­
мени между поступлениями требова­
ний взаимно независимы и имеют 
одно и то же экспоненциальное рас­
пределение с интенсивностью Я; 2) для 
потока выполняются условия орди­
нарности, отсутствия йоследействия 
и стационарности. Ординарность озна­
чает невозможность одновременного 
поступления более одного требования. 
Отсутствие последействия — это вза­
имная независимость числа требова­
ний, поступающих за непересекаю- 
щиеся интервалы времени. Стацио­
нарность означает, что число требова­
ний, поступающих за некоторый интер­
вал времени, не зависит от расположе­
ния этого интервала на временной оси.

На практике наиболее часто нару­
шается условие стационарности по­
тока требований. Интенсивность по­
тока существенно меняется в течение 
суток, года и т. п. На рис. 2 представ­
лена гистограмма интенсивности по-

Рис. 2. Гистограмма интенсивности 
поступления потока требований:
А* (/) — среднее число самолетов, поступа­
ющих в і- м часу

ступления самолетов на оперативное 
техническое обслуживание в Москов­
ском аэропорту в течение одних суток 
августа. Хотя в целом поток неста­
ционарен, нетрудно выделить периоды, 
в течение которых можно принять пред­
положение о стационарности: с 8 по 
20 и с 20 по 8.

Для пуассоновского потока с интен­
сивностью Я вероятность поступления п 
требований за интервал времени Ь

Р п  ( і ) = e _ w * п = 0 -

Пуассоновский поток имеет наи­
большее распространение на практике. 
Этому имеется теоретическое обосно­
вание, заключающееся в том, что дан­
ный поток является предельным в двух 
ситуациях. Во-первых, он возникает 
как результат наложения большого 
числа независимых или слабо зависи­
мых потоков, каждый из которых 
удовлетворяет весьма общим усло­
виям. Например, каждая отдельная 
СТС генерирует поток требований на 
определенные виды обслуживания. 
Если парк насчитывает большое число 
СТС, то суммарный поток на данный 
вид обслуживания будет близок к 
пуассоновскому.

Во-вторых, он возникает как ре­
зультат прореживания потока доста­
точно общей структуры. Прорежива­
ние осуществляется в несколько эта­
пов. На первом этапе каждое требова­
ние составляется с определенной ве­
роятностью и сбрасывается с проти­
воположной вероятностью. Для каж­
дого последующего этапа эта же про­
цедура повторяется с потоком, полу­
ченным на предыдущем этапе. Уже 
при небольшом числе этапов резуль­
тирующий поток близок к пуассо­
новскому. В условиях эксплуатации 
парка СТС эта ситуация возникает, 
когда несколько аппаратов последова­
тельно осуществляют поиск и устране­
ние неисправностей СТС, причем этот 
процесс заканчивается, как только 
неисправность устранена. Тогда по­
ток требований на поиск и устранение 
неисправностей, поступающий после 
первых нескольких аппаратов, прибли­
зительно пуассоновский.

В дальнейшем поступающий в 
ОСеМО поток требований будет при-
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ниматься пуассоновским. В случае 
неприемлемости такого предположе­
ния следует применять, как правило, 
метод имитационного моделирования.

Анализ открытых СеМО существен­
но проще анализа замкнутых СеМО. 
В большинстве случаев оказывается, 
что функционирование отдельных 
узлов можно рассматривать незави­
симо друг от друга. При этом каж­
дый узел — это СМО с пуассонов­
ским входящим потоком требований 
|10 ], характеристики которой легко 
подсчитываются по известным форму­
лам теории массового обслуживания. 
Следовательно, отпадает необходи­
мость определения нормирующих кон­
стант, создающая основные вычисли­
тельные трудности при анализе ЗСеМО.

Далее приводятся подробные сведе­
ния об однородных экспоненциаль­
ных ОСеМО. Обобщения на случаи 
неоднородных требований, возмож­
ности блокировки и неэкспоненциаль­
ного распределения длительности 
обслуживания содержатся! в работах 
110, 25, 72].

Однородные экспоненциальные
ОСеМО. Их отличие от аналогичной 
ЗСеМО состоит только в том, что на 
любой узел ï поступает внешний 
пуассоновский поток требований с 
интенсивностью При покидании
узла і требование убывает из сети 
с вероятностью Pt0. Предполагается, 
что вероятности {Pij} соответствуют 
неразложимой цепи Маркова.

Система линейных алгебраических 
уравнений

Хі =  Роі +  *1^11 +
-f- Х2Р 2І ХМ Р Mi ,  I =  1 , M ,

имеет единственное решение. Это реше­
ние строго положительно и позволяет 
выразить интенсивность потока тре­
бований, проходящих через любой
î-й узел, в виде Хі =  Ххі, I — М.

Как и для ЗСеМО, р г- (п) — интен­
сивность обслуживания в l -м узле 
при наличии в нем п требований. 
Тогда стационарное распределение чис­
ла требований в узле I

P t (я) =  w  )  -

я  — 0, 1} 2, . . . ï

где йі — нормирующая константа, ко­
торая определяется так:

= ^  I П (/)•
п=а / /= і

Указанное стационарное распреде­
ление существует для всех узлов, если
для всех і =  1, М  нормирующие кон­
станты конечны: б* <  оо.

В частности, если имеет место усло­
вие (2), то справедлива формула Эрлан­
га для СМО типа МІМІтІоо:

Pi (п)

р і ( 0) Р> " / ЛІ*
п =  0, 1, . . . ,  тпі\

Р { (0) Р7«Г7т г!»
п =  mi +  1, гпі +  2,

где р* =  Хі/(ііігпі) — коэффициент за­
грузки обслуживающих аппаратов ¿-го
узла;

р I  (0) =  G j' =

+  (P tm tf1*
1

О — Pi)

-1

( 12)

Среднее число требований в узле

й , =
Pmt +  Pj (0) m p p f i

(13)

Остальные средние характеристики 
подсчитываются по формулам (9) —(11).

Вследствие взаимной независимости 
состояний различных узлов распреде­
ление вероятностей числа требований 
в сети
Р (пг, п2, . . . , ям) =  Рг (ях) Р2 (п2) . . 

Р м (пм )» пі =  0, 1, . . . ,  і =  1, М .
Пример. Рассматривается процесс 

ремонта некоторых однотипных СТС. 
Поступающие на ремонт СТС обра­
зуют пуассоновский поток требова­
ний с интенсивностью X. Каждая СТС 
вначале проходит дефектацию (узел 1  
на рис. 3). В результате дефектации



182 Организация групповой эксплуатации сложных систем

Рис. 3. Граф переходов требований 
между узлами

устанавливается, что СТС требует 
обычного или повышенного ремонта. 
На рис. 3 обычному ремонту соответ­
ствует узел 2 , а повышенному — 
узлы 3 и 4. Вероятности этих ремон­
тов соответственно составляют Р |а =  
— 0,8 и Різ =  1 — Р%2 — 0,2.

На первом этапе повышенного ре­
монта (узел 3) СТС с вероятностью 
jPso =  может быть признано не 
подлежащим ремонту. С вероятностью 
Рд4 =  1 — Р30 = 0 , 6  СТС проходит по­
вышенный ремонт (узел 4).

После окончания ремонтов обоих 
видов СТС поступает на заключитель­
ные операции (узел 5) и затем покидает 
систему ремонта.

Предполагается, что в каждом узле 
процесс описывается СМО типа 
МІМІтІсо: пуассоновский поток тре­
бований, т обслуживающих аппара­
тов, экспоненциальное распределение 
времени обслуживания, неограничен­
ное число мест для ожидания. Обозна­
чим для ï-ro узла интенсивность обслу­
живания одного требования через р*, 
а число аппаратов через т%. Число­
вые значения этих величин: рх =  1,5;

4. Показатели эффективности 
системы ремонта

Н
ом

ер
 

уз
ла

 і

е* п Н ч

1 0,83 4,57 6,24 2,50 1,83
2 0,50 1,10 2,10 1,05 0,55
3 0,71 1,79 2,50 5,00 3,58
4 0,67 0,38 2,38 7,93 1,23
5 0,77 2,19 3,73 1,62 0,95

Ра =  2; рз =  0,7; р4 =  0,15; рБ =  1,5; 
т± =  2; /па =  2; гщ =  1; /п4 =  3;
тъ =  2.

Необходимо найти средние значе­
ния числа требований в системе ре­
монта й, времени прохождения ре­
монта о, коэффициенты загрузки аппа­
ратов и т. п.

Вначале находятся интенсивности 
потоков требований, поступающих в 
узлы: — Я =  2,5; Я2 =  Аі+іа =  2;
Яз =  ^Р~і$ — 0,5; Я4 =  ХдРдд — 0,3; 
Я.Б =  Л-а +  ^4 =  2,3. Затем по форму­
лам (8), (12), (13), (9)—(11) для каж­
дого узла і определяются коэффициен­
ты загрузки аппаратов р^, среднее 
число требований й /, среднее число 
ожидающих начала обслуживании тре­
бований г ;, среднее время ожидания ю* 
и среднее время пребывания требова­
ния в узле ѵі (табл. 4).

Среднее число требований, находя­
щихся в системе, Я =  й^ +  Йа +  Яд +  
+  Я4 +  йБ — 6,24 +  2,10 +  2,50 +  
+  2,38 +  3,73 =  16,95.

Средняя длительность прохождения 
ремонта ѵ — это среднее время пре­
бывания в сети требований, покидаю­
щих сеть из узла 5. Доля таких тре­
бований составляет Р =  Р±2 +  Рід X 
X Рзі — 0,8 +  0,2 X 0,6 =  0,92. По­
этому (см. рис. 3)

Я =  бх +  (Р1а (ба +  бБ) +

+  ^18 (Яз +  Рзі (&Л +  бБ)))/р =
=  2,50 +  (0,8 (1,05 +  1,62) +

+  0,2(5,00 +  0,6 (7,93 +

+  1,62)))/0,92 =  7,16.

Пакеты прикладных программ для 
ЭВМ. Реализация алгоритмов анализа 
СеМО требует больших объемов вы­
числений и информации для хранения 
промежуточных результатов. Поэтому 
она осуществляется обычно на ЭВМ. 
В стране имеются пакеты приклад­
ных программ для ЭВМ, предназна­
ченные для этой цели. Один из них 
входит в пакет прикладных программ 
по теории массового обслуживания, 
хранящийся в лаборатории статисти­
ческих методов МГУ им. М. В. Ломо­
носова. Другой имеется в Институте 
проблем управления (ИПУ АН СССР).



Глава 10. Управляемые системы массового 
обслуживания как основа 
исследования эксплуатации 
систем большого масштаба

1. ОПИСАНИЕ И ФОРМАЛИЗАЦИЯ 
ТИПОВЫХ ЗАДАЧ

В процессе эксплуатации систем 
большого масштаба осуществляются 
различного рода управления. Если 
процесс описывается на языке теории 
массового обслуживания, то это при­
водит к рассмотрению управляемых 
систем массового обслуживания 
(УСМО). В качестве элементов управ­
ления могут выступать: порядок при­
нятия требований на обслуживание, 
назначение конкретного аппарата для 
проведения обслуживания данному 
требованию и т. п.

Ниже приводится несколько задач 
групповой эксплуатации СТС, пока­
зывающих, что наиболее естественным 
и простым способом они формали­
зуются на языке УСМО.

З а д а ч а  1. Имеется одна брига­
да, производящая ремонт СТС. В за­
висимости от характера ремонтных ра­
бот и типа СТС различают Ь видов 
ремонта. Интенсивность поступлений 
СТС в ремонт /-го вида составляет Х\. 
Бригада одновременно может произ­
водить только один ремонт. Среднее 
значение и дисперсия длительности 
ремонта /-го вида есть а1 и о |. Если
в момент поступления очередной СТС 
бригада занята, то эта СТС простаи­
вает в ожидании начала ремонта. При 
этом за каждую единицу времени про­
стоя СТС в ожидании /-го вида ремонта 
начисляется штраф с*.

Возможна конфликтная ситуация, 
когда после завершения очередного 
ремонта оказывается,что в ожидании 
ремонта простаивает несколько СТС. 
Задача управления заключается в вы­
боре определенной СТС для проведе­
ния ремонта. Критерием оптималь­
ности управления является средний

суммарный убыток от простоя СТС 
в единицу времени

ь
( 1)

г=і
где ©і — среднее время ожидания 
СТС начала /-го вида ремонта.

Поставленная задача относится к 
классу задач УСМО: требованием яв­
ляется СТС, обслуживание заключает­
ся в ремонте, аппаратом служит бри­
гада. Возможные виды ремонта соот­
ветствуют различным классам требо­
ваний. Пусть потоки поступающих 
требований пуассоновские. Тогда рас­
сматриваемая СМО описывается как
Мл, | в  | 1 1 оо : Ь входящих пуассо­
новских потоков, произвольное время 
обслуживания, один обслуживающий 
аппарат, неограниченная очередь ожи­
дающих требований. Предполагается,

что выполняется неравенство
1= і

I, обеспечивающее существование 
стационарного режима УСМО.

Оптимальное управление обеспечи­
вает |34] приоритетная дисциплина 
обслуживания, при которой каждому 
классу ставится в соответствие опре­
деленный приоритет. В конфликтной 
ситуации на обслуживание прини­
мается требование с большим приори­
тетом, а если таких требований не­
сколько, то любое из них.

Пусть номер класса соответствует 
приоритету, так что первый класс 
имеет наивысший приоритет. Тогда 
среднее время ожидания начала обслу­
живания требований /-го класса

“‘ = ^ 7 7 -  / = 17Т’ (2>
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где

Ѳ =  Л  (я/ +  <*/); (3)
і=\

і ___
р і =  1 ^  А^д^, /  ~  1» А, Ро ~  !•

¿=і
(4)

Алгоритм оптимального управления * 
обеспечивающего минимум критерия
О), состоит в назначении требованиям 
приоритета в соответствии со значе­
нием отношения сі/щ: чем оно больше, 
тем больше должен быть приоритет. 
Если перенумеровать классы согласно 
уменьшению отношения сііщ, то при­
веденные формулы позволят найти 
значение критерия (1).

Пример. Пусть == 3; А̂  =  0,1; 
Я,2 =  0,1; А* =  0,2; а ± =  2; а2 =  1; 
а3 =  3; =  о | =  о |=  0 (это соот­
ветствует постоянному времени обслу­
живания); сі =  22; с2 =  10; с3 =  15. 
Сравнение отношений показывает, что

сг _  22 с2 __10 с8 _  15
аг 2 ">  а2 1 ">  а3 3 *

поэтому нумерация классов требова­
ний соответствует оптимальным прио­
ритетам: первый класс обслуживается 
раньше второго, а второй — раньше 
третьего.

Вычисления по формулам (2)—(4) 
показывают, что Ѳ =  2,3; рх =  0,8; 
Ра =  0,7; Рз =  0,1; со̂  ~  1,437; <й2 =  
=  2,053; со3 =  16,428. Средний убы­
ток (1) составляет 54,498. Это — наи­
меньшее значение критерия (1). При 
любых других приоритетах оно боль­
ше. Например, если изменить приори­
теты на противоположные по сравне­
нию с оптимальными (наивысший — у 
третьего класса, наинизший — у пер­
вого), то средний убыток (1) возрастет 
до 149,5.

З а д а ч а  2. В условиях предыду­
щей задачи предполагается, что су­
ществуют ограничения на число требо­
ваний каждого класса, которые мо­
гут ожидать начала обслуживания. 
Пусть число мест ожидания для тре­
бований ¿-го класса равно Дгі, I =  
=  I, Ь. Тогда рассматриваемая СМО
описывается как М/Ѳі і Ш і , ? — 1, Ь. 
Очередное требование, поступающее

в СМО и застающее все места своего 
класса занятыми, получает отказ и 
теряется. При этом за отказ в обслу­
живании одного^ требования ¿-го клас­
са начисляется штраф di* Критерий 
эффективности (1) с учетом отказов 
принимает вид

Ь
« =  S  Ч  (с* © г +  d m ),  (5)

/= і
где qi — вероятность отказа в обслужи­
вании требования /-го класса.

Управление, как и прежде, заклю­
чается в назначении очередности при­
нятия требования на обслуживание 
в моменты освобождения аппаратов. 
Однако, в отличие от задачи 1, опти­
мальные управления не являются прио­
ритетными и имеют более сложную 
структуру.

З а д а ч а  3. Автоматизированная 
система диагностирования состояния 
СТС способна хранить в своей памяти 
информацию не более чем по Nc зада­
чам. Задачи делятся на L классов, 
определяющих характер диагности­
ческих процедур. Поток задач /-го 
класса является пуассоновским с 
интенсивностью А̂ . Диагностирование 
осуществляется на т лабораторных 
установках (т <С /Ѵс). Продолжитель­
ность диагностирования одной СТС 
является случайной величиной, имею­
щей экспоненциальное распределение 
со средним значением а.

За решение задачи /-го класса на­
числяется доход di, за каждую еди­
ницу времени ожидания или решения 
этой задачи — штраф сі, а за работу 
лабораторной установки в течение 
единицы времени — расход b.

Управление заключается в воз­
можности отказа от решения задач 
некоторых классов. Принятые задачи 
решаются в порядке их поступления.

В данном случае имеется СМО типа
M L I М  I т I іѴс — т: L пуассоновских 
потоков требований (задач), т аппа­
ратов (лабораторных установок), про­
водящих обслуживание (решение за­
дач) в течение экспоненциально рас­
пределенного времени, Nc — т мест 
для ожидания требований в СМО. 
Состояние такой СМО описывается 
переменной я , принимающей целочис-
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ленные неотрицательные значения от О 
до Nc и равной числу требований 
в СМО. Управление состоит в том, 
что для каждого состояния я указы­
вается множество номеров входящих 
потоков К  (я) С  (1, 2........L), требо­
вания которых принимаются на обслу­
живание.

Целью управления является макси­
мизация среднего дохода в единицу 
времени, определяемого формулой

"с
и =  £  р п £  к  Wt—(с!+&) а)—

n=Q l£ K  (n)

"с
— £  рп(п + 1 —«) х

п—m

X 2  ko ia jm , (6)
? £ /С (n)

где Pn — стационарная вероятность 
состояния я СМО.

З а д а ч а  4. Имеется пуассонов­
ский поток требований с интенсив­
ностью X, поступающий в СМО. Огра­
ничений на число требований в СМО 
нет. Обслуживание требований может 
проводиться с различными интенсив­
ностями, множество значений которых 
конечно и есть (р*, р 2....... Рь). Пред­
полагается, что интенсивности прону­
мерованы в порядке возрастания: 
Н  <  \h  <  *•* <  Ѵ>К> причем X <  рд . 
Длительности обслуживания при всех 
интенсивностях — взаимно независи­
мые и экспоненциально распределен­
ные случайные величины, не завися­
щие также от входящего потока тре­
бований. За каждую единицу времени 
пребывания в СМО я требований на­
числяется штраф с (я) 0 (я — О,
1, ...). Функция с (я) является неубы­
вающей по я, стремящейся к бесконеч­
ности при я -+■ оо. За каждую единицу 
времени, в течение которой исполь­
зуется интенсивность k — 1, К, на­
числяется штраф h (k). Предполагает­
ся, что с ростом интенсивности штраф 
увеличивается: h (1) ^  h (2) <1 ...
<  h (К).

Управление заключается в назначе­
нии интенсивности обслуживания, ко­
торую следует использовать при нали­
чии в СМО требований я >• 0. В ка­

честве критерия при этом служат 
средние расходы от функционирования 
СМО в единицу времени стационарного 
режима:

ОО

и =  с (0) Р 0 +  2  р п (с (п) "Ь А (к (я))), 
я= 1

(7)
где Рп — стационарная вероятность 
нахождения в СМО я требований (я =  
=  0, 1, ...); 6 (я) — номер интенсив­
ности обслуживания, используемый 
при наличии в СМО я требований.

Состояние СМО определяется чис­
лом находящихся в ней требований. 
Пространство состояний £ =  {0, 1,
2, ...). Управления необходимо при­
нимать для подпространства состоя­
ний 5  =  (1, 2, ...) С  5 . Его следует 
разбить на непересекающиеся мно­
жества 52, ..., З д , причем для
состояний из 1§к использовать интен­
сивность обслуживания р^.

Если выполняется условие

ОО

2  с (я) (Хцік)п <  оо, 
п=I

то оптимальное управление, миними­
зирующее выражение (7), задается 
набором & +  1 чисел 0 =  і± ^  і2 ^  
^  ... ^  іи+і =  оо. Эти числа опреде­
ляют управление следующим образом: 
если число требований л в СМО на­
ходится в пределах 'іи ^  я  <3 іи+ъ 
то используется интенсивность р^. 
Если іи =  іи+1» то интенсивность р& 
не используется. Такое управление 
называется монотонным: используе­
мая интенсивность обслуживания — 
неубывающая функция & (я) числа 
требований я в СМО.

Тот факт, что оптимальное управле­
ние обладает свойством монотонности, 
существенно облегчает поиск такого 
управления. Однако и при известной 
структуре управления, задаваемой 
условием неубывания последователь­
ности Ц, І2....... ік+іу поиск этой по­
следовательности является довольно 
трудоемкой задачей. Ввиду отсут­
ствия окончательных аналитических 
результатов необходим численный 
алгоритм нахождения оптимального 
управления.
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2. МОДЕЛИ УПРАВЛЯЕМЫХ 
СИСТЕМ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ

Классификация задач УСМО. Задачи 
оптимизации групповой эксплуатации 
СТС делятся на два класса: задачи 
проектирования организации эксплуа­
тации и задачи управления эксплуата­
цией. Этому соответствуют два класса 
оптимизационных задач теории мас­
сового обслуживания, с помощью ко­
торой описываются процессы группо­
вой эксплуатации: оптимальное проек­
тирование СМО и оптимальное управ­
ление процессами обслуживания.

При проектировании выбираются 
структура и параметры СМО, которые в 
процессе работы СМО являются неиз­
менными (число обслуживающих аппа­
ратов, закрепление классов требова­
ний за аппаратами, интенсивность 
поступления и обслуживания требо­
ваний и пр.). Критерием оптимизации 
служит математическое ожидание не­
которого функционала Е от состоя­
ния СМО, взятое по стационарному 
распределению:

« = Б Р ^ « '  (8)
і

где Рі — стационарная вероятность со­
стояния і СМО.

Критерии оптимизации (6) и (7) не­
посредственно имеют структуру, ана­
логичную (8). Эту же структуру имеют 
критерии (1) и (5), но в неявном виде: 
величины и являются линейны­
ми функциями вероятностей {Рі }.

Если известен аналитический вид 
критерия, то проблема оптимизации 
сводится к задаче нелинейного про­
граммирования.

Отличительной особенностью управ­
ления является то, что принимаемые 
решения обычно зависят от состояния 
СМО. В теории управляемых систем 
массового обслуживания различают 
задачи управления: 1) дисциплиной
обслуживания; 2) потоком поступаю­
щих требований; 3) механизмом обслу­
живания. Критерий оптимальности 
имеет вид (8) и обычно носит стоимост­
ной характер, учитывающий штраф за 
отказ в обслуживании требований, за 
ожидание в течение каждой единицы 
времени и т. п.

Управление дисциплиной обслужи­
вания. Типичные примеры такого уп­
равления содержатся в описанныя 
выше задачах 1 и 2. Управление за­
ключается в принятии решения об 
очередности обслуживания требова­
ний, имеющихся в СМО, т. е. решения 
о дисциплине обслуживания.

Наиболее распространенными яв­
ляются приоритетные дисциплины об­
служивания. В этом случае предпола­
гается, что поступающие требования 
делятся на Ь классов. За каждым 
классом требований закрепляется опре­
деленный приоритет, задаваемый чис­
лами от I до і  (по числу классов), 
причем разным классам соответствуют 
разные приоритеты. Чем меньше но­
мер класса, тем выше приоритет. 
Если требование при поступлении 
в СМО застает хотя бы один аппарат 
свободным, то требование сразу при­
нимается на обслуживание. В против­
ном случае вступает в силу дисцип­
лина приоритетов.

Приоритетные дисциплины бывают 
двух типов: относительные и абсолют­
ные. В случае относительных приори­
тетов управление допускается только 
в момент окончания обслуживания. 
В каждый из таких моментов на обслу­
живание принимается то из ожидаю­
щих требований, которое имеет наи­
высший приоритет (меньший номер 
класса приоритета). Если требований 
с наивысшим приоритетом несколько, 
то из них берется то, которое раньше 
поступило в СМО. Требование, застав­
шее при своем поступлении в СМО все 
аппараты занятыми, ожидает начала 
обслуживания, так что в случае от­
носительных приоритетов прерывание 
обслуживания не происходит.

Относительные приоритеты рас­
смотрены применительно к задаче 1. 
Были приведены алгоритм назначения 
оптимальных приоритетов и формулы 
для вычисления критерия эффектив­
ности.

В случае абсолютных приоритетов 
управление допускается как в момент 
окончания обслуживаний, так и в мо­
мент поступления требований. В мо­
менты окончания обслуживания дей­
ствует правило относительных приори­
тетов. В момент поступления требова­
ния, имеющего больший приоритет,
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чем приоритет обслуживаемого тре­
бования, происходит прерывание 
обслуживания и принятие на обслу­
живание поступившего требования. 
Требование, обслуживание которого 
было прервано, возвращается в оче­
редь и принимается на обслуживание 
после того, как в СМО не останется 
требований более высокого приори­
тета. При этом возможны следующие 
варианты: «дообслуживание» требова­
ния, т. е. продолжение обслуживания 
требования; обслуживание требования 
заново. Следовательно, в случае абсо­
лютных приоритетов возможно пре­
рывание обслуживания, причем в каж­
дый момент времени обслуживается то 
требование из находящихся в СМО, 
которое имеет наивысший приоритет.

В задачах групповой эксплуатации 
абсолютные приоритеты возникают, 
если возможны поломки (отказы) 
обслуживающих аппаратов. Поломка 
трактуется как требование наивыс­
шего приоритета, прерывающее про- 

- водимое обслуживание до момента 
восстановления работоспособности 
аппарата.

В условиях задачи 1 в случае «дооб- 
служивания» требований формула (2) 
принимает вид

©, =  — і =  Т 7 1 .
1 Р(Р!-1

где

ѳі =  Е  ^ г ( а г +  °?)-
І= 1

Если, кроме того, продолжитель­
ность обслуживания имеет экспонен­
циальное распределение, то оптималь­
ным будет то же правило назначения 
приоритетов, что и для относительных 
приоритетов: большему значению сііаі 
должен соответствовать более высокий 
приоритет.

В условиях задачи 1 относительные 
приоритеты являются оптимальными 
в широком классе стационарных мар­
ковских управлений, не допускающих 
прерывания обслуживания. Однако 
это не всегда так. В частности, не бу­
дут они оптимальными в условиях 
задачи 2. В этом случае приходится 
п р и м е н я т ь д и н а м и ч е с к и е  п р и ­

о р и т е т ы ,  образующие более широ­
кий класс управлений.

В условиях задач 1 и 2 состояние 
СМО описывается ¿-мерным вектором 
п  =  (щ, п2, ...» ), компоненты ко­
торого принимают целочисленные неот­
рицательные значения 0, 1, 2 ,... и 
трактуются как число требований со­
ответствующих классов, имеющихся 
в СМО. Если число мест в СМО для 
требований /-го класса ограничено 
величиной Л^, то щ меняется от О 
до Л^. Если такого ограничения нет 
(как в задаче 1), то щ может прини­
мать любые целые неотрицательные 
значения.

Пространство 5 состояний СМО — 
это множество всех векторов с указан­
ными выше ограничениями. Выделим 
из этого пространства состояние 0 =  
=  (0, 0, ..., 0), когда требований в 
СМО нет и никакого управления не 
требуется. Обозначим 5 ' == 5 — {0}. 
Разобьем 5 ' на і, непересекающихся 
множеств Яі, 5 а, ..., Ял таких, что 
в множество 5^ могут входит только 
те состояния п У у которых 1-я компо­
нента отлична от 0 {щ >  0). Каждому 
рассматриваемому разбиению соответ­
ствует следующее управление: в со­
стоянии и ,  принадлежащем множе­
ству Бі, следует принимать на обслу­
живание требования /-го класса. Мо­
ментами времени, в которые осуще­
ствляется управление, могут быть или 
моменты окончания обслуживаний (ди­
намические относительные приорите­
ты), или моменты окончания обслужи­
ваний и поступления требований в 
СМО (динамические абсолютные прио­
ритеты).

Обычные приоритеты являются ста­
тическими: каждому классу требова­
ний присваивается постоянный прио­
ритет. Динамические (ситуационные) 
приоритеты предусматривают возмож­
ность изменения приоритетов в за­
висимости от текущего состояния СМО, 
т. е. от ситуации.

Динамические приоритеты вклю­
чают как частный случай обычные 
приоритеты. Действительно, если при 
обычных приоритетах классы требо­
ваний пронумерованы по убыванию 
приоритетов, то их можно описать 
как динамические приоритеты сле­
дующего вида: в множество 5; входят
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те и только те состояния СМО, кото­
рые соответствуют наличию требова­
ний /-і'о класса в СМО и отсутствию 
требований классов с первого по 
( / — 1)-й включительно.

В общей теории управляемых слу­
чайных процессов динамические прио­
ритеты являются частным случаем 
управлений в марковских и полу- 
марковских процессах. В связи с этим 
все методы нахождения оптимальных 
управлений для последних (см. гл. 3) 
пригодны для определения оптималь­
ных динамических приоритетов.

Управление потоком поступающих 
требований. Пример такого управления 
описан в задаче 3. Управление заклю­
чается в принятии решения об отказе 
некоторым требованиям в обслужи­
вании или, в более общем случае, 
в изменении интенсивности входящего 
потока требований.

Принимаемые решения зависят от 
состояния СМО. При этом значение 
имеет не только общее число требова­
ний в СМО, но и то, к каким классам 
принадлежат эти требования.

Управление механизмом обслужива­
ния. Пример такого управления дает 
задача 4. Управление заключается 
в принятии решения об интенсивности 
обслуживания поступающих требова­
ний (путем подключения дополни­
тельных аппаратов, изменения ско­
рости обслуживания и т. п.).

Обычно задачи управления СМО 
(как и рассмотренные задачи) описы­
ваются в рамках теории управляемых 
цепей Маркова (УЦМ), марковских и 
полу марковских процессов (УМП и 
УПМП).

Методы решения задач. Из рассмо­
тренных выше задач только задача 1 
имеет простое аналитическое решение. 
В остальных случаях приходится при­
бегать к численным алгоритмам на­
хождения оптимальных управлений. 
Эта ситуация является типичной для 
УСМО: получить аналитическое реше­
ние в замкнутой форме удается очень 
редко.

Поскольку процессы, протекающие 
в УСМО, являются частным случаем 
управляемых случайных процессов, 
то в качестве численных алгоритмов 
используются универсальные алго­
ритмы* описанные в гл. 3 и работах

114, 21, 42, 68]. В частности, если про­
цесс массового обслуживания является 
марковским или полумарковским, то 
применяются алгоритмы Ховарда, ли­
нейного программирования и др.

Для применения указанных алго­
ритмов УСМО описывается как УЦМ, 
УМП или УПМП. Специфика конкрет­
ной задачи УСМО выражается в том, 
что возможность применения альтер­
нативных решений существует только 
для определенных состояний и момен­
тов времени: в моменты поступления 
или окончания обслуживания требо­
ваний, в произвольные моменты вре­
мени и т. п.

Основная трудность, возникающая 
при использовании универсальных 
алгоритмов в задачах УСМО, заклю­
чается в наличии большого числа со­
стояний процесса обслуживания (де­
сятки и сотни тысяч). Во-первых, это 
приводит к значительным затратам 
времени и памяти ЭВМ. Во-вторых, 
вследствие округлений при машинных 
вычислениях это приводит к такому 
накоплению ошибок, что окончатель­
ные результаты становятся неверными.

Свободен от перечисленных недостат­
ков итерационный алгоритм Уайта— 
Швейтцера нахождения оптимальных 
управлений, специально приспособлен­
ный для решения задач большой раз­
мерности. Однако отмеченные выше 
вычислительные проблемы остают­
ся. Часто они преодолеваются путем 
использования особенностей конкрет­
ной УСМО. В результате возникают 
специальные алгоритмы нахождения 
оптимальных управлений.

Специальные алгоритмы разрабаты­
ваются на основе выявления свойств 
или структуры оптимальных управле­
ний в рассматриваемой УСМО. В ре­
зультате устанавливается, что в клас­
се возможных управлений оптималь­
ные управления содержатся в более 
узком подклассе, характеризуемом 
данными свойствами или структурой. 
Например, в задаче 1 класс динами­
ческих приоритетов сужен (без ущерба 
для значения критерия эффектив­
ности) до подкласса относительных и 
абсолютных приоритетов. Часто удает­
ся доказать свойство монотонности 
управления. Соответствующий пример 
содержится в задаче 4.



Модели управляемых систем массового обслуживания 189

Специальные алгоритмы необходимы 
также в тех случаях, когда на допусти­
мые управления накладываются осо­
бые ограничения. Например, решения, 
принимаемые в состояниях некоторого 
подмножества, должны быть одинако­
выми и т. п. Эти ограничения нельзя 
учесть при использовании универсаль­
ных алгоритмов, поскольку в них 
предполагается, что для каждого со­
стояния решение выбирается неза­
висимо от решений в других состоя­
ниях.

Основным достоинством универсаль­
ных алгоритмов нахождения оптималь­
ных управлений в марковских и полу- 
марковских процессах является их 
широкая сфера применения и наличие 
программных реализаций на совре­
менных ЭВМ. Соответствующие про­
граммы имеются в фонде прикладных 
программ по теории массового обслу­
живания, хранящемся в лаборатории 
статистических методов МГУ им. 
М. В. Ломоносова. Можно рекомендо­
вать также пакет программ СТРАТЕГ, 
предназначенный для оптимизации 
УСМО.

Пример. Проиллюстрируем на зада­
че 2, как процессы в УСМО описывают­
ся в виде управляемых полумарков- 
ских процессов (УПМП). Для такой 
формализации необходимо: 1) опи­
сать множество состояний процесса 5 , 
предполагаемое конечным; 2) для каж­
дого состояния і £ 5  указать мно­
жество принимаемых в нем решений 
К і \ 3) для каждого состояния £ £ 5 
и решения й £  Кі в этом состоянии 
определить средний доход т\ , получае­
мых за единицу времени пребывания 
в этом состоянии, и среднее время 
пребывания в состоянии 2!, а также 
вероятность переходов р ^  в другие
состояния I £ 5 . При стационарной 
стратегии П =  (£ (1), й (2), ...) для 
каждого состояния і £ Й выбирается 
решение И (і) £ К і , принимаемое в 
этом состоянии. Стратегия называется 
оптимальной, если она максимизи­
рует средний доход (8), получаемый 
за единицу времени функционирова­
ния процесса. Такая стратегия и 
определяет оптимальное управле­
ние.

В условиях задачи 2 управление осу­
ществляется в моменты окончания 
обслуживании. В каждый из таких 
моментов состояние описывается £- 
мерным вектором п  =  (я*, %, ..., я¿), 
где щ — число требований 1-то класса, 
находящихся в СМО (без учета обслу­
женного требования), щ  =  0, 1,
щ , і = Т Т .

Если в некоторый рассматриваемый

момент щ  >  0, т. ѳ. в СМО имеется 
1=1

хотя бы одно требование, то следует 
принять решение о назначении обслу­
живания. Требование 1-то класса мо­
жет быть назначено на обслуживание 
в том случае, если оно имеется в си­
стеме, т. ѳ. щ  0. Предполагаем 
также, что какое-то из имеющихся 
требований должно быть назначено 
на обслуживание обязательно. По­
этому множество решений Кп , прини­
маемых в состоянии п  =  {п±, я2, ..., 
Яь), описывается номерами классов 
требований, имеющихся в СМО: Кп —
— { I : Щ >  0, I =  1, £}.

Пусть в состоянии п =  (щ, Яа,
Пі), где я& >> 0, принимается решение 
к, С Кп . Это означает, что на обслужи­
вание принимается требование й-го 
класса. Поскольку возможны относи­
тельные приоритеты, то среднее время 
пребывания конструируемого полу- 
марковского процесса (ПМП) в дан­
ном состоянии п  при решении & есть 
^ ̂  ____ л 
хп ~~ ак*

Для выражения других характе­
ристик УПМП через заданные харак­
теристики СМО обозначим

Ѵ(*) =  Г  п р и * > 0 ;
I  0 при х < 0 .

Предположим, что длительность 
обслуживания рассматриваемого тре­
бования равняется у. Поскольку тре­
бования различных классов поступают 
взаимно независимо в соответствии 
с пуассоновскими потоками, то вероят­
ность перехода из состояния п  —
— (яі, Пъу ...» Я£,) в состояние п ' =
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— (п[, п '2 , ...» n'L), где nk >  0 и nt <  
^  п\ ^  N t i аа время у

П { v ( N l -  п]) М п‘ X
i«= I (.

Х * іР / ( П1 — " /)  1 +  

х  £  (V )*  <г%1в/ 1 1l=Nl —nl V 1 1 )
(9)

Пусть функция распределения про­
должительности обслуживания требо­
ваний &-го класса есть Въ (у). С уче­
том математического ожидания вели­
чины, определяемой (9) по этому рас­
пределению, и факта окончания обслу­
живания этого требования находим 
вероятности переходов между состоя­
ниями при выбранном решении Л £

Рk
пп*

ОО

J
П
1 = 1

V ( N t

решение не принимается, то перемен­
ная к для соответствующей вероят­
ности Ропг опущена.

Аналогичным образом подсчиты­
ваются средние убытки от отказа в 
обслуживании и ожидания требова­
ний, приходящиеся на единицу вре­
мени:

г k
п (пі —  6Ь (0) сі +

t—Njj— (О

+  nt —  8* (0) +  сіУ (N i — ni +

+  6*(/))/2)(Я,«г)'е- ‘Лг/ ( !  +
N ,- n , - \+ ih (/)

+  cis  2  T  x
¿=0

—A,
X e < 7 n dBh (y)/ah

/

x  М п‘- " ‘+ ч  (,) x  

X e 1 ¡{p-i — Л/ +  6^ (0 ) * +  

+  ( і _ К ( ^ - Л; ) ) х

X 2
i=7Vi—

X dBft (tf), «a >  0;

X

— 6ft (/) ^  tii ^  Wj, / — 1,

P0nA E  V e . „ -
/s=I A

L
2

<ЛГг, / = 1 ,  L,

где 6ft (/) =  1 при l — k и 0 при / ф  ky 
eft — ¿-мерный вектор, у которого /г-я 
компонента равна единице, а осталь­
ные — нулю.

Не оговоренные выше вероятности 
переходов равны нулю. Отметим, что 
поскольку в состоянии 0 =  (0, 0, ..., 0)

ль > о ,  і = і ,  ь ,

г0 =  2  ^кгек і  2  V
к=1 *1 І= I

Итак, все составляющие управляе­
мого полумарковского процесса за­
даны, и задача определения оптималь­
ного управления в рассматриваемой 
СМО сводится к нахождению опти­
мальной стратегии для этого процесса. 
Необходимо только учитывать, что 
универсальные алгоритмы приводят к 
максимизации показателя эффектив­
ности (дохода). Поэтому в задачах ми­
нимизации необходимо изменить на 
противоположный знак величины до­
хода г*, получаемого в различных со­
стояниях. Так, в рассмотренной за­
даче правые части равенств (10) долж­
ны быть взяты со знаком минус.

Пример. Рассмотрим следующие чис­
ловые данные для условий задачи 2: 
количество классов требований В =  
=  2; число мест ожидания для требо­
ваний первого класса N  =  2, второго
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класса N a *= 4; длительности обслу­
живания веек требований имеют 
экспоненциальное распределение с 
одним и тем же средним аі — а2 =  1; 
штраф sa ожидание начала обслужи­
вания не начисляется: cj =  са =  0; 
штрафы sa отказ в обслуживании тре­
бования первого и второго класса 
одинаковы: d± =  dа.

На рис. 1 представлена диаграмма 
оптимального управления при интен­
сивностях потоков требований перво­
го класса ^  =  0,2 и второго класса 
Л,а =  0,5. Клетка с координатами щ  
и «а соответствует состоянию СМО в 
момент окончания очередного обслу­
живания, когда в очереди находится щ  
требований первого класса и пг вто­
рого. Выделенная жирной линией гра­
ница разделяет состояния, при кото­
рых на обслуживание принимаются 
требования первого и второго классов. 
Например, при п± — 1 и па =  3 на 
обслуживание принимается требова­
ние второго класса.

Эффективность использования опти­
мального управления по сравнению с 
фиксированными приоритетами иллю­
стрируется графиком рис. 2. На нем 
ось абсцисс соответствует интенсив­
ности потока требований второго клас­
са Яа. На оси ординат отмечена относи­
тельная эффективность, вычисляемая 
по формуле

ищ— Иф
Иф

100% ,

где и* и Оф — значения критерия 
эффективности (5) при оптимальном 
управлении и фиксированных приори­
тетах соответственно.

На рис. 2 штриховые линии, имею­
щие в обозначении букву а, показы­
вают сравнительную эффективность по 
отношению к фиксированным (постоян­
ным) приоритетам требований первого 
класса; имеющие букву в  — требова­
ний второго класса. Сплошные линии 
показывают минимальную эффектив­
ность, когда фиксированные приори­
теты выбираются оптимальным обра­
зом. Различные кривые графика соот­
ветствуют различным значениям интен­
сивности потока требований первого 
класса А*.

1
Первый клаке тр^боданий

Второй класс трі'бований

0 1 2 3 Ч п2

Рис. 1. Диаграмма оптимального уп­
равления:
щ  — число требований і-го класса
< /=  1, 2)

Из графика (см. рис. 2) видно, что 
при А.* =  0,2 и Я4 == 0,5 эффектив­
ность введения оптимального управле­
ния составляет не менее 17 %.

Оптимальные управления рассмо­
тренного примера найдены с помощью 
алгоритмов, приведенных ниже.

j j

30
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Ю

5

0
0,1 0,2 0.3 0,6 0,5 Я ,

Рис. 2. Эффективность введения опти­
мальных управлений:
і  ^  Œ 0,1; 2 q  0,2, 3 ** L, ■—1 0,3; 

=  0,4; В — L, •= 0.5
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3. АЛГОРИТМЫ УАЙТА— 
ШВЕЙТЦЕРА НАХОЖДЕНИЯ 
ОПТИМАЛЬНЫХ УПРАВЛЕНИЙ

Решение задач УСМО, характери­
зующихся очень большим числом со­
стояний, с помощью алгоритмов Хо­
варда и линейного программирования 
часто оказывается невозможным вслед­
ствие потребности в огромной памяти 
ЭВМ и наращивании ошибок вычисле­
ний. Уайт и Швейтцер [86] предло­
жили итерационный алгоритм, спе­
циально приспособленный для реше­
ния задач большой размерности.

Итерационный алгоритм Уайта для 
цепей Маркова (ЦМ). Задача линей­
ного программирования для марков­
ских процессов принятия решений без 
переоценки (см. гл. 3) эквивалентна 
задаче нахождения переменных Ц£, 
иа, .... vN, g, минимизирующих зна­
чение g при ограничениях

rkt w  +  2  +
/=1

¿ =  і7 м ,  k ( i ) £ K t .  (И)
Действительно, последняя задача 

является двойственной к исходной за­
даче. Из теории двойственности ли­
нейного программирования известно,
что набор переменных и
g, одновременно удовлетворяющий 
ограничениям прямой и двойственной 
задач, дает оптимальные решения этих 
задач, причем оптимальное значение 
критерия эффективности прямой задачи 
равно g. Алгоритм Ховарда, обеспечи­
вая на каждом шаге допустимость 
решения прямой задачи, последова­
тельно уменьшает «невязку» для огра­
ничений двойственной задачи, вплоть 
до выполнения этих ограничений.

Система ограничений (11) эквива­
лентна системе

Г N
v i =  ^  )  4 - 8 +  Е  Р Ь°І

k € K i К І=і

і =  n V. (12)
Если при любой стратегии П С 

С К  =  K-l X /С2 X .. X Kn  матрица 
переходных вероятностей соответствует 
наличию только одного существенного

класса состояний, то имеется решение 
последнего уравнения, единственное 
для g, а для {оі} — с точностью до 
постоянного слагаемого [86]. Для 
исключения этой неоднозначности по­
лагают Огѵ =  0.

Алгоритмы . Ховарда и алгоритмы 
линейного программирования — это 
специальные алгоритмы решения пос­
леднего функционального уравнения. 
В вычислительной математике их от­
носят к прямым алгоритмам (методам). 
Идея их заключается в том, что при 
каждой стратегии П ищется точное 
решение системы линейных алгебраи­
ческих уравнений. Процедура нахож­
дения решения системы уравнений 
чередуется с процедурой улучшения 
стратегии. В отличие от прямых алго­
ритмов в итерационных алгоритмах 
обе эти процедуры совмещаются, т. е. 
при данной стратегии решение системы 
не находится, а делается только один 
шаг итерационной процедуры нахож­
дения решения, после чего снова де­
лается попытка улучшения стратегии
и т. д.

Итерационный алгоритм нахожде­
ния оптимальных стратегий в УМЦ 
впервые предложил Уайт, представив 
систему уравнений (12) с учетом vN=  0 
в виде

ё  =

ѵі =

max
k (zKN

max

P NiVi

1 =  1, N —  1.

Пусть g (0 и Ѵі (2), 2 = 1 , / /  — 1 — 
приближения, получаемые на 2-м шаге. 
Итерационная процедура записывает­
ся для і =  0, 1, 2, так:

g (2) =  max 
k<zKN

v i (* +  1)

P NIVI (0

(14)

max { rkt — g  (2) -f-
k e * i  l

2 = 1 ,  N -  1,
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причем начальные условия {о* (0)} 
могут быть произвольными.

Если для каждой оптимальной стра­
тегии (тем более, если для каждой 
стратегии Я £ К) матрица переходных 
вероятностей соответствует наличию 
одного существенного класса состоя­
ний, причем все ее возвратные состоя­
ния непериодичны, то итерационная 
процедура сходится, причем g (0

ѵі I =  1, N — 1, где §
и {ог*} — значения, соответствующие 
оптимальной стратегии | 86]-

Саму оптимальную стратегию об­
разуют решения, выбираемые для 
различных состояний согласно (14).

При применении итерационных ме­
тодов важна точность полученного на 
данном шаге решения. Если ввести 
замену переменных £ (2) =  ун  (0 ,
о, (0 =  Уі 0  —  1) — Ун  (2 — О,
1 — 1, N  — 1, то итерационная про­
цедура (14) записывается в виде

Уі (0  = шах

- 1 ) - ^ ( 2 - 1 ) )  ( = 1 ,  N.

Очевидно, что ун  (2) £, уг (0
+  В, % =  1, N - 1 .

Одони показал, что вычисляемые на 
2-м шаге по формулам

£+ (2) =  шах \у. (2) — д1 (2 — 1) +
2=1, /V

+  ^ ( * “ 1)}> <15)

ё~ (2) =  шш [у, (2) — у г (2 — 1) +  
2=1, N

+  9Я Ѵ - 1)}

бначения g+(2) и g~ (2) являются соот­
ветственно верхней и нижней гра­
ницами максимального дохода g, т е.

¿ Г  (2) < £ < ^ ( 2 ) .  2 = 1 ,  2 ,

В обозначениях переменных g (2) 
и (o¿ (2)}, используемых в процедуре

(14), эти границы вычисляются по 
формулам g+ (2) =

=  шах fg (2), max (ü¿ (2 -{- 1) — 
\  2=1, N—1

-  щ (í ) +  е « » } .  

g~ (0  =  min (g  (0 .

шіп {vt (2 +  1) — Vt (2) - f  g 
2=1, N—1

Следовательно, на любом шаге і ите­
рационной процедуры (14) и (15) зна­
чение максимального дохода может 
быть оценено, например, по формуле 
ё* =  (ё+ (2) +  ё~ (2))/2. Как только 
разница (2) — ё~ (2) становится мень­
ше заданной точности 8 0, итера­
ционная процедура прекращается.

Практика применения алгоритма 
Уайта показывает, что обычно опти­
мальная стратегия П находится за 
небольшое число итераций. Намного 
больше итераций требуется, чтобы при 
неизменной стратегии Я  сузить до 
необходимой величины в разницу меж­
ду верхней ё+ (2) и нижней ё~ (2) 
границами для #.

При решении практических задач 
большой размерности, когда число 
состояний N  насчитывает несколько 
тысяч, осложнения вызывает, как пра­
вило, не скорость сходимости, а объем 
потребной памяти ЭВМ. Итерационный 
алгоритм Уайта для своей реализации 
требует минимального объема памяти 
(порядка Я): только для хранения 
текущих значений переменных £ (2) 
и {Щ (2)}. Это намного меньше, чем 
в рассмотренных вг гл. 3 алгоритмах 
Ховарда и линейного программирова­
ния.

Итерационный алгоритм Швейгцера 
для полумарковских процессов (ПМП). 
Задача линейного программирования 
для ПМП эквивалентна двойственной 
ей задаче нахождения переменных о*, 
у2, . .. ,  и §, минимизирующих
значение § при ограничениях

r k  ( 2 )т & ( 2) 
г2 т 2 +  S  p ¡ / ' 4 < ° ¡  +

¡t=I
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Последняя система неравенств экви- 
валентна системе

— шах <
I

гкткГІТІ ■еА +

+ ¿ =  1, ¿V— 1.

Непосредственное применение алго­
ритма Уайта для решения последнего 
функционального уравнения (для на­
хождения оптимальных стратегий в 
управляемых полумарковских про­
цессах) невозможно, поскольку воз­
можны случаи отсутствия сходимости. 
П. Швейтцер ¡86] модифицировал этот 
алгоритм, добавив в соответствующие 
формулы член, обеспечивающий схо­
димость.

Итерационный алгоритм Швейтцера 
выглядит следующим образом. Выби­
рается положительная постоянная Ѳ 
из условия

( і - р у ѳ / т ? < і ,  /= 1 7 1 ? , (16)
* е * і .

Отправляясь от произвольных началь­
ных значений (о* (0)} (обычно пола­
гаемых равными нулю), проводятся 
последовательные итерации по фор­
мулам для і =  0, 1, 2, ...

е  (() =ь І ' « 1" +  Е  р 1пѵ/  (')};
к € К п  К. 1 -1  )

(17)

Ѵ1 (* +  1) — ѵі (0 +  Ѳ шах |  ( г \т* +
к € к і (Д

+  Е  Р ііѵ1 — ё Ѵ )  |*

Постоянная Ѳ определяет величину 
изменения £ (С) и (о* (¿)) за одну 
итерацию. Если Ѳ выбрано очень 
малым, то сходимость итерационной 
процедуры будет медленной. Если Ѳ 
очень большое, так что условие (16) 
нарушено, то процесс может расхо­
диться.

Если для любой оптимальной стра­
тегии (тем более для любой стратегии) 
матрица переходных вероятностей со­

ответствует наличию одного существен­
ного класса состояний, то итерацион­
ный алгоритм (17) будет сходиться 
при любых положительных Ѳ, удовле­
творяющих условию (16). При этом 
матрица переходных вероятностей мо­
жет иметь периодические и несуще­
ственные состояния.

В случае ЦМ, когда =  1 для
всех 2 = 1, М, £ £ К і , сходимость 
будет иметь место для любого Ѳ <  1. 
Полагая Ѳ =  1, получаем из (17) 
алгоритм Уайта (14). Необходимо, 
однако, отметить, что алгоритм Швейт­
цера для ЦМ с Ѳ <  1 является более 
предпочтительным по сравнению с ал­
горитмом Уайта, если нет уверенности 
в отсутствии периодических состояний 
ЦМ: в этом случае алгоритм Уайта 
может расходиться, в то время как 
алгоритм Швейтцера гарантирует схо­
димость при любом Ѳ <  1.

Для значения максимального дохода 
справедливы следующие верхняя (г?) 
и нижняя (2) границы, получаемые 
на шаге

ё *  V) =

=  т а х  < ^ (Ц, шах шах -I I г кх к +  
I  г=І, N—1 к € Кі IV

+ « ) №

ё~{і) =

}}-
=  пип

+

т іп  т а х  ■!(/•{?-
(  * = і, л г - і

Е  р / / ° / ( о - » / < о )  *?}}■

Как и для ЦМ, последовательность 
£+ (¿) монотонно убывает к §, а ¿ “ (¿) — 
монотонно возрастает. Для достаточно 
большого числа итераций они обеспе­
чивают узкие границы для g.

Для алгоритма Швейтцера справед­
ливо все то, что и для алгоритма Уайта. 
Алгоритм, аналогичный рассмотрен­
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ным итерационным алгоритмам и осно­
ванный на функциональном уравне­
нии (12), был предложен применительно 
к марковским процессам В. В. Мова. 
Приведенный пример был рассчитан 
на ЭВМ с помощью описанных алго­
ритмов.

4. СРАВНЕНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ 
ЭФФЕКТИВНОСТИ РАЗЛИЧНЫХ 
АЛГОРИТМОВ НАХОЖДЕНИЯ 
ОПТИМАЛЬНЫХ УПРАВЛЕНИЙ

Основными критериями вычисли­
тельной эффективности алгоритмов яв­
ляются: объем информации, используе­
мой в процессе работы алгоритма; 
точность вычислений; потребное время 
(или число арифметических операций) 
для нахождения оптимальных страте­
гий. При решении задач даже неболь­
шой размерности значения этих кри­
териев таковы, что для успешной 
реализации алгоритмов необходимо 
применение ЭВМ. В дальнейшем это 
будет предполагаться й эффективность 
различных алгоритмов будет сравни­
ваться путем сопоставления необходи­
мых объемов памяти и времени работы 
ЭВМ, а также точности получаемого 
решения.

Потребный объем информации (па­
мяти ЭВМ). В процессе работы алго­
ритмов используются объемы информа­
ции следующих порядков ^  — число 
состояний МЦ, МП или ПМП):

_ А2 — алгоритм Ховарда (для реше­
ния системы линейных алгебраических 
уравнений);

М3 — алгоритм модифицированного 
симплекс-метода |46 ] (для хранения 
матрицы В~1, обратной к базисной);

N

| К і | — алгоритм симплекс-ме-
¿=1

тода (для хранения симплексной таб­
лицы), где I К і | — число возможных 
решений в состоянии і\

N  — итерационные алгоритмы (Уай­
та и Швейтцера) (для хранения вы­
числяемых по формулам (14) и (17) 
значений ц (¡!) и (и* (¿)) для текущего 
шага).

Для хранения исходных данных 
необходим дополнительный объем. 
Исключение составляет только сим­

плекс-метод линейного программиро­
вания, поскольку симплексная табли­
ца содержит всю необходимую инфор­
мацию. Тем не менее обычно оказы­
вается, что объем информации, описы­
вающий исходные данные, очень не­
значителен (см., например, задачу 2), 
а на основании этой информации вычис­
ление значений характеристик УМЦ, 
УМП и УПМП (вероятностей перехо­
дов { Р ц }* средних времен пребыва­
ния н средних доходов { ^ } )
осуществляется по простым формулам 
и практически не требует дополни­
тельного объема памяти. В этом случае 
«вычислимой» информации приведен­
ные объемы информации являются до­
статочными.

Сопоставление приведенных алгорит­
мов показывает, что минимальный 
объем памяти требуется для итерацион­
ных алгоритмов Уайта и Швейтцера, 
а максимальный — для алгоритма 
симплекс-метода. При решении прак­
тических задач число состояний рас­
сматриваемых процессов насчитывает 
несколько тысяч [42]. В связи с этим 
итерационные алгоритмы являются 
фактически единственно пригодными 
для таких задач. По этой же причине 
алгоритм симплекс-метода практиче­
ского применения не находит.

Точность вычислений. Наихудшим 
по точности является алгоритм сим­
плекс-метода. Это обусловлено необ­
ходимостью пересчета на каждом шаге 
симплексной таблицы, содержащей всю 
исходную информацию, и накоплением 
ошибок округления. Во избежание 
последнего все вычисления необхо­
димо проводить с двойной точностью.

При применении стандартных паке­
тов линейного программирования для 
ЭВМ |461 при больших размерностях 
задачи часто получаются недопусти­
мые решения: для некоторых состоя­
ний выбирается по два решения, а для 
других — вообще ни одного решения. 
Эго объясняется тем, что в стандартном 
симплекс-методе не учитывается отме­
чавшаяся в гл. 3 особенность базисных 
решений задачи; постоянно наращи­
ваются ошибки округления.

В модифицированном симплекс-ме­
тоде опасность наращивания ошибок 
округления существенно меньше, по­
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скольку на каждом шаге пересчиты­
вается только обратная матрица В"1 
(а не все исходные данные, как в сим­
плекс-методе). Кроме того, обратную 
матрицу можно после определенного 
числа шагов корректировать по сле­
дующему хорошо известному в вы­
числительной математике методу. 
Пусть О — квадратная невырожден­
ная матрица, для которой имеется 
обратная матрица А Если АМ (0) 
исходное приближение к обратной ма­
трице £>“*, то итерационная процедура 
уточнения обратной матрицы такова:

1) -  Юг'4 0  (/ ( / —
— ВЮггЦ))), )? — 0, 1,

где /  — единичная матрица.
Указанная процедура повторяется 

до получения наперед заданной точ­
ности 0 <С 8 <С 1. Сама точность опре­
деляется через норму ||/) || матрицы 
/> =  (¿г/), где йі] — (/, /)-й элемент 
матрицы £), например

10  I шах 1 1 ]
1 \  і I

Как только достигнута заданная 
точность, т, е. |(/ — І)В  ̂ (і) )| <С е, ите­
рационная процедура прекращается 
и в качестве уточненного значения 
обратной матрицы /С 1 принимается 

(/).
Далее, если известна верхняя гра­

ница точности е0, соответствующая 
исходному приближению 0 ~ 1 (0) :
: || (0) — 0 "% || <  е0, то точность
вычисленной на / й итерации обратной 
матрицы £)~1 (/) оценивается неравен 
ством

(1 •— е0).
Отсюда следует, что потребное число 

итераций і* оценивается неравенством
і* <  (1п (1п (е (1 - -  

-  во)/В О 1 (0) Ц»/ІГІ во)/1п 2.
Для алгоритмов Ховарда, Уайта 

и Швейтцера опасность наращивания 
ошибок округления существенно мень­
ше, чем для алгоритмов линейного про­
граммирования.

Потребное время (число арифмети­
ческих операций) для нахождения оп­

тимальной стратегии. Оптимальная 
стратегия в принципе может быть 
найдена простым перебором, посколь­
ку общее число стратегий конечно 
и равно I Яі|| Кя| | К к  I» где | К і \ — 
число решений в состоянии і £ Э. 
Однако полный перебор в реальных 
задачах практически невозможен в 
связи с большим числом стратегий: 
для каждой стратегии необходимо ре­
шить систему из N  линейных алгебраи­
ческих уравнений для нахождения 
стационарных вероятностей состояний 
{Рі }  и затем найти значение крите 
рия (8). При переходе от одной стра­
тегии к другой нет уверенности, что 
новая стратегия лучше или хуже, 
что приводит к необходимости полного 
перебора. В противоположность этому 
в алгоритме Ховарда и линейного 
программирования каждая новая рас­
сматриваемая стратегия улучшает зна­
чение критерия эффективности, Этим 
и определяется их вычислительная 
эффективность.

Недостатком алгоритма Ховарда яв­
ляется необходимость многократного 
решения системы из линейных алгеб­
раических уравнений. В отличие от 
него в стандартных методах линейного 
программирования в каждый момент 
времени в памяти ЭВМ хранится или 
симплексная таблица (для симплекс- 
метода) или обратная к базису ма­
трица В т 1 (для модифицированного 
симплекс-метода). Кроме того, в базис 
каждый раз вводится ровно один 
столбец, После ввода его пересчет 
элементов симплексной таблицы или 
матрицы В~* и вектора текущих цен 
происходит с помощью одной итерации 
процедуры Гаусса. Последнее требует 
значительно меньше вычислений, чем 
решение системы N  линейных алгеб­
раических уравнений, необходимое в 
алгоритме Ховарда.

Сравним вычислительную эффектив­
ность алгоритмов Ховарда и модифи­
цированного симплекс-метода. Наи­
более трудоемким этапом алгоритма 
Ховарда является решение системы N 
линейных алгебраических уравнений. 
При применении наиболее эффектив-

Іного алгоритма Гаусса для этого по­
требуется число операций умножения, 
имеющее порядок №¡2. Пусть |дри 

1 этом вводится га новых решений (гіек-
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торов-столбцов). Для ввода одного 
нового решения в модифицированном 
симплекс-методе необходимо около 2УѴа 
операций умножения, а для т реше­
ний — 2 тіѴ2. Следовательно, алгоритм 
модифицированного симплекс-метода 
заведомо более эффективен, если 
Аг/4 т  >  1. В алгоритме Ховарда вво­
дятся все т решений, для которых 
относительные оценки оказываются по- 
л ожительными. После ввода т' <" т 
из т намеченных решений может ока­
заться, что ввод некоторых (или всех) 
оставшихся решений приводит к ухуд­
шению критерия. Однако в алгоритме 
Ховарда вводятся все намеченные ре­
шения. В алгоритме модифицирован­
ного симплекс-метода эта возможность 
исключается, поскольку каждому вво­
ду решения предшествует операция 
оценивания.

Чем ближе к окончанию решения 
задачи, тем «в среднем» все меньше 
и меньше число вводимых в стратегию 
новых решений (столбцов в базис). 
Этим и объясняется низкая эффектив­
ность алгоритма Ховарда: отношение 
МІАт при этом будет существенно 
больше единицы.

Приведенный анализ показывает, что 
более эффективным в вычислительном 
отношении по сравнению с алгорит­
мом Ховарда является алгоритм моди­
фицированного симплекс-метода.

Сходимость итерационных алгорит­
мов Уайта и Швейтцера в существен­
ной степени зависят от выбранной точ­
ности вычислений 8, а также от пара­
метра Ѳ (для алгоритма Швейтцера). 
Существуют различные приемы ускоре­
ния сходимости [основанные, напри­
мер, на экстраполяции значений сред­
него дохода #( / ) ] .  В общем подходящие 
значения 8 и Ѳ подбираются экспери­
ментально.

Таким образом при большом числе 
состояний процесса (до тысячи и более) 
итерационные алгоритмы Уайта и 
Швейтцера вследствие приемлемых объ­
емов необходимой памяти являются 
единственно пригодными. При неболь­
шом и среднем числе состояний реко­
мендуется применять модифицирован­
ный симплекс-метод линейного про­
граммирования. При использовании 
его следует исключить возможность 
ввода в базис двух решений для одного

состояний, а также периодически кор­
ректировать обратную базисной ма­
трицу В ~ \  как это было описано выше.

б. АЛГОРИТМ ДЛЯ
ПОЛ УМАР КО ВС КН X ПРОЦЕССОВ
ТИПА РАЗМНОЖЕНИЯ И ГИБЕЛИ

Использование особенностей кон­
кретных процессов позволяет пред­
ложитъ алгоритмы нахождения опти­
мальных стратегий, существенно более 
эффективные по сравнению с универ­
сальными алгоритмами. Примером мо­
жет служить полумарковский процесс 
размножения и гибели, находящий 
широкое применение при решении за­
дач эксплуатации и ремонта различных 
технических систем [1 ].

УПМП размножения и гибели ха­
рактеризуется тем, что, находясь в лю­
бом состоянии, он может непосред­
ственно перейти только в соседние 
состояния. Точнее, из состояния і —
~  2, N — І при решении в этом со­
стоянии к £ К і процесс переходит 
в состояние і — 1 с вероятностью 
и в состояние І Д- 1 с дополнительной 
вероятностью (¡\ — 1 — Р%, причем

£> 0 и (¡1 ¿> 0 при всех к £ /С(-.
Из «крайних» состояний 1 и N  

процесс с вероятностью единица пере­
ходит соответственно в состояния 2
и N — 1 при всех решениях. Пусть
и г\  — соответственно среднее время
пребывания и средний доход эа едини­
цу времени пребывания в состоянии I 
при решении к, £ К і * Необходимо най­
ти стратегию, максимизирующую до­
ход в единицу времени стационарного 
режима £.

Метод решения. Для произвольной 
стратегии Я  — {к (1), & (2), ^ (А))
окрестность — это множество страте­
гий, отличающихся от данной не бо­
лее чем одной компонентой. Справед­
ливо следующее утверждение [1 ]: для 
любого конечного УПМП, такого, что 
при любой стратегии имеет место один 
эргодический класс состояний, каждый 
локальный оптимум среднего дохода 
g (Я) совпадает с глобальным. Этот 
факт позволяет искать оптимальную
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стратегию методом локального поиска, 
ѳаменяя на каждом шаге решение 
только для одного состояния.

Для фиксированной стратегии Я 
обозначим (Я) и Щ  (Я) средние 
значения времени и дохода от момента 
попадания процесса в состояние I +  1 
до первого попадания в состояние 2,
где I =  1, Я  —  Г; М7 (Я) и Я7 (Я) ~  
то же для состояний 2 — 1 и 2, где 
3 = 2 Т Я :  Щ  (Я) =  (Я) =
=  (Я) =  Я~і (Я) =  0. Поскольку
рассматривается процесс размножения 
и гибели, то (Я) и (Я) не за­
висят от решений к (1), к (2), й (2), 
а М~і (Я) и #7  (Я) — от 6 (0, й (І +
+  О....... Л (Я).

Если в стратегии Я для состояния 2 
заменить решение & (2) на & £ К і , 
то новые средние значения времени 
и дохода между соседними попадания­
ми процесса в состояние % можно 
вычислить по формулам

М ,  (Я , к) =  т? +  Р к{М Т  (п ) +

+  дкМ+  (Я). (18)

Я , (Я. Я) =  +  Рк{Н Т  (Я) +

+  (Я).

Попадание процесса в фиксирован­
ное состояние 2 можно трактовать как 
точку регенерации процесса, поэтому 
средний доход от функционирования 
в единицу времени

ё  (П) =  Я і (Я , к(і)) /Мі  (Я , Л(/)).
(19)

Замена в состоянии 2 текущего ре­
шения & (£) на к приведет к росту 
среднего дохода тогда и только тогда, 
когда

ё ( П ) < Я і ( П ,  к ) ІМ і(П , к). (20)

Эта формула позволяет последова­
тельно просматривать состояния и ре­
шения в них с целью улучшения стра­
тегии. Просмотр состояний целесооб­
разно организовать вначале в одну 
сторону (например, от 1 до Я , чему 
будет соответствовать значение пере­
менной б =  1), а потом в другую (от Я 
до 1, причем 6 =  —1), Если в течение

просмотра в одну сторону стратегия 
улучшится, то будем полагать % =  1 
и продолжать поиск оптимальной стра­
тегии. Если стратегия не улучшится, 
то она является оптимальной.

Формальная запись алгоритма 
такова.

Ш а г  0. Выберем некоторую стра­
тегию Я =  (б (1), й (2), ..., £ (Я)).
Положим (Я) =  (Я) =
=  М'[ (Я) =  Щ  (Я) =  0. Вычислим ре- 
куррентно для і — N  — 1,
Я — 2, ...» 1 значения

^ ( Я )  =  ( ^ + І» + ^ + І» х

X М + , ( /7 ) ) /Р * |'+ » ,

и і  (Я) =  (т£ |{+ 1М |'г +1) +

+  ? ж +1)* ( + і  (п ) ) І р 1+[+' ’•

Найдем ё  (Я) по формулам (18) и
(19) при 2 = 1 ,  А— £(1).  Положим
2 =  2, 6 =  - 1, х =  1.

Ш а г  1. Вычислим 2 =  2 + 6 .  Най­
дем & £ К і , для которого выполняется 
условие (20). Если такого & нет, то 
переходим к шагу 2*

Ш а г  2. Если 2 =  Я, то

л 4 _ ,  (Я) =  т У ( Я )  =

— {Ы)гк (ЛО

а если 2 =  1, то

1И^-(Я) =  т? «>, « Г (Я )  =

=  т* “ Ѵ Р ,

и в обоих случаях переходим к шагу 4. 
В противном случае переходим к 
шагу 3.

Ш а г  3. Если б =  1, то

мт+і (я) =  С4<0 +
+  р У '> ж ; - ( Я ) ) М <‘>,

РТ+і (Я) =  (т? «V? +

+  р? (‘>Р7 (Я ))/« { <()
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и перейдем и шагу 1. При б =  —1 
вычислим

(п ) =  (т* +

+  ??<*> М }  П)) /Р,  4 «>, <Л)=

= ‘■‘К т+ чі (1)рТ т)М
и перейдем к шагу 1.

Ш а г  4. Если ни для какого состоя- 
ния не было изменено решение, т. е.

1, то оптимальная стратегия най­
дена и есть П — (6 (1), 6(2),  .... 
6 (Л/)), а максимальный доход в еди­
ницу времени составляет £ (Я). Если 
X =  1» то х =  О, 6 — —6 и перейдем 
к шагу 1.

Для уменьшения объема вычислений 
целесообразно запоминать массивы 
Щ ( П ) ,  М і ( Л )  и Д7 (Я),
отвечающие текущей стратегии Я . При 
этом массивы М \  (Я) и Мт (Я),
а также (Я) и #7  (Я) можно 
совместить. Действительно, если б =  
=  1 (просмотр состояний идет с пер­
вого по N-e) и в данный момент иссле­
дуется состояние I, і =  2, N  — 1, 
то значения М | (Я) и Щ  (Я) для
/ =  1, і — 1 не определены и не 
используются. Если 6 = —-1, то не 
определены и не используются значе­
ния Му (Я) и Яу (Я) для } =  і Ч- I , N.

Пример. Решим с помощью этого 
алгоритма задачу 3. Рассматриваемая 
СМО находится в состоянии і, если 
число требований (занятых мест) в ней 
равно і — 1, і =  1, 2, ..., Яс +  1. 
Число состояний ПМП N  =  Яс +  1*
В каждом состоянии возможны 2Ь — I 
решений: К і — К =  (1, 2, 2^ — 1);
І — 1, N. Двоичное разложение но­
мера решения 6 (г) £ К указывает 
номера потоков требований, прини­
маемых на обслуживание в данном 
состоянии: если на 1-м месте двоичного 
разложения стоит 1, то требования ¿-го 
потока принимаются на обслуживание, 
а если 0 — не принимаются. (В состоя­
нии N любое решение будет фиктив­
ным, так как все требования полу­
чают отказ.) Например, пусть 6 = 5 .  
Число 5 в двоичной записи есть 101. 
Следовательно, на обслуживание при­
нимаются требования первого и третье­
го потока, но не второго.

Обозначим через 61 (Z) коэффициент, 
стоящий на ¿-м месте двоичного раз­
ложения числа 6 (і) С К. По условию 
задачи 3 для 6 £ К %% =  aim, PkN =
=  1, Гд> =  —Ьт. В обозначениях 
ПМП размножения и гибели для $ =* 
=  1, N  — 1, 6 С К:

■4 =  ( 'в, +  S  */ (о  *-/
\  1 = 1

р )  =  й(А,
L

Л  =  Е  ki w  (di — cia х

х  (1 +  Of/m)) — bmt ,

где mi =  min (Z — 1, m), =  m ja ,
©i =  max (0, i  —  m).

Итак, задача 3 сформулирована в 
терминах ПМП типа размножения и 
гибели и, следовательно, для нее 
можно применять описанный выше 
алгоритм. В качестве численных зна­
чений параметров возьмем следующие: 
N  с =  9, L  =  3, Arf =s 2, Я«2 — 4, Яд =  
=  4, df =  5, £¿2=3,  £¿3=1,  £¡1 =  3, 
с2 =  1, с3 =  О, т — 4, Ъ =  0,5, а =  
=  2/3.

Решение было получено на ЕС ЭВМ 
с помощью специально составленной 
программы на алгоритмическом язы­
ке ПЛ/1, реализующей описанный 
алгоритм. В качестве исходной была 
выбрана стратегия, при которой в лю­
бом состоянии обслуживаются тре­
бования всех потоков. Ей соответ­
ствует средний доход, равный 5,8084. 
Оптимальной является стратегия П =  
=  (7, 3, 3, 3 ,3 , 1, 1 ,2, 2, х), где для пос­
леднего состояния в качестве реше­
ния х может фигурировать любое 
решение. Максимальное значение сред­
него дохода составило 9,6753. Отметим, 
что оптимальная стратегия не являет­
ся приоритетной: в первом состоянии 
6(1) =  7 (11 1 в двоичной системе 
счисления), т. е. на обслуживание при­
нимаются требования всех потоков, 
в состояниях 6 и 7 6 = 1 ,  т. е. на 
обслуживание принимаются только 
требования первого потока, а в со­
стояниях 8 и 9 6 =  2 (=10), т.е.только 
второго потока.



Глава 11. Формирование процедуры контроля 
при эксплуатации сложных 
технических систем

1. ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ 
ДЛЯ КОНТРОЛЯ 
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В процессе эксплуатации техниче­
ских систем вследствие их ограничен­
ной безотказности целесообразность 
применения системы по назначению 
зависит от ее технического состояния. 
Задача определения вида технического 
состояния есть задача контроля, она 
не является изолированной от про­
цесса эксплуатации в целом, так как 
должна решаться с учетом возможно­
сти (и целесообразности) последую­
щего восстановления.

Для обоснования процедуры кон­
троля при эксплуатации технических 
систем необходимы:

математическая модель функциони­
рования объекта контроля (ОК), ко­
торая количественно описывает связи 
между входными воздействиями и ре­
шениями на них;

показатели качества или эффектив­
ности функционирования ОК, позво­
ляющие судить о целесообразности его 
применения по назначению.

Математическая модель функциони­
рования ОК в общем случае имеет 
вид

Р { Х ,  к, и ,  і) =  0, (1)
где X  =  ідсі (¿), #2 (0 » •••» %т (01 
вектор-функция выходных реакций; 
К  =  £а» • ¿л 1 — вектор пара­
метров математической модели; V  =
— 1«і (0 * «а (0 * •*** Щ (01 — вектор- 
функция входных воздействий.

Математическая модель (1) считается 
полностью известной, если определены 
вид модели (например, дифференциаль­
ные, разностные уравнения, логические 
соотношения и т. п.) и численные 
значения ее параметров.

Показатель качества и эффективно­
сти функционирования ОК представ­
ляется векторным функционалом Ф =  
=  £Фіу Фг> • ■> Фр 1, где компонен­
ты Фі , і =  1 ... р — технические ха­
рактеристики (ТХ) ОК, определяющие 
его способность выполнять установ­
ленный перечень задач при практиче­
ском применении.

Показатель Ф задается двумя спо­
собами:

на множестве входных воздействий 
и параметров ОК

Ф =  Ф ( К .  и);  (2)

на множестве входных воздействий 
и выходных реакций

Ф =  Ф { Х ,  и }. (3)

Форма зависимости (2) характерна 
для этапа проектирования, так как 
вытекает из логики создания техниче­
ской системы — в ходе проектирова­
ния известны входные воздействия ¿7, 
выбираются параметры создаваемой 
системы К , а следовательно, и матема­
тическая модель ее функционирова­
ния (1).

Задание показателя в форме (3) 
целесообразно для случаев, когда вход­
ные и выходные характеристики ОК 
могут быть относительно легко изме­
рены. Такой способ задания удобен 
для эксплуатации и ремонта. Представ­
ление показателя Ф в форме (3), 
помимо входных воздействий и , в об­
щем случае также предполагает знание 
вида модели (1) и наличие однознач­
ного соответствия между параметра­
ми К  и выходными сигналами X . 
При выполнении этих условий спосо­
бы задания Ф в форме (2) и (3) являю­
тся эквивалентными.
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Целесообразность использования ОК 
по назначению определяется на основе 
сравнения текущего значения показа­
теля Ф с некоторыми граничными 
значениями Ф0> которые выделяют 
подобласть ф ф . Если Ф £ ф ф , то 
считают, что ОК применять целесооб­
разно.

Пример. Пусть математическая мо­
дель функционирования ОК (1) имеет 
вид дифференциального уравнения

і  (/) +  кх (¿) — Ы  (і) — 0,

х (іо) =  *0, (4)

в котором к, а (/) и Хо известны. Ка­
чество работы ОК оценивается по 
величине | х (Т) — и (Т) | в фиксиро­
ванный момент времени Т  £ №0» ¿]* 

В этом случае показатель качества 
и форма его записи

Ф — \ х ( Т )  — и (Т ) \  (5)

соответствует виду (3).
Зависимость Ф в форме (2) через к 

и и (/) возможно получить, если в дан­
ном примере решить уравнение (4), 
а затем подставить значение этого 
решения в (5) при I =  Т.

Так кая решение уравнения (4) 
имеет вид

Г

х (¿) =  х0 +  к |  е~* и (т) <1х,
Іо

то после замены і =  Т получим

Ф = е* ( і -х) X

X и (т) йх — и (Г) . (6)

В обоих случаях на Ф задается огра­
ничение, например, в виде Ф<3 Ф0, 
когда ОК считается работоспособным 
либо неработоспособным при его прак­
тическом применении.

2. ОБЩИЕ ТРЕБОВАНИЯ 
К МЕТОДИКЕ ФОРМИРОВАНИЯ 
ПРОЦЕДУРЫ КОНТРОЛЯ 
ТЕХНИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ

Для синтеза процедуры контроля 
при эксплуатации технических систем 
необходимо решить ряд взаимосвязан­
ных задач:

определить пространство техниче­
ских состояний ОК и вектор техниче­
ского состояния в этом пространстве;

разбить пространство технических 
состояний ОК на множества, соответ­
ствующие заданному виду техническо­
го состояния;

выбрать параметры для контроля 
(измерения), позволяющие однозначно 
определить вид технического состоя­
ния;

обосновать критерий принятия ре­
шения о виде технического состояния, 
минимизирующий заданную функцию 
потерь по информации, полученной 
в процессе измерения параметров;

разработать математическую модель, 
позволяющую количественно оценить 
характеристики перехода системы из 
одного технического состояния в дру­
гое. В случае, если решается только 
задача определения вида технического 
состояния в текущий момент времени, 
знание этой модели не является не­
обходимым. Она используется в слу­
чае решения задачи прогнозирования 
состояния или построения правил 
управления техническим состоянием 
на интервале времени.

Вектор технического состояния опре­
деляется на каждом из этих множеств 
с учетом специфики решаемой задачи 
либо путем разложения по базисным 
векторам, либо выделением в беско­
нечномерном пространстве конечного 
набора векторов.

Разбиение пространства технических 
состояний на множества, характери­
зующие виды технических состояний, 
вытекает из анализа практических тре­
бований к показателям качества и 
сводится к решению вопроса о том, 
какие состояния для данной системы 
в рассматриваемой ситуации ее при­
менения следует считать работоспо­
собными, а какие нет. Формирование 
понятия отказа не является формали-
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ѳуемым процессом и выполняется спе­
циалистами с учетом задач, решаемых 
системой. Выбор параметров для кон­
троля обусловлен требованиями одно- 
вначного определения положений век­
тора технического состояния в выбран­
ном пространстве. Существует обшир­
ный перечень методов выбора таких 
параметров, зависящих от простран­
ства состояний, решаемых задач, ис­
пользуемого математического аппара­
та и т. п. [18, 41, 48, 56].

Математическая модель, позволяю­
щая количественно описать переход ОК 
из одного технического состояния в дру­
гое, основывается на априорных све­
дениях о физической природе причин 
изменения вектора технического со­
стояния по величине и направлению, 
а также на статистических данных, 
полученных в процессе эксплуатации 
однотипных технических систем.

Первое требование, которое предъ­
является к математической модели, 
состоит в том, что переход из состояния 
в состояние происходит во времени. 
Поэтому эта математическая модель — 
прежде всего модель процесса (слу­
чайного, квазидетерминированного) с 
известным статистическим описанием 
(непрерывнозначного, дискретного и 
т. п.).

Вторым важным требованием яв­
ляется простота описания таких про­
цессов, позволяющая решать перечис­
ленные выше задачи с достаточной 
точностью. Эти требования объясняют­
ся, с одной стороны, необходимостью 
получения желаемого результата, а 
с другой — практическими ограниче­
ниями на объем информации, необхо­
димый для определения характеристик 
такого процесса.

Следующее требование заключается 
в том, что целесообразно выбирать 
такие модели, для которых математи­
ческий аппарат хорошо разработан. 
Одной из статистических моделей, ши­
роко применяемых для описания эво­
люции технического состояния систем 
в процессе эксплуатации, являются 
марковские процессы вообще и их 
подкласс — марковские цепи [8 ]. Бо­
лее общим типом процесса является 
полумарковский процесс, который поз­
воляет проводить анализ эволюции 
технических систем при меньших пред­

положениях, чем при марковском про­
цессе [39]. Но этот тип процесса тре­
бует информацию большего объема 
[39].

Результатом решения задач, опре­
деляющих структуру процедуры кон­
троля, является информация, доста­
точная для решения основной задачи 
эксплуатации — задачи управления 
вектором технического состояния с 
целью достижения заданного техниче­
ского состояния ОК- Существенным 
элементом, определяющим процесс ре­
шения этих задач, является способ 
задания пространства технических со­
стояний. Поэтому дальнейшее изложе­
ние проведем с учетом классификации 
процедур контроля по этому признаку.

3. МЕТОДИКА ПОСТРОЕНИЯ 
ПРОЦЕДУР КОНТРОЛЯ

Задание технических состояний в 
пространстве {Ф }• Элементом Ф этого 
пространства является любая сово­
купность Ф =  [Фх, Ф2, Фр], где
Фі, і =  1, р — значения показателей 
качества функционирования ОК (его 
ТХ) — действительные числа. Прост­
ранство действительных чисел являет­
ся линейным, и для него существуют 
базис и размерность.

Вектор технического состояния фор­
мируется на основе разложения любого 
элемента пространства по базисным 
векторам:

Ф =  Ф^ех Ф2е2 +  • ♦ * 4~ Фрбр, (7)
где е — [ег, <?2, ер ] — ортогональ­
ный базис линейного пространства 
{ф}. Тем самым вектор технического 
состояния в этом пространстве являет­
ся полностью определенным.

Разбиение пространства технических 
состояний {Ф} на множества, харак­
теризующие виды технических состоя­
ний, определяется практическими тре­
бованиями на показатели качества 
(технические характеристики), кото­
рые задаются в виде неравенств на 
координаты вектора технического со­
стояния ___

Фі  < Ф і  < & і ,  I =  1. Р- (8)

Множество работоспособных состоя­
ний (?ф представляет собой р-мерный
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параллелепипед, так как допуски на 
Фі задаются независимо друг от друга:

Я ф  =  { Ф і , 1 =  І Г р / Ф і Фі} -
Выбор параметров для контроля в {Ф} 
из условия однозначного определения 
положения вектора технического со­
стояния Ф в этом пространстве при­
водит к необходимости измерять все
координаты Фи і — 1, Р, т. е. все 
выбранные показатели качества. Из­
мерения координат Фі производятся 
прямыми и косвенными методами на 
основе соотношения (2) и (3), в ре­
зультате которых из-за ошибок изме­
рения получается оценочное значение 
вектора технического состояния Ф*.

Если Ф* £ Оф , то ОК признается 
работоспособным (все ТХ удовлетво­
ряют требуемым) и пригодным к даль­
нейшей эксплуатации. В противном 
случае (Ф* ф  (?ф) ОК неработоспосо­
бен, и возникает задача его восстанов­
ления, т. е. задача управления поло­
жением вектора технического состоя­
ния в пространстве {Ф}.

Рассмотрим связь процедуры кон­
троля с процессом восстановления. 
Пусть по данным контроля принято 
следующее решение: оценочное зна­
чение вектора технического состоя­
ния Ф* не принадлежит фф (Ф* ф  
ф  Оф), т .  е. зафиксирован отказ О К. 
При известных допусках на каждую
координату Фи і — 1, р, можно управ­
лять вектором технического состояния, 
чтобы изменить его положение в про­
странстве {Ф} путем изменения тех 
координат, вектор технического состоя­
ния которых не удовлетворяет усло­
вию (8). Но тан как Фи і =  1, Р» 
есть функционал, то его величину 
можно изменить лишь косвенным ме­
тодом — варьированием аргументов в 
выражениях (2) и (3). При управле­
нии положением вектора технического 
состояния путем варьирования аргу­
ментов в (2) или (3) возможны два 
случая,: 1) координаты вектора тех­
нического состояния являются неза­
висимыми; 2) координаты Ф (К, Ц) 
зависимы между собой. Этот факт 
устанавливается на основе вычисления 
определителя функциональной ма­
трицы

| д»Ф(АГ, Ѵ)ІдКдІІ\ .

Если он отличен от нуля, то коорди­
наты независимы. Если же функцио­
нальный определитель тождественно 
равен нулю, то имеется зависимость 
между координатами.

В случае 1) изменение величины 
отдельной координаты вектора техни­
ческого состояния возможно незави­
симо от значений других координат; 
при таком изменении вышедших за 
поле допуска показателей качества 
функционирования ОК остальные по­
казатели изменяться не будут.

В случае 2) изменения показателей, 
вышедших за поле допуска, не будут 
независимы; при изменении значений 
их аргументов могут изменяться и 
другие показатели, которые в силу 
наличия зависимости могут выйти за 
поле допуска, хотя первоначально они 
были в допуске.

Пример. Пусть на О К, функциони­
рование которого задано уравнением
(4), воздействует входное воздействие 
ІЛ (/), где

0 ,
/ < 0 ,

а область определения £/ £ ІО, (/01* 
Тогда выходная реакция ОК со­

гласно (6) при /0 == 0 х0 =  0 примет 
вид

х (Т) =  и  ( \ — ( Г кТ).

Качество работы ОК характеризуется 
двумя показателями, т. е. вектор тех­
нического состояния в пространстве 
{Ф} представляет собой двумерный 
вектор Ф =  Ф ^ і +  Координата 
Фі соответствует выражению (5), т. е.

Ф1 =  \ —  и е ~ к Т \ =  и е ~ кТ,

а Фй представляет собой отношение 
производной выходной реакции в мо­
мент времени Т  £ [0, і) к величине 
отклонения (5), откуда Ф2 =  £. На 
обе координаты заданы допуски, ха­
рактеризующие область работоспособ­
ности

Оф =  {Фі, Фг/Фі ^  Фі ^  Фі,

Фа <  Фа <  Фа}«А/
Проверим, имеется ли зависимость 
между показателями Фі  и  Ф*.
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Рис. 1. Область работоспособности:
а — в координатах Ф1г Фа; б — в коорди­
ната х К,  V

Определитель функциональной ма­
трицы

дФ\ дФ\ 
дк ди

дФ% 6Ф2 
дк ди

^  - -  и т < гкт ъ ~ кТ ^
1 о

е ~ кТ ФО,

поэтому показатели качества изме­
няются независимо один от другого 
при варьировании & и и.

На рис. 1, а и б заштрихованы обла­
сти работоспособности О К соответ­
ственно в координатах показателей Ф* 
и Ф2, К я V. Пусть, например, тех­
ническое состояние определяется век­
тором ОА. Это соответствует случаю, 
когда Фа вышел за поле допуска,

ик

П А0 К К
Рис. 2. Область работоспособности при 
зависимых показателях качества Ф± 
и Ф%

а Фі находится в допуске. При этом 
возможно, независимо от значения Ф*, 
за счет увеличения параметра V  обе­
спечить перевод вектора ОА в поло­
жение OB и достичь работоспособного 
состояния. Причем значение Фг при 
изменении U останется прежним.

Предположим, что показатель Ф* 
сохранится прежним, а вторым пока­
зателем О К является квадрат отклоне­
ния выходной реакции от входного
воздействия, т. е, Ф2 =  U2e~2kT. В 
этом случае определитель функцио­
нальной матрицы будет тождественно 
равен нулю, что свидетельствует о на­
личии зависимости между Фг и Фя. 
Для случая зависимых показателей 
на рис. 2 заштрихованы области рабо­
тоспособности в координатах К  и U 
при тех же ограничениях на каждый 
показатель. При одном и том же зна­
чении параметра k OK может быть 
как работоспособным (точки В, D ), 
так и неработоспособным (точки А, С). 
Аналогичная ситуация возникает при 
фиксированном значении U, когда из­
меняется k. Следовательно, допуски 
на k и и представляют собой не 
единственную область (как на рис. 1, а), 
а совокупности интервалов на области 
определений k и и. В этом случае 
задачи управления техническим со­
стоянием существенно усложнятся.

Задание технических состояний в про­
странстве {*>. Элемент К  этого про­
странства — любая совокупность К — 
— [ki , fc2, k n ] из поля действитель­
ных чисел. Это пространство является 
линейным и для него существуют ба­
зис и размерность. В ортогональном 
базисе вида (7) размерность этого 
пространства определяется известны­
ми методами. Вектор технического 
состояния по аналогии с (7) имеет вид

К  — fejgj ft2e2 - ) - • • * +  кпеп .

Однако решение задачи разбиения 
пространства технических состояний 
на множества, характеризующие вид 
технического состояния, уже не яв­
ляется таким простым, как в про­
странстве {*>, так каш в результате 
такого разбиения необходимо по из­
вестным допускам на Ф определить
допуски на параметры k і, І *= 1, п
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Сложность решения этой задачи со­
стоит в том, что сначала надо опре­
делить номинальную точку Кя в про­
странстве {/С}, в которой показатели 
качества достигают оптимальных зна­
чений, и затем относительно этой 
точки найти допуски на каждый пара­
метр к-і, і =  1, п (на каждую коорди­
нату вектора состояния ЛГ).

Пусть по-прежнему для О К заданы 
показатели качества и ограничения 
на них. Тогда область работоспособ­
ности в пространстве {/С} описы­
вается совокупностью неравенств

■к.'" < ф 2 (К, и )  < ф $ - \
О)

Ф<‘> < Ф „ ( К ,  І І К Ф И

где I) £ \и±, Ц2] — область опреде­
ления входных воздействий.

Требуется определить номинальное 
значение К а вектора технического со­
стояния и допуски на каждую коорди­
нату этого вектора, в пределах кото­
рых О К является работоспособным.

Если показатель качества О К — 
скаляр (р =  1), то решается задача 
математич еского прогр аммир ования, 
которая формулируется следующим об­
разом: найти

Ф (ІС, Ц) ехі г (ІО)

при ф{’> <  Ф (К, ф |г>. и  е
е  Ші, и , і

В результате ее решения находится 
глобальный экстремум, которому со­
ответствует Кя и оптимальное значе­
ние входного воздействия Ѵ*\ отно­
сительно этих точек определяются до
пуски на і =  1, п.

Если показатель Ф — вектор, то 
может оказаться, что экстремальные 
значения К я и V* для одного пока­
зателя Фа не являются экстремальными 
для других показателей Ф], / Ф  2 .

Для решения такого вида задач 
используются следующие основные 
способы.

а) Показатели качества Фа, I = . 1, р 
«формируют», если это возможно фи­

зически, так, чтобы в (2) они не имели 
общих аргументов:

Фі — Фі (^і, » Щ •у и/)»

Фг =  Ф% (&і+і,

ч

Тогда экстремальные значения К*, 
£/* возможно определить в резуль­
тате скалярной оптимизации каждого
Фі, і — 1, р по аналогии с задачей (10).

Такое формирование показателей ка­
чества можно обеспечить: за счет
аппаратурной избыточности при кон­
струировании ОК; путем отсеивания 
незначимых парамегров щ  и и] в вы­
ражениях для показателя Фі , напри­
мер, методами теории чувствительно­
сти [60 ].

Первый путь приводит к увеличе­
нию массы и габаритов О К; при 
втором, вследствие разрыва связей, 
объективно существующих в ОК, умень­
шается достоверность контроля.

б) Применительно к заданному век­
тору Ф формулируется задача матема­
тического программирования, в ко­
торой в качестве целевой функции 
используется один из показателей Фі 
[8], а на другие показатели Ф̂ -, /  Ф  2, 
накладываются ограничения типа не­
равенств

Ф* — ехіг Фі (К, и);
{К, и)

Ф] ( • ) « > }  (К,  £ / ) < Ф И ' ) .  І ¥ * і ,
(И)

и  <= [¿/ь  £/,].

Такая постановка задачи означает, 
что существует несколько режимов 
работы О К, в  каждом из которых вы­
деляется основной показатель каче­
ства, который и оптимизируется. Число 
режимов в этом случае пропорцио­
нально числу оптимизируемых пока­
зателей Ф*.

Поверхность согласованного опти­
мума совместно с ограничениями на 
показатели качества (9) образует мно­
жество номинальных точек, относи­
тельно которого определяются допуски
на отдельные координаты кі, і — I, п.
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Рис. 3. Область работоспособности и 
линия согласованного оптимума при 
зависимых показателях

Пример. Пусть для ОК, заданного 
уравнением (4), имеются два показа­
теля качества с ограничениями

Ф\ ^  — и*~кТ <  Фі;
I V

Ф2 <  Ф2 =  ѴЬхГкТ <  Ф2. (12)
/ V

Первый показатель по-прежнему ха­
рактеризует отклонение выходной реак­
ции от входного воздействия в фикси­
рованный момент времени Т  £ [0, і), 
а Ф2 — величину производной в втот 
же момент времени.

Система уравнений (12) для этих 
показателей примет вид

йФх =  — и Т ё ~ кТ йіг +  <ГкТ й и  =  0; 

іІФ2 =  и  (е~кТ — Т е ~ кт) йЬ, +

-1- 1я Г кТ й и  =  0.
(13)

Поверхность согласованного оптиму­
ма представляет собой линию, урав­
нение которой удовлетворяет соотно­
шению

— ѴЪГ*Г2кТ — и  (е“ 2*г  —

— Т е ~ 2кт) =  0 
или

к Т - 1  +  Т  =  0, 4 =

На рис. 3 показаны область работо­
способности (заштрихована) ОК 
в координатах К, и , соответствующая 
уравнению (13), и линия согласован­

ного оптимума, не зависящая от V 
и пересекающая отрезком АВ.

В результате решения нескольких 
различных задач математического про­
граммирования будут получены реше­
ния, которые в общем случае отли­
чаются друг от друга, т. е. наборы 
параметров К  и V  будут различны. 
Однако для настройки системы тре­
буется единственная комбинация этих 
параметров. Она должна быть выбрана 
среди полученной совокупности ре­
шений. Один из возможных путей — 
использование алгоритмов с последова­
тельно применяемыми критериями.

в) Решается многокритериальная за­
дача оптимизации и ищется согласо­
ванный оптимум, который означает, 
что противоречивые показатели Ф* 
приводятся к таким значениям на 
множестве К и V, когда ни один из 
показателей Ф$ нельзя улучшить, не 
ухудшая остальных показателей Ф/, 
/ Ф

Согласованный оптимум существует, 
если существует не равное нулю ре­
шение системы

+ І | г ‘г“1 +

+Шакп+
+ - ж - ^ = 0(1 4>

относительно дифференциалов йкь
й&Л, йііі, ..., йілі*

Однородная система уравнений (14) 
имеет не равное нулю решение, если 
ее строки (столбцы) линейно зависи­
мы. Условия линейной зависимости 
строк (столбцов) позволяют получить 
уравнение поверхности согласованного 
оптимума. В случае двух показателей 
качества Ф± и Ф2 поверхность согласо­
ванного оптимума представляет собой 
линию, соединяющую экстремумы Ф% 
и Ф2, и имеет физический смысл 
«гребня», соединяющего две вершины 
абсолютных максимумов Ф± и Ф2.

Линия согласованного оптимума 
однозначно определяет номинальное 
значение параметра Ка и множество 
значений {£/*} входных воздействий 
(отрезок С-й  — см. рис. 2), обеспе­
чивающих согласованный оптимум по­
казателей качества. После того как 
определена область работоспособно­
сти 0 к ,  номинальные характеристики
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входных воздействий U*t номинальные 
значения координат вектора параме­
тров и допуски на них, входные воз­
действия фиксируются и решается 
задача контроля технического состоя­
ния, т. е. измеряются действительные 
значения координат /С,

Действительные значения коорди­
нат вектора параметров К можно 
получить с помощью прямых и косвен­
ных измерений. При прямых изме­
рениях координат К число измерений 
соответствует размерности вектора К, 
(число измерений соответствует числу 
неизвестных &г-, і =  1 ,л). При косвен­
ных измерениях, когда значения ki,
i — 1, л, вычисляются по результатам 
измерения выходных реакций, эти вы­
ходные реакции должны удовлетво­
рять двум основным требованиям: из­
меренные реакции X  должны обеспе­
чивать однозначное определение ко­
ординат вектора технического состоя­
ния; число измеряемых выходных реак­
ций при этом должно быть минималь­
ным.

Под однозначным определением ко­
ординат К понимается взаимно одно­
значное отображение пространства {АГ} 
в пространство измерения значений X.  
Естественно, при этом число измеряе­
мых реакций должно быть минимально 
возможным, чтобы не было дублиро­
вания измерений.

Существуют два вида измерений X:
статические, когда в ОК закончены 

переходные процессы, вызванные вход­
ными воздействиями £/*, и он функ­
ционирует в стационарном режиме 
работы;

динамические, когда ОК функциони­
рует в переходном режиме от момента 
времени t =  t0 поступления U* до на­
ступления стационарного режима.

При статических измерениях харак­
теристики X  не зависят от времени 
и, следовательно, для однозначного 
определения К необходимо измерять п 
характеристик X. Число измеряемых 
выходных реакций можно уменьшить 
за счет измерения различных харак­
теристик в одной выходной реакции 
(например, для выходной реакции вида 
Л sin {(al +  фо) такими характеристи­
ками являются амплитуда, частота, 
фаза), а также за счет последователь-

ного измерения во времени значений 
отдельных компонентов АГ, их сово­
купностей и комбинаций.

На принципе измерения статических 
характеристик базируются информа­
ционные, комбинационные методы по­
иска неисправностей, в которых при 
выборе измеряемых реакций оптимизи­
руется либо количество информации, 
получаемой при каждом измерении, 
либо время контроля, трудозатраты 
и т. п. [54, 55].

Недостатки этих методов следующие:
низкая достоверность определения 

технического состояния, особенно для 
ОК, имеющих обратные, перекрестные 
связи между своими элементами;

разнородность измеряемых характе­
ристик выходных реакций X,  что 
приводит к громоздкой аппаратурной 
реализации этих методов.

При динамических измерениях оце­
ниваются характеристики X,  которые 
зависят не только от К, но и от вре­
мени. Чтобы минимизировать число 
измеряемых выходных реакций, надо 
выбрать такие реакции, в которых 
измеренные значения X  в различные 
моменты времени переходного режима 
обеспечивали бы однозначное опреде­
ление К. Для линейных и линеаризуе­
мых систем, функционирование кото­
рых описывается дифференциальными 
или разностными уравнениями, выбор 
минимального числа выходных реак­
ций целесообразно проводить, опи­
раясь на критерий полной управляе­
мости и наблюдаемости [18].

Задача управления техническим со­
стоянием в пространстве О Т не вы­
зывает принципиальных затруднений. 
Так как координаты вектора техниче­
ского состояния К  являются неза­
висимыми, то, если К  £ С?к* ОК 
признается работоспособным. Если же 
К ф. т0 те координаты АГ, кото­
рые вышли за поле допуска, изме­
няются до своих номинальных значе- 
'ний независимо друг от друга.

Задание технических состояний в 
пространстве (X) .  Для определения 
технического состояния используются 
непосредственно выходные реакции ОК 
X  (0- Определяется совокупность но­
минальных выходных реакций X", 
характеризующая наилучшее техни­
ческое состояние ОК* относительно
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1. Результаты сравнения процедур контроля

Операция

Характеристика трудоемкости 
при задании технических 

состояний в виде

и К X

Задание:
показателей качества М Б С
границ на параметр М Б С

Измерение контролируемого параме­
тра

Б С С

Достоверность оценки технического 
состояния при параметрах: 

зависимых Высокая Низкая Высокая
независимых Высокая Высокая Высокая

Построение правила управления тех­
ническим состоянием при параметрах:

зависимых Б Б Б
независимых М М М

П р и м е ч а н и е .  М, Б, С — соответственно малая, большая и средняя 
трудоемкости выполнения операций процедуры контроля.

которых осуществляется управление 
техническим состоянием. Элемент это­
го пространства — любая совокупность 
выходных реакций X  =  (¡Хц (¿), хг X
X (0 ........хт (/)]. Если это функции
произвольного вида, то в этом про­
странстве может не существовать ни 
базиса, ни размерности.

Для технических систем эти функ­
ции, как правило, непрерывны, что 
позволяет построить базис конечной 
размерности. Методика выбора сово­
купности измеряемых параметров для 
данного случая и примера изложены

в £18]. Сравнительная оценка опи­
санных способов построения процедур 
контроля приведена в табл. 1. Выбор 
способа задания технических состоя­
ний зависит от структуры системы 
(наличие зависимости между составля­
ющими вектора технического состоя­
ния), а также ее назначения. Для 
простых систем целесообразно исполь­
зовать метод задания технических со­
стояний в пространстве параметров К* 
для сложных — в пространстве Ф 
или X,



Глава 12. Контроль параметров систем 
в процессе эксплуатации

1. ОБЩИЕ МЕТОДЫ КОНТРОЛЯ. 
ДИСТАНЦИОННЫЙ КОНТРОЛЬ, 
КОНТРОЛЬ АНАЛОГОВЫХ 
И ЦИФРОВЫХ СХЕМ

Методы контроля определяют пра­
вила применения определенных прин­
ципов и средств контроля, которые, 
в свою очередь, зависят от цели кон­
троля, а именно:

проверки работоспособности (соот­
ветствия объекта контроля установлен­
ным техническим требованиям в мо­
мент осуществления контрольных опе­
раций);

проверки запаса работоспособности 
(соответствия объекта контроля уста­
новленным требованиям в будущем — 
прогнозирование);

диагностики неисправностей объекта 
контроля;

локализации неисправностей объек­
та контроля;

анализа неисправностей с целью 
предотвращения их возникновения в 
данном объекте и разработки новых 
образцов;

исследования' процесса функциони­
рования в заданных условиях с целью 
выработки рекомендаций для последу­
ющей эксплуатации.

Средства контроля (аппаратное обе­
спечение) следующие: универсальные 
(стандартные) измерительные средства 
(приборы) и специализированное из­
мерительное оборудование (включая 
встроенные средства контроля).

Программное обеспечение определяет 
стратегию и тактику осуществления 
контрольных операций.

Существуют прямые и косвенные 
методы контроля. Прямые методы осу­
ществляют достижение цели контроля 
непосредственными измерениями иско­

мых характеристик объекта. В основе 
косвенных методов заложена заранее 
установленная связь (детерминирован­
ная или вероятностная) измеряемых ве­
личин с искомыми показателями, на­
пример, путем анализа электрических 
характеристик (шумы, вольт-амперные 
и вольт-фарадные характеристики, м- 
фактор, ток потребления и др.), полу­
чаемых с помощью зондового кон­
троля или через внешние выводы, 
анализа теплового излучения и распре­
деления температуры рабочего тела 
объекта контроля и реконструктивной 
томографии и распознавания образ­
цов.

Косвенные методы в ряде случаев 
оказываются единственно возможными; 
они позволяют осуществить дистанци­
онный контроль. В связи со значитель­
ным ростом сложности объектов кон­
троля, количества выполняемых ими 
функций, номенклатуры используе­
мых материалов косвенные методы 
являются наиболее перспективными.

Дистанционный контроль заключает­
ся в проведении контролирующих опе­
раций при отсутствии доступа к объ­
екту контроля. Дистанционный кон­
троль осуществляется с использова­
нием каналов передачи контрольной 
информации (механического, акустиче­
ского, оптического, электрического,хи­
мического, биологического и др.).

Дистанционный контроль'возможен, 
если получаемая с его помощью инфор­
мация достоверна, т. е. погрешности, 
вносимые преобразователями инфор­
мации и каналами ее передачи, суще­
ственно меньше величины контролируе­
мого признака.

Использование результатов контро­
ля возможно на этапах технологиче­
ского процесса производства объекта 
и его эксплуатации (рис, 1).
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Рис. 1. Этапы производства объекта и его эксплуатации

Требования к методам контроля: 
неразрушающее действие операций 

контроля, обеспечивающее достижение 
цели контроля без вскрытия и повре­
ждения объекта и позволяющее про­
должить эксплуатацию или испытания 
после проведения контроля;

достоверность контроля, определяе­
мая как достаточно малое отличие 
измеряемой величины от ее истинного 
значения при заданном уровне до­
верительной вероятности;

экономичность контроля, определяе- і 
мая необходимыми затратами ресурсов 
(времени, средств, труда, интеллекта 
и т. п.);

произвольное состояние объекта кон­
троля (который может находиться во 
включенном или выключенном режиме, 
полностью собранном или технологи­
чески незавершенном виде, в исправ­
ном или отказовом состояниях): 

возможность использования для кон­
троля стандартных измерительных 
средств и ‘систем;

обеспечение метрологического един­
ства контрольных операций и матема­
тического аппарата обработки резуль­
татов измерений на различных этапах 
производства и эксплуатации объекта.

Наиболее сложен контроль аналого­
вых объектов. Это касается состава и 
содержания контрольных операций. 
Он включает измерение характеристик 
13 частотной и временной областях.

Контроль цифровых объектов кон­
троля заключается в проверке их 
реакции на заданные последовательно­
сти входных сигналов, варьируемых по 
амплитуде, частоте, форме и числу 
импульсов.

Производственный контроль делится 
на пооперационный контроль техно­
логически незавершенной продукции 
и контроль готовой продукции. Отли­
чительными особенностями методов 
контроля технологически незавершен­
ной продукции являются необхо­
димость прямого доступа к исследуе­
мой поверхности материала, а также 
повышенная опасность внесения микро- 
дефектов в объект контроля.

К методам контроля готовой про­
дукции технологически завершенных 
объектов относятся: допусковый кон­
троль внешних характеристик объекта 
и его дополнительных (вспомогатель­
ных) внешних характеристик, изме­
ряемых в специальных контрольных 
точках.

Перечисленные методы используют­
ся во время испытаний объектов в за­
данных диапазонах внешних воздей­
ствий.

Методы эксплуатационного контро­
ля используют два вида показателей 
качества функционирования:

мгновенные, численно характери­
зующие случайный уровень качества
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на данный момент времени эксплуа­
тации;

интервальные, численно характери­
зующие за интервал времени изменение 
качества как случайного процесса.

Известны следующие методы опре­
деления количественных показателей 
качества: экспериментальные, исполь­
зующие результаты измерений техни­
ческих характеристик объекта кон­
троля; расчетные и опросов (эксперт­
ных оценок).

Достижение такой цели контроля 
как определение запаса работоспособ­
ности имеет специфическую особен­
ность: требуется углубленный кон­
троль для обнаружения и оценки ско­
ростей изменения свойств материалов 
объекта во время испытаний или 
эксплуатации.

Углубленность контроля аналого­
вых схем РЭА может быть достигнута, 
например, применением экзоэмиссион- 
ных методов, измерением шумовых 
характеристик и параметрической иден­
тификацией. Углубленность контроля 
цифровых схем РЭА может быть до­
стигнута, например, применением ме­
тода критических напряжений и тока 
потребления.

2. КОНТРОЛЬ ПАРАМЕТРОВ 
ЧАСТИЧНО н а б л ю д а е м о й  
СИСТЕМЫ В СЛУЧАЕ 
ДИСКРЕТНОГО ВРЕМЕНИ

Косвенный контроль параметров. 
Одной из целей эксплуатационного 
контроля является проверка запаса 
(прогнозирование) работоспособности.

Результатом такого контроля яв­
ляется решение о снятии объекта 
с эксплуатации или о следующем мо­
менте времени контроля.

Более предпочтительными по сравне­
нию с прямыми являются косвенные 
методы контроля, основанные на зара­
нее установленной (обычно вероят­
ностной) связи измеряемых величин 
с искомыми показателями. Далее при­
водятся две наиболее распространенные 
математические схемы таких связей, 
а также расчетные методы, позволя­
ющие по замерам контролируемых 
величин вычислять значения показа­
телей. Первая схема соответствует слу­

чаю, когда контроль осуществляется 
в отдельные (дискретные) моменты 
времени, второй — когда осуществ­
ляется непрерывно.

Примером первой схемы является 
модель системы, которая может на­
ходиться в трех состояниях: исправ­
ном (1), неисправном, но работоспо­
собном (2), отказа (3). В процессе 
эксплуатации система переходит из 
исправного состояния в неисправное, 
а затем в состояние отказа, который 
проявляется мгновенно. Из соображе­
ния эффективности следует прекратить 
эксплуатацию системы в момент вре­
мени перехода ее в неисправное со­
стояние. Однако этот момент не из­
вестен, поскольку внешне исправное 
и неисправное состояния неразличимы. 
Об этих состояниях судят косвенно, 
по потоку повреждений, появляющих­
ся в системе: интенсивность потока 
повреждений для исправного состоя­
ния меньше интенсивности для 
неисправного Я2. Сами повреждения 
практического влияния на переходы 
системы между состояниями не ока­
зывают, они только являются след­
ствием того или иного состояния. Эта 
ситуация характерна для механиче­
ских систем (например, силовых уста­
новок), когда такие повреждения, как 
потертости, помятости, обрывы кон­
тровок, подтеки, небольшие трещины, 
свидетельствуют о внутренних изме­
нениях в металлических конструк­
циях, повышении вибрации, усталост­
ных напряжениях и пр. На практике 
эти повреждения оперативно устра­
няются без изменения состояния си­
стемы.

В данном случае косвенный кон- 
[ троль заключается в замере интенсив­

ности потока повреждений. По его 
результатам необходимо определить со­
стояние системы и следующий момент 
времени контроля.

Предполагается, что времена пре­
бывания системы в состояниях 1 и 
2 — взаимно независимые случайные 
величины, имеющие экспоненциальные 
распределения с интенсивностями р-і 
и р2. Потоки повреждений являются 
пуассоновскими с интенсивностями Я* 
и Я2, причем <  А.2.

В каждый момент контроля известна 
вероятность P (1) того, что система
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находится в исправном состоянии. Эта 
вероятность пересчитывается на осно­
ве информации о числе повреждений, 
появившихся между двумя последними 
моментами контроля. На основе зна­
чения вероятности Р (1) принимается 
решение о прекращении эксплуатации 
системы (когда Р (I) впервые станет 
меньше некоторой величины) или о мо­
менте времени следующего контроля.

Формулы для пересчета вероятно­
сти Р (1) определяют связь между 
измеряемыми величинами (числами по­
вреждений) и искомыми показателями 
(состояниями системы).

Рассмотренный пример является ча­
стным случаем приведенной ниже об­
щей математической схемы, описы­
вающей модель контроля при косвен­
ных наблюдениях.

Математическая модель. Фактиче­
ское состояние системы полностью 
описывается некоторой совокупностью 
параметров. Под этим понимается, 
что зафиксированные значения всех 
этих параметров однозначно опреде­
ляют состояние системы, а также ре­
шение вопроса о дальнейшей эксплуа­
тации системы или ее замене. Наблюде­
нию, однако, подлежит только часть 
параметров. По зарегистрированным 
значениям этих параметров и следует 
сделать вывод о значениях ненаблю­
даемых параметров, что соответствует 
методу косвенного контроля параме­
тров.

Множество состояний системы пред­
полагается дискретным. Отдельное со­
стояние описывается парой случайных 
компонент (переменных) |  и тг). Пер­
вая случайная компонента соответ­
ствует наблюдаемым параметрам, а 
вторая — ненаблюдаемым. Пусть I  обо­
значает дискретное множество значе­
ний наблюдаемой компоненты £, а 
/  — ненаблюдаемой компоненты т). 
Множество всех состояний есть пря­
мое произведение I  X J. Далее от­
дельные значения компонент будут 
обозначаться і £ /  и / £ / ,  а от­
дельное состояние (і , /) £ I X  J.

Зависимость значений компонент £ 
и от времени указывается так: 
£ (0 и т | (/). Процесс ( |  (¿), Т| (0) яв­
ляется марковским со множеством зна­
чений I  X J. Предполагаются извест­
ными переходные вероятности этого

процесса — вероятность перехода из 
состояния (і, /) в момент времени і 
в состояние (¿', /') в следующий мо­
мент времени І +  т:

/>(*. /; і ' , / ' ;  <.* +  *) =
=  / > ( £ ( * + т) =  Г,  т|(* +  т) =

=  /76 (*) =  *. ч ( 0 = / ) .  * > о . ( і )
Расчет вероятностей состояний. 

В начальный момент времени і0 из­
вестно значение ¿0 наблюдаемой ком­
поненты |  (/0), а также распределение 
вероятностей состояний ненаблюдае­
мой компоненты т) (і0):

р і.. і . «  =  р  (ч ('о) =  III (Іо) =

-  О  V / €  1- (2)
Аналогичная информация будет 

иметься в каждый рассматриваемый 
момент времени і — значение наблю­
даемой компоненты £ (О и распределе­
ние вероятностей р  состояний нена­
блюдаемой компоненты т} (/):

Р - Р і . і  </) =  р  (ч 0) =  III  0 ) =  *) 
V / € (3)

Эта информация для момента вре­
мени і +  т, являющегося очередным 
моментом контроля (наблюдения за 
системой) после момента времени /< 5( 
< і і  4 " т, определяется следующим об­
разом. В момент времени і +  т ста­
новится известным значение наблюдае­
мой компоненты £ (/ +  т). Вероятность 
того, что за промежуток времени (/, 
і 4 - т) система перейдет из состояния 
(і, ¡) в состояние (і', /')» определяется 
формулой (1). Вероятность того, что 
значение наблюдаемой компоненты бу­
дет равно Г £ I  (безотносительно к 
тому, какое значение примет ненаблю 
даемая компонента), есть

Р(1, /; і, * +  т) =

=  2  Р ( і ,  I ; Г ; <. < +  *). Щ
r < J

Условная вероятность того, что в 
момент времени і 4- т значение не­
наблюдаемой компоненты т] будет 
если имел место зарегистрированный 
переход (£ (0 =  0 ( |  {і +  *) =  *") *
условное распределение ненаблюдае-
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мой компоненты ^ в момент і было
№  (Л ѵУ 6 />.

р і \  і + х  ( / ' )  =

х  у / '  6 (5)
Формулы (2)—(5) позволяют для 

каждого рассматриваемого момента 
времени пересчитывать (на основании 
значений наблюдаемой компоненты £) 
распределение вероятностей состояний 
ненаблюдаемой компоненты т].

Последовательность значений наблю­
даемой компоненты не является мар­
ковской, а пара (£ (/), <і), і (/),
/ € >0 ) — это марковский процесс. 
Однако это процесс с непрерывным 
множеством состояний I  X Р, что су­
щественно усложняет задачу. Т7 — 
семейство всевозможных распределе­
ний вероятностей на множестве J\ 
каждое такое распределение задается 
совокупностью неотрицательных чисел 
{і3 (/), ) £ /} , сумма которых равна 
единице.

Итак, пусть в рассматриваемый мо­
мент времени контроля известна пара 
(6(0.  № « > , <  (Л. І € 7})- Это поз­
воляет на основе формулы (1) рассчи­
тывать вероятность того, что в момент 
времени і- \-  х процесс (£, т̂ ) окажется 
в состоянии (і', /') £ /  X J:

Р(. р (Е Ѵ +  х) = і',
Ч (/ +  *) = /7Е (0  =  0  =

=  £  Рі. і (і ) Р (‘ . /; / ' ;  <.
t € J

І +  Т). (6)
Формулы (1)—(6) решают в прин­

ципе задачу прогнозирования состоя­
ний и принятия решений по частично 
наблюдаемым данным. В частности, 
пусть процессы изменения состояний 
ненаблюдаемой и наблюдаемой ком­
понент являются монотонными. Это 
значит, что состояния /  и /  пронуме­
рованы натуральными числами, тан

что переходы и )-*-]'  воз­
можны, если только і ^  V и 
Пусть в момент і следует спланиро­
вать следующий момент времени кон­
троля і +  х так, чтобы вероятность 
безотказной работы за это время, де­
ленная на ху не превышала д, 0 <  д <  
<5 1. При малых д значение 1 — <7 
приблизительно равно допустимому 
среднему числу отказов в единицу 
времени.

Обозначим О0 подмножество состоя­
ний множества I  X  J, трактуемых 
как отказ. Если в момент і наблю­
даемая компонента есть і £ / ,  а рас­
пределение вероятностей ненаблюдае­
мой компоненты р  ={Рг, і (/), / £ 
£ /} , то вероятность отказа в мо­
мент і -}- х составит согласно фор­
муле (6)

р і , р ((£ (* +  т)» ч (* +
+ т)) б о«/е (о =  о =

=  £  р і , Р ( к і + х'> =  /'■

Ч (< +  *) = / 7 1  (0 =  0- (7)
Поэтому для очередного момента 

времени контроля і +  х необходимо 
выбрать в качестве значения х реше­
ние уравнения

^ , я ((Б(* +  '0 . ч(* +  * Ж
6 Йо/6 (0 =  і) =  (8)

В более общей ситуации следует 
применить известные из теории фор­
мулы, позволяющие находить вероят­
ность того, что, исходя из состояния 
(і, /) в момент времени і, марковский 
процесс до момента времени і +  т не 
попадает в подмножество Оо-

Методика назначения срока контро­
ля. Исходными являются вероятно­
сти Р (і , V, }'; Ь, И - т )  перехода
двумерного процесса (£ (/), “П (0 ) из 
состояния (і , I) в момент времени і 
в состояние V', п в момент і +  Ху 
где х >  0. Эти вероятности оценивают­
ся известными методами статистики 
марковских процессов [47]. Задано 
малое значение <7 (0 <  17 <  1), такое, 
что 1 — д приблизительно равно до­
пустимому среднему числу отказов 
в единицу времени. В первоначальный
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момент времени і =  ?0 достоверно из­
вестно состояние 2 наблюдаемой ком­
поненты процесса |  (/) и вероятности 
Р =  [р і, to W. І 6 /}  того, что не­
наблюдаемая компонента ц (0 имеет 
состояние /.

Последовательность выполнения ме­
тодики следующая.

1) Для текущего момента времени t 
находится очередной срок контроля 
t +  х, для которого выполняется усло­
вие (8).

2) Если время т до очередного кон­
троля меньше приемлемого из условий 
эксплуатации значения т0, то осуще­
ствляется замена системы.

3) В случае отказа системы до 
момента i -f- т она заменяется и рас­
четы возобновляются с п .  1). В случае 
отсутствия отказа устанавливается со­
стояние V наблюдаемой компоненты
Е<* +  т).

4) По формулам (4) и (5) пересчиты­
ваются вероятности р  = {^Ѵ, t+x (Л» 
/ ' £ J) состояний ненаблюдаемой ком­
поненты в момент времени t +  
Осуществляется переход к п. 1),

Пример. Для рассмотренного выше 
■примера множество J состоит из трех 
состояний: J = {  1, 2, 3}, причем 
состояние 3 трактуется как отказ и 
является поглощающим: £20 =  {3}.
Множество значений наблюдаемой ком­
поненты /  =  {0, 1, 2, ...} . Состояние 
fl £ 1  означает, что в системе зареги­
стрировано і повреждений. Если не­
наблюдаемая компонента ч =  /, то 
процесс возникновения повреждений 
является пуассоновским с параметром 
Ху, причем Ху, >  Ху при у  >  ], и
поэтому при т >  О, f  2

* (Б (* +  *) *= *7Б (0 -  ч(0 =
=  Т| (і +  т) =  /) =

(Ѵ 0 Г 1 - V
“  (Г — і) !

в первоначальный момент времени 
6 (0) =  0 и известны вероятности

Л к о ( 1) =  Я(Т1(0) =  1/& (0) =  0),

Ро. о (2) =  Р (Т) (0) =  2 / 1  (0) =  0),

сумма который равна единице.
Справедливы следующие формулы 

при т £> 0, } =  1, 2:

Р (Ч (! +  т) =  //к) (/) =  /) =
Р (Ч (* +  т) =  З/ч (0 =  1) =

=  _  е -ъ * ) ;
Рі — Ц2

Р(П (* +  т) =  2 / ч ( 0 = 1 )  =

=  1 Н------^ ---- е- ц 1т _
Иі-~Ц 2

_  1*1 е—и«*.
М-1 — 2ха

Р(Ч(2 +  т) = 3 / ч (0 =  2) =

=  1 -  е"'»г‘т.

Кроме того, при V ^  / =  1, 2

Р ( і , /; і \  П t , t  +  т) =

_  ( K f t f  ~ { ~ Ѵ .
- е і і > - т у г 6 ’ (9)

Р(І ,  1; Г, 2 ; t , t  +  т) =  
х

* 2
/=0

X е— (X-*) ¿г =
(і — « — 01

=  О, 1, 2 , . . .,

причем эта вероятность не зависит от 
реализации процесса (£, ч) до момента /.

Задача заключается в прогнозиро­
вании момента отказа (достижения 
компонентой ч (0 состояния 3) по 
наблюдениям за процессом £ (¿) в мо­
менты контроля. Предполагается, что

ліъ i*—i—z
=  м " " *  2  - L T i ------ x

l=ù

X 2  ** A I (i' — i — i-f- • (10)
. ‘ “ O + * ) ! ( i  +  É + l )
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Поскольку =  {3}, то формула 
(7) принимает вид

+  ч << +  * ) ) €

е  йо/ е (о  =  о  =
2

=  2  р і- ‘ <Я р  (ч (‘ +  Ч  =  з/ч  (о =
7=1

=  / ) Ѵг е / .  (11)

Как видно из последней формулы, 
вероятность отказа зависит только от 
распределения р  — {Ріл  (/)» / =
=  1, 2}.

Приведенные формулы дают реше­
ние поставленной задачи.

іМетодика назначения срока конт­
роля для рассматриваемого примера 
конкретизируется следующим обра­
зом. Исходя из значения і наблюдае­
мой компоненты и распределения ве­
роятностей р  ненаблюдаемой компо­
ненты, по формулам (11) и (8) нахо­
дится очередной момент контроля / +  т. 
Если в момент і +  т система не от­
казала и т >  т0, то с учетом значений 
і> р  и числа повреждений V — і, 
зарегистрированных в интервале (/, 
І +  т), пересчитывают распределение 
вероятностей р  =  ,+х (/'), / ' =
1, 2} для ненаблюдаемой компоненты 
по формулам (9), (10), (4), (5). Затем 
описанная процедура повторяется.

Пусть, например, р* =  0,001, ра — 
і= 0,01, =  0,1, ^2 0,3, д =  1 X
х  Ю-4, Рм  (1) == К Ро.о (2) == 1 — 
— Л>,о (1) =  0. Зависимость вероят­
ности отказа Р (т] і і ) 3/т| (0) =  1) 
в интервале (0, т) от времени т по­
казана в табл. I. Эта зависимость 
построена по формуле (11) при і =  0, 
* =  0, Рол (1) =  1.

Из данных табл. 1 видно, что со­
гласно уравнению (8) заданному зна­
чению д =  0,0001 соответствует пер­
вый момент контроля т =  21. Пред­
положим теперь, что до момента х =  
=  21 система не отказала и в интервале 
(0, 21) было зарегистрировано і =  2 
повреждения. Как показывают под­
счеты по формулам (9), (10), (4) и
(5), распределение вероятностей не­
наблюдаемой компоненты в момент 
т =  21 при этом условии составит 
Р,М  (1) =  0.996. РгМ (2) =  1 -

1. Зависимость вероятности отказа 
Р  (1 (т) =  3/т| (0) =  1) от т

Р  (л (х) =■
=  з/п (0) =  1)

Р  (1) (т) -  
=  з/п (0) =  \ ) / х

10 0,000482 0,000048
14 0,000935 0,000067
15 0,001065 0,000071
20 0,001860 0,000093
21 0,002045 0,000097
22 0,002235 0,000102

— Рг.гі (О — 0,004. Эта информация 
позволяет назначить новый срок конт­
роля и т. д.

3. КОНТРОЛЬ ПАРАМЕТРОВ 
ПРИ НЕПРЕРЫВНОМ 
ВРЕМЕНИ НАБЛЮДЕНИЯ

Непрерывный косвенный контроль 
параметров. Автоматическая эксплуа­
тация сложных систем предполагает 
наличие тракта измерения, преобра­
зования, коммутации и ЭВМ, встроен­
ных в систему. Во многих случаях 
это обеспечивает такую частоту реги­
страции параметров, что можно рас­
сматривать процесс регистрации как 
непрерывный. Например, бортовые си­
стемы регистрации параметров сов­
ременных пассажирских самолетов 
фиксируют значения сотен параметров 
с периодичностью в одну сотую се­
кунды.

Математический анализ методов кон­
троля в случае непрерывной реги­
страции параметров принципиально 
отличен от дискретного случая. Прове­
дем такой анализ для системы, рас­
смотренной в параграфе 2. Система 
может находиться в трех состояниях: 
исправном 1, неисправном 2 , отказа 3. 
После состояния 1 следует состояние 2, 
а после состояния 2 — состояние 3. 
Времена пребывания в состояниях 1 
и 2 — взаимно независимые случай­
ные величины, имеющие экспоненци­
альное распределение с параметрами 
Ці и ¡и2 соответственно. В системе, 
находящейся в состоянии ) — 1, 2 , 
возникает пуассоновский поток пов­
реждений с интенсивностью X], при-
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чем Х2 Хц. Предполагается, что воз­
никающие повреждения не влияют на 
смену состояний системы.

В то время как возникающие пов­
реждения обнаруживаются сразу, со­
стояние системы не наблюдается. О нем 
можно судить косвенно: поскольку 
интенсивность повреждений в состоя­
нии 2 больше интенсивности в состоя­
нии 1, то увеличение числа поврежде­
ний говорит в пользу состояния 2. 
Отказ системы проявляется мгновенно.

В первоначальный момент времени 
известна вероятность того, что си­
стема находится в состоянии 1, так 
что 1 — г0 — вероятность состояния 2. 
Для каждого последующего момента 
времени в результате пересчёта, про­
водимого на основе регистрации пов­
реждений, известна вероятность г того, 
что система находится в состоянии 1. 
Система эксплуатируется до тех пор, 
пока вероятность г больше критического 
значения г* . В данном случае косвен­
ный контроль параметров заключается 
в получении информации о вероятно­
сти г состояния 1 системы. Задача 
заключается в получении формул для 
пересчета и вероятности Р (20) того, 
что система не откажет до окончания 
эксплуатации, и средней длительности 
эксплуатации Т  (г0). Решение этой 
задачи позволит назначить критиче­
ское значение г*, оптимальное для 
поставленной цели.

В общем случае рассматривается 
средний доход с (го), получаемый от 
эксплуатации системы. При этом пред­
полагается, что за единицу времени 
эксплуатации в состоянии / насчи­
тывается доход Су, / =  1, 2. Пре­
кращение эксплуатации в связи с до­
стижением вероятностью г значения г* 
дает доход й. Тогда вероятность без­
отказной работы Р (2о) и средняя дли­
тельность эксплуатации Т (г0) вы­
ражаются через доход с (г0) так:
Р (г0) =  с (г0) при сх =  с2 =  0, й — 1;
Т  (г0) =  с (г0) при сг =  са =  1, й =  0.

Пересчет вероятностей состояний. 
Пересчет в процессе эксплуатации ве­
роятности г состояния 1 системы осу­
ществляется следующим образом. Для 
бесконечно малого интервала (Ь, ¿ +  
+  йі) времени безотказной работы рас­

сматриваются гипотезы Hij: система 
в момент времени і находится в состоя­
нии і, а в момент t -J- dt — в состоя­
нии у, % =  1, 3, I <  /.

Согласно условиям задачи можно 
записать, опуская члены порядка ма­
лости о (dt) (как это будет делаться 
далее);

* =  Я (Я „) +  Р (Я М),
1 — г =  Р (Я22) +  Р (Яге).

Я (Яи ) = * ( 1 - 1 4  Л). Я (Я 1а) =
=  гцх dt ,

Р (Ям) =  (1 — г) (1 — pz dt).

Для условных вероятностей гипотез, 
вычисленных при условии, что к мо­
менту времени t +  dt отказа не было, 
справедливы выражения

Р (Яц/Ящ -}- Я12 -}- Я 22) =
= _________Р (Яц)_________ __

Р (Яц) +  Р (Я12) +  Р (Я22)
=  z (1 — (Pi — (1 — 2) |Л2)) dt;

Р (Я12/Я ц +  Я 1а +  Я22) =  гцх dt ;

Р (Я22/Я ц +  Я12 +  Я22) =
=  (1 — г) (1 — 2|л2 dt).

Пусть А — событие «в интервале 
(У, t +  dt) повреждений не было»;
А — событие «в интервале (t, t +  dt) 
повреждения были». В силу свойств 
ординарности пуассоновского потока 
в интервале (t, / +  dt) с вероятностью 
1 — о (dt) возникает не более одного
повреждения, так что событие А 
означает возникновение в интервале 
(/, t +  dt) одного повреждения. По 
условиям задачи

Р (А/Н1г) =  1 -  ft* dt, Р ( J /Яц) =
=  М * . P ( A / H lz) =  l — 0 ( d t ),
Р Й /Я 12) =  О (dt) , Р (Л/Я22) =
=  1 — ü2dt, P (Л/Я22) =  K  dt,

где О (dt) — величина порядка ма­
лости dt .

Условные вероятности событий А
и А,  вычисленные при условии, что 
к моменту времени t +  dt система не
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отказала, определяются формулами

Р (АІНі ! +  Н і2+  Ям) =
=  Р № і/Я п +  Ні2 +  Яаа) X

X р  (А/Ни)  +  Р Ш Н і I +  Н и  +
+  Ям) Р (АІНіД +  Р (Н22/Нп  +

+  Н и +  Я23) Р (АІНп) =  1 —
— ((1 — г) Л,а +  еЯі) (Щ

Р ( А / Н ц  +  Н±2 +  Н22) =
=  ((1 ~ г ) Х 2-\-гХі) (1к

Теперь по формуле Байеса можно 
найти вероятности состояния 1 системы 
в момент времени і +  сМ, вычисленные 
при условии, что к этому моменту 
система не отказала (событие Н ц  +  
+  Н и  +  Я22) и в интервале (і, і +  йі) 
повреждения не было (событие А)
или повреждения были (событие Л):

Р (Нц/А,  Н ц  +  Н12 +  Н 22) =
_Р (А Н ц і Н ц  Н12-\- Н22) __

Р {А!Ни  +  Н и  +  Н 22)

=  2  ( 1  ----  ( Р і ----  ( 1  ---- г )  И-2 +  ^ 1 -----

— (1 — г) К  —  (12)

Р (НцІА, Н ц  +  Н 12 +  Н22) =
1 — ОЧ— (1 — г) Ра) Лі 

гкі -|- (1 — 2) Ха 1 (13)

Итак, если в момент времени і 
вероятность состояния 1 рав на г 
и к моменту времени і +  6і  система не 
отказала, то для момента і +  <ІІ ве­
роятность состояния 1 пересчитывае­
тся по формуле (12), если в интервале 
(¿, і +  <іі) повреждений не было, и 
по формуле (13) — если они были. 
Мгновенный пересчет вероятностей 
практически необходим только в мо­
менты возникновения повреждений. 
Если до этого момента вероятность 
состояния 1 есть 2, то после него она 
вычисляется по формуле (13). В слу­
чае отсутствия повреждений вероят­
ность состояния 1 может быть пере­
считана не сразу после интервала 
(2, / +  ¿И), а после любого интервала 
(/, І +  т), не содержащего неисправ­
ностей, где % >■ 0. Если в момент і 
вероятность состояния 1 есть 2, то 
в момент Ь +  і? она будет равна реше­

нию о (т) дифференциального урав­
нения

дѵ
Ж =  ѵ ( ( і ~ ѵ )  (р2 +  &а) —

— (Рі +  ^і) +  и̂ і)»
удовлетворяющего условию ѵ (0) =  в. 

Этим решением является

0 (т)=( 1- й + ^ = ^ ) х

______ \  Рг ^2 —
г

х  е—(Ці+я,—Ні—М  х

Расчет среднего дохода. Рассматри­
ваемая система эксплуатируется до 
отказа или до тех пор, пока вероят­
ность исправного состояния г остается 
больше критического уровня г*. Ин­
терес представляет среднее значение 
с (г0) получаемого дохода при этом 
условии.

Пусть Сі (г) при 2 = 1 , 2  и г* ^  
^ 2 ^ 1  — среднее значение дохода, 
получаемого от эксплуатации, если 
первоначально система находится в со­
стоянии % и подсчитанное значение 
вероятности состояния 1 равнялось г. 
Формулы (12) и (13) приводят к сле­
дующей системе дифференциальных 
уравнений для Сі (г):

¿і (г) г (рі +  (1 — г) (ха +  —
— (1 — г) Х2 — гХ^ =

=  (гЯ,! +  (1 — г) Яа )

— (^і Ма) (2) ~~Ь Рі г̂ ( г ) +  сі>
(15)

са (г) г (Рі — (1 — г) р2 +  К  —

—  (1 — г) &а — гкі) =

= ^  (&, + (! — *)Ч )
---- (^2 ~Ь Р'й) С2 (2) Н" ^2» ( 1 6 )

где
¿і( 2) = - § р С і ( г ) .



218 Контроль параметров систем

В качестве искомых функций с± (г) 
и с2 (г) при г* =< г ^  1 следует взять 
решения уравнений (15) и (16), удов­
летворяющие начальным условиям

Сі (г) — с2 (г) =  й при г <  г*, (17)
Приведем численный метод решения 

уравнения (16) с начальным условием
(17) [уравнение (15) решается затем 
аналогично].

Уравнение переписывается в виде
¿2 (2) ~  (^2̂ 2 (2Л-1 /(Я2 (Я2 Я̂ ) 2))
— (Я2 +  р 2) с2 (г) 4~ Са)/(рі +  Я* —

— Рг — Я2 +  (р2 +  Я2 — ^і) г) г.(18)
Справедливы неравенства

Яі < ______Яі______
Я2 (Я2 — Я̂ ) 2

<  2 <  1,

<  1 при 0 <  

(19)
причем (Я2 — (Я2 — Я*) г)-1 монотонно 
возрастает по г в интервале (0, 1). 
Уравнение (18) решается методом про­
гонки, начиная с граничного условия

са (г) =  d при г <  г*. (20)
Для этого выбирается настолько 

больше целое Лг, что шаг е =  (1 — 
— г*)!Ы изменения значений г доста­
точно мал. Значения с2 (г* +  пг) 
рассчитываются по рекуррентной фор­
муле (18). Последняя с этой целью 
преобразуется путем представления (с 
точностью до 0 (е))

с2 ( г + е )  =  <?2 (г) +  с2 (г) е,
г*.

Упомянутая рекуррентная процеду­
ра выглядит так. Для п =  0, 1, ...

¿а (2* +  пг) — (Я2с2 {z* +  пг) X

X Яі
=г)Я̂ -— (Я2 — Яі) (2* -j- пг)

— (Я2 4" Рг) сч (z* +  ле) +  сг) |/(М'1 "Ь

+  Яі — ¡х2 — Я2 +  (р2 +  Яг — Я*) X 
X (г* +  пг)) (г* +  пг); (21)

с2 (2* +  (л +  1) е) =  с2 (2* +  пг) 4*
4~ с2 (2* 4" ле) е. (22)

Важно подчеркнуть, что при вы­
числении по формуле (21) значения

¿2 (г* 4~ пг) используется значение 
¿2 ((г* 4Ь пг) Яі /(Я2 — (Я2 — Яг) (г* +  
+  пг))), которое было вычислено ра­
нее, как это следует из формулы (19), 
В частности, при п — 0 из этой фор­
мулы находится

са (г*Я]/(Я2 — (Я2 — Ях) г*)) ~  ¿2.
При реализации рекуррентной про­

цедуры (20)—(22) может иметь место 
неустойчивость, вызванная равен­
ством нулю или близостью к нему зна­
менателя р-і 4~ Яі — р 2 — Я2 4т (р2 +  
4- Я2 — Яі) 2 в формуле (21). Неустой­
чивость определяется корнем

~  Рз 4~ Я2 — Рі — Яг 
^ Рг 4т Я2 — Яі

и возникает при гк ;> г*.
По условию задачи производная 

с2 (г) в точке г — гк ограниченна, 
поэтому из формулы (18) следует:

с2 (2д) =  (с 2 4~ ЯгС2 ^ 2й X

Х )1(Х*+ |ч)' (23)
Из формулы (18) по правилу Лопи- 

таля находится производная

¿2 (2д) — (Яа 4" Р2 4г 2а. (Рг 4" Я2 —
Л,А.|

“  Хі)) (і. -  (Я, -  V) г*)2 х  

х і 2 ( г* я , - ( і , - * , )* * ) •  (24)
По формуле (23) вычисляется с2 (2) 

в точке корня г =  г .̂, а по формуле 
(24) — в соседних точках:

с2 (2Ь ±  е) =  с2 (гк) ±  сг {гк) в,

что позволяет избежать отмеченной 
неустойчивости.

После нахождения решения с2 (г), 
г* г 1, аналогично находится 
решение сг (г) уравнения (15), удовлет­
воряющее начальному условию (17).

Методика расчета показателей эф­
фективности и контроля параметров. 
Приведенные формулы решают, в прин­
ципе, как задачу анализа, так и за­
дачу оптимизации рассматриваемого 
процесса эксплуатации системы. В
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частности, средний доход от функцио­
нирования за один цикл эксплуатации, 
начинающийся в условиях априорной 
информации «вероятность состояния 1 
есть в» и заканчивающийся отказом или 
достижением этой вероятностью уров­
ня в*,

с (го) =  (г) +  (1 — *о) Са (г), (25)

если истинная вероятность состояния 1 
в начале цикла есть в0.

Пусть обслуживание системы после 
отказа длится в среднем время Ѳ0, 
а профилактическое обслуживание, 
проводимое при достижении вероят­
ностью уровня г*, — в среднем вре­
мя Ѳ. Тогда при г — г0 средняя дли­
тельность одного цикла эксплуатации 
системы, включающего безотказную 
работу и последующее обслуживание,

Я (в0, в*) =  Т  (во) +  Р (во) Ѳ +

+  (1 - Р  (го)) Ѳ0,

где полагаются равными о (в0): Т  (во) 
при сі =  с2 — 1, й =  0, а Р (г0) при 

с2 — 0, 1.
Удельный (средний в единицу вре­

мени) доход от эксплуатации системы

г (в0, в*) =  с (г0) /я  (в0, г*), (26)

В частности, коэффициент готовности 
системы определяется из последнего 
выражения, если положить с (в0) =  
=  Т  (го).

Задача оптимизации значения г*, 
при котором выбранный критерий эф­
фективности (25) или (26) максимален, 
может решаться простым перебором 
значений г* в интервале (0, 1). При 
каждом фиксированном значении г* 
значения с (в0) и г (в0, 2*) вычисляются 
по формулам (25) и (26).

В процессе эксплуатации косвенный 
контроль параметров (пересчет ве­
роятностей в состояния 1) осуществля­
ется по следующему алгоритму.

1) В текущий момент времени і 
известна вероятность в состояния 1.

2) Если в этот момент появилось 
повреждение, то вероятность в со­
стояния 1 пересчитывается и прини­
мается равной правой части формулы 
(13).

2. Зависимость критериев 
эффективности от критического 
уровня г* при г 0 =  0,9

г*
Р(г0) Т(го) Я(2о. г*) r(Zo, ®*)

0,5 0,698 1,491 7,999 0,186
0,6 0,833 1,016 6,850 0,148
0,7 0,929 0,566 5,921 0,095
0,8 0,978 0,250 5,362 0,047

3) Если в интервале (2, 2- f- t ) ,
где % >  0, не было ни отказа, ни пов­
реждений, то вероятность в состояния 1 
пересчитывается и принимается рав­
ной правой части формулы (14).

4) Если произошел отказ или ве­
роятность состояния 1 после пересчета 
стала меньше критического уровня в*, 
то система снимается с эксплуатации.

Пример. Рассматриваются следую­
щие исходные данные: (Хц =  [ла =  0 ,2 ;

=  1; Ла =  1,5; в0 =  в =  0,9; Ѳ0 =  
=  10; Ѳ =  5. Расчеты для этих данных 
проводились на ЕС ЭВМ по специально 
составленной программе. В табл. 2 
приведены полученные зависимости ве­
роятности безотказной работы системы 
за цикл P (вд), средних длительностей 
цикла Я (г0, г*) и безотказной работы 
за цикл T  (2q), а также коэффициента 
готовности системы г (г0, г*) от уста­
новленного критического урЬвня в*. 
В табл. 3 содержатся значения крите­
риев эффективности при в* =  0,5 и 
разных! 2’0.

3. Зависимость критериев 
эффективности отѵ z Q при г* =  0,5

Значения критериев

Во
Р(го) т ы Я(г0,

г*) г(го, г*)

0,6 0,820 0,675 6,574 0,102
0,65 0,777 0,864 6,977 0,123
0,7 0,745 1,040 7,316 0,142
0,8 0,715 1,278 7,702 0,165
0,9 0,698 1,490 8,000 0,187
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Из табл. 2 следует, например, что 
если вначале вероятность г0 исправ­
ного состояния равняется 0,9 и про­
филактическое обслуживание про­
водится при достижении этой вероят­
ностью значения г* — 0,5, то вероят­
ность безотказной работы за цикл 
составляет 0,698, средняя длитель­
ность цикла 7,999, а коэффициент 
готовности системы 0,186.

4. ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ 
КОНТРОЛЯ ПАРАМЕТРОВ

Рассмотренные выше математические 
модели контроля параметров позво­
ляют формулировать и решать ряд 
оптимизационных задач, например оп­
ределять оптимальные периодичности и 
состав контролируемых параметров, 
а также принимать решения о пре­
кращении эксплуатации. Все эти во­
просы могут быть сформулированы на 
языке числовых характеристик ча­
стично наблюдаемой марковской си­
стемы.

Ограничившись случаем дискрет­
ного времени, рассмотрим следующую 
ѳадачу. Для двумерного марковского 
процесса (X  (/), У (/))» наблюдаемого 
по первой компоненте X  (/), с дискрет­
ным множеством состояний I X  J пред­
положим дополнительно, что в момент 
времени і =  0, 1, ... может быть при­
нято одно из решений конечного мно­
жества Кг- При принятии в момент і 
(на і-м шаге) решения Л £ Кг изме­
няются вероятности (1) переходов за 
шаг, что отмечается добавлением верх­
него индекса Р* (/, У; V , У'; іу
і +  1). Кроме того, начисляется доход
за шаг, обозначаемый Ск (/, У, /), и 
доходы за отдельные шаги суммиру­
ются. Задача заключается в макси­
мизации ожидаемого дохода за Т  -{- 1 
шагов.

Сформулированная задача — клас­
сическая задача управления цепью 
Маркова на конечном интервале вре­
мени [14, 42, 47, 68]. Специфика 
рассматриваемой задачи заключается 
в том, что одна из компонент цепи 
(а именно У (/)) ненаблюдаема. В дан­
ном случае следует работать с парой 
{X (/), Р), где Р  =  Рх  <*),* (/) V У -

распределение (3) вероятностей со­
стояний ненаблюдаемой компоненты 
на /-м шаге. Эта пара образует мар­
ковский процесс.

Применим стандартную процедуру 
динамического программирования. В 
этом случае стратегия определена, 
если для каждого номера шага t — 
=  0, 1, .... Ту состояний і наблюдае­
мой компоненты X  (t) и распределения 
вероятностей состояний (3) ненаблюда­
емой компоненты У (/) указано ре­
шение kt (іу Р)у принимаемое на данном 
шаге. Введем следующие обозначения: 
Rt (i, Р) — максимальный ожидаемый 
доход, получаемый с /-го по Т-й шаги 
(т. е. за Т  — / +  1 оставшихся шагов), 
если текущее значение наблюдаемой 
компоненты есть і, а условное (при 
условии X  (/) =  /) распределение со­
стояний ненаблюдаемой компоненты 
есть Р; kt (іу Р)  — оптимальное ре­
шение на t-и шаге при тех же условиях.

По условию задачи предполагаются 
известными начальное состояние і0 
наблюдаемой компоненты X  (0) и 
условное распределение Р 0 для не­
наблюдаемой компоненты У (0).

Значения Rt (i, Р), / =  0, 1, ..., Т, 
г £ I  вычисляются по рекуррентным 
формулам динамического программи­
рования

R t V .  Р )  =

=  max £ c fe (i. /, Т ) Р и т (і),

R t  (i. P) =  max 2  p l. t O') X 
* € Kf i £ J

x | c * ( i ,  j ,  q +  ,,2 ,  ; S  p t

(«'. I ; о н - i ) Ді+іО' .  Я ')}

< =  Г  — 1, T — 2........1. 0. (27)
Здесь P '  является апостериорным рас­
пределением вероятностей состояний 
ненаблюдаемой компоненты У на 
(/ +  1)-м шаге, если на /-м шаге соот­
ветствующее априорное распределение 
было Ру наблюдаемая компонента име­
ла состояние / и было принято решение 
ky а на (/-{- 1)-м шаге зарегистриро­
вано состояние V наблюдаемой ком-
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ионенты. Перерасчет эти® вероятно” 
стей осуществляется от шага к шагу 
по формуле (5).

Приведенные формулы позволяют 
найти (¿, Р) для всех /, начиная 
с і =  Т  и кончая і — 0. Очевидно, 
Яо (к. Ро) есть искомое максимальное 
значение ожидаемого дохода за Т  4~ 1 
шаг, если X  (0) =  и условное 
распределение компоненты У (0) 
есть Р0.

Значения Яг (I, Р) должньфаиоми- 
наться для всех шагов і =  0, Т, 
состояний наблюдаемой компоненты 
I £ I  и распределений вероятностей 
состояний ненаблюдаемой компоненты 
Р  £ &3, где — семейство всевозмож­
ных таких распределений. Обычно 
семейство ¿Р является несчетным, в 
связи с чем приходиться прибегать 
к его квантованию. Для этого можно 
выбрать достаточно малое 8 >  0, та­
кое, что 1/е — целое. Теперь семейство 
(Р заменяется на подсемейство ¿Рц =

ш
(1±&, /¡¡б, •«., ¿щб) ^  ¿V “  ^/в,

Ѵ= 1
у  ¿ѵ — целые неотрицательные), где 
гп — | У | .  Число элементов семейства
П  равно

Одновременно со значениями макси­
мальных доходов должны находиться 
и запоминаться значения оптимальных 
решений (¿, Р), для которых вы­
полняются равенства в (27). Для
любой реализации X  (0), X  (1)........
X  (Т) состояний наблюдаемой ком­
поненты и для заданного распределения 
вероятностей Р 0 ненаблюдаемой ком­
поненты в начальный момент времени 
оптимальная последовательность при­
нимаемых решений (т. е. стратегия) 
определяется рекуррентно: для на­
чального шага — решение й0 (і0, Р0); 
для последующих шагов — (Х(і!), Р ),
где Р  — апостериорное распределе­
ние вероятностей состояний не­
наблюдаемой компоненты, вычисля­
емое после (/ — 1)-го шага по фор­
муле (5).

Приведенные формулы полностью 
описывают алгоритмы нахождения оп­
тимальной стратегии управления в 
рассматриваемом случае частично на­
блюдаемой марковской системы.

5. ДОСТОВЕРНОСТЬ КОНТРОЛЯ 
РАБОТОСПОСОБНОСТИ ИЗДЕЛИЙ

Оценка достоверности контроля ра­
ботоспособности изделия. Важнейшим 
звеном в обеспечении качества про­
дукции на этапах производства и 
эксплуатации является контроль ра­
ботоспособности изделий. Основным 
критерием оценки качества контроля 
является достоверность контроля — 
показатель степени .объективного ото­
бражения результатами контроля дей­
ствительного технического состояния 
изделия.

По результатам контроля работо­
способности (КР) изделий прини­
мается одно из двух решений — «го­
ден» (изделие работоспособно) и «не 
годен» (изделие не работоспособно).

Ввиду несовершенства системы кон­
троля (СК) возникают ошибки при 
принятии решений о работоспособ­
ности изделий, т. ѳ. работоспособное 
изделие может быть забраковано, а 
неработоспособное признано годным.

Формирование решений при КР 
графически может быть представлено 
в виде стохастического графа (рис. 2).

Широкое распространение на прак­
тике получили следующие количест­
венные показатели достоверности КР:

достоверность решения «годен» — 
апостериорная вероятность того, что 
изделие, признанное работоспособным, 
в действительности работоспособно:

О г  =  Р  ( £ /? )  =  ; (28)

достоверность решения «не годен» — 
апостериорная вероятность того, что 
изделие, признанное неработоспособ­
ным, в действительности неработо­
способно:

(29)
достоверность разбраковки — ве­

роятность принятия правильного ре­
шения «годен» или «не годен»:

— 1 — А — В. (30)

Из формул (28)—(30) следует, что 
показатели достоверности определя­
ются величинами Я, А и В.
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на практике всегда се* <  р* и Р* -С р*, 
то имеют место приближенные соот­
ношения, вытекающие из (32), (33):

N
А ж  2  а г; (34)

{=1 
N

в  ж  2  Р |. (35)

Рис. 2. Формирование решений при 
контроле работоспособности изделий:
Р — Р (Е) — априорная вероятность
работоспособности изделия (Е — событие 
ваключающееся в том, что изделие работо­
способно); А — Р {Е, Р) — вероятность 
признать неработоспособным работоспо­
собное изделие — риск изготовителя (Р — 
событие, заключающееся в том, что изделие 
по результатам контроля принято работо­
способным); В — Р (Е, Р) — вероятность 
признать работоспособным неработоспособ­
ное изделие — риск изготовителя; =  
е= Р (Р) — вероятность признать изделие
работоспособным; Р 0 ~  Р (Р/Р)  — ус- 
ловная вероятность получения решения 
«не годен» при контроле работоспособного 
изделия — вероятность «ложного отказа»;
Рп 0 — Р (РТР) — условная вероятность
получения решения «годен» при контроле 
неработоспособного изделия — вероят­
ность «необнаруженного отказа»

В случае, когда работоспособность 
изделия определяется взаимно неза­
висимыми параметрами {£і , | 2> 
£гу), величины Я, А и В вычисляются 
по формулам

р  =  П  Рі : (31)
І=1

N  N

а = П Рі П  (рі ~~¿=1 ¿=1
N

В==Т 1 (Р і -~ а і + Р і )  —
1= 1

N

- П С Р і - а і ) .  (33)
і=\

где рі =  Я (і і  £ Іаіг Ъі I )— априор­
ная вероятность того, что значения 
'¿-го контролируемого параметра на­
ходятся в пределах гарантийного до­
пуска [ а ,  Ьі ]; <х>і (Рг) — риск из­
готовителя (заказчика) по ¿-му кон­
тролируемому параметру. Поскольку

Величины Я, Л и В определяются 
по формулам (в дальнейшем индекс і 
опущен):

ъ
Р =  } /  (I) <¡1 -, (36)

а

ЬЪ ь
Р =  |  ] / (£ )

ап а
X

X
ьн
I  <р (УІІ) Лу (¡1 , (38)

где / (£) — плотность вероятности па­
раметра; ф (у!%) — условная плот­
ность 'вероятности результата изме­
рения параметра при фиксированном 
значении параметра; ф (у) — плот­
ность вероятности результатов изме­
рения параметра; Іад, й д ] — конт­
рольный допуск параметра.

При нормальных законах распреде­
ления вероятностей контролируемого 
параметра £ и аддитивной погрешности 
его измерения б выражения (34)—(36) 
имеют следующий вид:

Я =  Ф0 (х) +  Фо № ;  / (39)
а  =  Ф0 (х) +  Ф0 (¿х) —
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+ фо (40)

nig» Og — математическое ожидание и
среднее квадратическое отклонение па­
раметра; eg — среднее квадратическое 
отклонение случайной погрешности из­
мерения (предполагается, что неисклю­
ченный остаток систематической пог­
решности измерений пренебрежимо

в
нал); Ф0 (g) — — J  e~ tV 2  d t ~

o
нормированная функция Лапласа,

В случае, когда контрольный допуск 
совпадает с гарантийным, т. е. {а> 
6 ] =  |afe, значения а и р  могут 
быть определены с помощью табл. 4 
по формулам

а  0,5 Іа (ѵі) - f  а  (ѵД I; (42)

Р =  0,5 [р (0і) +  Р Ы I ,  (43)

где ѵі — лс; оа =  kx.
Пример. Исходные данные: контро­

лируемый параметр имеет допуск 
|8,5 В; 11,5 В] и распределен по нор­

мальному закону; =  10,0 В; —
=  1,0 В; случайная погрешность из­
мерения также распределена по нор­
мальному закону с ад == 0,3 В. Опре-

4. Значения a  (d), Р (©) 
в зависимости от ѵ и г

V г а  (о) 0 (ѵ )

1,00 0,02 0,0039098 0,0038130
1,00 0,04 0,0079161 0,0075293
1,00 0,06 0,0120189 0,0111493
1,00 0,08 0,0162172 0,0146735
1,00 0,10 0,0205104 0,0181026
1,00 0,15 0,0316502 0,0262663
1,00 0,20 0,0433503 0,0338613
1,50 0,02 0,0021060 0,0020283
1,50 0,04 0,0042918 0,0038811
1,50 0,06 0,0065598 0,0058603
1,50 0,08 0,0089102 0,0076683
1,50 0,10 0,0113464 0,0094073
1,50 0,15 0,0178201 0,0134675
1,50 0,20 0,0248570 0,0171452
1,50 0,25 0,0324709 0,0204750
1,50 0,30 0,0407130 0,0235184
2,00 0,02 0,0008835 0,0008404
2,00 0,04 0,0018124 0,0016396
2,00 0,06 0,0027886 0,0023995
2,00 0,08 0,0038144 0,0031223
2,00 одо 0,0048921 0,0038096
2,00 0,15 0,0078276 0,0053848
2,00 0,20 0,0111359 0,0067758
2,00 0,25 0,0148511 0,0080062
2,00 0,30 0,0190058 0,0090967
2,00 0,35 0,0236292 0,0100653
2,50 0,02 0,0002887 0,0002711
2,50 0,04 0,0005961 0,0005259
2,50 0,06 0,0009235 0,0007653
2,50 0,08 0,0012724 0,0009905
2,50 0,10 0,0016440 0,0012022
2,50 0,15 0,0026828 0,0016790
2,50 0,20 0,0038986 0,0020898
2,50 0,25 0,0053195 0,0024454
2,50 0,30 0,0069752 0,0027545
2,50 0,35 0,0088973 0,0030241
2,50 0,40 0,0111178 0,0032606
2,50 0,45 0,0136690 0,0034689
3,00 0,02 0,0000735 0,0000681
3,00 0,04 0,0001527 0,0001314
3,00 0,06 0,0002383 0,0001902
3,00 0,08 0,0003307 0.0002448
3,00 0,10 0,0004306 0,0002956
3,00 0,15 0,0007174 0,0004083
3,00 0,20 0,0010669 0,0005029
3,00 0,25 0,0014930 0,0005833
3,00 0,30 0,0020119 0,0006520
3,00 0,35 0,0026430 0,0007108
3,00 0,40 0,0034077 0,0007618
3,00 0,45 0,0043299 0,0008061
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Продолжение табл. 4

о Z а  (t») ß (о)

3,00 0,50 0,0054355 0,0008448
3,50 0,02 0,0000146 0,0000133
3,50 0,04 0,0000305 0,0000256
3,50 0,06 0,0000479 0,0000368
3,50 0,08 0,0000670 0,0000471
3,50 0,10 0,0000879 0,0000667
3,50 0,15 0,0001498 0,0000774
3,50 0,20 0,0002283 0,0000944
3,50 0,25 0,0003284 0,0001087
3,50 0,30 0,0004566 0,0001206
3,50 0,35 0,0004566 0,0001206
3,50 0,40 0,0008294 0,0001393
3,50 0,45 0,0000957 0,0001467
3,50 0,50 0,0014330 0,0001531
3,50 0,55 0,0018555 0,0001587
3,50 0,60 0,0023874 0,0001637
4,00 0,02 0,0000022 0,0000020
4,00 0,04 0,0000047 0,0000039
4,00 0,06 0,0000075 0,0000055
4,00 0,08 0,0000106 0,0000075
4,00 0,10 0,0000140 0,0000085
4,00 0,15 0,0000240 0,0000115
4,00 0,20 0,0000382 0,0000138
4,00 0,25 0,0000567 0,0000158
4,00 0,30 0,0000816 0,0000174
4,00 0,35 0,0001152 0,0000188
4,00 0,40 0,0001607 0,0000199
4,00 0,45 0,0002222 0,0000209
4,00 0,50 0,0003050 0,0000217
4,00 0,55 0,0004160 0,0000225
4,00 0,60 0,0005634 0,0000231
4,00 0,65 0,0007575 0,0000236
4,00 0,70 0,0010102 0,0000241

делить риск заказчика и изготовителя. 
Вычисляем величины дс, k и г:

11,5— 10,0
1,0 ~ 1 , 5 ,

* 1 0 , 0 - 8 , 5
“  1 1 , 5 - 1 0 , 5  ~  ’

0,3
1,0 =  0,3.

По табл. 4 находим 

а  (рі) =  а  (и2) =  а  (1,5) =  0,0407130; 

ß Ы  =  ß Ы  =  Р (1,5) =  0,0235184.

Подставляя эти значения в формулы 
(42), (43), получаем а  =  0,0407, р =  
=  0,0235.

Алгоритмы контроля работоспособ­
ности изделий. Одним из наиболее 
эффективных и широко распространен­
ных на практике методов повышения 
достоверности контроля работоспособ­
ности изделий является введение ин­
формационной избыточности, заключа­
ющееся в многократном измерении 
(многократной проверке) контролируе­
мого параметра. Совокупность правил, 
по которым проводится обработка ре­
зультатов измерений (проверок) и при­
нятие решения о годности или негод­
ности параметра, называется алго­
ритмом контроля.

В этом случае задачу контроля ра­
ботоспособности изделий можно иден­
тифицировать с известной в теории 
статистических решений задачей про­
верки сложной гипотезы Н0 : £ С 
С Іа, b] против сложной альтерна­
тивы Н і  : і  С Іа, b], а качество конт­
роля оценивать средним риском R,  
который при отсутствии потерь от 
правильных решений определяется 
по формуле

R  =  с^А +  с2В +  ckf (44)

где сі, са — потери от ложного и необ­
наруженного отказов соответственно; 
Ck — затраты на проведение контроля.

Алгоритмы контроля, минимизирую­
щие средний риск, называются опти­
мальными алгоритмами контроля.

Учитывая приближенные выражения 
(34) и (35), можно записать

N

я  »  S  (сі а і +  caßi) +  ch• <45)
f=i

Поэтому с достаточной для практиче­
ских расчетов точностью для дости­
жения min R при контроле многопара­
метрического изделия необходимо 
осуществлять оптимальный алгоритм 
контроля по каждому параметру.

Алгоритмы контроля работоспособ­
ности делятся на два класса: с фикси­
рованным числом измерений (прове­
рок) и последовательные.

Широкое распространение также по­
лучили мажоритарные алгоритмы 
контроля. Их применение вызвано,
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Рис. 3. Классификация алгоритмов контроля работоспособности изделий

в первую очередь, тем, что наряду 
с измерительным контролем, дающим 
возможность получить информацию в 
виде выборки результатов измерений 
{уі, у%, Уп)у на практике часто 
применяется допусковый контроль |4], 
который устанавливает факт нахожде­
ния контролируемого параметра в до­
пуске или вне допуска без измерения. 
Получаемая в этом случае информация 
после п проверок может быть представ­
лена только в виде чисел исходов т 
«параметр в допуске» и п— т «пара­
метр вне допуска».

Классификация алгоритмов контро­
ля работоспособности приведена на 
рис. 3.

Оптимальный алгоритм контроля 
заключается в следующем. Проводится 
я-кратное измерение параметра; на 
основании полученных результатов из­
мерений уі, ..., уп вычисляется от­
ношение правдоподобия по формуле

Л ІЗх* ■ ■ ■ » 9п) =

J  /  (Ê) ' ( Уі. ■ • ■. 9n ll) d l  
[a, b]_____________________

bï
(46)

где ф (уі, . . . .  yn / | )  — условная плот­
ность вероятности выборки (резуль­
татов измерения) при фиксированном

значении параметра. Если результа­
ты измерений взаимно независимы, то

п
'ИУі у -, Уп!1) =  Ц ф  (Уі — £)»

1=1

где ср (•) — плотность вероятности 
погрешности измерений.

Далее отношение правдоподобия
с2сравнивается с порогом ѵ =  —=-; если
сі

Л ѵ, принимается решение «годен»; 
в противном случае — решение «не 
годен».

Оптимальный алгоритм значительно 
упрощается, когда параметр и по­
грешность измерения имеют нор­
мальные плотности вероятности. В 
этом случае вычисляется оценка 
параметра в виде среднего значения

п

* * = 4 - 2 *  <47)
і—і

и принимается решение «годен», если 
она находится внутри контрольного 
допуска Іаь.о, границы которого
определяются по формулам

аы  =  тъ +  хі %  (48>

ЬМ =  т\  +  х2%  <49>
где

*і =  — ¿* ^1  +
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+ Ѵ Ь г ^ - ° - 5) х

X (50)

Х2 = ) + Ѵ х
X /  с2 і о сл X

V сг 4“ сг

X у г  У
і +  — ,п (51)

где Ф-в (•) — функция, обратная
функции Лапласа. Риски заказчика 
и изготовителя вычисляются соответ­
ственно по формулам

«о =  Фо (х) +  Фо №х) —

+  Фо ( У п  (52)

X ]  е - 'Ѵ , [ *  ( і / п  +
Х і

+ ф" ( V »  (53)
Пример. Исходные данные — см. 

в примере на с. 223. Потери от ошибоч­
ных решений с± — с2 ~  І ; затратами 
на проведение контроля можно пре­
небречь. Допускается трехкратное 
увеличение времени контроля, т. е. 
п =  3.

По формулам (48)—(51) вычисляем 
границы контрольного допуска

*1 =  _ Ю .] ,Б  ( і  +  - ^ - )  +

=  —1,545; х 2 — 1,545;

ам  =  10,0 — 1,545 =  8,455 В;

Ьк0 =  10,0 +  1,545 =  11,545 В .

По формулам (24) и (25) вычисляем 
значения рисков изготовителя и за­
казчика а  =  0,0147; |3 =  0,0204. Ми­
нимальное значение среднего риска 
Ят1п =  0,0147 4- 0 ,0204=  0,0351. 
Для сравнения определим значение 
среднего риска при однократном изме­
рении параметра и контроле по га­
рантийному допуску |І8,5 В; 11,5 ВЦ 
#  =  0,0407 4- 0,0235 =  0,0642 (см. 
пример на с. 223).

Следовательно, применение опти­
мального алгоритма приводит к умень­
шению среднего риска почти вдвое.

Таким образом, следует проводить 
трехкратное измерение параметра, вы­
числять оценку параметра у* =

Ул 4- Уі 4- Уч— и принимать решение
угоден», если у * С |8,455В, 11,545 ВЦ.

Последовательный оптимальный ал- 
горитм контроля отличается от рас­
смотренного выше оптимального ал­
горитма тем, что после каждого изме­
рения параметра производится обра­
ботка результатов измерений и по 
определенному правилу принимается 
одно из трех решений: «годен», «не 
годен» или «выполнить еще измерение». 
При этом процесс контроля может 
закончиться после любого і-то изме­
рения (і =  1, оо), т. е. число измерений, 
необходимых для принятия решения 
о годности параметра, является слу­
чайной величиной. Поэтому продол­
жительность контроля характеризуют 
средним числом измерений й =  М  |£||. 
Если считать, что затраты на прове­
дение контроля пропорциональны чис­
лу выполненных измерений, то вы­
ражение (44) для среднего риска при­
мет следующий вид:

#п — 4~ 4""Сй, (54)
где с — затраты на проведение одного 
измерения.

На практике обычно ограничива­
ются максимально возможным числом 
измерений л. Тогда на последнем п-м 
этапе контроля принимается одно из 
двух решений: «годен» или «не годен»,
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Рис, 4. Области принятия 
решений при последова­
тельном алгоритме конт­
роля с усечением

и процесс контроля заканчивается. 
Такой алгоритм контроля называется 
последовательным алгоритмом с усе­
чением.

Синтез оптимального по критерию 
среднего риска последовательного ал­
горитма контроля с усечением в общем 
случае является сложной задачей. 
Она решена и доведена до инженерных 
методик при следующих ограничениях: 
результаты измерений параметра вза­
имно независимы; условная плотность 
вероятности результата измерения при 
фиксированном значении контроли­
руемого параметра относится к эк­
спонентным (например, нормальному) 
законам распределения вероятностей.

В этом случае после каждого і-го 
измерения вычисляется оценка пара­
метра

і

9{ ^  Т ~  2  УР  1 =  <55)
/=1

и определяется ее местонахождение 
относительно границ ац ,  а2і, Ьц, Ь2і 
(í =  1, п — 1) (рис. 4). Если y*t £ 
£ Н і I» принимается решение
«годен»; если у £ [аи , а2і] V [&іі, 
д2i }, принимается решение «не годен»; 
если у* £ [аи ,а 2і] V [Ьи > hi}> при­
нимается решение «выполнить еще из­
мерение». Для я-го измерения уста­
навливается допуск Ian> bn \ и, если

оценка у * £  \ап, Ьп], принимается
решение «годен», в противном случае— 
решение «не годен».

Границы допуска ап и Ьп определя­
ются по формулам (48) и (49) соот­
ветственно. Процедура определения
границ а ц , агі, Ьц , Ь2І (І =  1, п —  1) 
изложена в [33]. Риск изготовителя 
и заказчика, а также среднее число 
измерений вычисляются по формулам:

п—I

«71 =  2
¿=1

{ / ( і ) х
і£ [ а .  Ь]

I—I
х П

/ - 1
J ф i ( y ¡ M dy¡

у] € [Н/• а2/] V
ѵ [ьіГ ъ%А

X

х  J  Ф* ( У і / l )  d y ¡  d l

Уі £ [ аl f  6 2i\
’ +

+  j  H l ) x
b3

ti—I í
y ) € [ a \ i ’ °2 /] V 

V [bi r  b2j]

Ф ( y j / i)  dyj X

J
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х  |  Ф
Уп € [°»* ьп]

Рп

(56)

_1  ? ® х  
^ 1 ° '  ьз

1—I

х П 1 Ч - М / Щ Щ
/= I У } ^ [ а ц ,  а2і] V

_ Ѵ Г Ѵ М _

X |  фі ( П И )  аУ* +
Уі

/
+  \  Н 1 ) х

Б£Еа, Ъ\
л—I

X П 1
У * і £ [ Ч р  «2/1 ѵ 

V [Ьи , Ь2/]

ч М И Щ X

Х |  Ѵп {Уп!ЩйУп ^ 5  (57)
6П]

Л со

* =  2  I X

*—I

х П
І-І

¿=1 >—ОО

УІ с2/]Ѵ
V [ V  й„]

¿Б,

(58)
где фу (#у/Б) — ¡условная плотность 
вероятности оценки у* при фикси­
рованном значений параметра. 

Пример. Исходные данные — см. 
в примере на с. 226, за исключением 
того, что затраты на одно измерение 
с =  0,01.

Применяя методику, изложенную 
в [33], а также формулы (48)—(51), 
определяем значения границ допусков: 

для 1-го измерения: а ц  — 7,92 В,

«2І =  8,824 В? Ьш =  11,176 В; Ьц  =  
=  12,08 В;

для 2-го измерения: а21 =  8,23,
о2а =  8,64 В; 2 — 11,36 В} 62а =  
=  11,77 В;

для 3-го измерения: =  8,455 В?
6Й =  11,545 В.

Условная плотность вероятности 
Ф/ (У*1 &) является нормальной с ну­
левым математическим ожиданием и 
средним квадратическим отклонением
с е — ое/ У | .  С учетом этого по фор­
мулам (56)—(58) вычисляем: а  =  
=  0,0089; Р =  0,0215; п =  1,28. 
Средний риск шіп =  0,0089 +  
+  0,0215 +  0,01 X 1,28 =  0,0432. 
При однократном измерении по га­
рантийному допуску 1% =  0,0407 +  
+  0,0235 +  0,01 -1 =  0,0742. Следо­
вательно, применение последователь­
ного алгоритма контроля позволяет 
существенно уменьшить средний риск 
при небольшом (в среднем на 28 %) 
увеличении продолжительности конт­
роля.

Оптимальный мажоритарный ал­
горитм контроля состоит в следую­
щем. Проводятся п проверок парамет­
ра, каждая из которых состоит в уста­
новлении факта нахождения резуль­
тата измерения в контрольном допуске 
\аь, После этого подсчитывается 
число проверок р, дающих результат 
«в допуске». Если р ^  я, где з— за­
данный целочисленный порог (в =
=  1, п), то принимается решение «го­
ден»; если р +  в,— решение «не годен». 
При таком алгоритме контроля риски 
изготовителя и заказчика вычисля­
ются по формулам

з—І
а.

X

=  2 с» /  / ® х

I Ф Ш І ) 4 у Ѵ  х
1 * € І аѵ ьк] 1

Xе
I

'  _  [ <Р (?/&)<&]" (59)

Р = У С" _ І  п і ) х
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X Г J Ф { y l l ) d g V y .
V9 £ [ ah, bh] J

х Г  |  Ф (у /6 )^ 1 п=' І гіБ. (60)

где — число сочетаний из п по і.
Очевидно, что параметрами оптими­

зации мажоритарного алгоритма конт­
роля по критерию среднего риска яв­
ляются порог принятия решения в 
и границы контрольного допуска ак, 
Ьк. Процедура нахождения оптималь­
ных значений параметров такова. При 
фиксированном значении в, начиная 
с в =  1 и до в =  п, решается система 
трансцендентных уравнений

Сі

1
Сі

дам
dah
дРм
дак

+  са 

+  с2

dbh

dßM

=  0;

=  0
(61)

относительно ак и Ьк и определяется 
значение среднего риска min R (s).

aft.* 6 ft.

Затем из всех полученных значений 
min R (s) определяется искомое мини- 
aW bk
мальное значение среднего риска 
min min R. Тогда соответствую- 

s ak • bh
щие ему значения s, ак и Ък явля­
ются оптимальными.

Пример. Исходные данные — см. 
пример на с. 226. Применить оптималь­
ный мажоритарный алгоритм.

При симметричном относительно ма­
тематического ожидания допуске на 
параметр контрольный допуск также 
симметричен, и вместо системы урав­
нений (33) достаточно решить одно 
уравнение

Л

с, j e
о

- У Ч  2

+ ч 4 о г [ ' ^ ' *
Х ( г = і ) - . . ( £ ± . ) Г - Х

* ! ' - [ * •  ( - т ^ ) +

+  ф» X

/
х  [ е -  (Ѵ-У)4 2  +  { Ѵ + В )Ч Ц  d g  _|_

п

2 с» [ фо х
■ i=s

Х [ і - Ф 0 (  Ѵ~ 9 )  — Фо X

Х [ * , ( ' г т 1 ) + * ‘ ( ' Ч І ) ] } ) Х

(62)
относительно о и определить

ak* =  mt  — vati (63)
=  ml  +  Ü°I- (64)

Решая уравнение (34) при 8 = 1 ,  
в =  2 и в = 3  и вычисляя R м (1), 
/?м (2) и R (3), находим, что минималь­
ный средний риск Ящіпм =  0,0403 
достигается при « =  2; ѵ — 1,56,
т. е. контрольный допуск, определен­
ный по формулам (35) и (36), равен
18.44 В; 11,56 В і. При этом а м =  
=  0,0164; Рм =  0,0239. Напомним, 
что обычный контроль дает значение 
среднего риска R =  0,0642, т. е. 
эффективность оптимального мажори­
тарного алгоритма достаточно высока.

Таким образом, для принятия реше­
ния необходимо провести трехкратную 
проверку, устанавливающую факт на­
хождения его в контрольном допуске
18.44 В; 11,56 В]. Если число исходов 
«в допуск» окажется не меньше двух, 
принимается решение «годен»; в про­
тивном случае — «не годен».

Последовательный оптимальный 
мажоритарный алгоритм контроля 
отличается от предыдущего тем, что 
для принятия решения «годен» или 

* «не годен» устанавливаются два цело-
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численных порога в и и — в +  1 и 
после каждой проверки подсчитыва­
ются числа исходов «в допуске» р и 
«вне допуска» і—р (р =  1, і; і =  1, п). 
Если р =  5, то принимается решение 
«годен», если і — р =  п — в +  1, — 
решение «не годен»; если в +  І — п — 
— 1 <  р <С в, — решение «выполнить 
еще проверку». Очевидно, что на п-м 
этапе могут быть приняты только ре­
шения «годен» или «не годен».

Риски изготовителя и заказчика при 
применении этого алгоритма контроля 
вычисляются по формулам (59) и 
(60) соответственно. Среднее число про­
верок вычисляется по формуле

п  оо

* « =  j  “ й  J  т х
І =s t—OD

x  Г J Ф(0/Б)4у1в х

X Г _  |  Ф ( y l l ) d y V ~ Sdl  +  
L У € iah' bk) J

n

+ 2  *<£3 i  f ® x
—S—I 1—oo

X Г J Ф (y/l) dff] 
І У € [ ак>Ы J

/ л e+I)._(У/l)  dy | X

х  Г I ф(у/£)гіу!” 5+1 ¿1. 

Ч] -I
(65)

Процедура оптимизации последо­
вательного мажоритарного алгоритма 
по критерию среднего риска, который 
определяется формулой (26), аналогич­
на процедуре оптимизации мажори­
тарного алгоритма. Для фиксирован­
ного значения в, начиная с в =  1 и 
до в =  п, решается система трансцен­
дентных уравнений

Сі

Сі

дстм
dah

dbh

+

+  съ

dah

дРм

і дЯ п +  с -5—  =  0;

+  с

dak
дЯ

Ж - =  0 .

(66)

Затем вычисляются значения среднего 
риска шіп м (s) и определяется 

ah• bh
^ т ш п ,м  — шіп min R П. м, а со- 

s a k , bk
ответствующиѳ ему значения s, ßfe 
и являются оптимальными.

Пример. Исходные данные — см. 
пример на с. 228. Применить последо­
вательный оптимальный мажоритар­
ный алгоритм контроля.

Так как гарантийный допуск на 
параметр симметричен относительно 
математического ожидания, система 
(66) так же, как в примере 4, сводится 
к одному уравнению относительно ве- 

Ьъ — /л* т* — а, 
личины V —  ■---------------- —  =  — -------------- .

°1 а6
Решая его при s =  1, 2, 3 и вычисляя 
соответствующие значения R u, n (1), 
Км. п (2). Км- п (3), находим, что’мини- 
мальный средний риск достигается при 
s =  1 ,0 =  1,33. При этом а м= 0,0161, 
ßM =  0,0276; Ям =  1,34; К min м. п =  
=  0,0571. Обычный контроль дает 
значение среднего риска R =  0,0742. 
Следовательно, при увеличении в сред­
нем на 34 % времени контроля рас­
сматриваемый алгоритм дает сущест­
венное уменьшение среднего риска.

Таким образом, реализация последо­
вательного оптимального мажори­
тарного алгоритма в условиях дан­
ного примера сводится к следующему. 
Каждая проверка состоит в установле­
нии факта нахождения контролируе­
мого параметра в контролируемом до­
пуске [8,67 В; 11,33 В] или вне его. 
Значение первого порога s =  1, а 
второго п — s +  1 =  3. Если исход 
первой проверки «в допуске», то при­
нимается решение «годен» и контроль 
прекращается, если «вне допуска», 
то выполняется вторая проверка. Если 
исход второй проверки «в допуске», 
то принимается решение «годен» и 
контроль прекращается, если «вне 
допуска», то выполняется третья про­
верка. Наконец, если исход третьей 
проверки «в допуске», принимается 
решение «годен», если «вне допуска», — 
решение «не годен».

Сравнительный анализ алгоритмов 
контроля работоспособности изделий 
дает основание сделать следующие вы­
воды:
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оптимальный и последовательный 
оптимальный алгоритмы контроля яв­
ляются более эффективными по 
сравнению с мажоритарными алгорит­
мами;

по мере увеличения сложности аппа­
ратурной реализации алгоритмы конт­
роля располагаются в следующем по­
рядке: мажоритарный, последователь­
ный мажоритарный, оптимальный, по­
следовательный оптимальный;

чем выше затраты на проведение 
дополнительных измерений (прове­
рок) параметра, тем эффективнее ста­
новятся последовательные алгоритмы 
по сравнению с алгоритмами с фикси­
рованным числом измерений;

при наличии требований к ограни­
чению времени контроля (производи­
тельности средств контроля) сущест­
венным достоинством последователь­
ных алгоритмов становится небольшое 
(в среднем) увеличение числа измерений 
(проверок) параметра;

в то время как для средств измери­
тельного контроля принципиально 
возможно применение любого алго­
ритма контроля, средства допускового 
контроля позволяют использовать 
только мажоритарные алгоритмы.

Методика определения требуемой точ­
ности средств контроля. Выражения 
(37) и (38) для риска изготовителя и 
риска заказчика позволяют решать 
следующие важные задачи, возникаю­
щие в процессе эксплуатации техниче­
ских изделий:

если известны характеристики объек­
та контроля (заданы закон распределе­
ния контролируемого параметра и до­
пуски на эти параметры), а также ха­
рактеристики средств измерений, ис­
пользуемых в процессе контроля (за­
дан закон распределения погрешности 
измерения), то по формулам (37) 
и (38) могут быть определены значения 
а  и 0, определяющие достоверность 
контроля;

если известны характеристики объек­
та контроля (заданы закон распреде­
ления контролируемого параметра и 
допуски на эти параметры), а также 
заданы требования к качеству контроля 
(заданы допустимые значения а  и Р), 
с помощью выражений (37) и (38) 
может быть определена требуемая точ­
ность средств контроля, при которой

обеспечивается заданное качество конт­
роля.

Решение указанных задач при кон­
кретных видах распределений погреш­
ности измерения и контролируемого 
параметра осуществляется с помощью 
ЭВМ или графоаналитическим способом 
с помощью номограмм.

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОГРАММЫ 
КОНТРОЛЯ ТЕХНИЧЕСКОГО 
СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ

Задачу рациональной организации 
контроля технического состояния си­
стемы, наиболее полно учитывающую 
противоречия между технической реа­
лизацией системы и средств ее контро­
ля, с одной стороны, и оперативными 
требованиями, с другой, можно ре­
шить на основе определения приемле­
мого соотношения между количест­
венными оценками технического со­
стояния систем по результатам конт­
роля на работоспособность и на пра­
вильность функционирования.

Пусть в качестве исходных данных 
заданы:

м о д е л ь  т е х н и ч е с к о й
с и с т е м ы  к а к  о б ъ е к т а  
к о н т р о л я

М  (7’р) =  1| (ѵ) лѵ>8 (ѵ) II»
ѵ =  1, кі (67)

где # ѵ, і  {ѵ) — результаты контроля 
ѵ-й функциональной подсистемы (ФП) 
при применении |  (ѵ)-го теста контроля;
Е ( ѵ ) ^ ѵ = { 1 ,2 , . . . ,6 ( ѵ + 1 ) -й (ѵ ) > ,

к
здесь и =  О* 2 , . . . ,   ̂ (ѵ),

Б(ѵ) +  1, Б ( ѵ + 1 ) - 1 .
Е(ѵ+1),  Б(ѵ+1) +  1. . . . .

Е(ѵ +  2 ) - 1 ,  Е(ѵ +  2),
Е (ѵ -|- 2) -)- 1, . . .»  я};

ё(1) =  1; | ( А + 1 )  =  я + 1 ;
ІЧ  П =  0 при ѵ Ф  р;

н а б о р  т е с т о в  к о н т р о л я  
ѵ-й ФП

/г
Гц =  1) 7 \ ;

Ѵ=1
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ѳдесь
!ГѴ =  {Г® (ѵі і ^ (ѵ і)»

Т§ (ѵ)— тест, позволяющий осущест­
вить контроль работоспособности ѵ-й _ »
ФП; Т ' | (Ѵ)— тест, позволяющий осу­
ществить контроль правильности 
функционирования ѵ-й ФП; вероят­
ности р ѵ, 5Ѵ, дѴі Ѵѵ =  и  

в е р о я т н о с т ь  б е з о т к а з ­
н о й  р а б о т ы  ѵ-й ФП на момент 
контроля р ѵ?

в е р о я т н о с т ь  н ѳ в о з н и -  
к н о в е н и я  о т к а з о в  в ѵ-й 
ФП из-за отрицательного влияния 
операций и методов контроля йѵ;

в е р о я т н о с т и  о б н а р у ­
ж е н и я  о т к а ѳ а  в ѵ-й ФП при 
контроле ее на работоспособность и 
на правильность функционирования 
<7Ѵ, /гѵ соответственно.

Взаимосвязь вероятностей, яарак­
тер изующих безотказность объекта 
контроля (рѵ, вѵ) и достоверность ре­
зультатов контроля (<7Ѵ, /гѵ), можно 
представить в аналитической форме.

Если ѵ-я ФП контролируется на 
работоспособность, то вероятность ра­
ботоспособного состояния ее после 
проведения контроля технического со­
стояния и операций восстановления

(ѵі =  Рѵ. I  (V) (718 (ѵі) =  Рѵяѵ Н-  

+  (1 +  Рѵ) Яѵ, 6 (ѵ) +
+  рѵ (1 — ЯѴ)</Ѵ, | (ѴІ. (68)

Из (68) имеем

Рѵ, § (ѵі =  Яѵ, § (ѵі (1 — Рѵяѵ) ~Ь РѵѴ
(69)

Если ФП контролируется на пра­
вильность функционирования, то по 
аналогии с (69)

»

Рѵ, і (ѵ) ^  Рѵ, 8 (ѵі (Р§ (ѵі) =
=  ^Ѵ,8(ѴІ О Рѵ$ѵ) 4"Рѵ8Ѵ  (70)

Если контроль ѵ-й ФП не проводится, 
то вероятность ее работоспособного 
состояния

Рѵ, 8 (ѵ5 =  Рѵ. о =  Рѵ (71)
При допущении о независимости па­

раметров различных ФП вероятность 
работоспособного состояния техни­
ческой системы после проведения конт­
роля и операций восстановления опре­

деляется произведением (69), (70) и
(71) для всея

Ро =  П Р ѵ Г б № ’ (72)
ѵ=і

где
хѵ, 8 (ѵі ^

0, еели ѵ-я ФП не контроли­
руется |  (ѵ)-м тестом;

~  1, еели ѵ-я ФП контроли­
руется |  (ѵ)-м тестом,

(73)

^ѵ, 8 (уі =  ^» Ѵѵ =  1»
8 (ѵ) (ѵ)

(74)
здесь ѵ =  1, 2, £; £ (ѵ) £ б (ѵ) =
=  Р ѵ и  0 =  {1, 2, .... I  (ѵ +  1) — 
— £ (ѵ)), Р ѵ П Рц =  0  при ѵ ф р .

Используем линейный эквивалент
(72) :

сѵ,8 (ѵі — 1п Ро —
к

^  ^  хѵ, 8 (ѵі Ь  Рѵ. 8 (ѵі-ѵ=і 8 (ѵ) £ в (ѵ)
(75)

Показатель (75) количественно учи­
тывает особенности задачи определе­
ния программы контроля технического 
состояния эксплуатируемых систем, 
состоящие в том, что множество доступ­
ных для контроля параметров может 
быть неполным, а возможности прове­
дения проверок ограничены характери­
стиками имеющихся на эксплуатации 
средств эксплуатационного контроля 
и конструктивными особенностями 
объектов контроля, изменить которые 
в эксплуатации нельзя. Поэтому по­
казатель в виде вероятности работо­
способного состояния системы после 
проведения контроля ее технического 
состояния и операций восстановления 
может быть использован в качестве 
целевой функции, так как он отра­
жает цель контроля при подготовках 
технических систем к применению.

Так как для технических систем, 
находящихся на эксплуатации, заранее 
определен состав средств контроля, 
то в этом случае главным условием 
решения задачи является ограничение
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во времени, которое должно бить менее 
заданного времени і3.

Продолжительность подготовки си­
стемы /г зависит от ряда факторов, 
воздействующих на процесс эксплуа­
тации: точности, безотказности и эксп­
луатационной технологичности объек­
тов контроля, достоверности контроля 
и т. п, Процесс подготовки рассматри­
вается как некоторая упорядочен­
ная последовательность операций конт­
роля, отбраковки и восстановления, 
продолжительность выполнения ко­
торых в общем случае является слу­
чайным событием.

Каждому ¿-му комплексу работ со­
ответствует определенное время под­
готовки і гі и вероятность Г %— Р (¿гі 
< * в ).

Безусловная вероятность подготовки 
системы за заданное время

Г =  Р(<р« • * , ) =  2  Н і Г , ,
Ѵі

где Н і — вероятность того, что для 
подготовки системы достаточно вы­
полнения і-го комплекса работ, а для 
суммы вероятностей этих событий 
выполняется условие нормировки
2  я г =  і.
V*

Каждому (-му комплексу операций 
соответствует определенное среднее 
время ?Гі . Среднее время подготовки 
ѵ-й ФП при контроле ее с применением 
І  (ѵ)-го теста

р̂ѵ> §(ѵ>=  Е  і- (76) 
V*

Если считать, что временные за­
траты на реализацию тестов взаимонеза­
висимые, а последовательность вы­
полнения элементарных проверок, об­
разующих каждый из тестов, установ­
лена, то с учетом (76) и при условиях
(73), (74) ограничение записываем в 
виде

*
Е  У! Ѵ ,| 1 (ѴІ ^  8̂.
V—I 6 (ѵ) (: б (ѵ)

(77)
Введем обозначение 1п Р 0 =  ё  (¿)> 

где 1  — время, необходимое на конт­
роль и восстановление технической 
системы по выбранным на рассматри­

ваемом этапе решения задачи тестам
контроля каждой из ѵ =  І7~£ ФП. 
Тогда задача определения программы 
контроля технического состояния си­
стемы описывается как

ЙГ(2)=*к
= У] Е

ѵ=І Ѵё (V) £ А (ѵ)
(78)

при ограничениях

—  Е  2  ? F V . l ( V i ^ V . l ( V J  ^  ^8»
ѵ=І Ѵё(ѵ) £А(Ѵ)

(79)

Е  Vv =  1» ki
Ѵб (v) £ 0 (v)

(80)

гдеяѵ,&(ѵ> =  0 или 1, (81)

v = T 7 ! ;  g ( v ) € f i ( v ) - F v U 0  =
=  {0, 1, 2, . . . ,  I  (v +  1) - 1 (v)>;

U FV =  {1. 2........ g(v),
v=l

I (V) +  1......... n};
Б(і)  =  i; E ( f e + l )  =  n + i ;

при V Ф  pi.
Содержательное описание задачи 

(78)—(81) состоит в следующем: к 
применению готовится техническая си­
стема для выполнения «fe» функцио­
нальных задач; время подготовки ог­
раниченно и равно í3; подсистема, 
предназначенная для решения ѵ-й 
функциональной задачи, может быть 
проконтролирована одним из (£ (ѵ +  
+  1) — |  (ѵ)) возможных тестов, ха­
рактеризующихся соответствующей 
достоверностью результатов контроля? 
каждый тест контроля в свою оче­
редь характеризуется «полезностью» сѵ, 
§ (Ѵ) и временными затратами ?г ѵ, |(v)f 
необходимо для каждой ФП указать 
такой тест контроля, чтобы суммарное 
время подготовки системы не прево­
сходило ¿з» а ^полезность» контроля 
была бы максимальной.
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5. Значения коэффициентов целевой функции {сѵ, 6 (ѵ) X ( - 1 )  ю -п

Функ-
циональ-

Теет контроля 1 (ѵ)

ная под- 
свбФема 1 2 3 4 5 6 7

1 0,00002
2 10,95984 0,10001 — ---- — — —
3 7,02462 4,00802 0,10001 — — — —
4 0,01100 0,00200 0,00053 0,00002 0,00001 — —
5 17,96033 10,75766 3,60650 0,20002 — — —
6 1,00050 0,02000 — — — — .---
7 10,05034 0,02000 — — — — —
8 10,17564 0,04743 0,03172 0,00825 0,00680 0,00050 0,00030
9 0,14901 0,03608 0,02673 0,00053 0,00026 0,00012 —

10 3,00451 0,10001 — — — — __
11 26,96018 6,21930 3,80724 1,20072 ---- — __.
12 25,01016 5,21357 3,80724 1,10061 — —- -—
13 10,05034 0,03000 — •— — — .—.
14 10,05035 6,21930 4,51016 2,20242 0,50013 — —
15 0,10001 0,00100 — — — —- __
16 10,05034 6,01807 4,00802 2,30265 0,03000 — __
17 5,01254 1,50113 0,50013 0,05000 — — __
18 3,00451 0,10001 — — — — —
19 66,99487 39,67682 19,59065 13,08524 7,12533 0,70025 —
20 0,03600 0,00864 0,00288 0,00014 0,00001 —- —
21 0,00286 0,00137 0,00129 0,00041 0,00038 0,00023 —
22 50,03039 14,70763 9,84834 5,41463 0,50013 — —
23 33,03985 3,30546 2,60339 — — — ,—-
24 0,10001 0,01000 — — — — _
25 3,00451 2,00200 0,30005 — — — .—
26 0,10001 0,07000 — — — — —
27 5,01254 3,20513 0,50013 — • _ — —

Сформулированная задача является 
типичной задачей исследования опера­
ций и решается методами целочислен­
ного программирования.

Пусть в качестве исходных данных 
решения задачи определения програм­
мы контроля технической системы при 
подготовке к применению заданы: мат­
рица значений коэффициентов целе­
вой функции сѵ, |  (ѵ) =  1п Яѵ, |  (ѵ) 
(табл. 5), матрица значений коэффи­
циентов ресурсного ограничения 
?г ѵ, £ (ѵ) (табл. 6), время іъ =  45 мин.

Специфика условий задачи состоит 
в следующем:

тесты контроля каждой ѵ-й ФП ран­
жированы так, что

^  ^  І'г ѵ, |  (ѵ+і5 -  1 (ѵіі

выполняются условия
к

2  V, 0 8̂»
У=1

к
2  ^р у . 1 (V -4-15—6 (V} э̂»
У=1

(^р V, 6 (V* ?р V, ) (V)) X 
X (с<у, Ц (V} су, }  (V)) ^  0 ,

I  (V), /  (V) 6 б (V);
/ С у ) = ^ £  ( V ) ,  / ( у ) < £ ( у ) .

Алгоритм решения задачи основан
на методе '«ветвей и границ» в комби­
нации с оценками целевой функции, 
полученными при решении методом 
линейного программирования [2].

Общий алгоритм решения задачи
содержит самостоятельный блок ■—
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алгоритм Б, который позволяет полу­
чить нижние оценки целевой функции.

Алгоритм Б. 1. Найти такую пару 
индексов (в, |  (я)) переменной, что

В (а) о _
В (а) о

— 1ПаЛ у
у .1 (у ) ;  а “ V, В (V) — а\ ,  о

причем (в, I  (в)) и (5, 0) £ б (я).
2. Положить 0: =  1; ¿е+1: =  г“0 —
а 8, 0 +  В (8)*

к
где *1 =  2  а^о 5 П =  в} £: =  1}

У=1 ___
£ (V): =  1; V: =  1, &; V: =  г\ £ (г): =
=  I  (5).

3. Для всех 2 , принадлежащих ин­
тервалу (¿2, /2)» принять решение

■®Ѵ» § (Г ) —  ^  =  1» ^  !9 ^  г»

х  =  й г - и г )  —  2  +  *Ѳ ~  а г, I .

Гі 6 I (г) -  “г. 6
£ (г) =  1 — *г, 5‘*
*Ѵ, 6 (V) =  ®

для остальныя х с индексами ѵ, £ (ѵ).
4. Если Ь >  ¿0+1» положить Ѳ: =  

=  0 + 1  и перейти к операции 1. 
В другом случае — конец вычислениям.

Для формальной записи общего ал­
горитма введен в рассмотрение дву­
мерный массив М . Строки этого мас­
сива будут соответствовать функцио­
нальным подсистемам, а элементы 
строк, число которых переменное, — 
тестам контроля: М  =  { т ѵ, |  сѵ)}і
1 = 1 , к £ б (ѵ), где б (ѵ) =  {0, I, ..., 
£ (ѵ +  1) — £ (ѵ)}.

6. Значения коэффициентов ресурсного ограничения {¿ѵ, В(ѵ)Ь с

Функ-
циональ-

Тесч^ контроля |  (ѵ)
ная под­
система 1 2 3 4 Б 6 7

1 5
2 2 450 — — __ г — —
3 10 1320 1590 — --- __ -—
4 11 430 670 710 1100 __ _
5 2 100 340 380 .—. _ __
6 10 1200 ---- __ __ _ —
7 10 1200 — .-- ._- _
8 10 370 590 1040 1260 1880 2100
9 10 370 590 1580 3380 4810 __

10 2 50 — ---- __ __ __
и 5 540 780 1100 __ __ __
12 5 540 780 1100 __ ___ ■
13 2 20 —- __ __ __
14 5 300 380 420 500 __ __
15 2 40 — — - __ __
16 5 300 380 420 500 _ __
17 2 60 300 540 _ —
18 2 45 — ___ _ __ ... _
19 2 60 498 600 798 900 ,---
20 4 340 580 620 1400 — _
21 7 242 272 420 450 817 _
22 5 180 780 1380 1980 __ __,
23 2 95 125 __. -
24 2 150 — ---- __ - - --
25 2 60 320 — - _ _
26 2 250 — __ — — . _
27 5 90 1200 — — —
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Каждый элемент массива может при­
нимать три значения 0, 1 или 2. Если 
т ѵ, |  (ѵ) =  1, то это значит, что пе­
ременная хѵ,  ̂ (ѵ) входит в решение, 
просматриваемое в настоящий момент, 
т. е. равна 1; если тѵ, § (ѵ)=  2, то эта 
переменная не может войти ни в одно 
решение, в которое входят все пере­
менные Хц, § (Ц), где р <  ѵ, т р, і  (|і) =

Массив Ж будет фиксироваться так, 
чтобы в каждой строке было не более 
одного элемента, равного единице. 
Совокупность пар (ѵ, £ (ѵ)), для ко­
торых т ѵ, | (ѵ) =  1, идентифицируют 
переменные хѵ, £ (ѵ), входящие в про­
сматриваемое решение. Произойдет 
»прорыв», если какому-либо элементу 
последней строки присвоено значение, 
равное единице. Каждый »прорыв» 
приводит к нахождению допустимого 
целочисленного решения задачи, обе­
спечивающего не меньшее значение це­
левой функции, чем ранее достигну­
тое. Для описания общего алгоритма 
обозначен через х ^-мерный вектор — 
наилучшее решение задачи, достигну­
тое к настоящему моменту, а / ( 2 )  —
соответствующее значение нижней 
оценки целевой функции (78). Пусть 
далее D =  {d,v, р} — матрица порядка 
feX2, где dVil и dVt 2 — суммарные 
»полезность» и временные затраты на 
контроль и восстановление ФП, выб­
ранных к данному моменту решения 
задачи. Обозначим у  =  {уѵ} как 
/г-мерный вектор, у которого ѵ-я ком­
понента уѵ есть номер теста контроля 
ѵ-й ФП, выбранного к данному моменту 
решения задачи (уѵ =  0, если ѵ-я 
ФП не контролируется). Обозначим 
через Б ѵ (Z) задачу (78)—(81), в ко­
торой вместо Ь в неравенстве (79) 
используется Z и рассматриваются 
не все k ФП, a (k — ѵ +  1) последних 
в матрицах исходных данных, начиная 
с ѵ-й. Соответствующее оптимальное 
значение целевой функции gv (Z) 
задачи Б v (Z) находится по алго­
ритму Б. Введем также в рассмотрение 
массив G == {Тѵ, § (Ѵ) (Z)} такой же 
размерности, что и Ж , Элемент его 

і  (ѵ) равен верхней оценке целе­
вой функции для такого решения за­
дачи, у которого первые ѵ переменных, 
вошедших в решение, есть у±?
Уѵ- 1 и у ѵ.

Общий алгоритм. 1. Решить по алго­
ритму B J f e — 1) задач Б ѵ (Z), ѵ ==
=  1, к -  1, Ба (1) =  Б2 ф).

2. Определить по результатам опе­
рации 1 значения функции (2)
для всех 1  из интервала

й V—I
2  ^  10» ^ ^  о '»

у=1 г=1
V =  1, к — 1.

3. Положить дк (2 ):=

ак. 1 {к) < 2) ‘
4. Определить уточненную ниж­

нюю оценку целевой функции для за­
дачи Б! (Ь) g í ф) =  

к
=  Е  Ч  6 (V) ~  сг. 6 (г) +  сг. 6, ^  6

такое, что с_ « =  max
,е 6=а. £(ѵ+і)-£(ѵ) I Ср- 1:

ар, 6 ^  * Е  аѴ, 6 (V) +
Ѵ=1

+  аг, 6 (Г) ; ѵ =  1, k.

5. Определить Т ѵ - 2 2  аѵ, g(V)’
_______  V

ѵ =  2, k — 1.
6. Принять =  ak, I (ft).
7. Ввести в массивы Ж и G нулевые 

значения.
8. Принять V: =  1; ¿о, %: =  ^0, =  0.
9. Для каждого 1 (V) С б (V), та­

кого, что тпч, § (V) Ф  вычислить

+

*Ѵ. I  (V) ~~  ^Ѵ—I, 1 “Ь сѵ, 6 (V) +

,U A s
~ т  . . .  (b ~  av, s (V) ~  “ v^I, 2)*V+I

Положить f  (Z): =  gv (Z), mv, g (v):=  
=  2 для таких |  (v), что WVt g (v) (Z) 
< / ( Z ) .

10, Найти такое £ (v)*, что
mv, g(v) =?£=2 и Yv, I (v)* ~
=  max g £(V )(Z). Если ука"

ванного I  (v)* нет, то перейти к опе­
рации 15, а если есть, то — и опера­
ции 11.
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7. Результаты решения задачи по определению программы контроля системы

Ф
ун

кц
но

-
ва

ль
на

я
по

дс
ис

те
м

а Тест контроля і  (V)
сѵ, В(ѵ) *  

X (*=1) 1 о—®
Ч  !(ѵ),

в
1 2 3 4 б 6 7

1 1 0 0 0 0 0 0 0,0000002 5
2 1 0 0 0 0 0 0 0,1095984 2
3 1 0 0 0 0 0 0 0,0702462 10
4 1 0 0 0 0 0 0 0,0001100 11
5 0 1 0 0 0 0 0 0,1075766 100
6 1 0 0 0 0 0 0 0,0100050 10
7 1 0 0 0 0 0 0 0,1005034 10
8 1 0 0 0 0 0 0 0,1017564 10
9 1 0 0 0 0 0 0 0,0014901 10

10 0 1 0 0 0 0 0 0,0010001 50
11 0 1 0 0 0 0 0 0,0621930 540
12 0 1 0 0 0 0 0 0,0521357 540
13 0 1 0 0 0 0 0 0,0003000 20
14 1 0 0 0 0 0 0 0,1005034 5
15 1 0 0 0 0 0 0 0,0010001 2
16 1 0 0 0 0 0 0 0,1005034 5
17 0 1 0 0 0 0 0 0,0150113 60
18 0 1 0 0 0 0 0 0,0010001 45
19 0 0 0 0 0 0 0 0,0070025 900
20 1 0 0 0 0 0 0 0,0003600 4
21 1 0 0 0 0 0 0 0,0000286 7
22 0 1 0 0 0 0 0 0,1470763 180
23 0 1 0 0 0 0 0 0,0330546 95
24 1 0 0 0 0 0 0 0,0010001 2
25 0 1 0 0 0 0 0 0,0200200 60
26 1 0 0 0 0 0 0 0,0010001 2
27 1 0 0 0 0 0 0 0,0501254 5

Общий результат 1,0946010 44 мин 57с

11* ПриНЯТЬ |  (ѵ)’ — 1> ^Ѵ—1 , —1
^ Ѵ — I ,  1! С Ѵ ,  I  ( V ) * ’ ^ ѵ ,  г  ~

¿V—1, £ (V)*’ Уѵ =  ^ (“V)**
12. Присвоить ѵ: =  ѵ +  1. Если 

ѵ =  й, то произошел «прорыв» — 
перейти к операции 13, если к Ф  ѵ, 
то — к операции 9,

13. Принять

14. Принять тк_ъ  у к„г: =  2 и 
перейти к операции 8.

15. Если ѵ =5̂= 1, то принять

я*ѵ-і> =  2;
т ѵ, 6 (ѵ5: =  0 для £ (ѵ) £ б (ѵ); ѵ: =  

=  ѵ — 1

Уй* — шах 1ск 6 а. « ^
і ( ѵ) ^ ^ и ° Ѵ } , ё ( )

< 6  ^к—і,  [_№ : =  ¿кг-Л, I +
+  Су л  х: =  д.  в

и перейти к операции 10; если ѵ =  1, 
то — окончание вычислений.

Применение этого алгоритма для 
исходных данных, приведенных в 
табл. 5, 6, дало результаты, помещен­
ные в табл. 7.



Глава 13. Показатели ремонтопригодности 
технических систем 
и их определение

1. ПОНЯТИЯ и ОПРЕДЕЛЕНИЯ. 
СВЯЗЬ МЕЖДУ ВИДАМИ 
РЕМОНТА

Под видом ремонта понимают ремонт, 
выделенный по одному из существен­
ных признаков: этапу существования, 
периодичности, объему работ, усло­
виям эксплуатаций, регламентации и 
Т. д.

Классификация видов ремонта и 
связь между ними представлена на 
рис. 1 . Указанные виды ремонта можно 
выполнить с помощью различных ме­
тодов, т. е. совокупности технологиче­
ских и организационных правил вы­
полнения операций ремонта. Класси­
фикация методов ремонта приведена 
в 147].

2. ПОКАЗАТЕЛИ, 
ХАРАКТЕРИЗУЮЩИЕ 
РЕМОНТОПРИГОДНОСТЬ 
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Под ремонтопригодностью понимают 
свойство объекта, заключающееся в 
приспособленности к предупреждению 
и обнаружению причин возникновения

отказов, повреждений и устранению 
их последствий путем проведения тех­
нического обслуживания и ремонтов. 
Техническое обслуживание входит в 
тот или иной вид ремонта.

Количественные характеристики ре­
монтопригодности технических си­
стем можно разделить на две группы: 
оперативные (временнйе) и экономи­
ческие.

О п е р а т и в н ы е  х а р а к т е ­
р и с т и к и  определяют время, в 
течение которого система находится 
в работоспособном или неработоспо­
собном состоянии в какой-то период 
эксплуатации в связи с проведением 
восстановительных работ.

Э к о н о м и ч е с к и е  х а р а к ­
т е р и с т и к и  позволяют оценить 
затраты труда и материальных средств 
на восстановление работоспособности 
системы.

Количественные характеристики ре­
монтопригодности, в свою очередь, 
можно разделить на основные и до­
полнительные. Основные характери­
стики позволяют оценить систему с 
точки зрения выполнения заданных 
требований к ее ремонтопригодности 
в целом и получить оценки этих по­
казателей при проектировании, изго-

Рис. 1. Классификация ремонта
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товлении и эксплуатации» Дополни­
тельные характеристики количествен­
но определяют отдельные свойства 
ремонтопригодности с целью оценки 
полноты их учета в конструкции.

К г р у п п е  о с н о в н ы й  
о п е р а т и в н ы х  х а р а к т е ­
р и с т и к  ремонтопригодности от­
носят среднюю оперативную продол­
жительность планового (непланового) 
текущего ремонта данного вида, сред­
нюю оперативную продолжительность 
планового (непланового) капиталь­
ного ремонта данного вида и др.

К г р у п п е  д о п о л н и т е л ь ­
н ы х  о п е р а т и в н ы х  х а р а к ­
т е р и с т и к  относят показатели 
контролепригодности (средняя про­
должительность поиска отказов, ве­
роятность обнаружения отказов за 
время, не превышающее заданное), 
показатели взаимозаменяемости со­
ставных частей и др.

К г р у п п е  о с н о в н ы м  
э к о н о м и ч е с к и х  х а р а к ­
т е р и с т и к  ремонтопригодности 
относят стоимость ремонтов, среднюю 
стоимость ремонтов, среднюю опера­
тивную трудоемкость планового (не­
планового) ремонта данного вида и др.

К г р у п п е  д о п о л н и ­
т е л ь н ы х  э к о н о м и ч е с к и х  
х а р а к т е р и с т и к  относят по­
казатели эффективности использования 
рабочего времени при ремонте, пока­
затели удобства выполнения ремонта 
(коэффициент доступности, легкосъем- 
ности и др.), коэффициенты унифика­
ции, стандартизации и др.

Показатели ремонтопригодности и 
расчетные формулы для них приведены 
в табл. К

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
РЕМОНТОПРИГОДНОСТИ

Количественные оценки показателей 
ремонтопригодности определяются по 
результатам наблюдений за изделиями. 
Результаты наблюдений могут быть 
получены при испытаниях изделий на 
ремонтопригодность или на надежность 
при проведении технических обслужи- 
ваний в процессе эксплуатации, про­
ведения ремонтов. К этим наблюдениям 
предъявляются следующие требования:

информация должна быть получена 
в заданных условиях выполнения тех­
нического обслуживания и ремонта по 
организации, технологии, материаль­
но-техническому обеспечению, квали­
фикации обслуживающего персонала, 
условиям окружающей среды при со­
блюдении в процессе эксплуатации 
требований эксплуатационной доку­
ментации.

В наибольшей степени эти условия 
удовлетворяются при проведении спе­
циальных испытаний на ремонтопри­
годность.

Методами испытаний по разграни­
чительному признаку — формирование 
необходимости проведения техниче­
ского обслуживания и ремонта — 
являются методы с возникающей не­
обходимостью проведения техниче­
ского обслуживания и ремонта (ТО 
и Р), с создаваемой необходимостью 
проведения ТО и Р, с предполагаемой 
необходимостью ТО и Р, комбини- 

! рованный.
Метод испытания на ремонтопри­

годность с возникающей необходи­
мостью проведения ТО и Р состоит 
в проведении натурных испытаний и 
накоплений исходной информации в 
ходе выполняемых плановых ТО и Р, 
а также устранения возникающих от­
казов.

Создаваемая необходимость в про­
ведении ТО и Р, по существу, пред­
ставляет собой физическое модели­
рование ситуаций, в которых реально 
необходимо выполнять и выполняются 
операции по ТО и Р. От этого метода 
отличается метод с предполагаемой 
необходимостью в проведении ТО и 
Р, в которой выполнение операций 
ТО и Р контролируется.

Комбинированный метод представ­
ляет собой сочетание указанных выше 
методов в любой их последователь­
ности.

Подготовка исходных данных и поря­
док расчета показателей ремонтопри­
годности. При расчете показателей ре­
монтопригодности п о  р е з у л ь ­
т а т а м  и с п ы т а н и й  изделий на 
ремонтопригодность и надежность в 
качестве исходных данных использу­
ются: затраты времени и труда на эле­
менты операций ремонтов каждого 
вида, расход запасных частей, горю-



1. П оказатели  ремонтопригодности

оОр. П оказатель И сходны е д а в н и е
Ф орм ула или порядок 

расчета п оказателя Д ополнительны е данны е

1 Средняя оперативная 
пр одолжител ь ность 
планового (непланово­
го) текущего ремонта 
данного вида —
Т’(П) г'г(в) , „
1 р г 1 »• р гг

Число рабочих мест и ис­
полнителей текущего ремон­
та данного вида — і*1;

перечень и число опера­
ций в текущем ремонте дан­
ного вида — Ь\ 

среднее оперативное вре­
мя, затрачиваемое исполни­
телями /  на выполнение опе­
рации 1 текущего ремонта 
данного вида — ///

т

' И -  т 2 ,й >- (1>
/=  I

В (1) и (2) Ці] — значение 
оперативного времени, за­
трачиваемого /-исполните­
лем на выполнение /-опера­
ции текущего ремонта дан­
ного вида при /-м наблю­
дении; т — число наблю­
дений

2 Средняя оперативная 
трудоемкость планового 
(непланового) текущего 
ремонта данного вида —

5 і п р г [ ^ " р г] > чсл-4

Перечень и число операций 
в плановом (неплановом) те­
кущем ремонте данного ви­
да — Ь;
среднее оперативное время, 
затрачиваемое исполните­
лем /  на выполнение опера­
ции / текущего ремонта дан­
ного вида — tfl

Р ѣ т

» 2 2 2 ' » /і=х і=і /=і
(2)

3 Средняя оперативная 
стоимость планового 
(непланового) текущего 
ремонта данного вида —

[ < £ ’*]■ руб-

Стоимость оперативных тру­
дозатрат на проведение пла­
нового (непланового) теку­
щего ремонта данного ви-
Да -  С<п)Эі;
средняя стоимость запасных 
частей, используемых при 
текущем ремонте данного ви-
Да -  С « * ,

С 'П,Рі =  С.Ю +  с ю ,  (3)
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4 Гамма-процентная опе­
ративная продолжи­
тельность планового 
(непланового) текущего 
ремонта данного вида — 
т (п) / т (н) \
1 Ф. р V \  Т. р V/’

Статистические данные об 
оперативной продолжитель­
ности текущего ремонта дан­
ного вида — (Г<п)р^ ,  1 =

=  1, т)

5 Гамма- процентная опе­
ративная трудоемкость 
планового (непланово­
го) текущего ремонта 
данного вида —
4 " р  V ѵ)- чел-'4

Статистические данные об 
оперативной трудоемкости 
текущего ремонта данного
вида — 5<“ >р  ̂(5(?>р^),

/ =  1, т

6 Г амма- процентная опе­
ративная стоимость 
планового (непланово­
го) текущего ремонта 
данного вида —
^т?р ѵ (^т?р ѵ)> РУ̂ *

Статистические данные об 
оперативной стоимости те­
кущего ремонта данного ви- 
да -  / =

=  1, т

7 Средняя суммарная опе­
ративная продолжи­
тельность текущих ре­
монтов Т ^

Число видов плановых те­
кущих ремонтов г;

число плановых текущих 
ремонтов ¿-го вида за задан­
ную наработку — п*; 
средняя оперативная продол­
жительность планового те­
кущего ремонта данного ви­
да — Т (п) *Аа т- РГ
число неплановых текущих 
ремонтов за заданную на­
работку — в;
средняя оперативная продол­
жительность непланового
текущего ремонта —

Т ,.  р =  т1 %* +  Е  Т ? п п 1

(4)

7’̂ ” ,̂ определяются в по­
рядке, изложенном в п. 1. 
Значение 5 определяется с 
учетом вероятности возник­
новения потребности в про­
ведении неплановых ремон­
тов

ю

О
пределение показателей



Продолжение табл. 1
№

 п
о 

1 
по

р. П одаватель И сходные данны е Ф ормула или порядок  
расчета показателя Д о п о л н и тел ьн ее  данны е

8 Средняя суммарная опе­
ративная трудоемкость 
текущих ремонтов — 

р) чел."Ч

Вариант I
Число видов плановых теку­
щих ремонтов — г; 
число плановых текущих ре­
монтов ¿-го вида за задан­
ную наработку — пі\ 
средняя оперативная трудо­
емкость планового текущего
ремонта ¿-го вида— ;
число неплановых текущих 
ремонтов за заданную нара­
ботку —
средняя оперативная трудо­
емкость непланового теку­
щего ремонта — 5 ^

Вариант П
Перечень и число сборочных 
единиц изделия — Е); 
средняя суммарная опера­
тивная трудоемкость теку­
щих ремонтов каждой сбо­
рочной е д и н и ц ы 5 т. е

г
Т. р ^  Т. р I І т  *. р* 

1 = 1  1
(5)

Я
5 Т. р =  X ! ^ т .  (6)

¿=І а

5 ^П)р4 и определяют
по формуле (2)* Порядок 
определения тот же, что 
и в п. 7

5 Т. определяют по фор­
муле 5

9 Средняя суммарная опе­
ративная стоимость те­
кущих ремонтов — 

р> РУб*

Вариант 1
Число видов плановых теку­
щих ремонтов — г\ 
число плановых текущих ре­
монтов ¿-го вида за задан-

С<п)р и С<н)р определяют
по формуле (3). Порядок 
определения в тот же, что 
в п. 7
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ную наработку — щ ; 
средняя оперативная стои­
мость планового текущего
ремонта ¿-го вида — С^п^ ;
среднее число неплановых 
текущих ремонтов за задан­
ную наработку — в; 
средняя оперативная стои­
мость непланового текущего
ремонта —

Вариант II
Перечень и число сборочных 
единиц изделия — 
средняя суммарная опера­
тивная стоимость текущих 
ремонтов каждой сборочной 
единицы — Ст . р

&

с , . ,=  с « ^ +

+ Е  <£>», Р)
*=*1 1

С т.Р(<
Хі

(8)
Ст. определяется по фор­
муле (7), где г — число 
видов плановых текущих 
ремонтов по каждой сбо­
рочной единице; і%і — число 
плановых текущих ремон­
тов ¿-го вида за заданную 
наработку каждой сбороч­
ной единицы;
С£п>рг — средняя оператив­
ная стоимость планового те­
кущего ремонта ¿-го вида 
каждой сборочной единицы; 
в — число неплановых те­
кущих ремонтов каждой 
сборочной единицы за за­
данную наработку; С^н р — 
средняя оперативная стои­
мость непланового текущего 
ремонта каждой сборочной 
единицы. Порядок опреде­
ления з тот же, что и в п. 7 ьэ

со

О
пределение показателей



Продолжение табл. $ №45»45»
№

 п
о 

1 п
ор

.

Показатель Исходные данные Формула или порядок 
расчета показателя Дополнительные данные

10 Удельная суммарная 
оперативная продол­
жительность текущих
ремонтов — Тт. р, ч/ед. 
наработки

Средняя суммарная опера­
тивная продолжительность
текущих ремонтов — Т Тш р; 
заданная наработка — /

_ ^ т .  р
Т’т. р —  ̂ (9)

Тт. р определяют по фор­
муле (4)

11 Удельная суммарная 
оперативная продол­
жительность трудоем­
кости текущих ремон­
тов — 5 Ті р, чел.-ч/ед. 
наработки

Средняя суммарная опера­
тивная трудоемкость теку­
щих ремонтов — 5 Т. р; 
заданная наработка — і

_ 5Т. р
5 Т. р -  * і (Ю)

5 т .р  определяют по форму­
лам (5), (6)

12 Удельная суммарная 
оперативная стоимость 
текущих ремонтов —
Ст> р, руб/ед. наработ­
ки'

Средняя суммарная опера­
тивная стоимость текущих
ремонтов — Ст> р; заданная 
наработка — *

_  Ст. р
Ст. р — £ (11)

Ст. р определяют по фор­
мулам (7), (8)

13 Вероятность выполне­
ния непланового теку­
щего ремонта в задан­
ное время — Р (н)р

Статистические данные об 
оперативной продолжитель­
ности устранения послед­
ствий отказов, требующих
текущего ремонта —

1 =  1, т;
заданная продолжительность 
непланового текущего ремон-
та — ^ з а д

Имеющиеся значения опе­
ративной продолжительно­
сти неплановых текущих 
ремонтов располагают в 
порядке возрастания в ва­
риационный ряд; 
каждому значению из ва­
риационного ряда присваи­
вают порядковый номер; 
находится эмпирическая 
функция распределения

=  ¡Іт, / =  1, ш; 
находится максимальное

П
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значение Г<н>р <  Тзад; 
значение, соответствующее 
Т’̂ р ,  принимается в ка­
честве оценки показателя

14 Средняя оперативная 
продолжительность 
планового (непланово­
го) капитального ремон­
та данного вида —
П П,Р ( П в)р)> ч

Статистические данные об 
оперативной продолжитель­
ности капитального ремонта
данного вида — І =  

=  1, т

Р

“  -5г 2  г - р , (12) 
/=1

Здесь и далее используются 
данные только по первому 
капитальному ремонту

15 Средняя трудоемкость 
планового (непланово­
го) капитального ремон­
та данного вида —
^ п)р (5 Ін)р), чел.-ч

Перечень и число операций 
в капитальном ремонте дан­
ного вида — Ь; 
среднее оперативное время, 
затрачиваемое исполнителем 
/  на выполнение операции / 
капитального ремонта дан­
ного вида — ///; 
число исполнителей капи­
тального ремонта данного ви­
да — ^

=  £  I !  (13>
Г=І /-=1

—

16 Средняя оперативная 
стоимость планового 
(непланового) капи­
тального ремонта дан­
ного вида— С£п)р(с£н)р), 
руб.

Стоимость оперативных тру­
дозатрат на проведение ка­
питального ремонта данного 
вида — Ст . 3; стоимость за­
пасных частей, используе­
мых при капитальном ре­
монте данного вида — С8# ч

С!сП,р =  СіП'а +  С ,  (И)

О
пределение показателей



Продолжение табл. 1
№

 п
о 

по
р. П оказатель И сходны е данн ы е Ф ормула или п оряд ок  

расчета п оказател я Д ополнительны е данны е

17 Гамма-процентная опе­
ративная продолжи­
тельность планового 
(непланового) капи­
тального ремонта дан­
ного вида —

П п,Рѵ( П н,Рѵ). ’

Статистические данные об 
оперативной продолжитель­
ности капитального ремонта 
данного вида —
Т Ч )р} ( г<хВ)р}У / =  1. «я

— —

18
Гамма-процентная опе­
ративная трудоемкость 
планового (непланово­
го) капитального ремон­
та данного вида —

^ п,рѵ ( 4 н,Рѵ) ' чел" 4

Статистические данные об 
оперативной трудоемкости 
капитального ремонта дан-
ного вида -  ( 4 % ,.) -  

/ =  1, т

19 Гамма-процентная опе­
ративная стоимость пла­
нового (непланового) ка­
питального ремонта дан­
ного вида —
^ к Л ѵ (Ск.\>ѵ)» руб.

Статистические данные об 
оперативной стоимости ка­
питального ремонта данного
вида _  С ? \} (С£>р)) , /  =  

— 1, ш

20 Средняя суммарная опе­
ративная продолжи­
тельность капитальных 
ремонтов — р, ч

Средняя оперативная про­
должительность планового 
капитального ремонта — 
г ( п) ♦
1 к .  р>
число неплановых капиталь­
ных ремонтов за заданную 
наработку — я; 
средняя оперативная продол-

71 — 'Т’(п) I 'Г’(н) „
к .  р  к . р “  1 к .  р

(15)

р определяют по фор­
муле (12). Порядок опре­
деления тот же, что и 
в п. 7
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21

житель ноетъ непланового 
капитального ремонта — 
7*(н) 

к- Р

Средняя суммарная опе­
ративная трудоемкость 
капитальных ремон­
тов — 5 К. р, чел. ч

Вариант I
Средняя оперативная трудо­
емкость первого капиталь­
ного ремонта —- 5^п)р;
число неплановых капиталь­
ных ремонтов за заданную 
наработку — s; 
средняя оперативная трудо­
емкость непланового капи­
тального ремонта —

Вариант Н
Число сборочных единиц из­
делия — D;
средняя суммарная опера­
тивная трудоемкость напи­
та льных ремонтов каждой 
сборочной единицы — 5 К.

5 к . р = 4 П,р + 4 Я,р*
(16)

D
S H. p =  *̂ к. pd 07)

d=l

5 к! р’ 5^в)р определяют по 
формуле (13)

5 К> определяют по фор­
муле (16)

22 Средняя суммарная опе­
ративная стоимость ка­
питальных ремонтов — 
Ск. р> РУб*

Вариант I
Средняя оперативная стои­
мость планового капиталь­
ного ремонта — С ^ р;
число неплановых капиталь­
ных ремонтов за заданную 
наработку — s; 
средняя оперативная стои­
мость /-го непланового ка­
питального ремонта — С ^ р

г  =  г (п) 4- ч с к. р “’к. р ' и к. ps
(18)

Ск! Р> Ск?р определяют по 
формуле (14), й — как вп , 7

О
пределение показателей



Продолжение табл. 1

о
n d«2 О *5 С

Показатель Исходные данные Формула или порядок 
расчета показателя Дополнительные данные

Средняя суммарная опе­
ративная стоимость ка­
питальных ремонтов — 
Ск.р , РУ6-

Вариант II
Число сборочных единиц из­
делия — И;
средняя суммарная опера­
тивная стоимость капиталь­
ных ремонтов каждой сбо­
рочной единицы — Ск, р^

D
Ск. р =  Ск. р (19) 

d= I Ск. определяют по фор­
муле (18)

23 Средняя удельная сум­
марная оперативная 
продолжительность ка­
питальных ремонтов —
Тк. р, ч/ед. наработки

Средняя суммарная опера­
тивная продолжительность 
капитальных ремонтов — 
Гк .
заданная наработка — £

— ^к. р
T«. Р -  t (20)

Г к. р определяют по фор­
муле (15)

24 Средняя удельная сум­
марная оперативная 
трудоемкость капиталь­
ных ремонтов — 5 К. р, 
чел.-ч/ед. наработки

Средняя суммарная опера­
тивная трудоемкость капи­
тальных ремонтов — 5 К> р; 
заданная наработка — /

_ 5 К. р
^к. р —  ̂ (21)

5 К. р определяют по фор­
мулам (16), (17)

25 Средняя удельная сум­
марная оперативная 
стоимость капитальных
ремонтов — Ск. р, 
руб/ед. наработки

Средняя суммарная опера­
тивная стоимость капиталь­
ных ремонтов — Ск> р; 
заданная наработка — і

_ Ск. р
с „ . р =  t (22)

Ск. р определяют по фор­
мулам (18), (19)

248 
П

оказателя рем
онтопригодности



26 Вероятность выполне­
ния непланового капи­
тального ремонта в за­
данное время — Р£>

Статистические данные об 
оперативной продолжитель­
ности устранения послед­
ствий отказов, требующих 
капитального ремонта, — 
т(н> •1 к. р*
заданная продолжительность 
непланового капитального 
ремонта — Тзад

Порядок определения по­
казателя тот же, что и 
в п. 13

27 Объединенная удель­
ная оперативная про­
должительность техни­
ческих обслуживаний и 
ремонтов — Т, ч/ед. на­
работки

Удельная суммарная опера­
тивная продолжительность 
технического обслужива­
ния — тт. 0;
удельная суммарная опера­
тивная продолжительность
текущих ремонтов — Т Тш р; 
удельная суммарная опера­
тивная продолжительность 
капитальных ремонтов —
^к. р

7, =  7,т -0 + 7 ’!Р>р +  Т Кг р
(23)

Т’т. р определяют по фор­
муле (9); Т к. р — по фор­
муле (20)

28 Объединенная удель­
ная оперативная тру­
доемкость технических 
обслуживаний и ремон­
тов — 5 , чел.-ч/ед. на­
работки

Удельная суммарная опера­
тивная трудоемкость техни­
ческих обслуживаний —
•^т. о 5
удельная суммарная опера­
тивная трудоемкость теку­
щих ремонтов — 5 Т< р; 
удельная суммарная опера­
тивная трудоемкость капи­
тальных ремонтов — 5 К. р

•5 =  <5Т> о 5 Т. р 5 К. р
(24)

О
пределение показателей



Продолжение табл. 1 юСП

о
с а4! о £  в

Показатель Исходные данные
Формула или порядок 

расчета показателя Дополнительные данные

29 Объединенная удельная 
оперативная стоимость 
технических обслужи- 
ваний и ремонтов — С, 
руб/ед. наработки

Удельная оперативная сум­
марная стоимость техниче­
ских обслуживаний — Ст> 0; 
удельная суммарная опера­
тивная стоимость текущих
ремонтов — Ст. р ; 
удельная суммарная опера­
тивная стоимость капиталь­
ных ремонтов — СК- р

С =  ^ т .  о Н-  Ст. р Ск> р
(25)

30 Коэффициент доступно­
сти — ¿ д

Основная трудоемкость вы­
полнения операции текущего
ремонта — 5<0)р;
вспомогательная трудоем­
кость выполнения операции 
текущего ремонта —

к А -  5 (о) і 5 (В) (26) 
р 1 ° т .  р

31 Коэффициент взаимо­
заменяемости — ¿в

Оперативная трудоемкость 
демонтажно-монтажных ра­
бот по замене сборочных 
единиц и деталей изделия 
в процессе ремонта без при­
гоночных, регулировочных и 
селективных работ — 5 ^ ;  
оперативная трудоемкость 
пригоночных, регулировоч­
ных и селективных работ 
при замене сборочных еди­
ниц и деталей в процессе 
технического обслуживания 
(ремонта) изделия — 5 П

*̂ ДМ
кв — о 1 с (27)*̂ дм “Г °п

П
оказатели рем

онтопригодности



32 Коэффициент легко- 
съемности —

Оперативная трудоемкость 
демонтажно-монтажных ра­
бот (ремонта) той или иной 
сборочной единицы или де­
тали изделия — 5 ДМ; 
оперативная трудоемкость 
аналогичных работ на про­
тотипе — 5  ̂  дм

5 <п)

*Л =  / “ (28) 
°дм

33 Коэффициент унифика­
ции изделия (сбороч­
ных единиц, деталей) —

Число унифицированных 
сборочных единиц изделия 
и его унифицированных де­
талей, не вошедших в состав 
сборочных единиц, — М у/,
общее число соответствую­
щих составных частей изде­
лия без учета стандартизо­
ванных крепежных деталей—

*У =  Е * « ,  (29)
і

34 Коэффициент стандар­
тизации изделия (сбо­
рочных единиц, дета­
лей) — Кс

Число стандартных сбороч­
ных единиц изделия и его 
стандартных деталей, не во­
шедших в состав сборочных 
единиц, — М сі’, 
общее число соответствую­
щих составных частей изде­
лия без учета крепежных 
деталей — М с^і

¿ и *  <*»
і

П р и м е ч а н и е .  Вследствие простоты расчетов показателей ремонтопригодности примеры не приводятся. Тре­
бования к объёму статистических данных, корректности их обработки изложены в т. 1 и 2. госл
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И зд ели е-------------------- -—

Предпр иятие- изготовитель 

Заводской номер ---------

2. Первичная хронокарта №

____  Вид и операция ремонта ---------

____  Дата проведения хронометража

____  Характеристика рабочего места
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чих, смазочныя материалов — по дан­
ным первичных хронокарт и число 
ремонтов за заданную наработку — 
по данным эксплуатационных и ре­
монтных документов.

При расчете показателей ремонто­
пригодности п о  р е з у л ь т а т а м  
ремонтов изделий в п р о ц е с с е  
р е м о н т а  в ремонтных подразде­
лениях в качестве исходных исполь­
зуют следующие данные карт-накопи­
телей сведений о ремонте изделий за 
расчетный период: оперативные про­
должительность и трудоемкость ре­
монтов каждого вида; расход запасных 
частей, горючих, смазочных и вспо­
могательных материалов; число ре­
монтов каждого вида за расчетный пе­
риод.

В качестве расчетного периода (за­
данной наработки) принимается одна 
из следующих величин:

назначенный ресурс до первого ка­
питального ремонта включительно;

наработка за установленный срок 
службы до списания;

один цикл всех видов технического 
обслуживания.

Исходные данные удобно накапли­
вать с помощью первичных, сводных 
хронокарт (табл. 2) и карт-накопи­
телей (табл. 3) сведений о ремонтах 
за расчетный период.

Сводная хронокарта имеет подобную 
табл. 2 структуру, но отличается наи­
менованием столбца 1, где вместо «наи­
менование операций и элементов опе­
раций» указываются «номера наблю­
дений», а вместо «итого по операции» 
приводятся «средние значения». Ос­
тальные столбцы 2—17 имеют преж­
ние наименования. Несколько изме­
няется также верхняя часть сводной 
хронокарты: слева вверху оставляются 
только надписи «изделие» и «эксплуа­
тирующая организация», а справа — 
только надпись «операция (элементы 
операции) технического обслуживания 
(ремонта)».

Формулы для расчета показателей 
ремонтопригодности приведены в 
табл. 1. При проведении расчетов не­
обходимо учитывать, что если имеется 
несколько вариантов расчета показа­
теля, то вариант следует выбирать 
в зависимости от имеющихся исход­
ныя данныя.



Глава 14. Анализ, планирование
и управление процессом ремонта 
технических систем

1. ЭКОНОМИЧЕСКОЕ 
ОБОСНОВАНИЕ
ЦЕЛЕСООБРАЗНОСТИ РЕМОНТА

Целесообразность ремонта техниче­
ских систем вытекает, как правило, из 
того, что для восстановления их ка­
честв в силу неравномерного износа, а 
также случайного характера отказов и 
повреждений элементов требуется вос­
становление или замена лишь некото­
рой части узлов и элементов. Вслед­
ствие этого материальные затраты на 
выполнение ремонта, как правило, 
меньше, чем при изготовлении новых 
систем.

Стоимость ремонта технической си­
стемы определяется стоимостью посто­
янных работ, которая не зависит от 
фактического технического состояния 
системы (разборка, сборка, испытания 
после ремонта и др.)> и стоимостью 
переменных работ, объем которых за­
висит от состояния составных частей 
системы. В процессе эксплуатации си­
стемы число ее составных частей, ре­
сурс которых уже исчерпан, возра­
стает. Поэтому число таких составных

Рис. 1. Зависимость стоимости изго­
товления и ремонта от времени эксплу­
атации

частей, подлежащих ремонту или за­
мене при ремонте, меньше, чем их 
число при следующих ремонтах. По­
этому стоимость переменных работ воз­
растает с каждым ремонтом. Стоимость 
же новых систем со временем снижа­
ется в связи с совершенствованием тех­
нологии производства, повышением 
производительности труда и другими 
факторами. На рис. 1 приведены типо­
вые кривые, характеризующие зависи­
мости стоимости ремонта системы и сто­
имости их изготовления от времени. 
На рис. 1 видно, что кривые 1 (стоимо­
сти ремонта) и 2 (стоимости изготовле­
ния новой системы) пересекутся в точ­
ке А, в которой стоимость ремонта и 
стоимость нового изделия равны между 
собой. Следовательно, экономически 
целесообразно производить ремонт си­
стемы только до этого момента. Со­
вершенствованием технологического 
процесса ремонта, повышением произ­
водительности труда, внедрением до­
стижений научно-технического про­
гресса в практику ремонта можно су­
щественно снизить стоимость ремонта 
системы (кривая 4). Кроме того, можно 
замедлить интенсивность снижения сто­
имости новой системы путем интенсив­
ной эксплуатации, уменьшая таким об­
разом моральный износ (кривая 3). 
При этом кривая 4 пересечется с кри­
вой 3 в точке Поэтому число эко­
номически выгодных ремонтов увели­
чивается, а так как оно определяет срок 
службы системы, то это приведет к 
уменьшению расходов на эксплуата­
цию и ремонт системы в целом.

Таким образом, для экономического 
обоснования целесообразности ремон­
та необходимо иметь зависимости сто­
имости ремонта и стоимости изготовле­
ния новой техники в функции от про­
должительности эксплуатации |27, 54}.
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2. ТИПОВЫЕ СТРУКТУРНЫЕ 
СХЕМЫ РЕМОНТА 
ИЗДЕЛИЙ ТЕХНИКИ

Ремонт изделий производится каина 
местах их эксплуатации (текущий ре­
монт, который, как правило, является 
неплановым), так и в условиях специа­
лизированных организаций — на ре­
монтных предприятиях (РП).

Ремонт изделий на ремонтных пред­
приятиях имеет стабильную организа­
цию, является в основном плановым и 
играет существенную роль в обеспече­
нии показателей надежности изделий.

Технологический процесс ремонта 
изделий в РП определяется прежде 
всего стратегией ремонта, т. е„ сово­
купностью правил управления техни­
ческим состоянием изделий в процессе 
ремонта. В РП применяются две основ­
ные стратегии ремонта: по наработке и 
по техническому состоянию; причем 
более широко распространена страте­
гия ремонта по наработке.

Под стратегией ремонта по наработке 
понимается стратегия, согласно кото­
рой объем разборки изделия и дефекта­
ции его составных частей назначается 
единым для парка однотипных изделий 
в зависимости от наработки с начала 
эксплуатации и после капитального 
или среднего ремонта, а перечень опе­
раций восстановления определяется с 
учетом результатов дефектации состав­
ных частей изделия.

Физическим обоснованием целесооб­
разности проведения такого периоди­
ческого по времени ремонта является 
ухудшение от времени основных пара­
метров, определяющих работоспособ­
ность технической системы (старение, 
изнашивание и т. п.).Если техническое 
состояние изделия в полной мере опре­
деляется функцией распределения вре­
мени безотказной работы Т7 (¿), то не­
обходимым условием целесообразности 
ремонта является V (і) £> 0, причем

! - /= • ( ( )
интенсивность от­

казов.
Если техническое состояние изделия 

¡характеризуется набором параметров, 
для каждого из которых зависимость 
математического ожидания от времени 
имеет явно выраженную тенденцию и

убыванию (возрастанию), а дисперсия 
достаточно мала, то в этом случае 
также целесообразен периодический 
ремонт. Вместе с тем единая периодич­
ность приводит к тому, что выбранные 
сроки могут и не согласовываться с тре­
буемыми сроками, зависящими от тех­
нического состояния (например, если 
скорости изменения математических 
ожиданий параметров будут существен­
но отличаться друг от друга).

Применение стратегии ремонта по 
наработке означает, что изделие, по­
ступающее в ремонт, независимо от его 
фактического технического состояния, 
подвергается разборке в объеме, преду­
смотренном заранее заданным переч­
нем обязательных работ. Аналогично 
(вне зависимости от технического со­
стояния) производится и дефектация 
(диагностирование). В зависимости от 
объема ремонта, глубины разборки и 
степени восстановления ресурса в рам­
ках стратегии ремонта по наработке 
различают два основных вида ремон­
та — капитальный и средний, хотя 
четкой границы между объемами сред­
него и капитального ремонта не суще­
ствует.

Технологические процессы среднего 
и капитального ремонтов в связи с 
многообразием конструктивного испол­
нения изделий техники отличаются 
специфическими особенностями, но у 
них имеется и общая типовая последо­
вательность основных операций.

Рассмотрим усредненную типовую 
структурную схему технологического 
процесса, характеризующую специфи­
ку среднего и капитального ремонтов 
(рис. 2). Она содержит 17 основных 
операций, часть которых при среднем 
ремонте будет отсутствовать.

Приемка в ремонт включает: оформ­
ление соответствующей документации, 
проверку комплектности, общего тех­
нического состояния (внешнего вида), 
оценку наработки изделия с начала 
эксплуатации или после последнего 
ремонта. После проверки изделие под­
вергается внешней очистке либо про­
дувкой сжатым воздухом, либо промыв­
кой моющими средствами в случае 
сильных эксплуатационных загрязне­
ний. а затем поступает на участок пред­
варительной оценки работоспособности. 
Данный этап, характерный для капи-
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Рис. 2. Схема технологического процесса, соответствующего стратегии ремонта 
по наработке (средний и капитальный ремонты)

тального ремонта, проводится с целью 
облегчения настройки или регулировки 
изделия после ремонта. При среднем 
ремонте предварительная оценка рабо­
тоспособности, как правило, не преду­
сматривается.

Операция «разборка изделия» харак­
теризуется таким параметром, как объ­
ем разборки, причем он для изделия 
каждого типа строго регламентирован, 
т. е. зависит только от наработки изде­
лия с начала эксплуатации (после по­
следнего ремонта) и не зависит от тех­
нического состояния конкретного из­
делия. Объем разборки среднего ре­
монта, как правило, меньше, чем для 
капитального, хотя в ряде случаев 
может быть одинаков. Разборка изде­
лия производится до уровня, позволя­
ющего выполнить обязательные рабо­
ты, оговоренные в их перечне, и необ­
ходимые доработки по действующей 
нормативно-технической документа­
ции (НТД). Этот уровень определяется 
конструктивными особенностями из­
делия.

После разборки блоки, узлы, дета­
ли изделий (т. е. сборочные единицы) 
поступают на очистку и промывку. На 
РП эта операция выполняется на от­
дельном участке. В зависимости от сте­
пени и характера загрязнений послед­
ние могут удаляться сжатым воздухом, 
промывкой, в ультразвуковых ваннах 
и т. п. В качестве моющих средств ис­
пользуются спирт, бензин, синтетиче­
ские моющие средства.

После очистки блоки, узлы поступа­
ют на визуально-оптическую дефекта­
цию, целью которой является выявле­
ние дефектов в виде обрывов, подга- 
ров, трещин, износов и т. д. Для повы­
шения достоверности дефектации ис­
пользуется оптический инструмент (лу­
па, специальные дефектоскопы типа 
микроскопов и т. п.). Выявленные де­
фекты заносятся в ведомость дефекта­
ции.

При капитальном ремонте с целью 
углубленной оценки технического со­
стояния применяется инструменталь­
ная дефектация с помощью средств 
неразрушающего контроля внутренне­
го состояния элементов конструкции на 
наличие трещин, раковин и т. п. Тех­
нология среднего ремонта обычно не 
предусматривает проведение инстру­
ментальной дефектации. Дефекты, вы­
явленные в процессе визуально-опти­
ческой и инструментальной дефекта­
ции, заносятся в ведомость дефек­
тации для их последующего устране­
ния.

Собственно ремонт (восстановление) 
включает (см. рис. 2, операции 8 , 9): 
выполнение обязательных работ, ого­
воренных в технологии ремонта данно­
го изделия (замена составных частей, 
регулировка, смазывание и другие ра­
боты, которые необходимо выполнить 
для поддержания послеремонтной на­
дежности на заданном уровне); дора­
ботки по действующим и нормативно­
технологическим документам; устра-
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нение дефектов согласно ведомости де­
фектации.

После ремонта производится сборка 
изделия до уровня, обеспечивающего 
возможность проверки его параметров 
и проведения работ по настройке и ре­
гулировке.

Для относительно простых изделий 
(механических, электромеханических) 
после операции «контроль ОТК» вы­
полняются операции «сборка изделия» 
и «контроль параметров, регулировка». 
Для более сложных изделий предвари­
тельно выполняются сборка блоков и 
поблочная настройка и только после 
этого операция «сборка изделия».

Капитальный ремонт включает также 
проведение послеремонтных техноло­
гических испытаний, цель которых — 
выявить дефекты, внесенные при про­
ведении ремонта (ошибки исполните­
лей), а также обеспечить «приработку» 
замененных деталей и узлов с другими 
частями конструкции. Наиболее часто 
используемые послеремонтные техноло­
гические испытания следующие: в нор­
мальных климатических условиях, в 
условиях воздействия повышенных и 
пониженных температур, испытания на 
виброустойчивость.

К заключительным работам относят: 
оформление необходимой документа­
ции, работы по консервации, упаковке 
изделия и передаче его по назначению.

ОТК контролирует качество выпол­
нения ремонтных работ и соответствие 
отремонтированного изделия требова­
ниям технических условий на ремонт. 
На рис. 2 показано типовое располо­
жение контрольных операций, выпол­
няемых ОТК-

Ремонт, проводимый по изложенной 
выше технологии, применяют не только 
из-за изнашивания изделий, но и из-за 
отсутствия надежных методов контро­
ля их технического состояния без 
полной разборки. По мере повышения 
надежности изделий, совершенствова­
ния методов контроля и анализа диаг­
ностической информации необходимо­
сть в разборке изделий для проверки их 
технического состояния постепенно 
уменьшится.

Повышение общего технического 
уровня конструирования изделий, со­
вершенствование технологии их изго­
товления, применение новой, более на­

дежной элементной базы и материалов, 
средств диагностирования, обеспечи­
вающих обнаружение отказов и неис­
правностей без разборки изделия, зна­
чительное расширение возможностей 
встроенных систем контроля, суще­
ственный запас различного вида ре­
сурсов — это основа для перехода на 
систему ремонта по техническому со­
стоянию, что приведет к сокращению 
объема ремонта и увеличению пропуск­
ной способности РП.

При стратегии ремонта по техниче­
скому состоянию (РТС) перечень опе­
раций по разборке и восстановлению 
работоспособности определяется по ре­
зультатам диагностирования изделия 
в момент начала ремонта.

В отличие от стратегии ремонта по 
наработке (среднего и капитального ре­
монтов) перечень обязательных работ 
при РТС содержит только указания 
по объему диагностирования и некото­
рым вспомогательным работам, обеспе­
чивающим его проведение.

Объем же собственно ремонта (раз­
борка, восстановление, контроль и ре­
гулировка, испытания) полностью за­
висит от результатов полученной при 
диагностировании оценки техниче­
ского состояния поступившего в ре­
монт изделия.

Ремонт по техническому состоянию 
основан на том, что в данном конкрет­
ном устройстве проводятся только те 
работы, которые необходимы для под­
держания его послеремонтной надеж­
ности на заданном уровне, и не делается 
ничего лишнего. Ремонтные работы, не 
обусловленные фактическим состояни­
ем системы, особенно разборочно-сбо- 
рочные и регулировочные, могут ухуд­
шить техническое состояние изделий 
(за счет естественно происходящего из­
нашивания и старения, за счет дефек­
тов, вносимых исполнителями при ре­
монте, и т . п.).

Схема построения типового техноло­
гического процесса, соответствующего 
стратегии РТС, приведена на рис. 3.

Рассмотрим технологический процесс 
по этапам.

Этапы приемки в ремонт Д внешней 
очистки 2, сдачи ОТК <5, заключитель­
ных работ 9 аналогичны соответствую­
щим операциям стратегии ремонта по 
наработке (см. рис. 2).
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Рис. 3. Схема технологического процесса, соответствующего стратегии ремонта 
по техническому состоянию

После внешней очистки на изделии 
проводятся вспомогательные работы, 
обеспечивающие возможность проведе­
ния диагностирования с требуемой глу­
биной и достоверностью: снятие лег­
косъемных кожухов, крышек, техно­
логических заглушек для возможности 
осмотра, подключения диагностиче­
ской аппаратуры и проведения регули­
ровочных работ. Одновременно произ­
водится удаление эксплуатационных 
загрязнений (очистка монтажа), что 
облегчает проведение визуального ос­
мотра. Одним из основных этапов ре­
монта по стратегии РТС является диаг­
ностирование 5 (см. рис. 3), заключаю­
щееся в осмотре элементов конструк­
ции и монтажа и проверке-параметров, 
обеспечивающих оценку технического 
состояния ремонтируемого устройства 
с заданной глубиной. При наличии 
соответствующей аппаратуры диагно­
стирования последующие решения о 
необходимости и объеме выполнения 
ремонтных работ могут осуществляться 
в автоматическом режиме с фиксацией 
их в стандартной ведомости дефекта­
ции*

При ручном диагностировании про­
верки производятся на стендах с за­
полнением ведомости дефектации. В 
эту ведомость специалист, осуществ­
ляющий диагностирование, заносит вы­
явленные (визуально и до приборам) 
дефекты, после чего совместно с ма­
стером и специалистом ОТК принимает 
решение о необходимости ремонта из­
делия.

В процессе проведения диагности­
рования производится устранение де­
фектов, влияющих на работоспособ­
ность 6 . Простейшие дефекты устраня­

ются на месте. Если обнаружить де­
фект, приведший к отказу, сразу не 
удается, отказавший блок может за­
меняться на заведомо исправный (тех­
нологический), и диагностирование 
продолжается.

Если дефектов, подлежащих устра­
нению в процессе диагностирования, 
не выявлено (в отличие от среднего и 
капитального ремонта при РТС устра­
няются только те дефекты, которые 
привели или могут привести в эксплуа­
тации к потере работоспособности из­
делия) , изделие признается не нуждаю­
щимся в ремонте, предъявляется ОТК 
и поступает на заключительные рабо­
ты 9.

Если диагностирование показало не­
обходимость проведения в изделии ре­
монтных работ (углубленной очистки, 
замены смазки, устранения дефектов, 
выполнения доработок и т. д.), его при 
необходимости подвергают дополни­
тельной разборке 10  в объеме, обеспе­
чивающем возможность проведения та­
ких работ, а затем оно поступает на 
участок ремонта, где производятся ука­
занные работы.

Проверка по блокам при РТС не 
предусмотрена, однако при необходи­
мости она может .применяться для по­
иска места отказа и регулировок бло­
ков, для которых проведение этих опе­
раций в составе изделия затруднено.

После выполнения ремонтных работ 
изделие поступает на участок контроля 
параметров и регулировку. Количество 
проверяемых параметров на этом уча­
стке может быть меньше, чем при диаг­
ностировании: проверяются только оп­
ределяющие общую работоспособность 
параметры и параметры, значения ко-
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торых могли измениться в процессе 
ремонта.

Проведение послеремонтных техно­
логических испытаний при РТС, как 
правило, не предусматривается. Един­
ственным рекомендуемым видом испы­
таний является приработка, которая 
проводится в случае, если в изделии 
пришлось выполнять ремонтные ра­
боты, охватывающие практически весь 
объект.

Анализ проведения ремонта по тех­
ническому состоянию летательных ап­
паратов гражданской авиации пока­
зал, что его внедрение позволяет умень­
шить примерно на 30—40 % трудоза­
траты на ремонт некоторых бортовых 
устройств без снижения уровня по- 
слеремонтной надежности. Это дости­
гается за счет того, что стратегия РТС 
позволяет отказаться от ремонта части 
устройств (поступивших в ремонт в хо­
рошем состоянии), которые при сред­
нем и капитальном ремонте требовали 
обязательной разборки, регулировки, 
сборки, а следовательно, и последую­
щей настройки и испытаний, т. е. вы­
полнения излишних работ. Кроме того, 
исключается ряд проверок и других 
работ, которые необоснованно закла­
дывались в первоначальную техноло­
гию ремонта. Такие операции в после­
дующем не влияли на показатели без­
отказности, но требовали дополнитель­
ных трудозатрат, что приводило к сни­
жению экономичности ремонта, а иног­
да и к снижению эксплуатационных 
свойств объектов вследствие ошибок 
персонала.

данных и тщательного изучения техно­
логии ремонта целесообразно составить 
перечень основных событий.

Перечень основных событий вклю­
чает все значительные события техно­
логического процесса ремонта (ТПР), 
расположенные в строгой последова­
тельности. Под событием понимается 
итог какой-то деятельности, результат 
выполнения предшествующей работы 
(операции). Событие не является про­
цессом, не имеет длительности и не 
сопровождается затратами времени и 
средств. Событие означает итог свер­
шения одних работ и в то же время 
начало каких-либо других. Событие 
должно быть сформулировано точно, 
конкретно и ясно. Различают началь­
ное и конечное события, исходные и 
завершающие.

Рассмотрим случай, когда исходным 
событием может быть «изделие посту­
пило в цех № 1» или «монтаж изделия 
в цехе № 3 закончен». Завершающее 
событие, представляющее собой ко­
нечную цель комплекса работ, может 
быть сформулировано так: «изделие 
представителями эксплуатирующих ор­
ганизаций принято». Исходное и за­
вершающее события определяют гра­
ницы анализируемого ТПР. Между 
ними располагаются промежуточные 
события, число которых зависит от 
степени детализации планируемой сети.

Полный перечень событий, располо­
женных в строгой последовательности, 
обычно представляют в виде таблицы, 
приведенной ниже.

3 . О С Н О В Н Ы Е понятия 
И Э Л Е М Е Н Т Ы  
СЕТЕВОГО Г РА Ф И К А

Основу системы сетевого планирова­
ния и управления составляет сетевая 
модель (сетевой график) — графиче­
ское изображение технологического 
процесса ремонта как совокупности 
определенных событий и работ, нахо­
дящихся в логической и временной 
связях. На сетевом графике события 
принято обозначать кружками, а ра­
боты — стрелками. Применительно к 
технологическому процессу ремонта 
технических систем на основе исходных

Номер события

пор яд- предше-
ковый ствующий

Наимено­
вание

события

Для перехода от одного события к 
другому необходимо совершить опре­
деленное действие или работу. Работа 
(операция ремонта) — это трудовой 
процесс, действие, для выполнения ко­
торого требуются затраты времени и 
ресурсов. Каждая работа начинается 
и кончается событием. Одно и то же 
событие может быть началом или ре­
зультатом нескольких работ. Следова-
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тёльно, для составления сетевого графи­
ка необходимо выяснить и точно сфор­
мулировать, какие работы предшест­
вуют каждому событию и следуют за 
ним. Для этого используется описание 
технологического процесса ремонта 
объекта. Кроме того, каждая работа 
оценивается в часах.

Различают детерминированные и сто­
хастические сетевые графики (СГ). Де­
терминированные СГ характеризуются 
тем, что продолжительность каждой 
работы точно известна. Для стохасти­
ческих сетевых графиков продолжи­
тельность работ описывается с по­
мощью функций распределения време­
ни выполнения работы.

При построении сети события в виде 
кружков располагают на листе бумаги 
с соблюдением технологической после­
довательности. Затем соединяют со­
бытия стрелками, получая таким обра­
зом сетевой график. Длина стрелок не 
имеет значения, но последовательность 
соединения кружков стрелками, их 
взаимное расположение должны давать 
полное представление о выполняемых 
работах.

При вычерчивании сети необходимо 
соблюдать общие правила построения 
сетевых графиков: на графике не долж­
но быть «тупиковых» событий и работ, 
замкнутых контуров (петель), все стрел­
ки должны быть по возможности на­
правлены слева направо, между двумя 
событиями может быть проведена толь­
ко одна стрелка. Каждое событие в сети 
должно иметь свой номер. При нуме­
рации сети очень важно придерживать­
ся правила: данное событие не может 
наступать до тех пор, пока не наступи­
ли все события с меньшими номерами, 
а стрелки, обозначающие работы в се­
тевом графике, должны идти от собы­
тий с меньшими номерами к событиям 
с большими номерами.

Построением логической сетевой 
модели заканчивается начальный этап 
анализа сетевого графика.

4. АЛГОРИТМ РАСЧЕТА 
ПАРАМЕТРОВ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННОГО 
СЕТЕВОГО ГРАФИКА

Сетевой график позволяет устано­
вить, от каких операций и в какой

степени зависит достижение конечной 
цели.

Исследование модели технологиче­
ского процесса ремонта в виде СГ и 
расчет его параметров позволяют опре­
делить работы на критическом пути и 
провести корректировку технологиче­
ского процесса с целью сокращения 
затрат времени на ремонтный цикл.

Для описания математической мо­
дели ТПР введем обозначения: Тп —
ранний срок наступления события 2; 
Тп  ̂ — поздний срок наступления со­
бытия 2; ifj — время операции (ij); 2 — 
номер предшествующего события; / — 
номер последующего события; (Н 
f) — полный резерв времени операции 
(ij); R c (2, /) — свободный резерв вре­
мени операции (2/); Ri — резерв вре­
мени события 2; 2Р (2/) — ранний срок 
окончания операции (2/); іп (ij) — 
поздний срок начала операции (ij).

Алгоритм расчета сетевого графика 
с детерминированным временем вы­
полнения операций включает следую­
щие основные этапы:

расчет ранних сроков окончания опе­
раций

(ч) =  +  Ну
расчет ранних сроков наступления 

событий
Tpj — т а х  (2р (£/)>;

(0
расчет поздних сроков начала опе­

раций
¿п (£/) =  Т Uj

расчет поздних сроков наступления 
событий

Т щ =  min {2П (iß;
(О

расчет резервного времени события
Ri — Т щ  Гр.;

расчет полного резерва операции 
R n (*/')» т- е - максимального времени, 
на которое можно увеличить продол­
жительность работы (2/), не изменяя 
раннего срока наступления завершаю­
щего события;

расчет свободного резерва /?с (2/), 
т. е. максимального времени, на кото­
рое можно отсрочить начало или увели­
чить продолжительность работы (ij)
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при условии, что все события 
сети наступают в свои ранние
сроки;

определение критического пути, т, е. 
законченной последовательности ра­
бот, продолжительность которой имеет 
максимальное значение.

Критический путь на сетевом гра­
фике — это путь с нулевым полным 
резервом. Любая операция, имеющая 
нулевой резерв времени, является кри­
тической по отношению к сроку завер­
шения процесса в целом. Отсутствие 
резервов на операциях критического 
пути означает то, что невыполнение 
срока окончания для любой из этих 
операций приведет, к невыполнению 
в срок ремонта в целом. Поэтому имен­
но операции (этапы) ремонта на крити­
ческом пути требуют их безусловного 
выполнения, немедленного вмешатель­
ства при угрозе их срыва.

1. Перечень событий 
технологического процесса

Номер события

поряд­
ковый

предше­
ствую­

щий

Наименование
события

1 1 Изделие посту­
пило в цех

2 1 Изделие приня­
то в ремонт

3 2 Изделие разо­
брано

4 3 Агрегат А про- 
дефектирован

5 3 Прибор В про- 
дефектирован

6 3 Блок С проде- 
фектирован

7 4 Агрегат А вос­
становлен

8 7 Агрегат А ис­
пытан

9 5 Прибор В вос­
становлен

10 9 Прибор В испы­
тан

И 6 Блок С испытан
12 8, 10, И А, В, С сданы

М =  12 отк

2. Исходные данные для расчета 
сетевого графика

9
т

і
•Д4

Н
И
*3 5

Шифр Краткое
ио
*

осо Ж »

работы содержание о №

§  «Д си е| лгч* Н

Н  5Г
В Ч § , «  

С  И

1 Приемка изде- 20 4 0,5
лий в ремонт

2 Разборка из­
делия

30 3 1

3 Дефектация 
агрегата А

10 1 1

4 Дефектация 
прибора В

8 1 0,8

5 Дефектация 
блока С

15 1 1,5

6 Восстановле­
ние агрегата А

20 2 1

7 Восстановле­
ние прибора В

30 2 1,5

8 Испытание 
блока С

20 1 2

9 Испытание аг­
регата А

10 1 1

1,510 Испытание 
прибора В

15 1

11 Сдача ОТК 
агрегата А

5 1 0,5

0,512 Сдача ОТК 
прибора В

5 1

13 Сдача ОТК 5 1 0,5
блока С

Пример. Пусть имеется изделие, со­
стоящее из агрегата А, прибора В и 
блока С. Ремонт осуществляется на 
основе стратегии по ресурсу. Необхо­
димо построить сетевой график техноло­
гического цикла и рассчитать длину 
критического пути. Перечень событий 
представлен в табл. 1.

Будем считать, что заданы продол­
жительности каждой операции, их тру­
доемкость и необходимое число испол­
нителей (табл. 2).

На основе данных табл. 1 и 2 строится 
сетевой график (рис. 4). Критический 
путь, обозначенный двойными стрел­
ками, проходит через события 1 , 2 , 3, 
5, 9, 10, 12 и равен 5, 8 дней.
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5. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
СИСТЕМЫ РЕМОНТА

Система ремонта относится к классу 
больших систем, и вследствие этого 
ее анализ связан с построением моде­
лей, отражающих различные аспекты 
ее функционирования (организацион­
ные, структурные, технологические и 
др.). Это многообразие вызывает необ­
ходимость использования различных 
математических моделей. К наиболее 
распространенным относятся модели 
теории массового обслуживания (ТМО), 
математического программирования, 
статистического моделирования и др.

Модели ТМО используют для опре­
деления эффективности структуры ре­
монтной сети; они позволяют решать 
задачи распределения сил и средств 
при ремонте и обоснования необходи­
мости проведения ремонтных работ за­
данного объема. Наибольший учет 
многообразия сторон системы ремонта 
обеспечивает метод статистического мо­
делирования. Он позволяет сравнивать 
различные структуры ремонтной сети, 
выявлять и оценивать влияние различ­
ных факторов на показатели эффектив­
ности системы ремонта, но требует не­
обходимых исходных данных и по­
строения неформальных моделей.

Обоснование структуры системы ре­
монта. При ремонте технических си­
стем типовой является следующая си­
туация. Имеется несколько рабочих 
мест (ремонтных бригад, ремонтных 
групп), на которые в случайные мо­
менты времени поступают для ремонта 
отказавшие системы, образующие вход­
ной поток требований. Если рабочее ме­
сто свободно, то ремонт начинается не­
медленно. Если все рабочие места за­
няты, то отказавший объект ожидает

неограниченно долго освобождения ме­
ста для ремонта. После ремонта тех­
ническое состояние объекта считается 
новым.

Если известны характеристики вход­
ного потока требований, производи­
тельность каждого рабочего места и их 
число, то необходимо определить вы­
ходные показатели такой системы ре­
монта (процент исправных объектов, 
среднее число систем, ожидающих ре­
монта, вероятность того, что не будет 
ремонтироваться ни одна система, т. е. 
что система ремонта простаивает и т. п.) 
в зависимости от возможной ее струк­
туры. Общая методика решения таких 
задач заключается в следующем. Зада­
ется пространство состояний системы, 
оцениваются интенсивность входного 
потока и интенсивность обслуживания. 
Для выбранных состояний составляется 
система дифференциальных уравнений, 
которая решается. Ее решение опреде­
ляет характеристики системы ремонта 
как в переходном режиме, так и в ста­
ционарном режимах. Наиболее часто 
решение ищется для стационарного 
режима.

Пусть в ремонтной системе имеется п 
независимых рабочих мест, предназна­
ченных для ремонта т технических си­
стем. Входной поток является пуассо­
новским с интенсивностью Я, интенсив­
ность обслуживания на одном рабочем 
месте р. Обозначим через А текущее 
значение числа отказавших систем. 
Для рассматриваемой системы ремонта 
справедлива следующая система диф­
ференциальных уравнений относитель­
но вероятностей состояний (/) [26]:

Ро (0  =  — лЖро (0  +  ПРі СО;
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Рк (0 =  — Е(т — А) X +  Щ  р к (() + Вероятность простоя системы ремонта

+  (ж — к +  1) Ярь_і 00 +  {к +  1) X 

X  ^Рь+1(0» 0 < к < п ;

-  п

Ро =
т I

к \  {т — к) I
■ ь=о

05* +

Рк (0 в  ~  і(т ~ к )%  +  пр] Рк (0  +  

+  ( т  —  Л +  1) ( 0  +  пррЫ1 (і),

п ^ к ^ т ;  (1)

Рт (*) =  ~  ЬРт- 1  (0 +  яРРт  (О-

Для стационарного случая (і -+■ оо) 
система (1) преобразуется в систему ал­
гебраических уравнений, решение ко­
торой обеспечивает получение иско­
мых показателей.

Для рассматриваемой системы доля 
исправных систем

к-ѵ. ~  1 > (2)

где среднее число объектов, находя­
щихся на ремонте,

М =  М°’-  +  2 ^1 ( т % .  »■ <3>
к= 1

Среднее число объектов, ожидающих 
ремонта,

т

кх=п~)гІ

(/г — п )  т  ! а к  

п к ~~п п  ! ( т  — к )  !
Ро«

т I
, ^  _______т_I________*

^ +[ < т - А ) .  “  ]  ’

,  №
06 =  к/\1.

Приведенная модель является про­
стейшей типовой моделью [26]. Более 
сложные модели (в которых наложен ы 
ограничения на длину очереди, ука­
заны приоритеты обслуживания, вход­
ные потоки не являются пуассонов­
скими и др. [26]) позволяют точнее 
описать реальную обстановку органи­
зации ремонта. Выбор соответствую­
щей модели производится после ана­
лиза конкретной физической ситуа- 
ции, складывающейся в системе 
ремонта.

Пример. Имеется две структуры си­
стемы ремонта: I  и I I  (рис. 5). В обеих 
структурах входной поток одинаков 
и определяется тремя источниками от­
казавших объектов, в каждом из кото­
рых находится ті3 объектов.

В структуре I  имеется одно место 
ожидания ремонта и один ремонтный 
орган, содержащий п рабочих мест. 
По мере освобождения рабочего места 
ожидающий ремонта объект начинает 
восстанавливаться.

В структуре I I  для каждого источ­
ника отказавших объектов имеется

т/3

а) 6)
Рис, Б, Структура ремонтного органа: 
а  — цен трал и зован н ая ; 6  *— д ецентрализованная
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3. Результаты расчетов показателей 
ремонтного органа

тура
Ро М

I 0,22 1,11 0,97
11 0,33 1,21 0,91

свое место ожидания и собственный 
ремонтный орган, содержащий пІЗ ра­
бочих мест. Необходимо оценить, ка­
кая из этих систем эффективнее по 
таким показателям, как кя , М , р0.

Для случая п =  6, т =  40 ре­
зультаты расчетов представлены в 
табл. 3.

Из табл. 3 следует, что организация 
ремонта по структуре I является более 
целесообразной, так как она обеспечи­
вает более высокую долю исправных 
систем и меньше простаивает.

Распределение сил и средств при ре­
монте. При организации ремонта ха­
рактерной задачей является задача 
распределения наличных сил при за­
данном общем объеме .ремонта (на­
пример, ремонт парка автомашин на 
автобазе, парка самолетов в авиаре­
монтном предприятии и т. п.).

Имеется ремонтный орган, состоя­
щий из т бригад (рабочих мест). 
Предполагается, что бригады по своим 
ремонтным возможностям одинаковы. 
Необходимо выполнить ремонт п объ­
ектов, отличающихся по значимости 
(например, по доходу, который получа­
ет ремонтный орган за выполнение 
работы). Обозначим выигрыш от вы­
полнения ремонта (доход) /-го объекта 
с Для всех п объектов значения дохо­
да задаются совокупностью {с7, /  =
=  1, п). В силу того, что все объекты 
различны, ремонт каждого из них бу­
дем характеризовать вероятностью ус­
пешного выполнения ремонта p j для 
любой бригады. Задача распределения 
сводится к тому, чтобы определить, 
сколько бригад необходимо поставить 
на каждый объект, чтобы ремонтный 
орган получил наибольший доход.

Если выделить на ремонт /-го объек­
та к] бригад, то вероятность успешного 
ремонта

р ,  =  і -  а  -  р ,) к>,
а доход

(^ )  =  С] [ і  — (1 — Рі) к*].

Тогда задача сводится к выбору такого
распределения А =  {Іі^ } =  1, п}, что­
бы суммарный доход

* (А )  =  Е « Л і - ( 1 - р / ' ]  (5)
/ = І

был бы максимальным. В задаче суще­
ствуют следующие ограничения: 1) все 

— целые, положительные числа, 
п

к) 0; 2) т ,  т. е. при любом
/= і

распределении суммарное число выде­
ленных для ремонта бригад должно 
быть равно имеющемуся их количеству.

Сформулированная задача является 
нелинейной целочисленной задачей ма­
тематического программирования, за­
ключающаяся в таком выборе набора 
{&7-}, чтобы целевая функция Е (й) 
была бы максимальна при выполнении 
ограничений 1) и 2). Метод ее решения 
итерационный; он сводится к следую­
щему:

задается начальный вектор £(0) =  
=  {0 ... 0};

на каждом шаге оценивается прира­
щение функции Е (к), которое полу­
чается от добавления единицы (одной 
бригады) к каждому из компонентов 
начального вектора;

выбирается тот компонент /0, при­
ращение которого дает наибольшее 
приращение целевой функции Е (к).

Формализованный алгоритм содер­
жит следующие операции:

вводится начальный вектор Л(0) =
— {0, ... 0};

на первом шаге итерации определя­
ется компонент /о (/„ С 1, «), подлежа­
щий улучшению, из условия

Дф/о (0) =  ф/о (1) — Ф/о (0) =

=  шах )ф7- (1)— Ф7 (Р)(;
/= 1. п
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для 5 + 1  итерации определяется 
компонент /о (/0 £ 1, п) из условия

ЛЧ7. ( О  =  ч>/ .  (кі?  +  0  -

-  Ь. (*!;’) = т̂ -  {9; (*5 +  0  -
7=1. п

- 9 / О т " ) ’
Для целевой функции (5)

Л9/. (*};’) -  ш“  {сі і1 -  о -

— Р /)* /*1] — е; [ і  — (1 — Р])к‘) =

=  т а х  ~ Р ь )^ Р /І-
7=1, л

Алгоритм удобен для использования 
с применением ЭВМ.

Пример. В ремонтном органе имеется 
пять бригад (т =  5), ремонтируется 
три образца техники (п =  3), для ко­
торых

с =  { а  =  2; сй =  4; с3 =  3};
Р =  {Рі =  0*8; Ра — 0,8; р* =  0,9},

Найти распределение бригад.
Р е ш е н и е  заключается в следую­

щем.
1. Вводим нулевой набор

*<°> =  {£[0), 4 0), 4 °>} =  {0, 0 , 0}.

2. Первая итерация:
Афі (0) =  СіРі =  1,6;

Дф2 (0) =  СаРя — 3,2;
Дфз (0) =  с3рэ =  2,7; 

д9/. (4Г )  = гаах {1, 6; 3,2; 2,7} = 
=  3,2 —> /о =  2;

*<■> =  {*<», *<'>, *<"} =  {0 , I , 0}.

3. Вторая итерация:
Дфі (0) =  1,6;

Дф2 (1) =  СяРа (1 — Ра) =  0,64;
Дфз (0) =  2,7;

Дф/о (^/[0 =  тах 0,64; 2,7} =  
— 2,7 —► /о =  3; 

і (2) =  {0, 1, 1),

4. Третья итерация:
Дфі (0) =  CiPj =  1,6;

Афа (1) =  Сяр2 (1 — р2) =  0,64;

Афз (1) =  сэрз (1 — ре) =  0,27;

А<Р/, (*/2)) =  та х  {1,(5; 0,64; 0,27} =

— 1 »6 -> /о =  1;

* (з> = { і ,  1, і) .
5. Четвертая итерация:
Афі (1) =  СіР! (1 — рх) =  0,32;

Афа (1) =  0,64;
Дфз (1) =  0,27;

АФ/о (/г^>) =  шах {0,32; 0,64; 0,27} =  

=  0,64 =  2;

*(4) =  (1, 2, 1).
6. Пятая итерация:

Афі (1) =  0,32;
Афя (2) =  СяРя (1 — р2)2 =  0,128;

Дфз (1) =  0,27;

ДФ/о (¿}4)) =  max {0,32; 0,128; 0,27}= 

=  0,32 -»-/о =  1;

Л(5) =  (2 , 2 , 1).

Таким образом, на первый и второй 
объекты следует направить по две бри­
гады, на третий — одну.

При этом функция выигрыша
F{ b )  =  cі  (1 -  (1 ~  Pi)2) +  с2 (1 -  

-  (I -  Ра)2) +  ft (1 -  (1 -  ft)) =  
=  8,46 уел. ед.

Для данного примера возможно оп­
ределить распределение бригад и пря­
мым перебором (табл. 4).

Модель проведения ремонтных работ. 
Деление ремонта на текущий, средний 
и капитальный условно, так как отсут­
ствует четкий количественный приз­
нак, позволяющий отделить один вид 
ремонта от другого. В ходе эксплуата­
ции сложно отличить текущий ремонт 
от мероприятий по предупреждению 
отказов (особенно для сложных си­
стем), так как наличие функциональ-
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4. Результаты решения задачи 
распределения бригад

Распределение Ф ункция
вы игры ш а

500 1,99936
005 2,99997
050 3,99872
410 5,1968
401 4,6968
014 6,1997
041 6,6936
104 4,5997
140 5,5936
320 5,824
302 4,954
032 6,938
023 6,816
230 5,888
203 4,917
221 8,46
212 8,09
122 8,41
113 7,797
131 8,268
311 7,884

П р и м е ч а н и е .  Оптимальным 
являетс51 распределение 221, что совпа­
дает с результатом расчета по итера­
ционному алгоритму.

ной избыточности не приводит к яв­
ному отказу, а вызывает лишь опреде­
ленное снижение качества функцио­
нирования. Кроме того, для современ­
ных технических устройств часто из­
менение технического состояния осу­
ществляется заменой на новый отка­
завшего функционального элемента 
(ФЭ) или ФЭ с ухудшившимися харак­
теристиками. Эти обстоятельства не 
позволяют четко отделить этап эксплуа­
тации технической системы от ее ре­
монта и заставляют рассматривать мо­
дели управления техническим состоя­
нием, пригодные как для предупрежде­
ния отказов, так и для их устранения. 
Одна из таких моделей — управляе­
мые марковские процессы. При форми­
ровании модели управления техниче­
ским состоянием целесообразно учиты­
вать реальные эксплуатационные фак­
торы: ограниченную достоверность кон­

троля, неполное восстановление, огра­
ничения на допустимое значение ве­
роятности отказа.

Учет достоверности контроля. Рас­
смотрим техническую систему, работо­
способность которой оценивается на 
основе анализа обобщенного диагно­
стического параметра. Область опреде­
ления этого параметра разделена на 
непересекающиеся отрезки — состоя­
ния, образующие конечное множество 
{/} =  1, 2, ... (здесь 1 — новое со­
стояние; F — состояние, соответствую­
щее отказу). Поведение этого параметра 
полностью определяет поведение тех­
нической системы, поэтому в дальней­
шем термины параметр и система имеют 
одинаковый смысл.

В дискретные равноотстоящие мо­
менты времени t =  0, 1, определя­
ющие интервал (шаг) контроля, пара­
метр проверяется, в результате стано­
вится известным одно из его состояний 
I f  £ {/}. Во времени последовательность 
измеряемых величин /*, t =  0, 1, 
описывается марковской цепью со ста­
ционарными вероятностями переходов

Р Ѵ и г  =  ¡Ht =  О =  9IJ. (6)

удовлетворяющими условиям

(п
I

В каждый момент времени I =  1, 
2, ... на основании результатов провер­
ки принимается решение о мерах воз­
действия на техническое состояние си­
стемы. Обозначим D iS решение изме­
нить состояние системы от і до s при 
условии, что в момент контроля за­
фиксировано состояние і. Выберем ре­
шения такими, что

F
2  Du =  1, £>¡„>0. (8)
S=1

С учетом (8) поведение системы во 
времени становится управляемым и 
описывается эргодическим марковским 
процессом [8 ] со стационарными ве­
роятностями переходов

vij =  Е  4taD8j' (9>
s
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Для полученного управляемого про­
цесса справедлива система уравнений

2  піѵИ — *4 =  0; / =  ТТЛ*
* ( 10)

V. я* — 1 = 0 ,  я * ^  0.
1 /
Решения (8) могут привести к сле­

дующим исходам: 1) оставить систему 
в наблюдаемом состоянии /; 2) изме­
нить ее состояние от і до з. При осу­
ществлении решений второго типа про­
водятся работы различного объема V* 
(индекс і соответствует номеру состоя­
ния), при этом Ѵр >  Ѵи і =  1, Г — 1.

Проверка системы (определение ее 
состояния і) требует некоторых за­
трат Выполнение работ объема Ѵі 
требует затрат с*, причем

[ Г п, і =  1, Г - 1, 5 =  1, Г — 1;

с* =  |  Г р, г =  г ,  з =  і 7 г -  І;

ІО , і =  б =  І7Т .

Физически это соответствует следую-
щему: в состояниях і =  1, Р — 1 воз­
можно проведение текущего ремонта, 
устраняющего мелкие повреждения пу­
тем замены отдельных элементов и про­
ведения регулировок; в состоянии Г 
производится средний ремонт, при ко­
тором объем работ более существен­
ный — замена отдельных подсистем и 
агрегатов.

На практике достоверность контроля 
любой системы меньше единицы, по­
этому при контроле состояния і с ве­
роятностью р <  1 фиксируется состоя­
ние / и с вероятностью (1 — р) — одно 
из состояний 0, 1, ..., і — 1, і +  1, ...» 
Г. На основании теоремы о полном ма­
тематическом ожидании средние удель­
ные затраты, соответствующие введен­
ному процессу,

М  Іг] =  р М і  Іс] +  (1 — р) М і  \ с ] ,

(П)
где М і [с] — математическое ожида­
ние затрат, соответствующее случаю, 
когда измеренное и истинное состояния 
системы совпадают; М$ [с] — матема­
тическое ожидание затрат при ошиб­
ках системы контроля.

Ошибки, допущенные при контроле, 
приводят к увеличению затрат в си­
стеме ремонта. Это обусловлено необ­
ходимостью получения дополнитель­
ной информации при повторных про­
верках, ликвидацией ущерба при про­
пусках отказов, излишними работами 
по предупреждению отказов, когда 
в этом нет необходимости, и т. п. 
Поэтому в общем случае при р <С 1

сі =  сіо +  Ас*,
где сіо — затраты при р =  1; Дсі — 
дополнительные затраты при р <  1.

Зависимость дополнительных затрат 
от достоверности контроля всегда мож­
но представить в виде

Ас =  f (р) с,
где f (р) — неотрицательная, кусочно­
непрерывная функция, удовлетворяю­
щая на интервале 0 <С р ^  1 условиям 
Дирихле; f  (р) =  f  (1) =  0.

В зависимости от номера состояния 
функция f  (р) может иметь различные 
формы. Пусть для случая оценки до­
полнительных затрат при контроле
в любом из состояний 1, F fi(p )  =  
— / о (р); при принятии решений для
і =  1, F — 1 fi  (р) =  / і  (р), для і =  F 
f f  (p) =  / 2 (p). С учетом сделанных обо­
значений

М М  =  М 1  +  ( 1 - Р )  /о (Р)] +  [1 +
F

+  (1-P)]/.W7'p S " A . +
5 = 1

Н~ [1 +  (1 — P) h  (р )3 Т’п X
F—1 F-Л

X ^  TtiDia. (12)
i=l s—I

Задача состоит в том, чтобы выбрать 
такие значения 2Э$а, при которых ве­
личина М  [с] была бы минимальной. 
Тем самым будет получено значение 
минимальных затрат при восстановле­
нии, необходимых для обеспечения 
одного часа безотказной работы систе­
мы.

Эти значения D is должны быть оп­
ределены с учетом ограничений вида 
(9) и (10). Численное решение сформу­
лированной задачи можно получить, 
используя стандартный алгоритм ли­
нейного программирования. Эта воз-
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можность обусловлена тем, что целе­
вая функция (12) и ограничения (9),
(10) линейно зависят от неизвестных 
переменных D IS.

М е т о д и к а  р е ш е н и я  следу­
ющая.

Исходными данными являются: ин­
формация о характеристиках безотказ­
ности системы в виде матрицы пере­
ходных вероятности (qij); значения за­
трат на контроль t0, предупредитель­
ные работы Т п, восстановительные ра­
боты Т р ; вид функций fо ip), h i p ) ,  
h  (р); значение вероятности р.

Для использования стандартного ал­
горитма необходимо преобразовать 
сформулированную задачу. Эта опе­
рация вызвана тем, что в задаче (12), 
(9), (10) неизвестными являются я*, 
Dis — два типа неизвестных. Введем 
обозначения £8 ] :

^¡8 — (13)
а также обозначим р =  Т 01Тр.

Тогда выражение для М  [с] можно 
представить в следующем виде:

М [с]
[1 +  ( 1 - р ) М р ) ] Г р ~

_  1 +  ( 1 — P) fo ІР) h  I 
i +  o - P ) h i P )

, \  r _1_ 1 + ( l - P ) / l ( P )

S = 1

X

l s
S»

а систему ограничений (10) в виде

S  x j s  S  
s i s

S  S  xj'3 1 — °»
l S

(14)

так как
Щ =  S  **«■ (15)

$

Теперь задача содержит только не­
известные х і8. В результате решения 
задачи будет найден набор значений 

обеспечивающих минимальное зна­
чение функции М  [с]. Переход к зна­
чениям D iS осуществляется на основе 
(13) с учетом (15) следующим образом:

Dis — (16)

В результате расчетов будет получена 
матрица решений О следующего вида:

(1 ■
. 1 . 

1
Dis =

1
ь

Элементами матрицы являются числа 1 
или 0. Единичные элементы D a , стоя­
щие на диагонали, означают, что если 
при контроле техническое состояние 
есть і, то оно должно сохраниться. 
Единичные элементы D a  означают, 
что если при контроле обнаружено со­
стояние і, то оно должно быть изменено 
на состояние 1, т„ е. необходимо осу­
ществить ремонтные работы соответ­
ствующего объема.

Элементы вида D is — 1, і ф  з, обра­
зуют область оптимальной остановки, 
а состояние этой области с наименьшим 
номером представляет уровень опти­
мальной остановки і* . Нулевые эле­
менты заменены точками.

Пример. Рассмотрим систему с семью 
состояниями (і =  1, 2, ..., 7), процесс 
изменения которых во времени описы­
вается матрицей стационарных вероят­
ностей переходов

1 2 3 4 5 6 7
1 0,30 0,20 0,20 0,12 0,10 0,05 0,03
2 0,10 0,30 0,20 0,13 0,12 0,08 0,07
3 0,08 0,10 0,30 0,20 0,12 0,10 0,10
4 0,05 0,10 0,10 0,30 0,20 0,15 0,10
5 0,05 0,10 0,10 0,15 0,30 0,20 0,10
6 0,02 0,08 0,10 0,10 0,20 0,30 0,20
7 0 0 0 0 0 0 1

(17)
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Слева и сверху цифрами 1—7 обо- 
значены номера состояний. Пусть t0 — 
=  0,05; Тп =  0,20; Т р = 1  уел. ед., 
h  ІР) =  5 (1 — Р)> / і  (P) =  5 (1 — р), 
U ІР) =  20 О ”  Р)-

Используем для расчета методику, 
приведенную на с. 268.

В результате решения задачи ли­
нейного программирования для р ~  
=  0,6 были получены следующие зна­
чения Хі$: Хц  =  0,2116, х22— 0,1975, 
Хм =  0,2222, х41 =  0,1397, х&1 —
=  0,1084, хві =  0,0671, х 71 =  0,0535. 
Остальные =  0. Вычислим значе­
ния D u  на основе (16) Так, элемент

—
хп

S Хіа
s

0,2116
0,2116 +  0 Н-------- [-0 =  1.

По аналогии были вычислены и осталь­
ные элементы D is. Элементы D22 —
— D3f- ™

D u  —

d 41 = Dm — Dsi — D 71 -
ая их в матрицу, получим

1 2 3 4 5 6 7
1 1
2 1 . •I

_ 3 1 ■І
4 1 ! ' » в
5 1 » у
6 ¡1
7 [1 J

(18)

Все нулевые элементы заменены точка­
ми. Слева и сверху указаны номера со­
стояний. Для р =  0,9 матрица реше­
ний имеет вид

(\ .

. 1

1
1

\

Сравнение матриц (18) и (19) показы­
вает, что достоверность контроля влия­
ет на характер принимаемых решений 
в том смысле, что ремонтные работы для 
матрицы (18) следует проводить, если

1 . 
1 (19)

•}

состояние имеет номер 4 и более, а для 
(19) — номера 6 и 7.

Учет неполного восстановления. При 
восстановлении работоспособности си­
стем возможна ситуация, когда значе­
ние параметра после восстановления 
отличается от первоначального, т. е. 
восстановление является неполным. 
Неполное восстановление характери­
зуется функцией качества восстанов­
ления (ФКВ), иод которой понимают 
распределение значений параметров по 
полю допуска после восстановления. 
Это распределение задает вероятности 
пребывания значения параметра в за­
данной части области работоспособно­
сти. После восстановления оно опреде­
ляется по данным ремонта или модели­
рованием.

Пусть вероятность того, что значе­
ние параметра после восстановления 
может оказаться в наилучшем состоя­
нии (состоянии 1), не превышает до 
(0 ^  до <; 1). Тем самым задается ог­
раничение на возможности восстанов­
ления. Формально это условие имеет 
вид

F
S  <  да. (20)

С учетом этого условия задача опре­
деления правил восстановления так же, 
как и ранее, формулируется как задача 
линейного программирования: выбрать 
такие значения элементов матрицы ре­
шения D i S, чтобы значение М  [с] было 
минимальным при соблюдении условий 
(14), (20).

Особенность получаемой матрицы ре­
шений заключается в том, что некото­
рые ее элементы могут принимать зна­
чения, отличные от нуля или единицы. 
Типовой вид такой матрицы решения 
следующий:

I

1
-  
1

1 .

Кроме того, введение этого ограниче­
ния приводит к изменению уровня оп­
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тимальной остановки і* и увеличению 
значения М [с] (по сравнению со слу­
чаем, когда такого ограничения нет). 
М е т о д и к а  р е ш е н и я  задачи 
совпадает о примером на с. 269. Допол­
нительные исходные данные сводятся 
к заданию значения до.

Пример. Для исходных данных при­
мера, приведенного на с. 268, получены 
решения при учете ограничения на 
возможность восстановления до состоя­
ния 1 (наилучшего). Значения ш выби­
рались равными 1 и 0 ,1. Первое из них 
означает, что ограничений нет и восста­
новление может быть полным всегда, 
второе значение о» =  0,1 означает, что 
вероятность перевода параметра в со­
стояние не может быть больше 0,1 — 
восстановление неполное. Матрицы ре­
шений имеют вид (указаны только эле­
менты, отличающиеся от нуля):

ш =  1,0
(\ . .л

. 1 .
I

1 • ; 
і 
і 
і

А • « •

1
0,213 0,787
, 1 0

Сравнение матриц показывает, что 
введение ограничения (20) приводит к 
изменению уровня оптимальной оста­
новки (от і* =  4 до і* =  6) и рандо­
мизации элементов матрицы решения 
(см. шестую строку сверху в матрице 
решений при =  0,1),

Допустимый уровень отказа. При 
проведении технического обслужива­
ния и ремонта систем иногда возникает 
задача удовлетворения требования, со­
стоящего в том, чтобы вероятность от­
каза системы Оо после восстановления 
не превышала некоторого уровня Ь на 
заданном интервале времени.

1 Дополнительное ограничение, соот­
ветствующее условию, чтобы вероят­
ность отказа Р0 за единицу времени не 
превзошла некоторого заданного зна­
чения Ь, можно записать в виде [8 ]

<20 =  £  п Р іА іР  <  Ь• (21)
і, I

Задача определения правила прове­
дения восстановительных работ с уче­
том указанного условия сводится к ре­
шению задачи линейного программи­
рования: минимизировать значение це­
левой функции при ограничениях (14) 
и (21).

Область определения Ь такова:

(22)

Возможными следствиями введения 
ограничения (21) являются рандомиза­
ция элементов матрицы решения и воз­
растание значения целевой функции.

Пример. Рассмотрим систему прй- 
мера на с. 268. В соответствии с (22) 
область возможных значений величин 
есть 0,03 ^ 6 ^ 1 , 0 0 .

Результаты решения задачи линей­
ного программирования по минимиза­
ции (12) при ограничениях (14), (21) 
представлены в табл. 5, в которой при­
ведены значения величин р и отноше­
ния и =  g/g0, где £0 — значение целе­
вой функции при 6 =  1,0 для заданно­
го р.

Как следует из табл. 5, введение огра­
ничения (21) приводит к возрастанию 
значения целевой функции, причем 
степень влияния зависит как от р, так 
и от Ь. При заданном р с уменьшением Ь 
значения g возрастают. Отсюда сле­
дует, что обеспечение малых значений 
вероятностей отказа требует увеличе­
ния затрат (времени, стоимости). За­
траты тем больше, чем больше значе­
ния р.

Зависимость уровня оптимальной ос­
тановки і* от величины Ъ для р — 0,8 
приведена ниже:

& ...1 ,0— 0,09— 0,07 0,06 0,О б -
О.І 0,08 0,04

і* . . . . 6  5 4 3 2

Приведем две матрицы решений (р =  
=  0,08; Ь равно 0,1 и 0,05), в которых
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указаны только элементы, отличные 
от нулевых:

Ь = 0,1

1 .
. 1 .

1
1 . . ;

1 . .
1 .

Д

Ъ =  0,05

1 .]
I

0,218 0,782
1 
1 
1 
1V х 91

Общим является случай, когда при 
организации технической эксплуатации 
и ремонта необходимо учитывать непол­
ное восстановление системы, наклады­
вая ограничения на допустимые реше­
ния, а также обеспечить вероятность 
отказа в течение очередного шага не 
выше заданной. Математически этот 
случай сводится к задаче линейного 
программирования по минимизации 
значения описанной выше целевой 
функции при дополнительных ограни­
чениях (20) и (21). В такой постановке 
задача не всегда имеет решение. Это 
объясняется тем, что при одновремен­
ном введении ограничений (20) и (21) 
общая система ограничений может 
быть противоречивой. Для проверки 
возможности получения решения ис­
пользуют теорему Кронекера—Капел- 
ли, в соответствии с которой необхо­
димым и достаточным условием непро­
тиворечивости системы линейных урав­
нений является равенство рангов мат­
рицы, составленной из коэффициентов 
при переменных х$8, и расширенной 
матрицы. Если ранг расширенной ма­
трицы больше ранга исходной матри­
цы, то система ограничений противоре­
чива, и задача линейного программиро­
вания решения не имеет. Это означает,

г
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что или величина Ь, или величи­
на ѵо (или обе вместе) выбраны ма­
лыми.

Решение может существовать при 
больших Ь и ѵ&. Увеличение значения 
влечет за собой организационно-тех­
нические мероприятия, направленные 
на улучшение условий труда, повыше­
ние его эффективности и т. п. Решение 
задачи при большем значении Ь озна­
чает, что допускается больший риск 
появления неблагоприятных событий, 
связанных с отказом. Если это недо­
пустимо, то возможность обеспечить 
функционирование системы с задан­
ным значением Ь состоит в повышении 
ее характеристик безотказности, т. е. 
в уменьшении значений элементов 
матрицы переходных вероятно­
стей <7 і р-

Рассмотренная модель позволяет ре­
шить задачу о целесообразности пере­
дачи технической системы в ремонт с 
большим (чем средний) объемом работ 
(в частности, в капитальный). Выберем 
в качестве целевой функции

< з=  2  £  <23)
і I

а систему ограничений представим в 
виде

S  x j s  ~  Е  £  x i s ^ s i  =  0. !  =  
s i  s

S E * * - i î  <24>
1 '  ■ ,

£  <  t»: (25)
1=2

« М  =  г (*,,) < G. (26)
где g {xis) имеет вид (12); G — допусти­
мое значение средних удельных затрат.

Тогда момент передачи системы в ре­
монт определяется как такой момент 
времени, когда первый раз не может 
быть решена задача (23) — (26) из-за 
невыполнения ограничения по допу­
стимым средним удельным затратам. 
Физически это объясняется тем, что 
характеристики безотказности стали 
таковы, что восстановление приходит­
ся производить часто, а это приводит 
к возрастанию величины g  (xIS). Поэ­
тому, когда первый раз выполняется 
условие g (XfS) >  G, на системе целе­
сообразно производить ремонт боль­
шего объема (например, капитальный).



Глава 15. Принципы организации
математического обеспечения 
автоматизированных систем 
эксплуатации и ремонта техники

1. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЭВМ
ПРИ ЭКСПЛУАТАЦИИ ТЕХНИКИ

Электронно-вычислительные машины 
применяют не только для проведения 
расчетов в исследовательских работах, 
но и используют как элемент автомати­
зированных систем управления эксплу­
атацией и ремонтом. Современные АСУ 
отрасли или предприятия, эксплуати­
рующего технику, решают как инфор­
мационно-справочные и учетные за­
дачи, так и задачи управления эксплу­
атацией и ремонтом. Если в ЭВМ за­
ложить алгоритмы, определяющие объ­
ем и сроки обслуживания в зависимости 
от результатов контроля состояния, 
то весь процесс эксплуатации может 
строиться по выдаваемым машиной 
рекомендациям.

Рассмотрим типовые задачи, возла­
гаемые на ЭВМ, в автоматизированных 
системах эксплуатации и ремонта тех­
ники.

Первыми были реализованы в АСУ 
крупных предприятий (особенно пред­
приятий транспорта) задачи учета на­
личия оборудования, наработки его 
и данных из технических паспортов.

Наработка объекта в эксплуатации 
является весьма важной характери­
стикой его технического состояния. Под 
наработкой следует понимать не только 
время і , в течение которого объект ис­
пользовался по назначению, но и ка­
лендарное время, прошедшее с начала, 
его эксплуатации, и число включений 
и выключений объекта, и время, в те­
чение которого объект работал в фор­
сированных режимах, и т. д. Зачастую 
наработка сложной технической систе­
мы в эксплуатации описывается не­
сколькими десятками показателей, ха­
рактеризующих режимы использова­
ния ее составных частей.

Подробный учет наработок сложных 
технических систем одного типа, све­
денный в едином центре управления 
их эксплуатацией, дает возможность 
планировать проведение мероприятий 
по их техническому обслуживанию. 
Управляя заданиями на использование 
конкретных изделий, и, следовательно, 
расходованием их ресурса, можно до­
биться равномерного поступления объ­
ектов на предприятия капитально-вос­
становительного ремонта или на техни­
ческое обслуживание. Можно также 
согласовать потребность в дефицитных 
агрегатах ограниченного ресурса и гра­
фик их поставки.

Однако опыт создания АСУ экспл уа- 
тацией в США (там они называются 
информационными системами по тех­
нической эксплуатации и ремонту) сви­
детельствует, что АСУ, обеспечиваю­
щая помощь в управленческой работе 
и сборе информации, не дает преиму­
ществ при выполнении работ непосред­
ственно исполнителем. Наблюдается 
также объективная тенденция к расши­
рению возможностей контроля техни­
ческого состояния сложных систем спе­
циально создаваемыми для этого сред­
ствами, но использовать полученные 
при контроле данные трудно из-за 
слишком большого их объема.

Среди задач, возлагаемых на АСУ 
эксплуатацией и ремонтом, должна 
быть увеличена доля задач, помогаю­
щих решать непосредственно техниче­
ские вопросы, на фоне задач учета, 
отчетности и планирования работ* Из 
них следует выделить прогнозирование 
технического состояния объектов на 
основе данных эксплуатационного кон­
троля и поиск места неисправности в 
сложной системе по результатам ана­
лиза замеренных параметров. Прогно­
зирование технического состояния по-
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вволяет своевременно Провести меро­
приятия, исключающие отказы наибо­
лее важных элементов технических из­
делий, которые могут быть опасны для 
человека.

Решение задачи поиска неисправно­
стей с помощью АСУ эксплуатацией и 
ремонтом позволяет резко сократить 
время простоя техники в неисправном 
состоянии, так как затраты времени 
на поиск места неисправности зача­
стую больше, чем на их устранение.

Разработанные в технической диаг­
ностике методы позволяют указать от­
казавший элемент как в тех случаях, 
когда техническая система функцио­
нирует, так и в случае явного отказа. 
В первом случае диагностика основана 
на идентификации параметров динами­
ческих систем, а во втором — на ана­
лизе функционально-логических моде­
лей с использованием дополнительного 
контроля внутренних параметров объ­
екта диагностирования. Формальные 
методы прогнозирования и диагности­
рования нетрудно реализовать в АСУ 
эксплуатацией, если в памяти машины 
накапливается информация о динами­
ческих и статических параметрах, ха­
рактеризующих работу технических 
объектов.

Включаются в АСУ также задачи 
диспетчерского типа, позволяющие соз­
давать технологические графики работ 
по обслуживанию и ремонту и контро­
лировать ход их выполнения. Обработ­
ка накопленных при их решении ре­
зультатов позволяет дать объективный 
анализ трудозатрат на выполнение раз­
ного рода операций в процессе экс­
плуатации.

Большой круг задач АСУ связан со 
сбором, обобщением и анализом сведе­
ний о надежности технических систем. 
Автоматизация учета неисправностей, 
выявленных при выполнении контроль­
ных операций, позволяет решить про­
блему достоверности и объективности 
исходных данных, используемых в ана­
лизах надежности. Сведения об отка­
зах, накапливаемые в АСУ предприя­
тий, легко могут быть переданы непо­
средственно в память ЭВМ межотра­
слевой системы сбора и анализа дан­
ных о надежности. Работу межотрасле­
вой системы регламентирует в СССР 
серия специальных государственных

стандартов, являющихся составной 
частью комплексной системы оценки 
качества.

В соответствии с действующими стан­
дартами министерство-потребитель со­
бирает на своих предприятиях и пере­
дает министерствам-поставщикам, пред­
приятия которых изготавливают тех­
нические системы, первичную инфор­
мацию о надежности. Эта первичная 
информация включает данные о неис­
правностях и наработке конкретных 
технических систем. По принятым в 
СССР правилам первичное сообщение 
имеет единую в отрасли форму, при­
способленную для обработки сведений 
на ЭВМ.

Первичные сообщения о неисправ­
ностях обрабатываются и анализиру­
ются в подсистемах министерств-потре­
бителей и нескольких министерств-по- 
ставщикоз. Таким образом, множество 
заинтересованных предприятий накап­
ливают информацию о надежности тех­
нических систем. Как правило, у каж­
дого предприятия накапливается лишь 
часть данных. Так, в эксплуатирую­
щих подразделениях скапливаются све­
дения о неисправностях, которые они 
обнаружили; на предприятиях гене­
ральных и главных конструкторов — 
сведения об отказах технических си­
стем определенного типа, и т. д. 
Только головные, ответственные за на­
дежность в отрасли предприятия по­
ставщика и потребителя имеют инфор­
мацию о всех неисправностях за не­
сколько лет. Число накапливаемых сооб­
щений, например, по надежности авиа­
ционной техники гражданской авиации, 
исчисляется многими сотнями тысяч.

Головным предприятием отрасли про­
водится анализ надежности в интере­
сах потребителей, в том числе руковод­
ства отраслью, научно-исследователь­
ских, а иногда и международных ор­
ганизаций. Как правило, роль голов­
ного предприятия выполняют отрасле­
вые информационно-вычислительные 
центры. Несколько центров объединя­
ются в межведомственные системы 
сбора, обработки и реализации ин­
формации о надежности технических 
систем.

Межведомственные системы прово­
дят обработку первичной информации 
о неисправностях с целью;
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вычисления значения показателей 
надежности, а также вероятностных 
характеристик потоков отказов; в про­
цессе выполнения этих работ получают 
справочные данные о надежности со­
ставных частей и комплектующих эле­
ментов, необходимые как для проек­
тирования, так и для обоснования по­
рядка обслуживания технических си­
стем;

выявления конструктивных и кон­
структивно-технологических недостат­
ков, снижающих надежность и затруд­
няющих обслуживание, для принятия 
мер по их устранению;

повышения эффективности техниче­
ского обслуживания, совершенство­
вания средств и методов выявления 
отказов;

определения зависимости надежности 
технических систем от времени, а также 
от условий и режимов их использова­
ния.

Оперативное управление состоянием 
технической системы в эксплуатации 
по получаемой АСУ текущей инфор­
мации требует решения многих проб­
лем. Ключевой проблемой является 
создание математического обеспечения 
обслуживания, т. е. разработка алго­
ритмов обработки исходных данных, 
определения оптимальных объемов и 
сроков профилактики, выбора запас­
ных элементов и т. д. Создание необ­
ходимых алгоритмов базируется на ма­
тематических моделях эксплуатации и 
ремонта*

2. ПАКЕТЫ ПРИКЛАДНЫХ 
ПРОГРАММ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ ЭКСПЛУАТАЦИИ 
И РЕМОНТА

При создании АСУ наиболее распро­
странен метод типовых проектных ре­
шений (ТПР), позволяющий использо­
вать преимущества как индивидуаль­
ного, так и типового проектирования. 
ТПР является однойщз разновидностей 
пакета прикладных программ. На на­
чальном этапе естественным является 
включение в АСУ эксплуатацией тех 
задач, в которых могут быть использо­
ваны существующие ТПР. Поэтому 
первая очередь создаваемых АСУ эк­
сплуатации и ремонта предназнача­

ется для обработки информации, обес­
печивающей планирование работ по 
техническому обслуживанию и ремон­
ту, а также контрсуіь их проведения. 
При решении задач первой очереди 
проводится детальный учет наличия 
эксплуатируемых технических изделий 
и их состояния.

Организация обработки обширного 
динамического массива статистических 
данных о состоянии технических си­
стем и о их надежности во многом 
сходны. Рассмотрим проблему обра­
ботки больших массивов данных на 
примере межведомственной системы, 
обрабатывающей первичные сообщения 
о неисправностях. Головное предприя­
тие отрасли, работающее в такой си­
стеме, будет обрабатывать ежегодно 
сотни тысяч первичных сообщений.

Из-за динамичности методик анализа 
надежности требования к обслуживаю­
щему их пакету прикладных программ 
часто меняются, что приводит к отста­
ванию математического обеспечения 
АСУ от требований пользователей. 
Чтобы уменьшить отставание, необхо­
димо при отработке математического 
обеспечения ориентироваться на широ­
кое использование средств автомати­
зации программирования, в частности 
универсальных информационных си­
стем (банков данных, представляющих 
собой совокупность базовых информа­
ционных массивов и программных 
средств, реализующих управление ин­
формационными массивами и обработку 
их). Таких систем к настоящему вре­
мени применяется несколько, хотя ос­
новные принципы их построения и ис­
пользования во многом схожи.

Решение разных задач на основе еди­
ного банка данных заставляет уделять 
особое внимание выбору структуры ба­
зовых информационных массивов. От 
того, насколько рационально построе­
ны массивы, во многом зависят вре­
менные характеристики процедур за­
писи, поиска, обобщения и сортирова­
ния информации. Именно время счета 
является лимитирующим фактором при 
обработке столь больших массивов, 
с которыми приходится работать меж­
ведомственным системам анализа сооб­
щений о неисправностях. Так, совре­
менные универсальные информацион­
ные системы могут анализировать до
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100 документов в секунду. С их по­
мощью получение справки в массиве из 
600 тыс. первичных сообщений займет 
около 1,5 ч. Уменьшить это время 
удается путем построения нескольких 
дублирующих массивов с различными 
структурами, подробностью фиксации 
сообщений и ключевыми словами. Тог­
да разные запросы будут удовлетво­
ряться быстрее за счет использования 
специфически организованных данных.

Поскольку типовых проектных ре­
шений для большинства задач автома­
тизации управления эксплуатацией и 
ремонтом нет, приходится идти по пути 
индивидуального проектирования про­
граммного обеспечения частных спе­
цифических задач.

Первоочередной специфической за­
дачей, которую надо включить в АСУ 
эксплуатацией сложных технических 
систем уже на начальном этапе созда­
ния, является вычисление показателей 
надежности. Решение ее на основании 
сообщений об отказах в эксплуатации 
связано с некоторыми трудностями.
В силу постоянного пополнения парка 
эксплуатируемых объектов имеют ме­
сто большие отличия в наработке тех­
нических систем, об отказах которых 
поступают сведения. Поэтому сообще­
ния об отказах относятся к агрегатам 
с разной степенью старения. Как пра­
вило, от момента отказа до его обна­
ружения проходит значительное время. 
Это связано с тем, что достаточно пол- * 
ная проверка состояния сложной тех­
нической системы, выявляющая все 
ее отказы, проводится при работах, 
выполняемых через большие интерва­
лы наработки Л£. Некоторые отказы 
остаются невыявленными до очередных 
таких работ, поэтому в расчетах при­
нимается, что наработка отказавшего 
технического изделия указана в пер­
вичном сообщении о его отказе с точ­
ностью АЛ Наконец, в эксплуатации 
при устранении отказа возможны раз­
ные уровни восстановления свойств 
отказавшего изделия. Оно может быть 
заменено на новое или на изделие, 
прошедшее ремонт на специализиро­
ванном предприятии; может быть отре­
монтировано путем замены отказав­
шего узла или просто отрегулировано 
обслуживающим персоналом. Разные 
уровни восстановления оказывают

влияние на возникновение последую­
щих отказов.

Большинство существующих мате­
матических моделей эксплуатации и 
ремонта требуют для практического 
применения проведения расчетов на 
ЭВМ. Как правило, программы для 
этих расчетов имеют мало общего, что 
затрудняет создание специализиро­
ванного пакета прикладных программ 
для задач эксплуатации и ремонта. 
Вместе с тем часть задач, особенно 
связанных с подбором параметров ве­
роятностных моделей для времени бе­
зотказной работы или случайного про­
цесса изменения состояний, являются 
во многом стандартными. В этом случае 
автоматизация программирования мо­
жет оказаться полезной для исследо­
ваний эксплуатации и ремонта техни­
ческих систем.

Кроме обработки информации о со­
стоянии технических систем, пакеты 
прикладных программ для решения за­
дач эксплуатации и ремонта должны 
содержать следующее.

1. Программы создания имитацион­
ных моделей эксплуатации на основе 
универсальных систем моделирования. 
Так, общецелевой пакет моделирова­
ния дискретных систем (вРЗБ) позво­
ляет описать процесс прохождения за­
просов на обслуживание и формирова­
ние очередей. В нем используются спе­
циально вводимые «объекты», «описа­
ния» и «операционные блоки». Особен­
ностью этого пакета является возмож­
ность использования эмпирических 
функций распределения случайных ве­
личин, полученных в результате на­
турного эксперимента, для формирова­
ния потоков в системе.

2. Программы решения оптимиза­
ционных задач (в форме задач линей­
ного, динамического и целочисленного 
программирования). Такие программы 
позволят решать широкий круг проб­
лем, связанных с назначением состава 
запасных частей, периодичности замен 
элементов и выбором объемов профилак­
тических и контрольных работ.

3. Программы статистического ана­
лиза многомерных случайных величин 
и процессов, позволяющие обосновать 
уменьшение размерности пространства 
параметров, описывающих состояние 
технических систем.
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Наличие всех этих пакетов приклад­
ных программ значительно облегчает 
обработку специального математиче­
ского обеспечения для решения кон­
кретных задач эксплуатации и ремонта.

3. ПЕРСПЕКТИВЫ РАЗВИТИЯ 
УПРАВЛЕНИЯ ЭКСПЛУАТАЦИЕЙ 
С ПОМОЩЬЮ ЭВМ И ПЕРЕХОДА 
НА АДАПТИВНУЮ СИСТЕМУ 
ТЕХНИЧЕСКОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

Применение ЭВМ для организации 
эксплуатации сложных технических си­
стем позволяет решить проблему адап­
тации программы технического обслу­
живания под изменение условий при­
менения технических объектов.

С накоплением опыта эксплуатации, 
как правило, уточняются знания о на­
дежности объектов и меняется програм­
ма их технического обслуживания, при­
спосабливаясь к новым знаниям. Та­
ким образом, система эксплуатации 
практически является адаптивной. 
Адаптируется она вследствие учета 
информации о работе технических 
объектов и уточнения знаний об усло­
виях внешней среды, влияющих на 
надежность. Адаптация системы экс­
плуатации, выражающаяся в измене­
нии инструкций по техническому об­
служиванию, происходит медленно.

Инструкции при эксплуатации по 
состоянию должны будут содержать 
много альтернативных работ, иногда 
с очень различающимися трудозатра­
тами, которые надо выполнять или не 
выполнять в зависимости от результа­
тов контроля состояния объектов. Ре­
шение о выборе варианта обслужива­
ния будет зачастую приниматься не 
просто на основании сравнения ре­
зультатов контроля одного параметра 
с границей, а на основании вычисле­
ний, содержащих результаты контроля 
нескольких параметров.

Упростить процедуру принятия ре­
шения о необходимых операциях по 
техническому обслуживанию и облег­
чить организацию и планирование ра­
бот можно, если соответствующие рас­
четы выполнять с помощью ЭВМ. При­
мером могут служить расчеты прогно­
за значений параметров» определяю­

щих техническое состояние эксплуати­
руемых объектов [9].

Включение прогнозирования техни­
ческого состояния в перечень задач 
АСУ эксплуатацией и ремонтом допол­
нительно к информационно-учетным 
задачам позволяет перейти к центра­
лизованному управлению техническим 
обслуживанием по следующей схеме. 
Результаты эксплуатационного кон­
троля всех объектов сложной системы 
вводятся в память ЭВМ и хранятся 
в ней до тех пор, пока объект не ис­
черпал установленный ресурс. На ос­
новании этих данных прогнозируется 
техническое состояние объекта на вре­
мя до момента очередного контроля. Не­
обходимые для прогнозирования дан­
ные о характере случайного процесса 
изменения технического состояния под­
считываются в головном звене АСУ 
на основании сведений о контроле всех 
однотипных объектов в разных экс­
плуатирующих подразделениях.

Если вероятность отказа высока, то 
проводится техническое обслужива­
ние, восстанавливающее состояние си­
стемы. В случае отказа анализируются 
результаты контроля для выявления 
отказавшего сменного модуля. Факт от­
каза фиксируется и передается в го­
ловное звено АСУ для получения ха­
рактеристик надежности и назначения 
на их основе периодичности эксплуа­
тационного контроля. Функции голов­
ного звена АСУ могут выполнять от­
раслевые вычислительные центры. Од­
нако для сложных технических си­
стем, управляемых с помощью входя­
щих в их состав ЭВМ, эти функции 
могут выполнять и вычислители, вхо­
дящие в состав самой эксплуатируемой 
системы. Такой вариант структуры 
подходит, например, для управления 
эксплуатацией территориально рас­
средоточенных автоматизированных си­
стем сбора, обработки и реализации 
данных о воздушном движении.

Более высокий уровень адаптации си­
стемы эксплуатации можно обеспечить 
при дальнейшем развитии АСУ. Так, 
для определения допустимой величины 
вероятности отказа объекта необхо­
димо решать оптимизационные задачи, 
минимизирующие потери от отказов 
системы с учетом затрат на восстанов­
ление ее технического состояния. Если
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АСУ учитывает все типы затрат на 
техническое обслуживание (это часто 
реализуется в первой очереди системы) 
и потери от отказов, то за определен­
ное время в ней накапливаются исход­
ные данные, необходимые для пере­
расчета как допустимых пределов ве­
роятности отказа, так и оптимальных 
интервалов эксплуатационного кон­
троля. Периодический пересчет этих 
параметров системы эксплуатации при­
спосабливает ее к изменяющимся внеш­
ним условиям.

Адаптируемая АСУ сможет выдавать 
рекомендации по техническому обслу­
живанию в виде перечня операций, ко­
торые необходимо провести, чтобы тех­
ническая система выполняла свои функ­
ции с наибольшей эффективностью.

Такая АСУ обеспечит и автономную 
автоматическую эксплуатацию, если 
восстановление свойств технических 
объектов будет проводиться без уча­
стия операторов. Например, система 
сможет в течение длительного времени 
успешно функционировать, если вос­
становление ее свойств проводится 
подключением резервных элементов. 
Система сможет функционировать сколь 
угодно эффективно, если обеспечить 
еще и восстановление отключенных 
элементов, т. е. ее ремонт.

Автоматическая автономная эксплу­
атация целесообразна, например, для 
технических систем, работающих в кос­
мосе, на атомных электростанциях 
или для технических транспортных си­
стем.



Глава 16. Основы построения
технических средств 
автоматизированного контроля 
и диагностики сложных систем

1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ
Стратегия эксплуатации сложной си­

стемы по состоянию предполагает на­
копление с помощью средств контроля 
и обработку текущей информации в це­
лях постоянной выдачи обслуживаю­
щему персоналу рекомендаций о при­
нятии необходимых мер по обеспече­
нию надежности системы. Эта страте­
гия позволяет исключить нецелесооб­
разный демонтаж аппаратуры или от­
дельных агрегатов системы и выполне­
ние трудоемких профилактических ра­
бот, не являющихся необходимыми по 
истечении какого-либо срока службы. 
Требуемые показатели надежности обе­
спечиваются путем выполнения сле­
дующих мероприятий выбора, отбора 
и. тренировки компонент, элементов, 
агрегатов, узлов и систем в целом, 
уменьшения нагрузочных режимов ра­
боты, введения аппаратурной и инфор­
мационной избыточности, организации 
тестовых и функциональных средств кон­
троля и диагностики, процедур восста­
новления работоспособности и т .д , [7].

Успешный переход к эксплуатации 
сложных систем по состоянию тре­
бует наличия оперативных систем сбора 
и анализа статистической информации 
о системе, получаемой в процессе из­
мерений ее параметров.

Появление и широкое развитие ми­
кропроцессорной техники на основе 
интегральной технологии обеспечили 
построение необходимых систем кон­
троля, диагностики, обработки инфор­
мации и управления.

2. ОСНОВНЫЕ ТРЕБОВАНИЯ 
К АППАРАТУРЕ

Требования к аппаратуре контроля 
и диагностики определяются следу­
ющими факторами;

сложностью проверяемой системы; 
такой объект требует более полных 
и детальных проверок, что связано 
с необходимостью увеличения в си­
стеме контрольных точек или разра­
ботки новых методов контроля и диаг­
ностики;

допустимыми затратами времени на 
проверку; при создании алгоритмов 
обработки информации и аппаратуры 
контроля и диагностики сложной си­
стемы важным фактором является вре­
мя выполнения этих процедур обслу­
живания, требования к которому за­
висят от стадий жизненного цикла 
(производство, испытания, эксплуата­
ция), назначения системы и т. д.;

полнотой контроля; требования к 
полноте контроля (количество и глу­
бина проверок) зависят от стадий 
разработки и эксплуатации сложной 
системы и должны учитываться в каж­
дом конкретном случае;

надежностью системы контроля и 
диагностики;

временем ремонта системы; этот фак­
тор зависит от стратегии эксплуатации, 
места проведения ремонта, количества 
запасных частей и квалификации об­
служивающего персонала;

окружающей средой, определяющей 
конструкцию аппаратуры контроля и 
диагностики системы;

квалификацией обслуживающего 
персонала; система контроля и диаг­
ностики должна быть проста и удобна 
в эксплуатации и удовлетворять опре­
деленным эргономическим требовани­
ям и соответствующим психофизиоло­
гическим условиям работы оператора;

экономической эффективностью ап­
паратуры контроля и диагностики; 
этот фактор определяет структуру и 
состав средств контроля и диагностики 
и должен обеспечивать выполнение
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следующих требований: сокращение
обслуживающего персонала и сниже­
ние требований к квалификации обслу­
живающего персонала; уменьшение из­
носа и ускорение ремонта за счет 
ускорения контроля и диагностики; 
сокращение необходимого количества 
запасных частей за счет улучшения 
достоверности диагностирования.

Выполнить поставленные требова­
ния можно, если применить в аппара­
туре контроля и диагностики совре­
менные средства вычислительной тех­
ники.

3. СРЕДСТВА
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКИ 
В АППАРАТУРЕ

Применение современных средств вы­
числительной техники позволяет соз­
давать высокопроизводительную аппа­
ратуру контроля и диагностики, ис­
пользуемую на стадиях производства 
и эксплуатации сложных систем.

Реализация средств вычислительной 
техники в аппаратуре контроля и 
диагностики осуществляется по сле­
дующим основным направлениям: 
1) универсальные ЭВМ; 2) специали­
зированные ЭВМ; 3) мини-ЭВМ; 4) ми- 
кроЭВМ и микропроцессоры; 5) ин­
тегрированное применение средств вы­
числительной техники (иерархическая 
аппаратура контроля и диагностики).

По способу обработки информации 
различают следующие ЭВМ: 

цифровые электронные вычислитель­
ные машины, т. е. ЭВМ дискретного 
действия, в которых обрабатывается 
информация (данные и команды), пред­
ставленная в виде цифровых кодов;

аналоговые вычислительные машины 
(АВМ), т. е. ЭВМ непрерывного дей­
ствия, в которых обрабатывается ин­
формация, представленная в аналого­
вой форме (математические величины 
изображаются в виде непрерывных 
значений физических величин);

гибридные (комбинированные) вы­
числительные машины (ГВМ), т. е. 
ЭВМ цифроаналогового действия, в не­
которых узлах которых обрабатывает­
ся информация в виде цифровых кодов, 
а в других — в аналоговом виде.

Наибольшее распространение в прак­
тике получили цифровые ЭВМ, как 
наиболее универсальные, с более вы­
сокой точностью вычислений и удобные 
в работе.

По степени универсальности в обра­
ботке информации различают универ­
сальные ЭВМ (с гибким программным 
управлением, предназначенные для ре­
шения широкого класса задач) и спе­
циализированные ЭВМ (с жестким про­
граммным управлением, предназначен­
ные для решения одной задачи или 
сравнительно узкого класса задач).

Современными средствами вычисли­
тельной техники являются: микропро­
цессоры, микрокалькуляторы, микро- 
ЭВМ (персональные ЭВМ), мини-ЭВМ, 
большие ЭВМ (средней производитель­
ности, быстродействующие и сверхбы­
стродействующие) и сети ЭВМ.

Создание микропроцессоров (МП), по­
строенных на одной (или нескольких) 
большой интегральной схеме (БИС), 
послужило основой для построения 
универсальных, малогабаритных, на­
дежных вычислительных средств, а 
также применения их в различных 
системах контроля и управления.

Использование микропроцессоров со­
кращает затраты средств и времени 
на разработку систем, а также расши­
ряет возможности средств вычисли­
тельной техники, повышает ее надеж­
ность и соответственно снижает за­
траты на эксплуатационное обслужи­
вание. По существу, функции, выпол­
няемые МП, полностью определяются 
устройством управления (УУ), кото­
рое реализовано в виде управляющей 
программы (микропрограммы), хра­
нимой в постоянном запоминающем 
устройстве (ПЗУ), т. е. в управляю­
щей памяти (УП). При этом команды 
программы (микрокоманды микропро­
граммы) определяют настройку свя­
зей и блоков МП.

Зависимость функций МП от изме­
няемой программы (микропрограммы) 
открывает широкие перспективы в при­
менении микропроцессоров, которые 
рассматриваются как элементная база 
для построения мини- и микроЭВМ, 
вычислительных систем и сетей. Воз­
можности программирования (пере­
программирования) МП на выполне­
ние произвольной логической функ-
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ции делают микропроцессор гибким и 
универсальным, что создает перспек­
тивы построения микропроцессорных 
систем автоматизированного контроля 
и диагностики, отличающихся универ­
сальностью, размерами, потребляемой 
мощностью и надежностью, а также 
аппаратурной реализацией ряда функ­
ций программного обеспечения (ПО) 
путем замены программ микропро­
граммами, записанными в ПЗУ или 
в программируемые ПЗУ (ППЗУ), и по­
лучения таким образом «твердых» про­
грамм — «кремниевого матобеспече­
ния». Наблюдается увеличение разме­
ров таких ПЗУ (ППЗУ) и размещение 
в них не только управляющих про­
грамм, но и мониторов баз данных, 
протоколов телеобмена, что обеспечи­
вает гибкость применения микропро­
цессорных БИС и микроЭВМ, а также 
позволяет микропрограммно реализо­
вать системное и прикладное ПО для 
решения различных задач, в том числе 
задач контроля и диагностики сложных 
систем.

Современные средства микропроцес­
сорной техники, применяемые во встро­
енной автоматизированной аппаратуре 
контроля и диагностики, позволяют 
выдавать инструкции по ремонту (за­
мене съемных блоков) непосредственно 
в процессе или после применения 
объекта контроля по назначению. На­
пример, мультипроцессорная система 
контроля и диагностики состояния обо­
рудования самолета может выдавать 
инструкции по ремонту непосредствен­
но в полете или после посадки. При 
этом возможна телеметрическая пере­
дача данных на наземные приемники 
стационарных пунктов и аппаратуру 
контроля и диагностики, где осуще­
ствляется накапливание, анализ при­
нимаемой информации и выдача по 
результатам контроля необходимых ре­
комендаций на обслуживание. Для 
решения подобных задач используются 
универсальные (или специализирован­
ные) ЭВМ.

Специализированные ЭВМ осуще­
ствляют сбор, первичную обработку и 
регистрацию информации, поступаю­
щей отдатчиков, обнаруживают выход 
за допустимые пределы измеряемых 
параметров, их индикацию и регистра­
цию. При этом управляющие ЭВМ

выполняют еще функции управле­
ния пуском, остановом и режима­
ми функционирования сложной си­
стемы.

Универсальные ЭВМ выполняют, 
кроме всех функций специализиро­
ванных ЭВМ, процессорную обработку 
информации по разработанным алго­
ритмам анализа накапливаемой инфор­
мации с целью выдачи по результатам 
более глубокого анализа состояния 
системы и ее диагностики, необходимых 
рекомендаций на обслуживание си­
стемы.

Мини- и микроЭВМ, благодаря гиб­
кости своей структуры позволяют 
подключать к ним большое число ка­
налов связи и периферийных устройств; 
наращивать емкость оперативно-запо­
минающего устройства (ОЗУ) и внеш­
них ЗУ; устанавливать прямую связь 
(минуя процессор) с ОЗУ по одному 
или нескольким каналам; осуществ­
лять прерывание по приоритету, ис­
пользуя развитую систему прерыва­
ний; образовывать мультипроцессор­
ные системы; строить дублированные 
системы; вести эффективную обработку 
символьной информации и работать 
с массивами данных; использовать 
принцип микропрограммирования; ра­
ботать с различными языками низкого 
и высокого уровней и т. д.

Использование в мини- и микроЭВМ 
микропрограммирования расширяет 
структурные свойства машины, т. е. 
позволяет ее программно совмещать 
с другими ЭВМ и повышать произво­
дительность ЭВМ с помощью микро­
программной реализации системного 
и прикладного ПО.

В зависимости от характера решае­
мых задач в автоматизированных сред­
ствах контроля и диагностики слож­
ных систем используется соответству­
ющая вычислительная техника, кото­
рая на современном уровне развития 
позволяет обеспечить требования к ав­
томатизированным средствам контроля 
и диагностики по универсальности, 
адаптации к различным системам, об­
наружению места неисправности с точ­
ностью до сменного блока системы, 
выдаче в результате контроля и диаг­
ностики необходимых рекомендаций 
по обслуживанию.
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4. СТРУКТУРА
АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ СРЕДСТВ 
КОНТРОЛЯ И ДИАГНОСТИКИ 
СЛОЖНЫХ СИСТЕМ

Современные автоматизированные 
средства контроля и диагностики по 
характеру взаимодействия с системой 
делятся на активные и пассивные 
средства.

Активные автоматизированные сред­
ства контроля и диагностики (тестовые 
средства) в соответствии с алгоритмом 
выполняемой тестовой программы фор­
мируют стимулирующие воздействия» 
подаваемые на проверяемую систему 
с целью получения от нее ответной 
информации согласно задачам кон­
троля или диагностики. Тестовые воз­
действия в таких средствах могут по­
даваться на проверяемую систему как 
в периоды, когда система не исполь­
зуется по прямому назначению, так 
и в процессе ее рабочего функциони­
рования [55].

В пассивных автоматизированных 
средствах контроля и диагностики 
(средства функционального контроля 
и диагностики) отсутствуют тестовые 
воздействия на проверяемую систему. 
Эти средства регистрируют информацию 
о состоянии системы в процессе ее 
рабочего функционирования. Однако 
возможно применение этих средств 
перед или после применения системы 
по назначению. В этом случае необ­
ходима имитация режима функциони­
рования системы [55].

Аппаратурные средства системы 
функционального контроля, как пра­
вило, конструктивно объединены с объ­
ектом контроля. Эти встроенные сред-

Рис. 1. Структура средств функцио­
нального контроля и диагностики не­
прерывной системы

ства в вычислительной технике назы­
ваются схемами встроенного контроля 
(СВ К). в подвижных объектах — бор­
товыми средствами контроля, в техно­
логических объектах — средствами опе­
ративного (централизованного) кон­
троля и т. д, [55]. Самопроверяемые 
средства встроенного контроля [55] 
обнаруживают не только неисправно­
сти проверяемой системы, но и свои 
собственные. Это особенно важно для 
обеспечения высокой надежности ядра 
той части системы, от работоспособ­
ности которой зависит возможность 
и достоверность контроля техниче­
ского состояния остальной части си­
стемы.

Типовая структура автоматизиро­
ванных средств функционального кон­
троля и диагностики технического со­
стояния сложной системы, состоящей 
из сменных блоков Ри  ...» Р ІУ ... Р п, 
изображена на рис. 1. Каждый смен­
ный блок содержит встроенные сред­
ства контроля и диагностики (СКД). 
Контролируемые параметры сменного 
блока и его СКД поступают непрерыв­
но или по запросу на общие средства 
контроля и диагностики системы 
(ОСКД). Эта структура средств функ­
ционального контроля и диагностики 
может использоваться для техническо­
го обслуживания как дискретных, так 
и непрерывных систем. При этом 
будут отличаться в принципах по­
строения только СКД сменных блоков. 
СКД непрерывной системы задают 
предельные допустимые значения кон­
тролируемых параметров и сравни­
вают их с измеренными значениями.

СКД  дискретной системы представ­
ляют собой встроенные вычислитель­
ные средства контроля и диагностики, 
в качестве которых в современных и 
перспективных системах наиболее ча­
сто используются микропроцессоры и 
микроконтроллеры. ОСКД современ­
ных дискретных систем выполняются 
на базе микро- и мини-ЭВМ, которые 
связываются с объектами контроля 
(сложной системой) с помощью уст­
ройств связи и обеспечивают выдачу 
информации на терминальный пульт 
управления оператора (ТПУО).

В зависимости от характера взаимо­
действия между системой и средствами 
контроля и диагностики различают два
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а)

6)

Рис. 2. Структура автоматизированных 
средств контроля и диагностики:
а — пассивных; б — активных; К — ком­
мутатор; Ф У  С  — формирователь унифици­
рованных сигналов; А Ц П  — аналогово­
цифровой преобразователь; Ф В  — форми­
рователь воздействий; П И  — панель инди­
кации; П М  — пишущая машинка; Д  — 
дисплей; А Ц П У  — алфавитно-цифровое пе­
чатающее устройство; Н М Л  — накопитель 
на магнитной ленте; Н М Д  — накопитель 
на магнитном диске; У У — устройство уп­
равления; А Л У  — арифметическо-логиче- 
ское устройство

вида устройств связи: без обратной 
связи по воздействию — в пассивных 
средствах контроля (рис. 2, а)\ с обрат­
ной связью по воздействию — в актив­
ных средствах контрол» (рис. 2, б).

В устройствах измерительной части 
без обратной связи (см. рис. 2, а) 
стимулирующее воздействие на си­
стему остается в процессе контроля 
неизменным или изменяется независи­
мо от информации о системе. В устрой­
ствах измерительной части с обратной 
связью (см. рис. 2, б) тестовые воз­
действия состоят из воздействий, кото­
рые не зависят от информации о си­

стеме (как правило, в начале процесса 
контроля), и воздействий, зависимых 
от информации о системе.

Автоматизированные (автоматиче­
ские) средства контроля и диагностики 
на микропроцессорах позволяют удов­
летворить требования в отношении 
универсальности, надежности и т. д. 
Многопроцессорные (многомашинные) 
средства контроля и диагностики обла­
дают высокой производительностью, 
универсальностью и легко адаптируе­
мы к различным системам. Перспек­
тивны иерархические структуры много­
процессорных (многомашинных) 
средств контроля и диагностики (двух­
уровневые, трехуровневые и т. д.). 
При этом количество уровней системы 
зависит от ряда факторов: характери­
стик объекта контроля, решаемых за­
дач и т. д.

5. СТРУКТУРНАЯ ОРГАНИЗАЦИЯ 
ТРЕХУРОВНЕВОГО 
МУЛЬТИМИКРОПРОЦЕССОРНОГО 
КОМПЛЕКСА КОНТРОЛЯ, 
ДИАГНОСТИКИ И УПРАВЛЕНИЯ 
ТЕХНИЧЕСКИМ СОСТОЯНИЕМ 
СЛОЖНОЙ СИСТЕМЫ

Структурная схема трехуровневого 
мультимикропроцессорного комплекса 
показана на рис. 3.

Мультимикропроцессорный комплекс 
включает три уровня цифровой обра­
ботки и преобразования информации. 
На первом уровне устанавливается 
микропроцессор или микроконтроллер 
специальный (МКС),  которые предна­
значены для первичной обработки ин­
формации, поступающей с объекта кон­
троля. Как правило, МКС  этого уровня 
встраивается (конструктивно объеди­
няется с объектом контроля) в аппа­
ратуру объекта контроля. На втором 
уровне иерархии устанавливается ми­
кро- или миниЭВМ, которые предна­
значены для обработки информации, 
поступающей с вычислительных средств 
первого уровня, и управления техни­
ческим состоянием сложной системы. 
На третьем уровне иерархии устанав­
ливается мультимикропроцессорная си­
стема. Схема подключения микрокон-
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Рис. 3. Трехуровневая структура 
мультимикропр оцессор ного комплекса 
контроля и диагностики сложных си­
стем:
О К — объект контроля; МКС  — микро­
контроллер специальный; МП — микро­
процессор; В У — внешние устройства 
ЭВМ; А П Д  — аппаратура передачи дан­
ных

Рис. 4. Схема подключения микроконт­
роллера к объекту контроля и мик- 
роЭВМ:
Д  — датчик; К — коммутатор; А Ц П  — 
аналогово-цифровой преобразователь;
Ц А П  — цифроаналоговый преобразова­
тель; ИМ — исполнительный механизм;

— измеряемые параметры; — из­
меряемые параметры в цифровой форме, 
і — 1, п; [у'і] — управляющие воздейст­
вия в цифровой форме; {у.} — управляю­
щие воздействия в аналоговой форме (і — 
=  1, т)

троллера к объекту контроля и микро- 
ЭВМ показана на рис. 4.

МКС первого уровня предназначен 
для решения следующих задач:

контроля в автоматическом режиме 
до 1000 таких параметров, как ди­
скретные (малоразрядный двоичный 
код); интегральные (сумма одиночных 
импульсов); аналоговые постоянные 
величины (малоразрядный двоичный 
код); аналоговые переменные величины 
(малоразрядный двоичный код);

выполнения операции сравнения 
контролируемых параметров с допу­
стимыми значениями;

выполнения функциональных преоб­
разований контролируемых парамет­
ров в соответствии с алгоритмом;

обработки результатов контроля как 
аппаратурными, так и программными 
средствами;

выработки сигнала «объект контроля 
исправен — неисправен»;

минимизации информации о состоя­
нии объекта контроля и передачи ее 
на второй уровень обработки (микро- 
ЭВМ).

Оценка сложности микроконтрол­
лера показывает возможность его реа­
лизации в виде БИС в одном корпусе 
с числом выводов до 48 и допустимой 
степенью интеграции 4000 вентилей.

МикроЭВМ второго уровня иерархии 
предназначена для решения следующих 
основных задач:

выработки управляющих воздейст­
вий на объекты контроля;

управления вычислительными сред­
ствами первого уровня иерархии;

выработки сигнала «сложная система 
исправна — неисправна»;

исключения неисправных вычисли­
тельных средств первого уровня и ре­
шения задачи реконфигурации системы 
контроля;

выполнения диагностирования неис­
правного объекта контроля (локали­
зация неисправности); 

управления действиями оператора; 
статистической обработки результа­

тов контроля, диагностирования и тех­
нического обслуживания объектов кон­
троля;

отображения результатов контроля, 
диагностирования и технического об­
служивания на внешних устройствах;



Организация трехуровневого мультимикропроцессора 285

оценки технического состояния слож­
ной системы в целом и выбора режима 
обслуживания;

управления вводом-выводом инфор 
мации с внешними устройствами и вы­
числительными средствами третьего 
уровня;

минимизации информации о состоя­
нии сложной системы и передачи ее 
на вычислительные средства третьего 
уровня;

накопления информации и формиро­
вания банка знаний о состоянии слож­
ной системы.

МикроЭВМ позволяет использовать 
синхронный и асинхронный принципы 
связи с объектами контроля: при син­
хронном принципе процесс управления 
техническим состоянием объектов кон­
троля разбивается на циклы равной 
продолжительности сигналами элек­
тронных часов; при асинхронном — 
в микроЭВМ поступают от МКС сиг­
налы прерывания. Каждый сигнал 
прерывания эквивалентен требованию 
о прекращении выполнения текущей 
программы и переходе к выполнению 
программы, обслуживающей данный 
тип прерывания. МикроЭВМ должна 
реагировать на сигналы прерывания 
с учетом их приоритетов. Наибольший 
приоритет принадлежит сигналам, свя­
занным с авариями объектов контроля. 
Как правило, микроЭВМ второго уров­
ня должна использовать комбиниро­
ванный способ связи с объектами 
контроля.

МикроЭВМ второго уровня может 
работать в двух режимах управления 
техническим состоянием сложной си­
стемы: 1) в режиме прямого управле­
ния, когда воздействия на исполнитель­
ные механизмы непосредственно управ­
ляют объектом; 2) в режиме советчика, 
когда микроЭВМ обрабатывает инфор­
мацию, поступающую с объектов кон­
троля, и рассчитывает вспомогатель­
ную информацию, которая служит ре­
комендацией обслуживающему персо­
налу.

Мультимикропроцессорная система 
третьего уровня иерархии показана 
на рис. 5. Мультимикропроцессорная 
система в общем случае включает 
микроЭВМ двух типов (ЭВМ-^ и ЭВМ2), 
исходя из их функционального назна­
чения. МикроЭВМ 1 предназначены для

Рис. 5. Мультимикропроцессорная си­
стема третьего уровня:
В У — внешнее устройство; ВЗУ — внеш­
нее запоминающее устройство; АПД  — 
аппаратура передачи данных; микро- 
ЗВМ  і (ЭВМ я) — микроЭВМ первого
(второго) типа

решения одной задачи — организации 
обмена информации мультимикропро­
цессорной системы, а именно ее цен­
трального ядра, включающего про­
цессорное поле и общую оперативную 
память с внешними устройствами, ВЗУ  
и удаленными микроЭВМ2 сложных 
систем.

Мультимикропроцессорная система 
предназначена для решения следую­
щих основных задач:

статистической обработки результа­
тов контроля, диагностирования и тех­
нического состояния сложной системы 
в целом;

формирования и поддержания ра­
ционального состава и номенклатуры 
ЗИПа сложных систем;

контроля вычислительных средств 
всех уровней и реконфигурации моду­
лей вычислительных средств;

прогнозирования поведения слож­
ных систем и системы в целом;

генерации оптимальных режимов об­
служивания и вывода системы из 
состояния «авария»;
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автоматизации оценки технического 
состояния системы в любой момент и 
за любой взятый интервал вре­
мени;

создания банков знаний (гносео- 
баз) о состоянии и эволюции си­
стемы;

создания экспертных систем.
В мультимикропроцессорной систе­

ме (см. рис. 5) отдельным блоком вы­
делен диспетчер, что вызвано важ­
ностью его функций. Мультимикро­
процессорная система может быть по­
строена на современных штатных оте­
чественных микроЭВМ, однако для 
организации ее работы необходима раз­
работка специального аппаратурно­
программного диспетчера. Основными 
функциями диспетчера являются пла­
нирование вычислительного процесса, 
распределение ресурсов и организация 
очередей.

Трехуровневая структура мульти­
микропроцессор ного комплекса при­
менима для обслуживания сложных 
систем в различных сферах народного 
хозяйства. В каждом конкретном слу­
чае отдельные составляющие приве­
денного комплекса могут отсутство­
вать.

Создание трехуровневого мультими­
кропроцессор ного комплекса контро­
ля, диагностики и управления техни­
ческим состоянием сложных систем 
возможно на современной элементной 
базе с использованием средств микро­
процессорной техники. Для построе­
ния рациональной системы контроля, 
диагностики и технического обслужива­
ния повышенной надежности необхо­
димо обеспечить решение следующих 
задач: разработать систему автомати­
зации проектирования (САПР) кон- 
фигур ации му л ьтими кр опр оцессор ного 
комплекса и программное обеспечение 
(пакетов системных, прикладных и 
инструментальных программ); пере­
нести наиболее популярные алгоритмы 
в аппаратуру с разработкой эффектив­
ных спецпроцессоров; разработать ал­
горитмы динамического удержания ба­
ланса загрузки мультимикропроцес­
сор ного комплекса и алгоритмы на­
копления баз знаний и генерации 
рациональных программ обслужива­
ния сложных систем.

6. СТРУКТУРА
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 
АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ СРЕДСТВ 
КОНТРОЛЯ И ДИАГНОСТИКИ 
СЛОЖНЫХ СИСТЕМ

* Автоматизированные средства кон­
троля и диагностики сложных систем 
включают техническое и программное 
обеспечение. Техническое обеспечение 
является аппаратурной частью автома­
тизированных средств контроля и ди­
агностики. Программное обеспечение 
(ПО) состоит из общего программного 
обеспечения (ОПО) и специального про­
граммного обеспечения (СПО). ОПО — 
это совокупность программ, обеспе­
чивающих исполнение программ СПО, 
их разработку, а также управление 
средствами контроля и диагностики 
в различных режимах работы. СПО — 
это совокупность программ, обеспе­
чивающих контроль и диагностирова­
ние сложных систем, самоконтроль, 
диагностирование и техническое об­
служивание непосредственно средств 
контроля и диагностики, а также 
изготовление и испытание конкретных 
средств контроля и диагностики в 
процессе производства на заводах- 
изготовителях.

Для создания конкретных версий 
ОПО разрабатывается базовое програм­
мное (БПО), позволяющее генериро­
вать ОПО конкретных средств кон­
троля и диагностики.

В практике проектирования и экс­
плуатации средств контроля и диагно­
стики существуют два основных под­
хода к созданию ОПО [58]: построение 
ОПО на основе программного обеспе­
чения используемой в них ЭВМ (на­
пример, известны ОПО средств кон­
троля и диагностики, разработанные 
на основе языков БЕЙСИК или 
ФОРТРАН) и создание специализи­
рованного ОПО средств контроля и 
диагностики. ПО ЭВМ средств кон­
троля и диагностики рассматривается 
как вспомогательное и используется 
для создания и обеспечения функцио­
нирования специализированного ОПО, 
ориентированного на задачи контроля 
и диагностики; в таком ОПО учтены 
потр ебности и нж енер ов- испытателей, 
эксплуатирующих средства контроля
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и диагностики и, как правило» не 
являющихся программистами-профес- 
сионалами. Эти особенности учтены 
в проблемной ориентации языков для 
описания задач контроля и диагно­
стики, в специальных программах, 
помогающих создавать тексты про­
грамм и проводить отладку программ 
контроля и диагностики в терминах 
проблемно-ориентированного языка, н 
т. п.

В БПО выделяют -следующие основ­
ные компоненты, т, е. средства опера­
ционных систем, автоматизации про­
граммирования, отладки, генерации 
и контроля функционирования.

Средства операционных систем (опе­
рационная система) представляют со­
бой комплекс связанных между собой 
программ, обеспечивающих выбор и 
ввод необходимых программ и данных 
и автоматическое управление всем хо­
дом выполнения процесса контроля и 
диагностики. В операционных систе­
мах средств контроля и диагностики 
можно выделить функции, свойствен­
ные любым другим операционным си­
стемам, например пакетного типа для 
ЭВМ общего назначения, и функции, 
отражающие определенную технологию 
использования средств контроля и 
диагностики.

В соответствии с этим в составе БПО 
выделяют базовую операционную си­
стему контроля и диагностики и ба­
зовую обслуживающую операционную 
систему. Первая служит базой для 
создания управляющего программного 
обеспечения —- операционных систем 
контроля и диагностики конкретных 
средств контроля и диагностики, вто­
рая — базой для создания обслужива­
ющих операционных систем конкрет­
ных средств контроля и диагностики, 
которые должны быть основой функ­
ционирования всего обслуживающего 
программного обеспечения, т. е. 
средств программирования, отладки, 
генерации и т. п.

Средства автоматизации программи­
рования представляют собой совокуп­
ность языков и программ различного 
назначения для автоматизации этапа 
программирования. Это наиболее мно­
гочисленная группа средств БПО, В об­
щем случае в нее входят входные языки 
программирования различного назна­

чения, средства конструирования тек­
стов программ на входном языке про­
граммирования (в первую очередь для 
проблемно-ориентированных языков 
типа ОКА, имеющих обширный сло­
варь терминов), трансляторы и ком­
пиляторы с входных языков програм­
мирования, средства компоновки и 
редактирования программ и данных, 
программы для автоматической гене­
рации тестов, анализаторы синтаксиса, 
средства выпуска документации про­
граммного обеспечения и т. п.

Средства автоматизации программи­
рования, используемые в аппаратуре 
контроля и диагностики, принято под­
разделять на машинно-ориентирован­
ные, в основе которых лежит исполь­
зование языка Ассемблера для ЭВМ 
средств контроля и диагностики, и 
проблемно-ориентированные, в основе 
которых лежит применение специали­
зированных языков программирова­
ния, ориентированных на задачи кон­
троля и диагностики.

Средства отладки представляют со­
бой совокупность программ, предна­
значенных для автоматизации отработ­
ки программ различного назначения. 
В общем случае данная группа средств 
включает: отладчик программ контро­
ля и диагностики на проблемно-ориен­
тированном языке, отладчик программ 
на языке Ассемблера, моделирующие 
программы различного назначения, обе­
спечивающие предварительную отлад­
ку программ контроля и диагностики 
при отсутствии внешних контрольно­
измерительных устройств средств кон­
троля и диагностики.

Средства генерации предназначаются 
для генерации рабочего комплекса 
ОПО конкретных средств контроля и 
диагностики на основе средств базо­
вого программного обеспечения, а так­
же для решения задач адаптации ранее 
созданного ОПО к новым требованиям 
к средствам контроля и диагностики, 
возникающим в ходе их эксплуатации. 
Одним из основных компонентов яв­
ляется генератор данных, обеспечива­
ющий получение в удобной форме 
описания конкретной версии проблем­
но-ориентированного языка програм­
мирования средств контроля и диаг­
ностики, описание ресурсов средств 
контроля и диагностики и их соедине­
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ний с контролируемым оборудованием. 
Эти данные необходимы для работы 
таких средств базового программного 
обеспечения, как операционная си­
стема контроля и диагностики, компи­
лятор, конструктор текстов программ 
контроля и диагностики.

Средства контроля функционирова­
ния представляют собой совокупность 
программ, предназначенных для про­
верки исправности непосредственно 
средств контроля и диагностики, обна­
ружения и локализации отказов и 
сбоев. Они позволяют проверять со­
стояние отдельных устройств аппара­
туры контроля и диагностики, выпол­
нять диагностические процедуры при 
обнаружении отказов и сбоев, а также 
тестовые проверки аппаратурных и 
программных средств аппаратуры кон­
троля и диагностики при проведении 
различного рода профилактических 
работ.

Эти средства служат для создания 
специальных программ самоконтроля, 
диагностики и технического обслужи­
вания, входящих в СПО средств кон­
троля и диагностики.

В зависимости от связи с техниче­
скими средствами [58] базовое про­
граммное обеспечение разделяется на 
средства управляющего и обслужива­
ющего программного обеспечения. Уп­
равляющее программное обеспечение 
всегда реализуется техническими сред­
ствами аппаратуры контроля и диаг­
ностики. Как составная часть испол­
нительной системы аппаратуры кон­
троля и диагностики оно неотделимо 
от аппаратурных средств и вместе 
с ними образует новую, виртуальную 
среду, в которой функционируют про­
граммы контроля и диагностики и 
с которой общается человек-оператор 
в процессе проверки и диагностирова­
ния сложной системы.

Наиболее распространены средства 
управляющего программного обеспече­
ния на основеперфоленточных устройств 
ввода-вывода (перфоленточное про­
граммное обеспечение) и на основе на­
копителей на магнитных дисках (ди­
сковое программное обеспечение). Пер­
фоленточное программное обеспечение 
характеризуется низкой стоимостью, 
достаточно высокой скоростью замены 
программ контроля и диагностики,

устойчивой работой в различных усло­
виях эксплуатации и т. п. Такое обе­
спечение наиболее широко применяет­
ся в средствах контроля и диагностики, 
обеспечивающих выполнение задач кон­
троля и диагностики по заранее соз­
данным и отработанным программам. 
Дисковое программное обеспечение от­
личается более высоким уровнем ком­
фортности работы человека-оператора 
за счет исключения манипуляций пер­
фолентами при смене программ кон­
троля и диагностики. Однако из-за 
технических особенностей диска, а так­
же большей его стоимости по сравне­
нию с перфоленточными средствами 
дисковое обеспечение используется в 
основном в диалоговых средствах кон­
троля и диагностики.

Известны примеры использования 
магнитных лент в качестве основного 
системного носителя данных.

Обслуживающее программное обе­
спечение средств контроля и диагно­
стики в отличие от управляющего 
может быть реализовано как на техни­
ческих средствах аппаратуры контро­
ля и диагностики, так и на внешней, ав­
тономно используемой технологической 
ЭВМ или технологическом комплексе. 
Для реализации функционально пол­
ного обслуживающего программного 
обеспечения в составе средств контроля 
и диагностики должна быть соответ­
ствующая аппаратура (процессор с вы­
соким быстродействием и необходимым 
объемом памяти, внешнее запомина­
ющее устройство большой емкости, 
терминал человека-оператора, соот­
ветствующие устройства ввода-вывода).

Другим способом реализации техни­
ческих средств для обслуживающего 
программного обеспечения является 
вариант, при котором на период под­
готовки программ контроля и диагно­
стики и испытаний непосредственно 
средств контроля и диагностики для 
увеличения вычислительной мощности 
им придается (или к ним подключается) 
технологическая ЭВМ с требуемым 
аппаратурным составом. В общем слу­
чае технологическая ЭВМ может быть 
удалена от средств контроля и диаг­
ностики на значительное расстояние.

В соответствии с установившейся 
практикой в составе СПО средств кон­
троля и диагностики выделяют три
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группы программ: контроля и диагно­
стирования сложных систем, самокон­
троля, диагностирования и техниче­
ского обслуживания непосредственно 
средств контроля и диагностики, а так­
же для изготовления и испытания 
конкретных средств контроля и диаг­
ностики в процессе производства на 
заводе-изготовителе.

Разработке программ контроля и 
диагностирования сложных систем 
предшествует анализ методик провер­
ки параметров сложной системы и 
методик диагностирования. При ана­
лизе всегда можно выделить (в первую 
очередь для сложных систем) группы 
параметров (методик диагностирова­
ния), проверяемых в близких исходных 
режимах функционирования сложной 
системы, и оформить их, как этапы 
проверки. Каждому такому этапу при­
сваивается определенное имя (номер). 
В конце этапа состояние средств кон­
троля и диагностики и проверяемой 
сложной системы должно быть таким 
же, как и в начале этапа. Поэтапный 
контроль и диагностирование сложной 
системы позволяет уплотнить время 
контроля группы родственных пара­
метров за счет уменьшения времени на 
переходные процессы в сложной си­
стеме, сократить объем программы 
исключением одних и тех же команд и 
сигналов на разных участках програм­
мы, обеспечить выборочный контроль 
и диагностирование четким началом и 
концом этапа с одними и теми же 
исходными режимами сложной си­
стемы и средств контроля и диагно­
стики.

Наиболее рациональной является мо­
дульная структура программ контро­
ля и диагностики. В соответствии с ло­
гическими уровнями программ кон­
троля и диагностики могут быть уста­
новлены следующие типы модулей: 
программа проверки сложной системы 
(главный модуль), модули этапов, па­
раметров и типовых задач контроля 
и диагностики. При таком представле­
нии программы контроля и диагности­
ки обеспечиваются возможности для 
многократного использования модулей 
и их независимой проверки. Наличие 
комплекта модулей упрощает разра­
ботку новых программ и модерниза­
цию имеющихся за счет использования

готовы® модулей и простота внесения 
изменений в программу. Корректи­
ровку можно осуществить изменением 
фактических значений переменных па­
раметров модулей и заменой одних 
модулей другими или введением новых 
модулей при необходимости внесения 
изменений. Комплект модулей может 
создаваться для использования в про­
граммах контроля одной или группы 
родственных сложных систем. Для 
конкретной программы проверки в этом 
случае выбираются необходимые мо­
дули (в общем случае всех уровней) 
и на их основе создается программа. 
При необходимости для разрабатывае­
мой программы создаются новые 
модули или модифицируются име­
ющиеся.

Специальное программное обеспече­
ние самоконтроля, диагностирования 
и технического обслуживания непо­
средственно средств контроля и диа­
гностики позволяет оценивать техни­
ческое состояние, выделять (локализо­
вать) отказы при их обнаружении и 
обеспечивать техническое обслужива­
ние при проведении регламентных ра­
бот. Для решения этих задач, как 
правило, создаются программы само­
контроля, диагностирования и техниче­
ского обслуживания. Программа само­
контроля предназначается для про­
верки функционирования средств кон­
троля и диагностики, включая про­
верку ЭВМ, средств связи ЭВМ с пе­
риферийными устройствами, в том 
числе устройствами ввода-вывода, из­
мерительными преобразователями, ге­
нераторами, коммутаторами и т. п. 
Эта программа должна гарантировать, 
что вся программируемая аппаратура 
реагирует на команды. Структурно 
программа самоконтроля обычно ана­
логична программам проверки слож­
ной системы. Программа диагностиро­
вания непосредственно средств кон­
троля и диагностики обеспечивает по­
иск и локализацию неисправных эле­
ментов средств контроля и диагно­
стики.

Программа технического обслужива­
ния предназначается для обеспечения 
технического обслуживания устройств 
средств контроля и диагностики, про­
верки функционирования средств кон­
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троля и диагностики с привлечением 
внешней аппаратуры эталонирования и 
калибровки. В связи со спецификой 
проведения этих работ такая про- 
грамма создается с учетом проведения 
технического обслуживания в полу­
автоматическом режиме с большим 
числом приостановов для участия че­

ловека-оператора в проверке средств 
контроля и диагностики.

Программное обеспечение для произ­
водства средств контроля и диагно­
стики решает задачу проверки как 
составляющих, так и средств контроля 
и диагностики в целом на соответствие 
требованиям технических условий*



Глава 17. Примеры современных
автоматизированных систем 
эксплуатации и ремонта техники

1. ЭКСПЛУАТАЦИЯ И 
ТЕХНИЧЕСКОЕ ОБСЛУЖИВАНИЕ 
БОЛЬШИХ СИСТЕМ 
С МОНИТОРИНГОМ

Для обеспечения эксплуатационной 
надежности и безопасности современ­
ные большие технические системы (ма­
шины и конструкции) снабжаются, 
как правило, системами мониторин­
га (СМ).

Под мониторингом машин понимает­
ся научно спроектированная система 
(средства и методы) непрерывных на­
блюдений и измерений с применением 
соответствующих оценочных процедур 
(идентификации, анализа текущего со­
стояния, распознавания особых си­
туаций, краткосрочного (1—2 с) и 
долговременного (минуты, часы) про­
гнозирования) и автоматического при­
нятия оперативных и тактических ре­
шений.

Общая схема аппаратурной реали­
зации СМ представлена на рис. 1. 
СМ состоит из датчиков и сенсоров 
с интерфейсами, устройств буферного 
хранения информации, компьютера 
остаточного ресурса изделия (КОР) 
с математическим обеспечением и па­
кетом прикладных программ (ППП), 
осуществляющим соответствующие оце­
ночные процедуры, в том числе в реаль­
ном масштабе времени, терминала с ди­
сплеем и человеком-оператором, ка­
налов обратной связи с сервомеханиз­
мами и системами предотвращения 
и защиты.

Современные СМ позволяют непре­
рывно отслеживать фактическое со­
стояние каждой индивидуальной ма­
шины; оперативно диагностировать ее 
узлы и агрегаты; прогнозировать 
остаточный ресурс; осуществлять на

этой основе эксплуатацию и техниче­
ское обслуживание по состоянию; ис­
ключить необходимость в капитальных 
ремонтах и возникновение аварийных 
ситуаций; резко уменьшить процент 
брака и расходы на ресурсные испыта­
ния (на стадии доводки изделия).

Рассмотрим некоторые современные 
системы мониторинга.

Характерная для авиационных кон­
струкций (в частности, авиационных 
двигателей) СМ представлена на рис. 2. 
Она состоит из системы сенсоров и 
датчиков, регистрирующих основные 
параметры изделия; бортового 16-раз- 
рядного компьютера (остаточного ре­
сурса), изделия модульной конструк­
ции (КОР) с оперативной памятью 
80 Мб; устройства быстрого доступа, 
осуществляющего непрерывную запись 
диагностирующих параметров; уст­
ройств передачи информации (в том 
числе ручных), позволяющих осуще­
ствлять связь между КОР и наземным 
централизованным оборудованием пов­
тора и анализа. Для обеспечения на­
дежности СМ вероятность его отказа не 
должна превышать ІО“12. Такая си­
стема позволяет регистрировать расход 
ресурса важнейших элементов кон­
струкции, производить запись функ­
ционирования со скоростью 1 фрейм/с, 
фиксировать выбросы за предупреж­
дающий и критический уровни (откло­
нения от нормы и происшествия), 
осуществлять вибрационный анализ 
системы, самодиагностику и внешнюю 
связь.

СМ отслеживает в реальном масшта­
бе времени расход ресурса в резуль­
тате мало- и многоцикловой усталости, 
термоусталости, ползучести, износа. 
Кроме того, СМ позволяет непрерывно 
изучать газовую динамику двигателя, 
записывать кривые »время—темпера-
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Рис. 1. Общая схема системы монито­
ринга:
1 <— большая механическая система (БМС);
2 *— сенсоры: 3 — датчики: 4 — устройст­
во предотвращения; 5 — сервомеханизмы; 
6 >— буферное устройство хранения инфор­
мации; 7 — компьютер остаточного ресурса 
изделия с пакетами ПП; 8 терминал с 
дисплеем; 9 — человек-оператор; 10 — 
устройство защиты

тура (скорость)», осуществлять мате­
матическое моделирование функциони­
рования двигателя, фюзеляжа, ко­
робки передач и т. д.

Другим примером является СМ ин­
струмента на токарных, сверлильных, 
фрезерных и многооперационных стан­
ках с управлением типа CNC. Эти 
системы сигнализируют об износе или 
поломке инструмента, осуществляют 
необходимую корректировку режимов 
обработки. Основные принципы дей­
ствия таких СМ заключаются в реги­
страции «рабочих часов» инструмента, 
а также в измерении тем или иным 
способом выходной мощности, усилий 
резания и геометрии инструмента или 
изделия.

СМ позволяет осуществлять экс­
плуатацию по состоянию, ресурсу или 
уровню надежности и на этой основе

использовать концепцию обслужива­
ния по состоянию (ОПС).

ОПС — наиболее экономичный, гиб­
кий и эффективный метод эксплуата­
ции заводского оборудования и транс­
портных машин. ОПС является основ­
ным компонентом процесса эксплуа­
тации, ориентированного на макси­
мум безопасности и надежности.

Центральным элементом обслужи­
вания по состоянию является система 
управления информацией об обслужи­
вании (СУИО) — автоматизированное 
устройство сбора данных и передачи 
информации для интеграции СМ в 
структуру технического обслуживания 
изделий.

СУИО является современным сред­
ством реализации стратегии (ОПС), 
основанное на миникомпьютерах, за

Рис. 2. Типовая система мониторинга:
I — изделие, оснащенное датчиками и сен­
сорами для контроля расхода топлива, 
температуры, давления масла, вибрации 
и др.; II  — бортовые устройства; 1 — уст­
ройство быстрого доступа (УБД); 2 — уст­
ройство для непрерывной записи трендов; 
3 — бортовой компьютер остаточного ре­
сурса (КОР); III  — устройства для пере­
дачи информации; 4 — ручное устройство 
передачи информации (РУПИ); 5 — цент­
рализованное наземное устройство анализа
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Рис. 3. Блок-схема алгоритма создания плана ТО, проблемно-ориентирован­
ного по безопасности и надежности

счет предоставления доступа к необ­
ходимой информации эксплуатацион­
щиков, ремонтников, конструкторов 
и управляющих в форме, пригодной 
для практического применения. СУИО 
позволяет осуществлять обслуживание 
методом исключения, проводить мони­
торинг ансамбля изделий. Например, 
для газотурбинных двигателей кон­
цепция технического обслуживания (ТО) 
основана на модульном принципе (от­
слеживание расхода ресурса модуля, 
использование техники обнаружения 
дефекта изделия и его выделения на 
уровне модуля). Она позволяет исклю­
чить процесс капитального ремонта 
двигателя и идентифицировать сниже­
ние сопротивления отказу.

Блок-схема алгоритма создания про­
блемно-ориентированного на обеспе­
чение безопасности и надежности пла­
на ТО представлена на рис. 3. Основ­
ная идея алгоритма заключается в вы­
членении элементов, эксплуатирующих­
ся по ресурсу, по состоянию и по

уровню надежности и обеспечению 
адекватности, экономичности и без­
опасности процедур проверки, тех­
ники мониторинга и синтеза первич­
ных данных (прогнозирования, при­
нятия решений).

Очень важен учет требований кон­
кретного пользователя к исходным 
данным мониторинга. Следует разли­
чать следующие категории пользова­
телей и уровни поддержки: 1) оператор 
(экипаж, команда); 2) руководство 
цеха (маршрута, линии); 3) руковод­
ство ремонтных мастерских; 4) ру­
ководство ремонтного завода; 5) ин­
женерный состав завода-изготовителя; 
6) руководство завода-изготовителя.

Эти потребители со своими требо­
ваниями к информации определяют 
ее состав, способы обработки, содержа­
ние пакета прикладных программ 
(ППП) и процедуру доступа к инфор­
мации. В рамках сценария на уровне 1 
(пилот, экипаж) требуется минимум 
информации, позволяющей обеспечить



294 Примерп современных автоматизированных систем

безопасность персонала и выполнения 
задания (рейса). В цехе (уровень 2) 
требуется информация для возмож­
ности быстрой идентификации дефек­
тов на модульном уровне и определе­
ния состава ТО. В мастерских (уро­
вень 3) нужны данные об испытатель­
ных стендах, предыдущая информация 
об условиях эксплуатации изделия и 
знание местных ресурсов, что позво­
ляет принять правильное решение, 
в том числе о выполнении превентив­
ного ТО. На заводе-изготовителе (уро­
вень 4) бригада по ТО должна руко­
водствоваться знаниями предыстории, 
причинами снятия изделия с эксплуа­
тации н непосредственными записями 
его функционирования. Инженерный 
состав ремонтного завода (уровень 5) 
принимает решения логического ха­
рактера. Он осуществляет мониторинг 
ансамбля изделий; обеспечивает экспе­
ртизу задач идентификации надежно­
сти и ремонтопригодности, которые 
можно решить с помощью улучшения 
компонент изделия; определяет поли­
тику управления запасными частями 
и их распределения между складами.

На уровне руководства завода (уро­
вень 5) ТО изделий связано с широким 
кругом управленческих проблем в 
процессе поддержания изделий (влия­
ние нового компонента, создание но­
вых ППП и т. п.).

Вся перечисленная информация в 
конечном счете получается с помощью 
ППП из решения соответствующих 
задач статистической обработки исход­
ной информации, механики, надеж­
ностной оптимизации и математиче­
ского моделирования.

Программы, входящие в состав СМ 
и СУИО, должны удовлетворять тре­
бованиям модульности, совместимости 
по иерархии вверх и гибкости (для 
возможности осуществлять монито­
ринг ансамбля изделий).

Хранение данных должно преду­
сматривать их агрегатирование по ти­
пам изделий; учитывать конкретные 
нужды используемых систем ТО и 
эксплуатации по состоянию; быстрый 
и эффективный поиск суммарной циф­
ровой или графической информации 
для всех изделий в ансамбле.

Состав информации зависит от тех 
задач надежностной оптимизации, ко­

торые решаются в ходе ТО и эксплуа­
тации ансамбля изделий.

Таким образом, задача мониторинга 
механических систем в первом при­
ближении сводится к следующему:

сбору, обработки и идентификации 
первичной статистической информа­
ции;

решению задач об оптимальном рас­
ходовании ресурса за счет управле­
ния случайным процессом нагружения 
(динамическим или квазистатическим), 
оператором системы (например, изме­
нять общую конфигурацию элемента, 
его граничные условия, накладывать 
или снимать связи, варьировать во 
времени жесткость демпферов), вос­
становлением качества системы по 
определенному правилу (выполнять 
техническое обслуживание и ремонт, 
наносить защитные покрытия, заме­
нять смазку, детали, узлы, агрегаты);

диагностике узлов й агрегатов ма­
шин;

прогнозированию остаточного ре­
сурса;

решению задачи об оптимальной оста­
новке эксплуатации технической си­
стемы;

оптимизации объемов технического и 
сервисного обслуживания, среднего и 
капитального ремонта, объемов за­
пасных частей и складов и др.

Практически система мониторинга 
аппаратно реализует на уровне тех­
нических средств системный подход 
к проблеме надежности, обеспечивая 
оценку и прогнозирование ресурса, 
принятие решений по управлению 
надежностью и их реализацию в реаль­
ном масштабе времени.

Многие из этих задач успешно ре­
шаются с помощью моделей, изложен­
ных в т. 8 и 9.

2. АВТОМАТИЗИРОВАННАЯ 
СИСТЕМА ЭКСПЛУАТАЦИИ 
И РЕМОНТА САМОЛЕТОВ 
ГРАЖДАНСКОЙ АВИАЦИИ

Одной из важных научных и тех­
нических проблем гражданской авиа­
ции является эксплуатация авиацион­
ной техники по состоянию.

Оценка текущего состояния такого 
сложного объекта, каким является



Автоматизированная система эксплуатации и ремонта 295

современный пассажирский самолет, 
требует сбора и обработки больших 
объемов информации. Например, на 
борту самолета Ил-86 за один час 
полета регистрируется и записывается 
на магнитный носитель до 1 Мб данных 
о состоянии параметров важнейших 
систем самолета. В будущем объем 
автоматически регистрируемых в по­
лете и запоминаемых данных будет 
возрастать. Обработка и анализ та­
кого количества данных нуждается 
в бортовых и наземных компьютерах.

Тем не менее строгое формальное 
описание процессов функционирова­
ния сложных авиационных систем за­
труднено. В результате даже при на­
личии достаточной информации и хо­
роших средств ее обработки бывает 
сложно определить состояние системы 
с помощью автоматизированных ком­
плексов. Альтернативным решением 
этой проблемы является создание че­
ловеко-машинной системы принятия 
решения о техническом состоянии объ­
екта. В такой автоматизированной 
системе диагностирования (АСД) авиа­
ционной техники во всех сложных и 
противоречивых ситуациях решение о 
состоянии объекта принимается экс­
пертами. Основой для этого служит 
информация, выданная АСД, в ре­
зультате обработки полетных данных*

Примером системы, нашедшей рас­
пространение в гражданской авиа­
ции, является АСД «Анализ-86», пред­
назначенная для самолета Ил-86. От­
личительная черта этой системы -— 
обработка информации, накопленной 
в полете на наземных вычислительных 
комплексах. Опыт, накопленный в про­
цессе эксплуатации системы на пред­
приятиях гражданской авиации, поз­
воляет определить ее некоторые ти­
пичные черты.

Особенности наземных автоматизи­
рованных систем диагностирования из­
делий авиационной техники. Важной 
особенностью АСД в гражданской авиа­
ции является ограниченность времени, 
в течение которого может проводиться 
наземная обработка и анализ данных, 
накопленных во время полета са­
молета.

Необходимость наиболее полно ис­
пользовать самолет для удовлетворе­
ния спроса на перевозки вынуждает

минимизировать (с учетом ограниче­
ний, накладываемых требованиями без­
опасности) время пребывания его в 
аэропорту. Кроме того, не все время 
пребывания в аэропорту самолет мо­
жет быть доступен контролю АСД. 
Примерное распределение доли вре­
мени пребывания самолета такого клас­
са, как Нл-86, в различных состоя-
ниях иллюстрируется ниже.
Вне базового аэропорта. 0,35
В аэропорту:

недоступном для АСД 0,40
доступном для АСД 0,25
Следующей особенностью является

объем информации, который накоплен 
в процессе полета. Количество зада­
ваемых и регистрируемых бортовыми 
датчиками параметров таково.

Параметры: Аналоговые Разовые
полета.............  19 15
органов управления 17 17
силовых установок. 68 16
прочих систем 42 18

В результате за один час полета на 
борту самолета (с учетом частоты 
регистрации значений параметров) на­
капливается немного менее 1 Мб дан­
ных, которые требуется обработать 
вычислительными средствами назем­
ной АСД.

Технология работы АСД «Анализ-86» 
предусматривает участие в ней ряда 
подразделений авиационного предприя­
тия, эксплуатирующего самолет Ил-86.

Взаимодействие эксплуатационных 
подразделений с АСД. Показанные на 
рис. 4 связи означают: 1 п 2 — до-

Рис. 4. Схема взаимодействия эксплу­
атационных подразделений с АСД
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Анализ Техничес
Доставка Составление Решение резуль- кое абспу -

накопителя задания на ЗВР1 татоб мибание

Рис. 5. Относительные затраты вре­
мени (%) на цикл диагностирования

ставка от самолета съемного носителя 
зарегистрированных в полете данных 
в систему; 8 — формирование задания 
на очередную обработку системой дан­
ных, основанного на предыстории тех­
нического состояния самолета и сооб­
щениях экипажа; задание формируется 
в виде заполненного на дисплее шаб­
лона и по каналу связи поступает 
в вычислительный комплекс системы; 
4 — передача результатов диагности­
рования, полученных АСД в виде 
распечаток диагностических сообще­
ний, в лабораторию диагностики для 
принятия решения о состоянии объ­
екта; оперативные сообщения при этом 
передаются по каналу связи, диагно­
стические сообщения, не требующие 
остановки эксплуатации самолета и не 
препятствующие его вылету, — обыч­
ным способом; потребитель может за­
просить дополнительную распечатку 
значений требующихся ему параме­
тров и дополнительную экспертную ин­
формацию; 5 — задания на выполне­
ние технического обслуживания объ­
екта по результатам анализа; 6 — уточ­
нение задания на техническое обслу­
живание объекта, подтверждение или 
опровержение диагноза выполненного 
системой; 7 и 8 — информирование 
о возможных сроках готовности само­
лета к очередному рейсу; 9 — техни­
ческое обслуживание объекта; 10 — 
дополнительная информация экипажа 
о поведении техники в процессе по­
лета; 11 — постановка самолета на 
подготовку к очередному рейсу.

Длительность одного цикла диагно­
стирования включает затраты времени 
всех участвующих в этом процессе 
эксплуатационных подразделений. 
Примерные относительные затраты вре­
мени цикла приведены на рис. 5.

Структура информационного обеспе­
чения системы определяет временные 
затраты используемого комплекса тех­
нических средств, включая входную

внутримашинную и выходную инфор­
мацию (рис. 6).

Входной информацией являются по­
летные данные, занесенные на съемный 
магнитный носитель. Объемы этих дан­
ных колеблются в широких пределах 
в зависимости от продолжительности 
прямого и обратного рейсов. В сред­
нем этот объем З'ІО® б, однако в от­
дельных случаях он может быть на 
порядок больше. Кроме полетной ин­
формации, на входе требуются тари- 
ровочные характеристики датчиков, 
позволяющие перевести коды данных 
в данные физической размерности, и 
нормативно-справочная информация, 
идентифицирующая конкретный само­
лет и рейс.

Входная информация системы, за­
несенная на магнитную ленту, при 
считывании ее в ЭВМ проходит пред­
варительную обработку. При этом из 
Івсех данных, зарегистрированных в по­
лете, выделяются только те, которые 
необходимы для решения диагности­
ческих задач, перечисленных в зада­
нии на диагностирование. Это позво­
ляет сократить машинное время, так 
как обычно не все задачи должны 
обязательно решаться после каждого 
возвращения самолета на базу.

Таким образом, после предваритель­
ной обработки полетной информации 
в системе создаются массивы данных 
только для перечисленных в задании 
диагностических задач. Данные в мас­
сивах раскодированы, при этом отбра­
кованы все статистически недостовер­
ные значения; методом интерполяции 
восстановлены все пропуски данных. 
Данные сжаты и помещены в специа­
лизированную базу данных со стра­
ничной организацией дисковой па­
мяти.

Внутримашинная информация со­
стоит из трех групп массивов. Мас­
сивы значений параметров образованы 
после предварительной обработки по­
летной информации и являются вход­
ными для задач диагностирования из­
делий авиационной техники. Каждая 
задача имеет свой массив данных. 
Решения всех задач функциональной 
диагностики перед выдачей их потре­
бителям помещаются в универсальную 
базу данных в виде готовых докумен­
тов. Массивы нормативно-справочной
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Входная информация
!--------------------------------------------------------------- ------------------------------------------------ 1

Рис. 6. Структура информационного обеспечения автоматизированной системы 
ди агностир ов ан и я :
СУБД  — система управления базой данных; ШСИ нормативно-справочная инфор- 
маци я

информации являются общими для 
всех задач, решаемых в данном цикле 
диагностирования.

Выходная информация образована 
программными модулями оперативного 
и стандартного информирования, она 
предназначена для трех групп поль­
зователей системы. Первая группа 
пользователей — персонал лаборато­
рии диагностики. Для них предназна­
чена информация в виде формальных 
документов, содержащих диагности­
ческие и информационные сообщения 
о техническом состоянии самолета. 
Диагностические сообщения не тре­
буют дополнительного анализа и ис­
пользуются для выдачи заданий на 
ТО самолета. Информационные сооб­
щения обычно выдаются системой в том 
случае, когда какая-либо задача не 
может быть решена. Такая ситуация 
возникает в том случае, когда отсут­
ствуют необходимые данные. Напри­

мер, по причине невосстанавливаемого 
брака информации при записи ее 
в полете. Кроме того, возможна 
отбраковка полетных данных ста­
тистическими критериями на 
стадии предварительной обра­
ботки.

Вторая группа пользователей — экс­
перты. Это наиболее квалифициро­
ванные сотрудники лаборатории диаг­
ностики, которые должны принять 
решения о состоянии изделия авиа­
ционной техники в случае диагностиче­
ского сообщения системы, требующего 
замены изделия или прекращения его 
эксплуатации. В этом случае эксперты 
получают подробную информацию, со­
держащую серии физических значений 
параметров, средних величин этих 
значений на различных этапах полета 
и другие данные.

Информация для экспертов является 
наиболее подробной. Объемные доли
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Рис. 7. Структура программного обеспечения автоматизированной системы 
диагностирования

выходных данных в зависимости от 
их типа приведены ниже.

Сообщения:
диагностические 0,20
информационные .....................0,05
информация для экспертов 
в случае отрицательного ди­
агноза 0,75

Общее число сообщений, которые 
могут быть выданы системой за один 
цикл, по задачам диагностирования 
только силовых установок самолета 
может достичь ста. Это те сообщения, 
которые предусмотрены методикой и 
алгоритмами функциональных задач. 
Обычное число сообщений, которые 
система выдает после каждого полета, 
значительно меньше.

Третья группа пользователей — 
пользователи, обращающиеся н си-

Врепя работы, с

Рис. 8. Гистограмма временных харак­
теристик управляющей части програм­
много обеспечения

стеме с нестандартными запросами. 
Запросы этих пользователей обслужи­
ваются средствами универсальной базы 
данных с СУБД «Спектр». Ограниче­
ниями на состав запроса является 
специализированный язык запросов 
этой базы данных. Ответы на нестан­
дартные запросы могут выдаваться 
в виде распечатки либо на дисплей 
пользователя.

Состав программного обеспечения. 
Состав этого обеспечения показан на 
рис. 7.

На рис. 8 приведена гистограмма 
временных характеристик управляю­
щей части программного обеспечения.

Представить размер программного 
обеспечения системы можно следую­
щим образом:
Общее число строк полного
программного модуля си­
стемы .................................... 100 000
Среднее число символов в
с т р о к е ................................... 25
Общее число символов . 2 500 000
Доля:

системных программ 0,3
функциональных про­
грамм . . .  0,7
языка ПЛ-1 . . 0,95
языка Ассемблера 0,05
Временные затраты на этапах пред­

варительной обработки и решения за­
дач диагностики приведены в табл. 1.

Из табл. 1 видно, что доля предва­
рительной обработки полетных дан­
ных в общем времени диагностирова­
ния самолета весьма существенна.
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Комплекс техническим средств авто­
матизированной системы диагностиро­
вания определяется тремя факторами: 
временем, в течение которого необхо­
димо произвести диагностирование, на­
бором функциональных задач, обеспе­
чивающим качество технического об­
служивания и уровень безопасности, 
и объемом предварительной обработки 
данных. С учетом этих факторов пред­
почтение было отдано ЕС ЭВМ модели 
типа ЕС-1045.

Однако развитие ЭВМ серии СМ-4 
создало возможность использования 
и этого комплекса технических средств.

При различных вариантах построе­
ния комплекса технических средств 
необходимо учитывать перспективу 
создания единой комплексной системы 
инженерного обеспечения (поддержки) 
производства. Кроме задач технической 
эксплуатации, этот комплекс должен 
включать задачи оптимального пла­
нирования перевозок, материально-тех­
ническое снабжение и задачи других 
видов инженерной деятельности. В этом 
случае технические средства автома­
тизированной системы диагностирова­
ния должны быть согласованной частью 
общей системы.

Особенности разработки и внедрения 
автоматизированных систем диагности­
рования вытекают из их сложности и 
недостаточности опыта.

Распределение затрат ресурсов раз­
работки на отдельную функциональ­
ную задачу показано на рис. 9. За­
траты ресурсов на тестирование ком­
плексных программ при включении 
отдельной задачи в систему весьма 
значительны.

Существенными являются затраты 
на доработку задач диагностирования 
в процессе эксплуатации. Практика 
показала, что даже при хорошем ис­
ходном варианте алгоритмов функ­
циональных задач и приемлемой их 
работоспособности на первых стадиях 
эксплуатации доработка задач про­
должается длительное время. Эксплуа­
тационные условия позволяют выявить 
те свойства объектов сложных систем, 
которые трудно определить при про­
ектировании, стендовых испытаниях, 
опытной эксплуатации. Распределение 
затрат ресурсов на доработку функ­
циональных задач показано на рис, 10.

1. Временные затраты на обработку 
информации

Доля общего времени

Задача Предвари­
тельная

обработка
Решение

задач

Подсистемы:
0,70/0,54«Силовая уста­

новка»
0,30/0,46

«Экипаж» 0,80/0,82 0,20/0,18
Полный набор 
задач

0,40/0,60 0,60/0,40

П р и м е ч а н и е .  В числителе 
приведены данные при 2-часовом по­
лете, в знаменателе — при 4-часовом 
полете.

В АСД «Анализ-86» решаются сле­
дующие задачи оценки состояния си­
ловых установок самолета Ил-86.

Функциональное
Привязка программирование

Рис. 9. Относительные затраты ресур­
сов на разработку задачи и включение 
ее в систему

Рис. 10. Относительные затраты ресур­
сов на разработку и доработку функ­
циональной задачи



300 Примеры современных автоматизированных систем

Контроль тяги двигателя в эксплуа­
тации.

Контроль параметров газовоздушно­
го тракта двигателя: в наборе высоты, 
на этапе горизонтального полета.

Контроль функционирования систе­
мы автоматического управления дви­
гателя: во время запуска и на режиме 
малого газа до взлета; на взлете; 
в наборе высоты; на режиме реверса 
тяги.

Контроль правильности срабатыва­
ния элементов системы автоматическо­
го регулирования двигателя: при вы­
даче сигнала электронной системы 
управления двигателя «Номинал»; при 
срабатывании клапанов перепуска воз­
духа и регулируемого направляющего 
аппарата; при перекладке регулируе­
мого направляющего аппарата; вы­
сотной настройки электронного регу­
лятора оборотов.

Контроль расходования топлива в по­
лете.

Оценка эквивалентной наработки 
двигателей.

Оценка нагруженности и ресурса 
планера Л А.

Контроль системы электроснабже­
ния ЛА.

3. АВТОМАТИЗИРОВАННЫЕ 
СРЕДСТВА КОНТРОЛЯ 
АВИАЦИОННОГО ОБОРУДОВАНИЯ

Перспективное направление совер­
шенствования системы технической экс­
плуатации авиационного оборудова­
ния — внедрение в процессы его тех­
нического обслуживания и ремонта 
автоматизированных средств контроля.

Современная контрольно-поверочная 
аппаратура представляет совокупность 
узкоспециализированных стендов с боль­
шой номенклатурой наименований, ос­
нащенных измерительными приборами 
и коммутационными устройствами с 
ручным управлением. Специализиро­
ванные стенды, как правило, разра­
батываются под конкретное оборудо­
вание и не могут использоваться для 
проверки других видов оборудования. 
При проверке сложных блоков число 
элементарных операций (включений, 
переключений, измерений, сравнений

простейших арифметических вычисле­
ний, выключений и т. д.) достигает 
нескольких десятков, а время про­
верки до 2—3 ч. При этом происходит 
значительный расход ресурса аппара­
туры. Для эксплуатации стендов тре­
буется большое число специалистов 
с достаточно высокой квалификацией.

Невысокая точность измерительных 
приборов и существенные субъектив­
ные ошибки операторов, связанные 
с большим числом элементарных опе­
раций, выполняемых при проверках, 
обусловливают низкую достоверность 
контроля, что снижает уровень без­
опасности полета. Ручной режим упра­
вления стендами существенно снижает 
производительность труда и усложняет 
документирование результатов кон­
троля.

Перечисленные недостатки в значи­
тельной степени устраняются при за­
мене «ручных» автоматизированными 
средствами контроля.

При переходе от ручных к автомати­
зированным средствам контроля можно 
либо создавать сугубо специализиро­
ванные средства контроля по видам 
оборудования на базе спецвычислите­
лей с жесткой программой, либо авто­
матизированные системы контроля на 
базе управляющих ЭВМ. Первый путь 
целесообразен для построения систем 
контроля оборудования в условиях 
серийного производства, второй (наи- 
болеерациональный и перспективный)— 
для эксплуатационных подразделений 
гражданской авиации, поскольку обе­
спечивает минимизацию специальной 
контрольно-измерительной и вычис­
лительной аппаратуры, организацию 
параллельного контроля блоков вслед­
ствие развитой системы приоритетных 

і прерываний, улучшение условий об­
служивания из-за гибкости программ­
ного обеспечения, реализацию режима 

I диалога между оператором и объектом 
контроля.

Принцип построения автоматизиро­
ванной системы контроля авиацион­
ного оборудования (АСК АО) взаимо­
связан с принципом организации про­
цесса контроля блоков. При автома­
тизации контроля целесообразно вы­
делить участки по типам блоков, име­
ющих общую специфику как объекты 
контроля (ОК).
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Рис. 11. Структурная схема автоматизированной системы контроля демонти­
рованных блоков

АС К АО строится по централизован­
ному принципу (рис. 11), при котором 
ЭВМ располагается в центральной вы­
числительной лаборатории (ЦБ Л) и 
взаимодействует через устройства об­
мена информацией с автоматизирован­
ными рабочими местами (АРМ),  рас­
положенными на специализированных 
участках.

В качестве основного устройства 
управления процессом контроля и об­
работки информации выбирается ЭВМ,  
работающая в режиме коллективного 
пользования с распределением вре­
мени по запросам АРМ,  В этом случае 
все АРМ  могут одновременно работать 
с ЭВМ, причем результирующее время 
ожидания процессора компенсируется 
относительно медленным вводом и вы­
водом информации. При отсутствии 
запросов ЭВМ  работает по програм­
мам самоконтроля и проверки обо­
рудования АРМ,  Долговременное за­
поминающее устройство (ЦЗУ) содер­
жит программы контроля блоков, а 
также данные о результатах контроля, 
необходимые в процессе эксплуата­
ции.

Обмен информацией между централь­
ной ЭВМ  и автоматизированными рабо­
чими местами контроля оборудования 
на специализированных участках осу­
ществляется линией связи и обеспе­
чивается взаимодействием централь­
ного и периферийных устройств со­

гласования. Устройства согласования 
и линия связи образуют канал пере­
дачи информации (КПИ).

Через центральное устройство со­
гласования (ЦУС) из ЭВМ  к АРМ  
передается управляющая информация 
и информация о результатах обработки 
контролируемых сигналов. От АРМ  
через периферийные устройства согла­
сования (ПУС) к ЦВЛ  передается 
информация об измеренных значениях 
контролируемых сигналов.

Все АРМ  имеют типовую структуру, 
включающую подсистему формирова­
ния стимулирующих сигналов и воз­
действий (ПФССВ), подсистему ком­
мутации стимулирующих и контроли­
руемых сигналов (ПКСКС),  подси­
стему измерения контролируемых сиг­
налов (ПИКС),  устройства отображе­
ния результатов контроля (УОРК), 
устройства регистрации результатов 
контроля (УРРК)  и пульт управле­
ния (ПУ).

Наиболее перспективен агрегатив­
ный метод технической реализации 
АСК АО на базе унифицированных 
средств, выпускаемых промышлен­
ностью. Этот метод позволяет при 
сохранении централизованного прин­
ципа построения средства контроля, 
заданной основной структуре и вы­
бранных способах ее технической реа­
лизации комплектовать систему из 
совокупности типовых устройств в за-
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Рис. 12. Блок-схема АРМ контроля электронных блоков автоматики

висимости от объема работ по кон­
тролю оборудования.

Автоматизированные рабочие места 
(АРМ) контроля блоков для всех 
специализированных участков имеют 
идентичную структуру и технически 
реализуются по практически аналогич­
ной схеме.

На рис. 12 приведена блок-схема 
АРМ контроля электронных блоков 
автоматики АСК АО, реализованного 
на базе мини-ЭВМ.

В состав АРМ  контроля электрон­
ных блоков автоматики входят: 

подсистема формирования стимули­
рующих сигналов воздействий 
(ПФССВ), включающая генераторы си­
нусоидальных, линейно изменяющих­
ся и импульсных сигналов, преобразо­
ватель код—аналог многоканальный 
(П К А М ), программируемый источник 
напряжений постоянного тока 
(ПИНПТ),  источник мощных сигналов

постоянного тока (ИМСПТ), нормали­
заторы (Н1, Н2), устройства контроля 
стимулирующих сигналов (УКСС);

подсистема коммутации стимулиру­
ющих и контролируемых сигналов 
(ПКСКС), включающая коммутаторы 
постоянного напряжения (КПН), ком­
мутаторы аналоговых сигналов 
(КАС-1), коммутаторы переменных и 
дискретных сигналов (КПДС)\  

подсистема измерения контролируе­
мых сигналов (ПИКС), включающая 
нормализаторы (НЗ, Н4), аналогово­
цифровой преобразователь многока­
нальный (А Ц П М ), цифровой управ­
ляемый измерительный прибор 
(ЦУИП),  измерители-преобразователи 
нетиповых сигналов (ИПНТС);

пульт оператора, включающий уст­
ройство управления генераторами сти­
мулов {У У ГС), устройство ввода-вы­
вода информации (УВВИ), устройство 
отображения результатов контроля
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(УОРК) и устройство регистрации ре­
зультатов контроля (УРРК).

Изложенные принцип и схема тех­
нической реализации АРМ контроля 
электронных блоков выполнены в виде 
экспериментального образца, на базе 
которого разработано техническое за­
дание на изготовление в промышлен­
ности систем контроля авиационного 
оборудования. Система функционирует 
в соответствии с разработанными алго­
ритмами и программным обеспечением. 
Ввод программ может быть осуществ­
лен как с УВВИ  пульта оператора, 
так и из Э В М , вызывающей программу 
по запросу с А Р М  из накопителя на 
магнитных дисках (НМД). Текущие 
программы контроля хранятся в опе­
ративном запоминающем устройстве 
ЭВМ. В программное обеспечение АСК 
АО входит как тестовый, так и не­
прерывный самоконтроль системы в 
процессе проверки оборудования.

При завершении контроля блока 
на регистрацию выводится следующая 
информация: дата проверки и ФИО 
проверяющего; бортовой номер само­
лета, с которого снят блок; наименова­
ние и заводской номер блока; налет 
блока к моменту проверки; количество 
произведенных ремонтов; причина 
проверки; номер контролируемого па­
раметра; отклонение величины изме­
ряемого параметра от номинала, вы­
раженное двухзначным числом в про­
центах от допускаемого отклонения; 
знак отклонения параметра от номи­
нального значения; оценка годности 
параметра в виде цифрового и буквен­
ного признака; результирующая оцен­
ка годности блока.

Применение АСК АО позволяет уско­
рить процесс контроля блоков в сред­
нем в 8— 10 раз по отношению к су­
ществующей КПА; существенно уве­
личить точность измерений; исключить 
субъективные ошибки оператора; осу­
ществить сбор, обработку и хранение 
статистических данных в виде, удоб­
ном для дальнейшего использования; 
снизить затраты на техническую экс­
плуатацию.

Целесообразность внедрения разра­
батываемых средств контроля опре­
деляется их экономической эффектив­
ностью в процессе эксплуатации. Эко­
номический эффект при переходе от

«ручных» средств контроля блоков 
к автоматизированным получается в ре­
зультате повышения производитель­
ности средства контроля; сокращения 
установленного количества ЗИПа; по­
вышения достоверности результатов 
контроля; сокращения выработки тех­
нического ресурса блоков при кон­
троле; уменьшения производственных 
площадей.

4. ПРИНЦИПЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО 
УПРАВЛЕНИЯ ПРИЕМНИКАМИ

Управляющее воздействие, поступа­
ющее на систему в процессе эксплуата­
ции, осуществляется по программе экс­
плуатации либо на основании априор­
ных сведений о системе, либо в виде 
позиционной стратегии управления по 
принципу обратной связи. Эта стра­
тегия реализуется с помощью техниче­
ских средств в соответствии со схе­
мами на рис. 13.

Во время эксплуатации системы про­
водится непрерывный контроль век­
тора ее параметров х ,  который пре­
образуется с помощью аналого-циф­
рового преобразователя {АЦП) в 
цифровую форму (вектор X ) и по­
ступает на ЭВМ.  В соответствии 
со схемой, изображенной на 
рис. 13, а, в ЭВМ  производится сравне­
ние измеренных и требуемых значений 
параметров, имеющихся в ее памяти. 
При выходе измеренных параметров за 
пределы упреждающих допусков из 
ЭВМ  поступает команда оператору либо 
на автоматизированный склад на выдачу 
запасного устройства, определяющего 
параметры системы, вышедшие за пре­
делы норм. Далее в ручном или авто­
матизированном режиме производится 
замена устройства системы на запасное. 
В ряде случаев на ЭВМ  может посту­
пать сигнал управления Х уПр требуе­
мыми значениями параметров с задан­
ным законом управления.

Наиболее явно позиционная страте­
гия управления реализуется по функ­
циональной схеме, представленной на 
рис. 13, б, где ЭВМ  включена в кон­
тур регулирования параметров экс­
плуатируемой системы и работает в 
реальном масштабе времени. Алгоритм
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в)
Рис. 13. Функциональная схема реали­
зации позиционной стратегии управ­
ления:
а — ЭВМ выполняет функции контроля и 
оповещения; б —* ЭВМ включена в контур 
регулирования

позиционной стратегии программирует­
ся в памяти Э В М , на выходе которой 
в соответствии с алгоритмом появляет­
ся вектор сигналов управляющих воз­
действий V в цифровой форме. После 
преобразования этих сигналов цифро- 
аналоговым преобразователем (ЦАП) 
в аналоговую форму сигналы управ­
ляющих воздействий уі поступают на 
элементы настройки, имеющиеся в эк­
сплуатируемой системе и определяю­
щие ее контролируемые параметры х.

Успехи современной технологии в 
части обеспечения малого энергопо­
требления и габаритных размеров поз­
воляют на стадиях проектирования и 
изготовления конструктивно включить 
в состав эксплуатируемой системы все 
блоки, а именно АЦП, ЦАП, ЭВМ 
в виде микроЭВМ или микроконтрол­

лера. Это, в отличие от применяемых 
ранее технических решений, обеспечи­
вает стабилизацию параметров в про­
цессе производства и при эксплуата­
ции инвариантно к виду и времени дей­
ствия дестабилизирующих факторов.

Однако полная реализация позицион­
ной стратегии управления всеми пара­
метрами по схеме, изображенной на 
рис. 13, б, со встроенными в систему 
блоками нецелесообразна, так как вы­
деление элементов настройки для воз­
действия на все контролируемые пара­
метры х эксплуатируемой системы при­
ведет к излишнему увеличению ее кон­
структивной сложности и снижению 
надежности. Поэтому дальнейшим раз­
витием позиционной стратегии управ­
ления может явиться принцип вложен­
ности, заключающийся в том, что для 
части контролируемых параметров уп­
равляющие воздействия реализуются 
по схеме на рис. 13, б, а для осталь­
ных — по схеме на рис. 13, с, где 
внутрь эксплуатируемой системы вло­
жена часть управляющих воздействий. 
Принцип вложенности позволяет при 
решении задач ремонтопригодности 
снизить количество запасных элемен­
тов и перейти к комплексному решению 
вопросов эксплуатации и ремонта с по­
зиций оптимального распределения вы­
деленных для этого конструктивных, 
энергетических и стоимостных ресур­
сов.

Проиллюстрируем принципы приме­
нения позиционной стратегии управ­
ления при эксплуатации радиосистем 
с включением ЭВМ в замкнутый кон­
тур регулирования на примерах син­
тезатора частоты телевизионного при­
емника и радиоприемника аналогового 
сигнала. На рис. 14 представлена функ­
циональная схема цифрового синтеза­
тора частоты телевизионного прием­
ника, яляющаяся частным случаем

Телевизионный приемник
1

АЦП частоты гетеродина

Г?теродин
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Рис. 14. Функциональная схема цифрового синтезатора частоты
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общей функциональной схемы реали­
зации позиционной стратегии управле­
ния, изображенной на рис. 13, б. 
В этом случае параметром устройства 
является частота гетеродина /, управ­
ляющим воздействием — напряжение 
настройки и , а элементом настройки — 
варикап, т. е. конденсатор, емкость 
которого зависит от напряжения на­
стройки. Сигнал управления ХуПр с за­
данным законом изменения частоты на­
стройки или номера канала телевизион­
ного приемника вырабатывается внеш­
ним устройством, в частности, клавиа­
турой управления, либо ЭВМ, управ­
ляющей всем комплексом, в который 
входит телевизионный приемник. А Ц П  
частоты гетеродина содержит специаль­
ное устройство счетчик-таймер, кото­
рое измеряет частоту гетеродина, счи­
тая количество импульсов сигнала, по­
ступающих на его вход за заданный 
промежуток времени. Для снижения 
частоты гетеродина до значений, при 
которых может работать счетчик-тай­
мер, служит предварительный дели­
тель частоты. Измеренное таким обра­
зом текущее значение частоты гете­
родина в цифровом виде поступает 
в микроконтроллер, где оно сравни­
вается с требуемым значением, задан­
ным сигналом управления ХуПр. Ре­
зультат сравнения (ошибка) обрабаты­
вается микроконтроллером по алго­
ритму, определяемому выбранным ти­
пом системы авторегулирования (ста­
тическая, астатическая) и передается 
в ЦАП напряжения настройки в виде, 
двоичного числа. Управляющее воз­
действие, поступающее с выхода ЦАП 
на варикап настройки, изменяется 
таким образом, чтобы частота гетеро­
дина соответствовала принимаемой 
станции телевизионного вещания.

На рис, 15 приведена принципиаль­
ная электрическая схема наиболее 
сложных узлов цифрового синтезатора 
частоты — микроконтроллера и АЦП. 
Основой системы является однокри­
стальная микроЭВМ К1816ВЕ35, 
включающая все основные узлы ЭВМ, 
кроме программной памяти. Последняя 
выполнена на отдельной микросхеме 
(PROM),  которая обменивается ин­
формацией по основной шине данных 
(ДВО—ДВ7)  через вспомогательные 
универсальные регистры (#G). По этой

же шине происходит обмен информа­
цией с АЦП, выполненном на универ­
сальном программируемом счетчике- 
таймере (УСЧ) К580ВИ53. Сигнал ге­
теродина поступает сначала на пред­
варительный делитель (ПрСЧ), вы­
полненный на интегральной схеме (ИС) 
КФЮ36ПЦ1, где частота гетеродина 
снижается в 64 раза, а затем уже на про­
граммируемый счетчик УСЧ. Управле­
ние поиском по заранее заданному за­
кону Хупр и настройка на станцию мо­
жет осуществляться вручную от клавиа­
туры, сигналы которой через комму­
татор КМ поступают на входы микро­
контроллера (Р20—Р27, РІО, P1Î).  
Сигнал автоматического управления 
Хупр от внешней управляющей ЭВМ 
может поступать через мультиплексор 
(MX) на вход ТО микроконтроллера 
К1816ВЕ35. Тактовый генератор рас­
положен внутри микроконтроллера. 
Для стабилизации частоты использует­
ся кварцевый резонатор, подключаемый 
к выводам XTAL1  и X T A L 2 .

На рис. 16 изображена сложная 
радиосистема, а именно функциональ­
ная схема радиоприемника с синтеза­
тором частоты и настройкой избиратель­
ных цепей по параметрам принимаемо­
го сигнала на основе одного микро­
контроллера. Это адаптивная система, 
которая производит настройку пара­
метров по непосредственным условиям 
приема. Так как работа микропро­
цессорной системы и особенно ее вы­
сокочастотной части приводит к появ­
лению значительного уровня помех 
на частотах приема, то должны быть 
приняты меры по электромагнитной 
развязке. Радиоприемник выполняется 
в виде двух отдельных блоков — при­
емника сигнала и микропроцессорного 
устройства, которые должны быть экра­
нированы друг от друга. Электриче­
ская связь между блоками осуществ­
ляется только с помощью низкочастот­
ных аналоговых сигналов настройки 
и сигналов переключения поддиапа­
зонов.

Структурно блок радиоприемника 
состоит из стандартных узлов: уси­
лителя радиочастоты (УРЧ), смесителя, 
гетеродина, фильтра сосредоточенной 
селекции (ФСС), усилителя промежу­
точной частоты (УПЧ) и детектора. 
В отличие от стандартного исполнения
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Рис. 15. Принципиальная электрическая схема узлов цифрового синтезатора 
частоты:
1 ^ 4 0  ^  номера выводов ИО
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Рис, 16, Функциональная схема радиоприемника с автоматической настройкой

данные узлы имеют свои особенности 
обеспечения автоматической регули­
ровки усиления и избирательных 
характеристик, для чего в качестве 
элементов настройки в узлах (УРЧ, 
гетеродин, ФСС) использованы вари­
капы, а в УПЧ — электронный регу­
лятор, позволяющий изменять сиг­
нал на выходе УПЧ в зависимости от 
сигнала настройки. Компонентами век­
тора контролируемых параметров х  —  
= (« і, /пр, / г) являются напряжение сиг­
нала на выходе детектора, промежу­
точная частота ¡рПр» частота гетеро­
дина / г. Компонентами вектора управ­
ляющих воздействий у  =  (м2, и^, щ ,  
иъ) являются напряжения настройки, 
поступающие на элементы настройки 
соответствующих блоков. Микропро­
цессорное устройство, как и в общей 
схеме (см. рис. 14), содержит А Ц П  
и ЦАП  контроля параметров и выдачи 
управляющих воздействий, собственно 
микроконтроллер, а также источник 
питания (МП) и программно-аппарат­
ные средства — интерфейс клавиатуры 
и индикации, предназначенные для 
сопряжения микроконтроллера с внеш­
ними устройствами. Алгоритм работы 
микроконтроллера позволяет во время 
эксплуатации реализовать режим авто­
матического поиска и выбора требуе­

мой станции, обеспечить в режиме 
авторегулирования высокую стабиль­
ность частоты гетеродина, реализовать 
адаптивный режим работы радиоприем­
ника, при котором настройка избира­
тельных цепей зависит от частоты и 
уровня мешающего сигнала и меняется 
автоматически, обеспечивая макси­
мальное отношение сигнал—шум.

5. ПЕРСПЕКТИВНАЯ СИСТЕМА 
АВТОМАТИЧЕСКОЙ 
ЭКСПЛУАТАЦИИ 
И РЕМОНТА ТЕХНИКИ

Эксплуатация и ремонт действующе­
го и особенно «устаревшего» оборудо­
вания (которое своевременно не было 
заменено) обходятся часто во много 
раз дороже стоимости нового обору­
дования.

Реализация автоматической эксплуа­
тации сложных технических систем 
позволит в определенной степени ре­
шить и проблему лучшего использова­
ния основных производственных фон­
дов и оптимизации их воспроизводства.

Современный уровень фундаменталь­
ных исследований в области естество­
знания, системотехники, вычислитель­
ной техники и информатики позволяет
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Рис. 17. Схема автоматической эксплуатации сложной системы

описать в принципе практически реа­
лизуемую обобщенную схему автомати­
ческой эксплуатации сложных техни­
ческих систем различного назначения. 
Приведенная схема автоматической 
эксплуатации и ремонта (АЭР) 
(рис. 17) называется обобщенной, так 
как в нее укладываются все существу­
ющие схемы эксплуатации и ремонта 
сложных технических систем и ком­
плексов.

Обобщенные параметры выбираются 
таким образом, чтобы обеспечить за­
данную глубину контроля и диагно­
стики и заданную степень достовер­
ности.

Средства контроля и диагностирова­
ния, включающие в себя тракт изме­
рения, преобразования, коммутации 
и ЭВМ (скорее всего микропроцес­
соры), должны встраиваться в кон­
тролирующую систему, а измеритель­
ный тракт должен отвечать современ­
ным метрологическим требованиям. 
ЭВМ может быть в отдельных случаях 
полностью ориентирована на работу 
в системе АЭР, а в ряде случаев она 
может выполнять еще и другие за­
дачи.

Контроль обобщенных параметров 
(электрический, неразрушающий и лю­
бой другой) сопровождается их количе­
ственным измерением. Например, в си­
стемах электроники и автоматики наи­
большее распространение получил кон­

троль энергетических (электрических) 
параметров, а в механических систе­
мах — контроль состояния машин в 
наиболее нагруженных местах, под­
верженных воздействию высоких на­
пряжений, вибраций, коррозии, из­
носа.

Алгоритмы статистической обработ­
ки результатов измерений представле­
ны на рис. 18.

Часто при описании изменения со­
стояний технической системы или со­
ставляющих ее частей рассматривает­
ся это изменение с позиции случайных 
процессов. Однако это не всегда реаль­
но. Лучше иметь согласованную си­
стему моделей оптимизации для реше­
ния задач эксплуатации сложных си­
стем. При этом можно опереться на 
следующие математические модели: сто­
хастической аппроксимации; фактор­
ного анализа; оптимизации с помощью 
имитационного моделирования; чис­
ленных методов оптимизации; асимпто­
тических методов малого параметра, 
ориентированных на расчет и оптими­
зацию высоконадежных систем; опти­
мального управления процессами в ус­
ловиях неопределенности; адаптивного 
управления.

Классификация этих моделей и об­
ласти их технических приложений 
(типы систем) применительно к опти­
мальному управлению состоянием си­
стемы в процессе эксплуатации и ре-

Рис. 18. Алгоритмы статистической обработки результатов измерений
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монта даны на рис. 19. По указанным 
алгоритмам планируется работа ЭВМ.

В процессе накопления опыта ис­
пользования систем автоматической 
эксплуатации и ремонта техники, сбо­
ра и обработки больших и постоянно 
пополняемых массивов статистические 
данные об изменении обобщенных па­
раметров оборудования во времени 
будут меняться и создаваться вновь 
математические схемы оптимального 
управления случайными процессами. 
Это потребует более тесного сотрудни­
чества математиков и инженеров. На 
рис. 19 представлены практически все 
известные сейчас математические мо­
дели (схемы) управляемых процессов. 
Во всех этих схемах даны рецепты 
отыскания оптимальных и единствен­
ных управлений по критериям, свя­
занным с надежностью и готовностью 
современных сложных технических си­
стем различного назначения. Как пра­
вило, вне эксплуатируемой системы 
(см. рис. 18) располагается накопитель 
статистической информации и резуль­
татов ее обработки (например, на 
магнитных дисках). По мере поступ­
ления новых данных измерений про­
исходит объединение этой информации 
и информации с накопителя с последу­
ющей обработкой суммарной накоп­
ленной информации.

В результате решения оптимальных 
задач управления текущим состоянием 
системы (работоспособным или нера­

ботоспособным) ЭВМ выдает однознач­
ные решения программируемому ис­
полнительному элементу (в автомати­
ческой системе это робот, в автомати­
зированной — манипулятор и опера­
тор, в традиционной,, существующей 
в настоящее время, — оператор) о пре­
дупредительной замене (регулировке) 
того или иного элемента, блока или 
о замене также конкретного отказав­
шего элемента или блока.

Сложная система должна быть скон­
струирована с учетом современных 
требований к стандартизации и уни­
фикации ее элементов и блоков, что 
позволит иметь однотипные блоки или 
группы однотипных блоков, состав­
ляющих систему. Это позволяет при 
наличии в системе специально распо­
ложенных запасных блоков (ЗИПа) 
автоматически с помощью исполни­
тельного элемента восстанавливать (в 
основном путем замен) систему, а при 
отсутствии ЗИПа после отказа какого- 
либо блока ставить на его место другой 
однотипный блок, выполняющий в си­
стеме менее важные функции, чем 
отказавший блок. Такая манипуляция 
должна быть предусмотрена при кон­
струировании современных сложных 
технических систем.

Вся работа автоматической системы 
эксплуатации и ремонта нацелена на 
наивысшие конечные результаты — по­
лучение высокого уровня надежности 
сложной системы при наименьших

Рис. 19. Классификация моделей управления состоянием системы в процессе 
эксплуатации
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в среднем эксплуатационный затрата® 
или на получение максимальной ее 
надежности при фиксированных сред­
них эксплуатационных затратах»

Выбор количества запасных блоков 
осуществляется на основании тех же 
общих критериев — надежности (и бес­
перебойности) работы системы и сред­
них эксплуатационных затрат опти­
мально по алгоритмам, изложенным 
в гл. 8. Эти алгоритмы также являются 
алгоритмами математического обеспе­
чения ЭВМ, и получаемые с их по­
мощью результаты (оптимальный объем 
ЗИПа) могут зависеть от объема изме­
ряемой и накопленной по ранее про­
веденным измерениям информации.

Методы и средства обеспечения 
и поддержания высокой надежности 
сложной системы, представленные на 
рис. 17—19, обеспечивают безопас­
ность, удобства эксплуатации и прод­
ление срока ее службы. Они должны 
быть реализованы с учетом эргономи­
ческих и экологических факторов на 
основе результатов глубоких исследо­
ваний системы человек—машина— 
среда.

Естественно, что предпосылки к на­
рушению правил эксплуатации в си­
стеме автоматической эксплуатации и 
ремонта практически исключаются, а 
временные (и другие) затраты, свя­
занные с внезапными, постепенными 
отказами,' текущим, средним и капи­
тальным ремонтами, будут резко умень­
шены (по сравнению с существующими 
затратами для многих массовых видов 
машин и оборудования) и доведены 
до предельного минимального значе­
ния.

В накопителе информации (рис. 17) 
должна содержаться вся имеющаяся 
априорная информация о надежности 
и ремонтопригодности нужных для 
анализа элементов, блоков системы.

Информация с накопителей в си­
стемах АЭР по однотипным изделиям, 
работающим в примерно одинаковых 
внешних условиях, должна поступать 
в единые межотраслевые или союзные 
центры и там обобщаться и выдаваться 
потребителю в нужном виде.

Сами средства измерения, преобра­
зования, коммутации, вычислительной 
техники, исполнительный элемент и 
система математического обеспечения

должны обладать очень высокой на­
дежностью (по сравнению с надеж­
ностью эксплуатируемой сложной си­
стемы) и элементами самоконтроля по 
тем же (или частично по тем же) 
алгоритмам, по которым осуществляет­
ся автоматическая эксплуатация слож­
ной системы*

Внедрение систем АЭР позволит 
с единых позиций подойти к техниче­
скому обслуживанию и ремонту слож­
ных систем в процессе их длительной 
эксплуатации и расширить практику 
ремонта машин и оборудования, по­
мимо ремонтныя предприятий, непо­
средственно в эксплуатирующих под­
разделениях, возможно и с участием 
ваводов-изготовителей.

Отдельные практические апробации 
элементов систем АЭР и теоретические 
(методы моделирования) исследования 
предполагаемой эффективности систем 
АЭР по отдельным обобщенным пара­
метрам показали значительное количе­
ственное ожидаемое повышение на­
дежности и готовности сложных тех­
нических систем.

Накопленный в нашей стране опыт 
показывает, что реализация оптими­
зационных задач позволяет в народном 
хозяйстве экономить до 10— 15 % за­
трат.

Реализация систем АЭР позволила 
бы в оперативном режиме осуществлять 
проверку и корректировку используе­
мых в системах АЭР технических 
средств и математических моделей и 
одновременно получать экономический 
эффект непосредственно в процессе 
внедрения.

Можно указать на следующие этапы 
эксплуатации и ремонта техники, на 
которых применение АЭР весьма эф­
фективно: диагностика; слежение за 
процессом деградации (разрегулиро­
вок, износа) крупного изделия ответ­
ственного назначения; расчет момента 
остановки и вывод системы на техниче­
ское обслуживание; сбор статистики 
отказов; распределение ресурсов (мно­
гоуровневая система снабжения ЗИП).

Хотя в системах АЭР участие чело- 
века-оператора сведено к минимуму, 
оно тем не менее становится все более 
ответственным.

В контуре управления (см. рис. 17) 
возможно и применение персональной
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ЭВМ. В этом случае роль исполнитель­
ного элемента выполняет персональная 
ЭВМ-оператор. Выход ЭВМ системы 
и вход персональной ЭВМ-оператора 
должны быть сопряжены.

Практика показывает, что по мере 
усложнения машин, оборудования, си­
стем управления все более отчетливо 
выявляется недостаточность учета че­
ловеческого фактора, особенно в сфере 
эксплуатации и ремонта. Создание

систем АЭР и в этом отношении яв­
ляется весьма перспективным.

Как правило, одними из основных 
функций работ человека в процессе 
эксплуатации сложных технических 
систем являются работы по техниче­
скому обслуживанию. Создание систем 
АЭР позволит не только резко сокра­
тить объем этих работ, но и шире ис­
пользовать интеллектуальные возмож­
ности человека.
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— определения периодичности профилак­
тических работ — Использование оценок 
42, 43
Закон распределения нормальный 222 
Замена ТЭЗ регулировкой 167 
Затраты средние удельные 12, 124, 125, 128

И
Интенсивность отказов — Статическое 
определение 13
Интервалы асимптотические доверитель­
ные 36 — 39
Испытания на ремонтопригодность 239

К
Коварианты — Понятие 43
— в модели пропорциональных рисков 44, 
45 — Оценивание их влияния 45 
Количество запасных элементов при экс­
плуатации — Оценка его по состоянию 
166—171
>— оптимальное — Определение его по 
уровню надежности 163— 166 
Комплекс мультимикролроцессорный 283 
Контроль параметров — Оптимизационные 
задачи 220, 221
— косвенный 211
— косвенный непрерывный 215
— систем в процессе эксплуатации — Виды
и методы контроля 209—211 — Исполь­
зование его результатов на этапах техно­
логического процесса производства объ­
екта 209, 210 — Требования к методам
контроля 210
Контроль системы — Результаты решения 
зад'ачи по определению его программы 237
— работоспособности 221 
Коэффициенты готовности 112, 123, 127, 
131, 134, 136, 137, 138
— готовности оперативной 123, 125, 127
— ресурсного ограничения 235
— целевой функции 234
Критерии эффективности — Виды — см. 
под их названиями, например. Д о х о д
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средний от эксплуатации системы в еди­
ницу времени

М
Массив данных Образование 27,- 28 
Матрица переходных распределений 58 
■— решений 268
Метод динамического программирования 
62
— максимального правдоподобия обобщен­
ный 30, 33
і— статистического моделирования 34 
■— эмпирического моделирования >— Опи­
сание его 46 — Пример 46, 47 
Методика назначения срока контроля 2 1 3 «  
215
Методика определения минимаксных пе­
риодов проведения плановых предупреди­
тельных профилактик н гарантированных 
значений показателей качества функцио­
нирования 136— 138 Алгоритм вычи­
сления показателей 141
— оптимальной величины наработки и оп­
тимальной величины показателей качества 
151 — 153, 155— 159 — Расчетные формулы 
156, 157
Методика определения оптимальных пе- 
риодов проведения плановых восстанови­
тельных работ и оптимальных значений 
показателей качества — Исходные дан­
ные 125 — Расчетные формулы 126
— предупредительных профилактик и оп­
тимальных значений показателей качест­
ва — Исходные данные 12D — Расчетные 
формулы 121, 122
Методика определения требуемой точности 
средств контроля 231
— построения процедур контроля — За­
дание технических состояний в различных 
пространствах 202—208
— расчета показателей эффективности и 
контроля параметров 218—220
— формирования процедур контроля тех­
нического состояния >— Общие требования 
к ней 201
Механизм обслуживания «** Управление 
им 188
Микропроцессоры 280
Модели альтернирующих процессов 26
— дискретно-разделимые 28, 29
і— независимых конкурирующих рисков 25
— отказов технических устройств, которые 
обусловливают отнесение функций их на­
дежности к классу В ФИ 15, 16
— плановых испытаний 25
— с кратными отказами 26, 27
*— случайного поступления 25* 26 
»— с назначенными моментами цензуриро­
вания 25
— эксплуатации — Общее описание 174* 
175
Модель математическая »— Принцип ее по­
строения 52
— проведения ремонтных работ 265, 266
— сетевая — см. График сетевой 
■— технической системы 231 
Моменты марковские 87

Н
Набор тестов контроля 231 
Наработка на дефект, выявление и устра­
нение которого не привело к сколько- 
нибудь серьезным последствиям 12 
Наработка на неисправность, вызванную 
конструктивно-производственными дефек­
тами 12
— ошибками обслуживающего персонала 12

Наработка на неисправность, выявленную 
как при применении, так и в процессе 
технического обслуживания и подготовки 
к применению 12
Наработка на отказ, приведший к задержке 
начала применения по назначению 12 
*— проявившийся в процессе применения 
по назначению 12

О
Обеспечение математическое расчетов 47 
Обеспечение программное базовое 286 
«  специальное 286
Область оптимальной остановки 268 
Обслуживание 147 
i— по состоянию 292 
Обслуживание техническое 293
— оперативное 172

периодическое (профилактическое) 172 
Обслуживание N  последовательно соеди­
ненных элементов —
Описание стратегии обслуживания 153 
Объект контроля 200
Объем запасных элементов для обеспечения 
эксплуатации — Определение по заданному 
ресурсу 162, 163
— информации потребный 195 
Ожидание математическое 223 
Оператор инфинитезимальный 92 
Основы математического решения мини­
максных задач технического обслужива­
ния — Используемые теоремы 129, 130 
Отказы пороговые 105, 106 
Отклонение среднее квадратическое 223 
Оценка изотонная максимального правдо­
подобия 50
<— множительная вероятности безотказной 
работы 31 — Свойства 34 — 39
— статистическая старения элементов тех­
нических систем 14— 16
Оценка функции ресурса — Свойства 33
— аддитивная — Свойства 34—39 
Оценка ядерная функций интенсивности 
отказов 39—42 — Определение 40
*- Параметр Ь (га) Ширина окна 40

П
Пакеты прикладных программ для решения 
задач эксплуатации и ремонта 276—277
— для ЭВМ 182 
Память управляющая 280
Параметр потока отказов Статистиче­
ское определение 12, 13 
Параметры наблюдаемые 212
— ненаблюдаемые 212
Пересчет вероятностей состояний 216, 217 
Периодичность оптимальная плановых вос­
становительных работ при отсутствии само­
стоятельной индикации отказов 
(стратегия хранения, полная информа­
ция) — Определение 125—128
— предупредительных профилактик при 
мгновенной индикации отказа (полная 
информация) — Определение 119—125 
Периодичность плановой предупредитель­
ной профилактики при мгновенной инди­
кации отказа и неполной информации о на­
дежности — Определение 134—138
— при отсутствии самостоятельной инди­
кации отказов и неполной информации 
о надежности — Определение 138—142
— при произвольной длительности инди­
кации отказа и неполной информации о на­
дежности— Определение 131 — 134 
Поверхность согласованного оптимума 205 
Подсистема функциональная 231 
Показатели качества функционирования —
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Ия оптимизация 123—126, 127—129 «
Определение 112, 113 — Соотношения меж­
ду ними 112, 113
— оценки эксплуатации технических си­
стем — Виды — см, под их названиями, 
например, Наработка на отказ, проявив­
шаяся в процессе применения по назначению
— ремонтопригодности — Виды 240—
2Б1 — Исходные данные 240—261 — По­
рядок их расчета 239 ■— Формулы для 
расчета 240—261
Порция данных — Определение 23
— Пример 24, 25
Постановка задачи оптимизации инфор­
мации о надежности неполной 114—116 
і— полной 114
Потери средние удельные 123, 135, 137—139 
Поток поступающих требований — Упра­
вление им 188
Правило оптимальной остановки 72,73 
Оценка его эффективности 76 
Предприятия ремонтные 255 
Представление данных о надежности изде­
лий в виде порций 23 
Прибыль средняя удельная 112, 124, 128, 
133, 136—140
Приоритеты динамические 187 
Пространство политик — Понятие 55 
Процедура контроля— Математическая мо­
дель функционирования ОК 200 — Пока­
затели качества и эффективности функцио­
нирования ОК 200
— проверки гипотезы старения по цензу­
рированным наблюдениям 17, 18 
Процесс использования по назначению 172
— марковский с непрерывным временем ■— 
Оптимальное управление 61
Процесс полумарковский — Понятие 57
— управляемый — Пример применения 
69—71
Процесс регенерирующий 86
— случайный 112
Процесс технологический ремонта 259 
Процессы восстановления управляемые в 
задачах оптимальной эксплуатации по ре­
сурсу 65—69
Процессы марковские 188
— принятия решения без переоценки 56, 57
— с поглощением 57
— управляемые 266 
Процессы полумарковсиие 188
— принятия решений 59
— принятия решений без переоценки 6Q
— с доходами 58, 59
— с поглощением 61
Процессы регенерирующие — Оптималь­
ное управление 63, 64

Р
Рандомизация элементов матрицы 270 
Распределение возрастающей функции ин­
тенсивности отказов — Характер измене­
ния 14
Расчет вероятностей состояний 212, 213
— среднего дохода 217, 218 
Регулировка предупредительная, профилак­
тическая 73
Результаты ^статистического сравнения 
двух моделей длительной эксплуатации 
системы с одним и тем же определяющим 
параметром, но с различными критериями 
оптимизации 82—85
Ремонт — Классификация видов 238 — 
Распределение сил и средств 264 — Схемы 
технологического процесса 256 — 258 — 
Трудоемкость 172

«“  капитальный — Особенности техноло­
гического процесса 256, 256 
>— средний — Особенности технологиче­
ского процесса 255
*— технических систем — Экономическое 
обоснование его целесообразности 254 
Решение задачи оптимизации при непол­
ной информации о надежности 159— 161 
—̂ при полной информации о надежности 
154
Риск заказчика 222, 224
— изготовителя 222, 224

С
Сети массового обслуживания 179
— однородные экспоненциальные 181 
Сеть массового обслуживания замкнутая

— однородная экспоненциальная 176, 177 
Система автоматизированная диагностиро­
вания — Структура информационного обе­
спечения 297
— эксплуатации н ремонта самолетов граж­
данской авиации — Взаимодействие экс­
плуатационных подразделений с АСД 295— 
Особенности наземных систем диагности­
рования 295
Система автоматическая эксплуатации и 
ремонта техники перспективная 307—311 
Система массового обслуживания 175 
Система механическая при пуассоновском 
потоке ударных нагрузок 94— 102
— самовосстанавливающаяся при пуассо­
новском потоке ударных нагрузок 102—106 
Система при полумарковском процессе 
ударных нагрузок 106— 110
— техническая сложная 172
— технического обслуживания адаптив­
ная 277
— управления информацией об обслужи­
вании 292
Системы большие с мониторингом — Экс­
плуатация и техническое обслуживание 
291—294
і— восстанавливающиеся 86—88 
•— высоконадежные 64, 65 
*— длительной эксплуатации 80—82
— контроля 221
------мониторинга — Состав 291
— с функциональным резервированием 
78—80
— управляемые массового обслуживания 
183— 186
Соотношения эргодические для критериев 
54, 55
Состоятельность *— Достаточные условия 
35, 36
Средства автоматизации программирова­
ния 287
— вычислительной техники — см, под их 
названиями, например, Устройства уп­
равляемые
— генерации 287
Средства контроля автоматизированные 
авиационного оборудования 300, 301
— активные 282
— пассивные 282
Средства операционных систем 287 
Стратегия — Понятие 55 
Стратегия минимаксная при ограничении 
на моменты 142—144
— технического обслуживания при нали­
чии ошибок контроля 144— 146 
Стратегия оптимальная 88
— е-оптимальная — Понятие 88, 91, 92
Стратегия ремонта — Понятие 255
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■— по наработке 255
— по техническому состоянию 255 
Стратегия технического обслуживания *=* 
Описание 113— 116
— двух последовательно соединенных эле­
ментов 147— 149
Структура оптимальной стратегии 102*^104
— пороговая 93
Структуры системы ремонта 262—264 
Схемы встроенного контроля 282

Т
Таблица доз и эффектов 48
— порядковая 21 
Теорема Дынкина 92
Тесты для идентификации функции надеж» 
ности тина ВФИ 17

У
Управление автоматическое приемниками 
303—308
— адаптивное 65
■— техническим состоянием 166
— эксплуатацией е помощью ЭВМ — Пер­
спективы развития 277, 278
Уровень оптимальной остановки 268, 269
— отказа допустимый 270
— процесса допустимый 100— 102 
Устройство запоминающее оперативное 281
— постоянное 280 
Устройство управления 280

Ф
Функция интенсивности отказов 39 
Функция распределения с вогнутой интен­
сивностью отказов — Характер изменения 
15
— с возрастающей в среднем ннтенеив-

ностью отказов — Характер распределе­
ния 14
— с убывающей интенсивностью отказов — 
Характер изменения 14
Функция ѳксплуатационных потерь 
системы 72

X
Характеристики оперативные 237, 238
— экономические 237, 238

Ц
Цена системы — Понятие 88 
Цепи Маркова вложенные 54« 55 
>— управляемые 188 
Цикл регенерации 88

Ч
Число относительное неисправностей, вы­
явленных на оперативных вндах обслужи­
вания в коде подготовки технической 
системы к применению, от их общего числа 
12
— выявленных при проведении профилак­
тического обслуживания, от их общего 
числа 12
— проявившихся при применении,- от об­
щего числа неисправностей 12

Э
ЭВМ специализированные 28Q
— универсальные 
Элементы замены типовые 166

запасные 166
Я

Ядро •»- Определение 39


