
1930
95

ПРОБЛЕМА ПРОСТРАНСТВА, ЭФИРА 
И ПОЛЯ В  Ф И ЗИ КЕ*

Научное мышление — это продолжение донаучного. Поскольку в 
последнем понятие пространства уже играет фундаментальную роль, мы 
должны начать с понятия пространства в донаучном мышлении. Сущест­
вуют два способа рассмотрения понятий, и оба они необходимы для по­
нимания. Первый способ — логически-аналитический — отвечает на во­
прос, каким образом понятия и суждения зависят Друг от друга. Отве­
чая на этот вопрос, мы остаемся на сравнительно надежной основе. Это 
та надежность, которая внушает нам такое уважение к математике. Но 
надежность эта покупается ценой отказа от содержания. Ведь понятия 
приобретают содержание только благодаря тому, что они связываются — 
хотя бы даже косвенно — с чувственными ощущениями. Однако эту 
связь нельзя вскрыть логическим исследованием; ее можно только ощу­
щать. Эта-то связь и определяет познавательную ценность логических 
систем.

Пример. Предположим, что археолог позднейшей культуры нашел 
учебник эвклидовой геометрии без чертежей. Он узнает, как применяются в 
теоремах слова: «точка», «прямая», «плоскость». Он также поймет, как теоре­
мы выводятся одна из другой. Он даже сможет сам установить новые тео­
ремы по известным правилам. Но образное содержание теорем будет ос-1 
таваться для него пустой игрой слов до тех пор, пока он не «сумеет предста­
вить себе в каком-нибудь виде» слова: «точка», «прямая», «плоскость» и т. д. 
Только в этом случае геометрия получит для него осмысленное содержа­
ние. Аналогичная ситуация будет существовать для него также в связи 
с аналитической механикой и вообще в связи с представлениями дедук­
тивных наук.

* Raum-, Äther- und Feld-problem der Physik. Forum Philosophicum, 1930, Ir 
173-180.
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Что же значит «уметь представить себе в каком-нибудь виде» слова: 
«точка», «прямая», «пересечение» и т. д.? Это означает указать чувственные 
ощущения, к которым относятся эти слова. Эта проблема, выходящая за пре­
делы логики, представляет собой проблему сущности, которую археолог 
сможет решить только интуитивно, обращаясь к своим ощущениям и про­
сматривая, нельзя ли найти среди них нечто, соответствующее этим пер­
вичным понятиям и связывающим их аксиомам. Только в этом смысле и 
можно разумно ставить вопрос о сущности вещей, представленных в виде 
понятий.

По отношению к нашему мышлению мы находимся почти в положе­
нии нашего археолога. Мы, так сказать, забыли, какие черты мира ощу­
щений побудили нас образовать то или иное понятие, и нам очень трудно 
смотреть на мир ощущений иначе, чем через очки издавна привычной аб­
страктной интерпретации. Кроме того, трудность состоит и в том, что в 
нашем языке мы должны пользоваться словами, неразрывно связанными 
с этими первоначальными понятиями. Эти препятствия также преграж­
дают нам путь, когда мы собираемся излагать сущность донаучного по­
нятия пространства.

Прежде чем обратиться к проблеме пространства, сделаем замечание 
о понятиях вообще: понятия связаны с чувственными ощущениями, но 
никогда не выводятся логически из последних. По этой причине я никог­
да не мог понять вопрос об априорности в смысле Канта. В вопросах сущ­
ности можно всегда говорить только о том, чтобы отыскивать те характе­
ристики комплексов чувственных ощущений, к которым относятся поня­
тия.

Что касается понятия пространства, то, очевидно, ему должно пред­
шествовать понятие телесного объекта. Свойства комплексов чувствен­
ных ощущений, породивших это понятие, излагались много раз. Соот­
ветствие определенным зрительным и осязательным ощущениям, непре­
рывная наблюдаемость во времени, повторяемость ощущений в любое время 
(при прикосновении, взгляде) суть некоторые из этих свойств. Если на осно­
ве указанных ощущений уже образовалось понятие телесного объекта —а 
это понятие вовсе не предполагает понятий пространства или пространст­
венного отношения,— то потребность мысленно постичь связи таких те­
лесных объектов друг с другом должна с необходимостью привести к по­
нятиям, соответствующим их пространственным отношениям. Два телес­
ных объекта могут либо касаться, либо находиться на расстоянии один 
от другого. В последнем случае можно, ничего не меняя, поместить между 
ними третье тело, в первом же случае это невозможно. Эти пространствен­
ные отношения, очевидно, реальны в таком же смысле, как и сами тела. 
Если два тела равноценны для заполнения этого промежутка, то они бу­
дут равноценны и при заполнении других промежутков. Таким образом,
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промежуток оказывается независимым от выбора заполняющего его тела; 
то же самое справедливо в совершенно общем случае пространственных 
отношений. Тот факт, что эта независимость, составляющая главнейшую 
предпосылку образования чисто геометрических понятий, априори от­
нюдь не обязательна, представляется очевидным. По-моему, понятие 
промежутка, не зависящее от особого выбора заполняющего его тела, 
служит отправным пунктом для понятия пространства вообще.

Следовательно, с точки зрения чувственных ощущений развитие по­
нятия пространства можно кратко изобразить следующей схемой: телес­
ный объект — отношения положения телесных объектов — пространствен­
ный промежуток — пространство. Таким образом, пространство высту­
пает как нечто столь же реальное, как и телесные объекты.

Ясно, что в мире естественнонаучных понятий понятие пространства 
как реального объекта существовало уже давно. Однако геометрия Эвк- 
лида не пользовалась этим понятием как таковым и ограничивалась толь­
ко понятием объекта и отношениями положения между объектами. Точка, 
плоскость, прямая, отрезок — все это идеализированные телесные объек­
ты. Все отношения положения сводились к соприкосновению (пересече­
ния прямых, плоскостей, положения точек на прямых и т. д.). Простран­
ство как континуум вообще не входило в геометрию. Это понятие впервые 
было введено Декартом в его описании пространственной точки коорди­
натами. Только здесь появились геометрические образы, в известной 
степени выглядевшие как части бесконечного пространства, под которым 
понимается трехмерный континуум.

Большое преимущество описания пространства Декартом состоит от­
нюдь не только в том, что оно ставит анализ на службу геометрии. Глав­
ное заключается скорее в следующем. Геометрия греков выделяет при 
геометрическом описании особые образы (прямые, плоскости); другие 
объекты (например эллипсы) доступны ей лишь постольку, поскольку 
они строятся (или определяются) с помощью образов точки, прямой и пло­
скости. В противоположность этому в декартовском описании, например, 
все поверхности в принципе равноценны, и нет произвольного выделения 
роли линейных объектов при построении геометрии.

Поскольку геометрия понимается как учение о закономерностях вза­
имного расположения практически твердых тел, ее можно рассматривать 
как древнейшую отрасль физики. Это учение, как уже отмечалось, могло 
исходить только из идеальных телесных объектов — точки, прямой, пло­
скости, отрезка, не нуждаясь в понятиии пространства самого по себе. 
Напротив, для физики Ньютона пространство как целое в смысле Де­
карта было безусловно необходимым. В самом деле, исходным понятием 
динамики является материальная точка, а не переменное во времени рас­
стояние между материальными точками.
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фундаментальную роль в уравнениях движения Ньютона играет по­
нятие ускорения, которое не может быть определено одними лишь 
переменными во времени расстояниями. Ускорение в смысле Ньютона следу­
ет понимать (или определять) как ускорение по отношению к пространству в 
целом. Таким образом, к геометрической реальности пространства прибави­
лась новая его функция — определять инерцию. Когда Ньютон объявил 
пространство абсолютным, он, несомненно, имел в виду именно этот 
реальный смысл пространства, который заставил его приписать простран­
ству вполне определенное состояние движения, но определяемое не од­
ними только явлениями механики. Пространство это было абсолютным и 
в другом смысле: свойство определять инерцию считалось независимым от 
воздействия каких-либо физических условий, пространство само влияло 
на массы, но обратного воздействия от них не получало.

Довольно долго пространство оставалось в сознании физиков лишь 
пассивным хранилищем бытия, не принимавшим никакого участия в фи­
зических процессах. Новый поворот в развитии понятия пространства 
наступил лишь с появлением волновой теории света и теории электро­
магнитного поля Фарадея—Максвелла. Выяснилось, что в пространстве, 
свободном от материальных тел, существуют состояния, распространяю­
щиеся в виде волн, а также локализованные поля, способные оказывать 
силовое воздействие на помещенные в них электрические заряды или маг­
нитные полюса. Поскольку физикам XIX столетия казалось совершенно 
абсурдным приписывать физические функции или состояния самому про­
странству, то по образцу весомой материи была придумана пронизываю­
щая все пространство среда — эфир, предполагаемый носитель электро­
магнитных и световых процессов. Состояния этой среды, которые должны 
были отвечать электромагнитному полю, строились сначала чисто меха­
нически по образцу упругих деформаций в твердых телах. Однако пол­
ностью построить механическую теорию эфира не удавалось, и постепен­
но все привыкли отказываться от выяснения природы эфирных полей. 
Так эфир превратился в субстанцию, обладавшую единственной функ­
цией, — служить носителем электрических полей, природа которых 
не поддавалась дальнейшему анализу. Возникла следующая картина: 
пространство заполняется эфиром, в котором плавают материальные 
частицы или атомы весомой материи; атомистическая структура послед­
него уже была с достоверностью установлена наукой как раз к концу 
века.

Поскольку взаимодействие между телами должно передаваться через 
поля, то пришлось поместить в эфир и гравитационное поле, законы ко­
торого в то время были еще не вполне ясны. Эфир служил только для ло­
кализации сил, действующих в пространстве. С тех пор как выяснилось, 
что движущийся электрический заряд создает магнитное поле, энергия
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которого явилась аналогом инерции, природа инерции стала также сво­
диться к полю, локализованному в эфире.

Непонятными были прежде всего механические свойства эфира. Но 
пришли великие идеи Г. А. Лоренца. Все известные в то время явления 
электромагнетизма можно было объяснить на основе двух предположений. 
Эфир жестко связан с пространством, т. е. он вообще не может двигаться. 
Электричество жестко связано с подвижными элементарными частицами. 
В наши дни эту концепцию можно изложить так: физическое пространст­
во и эфир — это лишь различные выражения для одной и той же вещи; 
поля суть физические состояния пространства. В самом деле, если эфиру 
нельзя придать любое состояние движения, то, очевидно, нет никаких 
оснований вводить эфир наряду с пространством как особую сущность. 
Однако такой способ рассуждений был еще чужд физикам. Ведь, как и 
прежде, они смотрели на пространство как на нечто застывшее, однород­
ное и неизменное, не имеющее никаких состояний. Только гений Римана, 
непонятый в свое время и одинокий, возвысился уже в середине прошло­
го века до нового понятия пространства, согласно которому пространство 
переставало быть неподвижным и бездейственным и могло принимать уча­
стие в физических процессах. Это достижение научной мысли тем более 
удивительно, что оно предшествовало полевой теории электричества 
Фарадея—Максвелла. Затем появилась специальная теория относитель­
ности со своим утверждением о физической равноценности всех инерцит 
альных систем. В связи с электродинамикой или с законом распростра­
нения света проявилась неотделимость пространства от времени. До это­
го же времени молчаливо предполагалось, что четырехмерный континуум 
можно объективно расщепить на время и пространство, т. е., что «теперь» 
имеет абсолютное значение. Утверждением об относительности одновре­
менности пространство и время были связаны в единый континуум, по­
добно тому, как прежде в единый континуум были слиты три пространст­
венных измерения. Таким образом, физическое пространство расшири­
лось до четырехмерного пространства, которое содержит в себе и времен­
ное измерение. Четырехмерное пространство специальной теории относи­
тельности является таким же жестким и абсолютным, как и пространст­
во Ньютона.

Теория относительности являет собой прекрасный пример современ­
ного пути развития фундаментальной теории. Исходные гипотезы стано­
вятся все более абстрактными, все более далекими от ощущений. Но за­
то мы все ближе подходим к важнейшей цели науки — из наименьшего 
числа гипотез или аксиом логически получить дедуктивным путем мак­
симум реальных результатов. При этом мысленный путь от аксиом к ощу­
щаемым результатам или проверяемым следствиям становится все длин­
нее, все утонченнее. Теоретику все больше приходится руководствовать­
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ся при поисках теорий чисто математическими, формальными соображе­
ниями, поскольку физический опыт экспериментатора не дает возможности 
подняться прямо к сферам высочайшей абстракции. Место преиму­
щественно индуктивных методов, присущих юношескому периоду науки, 
занимает поисковая дедукция. К тому же надо далеко продвинуться в по­
строении такого теоретического здания, чтобы прийти к следствиям, кото­
рые можно сравнить с опытом. Конечно, опыт и здесь остается всемогу­
щим судьей. Но его приговор может последовать только после большой и 
трудной умственной работы, перебрасывающей мост через пропасть меж­
ду аксиомами и следствиями. Эту гигантскую работу теоретик должен про­
делать, ясно сознавая, что она, быть может, лишь подготовит смертный при­
говор его теории. И теоретика, занимающегося этим, не следует с упреком 
называть фантастом. Нет, лучше одобрить его фантазии, поскольку другого 
пути к цели для него вообще не существует. Это вовсе не беспредметные 
фантазии, а поиски логически простейших возможностей и их следствий. 
Этот призыв к снисхождению был необходим для того, чтобы слуша­
тель или читатель проявил большую склонность с интересом следовать 
излагаемому ниже ходу развития идей; это тот самый ход мыслей, кото­
рый привел от специальной теории относительности к общей теории относи­
тельности и затем к ее последнему отпрыску — единой теории поля. Од­
нако в этом изложении нельзя совсем уклониться от применения матема­
тических символов.

Начнем со специальной теории относительности. Она основывается 
еще непосредственно на эмпирическом законе постоянства скорости све­
та. Пусть Р и Р ' — точки в пустоте, находящиеся на бесконечно малом 
расстоянии с1о. В момент времени t из Р выходит световой сигнал, дости­
гающий точки Р ’ в момент £ +  йЛ. Тогда

йб2  — сЩ2.
Если обозначить через ёх2, с1 хг проекции йа на оси прямоуголь­
ной системы координат, то упомянутый закон постоянства скорости све­
та принимает вид

<1 $ 2  — йх2  +  Их\ +  йх2  +  (1 х 2  =  0.
Поскольку эта формула выражает реальное свойство вещей, величине

можно приписывать реальный смысл даже в том случае, когда соседние 
точки четырехмерного континуума выбираются так, что соответствующая 
величина б/я отлична от нуля. Иначе говоря, четырехмерное пространство 
(с мнимой временной координатой) специальной теории относительности 
обладает эвклидовой метрикой.

Называя эту метрику эвклидовой, мы подразумеваем под этим следую­
щее: роль подобной метрики в трехмерном континууме полностью экви­
валентна роли аксиом эвклидовой геометрии. При этом уравнение, опре­
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деляющее метрику, есть просто теорема Пифагора, примененная к диф­
ференциалам координат.

В специальной теории относительности разрешаются только такие из­
менения координат (преобразования), что и в новых координатах величи­
на с1 в2  (фундаментальный инвариант) имеет вид суммы квадратов диффе­
ренциалов новых координат. Такие преобразования называются преоб­
разованиями Лоренца.

Эвристический метод специальной теории относительности отличается 
тем, что для выражения законов природы допускаются только такие ура­
внения, которые не изменяют своей формы при замене координат в соот­
ветствии с преобразованием Лоренца (ковариантность уравнений по от­
ношению к преобразованиям Лоренца).

Этот метод позволил вскрыть внутреннюю связь между энергией и 
импульсом, электрическим и магнитным полями, электростатическими и 
электродинамическими силами, инертной массой и энергией; в резуль­
тате число независимых понятий и фундаментальных уравнений физики 
уменьшилось.

Этот метод привел к вопросу: правда ли, что уравнения, выражаю­
щие законы природы, ковариантны только относительно преобразований 
Лоренца, а относительно других преобразваний не ковариантны? Однака 
сформулированный таким образом вопрос по существу является бессмыс­
ленным, поскольку каждую систему уравнений, конечно, можно записать 
в произвольных координатах. Следует спросить, устроены ли законы 
природы так, что их нельзя сколько-нибудь существенно упростить, ес­
ли выбрать какие-нибудь особые координаты.

О том, что обнаруженный на опыте закон равенства инертной и тяже­
лой массы побуждает нас ответить «да» на этот вопрос, мы упомянем лишь 
вкратце. Возводя в принцип эквивалентность координатных систем для 
формулировки законов природы, мы приходим к общей теории относитель­
ности, сохраняя положение о постоянстве скорости света или гипотезу об 
объективном значении эвклидовой метрики для бесконечно малых облас­
тей четырехмерного пространства.

Это значит, что для конечных областей пространства предполагается 
(физически осмысленное) существование общей римановой метрики, выра­
жаемой формулой

<1 зг =  2  в ^ х ^ х ”,
р-V

где суммирование следует проводить по всем сочетаниям индексов от И  
ДО 44.

Структура такого пространства принципиально отличается от струк­
туры эвклидова пространства в одном отношении. Именно, коэффициентами
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могут быть произвольные функции координат х ъ ..., я4, и структу­
ра пространства в действительности определена только тогда, когда из­
вестны эти функци g^ . Можно также сказать, что структура такого про­
странства сама по себе абсолютно не определена. Она становится более 
определенной только в том случае, если известны законы, которым подчи­
няется метрическое поле gpv При этом из физических соображений воз­
никает убеждение, что метрическое поле является вместе с тем и грави­
тационным.

Поскольку гравитационное поле определяется конфигурацией масс и 
изменяется вместе с ней, то и геометрическая структура этого простран­
ства зависит от физических факторов. Следовательно, согласно этой тео­
рии, пространство, как и подозревал Риман, уже не является абсолют­
ным, и структура пространства зависит от физических условий. Геомет­
рия (физическая) — это уже не изолированная наука, замкнутая в себе, 
как геометрия Эвклида.

Проблема гравитации, таким образом, была сведена к математической 
проблеме: требуется найти простейшие метрические соотношения, ковари- 
антные относительно произвольных преобразований координат. Это чет­
ко ограниченная задача, вполне доступная для решения.

О подтверждении этой теории на опыте я не буду , здесь говорить, но 
сразу же объясню, почему этим успехом теории нельзя удовлетвориться 
до конца. Хотя гравитация сводится к структуре пространства, кроме 
гравитационного поля существует ведь и электромагнитное поле. Пока 
что оно должно вводиться в теорию как нечто независимое от гравитации. 
В уравнения поля приходится добавлять аддитивные члены, обеспечива­
ющие существование электромагнитного поля. Однако мысль о том, что 
существуют две независимые структуры пространства, именно метриче- 
ски-гравитационная и электромагнитная, противоречит духу теории. 
Напрашивается убеждение, что оба вида поля должны отвечать единой 
структуре пространства.

Статья в несколько измененном виде включена в сборник «Mein Weltbild» 
(стр. 176—185), по тексту которого и сделан перевод. В этом издании опущен по­
следний абзац, посвященный варианту единой теории поля. Так как это было сделано 
по просьбе самого Эйнштейна («развитая тдм теория мною давно отвергнута и заменена 
теорией несимметричных полей, вполне последовательной с формально-логической точ­
ки зрения»), то мы не восстановили его и в переводе, оставив статью несколько не­
законченной по форме. Английский перевод статьи опубликован в «Ideas and Opinions» 
и в «Out of My later Years».
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11РОБЛЕМА ПРОСТРАНСТВА, ПОЛЯ 

И ЭФИРА В Ф И ЗИ КЕ«

Понятия и системы понятий существуют всегда для того, чтобы упоря­
дочивать, «осмысливать» наши ощущения. Поэтому, если мы хотим вы­
яснить роль и значение понятий, далеко не достаточно указать на их 
логические взаимосвязи; надо указать еще те ощущения, к которым от­
носятся понятия.

Все это совершенно очевидно для понятий, достаточно близких к 
сфере чувственных ощущений, в противоположность так называемым аб­
страктным понятиям, к которым принадлежит понятие пространства. 
Абстрактные понятия часто кажутся порождением разума, оторванным от 
материнской почвы — мира ощущений. Такая точка зрения, по-моему, 
всегда неправильна. Исходя из нее, можно заключить, что понятие про­
странства предшествует понятию телесного предмета. Вслед за этим по­
нятием выступают как особенно простые те комплексы ощущений, ко­
торые мы связываем с понятием «положение телесных объектов». Ясно, 
что отношения положения тел реальны в том же смысле, в каком реальны 
сами тела.

Эвклидова геометрия античных греков представляет собой не что иное, 
как единую дедуктивную систему, пытающуюся включить в себя эти от­
ношения положения. Вначале вместо тел разнообразной формы выступа­
ют в качестве элементов такие идеализированные образы, как точка, пря­
мая, плоскость, затем их свойства положения задаются так называемы­
ми аксиомами, а все остальные формы и отношения положения для них 
выводятся отсюда строго логическим путем. Все отношения расположения 
можно свести к касанию.

Раз зашла речь о пространственных отношениях, то уже недалеко от­
сюда стоит и понятие «пространство» в эвклидовой геометрии, строго говоря, 
не существующее вообще. Ведь вместо отношений касания тел между собой

* Das Raum-, Feld- und Ätherproblem in der Physik. Die Koralle, 1930, 5, 486—487.
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можно изучать отношения касания всех тел с одним воображаемым универ­
сальным телом, которое и является пространством. Для геометра простран­
ство имеет такой же смысл, как квазитвердая поверхность Земли для гео­
метрического рассмотрения в повседневной жизни или как лист чертежной 
бумаги для тех, кто хочет наглядно изобразить взаимоотношения плоских 
фигур.

Только в аналитической геометрии, основанной Декартом, простран­
ство (трехмерное) превращается в фундаментальное понятие. Введение 
понятия координатного пространства чрезвычайно упростило логическую 
систему геометрии. В самом деле, здесь достаточно взять за основу теорему 
о том, что измеряемое масштабной линейкой расстояние между двумя бес­
конечно близкими точками вычисляется по разностям их координат со­
гласно теореме Пифагора (как корень квадратный из суммы квадратов). 
Другими словами, если взять за основу «метрику Эвклида», то из нее 
можно вывести все понятия и теоремы геометрии.

В соответствии со сказанным выше, физически реальными были имен­
но пространственные отношения, а не само пространство. Но в механике 
Ньютона пространство приобретает физическую реальность. В качестве 
фундаментального понятия в закон движения входит здесь ускорение. 
При этом ускорение мыслится как состояние движения по отношению к 
пространству, не сводимое к одному лишь понятию относительного распо­
ложения.

Таким образом, согласно механике Ньютона, метрика и инерция яв­
ляются самыми существенными свойствами пространства. В классиче­
ской теории оно абсолютно. Это означает: свойства расположения (абсолют­
но твердых) тел, а также инерциальные свойства тел не изменяются ни­
какими физическими причинами, действующими вблизи этих тел.

Кроме понятий пространства, времени, материи, Фарадеем и Максвел­
лом было введено в физику новое понятие — понятие поля, которое ско­
ро разорвало рамки механического понимания природы. Поля — это не­
прерывные образования, которые могут находиться в пустом пространстве. 
Различают электромагнитное и гравитационное поля; поле, образующее 
свет, оказывается электромагнитным. Сначала преобладало стремление 
понимать поле как механическое состояние некоей материи, существующей 
всюду,—эфира. Когда это стремление потерпело неудачу, то хотя эфир и 
продолжал еще считаться особым веществом, состояния которого должны 
образовывать поле, однако механическая интерпретация его состояний 
была отброшена. К концу прошлого столетия Г. А. Лоренц показал, что 
эфиру нельзя приписать никакого движения относительно пространства, 
если стремиться к правильному количественному описанию электромаг­
нитных явлений. Конечно, к этому времени уже можно было бы отождест­
вить пространство с эфиром, если бы не бессознательное предубежде­
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ние, что пространство должно быть абсолютным, т. е., что оно само не под­
вержено никаким изменениям.

Это предубеждение было устранено только общей теорией относитель­
ности, после того как закон распространения света заставил объединить 
трехмерный континуум пространства и одномерный континуум времени в 
единое четырехмерное пространство (континуум). Действительно, общая 
теория относительности показала, что эмпирический закон равенства инерт­
ной и тяжелой массы можно объяснить естественно только предпо­
ложив, что в присутствии гравитационного поля метрика пространства 
будет неэвклидовой. Отклонение от эвклидовой метрики, с одной сторо­
ны, и гравитационное поле — с другой, являются лишь разными формами 
проявления (метрической) структуры пространства.

Тем самым пространство потеряло свой абсолютный характер. Оно 
оказалось способным изменять свое состояние, так что оно само смогло 
взять на себя функции эфира и, поскольку это относится к гравитацион­
ному полю, действительно взяло их на себя. Неясным оставался еще 
формальный смысл электромагнитного поля, которое не могло быть 
объяснено одной только метрической структурой пространства. Однако 
со времени создания общей теории относительности нельзя уже серьезно 
сомневаться в том, что гравитационное и электромагнитное поля должны 
объясняться некоей единой структурой (четырехмерного) пространства.

Недавно созданная «единая теория поля» является попыткой в этом 
направлении. В ее основу положена такая структура пространства, при 
которой любые два линейных элемента имеет смысл сравнивать не только 
по величине, но и по направлению. В этом отношении подобная струк­
тура пространства приближается к структуре эвклидова пространства в 
большей мере, чем изучавшиеся до сих пор неэвклидовы геометрии.

Отыскание законов природы как математическая проблема приводит 
к задаче: требуется найти логически наиболее простые законы, которым 
можно подчинить структуру рассматриваемого вида.

Видно, что теоретическое исследование вдохновляется верой в гармо­
нию или в простоту природы. Однако эта вера не слепая; теория всегда 
проверяется верховным судьей — опытом.

Аналогичная статья под тем же названием была опубликована в Trans. Second 
World Power Conf. (Berlin), 1930, XIX, 1—5.
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ЕДИНАЯ ТЕОРИЯ ФИЗИЧЕСКОГО ПОЛЯ*

1. Задача «единой теории физического поля» заключается в том, что­
бы обновить общую теорию относительности на основе объединения тео­
рий электромагнитного и гравитационного полей.

В настоящее время новая теория представляет собой не более чем ма­
тематическое построение, весьма слабо связанное с физической реально­
стью. Она была выдвинута на основе совершенно абстрактных соображе­
ний; ее математические выводы еще не достаточно развиты, чтобы их мож­
но было проверить экспериментально. Но мне эта попытка построения 
теории представляется весьма интересной сама по себе, в особенности в 
связи с обнадеживающими перспективами ее дальнейшего развития. Именно 
в надежде заинтересовать ею математиков я и позволил себе изложить и 
проанализировать указанную теорию в настоящей статье.

2. С точки зрения математики основная идея общей теории относитель­
ности такова. Четырехмерное пространство, в котором происходят все 
события, не аморфно; оно имеет некоторую структуру, наличие которой 
выражается в существовании римановой метрики этого пространства.

С точки зрения физики смысл этого утверждения заключается в том, 
что фундаментальная квадратичная форма

ds2  =  g^dxЫx'>
характеризует пространство, выражая его метрику, и, будучи прирав­
нена нулю,

с?52 =  g^dxЫ x', =  О,

определяет закон распространения света в этом пространстве. Значит, ука­
занная квадратичная форма имеет отношение к физической реальности, 
и введение ее не есть результат игры воображения. Использование этой

* Théorie unitaire de champ physique. Ann. Inst.,H . Poincare, 1930, 1. 1—24.

286



97 Единая теория физического поля

квадратичной формы оправдывается тем соответствием, которое можно 
установить между ее коэффициентами gv.v и известным кругом явлений, а 
именно явлениями гравитации.

Поскольку фундаментальная квадратичная форма выражает структуру 
пространства, возникает следующий вопрос: каков тот простейший
закон, которому могут подчиняться коэффициенты gv.v? Ответ дает тензор­
ная теория Римана. Из коэффициентов ^  и их производных можно соста­
вить тензор Яш™., носящий название тензора кривизны Римана. Путем 
свертывания этого тензора по индексам г и т из него можно получить дру­
гой тензор второго ранга Яы> Простейший закон, которому могут под­
чиняться выражается простым уравнением:

Яы — 0.
Основанная на этом равенстве теория могла бы рассматриваться как 

идеальная физическая теория, будь она способна полностью описать ре­
ально существующее в природе силовое поле, т. е. совокупность электро­
магнитного и гравитационного полей. Однако уравнение Яш =  0, кото­
рое, по всей видимости, позволило бы описать гравитационные явления, 
совершенно не учитывает электромагнитных процессов. Для описания 
всей совокупности явлений одной только метрики недостаточно.

Для полного описания пространства была сделана попытка ввести, 
помимо фундаментальной квадратичной формы g^ дх  ̂ еще и линей­
ную комбинацию ц>̂ дх̂ , где в качестве коэффициентов ср̂  выступали бы 
компоненты электромагнитного вектор-потенциала. В этом случае полные 
уравнения поля имели бы следующий вид:

Яы +  Т ̂  =  0.
Здесь Ты — член, зависящий от потенциалов (это может быть, например, 
электромагнитный тензор Максвелла или нечто подобное ему). Но и та­
кой путь построения теории является неудовлетворительным. Ведь урав­
нение Яы -\- Ты =  0 содержит два независимых члена, и логически не 
исключена возможность варьировать один из них, оставляя другой неиз­
менным. При этом в теорию вводятся два независимых элемента, как бы 
представляющих два «состояния» пространства. Это свидетельствует об 
отсутствии в природе единства, во что наш разум совершенно отказывается 
поверить. Более правдоподобно, что этот недостаток следует отнести за 
счет несовершенства теории. Поэтому нужно искать пути обобщения и 
углубления теории для обеспечения того единства, которого неодолимо 
требует наш рассудок.

Итак, отправным пунктом единой теории поля является тот факт, что 
одной лишь метрики для описания всех явлений недостаточно. Но мет­
рика, по крайней мере частично, отражает истину и, несомненно, имеет
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физический смысл. Поэтому возникает проблема отыскания такого эле­
мента теории, который, будучи добавлен к метрике, позволил бы, нако­
нец, выразить структуру пространства, не оставляя ничего без внимания.

3. Имея это в виду, выясним, в чем смысл понятия римановой метри­
ки и как ее можно представить. Рассмотрим я-мерный континуум, обла­
дающий римановой структурой. Подобный континуум должен отличаться 
тем свойством, что в бесконечно малой окрестности любой точки справед­
лива эвклидова геометрия. Кроме того, если А и В — две точки, находя­
щиеся на конечном расстоянии друг от друга, то имеется возможность 
сравнения длин двух линейных элементов, относящихся соответственно к 
А ж В. Однако сравнить их направления нельзя, поскольку в римановой 
геометрии нет понятия параллельности на расстоянии (абсолютного па­
раллелизма).

4. Представим себе в некоторой точке этого пространства декартову 
систему координат, т. е. систему из п взаимно перпендикулярных осей, 
вдоль каждой из которых направлен свой единичный вектор. Назовем 
такую систему осей я-под ом (я-репером). Бесконечно малая эвклидова 
окрестность любой точки описывается заданием я-пода в этой точке. Ес­
ли заданы я-поды во всех точках пространства, то известна и метрика это­
го пространства. Однако обратное утверждение было бы неверно. Знания 
метрики риманового пространства еще недостаточно для однозначного 
задания я-пода в каждой его точке. Действительно, метрика пространства 
не изменится, если подвергнуть все я-поды повороту на произвольный 
угол. Итак, если задана только метрика, ориентации я-подов неизвестны, 
и в определении структуры пространства еще остается некоторый произ­
вол. Поэтому очевидно, что описание пространств посредством я-подов 
является в известном смысле более содержательным, чем описание с по­
мощью фундаментальной квадратичной формы. Возникает мысль, что 
именно в произволе, связанном с этим способом описания, кроются 
искомые связи между структурой пространства и причиной электро­
магнетизма, которые до сих пор ускользали от теории.

Подобного рода пространства рассматриваются не впервые; с чисто 
математической точки зрения они уже были исследованы ранее. Последо­
вательные стадии разработки соответствующих формальных представле­
ний описаны в заметке в «Mathematische Annalen», любезно отредактиро­
ванной Картаном 1.

Пусть в точке А задан я-под. Структура пространства будет вполне 
задана, если и для всякой другой его точки указать некий я-под, ко­
торый по определению будем считать параллельным первому. Так между 
двумя точками пространства можно установить не только соотношение

1 Статья 98.— Ред.
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масштабов, но и соотношение направлений. Понятие абсолютного парал­
лелизма теперь приобретает точный смысл, которого в теории Римана оно 
не могло иметь. Два вектора, взятые в двух точках пространства, удален­
ных друг от друга на конечное расстояние, будут параллельны, если име­
ются одинаковые составляющие по соответствующим осям своих ло­
кальных систем координат. Когда структуру пространства характеризуют 
посредством задания поля тг-подов, то тем самым подразумевают, что су­
ществует риманова метрика и одновременно имеет место абсолютный па­
раллелизм. Это значит, что для любых двух бесконечно малых про­
странственных элементов можно установить не только отношение длин, 
что связано с метрикой, но и соотношение направлений, отражаемое 
ориентацией тг-подов.

Итак, единственная новая гипотеза, необходимая для перехода к бо­
лее сложной геометрии, чем геометрия Римана, сводится к существованию 
в пространстве «направлений» и соотношений между этими направлени­
ями. Этого понятия «направления» не содержит в себе ни понятие кон­
тинуума, ни понятие пространства. Поэтому для предположения о нали­
чии в пространстве каких-то соотношений направлений, выражаемых су­
ществованием параллельности на конечном удалении, и потребовалась 
дополнительная гипотеза.

Однако нетрудно видеть, что даже в случае одновременного принятия 
гипотезы о существовании абсолютного параллелизма и гипотезы о нали­
чии римановой метрики поле п-подов определяется только с точностью до 
поворота на произвольный угол (одинаковый для всех тг-подов).

5. Введем обобщенную систему гауссовых координат и рассмотрим 
тг-под с началом отсчета в точке Р. Пусть к1 — проекции единичных 
векторов тг-пода на оси системы гауссовых координат. В дальнейшем все 
греческие индексы будем относить к координатам, а все латинские — 
к тг-подам. В таком случае к1 обозначает у-ю проекцию единичного векто­
ра, направленного вдоль 5-й оси тг-пода. В четырехмерном пространстве 
(п =  4) имеется очевидно 16 величин Лв, которые полностью описывают 
структуру пространства.

Если эти величины известны, то можно выразить составляющие лю­
бого вектора А в локальной системе координат через его составляющие в 
системе гауссовых координат. Имеем

где /г3„ — миноры детерминанта к =  | К  | , деленные на к. Как обычно, 
по индексам, встречающимся дважды, следует провести суммирование.

и, обратно, (1)

(2)

19 д . Эйнштейн, том II
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Чтобы найти метрику этого пространства, вычислим длину произ­
вольного вектора А. В локальной системе координат (в предположении 
справедливости эвклидовой геометрии) имеем

Коэффициенты фундаментальной метрической формы g]t.чdx^dx'J, оче­
видно, определяются равенством

Так мы убеждаемся, что поле /г-подов (И*) полностью определяет 
метрику g^; однако обратное утверждение неверно.

Величины /г* составляют фундаментальный тензор, аналогичный тензору 
g^  старой теории; теперь в случае п =  4 имеется 16 величин по сравне­
нию с 10 величинами gv.̂ ,.

Понятие тензора в этой теории обобщается. Действительно, мы долж­
ны рассматривать здесь не только преобразования, изменяющие систему 
координат, но и преобразования, которые изменяют ориентацию тг-подов. 
Поскольку /г-поды определены лишь с точностью до произвольного пово­
рота, единственно допустимыми являются соотношения, ковариантные 
относительно такого вращения. В качестве примера изменим одновремен­
но систему координат и ориентацию локальных систем. Если вращение 
характеризуется не зависящими от координат постоянными коэффициен­
тами а  з«, такими, что

Каждому локальному (латинскому) индексу соответствует преобразо­
вание а , а всякому греческому индексу — обычное преобразование.

6. Алгебраические законы, которым подчиняются эти тензоры, почти 
такие же, как и для тензоров абсолютного дифференциального исчисле­
ния. Можно определить сумму и разность двух тензоров Т и 8 , имеющих 
одинаковые индексы. Произведение двух тензоров подчиняется тому же 
закону преобразования, что и тензор более высокого ранга. Может при­
меняться также операция свертывания, как по греческим, так и по ла­
тинским индексам. Для первых верхний индекс следует всегда прирав­
нивать нижнему. Возможна также перестановка индексов; в частности 
с помощью фундаментального тензора К  можно заменить латинский ин-

а * = (3)

№

1 (при [X =  V)

0 (при р, =/= V) ’ (5 )

то

(6)

200
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деке на греческий. Пусть, например, имеется тензор Т\]. Тогда
haT'.i =  (7)

Возможен также переход от составляющих тензора в локальной системе
отсчета к составляющим того же тензора в гауссовой системе и наоборот.

Наконец, вычислим в этой новой теории элемент объема. Эта важная 
величина дается в общей теории относительности выражением

dQ =  V  g dt,
где

g =  | g1AV | и dx — doc1 dx2 dxsdxK
Между тем имеем

&IV =  [̂AS V̂S И g =  b? .
Следовательно,

dQ — hdx. (8)
Исчезновение иррациональных выражений является еще одним пре­
имуществом новой теории.

7. Рассмотрим теперь параллельный перенос вектора А В римано- 
вом многообразии этот перенос дается формулой

6  А» =  — Г ^ аба;3.

Коэффициенты Г£з — это символы Кристоффеля, которые должны удов­
летворять следующим двум условиям.

1°. При определяемом ими параллельном переносе метрика должна 
сохраняться неизменной, т. е. должна оставаться инвариантной длина 
рассматриваемых векторов.

2е. Г£р должны быть симметричны по а  и (5:
•пр-  рр-i а£ =  1 За»

В римановой геометрии параллельный перенос неинтегрируем. Если 
произвести перенос по замкнутому пути, то окончательное направление 
вектора не совпадает с первоначальным, причем мерой соответствующей 
разности будет тензор Римана R \t im.

В новой теории дело обстоит иначе. Параллельный перенос вектора А 
дается аналогичной формулой

6  А» =  Д£р А*Ьх*. (9)
Но здесь перенос интегрируем: если вектор переносить по замкнутому 
пути, то первоначальное направление вектора всегда совпадает с окон­
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чательным. Тензор Римана, составленный из Д£р, будет, следовательно, 
тождественно равен нулю. Сверх того, Д£р теперь несимметричны по 
а и [В. Эти результаты легко проверить, выразив А«з через к.

Пусть и ж Ц  (1х& — две соседние точки и их н-поды «параллельны». 
Векторы Аа и А 8 -|- ЬАа будут параллельны, если они имеют одинако­
вые составляющие в соответствующих двух п-подах. Следовательно, 
условие параллельного переноса из х& в х& +  (1 х& будет 6А8 =  0.

Выражая Аа через составляющие А в гауссовой системе координат

Ав =  к^А*,
имеем

Ъ(кщА») =  0 . (10)
Умножая на /г., получаем

0 =  +  4 а ^ 6 * е }  (И )

или, обозначив запятой перед соответствующим индексом операцию обыч­
ного дифференцирования, будем иметь

А £ з = » 8а, 3, (12)
а также

ДаЗ =  — (13)
Таким же способом, как это делается в абсолютном дифференциальном 

исчислении, можно составить из Дар оператор ковариантного дифферен­
цирования. Обозначая его точкой с запятой перед соответствующим ин­
дексом, будем иметь для контравариантного тензора первого ранга

А?в = А*,в — А* Д$0 (14)
и для ковариантного тензора первого ранга

Ар;в=  — А* Д£в. (15)

Аналогичные формулы могут быть получены и для тензоров более 
высоких рангов. Они, подобны формулам абсолютного дифференциаль­
ного исчисления, зависят только от метрики и выводятся таким же обра­
зом.

Легко убедиться, что ковариантная производная фундаментального 
тензора тождественно равна нулю:

т == ^  р = , 8°р ^  6* (16)

№
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Действительно,
К,,  =  к ,  +  К М ,  = Ь81 (К  ,  +  к м , )  =  К  (ЫаК, +  М ,)  =  о.

Ковариантную производную произведения двух тензоров находят по 
обычному правилу дифференциального исчисления. Если мы имеем, на­
пример, два тензора любого ранга Т и £ ,  то

=  (17)
Две операции дифференцирования не перестановочны, т. е. порядок 

дифференцирования не безразличен. Пусть имеется произвольный тен­
зор Т ф. Найдем результаты его последовательного дифференцирования 
сначала в порядке а, т, а затем в порядке т, сг и определим их разность. 
Тогда получим фундаментальную формулу

7,::;в ;т - 7 , ::.т;в =  — г : ;ал “т, (18)
где

л а — л а  л а

Эту формулу легко вывести на простых примерах. Допустим сначала, 
что Г есть всего лишь скаляр ф. В этом случае ковариантная производ­
ная не отличается от обычной производной

■Ф; о =  Ф, я
и соответственно

Ф; о; -г =  Ф, о, -с Ф, аДот?

Ф; а == Ф, т, о Ф, аАта»

Ф; о; -г —  Ф; т; а — Ф, а (Дат Ата) — Ф; аАа-с*

Разность имеет как раз требуемый вид. Легко убедиться, что Д£т пред­
ставляет собой тензор

Случай вектора Т =  А* сводится к предыдущему, если учесть, что
в теории существует абсолютный параллелизм. Существование такого
параллелизма в действительности приводит к возможности существования 
однородного векторного поля, т. е. в каждой точке можно себе предста­
вить вектор того же направления, что и заданный.

Рассмотрим такое однородное поле произвольных векторов ац.
Легко показать, что а =  а% =  0. Образуем из заданного вектора А  ̂
скаляр

ф =
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К этому скаляру можно применить формулу, выведенную выше для раз­
ности Ъ. Далее, учитывая правило дифференцирования произведения,
имеем

Произвольные величины а̂  выступают в качестве множителя и сокра­
щаются, так что окончательно получается соотношение искомого вида

которое легко можно обобщить на случай тензора любого ранга.
8. Заслуживает серьезного внимания одно важное отличие излагае­

мой здесь теории от теории Римана. В теории Римана нет такого тензора, 
который мог бы быть выражен через одни лишь первые производные фун­
даментального тензора. В нашей же теории разность

является тензором, который содержит только первые производные. Этот 
тензор замечателен тем, что он представляет собой в некотором смысле 
аналог тензора Римана: если Л обращается в нуль, континуум является 
эвклидовым. Этот результат нетрудно доказать.

Из формулы для имеем

Следовательно, к^  имеет вид

Если ф* принять за гауссовы координаты, что вполне возможно, то 
фг =  х 1 и

будут постоянными коэффициентами. Из них можно составить таблицу, 
в которой диагональные члены равны 1, а остальные обращаются в нуль. 
Поскольку к8̂  И gV'V постоянны, континуум является эвклидовым.

9. Рассмотрим величину Л, которая в новой теории будет играть 
весьма существенную роль. Всего может быть 6 х  4 =  24 величин Л,

(19)

— к8 V р.) — 9.

Умножая на к* и учитывая, что /г“/гга =  68*, получаем

к^, у к^, р. =  0.

294
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функций же h имеется только 16. Следовательно, между различными Л 
существуют соотношения, которые должны выполняться тождественно. 
Чтобы найти их, будем исходить из выражения для Л. Так как параллель­
ный перенос является интегрируемым, тензор «кривизны», аналогич­
ный тензору Римана, тождественно равен нулю. Следовательно, мы бу­
дем иметь

^*х, (х —  Ахр., х —  Ао> А“р. 4~ Дар.А*л =  0» (20)

Произведем круговую перестановку индексов к, X, \i и просуммиру­
ем; затем вместо обычных производных введем ковариантные. Тогда полу­
чится следующее тождество для Л:

(Л̂ сХ; р. 4" Ахр.; х  +  Ajlc; х) 4* (ЛкаЛхр. 4* АхаЛ“* -{- А ^аЛ “х) =  0 , (21)

Свертывая один раз по i и р, и полагая, что Л“а =  находим 
другое важное тождество

<*»
Для получения из него еще одного тождества нужно воспользоваться 

правилом перестановки для ковариантного дифференцирования:
Т'  Т' — Т' ЛаJ *; в; т £ •; т; в — 1 *; а«**вт*

Введем новые обозначения; условимся, что подчеркнутый индекс — 
это переставленный, т. е. опущенный или поднятый индекс. Например, 
A“v означает, что взяты контравариантные компоненты Л“„:

Ajv =  AeW \

Учитывая это, применим предыдущее правило к A“Vf продифференци­
ровав эту величину по v и по а. Тогда будем иметь:

Ла — Ла =   л а л°v; а ■‘4 tv> а; v —  cr*»-va*

Правую часть можно записать в виде

—  A * V; о A “a =  —  ( A “vA va); о 4 “ Л ^ А “а ; о-

В первом слагаемом правой части заменим немые индексы a, а  и v  на а , б 
и т. Тогда получим

-  ( л ; : A Tae); а == 4 -  ( A J , А ? х); а .
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С ледовательно,
=  0

или
=  0. (23)

Это и есть искомое тождество. Введем обозначения

Тогда тождество (23) запишется следующим образом:

л ^ „ «  =  0. (24)

10. После того как введен способ математического описания структуры 
пространства, займемся основной проблемой теории, которая заключается 
в установлении уравнений поля. Как и в общей теории относительности, 
эта проблема сводится к отысканию простейших условий, которым могут 
подчиняться элементы, определяющие структуру пространства, т. е. ве­
личины К. Речь идет, следовательно, о выборе между различными воз­
можностями. Трудность этого выбора связана с отсутствием каких-либо 
опорных пунктов, которые могли бы подсказать нам решение. Прежде 
чем выписывать окончательные уравнения поля, мне кажется интересным 
воспроизвести ход рассуждений, приведший к их открытию.

Отправным пунктом мне послужили тождественные соотношения, 
которым удовлетворяют величины Л“у • В общем случае обнаружение 
определенных тождественных соотношений может явиться большим под­
спорьем в выборе уравнений поля, подсказывая возможный характер 
искомых уравнений. Исследование равенств должно, следовательно, ло­
гически предшествовать выбору системы уравнений. Но априори неизве­
стны величины, между которыми следует искать соотношения.

Кажется, что можно руководствоваться следующим соображением: 
искомые соотношения должны, по всей вероятности, содержать тензор 
и его производные, поскольку это единственный тензор, который может 
быть выражен через одни только первые производные фундаментального 
тензора.

Самым простым возможным условием явилось бы
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ство эвклидово. Кроме того, оно содержит только первые производные, 
а уравнения, описывающие явления природы, по всей видимости, вто­
рого порядка, как, например, уравнение Пуассона.

Попытаемся теперь потребовать выполнения условия
Ajv; а =  0.

Это соотношение также неприемлемо, поскольку оно почти эквивалентно 
первому. Однако оно полезно в том отношении, что подсказывает при­
равнять нулю дивергенции, которые можно составить на основе A“Vj0. 
Будем исходить из этой ковариантной производной и выполним сверты­
вание ее всеми возможными способами (при этом возникает диверген­
ция). У нас есть две возможности: либо

л ; , ;  а =  о , (25)
либо

a ; v:v =  o. (26)
Сразу видно, что совокупность этих систем не может нас удовлетворить, 

поскольку число уравнений нельзя выбрать произвольным. Ведь без спе­
циального исследования нельзя гарантировать совместности этих урав­
нений. Между тем необходимо, чтобы выбранная система уравнений была 
совместной.

И . В общем случае п-мерного пространства имеется п2 переменных 
fis. Но в общековариантной теории при произвольном выборе системы 
координат п переменных из числа п% могут быть выбраны произвольно. 
Вследствие этого число независимых уравнений будет пг — п. Число урав­
нений может оказаться даже больше, чем пг — п , при условии, что они 
связаны некоторым числом тождественных соотношений, делающих 
систему совместной. Во всяком случае система должна удовлетворять 
следующему правилу: избыток числа уравнений над числом тождествен­
ных соотношений должен равняться числу переменных минус п.

Рассмотрим, например, уравнения общей теории относительности. 
Мы имеем 10 неизвестных функций gp.v. Благодаря произволу в выборе 
системы координат каким-либо четырем функциям g ^  могут быть приданы 
любые значения. Итак, шесть переменных должны удовлетворять 10 урав­
нениям. Но, как известно, одновременно имеется четыре тождества

( д “ _ ^ л ) !4 =  о,

которые восстанавливают совместность 2.

8 Символ «;» используется здесь в старом, хорошо известном смысле, отличном 
от того, в каком он используется в остальных соотношениях настоящей статьи.
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Можно указать и другие случаи, когда число уравнений превосходит 
число неизвестных, но уравнения не являются несовместными. Напри­
мер, существует восемь уравнений Максвелла:

для шести неизвестных, однако эта система совместна, так как уравнения 
связаны двумя известными тождествами.

В чем глубокий смысл превышения числа уравнений над числом пе­
ременных?

В выбранном примере два векторных уравнения Максвелла канони­
чески определяют задачу. Достаточно задать поля <£ и ^  в момент t, 
чтобы все остальное можно было определить. Но остающиеся еще скаляр­
ные соотношения приводят к тому, что начальные условия не могут быть 
произвольными. Следовательно, превышение числа уравнений над числом 
неизвестных (при наличии, однако, тождественных соотношений, делаю­
щих уравнения совместными) частично снимает в данном случае произвол 
в выборе начальных условий. Между тем ясно, что теория, согласующаяся 
с опытом, тем более удовлетворительна, чем полнее она исключает этот 
произвол.

Теперь вернемся к нашей проблеме.
12. Для четырехмерного пространства {п =  4) мы имеем 16 неизвест­

ных А*, из которых четыре могут быть произвольными, так что только 12 
должны будут определяться уравнениями поля. Число уравнений, обра­
зующих на первый взгляд надлежащую систему, составляло 22, а именно: 
6 уравнений (25) и 16 уравнений (26). Но нам б!ы потребовалось иметь 10 
тождеств, которые в этом случае отсутствуют. Так становится понятным, 
каким образом условие совместности позволяет нам эффективно ограни­
чить произвол в выборе уравнений поля.

Исследуем теперь тождество (24). Оно подсказывает нам возможность 
выбора в качестве уравнений поля системы

сііу (£ =  0, сііу  I? == 0 ,

С*4“ =  0, 

— о
(27)

(28)
или в явном виде

(27а)

л ; „ ; а =  о . (28а)
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Эта система, мало отличающаяся от системы уравнений (25) и (26), 
состоит по-прежнему из 22 уравнений, которые, однако, выбраны так, 
что удовлетворяют четырем тождествам (24). Тем не менее разность 22—4 =  
=  18 все-таки превышает разность 16—4 =  12. Для совместности но­
вой системы уравнений требуется, чтобы между этими уравнениями су­
ществовало еще 6 дополнительных тождественных соотношений. Докажем, 
что эти необходимые тождества существуют. Для этого сначала придадим 
уравнениям (28) другую форму, эквивалентную первоначальной. Будем 
руководствоваться тождеством (22):

Л-*У; а (фц-> V Фу, р.) =  0 . (22)

Мы положили Л£У; а =  0. Тогда из (22) следует
^  дф,; ^  ^
д х 1 дх*

Следовательно, ср̂  является скалярной производной некоторого скаляра, 
который удобно обозначить как 1п ф:

«ч <Ппф
Фи “ дх*

Положим далее
д 1п ф

Р*  =  ф^ — дх*

Имеем 7^ — 0. Тогда уравнения

л ; 2; а =  0

можно заменить уравнениями =  0, и нашу систему уравнений запи­
сать в виде

=  0, (29)

7^ =  0 (30)
или

АЇу;* — Л ;тА їх = 0 , (29а)

Фи —Iа дх*
= 0 .  (30а)

Теперь мы имеем 16 уравнений (29) и 4 уравнения (30), т. е. всего 20
уравнений. Мы ввели еще одну новую переменную — скаляр ф; значит 
всего имеется 16 +  1 =  17 неизвестных, из которых 4 произвольны. Чтобы

209



Единая теория физического поля 1930 г.

система была совместной, между компонентами О а и должно сущест­
вовать

20 — (17 — 4) =  7
тождеств. Четыре из них мы уже нашли; это — тождества (24). Но суще­
ствуют и другие тождественные соотношения между рассматриваемыми ве­
личинами и (это можно считать чудом!) их как раз три. Я не могу сказать, 
каковы глубокие причины их существования. Однако данный тип про­
странства изучался до меня математиками, в частности Вейценбеком, 
Эйзенхартом и Картаном. Я надеюсь, что они помогут выяснить скрытые 
первопричины этих новых тождеств. Как бы то ни было, эти тождества 
существуют. Сейчас я укажу, как к ним можно прийти.

Разложим тензор О а на симметричную часть О * и антисимметричную 
часть О а. Имеем “

2 ^ а =  (Л _^ -  Л Ы . „ -  Лот +  Лат Л£т =

-  (Л ‘ * +  л у ; V -  Л ; Т_ Л ^ +  Лат Л£т,

поскольку ЛаЧ антисимметричны по а  И V. Можно выразить 26^“ через
= -Л}!»; V и некоторый тензор, антисимметричный по отношению 

к любой паре индексов а, р, V,

=  Лр.у -{- Лар. -|- Луа. (31)
Очевидно,

2 ^ “ =  ^  +  **‘ +  6!.
Дополнительный член С задается равенством.

с =  а^ а ^ - а ;х_а ^ .

Для его определения заметим, что, переставив немые индексы сг и т. по­
лучим

Д ДН- _  Д * -------д т д*Пах іі-от — Л1ааЛ*т0 — ***аа
и

Л^_т_Лат =  Л;_а_Лто =  —  Л їаЛ о т .

С другой стороны, имеем равенство
Д* ДІ* _  д а д^

благодаря тому, что

Л?а Л^т =  Ару ^  Л їт  -  Л іг  Л їр  =  Л  то Л їт .
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Следовательно,

  С — Ата А вт  Ата А “т =  1Г ( А°а 4* Ада 4 “ Лат) Аат

т. е.
с    1 ç a  ДР- 1 Cl*- Л аО   2 üOT **ОТ 2 от

Окончательно имеем

2<г* = — 5_”_а., + 1  « т_л;, — |  л  лг, +  р**. (32)

Запишем ковариантную производную в явном виде (подчеркнутые 
индексы контрвариантны). Имеем

 Ар.а;V =  ^ар.; т =  А^р., т 4 “ А ^ . Аот 4 ” Аар. Л*т 4~ Ада Лот,

или, переставляя п и т  местами,

{ (Ад. Д.% +  Д?„) =

=  |  « т_(д?0 -  д :о  =  - 1  %  лг„
поскольку

ст _ сР-   с° .о р. — ^  та —

кроме ТОГО,
С'с Др __ С° ДР __ * Са / Д Р ДР \  ___ 1 Оа ДРа — ^ а т  ^ т а  —  ° а т  \^-*ат Л\та>/ —  О ат х\ат*

Следовательно,
 о*   е у _1_ 4_ с а др-   * с р  д *   с °  д *V —  ° (х а , V “Т" 2 *9 и 3т **-от ^ [х а  ^ а у

и тогда
2С1“  =  -  ■%,, -  ̂  д:, +  Г * .  (33)

Вычислим член Д о* , воспользовавшись его определением. Имеем

Л^т =  Лот Лто»
Но по определению

др, 7р.7 дт 1Э&  д \ п к
Д а р  =  «в  « в а , 0 » Л  то =  “г- —  =к дх° дх°

а т
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С другой стороны, мы положили
Лот =  Фа

дх°
Значит,

д о% =  ф + _ ^ _  =  F 0 +  « І Ї Й І .
дха дха

Подставим это в предыдущее уравнение, умножив его на ф/г:

4>й (2G1““ -  f"“ ) =  # 5 : , .  „ - 1|Л Р ^  -  #  - 4 - ? -—   ---

Перенося второй член правой части уравнения в левую часть, получаем 

#  (20“  -  Г-* +  j ;«  F„) =  ±  W hS lJ .
— — ОХ

Теперь продифференцируем последнее равенство по а. Тогда правая 
часть равенства обратится в нуль и мы получим тождества

^  |' #  (2С** -  F** +  F.) 1 =  0. (34)

Действительно, правую часть равенства можно переписать с заменой 
немых индексов в следующем виде:

( H S j a ) ,  О ,  а  =  ( h ^ S p o ) ,  а ,  о  —  ( H ^ J a ) ,  « ,  а ,

так как
Vа ____  о®^jxo —

Существует только 3 независимых тождества (34J. Если А^л — анти­
симметричный тензор,

А»* =  — Аа*,
обладающий свойством

(А П . «ЕЕ 0,
то

( А П .« ,, =  (Л**). .  =  ■- (А П .  м  =  0.
Это справедливо для любого антисимметричного тензора А^л. Если 

принять за А^л первый член тождества (34), то получим соотношение, 
не зависящее от значений, принимаемых и Fa. Это уменьшает число
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независимых тождеств на 1. Окончательное число этих тождеств состав­
ляет 4 +  3 =  7, число уравнений 20, а число неизвестных 17. Очевидно, 
20 — 7 =  17 — 4 и система совместна.

13. Можно попытаться непосредственно проверить совместность пред­
лагаемой системы уравнений. Для этого допустим, что все уравнения

=  0, F a =  0

удовлетворяются для пространственного сечения ж4 =  const =  а. Разделим 
их на две группы: пусть первая группа состоит из 13 уравнений 3:

F i =  0, F 2  =  0, F s =  0, F, =  0,
G1 1  =  0, G1 2  =  0, G1 3  = 0,
G2 1  =  0, G2 2  =  0, G2 3  =  0,
G3 1  — 0, G3 2  =  0, G3 3  =  0,

а вторая группа — из остальных 7 уравнений. Легко доказать справед­
ливость следующего утверждения. Если все уравнения удовлетворяются 
для сечения — 0 и если 13 уравнений первой группы удовлетворяются во 
всем четырехмерном пространстве, то и уравнения второй группы также 
автоматически удовлетворяются во всем этом пространстве. 

Действительно,
F jj,a =  a F a> р,.

Если F^ всюду обращается в нуль, то будет равен нулю и F^а. В се­
чении хА =  0 имеем

«е* =

=  0. (34)

дх*
как это следует из тождества 

_д_ 
дха

Рассмотрим бесконечно близкое сечение х* =  а +  йа. Поскольку / ^ а 
и ^ „  всюду равны нулю, то из предыдущего равенства для а  =  4 следует, 
что О “ будут равны нулю также и в этом сечении. Аналогичное рассуж­
дение, использующее тождество

с г : — л » , ^ „ = о ,  (24)

показывает, что симметричная часть (хха, обозначенная через будет 

3 Совместность этих 13 уравнений не вызывает сомнений.
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также равна нулю для а  =  4 в бесконечно близком сечении æ4 =  а -f- da. 
Следовательно, наш вывод справедлив для

q V-cl __ Qp.a _j_

в сечении æ4 =  a -f- da и может быть распространен на все пространство.
14. Займемся теперь, насколько это окажется возможным, физиче­

ской интерпретацией теории. Очень трудно дать физическую интерпре­
тацию уравнениям во всей их общности. Придется ограничиться первым 
приближением.

Для этого рассмотрим пространство, лишь бесконечно мало отличаю­
щееся от эвклидова. Поскольку последнее характеризуется значениями 
hSv, равными ôsv (=  1 или 0, а:4 — мнимо), наше допущение сведется к 
тому, что

fcsv — -1- h^. (оба)
Тогда следует положить

hl =  ôsv — hvs. (356)
Итак, подставим указанные выражения для hs„ и hl во все данные урав­
нения и сохраним только члены первого порядка малости. Тогда по­
лучим

Д а{3 — h s /isa .fi =  hpа, 05

Л -afî —  h p o L , р ^ 3 . *•

Уравнения поля будут иметь вид

(36)

(37){/іа|і, V, V Ьач, V — 6» Г /̂ а(х, V, V /&ау, V, (і — О,
_ _ или | _  _
/̂ а̂ , V, а /̂ ау, р, а =: 0» '  /̂ а̂ , у /&ау, а,  ̂=  0.

Второе уравнение просто означает, что можно положить

Ьар., а =  , (38)
так что система сводится к

Тіоср., V, V /іау, V, [і. == 6» (39)
Л«*.« — Х>„ =  0.. (40)

Однако эта форма уравнений не совсем удовлетворительна, посколь­
ку она не дает с первого взгляда достаточно ясных сведений о рассматри­
ваемом поле. Чтобы прийти к более легко интерпретируемой форме урав­
нений, вспомним, что система координат выбраца до известной степени
80*



97 Единая теория физического поля

произвольно, и произведем ее бесконечно малое преобразование:
=  (41)

Здесь ^  — бесконечно малые величины первого порядка. Выберем их 
такими, чтобы система приняла более простой вид.

Применение бесконечно малого преобразования эквивалентно заме­
не к ^  на

=  +  (42)
(уравнение, следующее из правила преобразования тензоров). Следова­
тельно, _

к  ( X V ,  V = =  к ( Х . Ч ,  V “ " Ь  Е ,  V ,  V »

к  ач, а  =  к аЧ' а  “Ь  Е , V, а»

Выберем коэффициенты так, чтобы эти две величины в новой системе
координат обратились в нуль. Я утверждаю, что для этого достаточно
принять

Е%,* =  — (43)

1Га =  -ЗС. (44)
Действительно, во-первых,

Е, V, а =  Е, а,ч — %,у — —  а»

во-вторых, система уравнений (43) и (44) совместна, хотя и состоит из
5 уравнений для 4-х неизвестных, поскольку существует тождество

(— (— £«. „) . .  =  0.
Следовательно, решение данной системы уравнений даст такие значе­
ния что они обеспечат выполнение равенств

к «у, V== 0, (45)
Г а„,а =  0. (46)

Итак, в результате указанного преобразования координат наши урав­
нения принимают вид (штрихи опущены)

Й а ц ,  V , *  =  0 ,

й«ь « =  0, (47)
^.[1,, =  0 •

Если все к ^  разложить на симметричную часть 6 ^  и антисимметрич­
ную часть Неф., то система распадется на две системы, каждая из ко­
торых состоит только из симметричных или только из антисимметричных
20 А. Эйнштейн, том I I  &Ф$



Единая теория физического поля 1930 г.

членов: гс _о га  _ о
I ° с ф . , у ,  V —  V »  Л а р . ,  (X, V —  о ,

I £<41, р . =  0, и ( А ^ ,»  =  0 . (48)
Итак, мы пришли к двум группам уравнений. Группа симметрич­

ных уравнений выражает законы гравитационного поля, совместные с за­
коном Ньютона—Пуассона; при этом результат не вполне идентичен ре­
зультату теории, основанной на геометрии Римана. Группа антисиммет­
ричных уравнений выражает уравнения Максвелла в обобщенной форме. 
Я действительно верю, что группа антисимметричных уравнений должна 
интерпретироваться как система, дающая общие уравнения электромаг­
нитного поля (в первом приближении).

Следовательно, в данном случае происходит четкое разделение законов 
электромагнетизма, с одной стороны, и законов гравитации, с другой. 
Но это разделение наблюдается только в первом приближении; оно не про­
исходит в общем случае; поле подчиняется единому закону. Однако при 
современном состоянии теории невозможно судить о том, верна ли интер­
претация величин, представляющих поле. Поле в действительности оп­
ределяется в первую очередь своим пондеромоторным воздействием на 
частицы. Однако закон этого воздействия еще не известен. Для его от­
крытия потребовалось бы проинтегрировать уравнения поля, что до сих 
пор сделать не удалось.

15. В заключение, резюмируя полученные результаты, можно сказать 
следующее.

Частный вид структуры пространства, который мы приняли в каче­
стве основной гипотезы, привел Нас к определенным общим уравнениям 
поля, которые в первом приближении приводятся к хорошо известным 
уравнениям гравитации и электромагнетизма. Однако полученные до сих 
пор результаты не дают возможности экспериментальной проверки пред­
сказаний теории. Дело в том, что до сих пор не удалось проинтегрировать 
полученные уравнения и найти законы строения частиц и их движения в 
поле.

Первая трудность, с преодоления которой должно будет начаться раз­
витие теории, заключается в нахождении лишенных особенностей интег­
ралов, удовлетворяющих дифференциальным уравнениям поля и способ­
ных дать правильное решение проблемы частиц и их движения. Только 
после этого сравнение с экспериментом станет возможным.

Эта работа содержит наиболее полное изложение второго варианта единой теории 
поля, намеченного в работах 87 и 88. Новый вариант призван заменить старую аффинную 
теорию Вейля и Эддингтона (статьи 72—75, 79 ). От этого нового варианта Эйнштейн 
отказывается уже через год и переходит к исследованию обобщений пятимерных тео­
рий (ср. статьи 103,106,107).



98
ЕДИНАЯ ТЕОРИЯ ПОЛЯ, 

ОСНОВАННАЯ НА М ЕТРИКЕ РИМАНА 
И АБСОЛЮТНОМ ПАРАЛЛЕЛИЗМЕ *

В последние годы мною была развита теория, которую можно изло­
жить в форме, легко понятной каждому, кто знает общую теорию относи­
тельности. Изложение это необходимо потому, что после того, как недав­
но были найдены новые закономерности и теория была усовершенство­
вана, чтение старых работ означало бы лишь потерю времени. В этой 
работе теория излагается, на мой взгляд, в наиболее целесообразном 
для быстрого усвоения виде. От Вейценбека и Картана, в частности, я 
узнал, что теория континуумов рассматриваемого здесь рода сама по се­
бе не является новой. Картан любезно взял на себя труд составить исто­
рический обзор соответствующего раздела математики, который дополняет 
мою работу; он напечатан в этом же журнале непосредственно вслед за 
моей статьей. Я выражаю искреннюю благодарность Картану за его цен­
ный вклад. Самым важным и во всяком случае новым в моей работе яв­
ляется получение простейших законов поля, которым может подчиняться 
риманово многообразие с абсолютным параллелизмом. При этом вопрос о 
физическом смысле теории будет рассмотрен лишь кратко.

§ 1 . С труктура кон ти н уум а
Поскольку в последующих рассуждениях число измерений не играет 

никакой роли, мы будем рассматривать и-мерный континуум. Чтобы учесть 
гравитацию, предположим, что существует риманова метрика. Однако 
в природе существуют также электромагнитные поля, которые не могут 
описываться римановой метрикой. Возникает вопрос: каким логически 
наиболее естественным образом приписать нашему риманову пространству 
такую структуру, чтобы теория приобрела единый характер?

* A u f  die R iem ann-M etrik und den Fern-Parallelismus gegründete einheitliche Feld­
theorie. M ath. Ann., 1930, 102, 685—697.
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Пусть в окрестности каждой точки Р  континуум (псевдо-)эвклидов. 
В каждой точке существует локальная декартова система координат (или 
ортогональный и-под), в которой выполняется теорема Пифагора. Ори­
ентация этого и-пода в римановом пространстве не играет роли. Предпо­
ложим теперь, что между этими окрестностями (эвклидовыми простран­
ствами) существует также связь по направлениям. Будем предполагать, 
что в силу структуры пространства можно, как и в эвклидовой геометрии, 
говорить о параллельной ориентации всех локальных п-подов (что имеет 
смысл только в пространстве с метрической структурой). В дальнейшем 
мы будем всегда считать, что п-поды ориентированы параллельно. Тогда 
произвольная ориентация локального п-пода в одной точке Р  однозначно 
определяет ориентацию локальных п-подов во всех точках континуума.

Наша задача теперь состоит в том, чтобы описать этот континуум ма­
тематически так, чтобы можно было найти простейшие ограничения, ко­
торые могут быть наложены на такой континуум.Мы делаем это в надеж­
де найти таким способом законы природы, аналогично тому, как это было 
сделано в общей теории относительности, основанной только на метри­
ческой структуре пространства.

Локальный п-под состоит из п взаимно-перпендикулярных единичных 
векторов с компонентами К  в произвольной гауссовой системе коор­
динат. Здесь, как и везде, нижний латинский индекс означает принадлеж­
ность к определенному п-поду, греческий индекс вверху или внизу — кон- 
травариантный или ковариантный характер преобразования соответст­
вующей величины относительно преобразований гауссовой системы коор­
динат.

Общее свойство преобразования состоит в следующем. Если все 
локальные системы, или п-поды, повернуть одинаковым образом (что 
разрешается) и затем ввести новую гауссову систему координат, то новые 
и старые А* будут связаны законом преобразования

где постоянные коэффициенты а8( образуют ортогональную систему

§ 2 . М атематическое оп и сан и е структуры  
п ространства

(і)

Мва&Ьа —-
1 при а = Ь 
0 при аФ Ь . (2)
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Закон преобразования (1) без труда обобщается на величины, компо­
ненты которых содержат сколь угодно большое число локальных и ко­
ординатных индексов. Такие величины мы называем тензорами. Отсюда 
непосредственно получаются законы алгебраических операций с тен­
зорами (сложение, умножение, свертывание по латинским и греческим 
индексам).

Величины назовем компонентами фундаментального тензора. Если 
вектор имеет в локальной системе составляющие А 3, а в гауссовой 
системе — координаты А*, то по определению имеем:

Тензорный характер нормированных миноров величин следует 
из соотношения (4). Величины представляют собой ковариантные 
составляющие фундаментального тензора. Между Л8у и К  существуют 
следующие соотношения:

В силу ортогональности локальной системы абсолютная величина векто­
ра определяется равенством

представляют собой метрические коэффициенты.
Фундаментальный тензор позволяет [см. соотношения (3) и (4)] пере-» 

водить локальные индексы в координатные и наоборот (умножением 
и свертыванием), так что вопрос о применении тензоров с индексами раз­
личного характера становится чисто формальным.

Ясно, что выполняются также соотношения

А ' =  Ц А „
или, разрешая относительно Л 8,

А$ — А  » (4)

(3)

йвц А? = (6)

(6')

следовательно,
(7)

(За)

(4а)
$09
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Кроме того, выполняется соотношение между определителями

2 =  к« , | =  1 М а =  /*2, (8)

так что инвариантный элементарный объем У £<1 % принимает вид Ых.
Особый характер времени в нашей 4-мерной модели пространства 

и времени удобнее всего учитывать, полагая координату х4 чисто мнимой 
(как локальную, так и общую), равно как и все составляющие тензоров 
с нечетным числом индексов 4.

§ 3 . Д иф ф еренциальны е соотнош ения
Обозначая через б приращение, получаемое компонентами вектора 

или тензора при «параллельном переносе» в смысле Леви-Чивиты при 
переходе к бесконечно близкой точке континуума, имеем в соответствии 
с изложенным выше

о =  ЬАВ =  б (КЛА Л) =  б {К А Л). (9)
Раскрывая скобки, получаем

/г8абЛа +  А ак8агрдхе =  0 ,

К Ь А а +  АЖ ^Ьх*  =  О,

причем запятая во втором члене означает, как обычно, дифференциро­
вание по х&. Разрешая эти уравнения относительно 6̂ 4° и бА 0, находим

ЪА° =  — А “ (10)

6 А , =  А а& ^Ь х\ (И )

где мы ввели следующее обозначение:

А ^  =  0 8а,Э =  - Л 8а < р . (12)

[Последнее преобразование основывается на соотношении (5).]
В противоположность геометрии Римана этот закон параллельного 

переноса несимметричен. Если он симметричен, то существует эвклидова 
геометрия, поскольку в таком случае

 А?а =  0,
или

^ва,р а =  9»
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но тогда
и —

п *л ~  дх * а

Выбирая ф8 в качестве новых переменных х8у имеем
=  б8а , ( 1 ^

что и доказывает утверждение.
К о в а р и а н т н о е  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е .  Локальные 

компоненты А 8 вектора инвариантны относительно произвольного пре­
образования координат. Отсюда немедленно следует тензорный характер 
производных

Л а, а. (14)
Заменяя (14) с помощью соотношения (4а) выражением

( /г^о ), а »

доказываем тензорный характер суммы

Ь»Аа> а +  А в1г°, а, 

а следовательно (после умножения на /г8т), суммы

А т , а  ~Ь А д Н 8г аЬ-$т%

разности
Ат, л Ад1%$1ъ^% & | 

а также, согласно (12), и величины
А т, а —  До Ата»

Это выражение называется ковариантной производной (Дх; а) векто­
ра Ат.

Итак, мы получили правило ковариантного дифференцирования
А , ; .  =  4 , , т — л .  ( 1 5 )

Аналогично из соотношения (3) следует также формула

А %  =  А %  +  А ° А 1 „  ( 1 6 )

Правила ковариантного дифференцирования тензора получаются теперь 
аналогичным образом. Поясним на примере:

а 1 ,.,, =  а 1 „ ,  +  а 1 Х ' - а 1 а % .  (17>
811
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Поскольку с помощью фундаментального тензора /г* локальные (ла­
тинские) индексы можно переводить в координатные (греческие), то воп­
рос о том, какими индексами — локальными или координатными — пред­
почтительнее пользоваться при формулировании каких-либо тензорных 
соотношений, остается открытым. Локальные индексы предпочитали при­
менять итальянские авторы (Леви-Чивита, Палатини), тогда как я поль­
зовался преимущественно координатными индексами.

Д и в е р г е н ц и я .  Свертывая ковариантные производные, полу­
чаем дивергенцию как и в абсолютном дифференциальном исчислении, 
основанном только на метрике. Например, свертывая (17) по индексам а 
и р, получаем тензор

А ■=— А ал ат — л ат; о»

В предыдущих работах мы вводили еще и другие операции диверген­
ции, но теперь не считаем необходимым приписывать этим операторам 
особый смысл.

К о в а р и а н т н ы е  п р о и з в о д н ы е  ф у н д а м е н т а л ь ­
н о г о  т е н з о р а .  Из выведенных формул нетрудно найти, что кова­
риантные производные и дивергенции фундаментального тензора обра­
щаются в нуль. Например,

к ,  =5», ( к , , + й?д; , , ) = к  +  д*«.) =

- « ( — А1, +  Д’„ )  =  0. (18)
Аналогично

А:!т =  ^  =  ^ {т =  0. (18а)

Также обращаются в нуль дивергенции и
Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  п р о и з в е д е н и й  т е н з о р о в .  

Как и в обычном дифференциальном исчислении, ковариантную произ­
водную произведения тензоров можно выразить через производные со­
множителей. Если 5 и Т — тензоры с произвольным характером индек­
сов, то

+  (19)

Отсюда, а также из равенства нулю ковариантных производных фунда­
ментального тензора следует, что фундаментальный тензор можно по 
желанию вносить или выносить из-под знака ковариатного дифферен­
цирования (;).

«К р и в и з н а». Из гипотезы «абсолютного параллелизма» или из 
соотношения (9) следует интегрируемость закона параллельного пере­
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носа (10) или (И). Отсюда следует
0  =   А*Х; ц =  ---- ЛхХ, ц. +  X ~Ь  АоцАхХ- (20)

Этим условиям должны удовлетворять А, если они выражаются через 
величины к. Из равенства (20) видно, что характерные свойства рассмат­
риваемого здесь многообразия должны в корне отличаться от свойств их 
в прежней теории. Именно, согласно новой теории, существуют все тен­
зоры старой теории, в частности и риманов тензор кривизны, образован­
ный из символов Кристоффеля. Однако в новой теории существуют также 
более простые и понятные тензорные величины, которые будут использо­
ваны для формулирования законов поля.

Т е н з о р  Л. Дважды выполняя ковариантное дифференцирование 
скаляра ср, в соответствии с формулой (15), получаем тензор

Переставляя индексы а и т и вычитая полученный таким образом тен­
зор из первого, получаем

есть тензор. Следовательно, согласно этой теории, существует тензор,, 
содержащий только компоненты кзл фундаментального тензора и их пер­
вые производные. Тот факт, что обращение этого тензора в нуль приво­
дит к эвклидовой метрике, был уже доказан раньше [ср. (13)]. Таким 
образом, естественное определение континуума формулируется условия­
ми, накладываемыми на этот тензор.

Свертывая тензор Л, получаем вектор

который, как я предполагал раньше, должен играть в этой теории роль 
потенциала электромагнитного поля. Однако недавно я отказался от 
этого предположения.

П р а в и л о  п е р е с т а н о в к и  п р и  д и ф ф е р е н ц и р о в а ­
н и и .  Если дважды выполнить ковариантное дифференцирование про­
извольного тензора Т, то получим важное правило перестановки

(2 1 )

(22)

Т'  Т = __ 7" Да
; о; т ; т; а 1 а П ° т -

(23)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Т скаляр (тензор без греческого ин­
декса), то правило перестановки (23) является непосредственным след­
ствием соотношения (15). На этом частном случае мы будем основывать 
-общее доказательство теоремы.

Заметим сначала, что в рассматриваемой теории существуют одно­
родные векторные поля. Они образуются из векторов с одинаковыми ком­
понентами во всех локальных системах. Если (а*) или (ал) означает та­
кое векторное поле, то оно, как легко показать, удовлетворяет условию

а% =  0 или аа. 0 =  0.

Для простоты будем проводить доказательство для тензора Тх с един­
ственным индексом. Если ф — скаляр, то из определений (16) и (21) преж­
де всего следует соотношение

ф. о;, — ф. ф. .л ; ,.

Подставляя сюда вместо ф скаляр а \Т \  где а* означает однородное 
векторное поле, можно при каждом ковариантном дифференцировании 
менять местами ах и символ дифференцирования, так что ах во все 
члены входит в виде множителя,. Таким образом получаем

[г? ,., +  г?«,л;,] <ц =  о.

Поскольку это тождество должно выполняться при произвольном 
выборе ах, то выражение в квадратных скобках должно обращаться 
в нуль; тем самым теорема доказана. Обобщение на тензоры с произволь­
ным числом греческих индексов очевидно.

Т о ж д е с т в а  д л я  т е н з о р а  Л. Складывая три тождества, 
получаемые из (20) путем циклической перестановки индексов х, X, р, 
и объединяя соответствующие члены с учетом равенства (21), получаем

0  =  (Л хХ , (X +  Лхц., х +  Л |і.х, X ) +  (Д о х  Лх|х~Ь Л о х Л °х  4 “ Д онА хл)*

Преобразуем это тождество, вводя вместо обычных производных тен­
зора Л ковариантные [по формуле (17)]; в результате получим

о =  (ЛхХ; IX 4“ Дх&х; X 4“ Лхх; X ) +  (ЛхаЛхр -{- ЛхаЛ^х +  Л^аЛхх)* (24)

Это тождество представляет собой условие, с помощью которого Л вы­
ражаются через к.

Свертывая это тождество по индексам і и р. получаем тождество

о =  л ;Л:. + фх. х -  Фх. л -  фал ;х,
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Л 2 х; а =  ф х> х ф х> х ,

где через фх обозначена величина Л“а [см. равенство (22)].

(25)

§ 4 . У равнения нол я
Искомые простейшие уравнения поля представляют собой условия, 

которым должен удовлетворять тензор Л*у. Поскольку число компо­
нент к равно тг2, причем п из них, в силу общей ковариантности, должны 
оставаться неопределенными, то число независимых уравнений поля 
должно быть тг2 — м. С другой стороны, ясно, что теория тем лучше, чем 
больше возможностей она исключает (не вступая в противоречие с опы­
том). Следовательно, число уравнений поля Z должно быть как можно 
больше. Если через Z обозначить число тождественных соотношений между 
уравнениями поля, то разность Z — Z должна быть равна п2  — п.

В соответствии с правилом перестановки дифференцирования,

При этом черта под индексом означает «поднятие» или «опускание» ин­
декса, например,

(26)

Л£» =

Перепишем теперь тождество (26) в виде

(26а)
где

(27)

(28)

G»* =  О, 

F** =  0.

(29)

(30)
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На первый взгляд в этих уравнениях содержится незаконная переопре-
деленность. Ведь их число равно п2 +  , а число тождеств (26а) для
них, как нам известно, равно п. Однако из тождества (25) и уравнения (30) 
следует, что ф* можно свести к потенциалу. В соответствии с этим поло­
жим

^  =  (31)

Это уравнение полностью эквивалентно (30). Уравнение (29) и соотноше­
ние (31) вместе образуют п2  +  п уравнений для п2  +  1 функций /г8У и 
ф. Однако между этими уравнениями существует, кроме (26а), еще одна 
система тождеств, которую мы сейчас найдем.

Обозначая через № “ антисимметричную часть С?̂ *, непосредственным 
вычислением из (27) получаем

2С““ =  -  +  Р'“' > (32)

где для краткости введен антисимметричный по всем индексам тензор

=  Ан  + - Агё +  А «  • <33>

Вычисляя первый член в (32), находим

20** =  — +  * * \  (34)

Однако теперь, учитывая соотношение (31), которое является опре­
делением получаем

л». -  д:«= д 'с = % = р . = ^ .
или

А« = ?^ г ? +  /?-  <35>

Поэтому формула (34) принимает вид

М|, (2С1“  -  Р** +  4«/?«) =  -  £ 5  (346)

Отсюда, в силу антисимметрии, следует искомая система тождеств:

£ -  [Ц> (261“  — +  5?.Л)1 =  0. (36)
ох —

»1 6
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Она состоит из п тождеств, из которых независимы только п — 1 
поскольку, в силу антисимметрии, [ ]t =  0 независимо от конкрет­
ного вида функций Gнл и F

В тождествах (26а) и (36) подразумевается, что величина F^a 
выражена через F^ в соответствии с соотношением, вытекающим из 
уравнения (31)

F ^ ^ F ^ a  — F a ,^  (31а)

Теперь мы можем доказать совместность уравнений поля (29) и (30), 
или (29) и (31).

Сначала следует показать, что число уравнений поля, уменьшенное 
на число (независимых) тождеств, на п меньше числа переменных поля. 
В самом деле, так как

число уравнений (29) и (31) равно п2  +  п,
число (независимых) тождеств равно п +  п — 1,

число переменных поля равно п2  -f 1,
то

п2  4- п — (п +  п — 1) — (п2  +  1) — п.

Следовательно, число тождеств как раз такое, какое нам нужно. Однако 
мы не удовлетворимся этим и докажем следующую т е о р е м у .

Если в сечении ж” =  const удовлетворяются все дифференциальные 
уравнения и, кроме того, (п2  -f- 1) — п соответствующим образом выбран­
ных из них уравнений удовлетворяются всюду, то и все п2  +  п уравне­
ний будут выполняться всюду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть все уравнения выполняются в сече­
нии хп =  а и, кроме того, всюду выполняются уравнения, получающиеся 
путем приравнивания нулю выражений

F \ • • • F  n,

Gn  . . . G ln_1

Из соотношения (31а) прежде всего следует, что также всюду 
обращаются в нуль. Теперь из тождеств (36) следует, что в соседнем се­
чении хп =  а +  <1 а должны обращаться в нуль и антисимметричные
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выражения О * для а  =  л1. Далее, аналогичным образом из тождества (26а) 
следует, что симметричные выражения О * для а — п должны обращать­
ся в нуль и в бесконечно близком сечении хп =  а +  с1а. Повторяя эти 
рассуждения, нетрудно доказать теорему.

§ 5 . П ер в ое п ри бли ж ен и е

Рассмотрим теперь поле, бесконечно мало отличающееся от эвклидова 
с обыкновенным параллелизмом. Для этого поля можно положить

=  68у "}■ (37)

гдеЪ8ч — бесконечно малые величины первого порядка, а величины бо­
лее высоких порядков малости опущены. Тогда, в соответствии с соот­
ношениями (5) или (6), можно положить

К  =  68у — /г8ч. (38)
Уравнения поля (29) и (30) в первом приближении имеют вид

^ а ц ,  V , V 7 ? ( х у ,  V ,  (А : =  0 ,  ( ^ 0 )

^ а ц ,  а ,  V Ь а ч ,  а ,  ц , =  0 .  ( ^ 0 ) '

Уравнение (40) заменим следующим:

Л а ч ,  а  == (40а)

Теперь мы утверждаем, что из инфинитезимального преобразования
К О О рД И Н аТ  =  Х '*  С Л е Д у е Т , К а К И е  ИЗ В еЛ И Ч И Н  И Ь ач, а ДОЛЖНЫ:
обращаться в нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала напишем, что

Ьрч =  -р (41)’
Отсюда

Ь а ч , а  =  “ Ь  V , V '*

=  ^аЧ(* "Ь £,*,у •
Правые части с учетом уравнения (40а) равны нулю, если выполняются*

1 Для хп — а величины равны нулю.
ох
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уравнения
 ЪЬ >  V ,  V ------ >

(42)
1 %  =  — %.

Но эти п +  1 уравнений для п величин совместны, поскольку в соот­
ветствии с уравнением (40а)

(  Л а У (  ^  а  (  х ) ,  V , V =  ( ^ 3 )

При новом выборе координат уравнения поля имеют вид

кар.,» =  0, 

кар., а == 0, 

кар., I*. == 0.

Разобьем теперь выражение кар. на две части:

кар +  кца — ga[A, 

кар. ~~~ кр,а =  Пац,

причем ба(А +  ^а11(=  определяют в первом приближении метрику у
принимают вид

д = 0  о, о ’ (44)

ц. (45)

0>ар., о,з == 0» (46)

йпр., рь =  0 . (47)

Напрашивается утверждение, что в первом приближении gap. опре­
деляют гравитационное поле, а аЛр. — электромагнитное поле. Уравне­
ния (44) и (45) соответствуют уравнению Пуассона, а уравнения (46) и 
(47) — уравнениям Максвелла для пустоты. Интересно, что уравнения 
для гравитационного поля оказываются в этом приближении независи­
мыми от законов электромагнитного поля, что соответствует опытному 
факту независимости обоих видов поля. Однако в строгом смысле неза­
висимости этих полей в рассматриваемой теории не существует.
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Относительно ковариантности уравнений (44) — (47) справедливо 
следующее. Величины в общем случае преобразуются по формуле

Выбирая преобразования координат линейными и ортогональными, а 
вращение локальных систем конформным, т. е.

в точности совпадающий с законом преобразования тензоров в специ­
альной теории относительности. Поскольку в силу преобразования (48) 
ЭТОТ же закон выполняется Д Л Я  6 ^ ,  ТО ОН выполняется И Д Л Я  величин 
gâV̂J и ааи_. Относительно этих преобразований уравнения (44)—(47) кова- 
риантны.

Очарование изложенной здесь теории для меня заключается в ее един­
стве и большой (но разрешенной) степени переопределенности переменных 
поля. К тому же я показал, что уравнения поля в первом приближении 
приводят к уравнениям, соответствующим теории Ньютона — Пуассона 
для гравитационного поля и теории Максвелла — для электромагнит­
ного. Несмотря на это, я далек от мысли, что полученные уравне­
ния на самом деле физически выполняются. Причина этого заключается в 
том, что мне еще не удалось вывести законы движения для частиц.

=  осцаж0,
получаем закон преобразования

(48)

(49)

Заклю чение

Поступила 19 августа 1929 г.



СОВМЕСТНОСТЬ УРАВНЕНИЙ  
ЕДИНОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ*

99

Несколько месяцев назад я изложил математические основы единой 
теории поля в обзорной статье, опубликованной в «Mathematische Anna­
len» г. В настоящей работе я хочу кратко изложить самое существенное 
и одновременно указать, в каких пунктах выводы моих прежних работ2 
нуждались в улучшениях. Доказательство совместности здесь несколь­
ко упрощено благодаря использованию предложения г-на Картана, за 
которое я благодарен ему.

§ 1 . К ритические зам ечания к моим прешним работам

Введение в работе [1] операции образования дивергенции из тензор­
ной плотности оказалось нецелесообразным. Лучше сохранить определе­
ние дивергенции как свертки производной тензора, поскольку лишь при 
таком определении дивергенция фундаментального тензора тождественно 
обращается в нуль.

Тождество (За) или (36) упомянутой работы в этом случае принимает 
вид

* D ie Kompatibilität der Feldgleichungen in der einheitlichen Feldtheorie. Sitzungsber. 
preuss. Akad. Wiss., phys.-math. Kl., 1930, 18—23.

1 Math. Ann., 1930, 102, 685. (Статья 98).
2 [ 1 ] «К  единой теории поля». Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., phys.-math. Kl., 

1929, 2—7 (Статья 91); [2] «Единая теория поля и принцип Гамильтона», Sit­
zungsber. preuss. Akad. Wiss., phys.-math. Kl., 1929, 156—159. (Статья 94).

21 A. Эйнштейн, том I I  8 2 1

(1)
где введено обозначение

■Фх -  А!■S«. (la)
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Как уже указывалось ранее, доказательство совместности уравнений 
поля в работе [1] основывается на неправильном предположении, что сре­
ди уравнений (10) этой работы существуют четыре тождества.

Вторая из упомянутых работ содержит злосчастную ошибку. В самом 
деле, неверно, что величины (?** являются однородными квадратичными 
функциями тензоров Поэтому вывод уравнения (21) работы [2], 
отождествленного там с уравнением электромагнитного поля, оказыва­
ется недостаточно обоснованным.

§ 2 . О бзор м атем атического ап п а р а та  теории

Структура пространства или поля описывается гауссовыми компонен­
тами 1га локального ортогонального 4-пода (у-я компонента 5-го пода). 
Закон преобразования при замене гауссовой системы координат и одина­
ковом повороте всех локальных Эподов гласит:

(2)

причем постоянные а 3г образуют ортогональную систему.
Нормированные миноры /гЗУ величин к подчиняются закону преобра­

зования

С  =  а,< ^т/г<а. (3)

Системы величин, отличающиеся от к в своих трансформационных 
свойствах только числом индексов, называются тензорами. Величинц 
(ка*) или (к1 ) образуют фундаментальный тензор.

Сложение, вычитание и умножение определяются так же, как в 
обычном тензорном исчислении. Свертывание может производиться толь­
ко по двум локальным (латинским) или двум координатным (греческим) 
индексам разного характера.

Поднятие или опускание индексов тензора производится посредством 
умножения на фундаментальный тензор и последующего свертывания, 
например,

А а =  качА*.

Так как длина вектора (А) должна определяться произведением А ЙА Й, 
то коэффициенты римановой метрики gv,v задаются квадратичной формой

=  к й̂ ,к^0. (4)
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Из определения параллельности локальных Эподов следует закон- 
(интегрируемого) элементарного параллельного переноса

причем запятая перед индексом означает обыкновенное дифференцирова­
ние. Отсюда следует закон (абсолютного) дифференцирования

В случае тензоров с несколькими греческими или латинскими индексами 
соответствующий член появляется для каждого греческого индекса.

Образуя тензор Ф;а;тг двукратным дифференцированием скаляра Ф, 
а также разность тензоров (Ф:а;т — Ф; -г; 0), легко доказать, что величина

обладает тензорным характером. Обращение в нуль всех величин Л“„ 
является условием эвклидовости континуума.

Вследствие интегрируемости закона параллельного перецоса для ве­
личин А (или благодаря тому, что его можно выразить через величины А) 
тензор (Л) удовлетворяет тождеству

откуда свертыванием получается тождество (1).
Для абсолютного дифференцирования справедливо правило дифферен­

цирования произведения. Ковариантные производные величин А, так 
же как и величин (или ^^), тождественно равны нулю. Следователь­
но, фундаментальный тензор как сомножитель может взаимно перестав­
ляться с операцией абсолютного дифференцирования.

Для двукратного абсолютного дифференцирования произвольного тен­
зора Т. (точки означают произвольные индексы) справедливо правило пе^ 
рестановки дифференцирования

Если тензор Т  не имеет греческих индексов (скалярный характер;, это 
правило легко доказывается непосредственно; для произвольных тенэо- 
ров доказательство основывается на том, что при умножении их на паг 
раллельные векторы (обладающие всюду нулевой абсолютной производ­
ной) получаются скаляры

(5 >

(6)

( 7 )

(8)

(АхХ; х х ) ~Ь (Лх«Л*<х +  Л хж Л ^ х +  Л ^ ^ Л х х ) =  ( 9 )

т' л* (1К)

»± 8
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Если рассматриваемый тензор Т. имеет два контравариантных индек­
са, то его можно свертывать по этим индексам и по а или т; тогда из фор­
мулы (10) получается правило перестановки для дивергенции.

Особый характер четырехмерного физического континуума выражает­
ся условием, что координата х 4 является чисто мнимой (как и четвертая 
локальная координата), остальные координаты вещественны. Компоненты 
тензора чисто мнимы, если они имеют нечетное число индексов 4; в про­
тивном случае эти компоненты вещественны.

Наконец, формальное правило: изменение положения греческого ин­
декса («поднятие» или «опускание») может обозначаться также подчерки­
ванием соответствующего индекса.

§ 8 . У равнения  н ол я  и и х  совместность
Уравнения поля должны быть, конечно, ковариантными; предполага­

ется также, что они являются уравнениями второго порядка и линейными 
относительно тех переменных поля, которые дважды дифференцируются 
по координатам. В то время как в прежней общей теории относительности 
эти требования оказываются достаточными для определения хотя бы урав­
нений гравитационного поля в пустоте, в излагаемой теории это уже не 
так. Именно, вследствие тензорного характера величины Л здесь имеется 
существенно большее разнообразие тензоров, чем в пределах схемы Ри- 
мана.

Вследствие общей ковариантности, четыре переменных поля должны 
оставаться произвольными. Таким образом, на 16 величин к можно нала­
гать только 12 независимых условий. Если же число уравнений поля N  
больше 12, то между ними должно существовать по меньшей мере N —12 
тождественных соотношений.

Простой возможности вывести ковариантную систему только из 12 
уравнений не существует. Следовательно, необходимо искать уравнения, 
между которыми имеются тождественные соотношения. Чем больше чис­
ло уравнений (и, стало быть, число тождественных соотношений между 
ними), тем более определенные выводы вытекают в теории из требования 
детерминизма, а следовательно, тем более ценной будет сама теория, если 
она совместима также с данными опыта 3. Требование существования 
«переопределенной» системы уравнений с необходимым числом тождест- 
звенных соотношений дает нам в руки средство для отыскания уравнений 
поля.

3 В прежней теории гравитации, например, для 10 переменных поля существуют 
10 уравнений, между которыми имеются четыре тождественных соотношения.
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В качестве уравнений поля я предлагаю две системы уравнений:
с г  =  Л*у_; V — =  0, (11)

Рра. — Ау.а;о =  0̂  (12)

всего 1 6 + 6  уравнений для 16 переменных поля К этим уравнениям 
я пришел, применяя к тензору Л“У правило перестановки для диверген­
ции. В самом деле, имеем

д а  А* ____  Аа Ла■̂ р-у; у; а а; у — а^уа»

Правую часть можно записать так:

- ( Л “уЛу0а);а +  А“у_Л°а; а.

Учитывая это и вводя соответствующие обозначения для «немых» индек­
сов, последнее тождество можно привести к виду:

(13)

Это и есть 4 тождественных соотношения между величинами, входящими 
в уравнения (11) и (12), которые послужили основанием для составления 
последних.

Уравнения (12) в сочетании с тождеством (1) приводят далее к тож­
деству:

Ру.у, р +  Р\>р, ц. +  Ррц., V =  О- (1А )

Заметим, что уравнения (12) также можно заменить на

Р [ха =  ф[х, а фа, [х =  О» (12н)
или на

* ;  =  <1У - ? | ^  =  о ,  ( 1 2 6 )

где ар — скаляр. Далее величины F liV можно выразить через F̂  ̂ благо­
даря соотношению . . е.

( 1 5 )

Третью систему тождеств мы получаем, образуя Сначала из урав­
нений (11) получаем
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Применяя правило перестановки для дивергенции к тензору Л£у отно­
сительно индексов V и (х, получаем

Л * —  ^ А а А °(XV; v;^x =  2

Заменяя, согласно этому соотношению, первый член в правой части пре­
дыдущего тождества, запишем первый и третий члены вместе в следую­
щем виде:

  ^А0т; [А -(- у  Л Т[Х; ,

ИЛИ

—  ~2 (Л -от; (X “ Ь  А т р .; о " Ь  Л (ха ; т )»

Однако учитывая уравнение (9), можно выразить скобку через сами тен­
зоры А, так что получаем

+  у  Л £ т ( А “х А тр . +  А ? х А ^ 0 +  А “ х А о Т) ,

или, опуская первый член в скобках и объединяя два других,
Л  О дА  д а[хт '̂-ат^р.Х»

Поэтому получается
=  -  А “-С (Аар.; р. -  АахАрх),

или, окончательно,
С ^ + А ^ от= 0 .  (16)

Равенства (13), (14) и (16). образуют тождества, следующие из уравнений 
поля (11) и (12).

То, что эти тождества в самом деле удовлетворяют условию совмест­
ности уравнений (И) и (12), видно из следующего рассуждения. Можно 
добиться того, чтобы все уравнения (11) и (12) выполнялись для сечения 
ж4 =  а. Равным образом можно добиться того, чтобы выполнялись во 
всем пространстве те уравнения, которые получаются путем приравни­
вания нулю величин

в 11 в 12 С 23
0*1 в 22 С 23

с 31 С 32 С 33

^14 ^24 со

&2в
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Далее для этих последних уравнений можно так выбрать решение, 
чтобы оно было непрерывным продолжением решения, заданного для се­
чения ж4 =  а. Тогда мы утверждаем, что это решение всюду будет удов­
летворять так же уравнениям, которые получаются приравниванием нулю 
величин

£ 1 4  £ 2 4  £ 3 4  £ 4 1  £ 4 2  £ 4 3  £ 4 4  р ^  р ^  р ^

Отсюда прежде всего следует, ЧТО компоненты 7̂ 24, /?34 всюду 
обращаются в нуль и что с учетом тождества (14) и производные -̂ 23др 03, *

~о^г всюду равны нулю. Однако, так как Р23, Р 3ъ Р 1 2  равны нулю
в сечении ж4 =?= а, то они равны нулю всюду. Далее из тождеств (13) и (16) 
следует, что в сечении ж4 =  а обращаются в нуль производные по ж4 
величин С14, С41 . . . С44; таким образом эти величины, а тем самым и все 
О “ обращаются в нуль в бесконечно близком сечении ж4 =  а +  йа. 
Повторяя эти рассуждении, находим, наконец, что все величины 
также обращаются в нуль всюду. Тем самым получено доказательство 
совместности уравнений поля (11) и (12).

П е р в о е  п р и б л и ж е н и е .  Исследуем поля, которые лишь 
бесконечно мало отличаются от эвклидова частного случая:

^ 8» == ^5,  “I-  к$у. (17)

При этом величина 6вУ равна 1 или 0 соответственно при з — \  или 
^ =̂£= V; величины /г8* представляют собой бесконечно малые (по сравне­
нию с 1). Пренебрегая квадратичными по к  членами (второго порядка 
малости), уравнения поля (11) и (12) можно заменить уравнениями

V, V ка*, V, I*. =  0» (11а )

ка \> ., к а * ,  а ,  *х =  0 «

Условие (17) все еще допускает бесконечно малое преобразование 
гауссовых координат. Теперь можно показать, что вследствие уравне­
ний (12а) возможен выбор координат, при котором выполняются уравне­
ния

V . .  « =  Л .*  « =  0 , <18

причем из уравнений поля остаются только следующие:

Л«*. . . .  =  0 . (116)

Обозначая символом #<*,,. симметричную, а символом а ар антисвм
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метричную часть тензора можно разбить уравнения поля на две 
системы:

По-моему, уравнения (19) описывают гравитационное поле, а уравнения
(20) — электромагнитное поле, причем величины аа[Х выполняют роль 
напряженностей электромагнитного поля. При строгом рассмотрении рас­
щепление поля на гравитационное и электромагнитное поле невозможно. 
Более подробные сведения можно найти в цитированной обзорной статье 4.

Важнейшим вопросом, связанным с уравнениями поля (строгими), яв­
ляется вопрос о несингулярных решениях, которые могли бы изображать 
электроны и протоны.

Поступила 6 февраля 1930 г.

(19)

И

(20)

4 Статья 98.— Ред.



100
ДВА СТРОГИХ СТАТИЧЕСКИХ РЕШ ЕНИЯ  

УРАВНЕНИЙ  
ЕДИНОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ *

( Совместно с В. Майером)

Ниже рассматриваются два частных случая:
а) Сферически симметричное пространство, обладающее одновременно 

зеркальной симметрией. С физической точки зрения это соответствует 
внешнему полю электрически заряженного шара с ненулевой массой.

б) Статическое решение, соответствующее произвольному числу поко­
ящихся электрически нейтральных материальных точек.

П р и м е ч а н и е .  Изложение в § 1 вплоть до равенств (27) со­
держит строгое математическое доказательство того, что в случае сфе­
рической и зеркальной симметрии пространства величины /с“ при со­
ответствующем выборе координат принимают вид, указанный равенства­
ми (27).

§ 1 . С лучай сф ерической симметрии пространства

Мы ищем самый общий трехмерный континуум 

3/1, 3?2, 3?з, (хи 3?2» 3?з), 5, ОС =  1, 2, 3,

обладающий свойством симметрии относительно вращения, т. е. инвари­
антный относительно группы преобразований:

3/<*== ос, (3 =  1, 2, 3, (1)

где || ал$ || — ортогональная матрица.

* Zwei strenge statische Lösungen der Feldgleichungen der einheitlichen Feldtheorie. 
(Mit W. Mayer). Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., phys.-math. Kl., 1930, 110— 
1 2 0 .
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Подстановка (1) переводит точку Р (хг, х2, х3) в точку Р (хг, х2, х8) и
нормированный трипод А* (х) точки Р  в трипод точки Р

h f (.х) =  (х), s, а , ß =  1, 2, 3. (2)

Необходимым и достаточным условием симметрии относительно вра­
щения является существование одинакового для всех точек простран­
ства # 3 «локального вращения» (вращения локальных триподов), пере­
водящего трипод A“ (х) в первоначальный трипод hf (х):

hf (.х) =  A alht (х), s, t, а =  1, 2, 3. (3)

Пусть пространство Л 3 является эвклидовым на бесконечности, т. е. 
значения хг, х2, х 3  (или по крайней мере значения одной из трех коор­
динат) бесконечно возрастают, так что A“ (х) стремятся в пределе к дза. 
Для краткости будем писать A“ (оо) =  6за.

В соответствии с соотношением (2), для бесконечности имеем 
Л*(х) — aas и далее, вследствие соотношения (3), ат ;= А зл. Тогда вместо 
(3) выполняется соотношение

A“ (ж) =  atshf (х), s, t, а — 1, 2, 3, (3')

откуда, сравнивая с соотношением (2), получаем функциональное урав­
нение для искомых составляющих трипода

0<xßAs (X\, Х2, Xg) =  üfght ß» ® ==: 2 (^)

Соотношения (4) переходят в тождества, связывающие величины х2, 
х3, а ^ ,  как только матрица ||aaß|| становится ортогональной.

Рассмотрим теперь точку Р (xlf Х2, Х3) И выберем ДЛЯ daß трипод

®cxß — (a)£ß* Ä» ß — 1, 2, 3, <5)

который вследствие соотношений aaßaaY =  (а)̂  (a)| Y — 6ßY юбладДет эвкли­
довой нормировкой. При этом здесь введено обозначение

<i>£« s2— а  =  1, 2, 3.

При таком выборе матрицы ||аар|| из уравнения (4) получается

{Хг, х2, х 3 ) =  (s, о, 0), s, t, а =  1, 2,. 3. (6)
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Умножая уравнение (6) на (Я)£у, получаем 

Ав (̂ 1* Л'Л» %в) =  (t)£e (s) “
=  (1)1« (1)£yÜÎ (S) +  (1)£в (a ) iv ^ l (^) +  (1)£y (ffèsh] (s) -f- (<)| g (a)£ Y&“ (s) (7 )

(во второй строке cvMMHpoBaHne производится только по индексам 2 и 3). 
Для ht (а, 0, 0) мы ввели обозначение hf (s). Вследствие равенств (5) 
уравнение (7) можно записать в виде

А? (хи xt* хь) =  g2 Ai (s) -J — («)^yAi (s) "Ь

Ч— y  (ô sAf (s) -j- (f)|s («jIyA? (s ) .  (8)

Воспользуемся теперь тем, что векторы (2)£а, (з)£а, которые должны 
образовать с вектором (1)£а трипод с эвклидовой нормировкой, не определе­
ны. Если мы вместо -выбранного бипода (2)£а, (з)£« введем в соответ­
ствии с уравнениями

(« g «  =  COS ф(2)Г1<х +  s i n  ф (8)Г |а, )

Г (9)(3)ба =  — smcp(2)r|a +  COS ф(3)Т1а J
повернутый на угол ф бипод (г)'Па, (з)1!«» то получим новое представле­
ние трипода ha (xlt я2> #з)» в которое входит произвольный угол ф. Это
представление имеет вид

hl {хъ ж2, xz) =  Р (8У) -h Q(SV БШф+ Л(ау) соэф +
-f  S (&4 ) соэ2ф +  Г ^ в т ф с о э ф .  (10)

Так как соотношение (10) выполняется для произвольного ф, цолу- 
чаем

hg (®l, &2» хз) — Р (sy)» Q(ay) =  3= ,̂ ,(syJ =  ^(sy) =  9. (i^)
Выполняя эти простые вычисления, из Q(Sy) = 0 ,  =  0 получаем

hl (s) =  hà (s) =  Й (*) =  A? (s) =  0. (12)

Из равенств S(at) — 0, 7,(8Y) = 0  снова следует
hl (s) =  hI (s), /il (s )  й! (*). (13)

Вследствие равенств (12) и (13) уравнение (8) принимает вид

Ав (® 1 , #2» * з )  =  ’ A l ( a )  - f -  / l 2 (®) [(2 )£ s  (2)E y “f* (3)£ s  <3)E y ] H-

+  /г2 (s) [(2)L <3)£y (3)̂ 8 («)£y]»
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Теперь сумма (2)£з (2)Еу Ч- (з)Ез (з)£у — (̂ву) (1)Ез (1)1у не зависит от
выбора нормированного бипода (2)£8, (з)£з- Напротив, величина (2)£8 (з)^—
— (з)1э (2)|т при перестановке векторов (2)£8 и (3)£8 меняет знак.

Если же теперь мы допускаем только преобразования (1), для ко­
торых определитель матрицы || оцс || равен +  1, то величина (2)£8 (3>^ —
— (з)£з (2)1т также не будет зависеть от выбора бипода. [В этом случае­
должно выполняться равенство | ((*)£$ | =  1, а , 3 =  1, 2, 3, благодаря 
чему фиксируется нумерация векторов ((2)£а, (з )£ а )Ь  Такие преобразо­
вания мы будем называть собственным вращением.

Если мы введем антисимметричный единичный тензор еару, причем 
8123=1» ТО будет выполняться равенство

(2)Ез (3)£у (3)Ьз (2)̂ У =  8*ут (1)£т,
и вместо уравнения (14) можно написать

К  (хг, х2, х3) =  х8хг А ($) -|- 6втВ (э) -ь е^х^С  ($), (15)
причем величины

^  =  - * « ( * ) > -  В ( * )  =  £(*),  С ( * )  =  « ( * ) . 1  ( 1 5 ' )

являются произвольными функциями 5, удовлетворяющими лишь усло­
вию

А8 (°°) — б8у.
Эта необходимая форма (15) компонент трипода, как показывает простое 

вычисление, является также достаточной для вращательной симметрии 
пространства 7?3.

Разумеется, следует положить С («).= 0, если допускаются также 
несобственные вращения (1) (| аар | =  — 1, «отражения»).

Т о л ь к о  э т о т  с л у ч а й  м ы  и б у д е м  р а с с м а т р и ­
в а т ь  д а л ь ш е ,  так что уравнение (15) при условии С (я) =  0 будет 
представлять самую общую форму компонент пода.

Дополним наш континуум х1} х2у #2, А“ (хи х2, х3) до четырехмерного, 
сопоставляя точке х и х2, х3, #4 тетрапод А8 (хъ х2, х 3 , ж4), 5, ос — 1, . . . ,  4 
так, что

К  (*1, %2, ^3» %*) =  К  (хг, х2, х3), 5, а — 1, 2, 3. (16)

Остальные компоненты векторов, также зависящие только от х ъ х2, х3г 
следует определить таким образом, чтобы пространство Т?4 было инва­
риантным относительно группы

ха =  аа$хр, а , (3 =  1,2,  3, ж4 =  х4. (17)

882
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При этом пространство i?4 будет иметь псевдориманову структуру, т. е. 
метрический тензор g a& будет выражаться через нормированный тетра­
под hl (#1, . , Х4)  следующим образом г:

g aß =  hih i ■+• Л* Л? +  h%hi — h \h { , a, ß =  1, . . 4. (18)

H a бесконечности снова имеем

hl (оо) =  6ga.

Преобразование (17) переводит тетрапод h l (ж) точки Р (х г, . . ., ж4) в 
тетрапод
hl (х) = aaßhs {х), ос, ß =  1, 2, 3, h\ (х) =  h\ (ж), s =  1, . . 4. (19)
Теперь необходимо произвести обратный поворот, чтобы выполнялось 
равенство _ _  _

hs (х) =  Bsthf (ж), s, t, ос =  1, 2, 3, 4, (20)

причем величины Bst являются постоянными.
Из поведения уравнения (19) на бесконечности следует

hf(oo) = aaL8, ос, s =  1 , 2 , 3 ,  hl (оо) =  0, ос =  1, 2, 3,
hi (оо) =  hi (оо) =  бз4.

Подставляя это в уравнение (20), получаем

Лаз =  7?ga, s, ос =  1, 2, 3, -ß4a =  0, ос =  1, 2, 3,

6з4 =  -Вз4.
Вследствие выбора тетрапода (16) уравнения (19), (20) выполняются, 

если
hi (ж) =  h\ (х) — atsh\ (ж), s, t =  1,2,  3, (21)

h\ (ж) =  h\ (ж) =  h\ (ж), (21')

hl (ж) =  aaßh%(x) =  /&4 (ж), а  =  1, 2,3.  (21")

Эти уравнения служат функциональными уравнениями для остальных
компонент тетрапода.

1 Здесь мы отказываемся от введения мнимых величин, необходимых для получе­
ния дефинитного метрического тензора.
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Уравнения решаются методом, примененным к уравнению (6); в ре­
зультате получим

Так как на бесконечности выполняется равенство ( о о ) =  6ва, то функ­
ции, входящие в уравнения (15) и (22), вблизи з =  оо можно разло­
жить в ряды

в которой трипод #!, х2, х3, к*а (хг, х2, ж3), <х =  1, 2, 3, также обладает 
вращательной симметрией при соответствующем выборе функции <р:

можно добиться, чтобы в уравнении (15) член с функцией А обращал­
ся в нуль. Так как на бесконечности ф стремится к конечному значе­
нию, то для новых значений В(з), Е (в), С (б), /)($), Е  (5 ), как показы­
вает простое вычисление, выполняются условия (23).

Дальнейшим преобразованием координат

снова можно обратить в нуль функцию/) («) в уравнении (22); в новой систе­
ме координат по-прежнему выполняются соотношения (23). Другими сло­
вами, не нарушая общности, можно предположить, что А (я) =  В  (э) — 0.

Далее мы предполагали, что наш трипод ж1, х2, х3, /?“ (хъ ж2» х3) инва­
риантен также и относительно зеркального отражения; с этим связано- 
обращение в нуль функции С (я) в уравнении (15). В результате тетра-

Й (Яъ ж2» Яз) =  /> ($) ж8, 5 =  1 , 2 , 3,

К  {хи х2, х 3) =  Е  ($) Х а ,  а =  1, 2, 3,

к\ (хи х2, х3) =  /'’($).

(22)

(22')

(22")

(23)

(24)

ф =  е
Г А$йв 
4 В+Аз» (25)

Я4 =  Я4 +  ф (5), (26)
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под (15), (22) приобретает следующий наиболее общий вид:

/г“ =  Я (5 )6 ва, а , в =  1 , 2 ,  3, А} =  О, 5 =  1 , 2 ,  3,

Л4 =  т (5) ха, а  =  1, 2, 3, =  р (5),

причем мы для оставшихся функций ввели новые обозначения.
Б у д е м  т е п е р ь  и с к а т ь  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  С1'*“ =  О, 

р*а =  0 е д и н о й  т е о р и и  п о л я  в и д а  (27).
Обозначим через кйр, 5, (3 =  1,2,  3 , 4  ковариантный тетрапод, со­

пряженный тетраподу /г“ и определенный системой

К к 8$ =  Ь%, 5, а, 3 =  1,2,  3, 4 (28)

(при этом кйа =  к8а, 5 = 1 ,  2, 3, к4а =  — й4а). Тогда в соответствии
с уравнением (27) этот тетрапод будет иметь компоненты

к ЙЛ == бда» ОС, 5 =  1 , 2 ,  3 , к й$ == ~|тг" Х3, 5 =  1, 2 , 3 ,
1 (29)

к^а =  0,  а =  1 , 2 , 3 ,  Ус44 =  -— .г
Теперь выпишем необходимые нам в дальнейшем формулы. Величины

дк{ дк\ £_ ь _____ {
дхк 81 дхк

, Д  ал1. ал* 
л!* =  - 2  т г г » г-* «

•=1
вычисляются следующим образом: 
Д[4 =  О, г, / =  1, . . .  4,

д'* =  _ ^ 6 „ ,  г , М  =  1 , . . . 3 ,  Д« =  О, I, Л =  1, ... 3,
°Х1с

X д ( х \ X д
^ аа?А ( х Х )̂ р ажг ( я . Жл) ’ к , 1 -  1, * - * 3, (30)

Л4, _  д 1пр , _  1 оА4й — ^ , к  — 1, . . . о .

Отсюда для величин Л** =  — Д*ь г, к, 1 =  1, . . .  4 получаются вы­
ражения

* I.   ̂1а X » д 1п Я> ® 7 7 4 оЛг1с —■ о^г»— —д— 0г{, г,- /с, I — 1, . . . о,
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Л?4  =  0, г, * =  1,2,  3,

=  к =  1 , 2 , 3 .  (31)

Далее нам необходим контравариантный метрический тензор, компо­
ненты которого имеют вид

£*3 =  Я2баЭ — т2жажэ, а, 3 =  1 , 2 , 3,
£4а =  —- ртжа, (32)
g44= - n 2

Решим сначала систему уравнений поля F l,'v =  Л“У; а =  0» или ф ,̂ у— 
— фУ,  ̂=  0, где введено обозначение =  Л“а. Вследствие равенств (31)
имеем

Ф. =  Л?„ =  Ц £ -  +  2 £ ) ,  £, =  - £ ,  < =  1 , 2 , 3 ,  (33)

ф< =  AJ, =  — j  г . ) , а =  1 , 2 , 3 .  (3 3 ')

Система ф{, fe — фft, г =  0, г, к =  1, 2, 3 удовлетворяется тождествен­
но, и остается только уравнение ф4> i — фг, 4 =  0 , или, так как
фг, 4 — ТО ф4( i =: 0 ,  Т. в.

ф4 =  const. (34)

В соответствии с равенствами (33') это приводит к уравнению
% Г/ т V . о т— [(х )  5 = Л , к =  const, (35)

которое можно также записать в виде

( М “ А х ^  <36>

или после интегрирования:

-I- s3 =  к  ̂ s2 ds -f- къ к\ =  const. (36')

На бесконечности величины Я,, р, т можно разложить в ряды ^ =  1 +  
+  (•)» ^ =  1 +  (-)» * =  +  (•)). 6 > 1» откуда, согласно уравнению
(36'), следует к =  0 или (после замены кг =  е)

x =  e— t е =  const. (37)

8 8 «
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Итак, система =  0 исчерпана.
Рассмотрим теперь другую систему уравнений поля:

G** =  Л5._;, -  АЇ, =  0, (38)
которой простым преобразованием мы придадим вид

0 =  G: =  gv*, [ ^ - A j vAjp- A >fvA“ + A “-A ^], а , а =  1 , . . . 4 .  (39)

Сначала мы рассмотрим подсистему а  =  4, a =J= 4, для которой из 
уравнений (39) получим

0 =  g4p — AopAf4— Ао4 Лр4 +  A^-Aepj +  gu h\jh?ai. (40)

Выполняя вычисления в соответствии с равенствами (31) и (32), получаем

* ( £ / * + *  < -  “f  [( т ) '  * + т ] + і т ї ST -  °- <41>
В соответствии с уравнением (35) (к =  0!) имеем

/ т С , т 2т
Ы  S +  T  =  -  т -

Для т =  0 уравнение (41) выполняется, и поэтому, полагая т =̂= 0, 
мы можем сократить на т уравнение (41); тогда получим

( £ ) ' s + s^ + 2t + s ( £ ) ’ = 0' <«'>
что непосредственно ведет к соотношению

p/Xs* =  const (42)
и далее к формуле

**= к \ iS *+ ^
Так как на бесконечности X и р стремятся к единице, то кх =  1 и, 

следовательно, „ ,
(х =  1 +  т \  ^ ,  m =  const. (44)

Найдем теперь решение подсистемы ое. =̂= 4, а =  4 уравнений (39).
Для этой подсистемы имеем

g *  [ ^ г -  Д І Л ? , - А І Л І  +  a ; , A t ]  +  f  [A jA jp] =  0. (45)

22 а . Эйнштейн, том II 337
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Выполняя вычисления, получаем

(1 - £ )  [ 2 ^ е ( £ ) '  +  2 ^ ? ] + ^ -  ^  -  0. (46)

Вследствие равенства
6АЛ? _  4е8А,3 2АА; 4А̂ е Л   в» \
ре4 р,58 рз4 ' [АЗ4 V в* ) *

из уравнения (46) получаем

(1- ? ) И £ ) ’ + ^ + р ] + £ = о- <«>
Мы сократили это уравнение на 2е; условие е — 0 удовлетворяет уже 
уравнению (46).

Элементарное вычисление дает

(4 — £ ) ( 1п- г ) '  + - Г - ° .  ( « )
следовательно,

Ь -у -  = — [ ^  — 1п У $ 4 — еа +  &,
Ч 1— * )

или, наконец,
* =  с 47̂  . (49)

у ^ 4 — е2

Так как на бесконечности Я =  1, то следует положить с — 1. Тогда 
окончательно получаем

>- =  Т 7 ~ -  (50)
У  ‘ - V

В соответствии с равенствами (37), (44) и (50) функции Я, р, т, харак­
теризующие случай вращательной симметрии, нам уже известны.

Функции (37), (44) и (50) должны тождественно удовлетворять также 
и не рассмотренным нами уравнениям (39) при а  =  а =  4 и  а, а ф  4. 

Для а  =  а =  4 уравнение (39) принимает вид

л и г .  -  л и * ]  +  г1еЛ1; л 1  =  о, (51)

888
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или

Этому уравнению действительно удовлетворяют функции (37), (44) и (50) _ 
При ос, а =$= 4 уравнение (39) имеет вид

Этому уравнению также удовлетворяют функции (37), (44) и (50). 
Это вычисление, требующее только некоторой внимательности, предла­
гаем выполнить читателю.

О т м е т и м  р е з у л ь т а т :  тетрапод

представляет собой наиболее общее решение для случая центральной 
симметрии (зеркальной симметрии). Что касается физической интерпре­
тации, то, по нашему мнению, под е следует понимать электрический за­
ряд и под т — пондеромоторную массу. Эта интерпретация сама по себе 
произвольна, несмотря на то, что она соответствует смыслу поля, прояв­
ляющемуся при рассмотрении уравнений поля в первом приближении. 
Примечательно, что при этом появляются две и только две постоянные, 
которые должны быть получены из опыта.

+ (4г)2 6Л» ®Ах -  -  ( х )2 &А« (ЬЛ> -  ш ] +

(52)

к 6,за а, 5 =  1, 2, 3, — 0,

е х, а — 1, 2, 3,

22* 8 9 »
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§ 2 . С татическое чисто гр ав и тац и он н ое н ол е

Из уравнений (53) следует, что для нулевого заряда е все величины А?» 
кроме &1, становятся постоянными, в то время как к\ ■== 1 — —. Этотт

8

результат заставляет предполагать, что он соответствует статическим 
решениям общего вида, для которых переменной является только вели­
чина Поэтому, полагая

Л? =  б8а, 5 =  1, 2, 3, к1 =  б4а-а (хи х2, х3), (1)

находим, что все величины равны нулю, кроме

ДЬ> =  =  - ^ .  (2)

Тогда тождественно выполняются все уравнения поля, кроме
ал!

ИЛИ

=  ^  — AlvAlp] =  °. (3)

0 = s ( ^ - ^ )  = s ( ^ + ^ ^ ) .  (3'>

Отсюда для а получаем

2 § - ° -
р  р

т. е. от является потенциалом.
Так как на бесконечности а стремится к единице, то решение (в слу­

чае конечного числа материальных точек) будет

6 * 1  +  2 7 * - ,  т! — const. (5)

Этот строгий результат имеет важное значение, в связи с физической 
интерпретацией теории, по следующей причине. Формула (5) показывает, 
что существует строгое решение, соответствующее случаю, когда две (или 
больше) несвязанные электрически нейтральные массы покоятся на про­
извольном расстоянии друг от друга. Такому случаю в природе ничто не 
соответствует. Отсюда можно сделать вывод, что теория не отвечает опы­
ту. Это было бы действительно верно, если бы из уравнений поля можно 
вывести закон движения сингулярных точек, как это было в первоначаль-
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жом варианте теории. Однако в излагаемой теории, по-видимому, этого 
сделать нельзя 2.

Таким образом, существование рассмотренного статического решения 
не может быть аргументом в пользу физической применимости теории. 
Однако легко видеть, что в новой теории следует требовать регулярности 
тех решений, которые должны изображать элементарные частицы вещества.

До тех пор, пока такие решения не найдены, вывести закон движе­
ния частиц из уравнений поля, вероятно, невозможно.

Поступила 11 марта 1930 г.

2 Возможность вывести закон движения в прежнем варианте теории обусловлена 
тем, что там в уравнение поля входят симметричные тензоры, дивергенция ко­
торых равна нулю. Однако в излагаемой теории это условие не выполняется.
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К  ТЕОРИИ ПРОСТРАНСТВ  
С РИМАНОВОЙ МЕТРИКОЙ 

И АБСОЛЮТНЫМ ПАРАЛЛЕЛИЗМОМ*

Ниже излагается одно общее свойство пространств с римановой мет­
рикой и абсолютным параллелизмом, причем вопрос о их физическом
смысле пока не рассматривается *.

Пусть (Г**) — тензор, который кроме контравариантных индексов р, 
и V может иметь и другие индексы. В этом случае всегда справедливо 
правило перестановки при дифференцировании:

'ГР'* _Л“ /1 \1 ; в; т ■* ; т; о ■— 1 ; а •‘»■вт» Vх)

Отсюда после свертывания получаем

ТТ^ — (1а)
После простого преобразования отсюда следует тождество

Г ТЛ ^ ];|А +  Г тЛ“т: а =  0 . (2 )

В тождество (2) входит только антисимметричная часть тензора Т. По­
этому без ограничения общности можно предположить, что тензор Т отно­
сительно рассматриваемых индексов является антисимметричным. Тогда 
тождество (2) принимает вид

[ г ? ; -  4 - Г "А 5.] + ^ - Г ’ Л ^ ,  =  0 . (2а)

Это соотношение можно преобразовать дальше, используя тождество,

* Z ur Theorie der Räume m it R iem ann-M etrik und Fernparallelism us. Sitzungsber. 
preuss. Akad. Wiss., phys.-math. Kl., 1930, 401—402

1 Здесь предполагается известным содержание работы «Совместность уравнений 
единой теории поля» (этот же журнал, стр. 18—23). (Статья 99.— Р ед .).

М 2
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следующее из интегрируемости параллельного переноса:

Л.вт;1х =  фв,т фт, а (фв =  Лоа)» (3)
ИЛИ

Л-от; (х =  фо; т фт; в 4“ ф|хЛот- (^а)
С помощью (За) получаем

- 1  г тл ^ „  =  ( г щ

Подставляя правую часть этого тождества в (2а) и вводя символ дивер* 
генции

А ] , =  А% —  ̂ А \  (4)
где А * — тензор произвольного ранга с контравариантным индексом V, 
получаем

£ ^ ,  =  0,
1 (5)

и» =  Т ^  — ± -Т в'К Ъ . к }
Таким образом, применяя линейную дифференциальную операцию,

можно из любого тензора Т с антисимметричной парой индексов р/у полу­
чить тензор и Iх ранга, меныиего на единицу с дивергенцией, тождест­
венно равной нулю.

Так, например, из тензора
ц ,  =  л;_„ +  а (< р ^  -  <ру*) +  6 ^ ,, (6)

где а, Ь — произвольные постоянные и
5_;. =  Л “. +  Л ^  +  Л ”г , ,  (7 )

можно получить тензор

й*“ =  1 £ , | , - 4 -Л:т_Л£т, (8 )

дивергенция которого по р, тождественно обращается в нуль:

<34* =  0 . (8 а)

Отсюда следует, что система уравнений

С Г  =  0 (9)
является совместной системой ДЛЯ величин ЛЦ, которые могут, вообще 
говоря, быть просто постоянными а и Ъ.
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О СОВРЕМЕННОМ СОСТОЯНИИ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ  
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

§ 1 . П ринципы

В основе общей теории относительности лежат следующие идеи.
1. Как и в прежних теориях, ставится цель построить модель реаль­

ности в виде четырехмерного континуума, которую мы будем кратко 
называть «пространством».

2. В противоположность прежней физике выдвигается требование, 
чтобы функции координат, предназначенные для описания реальности, 
удовлетворяли законам, как можно более простым с точки зрения общей 
теории относительности.

Последний пункт выражает общий принцип относительности. Она 
представляет собой чисто формальную точку зрения, а не какую-то опре­
деленную гипотезу о природе. Ибо всякую систему законов, вообще 
имеющую смысл, можно выразить в общековариантной форме. Тем не 
менее этот принцип имеет большое эвристическое значение. Ибо в общем 
случае нерелятивистские теории, кажущиеся простыми при использова­
нии определенной системы координат, выглядят в высшей степени слож­
ными и неестественными, если их уравнения переводятся в общекова- 
риантную форму. Это относится, например, к ньютоновской теории тяго­
тения и закону движения. С другой стороны, очевидно, что этот прин­
цип представляет собой методическое достижение. Ибо нерелятивистская 
теория содержит не только высказывания об объектах, но и высказыва­
ния, относящиеся к объектам и к координатным системам, служащим 
для их описания. Следовательно, с логической точки зрения такая тео­
рия менее удовлетворительна, чем релятивистская, высказывания кото­
рой не зависят от выбора координат.

* Über den gegenwärtigen S tand der allgemeinen R elativitätstheorie. Yale University 
Library Gazette, VI, 1930, 3—6.
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По поводу пункта 1 замечу, что он не согласуется с программой кван­
товой механики в ее современной форме; ведь квантовая механика отка­
зывается конструировать модель реальности на таком пути. Входящие 
в ее уравнения переменные описывают только вероятности, а не дейст­
вительные состояния.

Из сказанного уже следует, что один только общий принцип относи­
тельности не может быть достаточной формальной основой теории. Со­
временная общая теория относительности основывается, кроме того, на 
следующих посылках.

3. В (четырехмерном) пространстве имеет объективный смысл опреде­
ленная метрика Римана:

=  ёи̂ х ибхю. ( ! )

Эта аксиома основывается в первую очередь на уже известном из 
специальной теории относительности «принципе постоянства скорости све­
та» ( =  0). Но она соответствует также характеру природы, в которой, 
по-видимому, осуществляется подобие в бесконечно малом. (Независи­
мость элементарных тел, а также равенства масштабов от их предыстории.)

4. Существует вопрос, можно ли считать функции, входящие в урав­
нения, всюду регулярными или же материальные точки, к примеру, 
должны выражаться через сингулярности. Это — вопрос открытый. Однако 
я придерживаюсь мнения, что сингулярности следует исключить.

§ 2 . К ритика сущ ествовавш ей до  си х  пор^формы  
общ ей теории относительности

Предположим, что переменные gVЛ описывают метрику пространства 
(физически выражаемую как совокупность измерений с помощью мас­
штабных линеек и часов), а также гравитационное поле. Для описания 
электромагнитного поля необходимы новые переменные фь которые про­
ще всего ввести с помощью линейной формы

ф, д х \  (2 )

В качестве уравнений поля наряду с релятивистскими обобщенными 
уравнениями Максвелла появляются «уравнения гравитации»:

Я №'=  Т а . (3)

В левой части этого уравнения стоит «тензор кривизны» определяемый 
только величинами в правой — тензор энергии Максвелла. Не гово:-
ря о преимуществах этой теории, я сразу перейду к рассмотрению ее
недостатков.
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1. Обобщенные уравнения Максвелла,
я ,ии

Ъ = 0 ' <4>
равно как и тесно связанные с ними уравнения (3), исключают существо­
вание несингулярных заряженных частиц, как вытекает из уравнения 
(4), на основании интегральной теоремы Гаусса.

2. Полевые переменные не отвечают единой концепции о структуре 
континуума.

3. Левая и правая части уравнений поля (3) взаимосвязываются 
произвольным образом (т. е. без логической необходимости).

Поэтому следует искать такие пространственные структуры, которые 
наряду с метрикой Римана содержат и другие структурные элементы. 
Далее будет дана характеристика структуры такого рода, разрабатывае­
мая мной в настоящее время.

§ 3 . М етрика Р и м ан а с  абсолю тны м параллелизм ом
Континуум с метрикой Римана можно охарактеризовать следующим 

образом: в каждой точке существует локальный ортогональный п-под 
(п — число измерений), относительно которого в бесконечно малом вы­
полняется теорема Пифагора. Эти я-поды независимо друг от друга мо­
гут поворачиваться на произвольные углы, не изменяя при этом описы­
ваемой ими метрики Римана. Но предположим теперь дополнительно, 
что каждому направлению в точке Р  взаимно однозначно соответствует 
определенное направление в произвольной точке этого континуума, 
гак что ортогональным направлениям в Р  соответствуют ортогональные 
направления в (?.

Тогда можно выбрать локальные ортогональные я-поды таким образом, 
чтобы соответственные п-поды во всех точках пространства были взаимно 
параллельны. Такую структуру пространства можно описывать проекциями 
72-подов на гауссову систему координат (А® —17-компонента 5-го пода). 
Если ках> суть принадлежащие А® нормированные миноры, то метрика 
Римана выражается соотношением

§Ш! — (5)
Математическая проблема заключается в следующем: каковы формаль­

но самые естественные законы, которым можно подчинить /г-поле? Имеют 
ли эти законы какое-нибудь отношение к законам физического простран­
ства?

Декабрь 1930



m

ГРАВИТАЦИОННОЕ И ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ 
ПОЛЯ®

С тех пор как в 1915 г. была сформулирована общая теория относитель­
ности, теоретики настойчиво пытались найти общую основу для законов 
гравитационного и электромагнитного полей. Трудно было думать, что 
эти поля соответствуют двум пространственным структурам, между ко­
торыми нет фундаментальной связи. Отсюда возникли теории Вейля и 
Эддингтона, от которых, однако, авторы отказались, теория Калуцы и 
теория абсолютного параллелизма. После того как мы проработали около 
года над дальнейшим развитием последней теории, мы пришли к заклю­
чению, что избрали неверный путь, и теория Калуцы, хотя и неприемле­
ма, все же ближе к истине, чем другие теоретические построения.

Теория Калуцы основана на предположении, что физический простран­
ственно-временный континуум является пятимерным (а не четырехмер- 
лым), причем взятая из опыта четырехмерность физического континуума 
может быть выведена из гипотезы о независимости физических перемен­
ных от координаты х5. Вводя в пятимерном пространстве риманову мет­
рику, Калуца получает уравнения поля, которые в первом приближении 
совпадают с известными уравнениями гравитационного и электромагнит­
ного полей.

Среди соображений, которые заставляют усомниться в этой теории, 
на первом месте стоит следующее: вряд ли разумно заменять четырехмер­
ный континуум на пятимерный и затем искусственно налагать ограниче­
ние на одно из этих пяти измерений с тем, чтобы объяснить, почему оно 
не проявляет себя физически.

Нам удалось сформулировать теорию, которая формально близка к 
теории Калуцы, но свободна от упомянутого возражения. Это достигается

* G ravitational and E lectrical F ields. Science. 1930, 74, 438—439. (Предва­
рительное краткое сообщение для фонда Дж. Мейси, мл., о работах 106 и 107, 
выполненных с В. Майером.— П рим . ред.)
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дутем введения совершенно нового математического понятия, которое 
можно охарактеризовать следующим образом.

До сих пор считалось, что в пространстве ц измерений можно ввести 
векторы или векторные поля с числом компонент, совпадающим с размер­
ностью пространства. Оказывается, однако, что это ограничение не явля­
ется обязательным. Оно возникает вследствие «наглядности» характера 
тех векторов, на которых основана сама формулировка понятия вектора. 
Нам удалось ввести в п-мерном пространстве Нп векторы а1(і =  1, 
..., т) с т компонентами и построить исчисление таких векторов и тен­
зоров, которое по существу не сложнее, чем известное абсолютное тен­
зорное исчисление.

Наша теория возникает естественным образом при рассмотрении 5-век­
торов (пятикомпонентных векторов) в четырехмерном континууме. Стро­
ится «пятимерная кривизна» пространства, которая аналогична римано- 
вой кривизне и связана с уравнениями единого поля таким же образом, 
как риманова кривизна с релятивистскими уравнениями для одного 
гравитационного поля.

В этой теории еще не содержатся результаты квантовой теории. Она 
указывает, однако, путь к естественному развитию, от которого мы можем 
ожидать дальнейших результатов в этом направлении. Во всяком случае, 
полученные до сих пор результаты представляют определенный шаг 
вперед в познании структуры физического пространства.

Поступила 30 октября 1930 г.

В этой заметке впервые изложена идея нового (третьего) варианта единой тео­
рии поля. Этим вариантом Эйнштейн занимался до 1945 г. (статьи 105, 106).
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К КОСМОЛОГИЧЕСКОЙ ПРОБЛЕМЕ 
ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ*

Под космологической проблемой понимается задача о свойствах про­
странства и о распределении вещества в больших масштабах, причем 
вещество звезд и звездных систем для простоты заменяется непрерывно 
распределенным веществом. С тех пор как вскоре после создания общей 
теории относительности я рассматривал эту задачу, по этому вопросу 
появились не только многочисленные теоретические работы, но и иссле­
дования Хэббла о доплеровском смещении и распределении внегалакти­
ческих туманностей, открывающие новые пути для теории.

В своем первоначальном исследовании я исходил из следующих пред­
посылок.

1. Все части Вселенной равноценны, в частности, локальная средняя 
плотность звездного вещества должна быть также всюду одинаковой.

2. Пространственная структура и плотность вещества должны быть 
постоянными во времени.

В то время я показал, что эти два предположения можно совместить 
с отличной от нуля средней плотностью р, если ввести в уравнения ПОЛЯ 
общей теории относительности так называемый космологический член, 
так что эти уравнения принимают вид

(-ßijc 2 ~ gik-R̂ Xgi]( =  — кТц(, (1)

Этим уравнениям удовлетворяет пространственно сферический статичес­

кий мир с радиусом Р ="l/ ~ ~  > гДе Р ~  средняя плотность вещества 
(в отсутствие давления). хр

Но после того как из результатов Хэббла стало ясно, что внегалакти­
ческие туманности распределены в пространстве равномерно и что они

* Zum kosmologischen Problem der allgemeinen Relativitätstheorie. Sitzungsber. 
preuss. Akad. Wiss., phys.-math. Kl., 1931, 235—237.
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разбегаются (по краЗнеЗ мере, если их систематические красные смеще­
ния объяснять эффектом Доплера), предположение (2 ) о статической 
природе пространства уже не оправдывается и возникает вопрос, может 
ли объяснить эти результаты общая теория относительности.

Различными исследователями предпринимались попытки связать но* 
вые факты со сферическим пространством, радиус которого Р  зависит 
от времени. Первым, причем независимо от наблюдаемых фактов, вступил 
на этот путь А. Фридман х. В последующих рассуждениях я использую ре­
зультаты его вычислений. Фридман исходит из линейного элемента вида

ds2 =  — Р2 (dx 1 +  sin2 x1 dx\ +  sin2 x 1 sin2 x2 dxl) -f- c2 dx\,

где P  — функция лишь одной вещественной временной переменной X4. 
Для определения Р  и связи этой величины с (переменной) ПЛОТНОСТЬЮ (> 
он получает из уравнений (1 ) два дифференциальных уравнения:

Мое старое решение получается из этих уравнений, если считать, что 
величина Р  постоянна во времени. Однако с помощью этих уравнений 
можно показать, что это решение неустойчиво, т. е. что всякое решение, 
в некоторый момент времени мало отличающееся от такого статического 
решения, с течением времени будет все больше отклоняться от него. Уже 
по одной этой причине, даже не говоря о результатах наблюдений Хэббла, 
я не считаю больше возможным приписывать физический смысл своему 
прежнему решению.

При этих обстоятельствах следует задать вопрос, можно ли описать 
опытные факты; не вводя А-член, явно неудовлетворительный с теоретичес­
кой точки зрения. Посмотрим, в какой степени это возможно; при этом 
мы, как и Фридман, будем пренебрегать влиянием излучения. Как пока­
зал Фридман, из уравнения (2) в результате интегрирования получается 
(для А =  0 )

где Р 0 — постоянная интегрирования. Это означает наличие верхней гра-

1 Z. Phys., 1922, 10, 377. [Работы Фридмана опубликованы повторно в УФН, 
1963, 80, 447, 453.— Прим. ред.]

3S0

-рї +  -р— Ь -pi — А =  0,
Р '2 , 2 Р" . с2

(2)

(3)

(2 а)
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ницы, которую радиус мира не может никогда превзойти. Здесь производ-
ная должна менять знак 2. Из уравнения (3) следует, что плотность р
(для Л, =  0 ) во всяком случае остается положительной, как и должно 
быть.

Результаты Хэббла показывают, что в настоящее время следует при- 
йР \  Лнять р> 0  и что величина доплеровского смещения, поделенная на

расстояние, не зависит от расстояния; с достаточной для нас точностью 
она выражается формулой

0  = ± и . . ±
Р М с •

Вместо уравнения (2а) можно написать

Уравнение (2а) описывает следующий процесс. При малых значениях 
радиуса Р  (для строго предельного случая Р  =  0 наша идеализация 
несправедлива) его величина возрастает очень быстро. Затем скорость из­
менения Р, т. е. производная при возрастании Р  все более уменьшается
и обращается в нуль, когда достигается предельное значение Р  =  Р0г 
после чего весь процесс протекает в обратном порядке (т. е. при все 
более быстром уменьшении Р).

Если сравнивать наши формулы с опытными фактами, то необхо­
димо предположить, что мы находимся где-то в фазе возрастающей 
плотности р. Тогда для грубой ориентировки разумно предположить, что- 
разность Р — Р0 имеет такой же порядок величины, каки-Р0, так что по 
порядку величины выполняется соотношение

Отсюда для р получаем по порядку величины 10-26, что, по-видимому, 
примерно соответствует оценкам астрономов. Аналогично, в соответствии 
с уравнением (26), радиус мира в настоящее время определяется па

2 В соответствии с уравнением (2а) Р  не может превзойти Ро, а согласно урав­
нению (2), Р  не может принять постоянное значение Ро.

1 Р о - Р  
ра р (26)

и вместо уравнения (3) —
(За)

I ) 2 — хр.

N 1
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порядку величины соотношением

что дает лишь около 1 0 8 световых лет.
Но самая большая трудность, как известно, заключается в том, что 

состояние мира с Р  =  0 соответствовало, согласно уравнению (2а), вре­
мени лишь около 1010 лет назад. Эту трудность можно было бы обойти, 
сославшись на то, что наше приближенное рассмотрение становится не­
законным ввиду неоднородного распределения звездного вещества. Кроме 
того, теория, объясняющая на основе эффекта Доплера найденные Хэб- 
блом огромные смещения спектральных линий, вряд ли может устранить 
эту трудность сколько-нибудь простым способом.

Во всяком случае эта теория достаточно проста для того, чтобы можно 
было удобно сравнивать ее с астрономическими наблюдениями. Она 
говорит также о том, что при экстраполяции на большие промежутки 
времени в астрономии надо соблюдать осторожность. Более всего приме­
чательно, что общая теория относительности, по-видимому, естественно 
(т. е.без А,-члена) согласуется скорее с новыми наблюдениями Хэббла, чем 
с постулатом о квазистатической природе пространства, отброшенным те­
перь под влиянием опытных фактов.

Эта работа представляет собой полное признание работ Фридмана (уместно 
вспомнить письма—статьи 68 и 69). В них четко сформулировано отношение Эйнштей­
на к статической модели и к введению космологического члена в уравнения тяготе­
ния. Существование особенности в решении (около 1010 лет назад) представляется ав­
тору трудностью теории. Современные данные дают для времени особенности боль­
шую величину (около 1011 лет). Эта оценка, по-видимому, уже не противоречит дан­
ным о возрасте галактик.
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СИСТЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
СОВМЕСТНЫХ УРАВНЕНИЙ ПОЛЯ, 

ВОЗМОЖНЫХ В РИМАНОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ  
С АБСОЛЮТНЫМ ПАРАЛЛЕЛИЗМОМ •

(Совместно с В. Майером)

В ранее опубликованных исследованиях уравнениЗ поля, возможных 
в римановом пространстве с абсолютным параллелизмом, всегда делалось 
предположение о совместности уравнений, оправдывающее их вывод. 
Однако до сих пор у нас не было систематического метода, который дал 
бы уверенность в том, что мы рассмотрели все существующие возможно­
сти. Этот пробел мы восполняем в настоящем исследовании. При этом 
выясняется, что действительно существует не рассмотренная ранее форма 
уравнений, которая дает нетривиальное обобщение первоначальных урав­
нений поля тяготения.

Мы исследовали особо, методом, аналогичным излагаемому ниже, 
такие системы уравнений, которые удовлетворяют д в у м  четырехмер­
ным тождествам. Однако мы нашли достаточно убедительные основания 
для того, чтобы считать их непригодными для физического описания 
пространства, а потому мы ограничимся здесь исследованием таких систем 
уравнений, которые удовлетворяют о д н о м у  четырехмерному тожде­
ству. Это тем более оправдано, что первые системы уравнений содержатся 
в последних как частный случай.

Как обычно, искомые уравнения должны быть линейными по вторым 
производным переменных поля Л8„ и квадратичными по их первым про­
изводным. Тождества, которым удовлетворяют левые части 6 ^“ уравнений 
поля, должны быть линейными выражениями по первым производным 
величин и должны содержать в явном виде величины только ли­
нейно. Обозначения, применявшиеся нами в прежних работах, будут 
использованы здесь без изменений.

* Systematische Untersuchung über kompatible Feldgleichungen, welche in einem R i­
emannschen Raume mit Fernparallelismus gesetzt werden können. (Mit W. Mayer). 
Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., phys.-math. Kl., 1931, 257—265.

23 а . Эйнштейн, том I I  3S8
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§ 1 . М етод и сследован и я

Рассмотрим уравнения поля вида

О =  С1*“ =  рА^у; V 4" +  Я!фа; р, +  Я2Ф1Х; а Ч- Язё^ф^ V +  (1)

где Я 1''“ — совокупность остаточных членов, квадратичных по Л. По* 
стоянные /?, <7, Ох, а2, а3, а также величины В ^а следует определить так, 
чтобы величина С11“ удовлетворяла дифференциальному тождеству

О =   ̂+  АО;  ̂4~ О (схЛот 4“ с2Аоа 4" с3Л^а) 4“

4 - с4С фо 4 “ сб^ фо 4 “ фа 4 * Я6 г;-а. (2 )

Постоянные А , В, сг . . .  св в свою очередь следует определить так, 
чтобы тождеству (2 ) удовлетворяли сами уравнения (1 ).

Вводя в левую часть уравнений (1) вместо О *  выражения

^ а =  ^ “ 4-«Са1Ч  ^ а1АЯ-в
(где 5  и £ — соответственно определенные постоянные), в общем случае 
можно получить уравнения того же вида, но с нулевыми значениями по­
стоянных А и В. Постоянную В  нельзя обратить в нуль только тогда 

14-Акогда В = ----- — . Этот частный случай мы не будем исследовать дальше
так как он не дает никаких интересных для нас результатов. Постоянную А 
этим преобразованием нельзя обратить в нуль лишь в том случае, если 
А =  +  1. Этот особый случай мы также не будем рассматривать, а 
положим сначала

А = В  =  0. (2 а)

Соотношения (1) и (2) — если отвлечься от некоторых, возможных 
в случае четырех измерений, но не очень естественных членов — явля­
ются самыми общими уравнениями для нашей проблемы с учетом нало­
женных нами ограничительных условий.

Теперь мы должны подставить уравнения (1) в тождество (2) и опре­
делить произвольные постоянные и остаточные члены так, чтобы 
тождество было выполнено. При этом логично было бы написать 
с неопределенными коэффициентами также и квадратичные члены Я^а, 
выразить всё через величины Ь,#, и их производные и затем приравнять 
нулю коэффициенты при алгебраически независимых членах. Однако 
этот практически неосуществимый ввиду своей сложности путь можно 
заменить более простым.
854



105 Систематическое исследование совместных уравнений поля

Должно существовать тождество, содержащее Л, которое вытекает 
только из дифференциальных тождеств, связанных с возможностью вы­
ражения Л через величины Л и с  правилами перестановки при дифферен­
цировании (так как в тождество входят вторые производные величин Л), 
Вместе с ним необходимо использовать и другие тождества, извест­
ные из прежних исследований:

При этом тождество (5) является непосредственным следствием урав­
нения (4).

Второе упрощение метода заключается в следующем. Вместо того, 
чтобы вводить члены, квадратичные по с неопределенными коэф­
фициентами, подставим сначала в тождество само Л*а; вместе с ним 
войдет и Преобразование остальных членов будем проводить так, 
чтобы возникало как можно меньше членов, отличных от С/Т£; при этом 

означает величину, квадратичную по Л. Обозначая символом 
совокупность всех таких членов, потребуем, чтобы сумма и * л № а 
обращалась в нуль; величина Л 1*“ выразится при этом через Л. Это, 
конечно, возможно лишь в том случае, если преобразованное тождество 
содержит только линейно независимые члены. Так определяются 
и таким же способом находятся введенные выше численные коэффи­
циенты.

(3)
(4)

(5)

о  =  ЛхХ;> 4* +  Л ^х;х 4 “ Л хрА хр. 4" ЛхрЛ£х 4~ А |хрЛ хХ ,

АхХ; а ( — Л хх) =  ф х, X фх.х•

§ 2 . П р еобр азован и е тож дества
После подстановки уравнений (1) тождество (2) принимает вид 

0  =  рАр V; V; (х 4“ ЯА<ху; V; (х 4" ®1ф(х; а;^4” ^2фа;|х;ц. 4” ь̂Ф',;^;а4 Н 4“ 

4“ (^А0̂ ; V  4" ЯЛ-х^ч 4" а 1фа;т 4" Я2фт_1 0 Т**, 0  (с1Аот 4" С2Лоа 4"

4- а 3ф*; V  фа) 4 -  С5 (РА ^  фа ~Г д Л ^ , ф а 4 - а іф 0;_а_фв 4- «афа; офо 4 “

4- Я3ф V; чфа) 4“ св [— {р я) а 1 4" а 2 4" 4л3] фч; уфа 4 “ В  »

23*
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где D* — совокупность членов, содержащих третьи степени величин А, 
которые будут учтены позднее. Линейная независимость членов, входя­
щих в тождество (6 ), достигается с помощью следующих преобразований, 
без особых трудностей выводимых из тождеств (3) — (5):

A£v;v;t, =  ^  ( A “üA ^ ) ;  ц ~  (7 а )

A »v; v; (х =  — (A 0̂ Aav). р +  F ov; v +  F v ^ A o v , (76)

ф;х; a; ;x =  (фаАаа).  ̂-f- ф|х;|х*, a_4~ F a^(x» (7b)

ф а ; jx; jx =  ( А а (хфа -J- Л а аф а). ^ -}- ф^; a -j-  F a p ^ jx  -J- F ap ; ( 7 r )

2Aov_; vA*T =  [(Aajx Лу,х +  A ^ ) .  Аот]. ^ -f- FovAav +

-|- A^v(AÔpA?v +  A?p Av„ +  Avp Лрх), (7д)

Aov; vAga — j^Aajx Aga g  AavAev̂  —J Aqv (A epA av —f-

+  AâpAvo -|- A^pAoa), (7e)

л : ; , а ; .  =  [Kg.Ka  +  л г ж .  -  - J г л , ' . « , )  -

 FovAav Aev (A xpAav AapAv-r -f- A vpA?a)» (7ж)

<рк_, Л.а, =  ~  F „ t&  -  ~  AUAlstp. (78)

фа; т Aea =  (фаАаа). p фa F aa» (7и)

фа; т ЛХа =  (фаАаа). ^ F аафо 4 “ FgTAxa Л ха А втфр» (7к)
0т а т / п  ! 1 “I1  \g Лаафу; v (— ф«Ф^; v) =  F аафа ( фафц- Y" & фофа)

А аофрфа» (^Д)

A 0V; уфа == (Аер, фа). ^ -------^  AavFov "J ^  Aav А^фр» (^М)

фа; афа =  F«aÇ« +  Y  ^ Ф ^ Ф « ) ;   ̂~  А£офрфв, (7н)

Фа; афа =  ~  ( Л о Ф « )  ; *' ^

Aav; vфa == (фаАаа Н-  фаАа|х). р “Ь F атАта “h  F аафа А та А 0тфр- (7п)
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После того, как в тождестве (6 ) члены, соответствующие левым час­
тям уравнений (7), будут заменены согласно этим уравнениям, указан­
ное тождество будет содержать только линейно независимые члены. Это 
представляется справедливым даже без особого доказательства. Можно 
убедиться в том, что уравнения (3) — (5) делают невозможным дальней­
шее упрощение тождества. Приравнивая нулю коэффициенты при каж­
дом члене, получаем:

Коэффициент при Дает уравнение

Ф*; V; а а 1 4“ д2 4“ а з == 0, [1]

Л ау; V а 2 4 -  Я - = 0, [2]

ЛоуЛ^, --- р  4" РС1 4" а1с1 4“ а2С4---- С5Р == 0 , [3 ]

F vaA l1 у (1 4" сб) 4~ р{сз 4~ с4) 4~ я 1сз == о, И ]

—  аз 4~ с4 {р 4“ а 1 —  ^з) —  ®зсб 4 - с6 (р 4 - ? —  За3) == 0. [5]

Далее для Л 11“ мы получаем

  Л 1* —  ~2 ( р    V е  1 4 “ Я С \ )  А вуА ду +  ( р   ^СхЛуоЛ^ф, 4~

4" {рсз 4“ Ясг 4" Я) А^0Л Ч* 4" {рсз 4~ <7Сг) Л  ОуАуа 4“ I

4- {рс2 4- ЯСз) (л^хЛоа — \  — у  (Рс3 +  ЯСа) §а|1А5Д?у +

4 “ [ ( а 1 4~  а г) (1  4" с 2 4 “ с з) 4 “ с4р  4 ~  с 5я ]  А о а ф 0 4~

4- [—  « г 4 -  4 - сьЯ\ А«|хф0 4 -  4 -  сьр)  Ло^ф0 4 -  ^ Ф А  4 -

+  А§вЧ ф 0.

Здесь введены следующие обозначения:

М =  — а3 (.*2 +  с3) 4- «з (с4 +  сь) +  се ( ~  Р —  Я +  Зяз)> (8а)

2И =  — М  — а3 (с4 4- сб). (8б)

Дальнейшие условия для коэффициентов, введенных в соотношения 
(1) и (2), получаем, приравнивая нулю члены третьей степени по Л. Этим
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способом получаем тождество 

О =  Я ат (сіДот +  с2Л^а +  сзЛ.|а) +  с4Л*°фа +  с5Л°*ф0 +

+  ~  сіЛа,(2л;ел°п +  А Ж с )  +

+  ЛЬ (2Л1ЛЬ +  л ^ л у  +  (рс, +  дс,) ЛЬ(Л°,Л<Ь +

+  Л^рЛ^г +  л ;рл?„) — — — 2  — (я,с, -{- Ягсг) Ла,Лох<рр— (^)

— а* ( « 2  +  я3) Л̂ оЧ>вф0 — (рс4 +  дс,) Л^Л^фр + Сд? с‘р ЛЇХ»фр —

— (с4аі 4" с6а2) А^офрф0 4 -(с4 +  сб)а3А^фрФ0 4-

+ с 6 ( —  Р  —  Я  +  З а 3) с 6А а о ф р ф 0.

Совместно с уравнениями (8) тождество (9) дает для определения коэф­
фициентов следующие алгебраические уравнения:

Коэффициент при Дает уравнение
Л?т (Л̂ рАуо — Л°рЛ у  [(р — я) (сі — 1 ) — рс3 — я (с2 4 - 1 )] а  =  0 , [6 ]

А*Т ( Л ° т   Л^о) ф„ СіДз (1 4" с 2 4“ Сз) £4 (рс3 4“ Я С2 4* я) —
— с1с4(р — д) = 0, [7]

ДотАтаф¥ (о>\4" а г) Сі 4" сіс4 ( З р  4* я) —  Сіс5 (р  4" я) 4"

+  с4(р — я) =  0, [8 ]

■̂ Оа-̂ ОуА-т (рс2 4" С̂3) (1 4" С2 4" С3) = 0 ,  [9]

Д ^ Д р ^ ? ?  (Р Я) [Сз С 1 ( с 2 4" С3)] =  0 ,  [ 1 0 ]

ДааДубДр; (рс3 4“ ЯСъ) (1 4~ С 2 4" Сз) =  0, [11]
ДдаЛурАуо с4с2 (р — у) 4" с3 (рСз 4" Яс 2 4~ я )  ~  [12]

Д-ОсА^Д^ с1с3 (Р  7) 4" с 2 (рс3 4" <7 С 2 4“ я )  — [13]

Л ї а  Д о т(Рр Р  [с 4 (1 +  С2 —  С3 —  Сі) —  С3С6] +  Я (С!С4 —  С3С5) 4~

4~ (аі 4" Яг) с =  0, [14]
Доа Д^рфр С2 (а 1 4" аг) (1 4“ С 2 4 “ сз) 4- С4( р  я) ( С 2  С3) = 0 ,  [15]
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с3 (ах +  я2) ( 1  +  с 2  +  сз) — Сь{р — д) (с2 — с3) = 0 , [16] 

Л£аФаФт м  (1 +  с2 +  С3) =  с 4 [ а !  +  а2 — (с4 +  с5) (р Ч- д)3 —

(ах 4- а2) (1 +  с2 +  с8) =  0, [17]

ФаЛ^ Л^  (Ре* +  ясз) (с* +  с6 — с2 — с3) — 2с6 (р — рсх 4 - дсх) =  о, [18]

Ф .С Л ?« (рс3 +  дс2) (с4 4 -сб — с2 — с3) — 2св(д — дсх+  рсх) = 0, [19]

Ф«Ф чФу ( с 2 +  с3) N  (с4 4" О  Н- —  Сб Ка 1 “Ь аг) (1 4"
4~ с2 4" сз) 4~ ( с 4 +  сц) (р +  д) +  М  4Л ]̂ =  0 . [2 0 ]

§ 3 . Р еш ен и е ал гебр аи ч еск и х  уравнений

Мы свели задачу нахождения дифференциальных уравнений с тожде­
ством к определению 1 1  постоянных р, д, аг, а2, а3, сх, с2, с3, с4, с5, с6, из 
которых — как непосредственно следует из уравнений (1 ) — о д н у  
можно выбрать произвольно, так как в постоянные р , д, ах, а2, а3 входит 
общий произвольный числовой множитель. Таким образом, для опреде­
ления 1 0  постоянных мы имеем 2 0  уравнений [1 [ — [2 0 ].

Решение этой системы уравнений сильно облегчается тем обстоятель­
ством, что она повторно расщепляется вследствие появления уравнений 
типа Р - (2 =  0. Вместо того, чтобы описывать здесь весь процесс решения, 
приведем схему этих расщеплений, поскольку она удовлетворит всех, 
кто захочет проконтролировать исследование.

Прежде всего из уравнений [9] и [11] видно, что существуют два глав­
ных случая (I и II), в зависимости от того, равна или не равна нулю 
сумма 1 4" с2+  с3. Для этих двух главных случаев вычисление прово­
дится по следующей схеме расщеплений:
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Ц(1 + С2+С3чь0 )

11, (С2ФЫИ И 2 (с2 - °  и С3 - 0^

И„(р—ч)ІІ!2(р*-я)\\91(р-ч) П2 2(Р+Ч)
(противоречие)

1I22. ( C6= 0>> I I 222 ( C 6 =  °J

Из двух приведенных схем решения получаются следующие системы 
коэффициентов (причем сделана подстановка р  =  1 ) (см. таблицу на

Буквы в таблице означают (произвольные) численные параметры.
По поводу главного случая I следует заметить следующее: симметрич­

ное уравнение для 1 Ш и 1 211 можно выразить только через величи­
ны и оно согласуется с уравнениями чисто гравитационного поля, 
основанными только на метрике Римана. Так как здесь четырехмерному 
тождеству удовлетворяет лишь о д н о  симметричное уравнение, то анти­
симметричное уравнение можно выбирать произвольно. Этот случай, 
очевидно, не представляет интереса для физических приложений. Поэтому 
мы не будем на нем останавливаться.

Ввиду отсутствия симметричного уравнения случай 1 222 не рассматри­
вается. Решение 1112 содержится в 112 в качестве частного случая. Далее 
решение 1212 представляет собой частный случай решения 1221. Итак, от 
главного случая I остаются только два решения 1 12 и 1 221, содержащие по 
два произвольных численных параметра.

Самым общим случаем, выводимым из принципа Гамильтона, является 
решение 112. Он может быть охарактеризован, например, следующим об­
разом. Допустим, что

где J x— скалярная риманова кривизна (непосредственно выражаемая

стр. 362—363).

J  — J\~\~ 2 Н- Р̂ З»
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через величины /г),
Л  =  ф аф а ,

и
/ 3 =  5- 5* (3;„ =  Л - +  -Ь Л- ).» с-1' \ к-у [IV 1 V» 1 я[а/

Тогда 112 получаются из вариационного принципа

6  М сії} =  0 . (1 0 )

Случай 1221 до сих пор был неизвестен. Его симметричное уравнение 
при ах =  — 1 согласуется с уравнениями гравитационного поля общей 
теории относительности. Следовательно, этот случай, как и 112, является 
обобщением, но не коренным изменением уравнений первоначальной 
теории.

После введения тензора Римана

Рра =  -Яца у  £р.а -# 1

где величины определяются равенством
Р ______ рО  І рО  I л О  л Т    -рО л Т
-“ [і*  —  -1 [ія , О ~ Г  А [іО, я  ~ Г  [хтА яо  А [ ія А от»

наши уравнения поля (деленные на 1 +  д) после отделения симметричной 
и антисимметричной частей принимают вид (коэффициенты а и т явля­
ются численными параметрами)

О =  2&а =  2 +  о [ф^а_ + ф а:,-2 ^ * ф  у;у — (Аоя +  АІ) ср0 —

~ б ф а Ф [х + ( 2 — ^  

О =  2 А»а =  ( Ц У . у — а ( ф ^  — Ф̂ > а). (Иа>

Они удовлетворяют тождеству

О =  +  о ( А * Ч - І-5-Ч ) +  X (кАП .»• <12>
Если ввести ковариантные производные геометрии Римана по формулам

А?а =^Го +  АаГ̂ а, 

причем выполняется соотношение 2 Га0 =  (Дао 4  Аоя) 4* ^£а)»

3 6 »



Таблица

Обозна­
чение

решения С1 С2 сз с4 С& Сб ах а2 аз 9 Примечания

Р е ш е н и е  I

1ш 0 С2 —1—с2 С4

01 1 0 —1 —1 2 1 симметричное уравнение 
содержит ТОЛЬКО

1п 2 0 —1 0 0 —1 0 ах —1 1 — ах 1 частный случай 112

112 0 —1 0 0 —1 0 ах —9 Я — ах 9
общий случай принци­
па Гамильтона

1211 сг С3 —1—С2 с4 1г̂Н1 0 — 1 —1 2 1 содержит 1ш

1212 1
2

1
“ 2

1
2

Я1 +  1
4

ах — 3 
4

«1 +  1 
4 ах - 1 — ах -{- 1 1

1 1 1 ®1 +  1 а\ — 1 — 2? ах -(- 1 <»1 —9 — «1 +  9 я
2 “ 2 2 2  (1 +  д) 2  (1 +  я) 2  (1 +  я)

1222 1
2

1
“ 2

1
2

с4 С4 — 1 с6 —1 1 0 —1
симметричное уравнение 
отсутствует



Обозна­
чение

решения Cl с2 сз Ч ч c6 а\ 0,2 аз Я Примечания

Р е ш е н н е  II

Ни 1
2

с% С2 1 0 C6 —1 1 0 —1 симметричное уравне­
ние отсутствует

Hai 0 0 0 0 —1 0 «1 - 1 — Ü1 -(- 1 1 частный случай Нгми

П 221111 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 частный случай 11гцга

П221112 1
2

0 0 0 - 1 0 —1 1 0 —1 симметричнее уравне­
ние отсутствует

II22112 0 0 0 0 - 1 0 «1 ~я —а1 -(- q Я

1 0 0 я q (2q -  3) 0 я(я-  2) ~я ? ( ! + ? ) я1 —q (2g - l ) ( l - g ) (2g — 1 ) (1 — q) 2g — 1 2g — 1

II221222 1
2

0 0 Ci Ч — 1 0 —1 1 0 —1 симметричное уравне­
ние отсутствует

II222 1
2

0 0 Ci d  — 1 Св —1 1 0 —1 симметричное уравне­
ние отсутствует
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то уравнения (1 1 ) и тождество (1 2 ) принимают более обозримую форму:

Что касается главного случая II, то по причинам, указанным в при­
мечании к таблице, в нем остаются только два решения: 1 1 22112 и 11221221- 
Первое из них содержит два численных параметра и было получено рань­
ше из правила перестановки при дифференцировании. Этому решению 
можно придать более наглядный вид.

где коэффициенты а и р  представляют собой численные параметры. Тог­
да уравнения поля с соответствующим тождеством имеют вид

или, после введения тензоров с локальными (латинскими) и координат­
ными (греческими) индексами и тензорных плотностей (@ или 5 ),

Случай II 221221 во вс0й своей общности еще не был известен. Ранее 
подробному исследованию подвергался только частный случай 1 1 22Ш1 

(Я ~  0 ), полученный из правила перестановки при дифференциро­
вании. Этот случай отличается тем, что к нему можно присоединить урав­
нение ^  =  0 .

Что касается нашей первоначальной специализации, выражаемой урав­
нением (2 а), то с помощью вычислений, аналогичных изложенным выше,

0  =  2 ^ а =  2Р*а +

+  6  [фа;іі+  Ч>Е«— б (ф . ф  +  У ^фуфу)],

(И ')

0 =  2А*а =  т  у  (Л * ^ ). V —  а (ф?>  ̂—  ф ц, а), 

0 ^  А Г; +  а (А аофо - 1  ^ Ф . )  +  1  (М**). г

(1 1 а')

(12')

Пусть
=  А*у +  а  (ф̂ б® — Фуб̂ ) +  рА“ч,

с г ; = о , (13)

(13а)
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мы убедились, что единственный заслуживающий рассмотрения случай 
А  = + 1  не приводит к уравнениям нового типа.

Таким образом, результат всего исследования заключается в следую­
щем. В пространстве с метрикой Римана и абсолютным параллелизмом 
вида, определяемого соотношениями (1 )—(2 ), существует всего четыре 
(нетривиальных) различных типа (совместных) уравнений поля. Из них 
два являются (нетривиальными) обобщениями первоначальных уравне­
ний гравитационного поля, причем в свою очередь один тип уже был 
известен как следствие принципа Гамильтона [ср. уравнения (10)—(11)]. 
Два остальных типа описываются в настоящей работе уравнениями (13) 
и обозначаются как П 221221*

Поступила 30 мая 1931 г.



i06
ЕДИНАЯ ТЕОРИЯ ГРАВИТАЦИИ  

И ЭЛЕКТРИЧЕСТВА®
(Совместно с В. МайеромJ

До сих пор общая теория относительности была, в первую очередь, 
рациональной теорией гравитации и метрических свойств пространства* 
При рассмотрении же электромагнитных явлений она должна была до­
вольствоваться лишь формальным присоединением максвелловской тео­
рии к релятивистской схеме. Наряду с квадратичной метрической фор­
мой гравитационного поля необходимо было вводить логически незави­
симую от нее линейную форму, коэффициенты которой интерпретируются 
как потенциалы электромагнитного поля. В тензорных уравнениях гра­
витационного поля к тензору кривизны без логического обоснования до­
бавлялся со знаком плюс ковариантно записанный максвелловский тен­
зор электромагнитного поля. Это вызывало тем большее сожаление, 
что теория Максвелла основывается на весьма обширном эмпирическом 
материале только как полевая теория первого приближения; нельзя 
упускать из вида, что линейность уравнений Максвелла может не 
соответствовать действительности и что истинные уравнения электро­
магнетизма для сильных полей могут отличаться от максвелловских.

Поэтому с появлением общей теории относительности теоретики пы­
таются построить логически единую теорию полного поля. Нельзя, одна­
ко, утверждать, что приложенные до сих пор большие усилия к решению 
этой проблемы привели к успеху. С появлением квантовой механики от 
этих попыток в общем отказались, предпологая, что проблема вообще 
не разрешима в рамках теории поля в существовавшем до сих пор смысле 
этого слова. В противоположность этому мнению мы изложим здесь тео­
рию, которая представляет, как мы уверены, совершенно удовлетвори­
тельное решение, не связанное с квантовыми проблемами. Старые форму-

* Einheitliche Theorie von Gravitation und Elektrizität. (Mit W. Mayer). Sifzungs 
her. preuss. Akad. Wiss. pbys.-matb. Kl.,  1931, 541—557.

see
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лы гравитации и электричества удается получить новым единым путем. 
Оказывается, что уравнения Максвелла, вводимые в общую теорию отно­
сительности, должны рассматриваться в качестве строгих уравнений в 
том же самом смысле, как и гравитационные уравнения для пустого про­
странства.

Представленная здесь теория психологически связана с известной 
теорией Калуцы; однако она избегает дополнения физического континуума 
до континуума пяти измерений. Калуца описывает полное поле в пятимер­
ном пространстве посредством пятимерного метрического тензора ĝ l,aLt 
причем компоненты £п , . . . , £ 4 4 с физической точки зрения играют роль, 
гравитационных потенциалов, в то время как компоненты g15i ..., g4̂  
означают электромагнитные потенциалы, а физический смысл g55 не опре­
делен. Чтобы оправдать четырехмерность пространственно-временного- 
континуума в соответствии с опытом, континуум рассматривается как

путем Калуце удалось получить уравнения, совпадающие в первом при­
ближении с известными уравнениями гравитационного поля и максвел­
ловскими уравнениями электромагнитного поля. При этом он рассматри­
вал в пятимерном пространстве уравнения, полностью аналогичные чи­
сто гравитационному полю общей теории относительности. Уравнения' 
геодезической в пятимерном пространстве должны представлять собой 
уравнения движения электрически заряженной точечной массы.

Неудовлетворительность теории Калуцы прежде всего в предположе­
нии пятимерного континуума, тогда как наблюдаемый нами мир явля­
ется четырехмерным. Далее, с точки зрения релятивистской пятимерной 
теории, условие цилиндричности не является естественным даже формаль­
но. В этой теории также не удается вычислить константу связи электри­
ческой и весомой масс движущейся материальной точки. Наконец, не 
удается физически истолковать компоненту g55 метрического тензора.

Все эти трудности обходятся в предлагаемой ниже теории благодаря 
тому, что, хотя континуум остается четырехмерным, в нем вводятся век­
торы с пятью компонентами и соответствующие им тензоры, индексы 
которых пробегают значения от 1 до 5. Ниже объясняется, как это можно 
сделать. Если преодолеть формальные трудности, то полная теория полу­
чается путем, совершенно аналогичным пути вывода закона чисто грави­
тационного поля в первоначальной теории относительности или пути 
получения общего закона поля в теории Калуцы.

«цилиндрическии» относительна координаты Естественным.

зет
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§ 1 . 4-векторы  и 5-векторы
В каждой точке четырехмерного риманова пространства наряду с че­

тырехмерным векторным пространством П4, образованным из контрава- 
риантных и ковариантных векторов, задано еще пятимерное линейное 
векторное пространство У5. Компоненты контравариантного вектора в 
этом последнем пространстве будем обозначать, например, так:

а‘ (і =  1 , . .  .,5).

Нише символами с греческими индексами будут обозначаться компо­
ненты 5-вектора, а с латинскими — компоненты 4-вектора. Координаты 
риманова пространства обозначим через Хі (і =  1, 2, 3, 4).

Пятимерное (линейное) векторное пространство означает, что вся­
кий его (контравариантный) вектор задается пятью числами а1 и что для 
этих чисел а1 определены, во-первых сложение, и, во-вторых, умно­
жение на обычное число (скаляр). Иначе говоря, выражения аа1 $Ь1
( а и р  — обычные числа) должны быть компонентами некоторого век­
тора в векторном пространстве V6, если а1 и Ь1 — векторы. Вектор, все
компоненты которого равны нулю, называется нулевым вектором.

Преобразование координат в пространстве П5 соответствует равенству 
вида:

а1 =  , (1 )
причем

| М І | ф О .  (2 )

При этом М \ в общем случае является функцией координат хі. Вслед­
ствие однородности и линейности этого преобразования операции сум­
мирования 5-векторов или умножения на скаляр не зависят от конкрет­
ного выбора координат.

Величины Ь1} изменяющиеся при преобразовании (1) таким образом, 
что для любого о> произведение

Ъ̂аУ (3)
остается инвариантным, называются компонентами ковариантного 5-век- 
тора. Для ковариантных 5-векторов сохраняют смысл операции сумми­
рования и умножения на скаляр. Так же как и в пространстве П4, где за­
дан метрический тензор,

ИЛИ £ »  ( £  =  б ? ) ,

в пространстве 5-векторов а1, Ьь существует метрический тензор (не вы­
рожденный симметричный тензор)

ИЛИ £ 1Х (вГ =  6 Г),
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и мы будем говорить просто о 5-векторе «а» в контравариантной записи (а1) 
или ковариантной записи (аь), причем

а1 =  £іХах I (4)

До сих пор между 5-векторами (а1) в пространстве и 4-векторами (а*)
в пространстве У4 не было связи. Теперь мы установим такую связь, вво­
дя «смешанный» тензор

Г?. (5)

который вектору (а1) в пространстве Уъ сопоставляет вектор (а*) в про­
странстве У4 и, обратно,

ак =  у ка \  (6 )

К =  Г?** (7)

С помощью метрических тензоров в 7 4 и тензор (5) мы можем 
записать в следующих эквивалентных формах:

Г*. Г„, Г*. ТІ* (8)
Например,

П  =  Г Т вт‘.

Рассмотрим сопоставление, определенное формулами (6 ) и (7), не­
сколько подробнее. Прежде всего находим, что ранг матрицы

ІІгГІІ

равен четырем. Тогда (ук — произвольный вектор) задает ч е т ы ­
р е х м е р н о е  векторное пространство в пространстве Ув — « в ы д е ­
л е н н у ю  п л о с к о с т ь  Аъ.

Уравнение
Г^к = 0 (9)

имеет единственное решение Гк =  0 , уравнение же

укА 1 =  0 (Ю)

имеет в качестве единственного решения определенный с точностью до 
множителя вектор А \  нормальный к выделенной плоскости А [нисколь­
ку для любого V* произведение ук#кА1 обращается в нуль в силу урав­
нения (10)], Назовем А 1 «выделенным направлением пространства
24 а . Эйнштейн, том I I  869
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(1 1 >
Выделенному направлению А 1, согласно уравнению (10) и равенству (6 ), 
в пространстве У4 сопоставляется нулевой вектор, а вследствие (7) каж­
дому вектору (6 }с) в пространстве У4 сопоставляется вектор выделенной 
плоскости в пространстве Тб.

5 -тензор (#1Х) вместе со смешанным тензором (у*) определяет 4-тен- 
30Р (#(,*'Т|Т£)• Мы предположим, что он идентичен метрическому тен- 
зору gik пространства V4. Тогда получаем соотношение 2:

1 Однако это определение заключает в себе некоторое предположение относитель­
но характера метрики пространства У6.

2 Если тензор #Х1 не вырожден,а ранг матрицы § у1 Ц равен 4, то g также не 
вырожден.
Д о к а з а т е л ь с т в о :  Покажем, что из соотношения

где мы положили а1 =  у 1рар. Отсюда следует, что ох =  рА х, т. е. а 1 =  рЛК Из 
сравнения обоих выражений для а 1 имеем рА 1 =  у1р-ар, откуда после умно­
жения на А и согласно уравнению (10), следует р =  0 и далее, согласно (9), — 
обращение в нуль ор.

(12)

(1 2 а> 
(1 2 б> 

(1 2 в) и т. д.
Вычислим еще величину

(13>

или

Далее справедливо соотношение

бх — 2 х =  р1Лх (14>

» и « ’ =  0 (а)
следует <зр =  0. Именно, из (а) в силу (12) имеем 

0 =  =  <зку*,
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Из равенства (13) после умножения на А* находим
=  0 .

Поэтому после умножения на А* соотношение (14) дает

А1 =  р‘,
благодаря чему (14) принимает вид

2  ̂=  6  І — 4 4 с .
Следовательно, равенство (13) будет:

Т»Г1Р = Ъ*— А ХА \  (13а)
илц, опуская индекс і,

+  (136)

В уравнениях (12) и (136) получены соотношения, связывающие друг 
с другом метрики пространств У4 и И6.

Задаваемая уравнением (7) связь между вектором фк) в И4 и векто­
ром в Уь н е  в з а и м н о  о д н о з н а ч н а .  В самом деле, ум­
ножая (7) на Угу вследствие, соотношения (126) получаем

Ьг =  Ґфіу

т. е. полностью определенный вектор Ъг в пространстве И4.
Напротив, умножая равенство (6 ) на т£» получаем вследствие (13а)

у°ак ;= (§а — А'.А*) а1 =  а5 — р4°, (р =  А ,.а1),
т. е.

а° =  у°ак +  рА°.

Таким образом, 5-вектор (а°) определяется 4-вектором (ак) только 
с точностью до слагаемого, пропорционального (Аа).

Тензоры произвольного ранга вИ 6 можно определять совершенно ана­
логично, как и в И4, учитывая лишь их ковариантность по отношению 
к преобразованиям типа (1). Таким же образом можно образовать сме­
шанные тензоры с латинскими и греческими индексами. Примером этого 
может служить сам тензор у](. Что касается образования тензоров из 
тензоров путем сложения, умножения и «свертывания», то пояснений 
не требуется. Последняя операция может, конечно, ОТДОСЙТЬСЯ только 
к двум индексам одинакового вида (обоим греческим или обоим латинским).
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§ 2 . А бсолю тное диф ф еренциальное исчисление

А б с о л ю т н ы й  д и ф ф е р е н ц и а л  и а б с о л ю т н а я  
п р о и з в о д й а я  5 - в е к т о р а .  Преобразование (1)

а1 =  М\а^

теряет смысл, если вместо а1 взять da1 ( =  а1 (Xі +  dxl) — а1 (х1)), посколь­
ку в общем случае М \ является функцией х1. Вводя величины с тре­
мя значками, Tlnq (і и я  принимают значения от 1 до 5, a q — от 1 до 4), 
определяем абсолютный дифференциал следующим образом:

Ьа1 =  da1 +  Г lnqa*dafl; (15)
при этом должны выполняться соотношения:

£>а1 =  М ^ а т,

£>ат =  с?ат -f- Г l qandxq.

Отсюда получаем закон преобразования для Г:

л* ?г!ч =  м \ г0% - к . , .  =  ^ л п ) .  (16)

Точно так же определим абсолютный дифференциал ковариантного
вектора

ЬЪ =  ей4 — ГУ*, (17)

причем это определение выбрано так, что
d (btal) =  +  al&6 l# (18)

Тогда обычным способом можно образовать абсолютный дифференциал 
5-тензора любого порядка. Абсолютный дифференциал некоторого 5-тен­
зора является 5-тензором того же вида.

Обозначим коэффициент перед dxq в Ьа1 через а\ . Тогда будем 
иметь:

«Ї « =  *.« + I V * .  (15а)

Коэффициент al;q ведет себя при преобразовании координат (ж*), как 
ковариантный 4-вектор. Поэтому а\ q представляет собой смешанцый 
тензор, такой, как, например, у 1. Таким образом при дифференцировании 
5-тензора получается смешанный тензор.
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А б с о л ю т н о е  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  4 - в е к т о р а .  
Если (Xі) представляет собой некоторый вектор в К4, то мы будем опреде­
лять абсолютную производную, как и в геометрии Римана, равенством

(19)

где — символ Кристоффеля, образованный из метрического тен- 
зора #ік пространства К4. Точно так же Т ‘!,я совпадает с соответствую­
щей производной Риччи, если Т •• имеет только латинские индексы. 

Если же Я- — смешанный тензор, то мы определим

д *= д +  2  ( * )» (2 0 )

где сумма имеет столько же слагаемых, сколько индексов имеет тензор, 
а именно:

Каждому греческому индексу у соответствует слагаемое +  Год£ " 0 

» » » » » » — Г°3іУ.„

Каждому латинскому индексу у б”« 1 » » 4 -

- о -
Это обобщение абсолютного дифференциального исчисления, введен­

ное впервые Варденом и Бартолотти в формально аналогичном случае, 
выбрано таким образом, что выполняются следующие правила:

3 =  А : ; ( г в -  +  в ' ; ( г А : . ,

( а : + в : ) 1 < 1 = а : : я  +  в : ; „  ( 2 1 )

р; а =  Р. в (р = «каляр).
Как и в обычном исчислении Риччи, здесь так же имеются равенства

0 =  в =  (22)

Если 5-вектор а1, определенный вдоль отрезка кривой в простран­
стве х*, удовлетворяет условию

&а1 =  0  =  йа1 +
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то мы будем называть его вектором, параллельно сдвинутым вдоль отрез­
ка кривой. Тогда 5-вектор изменяется вдоль кривой согласно равенству

dal =  — Г lnqandxq. (23)
Далее формула

daï =  — ар dxq (24)

определяет параллельный перенос 4-вектора (é) вдоль кривой.

§ 3 . О пределение сим вола

Прежде всего следует считать, что многообразие задано, если заданы 
тензоры glx и yf, которые одновременно определяют, согласно (1 2 в), 
и четырехмерный метрический тензор gpq. При заданной гауссовой систе­
ме координат тензоры (glx) и (у?) произвольны в той степени, в какой это 
допускается произвольным выбором координат в V6. Поэтому из 15 +  20 
компонент этих тензоров можно произвольно выбирать, согласно (1 ), 
25 компонент, так что при заданной гауссовой системе координат, как 
и в случае старой теории гравитации, остается только 1 0  компонент для 
полного описания многообразия. Последнее можно считать полностью 
заданным только тогда, когда определены величины Г^д, что мы теперь 
и сделаем. Для этого введем три определения.

Если (а1) или (at) — 5-вектор, то имеется соотношение
(ii =  giX а*.

Образуя абсолютный дифференциал, получаем

=  g« Ьа* +  a*bgiX.

Из &at =  0 только тогда следует &ах =  0 (и обратно), если положить, 
что &glx обращается в нуль, т. е. что3

gix; g =  о. (I)

Только в силу этого определения (I) имеет смысл высказывание, что 
абсолютный дифференциал 5-вектора (в определенном направлении) мо­
жет обращаться в нуль. Это определение можно также заменить равно­
значным, а именно: при параллельном переносе двух 5 -векторов (а1)

8 Ср. следующую работу (статья 107).— Прим. ред. 
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и (&х) остается неизменной форма
^ха16 х.

Определение (I) дает 60 уравнений для определения 100 величин Г^9.
Между вектором (а1) выделенной плоскости и сопоставленным ему 

вектором (ак) в У4 имеется одно однозначное соотношение
а1 =  у1как.

Если (ак) перенести каким-либо образом (не параллельно) вдоль от­
резка кривой С четырехмерного пространства, то в соответствии с этим 
соотношением перенос вектора а1 выделенной плоскости А будет осущест­
вляться совершенно определенным образом, а именно так, что выпол­
няется равенство

&а1 =  Гй&я* +  аА£>Гй- (25)

Наше второе определение будет следующим: при параллельном пе­
реносе (ак) (т. е. Ьак == 0) абсолютный дифференциал одновременно пе­
реносимого вектора в выделенном направлении А 1 должен уменьшаться. 
Это означает, что в равенстве (25) для Ьак =  0 дифференциал £>а1 должен 
быть пропорционален А 1 или что (при произвольных аЛ, дха) выражение

акйх<1 у1к.

должно быть пропорциональным А 1. Следовательно, должно выполняться 
соотношение

Г*;3 =  ^ ,  (П)
где — 4-тензор второго ранга.

Наше третье определение уточняет второе: если производится пере­
нос вектора (ак) параллельно самому себе в его собственном направлении
(с?#9=рав), то соответствующий ему в выделенной плоскости вектор (а1) 
также претерпевает параллельный перенос (Ьа1 =  0). Это дает условие

0  =  Т*; а,а*а® =  А ^ к ^ 'а * ,

или, поскольку ак является произвольным 4-вектором,

(ш >
Совместность условий (I)—(III) будет п о к азан а  позднее.
Если соотношение (II) умножить на А и то вследствие (11) и (10) полу­

чим
Рщ =  А П ;  а =  —  Г И «  9* (2б)
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Умножая полученное соотношение на т* » в силу (13а) имеем 
Г'В  Лд =  — (6 с — А аА ) А 1; q =  — А о; q “I- А аА А 1; д,

или вследствие обращения в нуль выражения А'А^ ч ~  (А1АС)-, д)
■Аа; д =  То-̂ дЛ* (27)

Главный результат этого параграфа заключается в следующем. Если 
Г подчинить очевидным по своей простоте условиям (I) — (III), ТО они 
определяются при заданных £1Х и т? не полностью, а только с точностью 
до антисимметричного тензора который остается еще произвольным. 
Оказывается, что этот тензор вместе с метрическим тензором Римана gi]S 
полностью определяет свойства рассматриваемого многообразия.

Поучительно, что рассматриваемая здесь проблема связана с пробле­
мой вложения одного риманова пространства В т в другое риманово 
пространство В п более высокой размерности. В этой проблеме в каждой 
точке пространства В т также существуют две метрики, из которых одна 
относится к В т, а другая — к Д п. Пространство В т соответствует 
четырехмерному пространству, в то время как роль В п в нашем случае 
играет сопоставленное каждой точке пространства В т векторное про­
странство п — 5 измерений. Далее х1 = х1(уг . . . ут) (1 =  1, . . . , п)
представляет собой аналитическое представление подпространства. Каж­
дой точке Вт соответствует МвТрИКа в В т и метрика £1Хе£г1<£гх

дх1в В п. Здесь величина —— =  у1р является тензором сопоставления. Век-
1 дх1тор А ,  определенный соотношением —- А 1 =  0, представляет собой нор-

дур
маль к В т в рассматриваемой точке. В этом случае так же справедливы 
соотношения (I) и (II). Тензор в этой проблеме с и м м е т р и ч е н  
и известен для случая п =  т +  1 как «вторая основная форма». Таким 
образом, рассматриваемая' нами пространственная структура отличается 
от рассматриваемой в проблеме вложения многообразий только опреде­
лением (III). Именно в этом заключается отличие развиваемой нами тео­
рии от теории Калуцы.

§ 4 . «Линия, нряиейш ая но отнош ению  к V 5
Если производить параллельный перенос вектора (а1) пространства Уь 

в сопоставленном ему в пространстве У4 направлении а* = у*а\ то этим 
самым в координатном пространстве будет определена некоторая кривая, 
к установлению уравнения которой мы теперь и переходим.
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При соответствующем выборе параметра t можно положить

к к I ****ак =  г у  =  _ _  .

Тогда, дифференцируя равенство
ак — ука1

и учитывая, что &а1 =  0 , получаем
=  гк а1аг&,1 15 г 1

или в силу соотношения (II)

^ 4 - { к -  А а ^ к—  (2Я\dt* ря \  йц М — А ‘а р г йг . (28)
Далее имеем

Ь(А*1) „ „ Ьа1— _  =  А 1;ра*>а +  А  ^  ,

где второй член в правой части обращается в нуль вследствие равенства 
&а1 =  0 . Но первый член в правой части так же обращается в нуль, по­
скольку в силу соотношения (27)

Ац ра?а> =  =  Р ркаРак =  0 .

Следовательно, величина А Ка1 =  р постоянна на кривой, так что уравне­
ние (28) можно записать в виде

d2x
~dt*

к . f Л 1 dxP dxq „к dxr , .ч /ОСоЧ
' + \ p q \ ~ d i " d t ~ (>Pr~dt (P =  °011St>- (28a)

Что касается параметра t. то вдоль кривой & (glxalax) — 0, т. е. 
gix*alax =  const, или вследствие равенства (136)

dxv dx9 , 2 .
"ЗГ Р const,

или
dxv dx9 .
~ Ж  * ~dt ~  c o n s t-

Поэтому, ограничиваясь временно-подобной кривой в уравнений (28а), 
мы можем ввести в качестве параметра длину дуги, определяемую равен­
ством

ds2 — — gPQdxpdxq.
Этим также фиксируется входящая в (28а) постоянная р.
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Уравнение (28а) соответствует релятивистскому уравнению движения 
электрически заряженной точечной массы точно, а не приближенно, как 
в теории Калуцы. Особенно замечательно, что отношение р электрического 
з а р я д а  к весомой массе является строго постоянным.

§ 5 . К ривизна относительно Т 5
Условие интегрируемости относительно параллельного переноса

Ьаа =  О,
или

гласит: пв , « /оп\Р 19ра1 =  0, (29)
где

р:т =  _  гг5> р + гГр, в +  г ;вг:Р -  г5Рп д. (зо)

Из равенства (29) следует, что обращение в нуль (30) имеет инвариант­
ный характер. Доказательство того, что является смешанным тен­
зором, можно провести следующим образом. Рассмотрим двумерное много­
образие зА =  зА (и, V), в котором в каждой точке определены два направ-

Я/р̂1
ления . Если в рассматриваемой точке и в ее окрестности задать
5-вектор а1, то получим

Имеем

Ь /Ьд1\  Ь_ /Ьа1\
£>г? \  Е>г* /  Ьи \Ьр ) '

а* —ї>и ди ди
и далее

Ш = ( £ + * > ( £ +

Из этого равенства следует, что

£> /Ьа1\ Ь /Ьа1 \   р 1 дхр

откуда виден тензорный характер РяР3.
Конечно, в рамках исследуемой нами пространственной структуры 

существует образованная обычным образом из gi]t риманова кривизна, 
так же как и определяемые геодезические линии. Однако новый ре-
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зультат, полученный здесь, в том и состоит, что физические законы 
«связаны с метрикой, которая возникает при параллельном переносе
5-векторов, определяемом величинами Г.

С другой стороны, ясно, что полученные таким образом математиче­
ские образы могут входить в физические законы лишь постольку, по­
скольку они относятся к четырехмерному пространству, или касатель­
ному пространству V4. Это связано с тем, что окончательное выражение 
может быть выражено только через 4-тензоры gы и Fil(, так что в ре­
зультат не могут входить и gix fCM-> например, уравнение (28а)]; это 
будет подробнее пояснено в следующем параграфе.

По этим причинам целесообразно попытаться найти соотношение,
возникающее между 5-кривизной (30) и (римановой) 4-кривизной. Будем
исходить из соотношений (II) и (27)4

Tilt; q — A tF jcg, (II)

A; p =  TikK- (27)

Еще раз беря ковариантную производную, получаем

Tifc; q; Р ~  ^ k q l  рА A ^ I tq R pTiг» (1^*0

А; р; q — FkqFрА  A  р; а» (27а)
откуда

Tit; q; р Tilt; р; q ~  A  («^frg; р ^ кр; q )  A  Tir (-^JcqAp F j t p F g), (И б)

A ;  p; g —  A ; q; P =  Tift C^p; q ~  Fq; p)* (276)

После некоторых вычислений для левых частей последних уравнений 
получаем

Tilt;g;p 4 ik;p iq~P  igpTofc 7?fcpgTir» (32)

A ;  p; q —  A ;  g; p =  PfpgA * (33)

где R  — риманова 4 -кривизна:

П'щр =  -  {* '} ,  p +  { 4 } ,  „ + { < ? }  {*?} "  {</>} {*?}• (34)

4 Из соотношений (II) и (27) однозначно определяется Г. Если Fpq A  Fqр °» 
то, как легко видеть, выполняются (I) и (III), чем доказывается их совмест­
ность. Следует доказать лишь справедливость соотношения (I), что легко вы­
полнить с помощью равенства (136).
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Из уравнений (116), (276), (32) и (33) получаем искомые соотношения

Р tq p Та к  =  A i  ( F kq ;  р F кр‘, q )  “h Tir { F k p q  “Ь F k q F p  F x p F q } ,  (^5)

PlqpAa =  4„{Frq, p - F rp.,q). (36)

Умножая соотношение (35) на принимая во внимание соотношение (36) 
и равенства

Г л Г к = Г^1 =  К  — А ,А \
получаем
Piqp =   TlГ А*  (F p ; g   Fq- p) +  'ï'CkA l (Fkq; p   F fcp; g) +

+  TirTTfe (Rkpq +  FjcqFp FkpFq). (37)

Следует еще заметить, что для 5-тензора кривизны справедливо такжо 
тождество (Бианки)

Plpq; г +  Рщг\ p +  Pirpq =  0 . (38)
Наиболее просто это доказывается, если в рассматриваемой точко

символ | ^ |  обратить в нуль с помощью преобразования координат (х1)
и преобразования (1) 5-координат Гдд, что возможно в силу соотношения 
(16).

Далее из (37) свертыванием получаем

Pv  =  тУ'чр =  A f l ;  „ +  Г» (B i-F to -F * ') ,  (39)

Р  =  т*рР1Р =  R  -  F ^ F * *  (40)
и
Uip — P Lp — -j- Tip (P  +  Я )  =  AiFp- к +  y l  { (Я гр —  y  ërpF^  —

- ( F i e r F l - ^ g r p F u F * 1)) .  (41)&

Наконец, умножая (37) на — A-tf\, совершая циклическую переста­
новку индексов ipq и беря полусумму, получаем антисимметричный 
тензор

N  piq — Fpi- q Fiq't p F  gp; i = F p i , q  +  F iq>p +  F  qpt i. (^2)

5 В определение (41) введен риманов тензор R, хотя его и нельзя получить путем 
алгебраических операций из тензора 5-кривизны. Оправдание этому дает тож­
дество (45), в котором производная от R выражена (неявно) через 5-тензоры.

880
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§ в . У равнения поля

Ниже мы будем пользоваться обоими известными тождествами

(л ? — |-в ? л );р =  0, (43)

первое из которых проще всего получить из тождества Бианки для обыч­
ного тензора кривизны двукратным свертыванием, а второе легко про­
веряется непосредственно. С помощью тождеств (43) и (44), а также соот­
ношений (II) и (27) получаем из (41), беря дивергенцию по индексу р,

то они будут связаны тождеством (45). Умножая (41), с одной стороны, 
на у^, а с другой стороны — на А 1, видим, что уравнение (46) распадается 
на уравнения

которые, так же как уравнение (47), содержат только и Рщ. Таким 
образом мы приходим к тем самым уравнениям, которые до сих пор рас­
сматривались в общей теории относительности как законы гравитацион­
ного и электрического полей. Благодаря уравнению (46) уравнения гра­
витационного поля и первая группа уравнений Максвелла объединены 
в единую систему уравнений, и все три группы уравнений связаны с «кри­
визной». Корпускулы в этой теории отсутствуют или (как это следует из 
тех же уравнений) они описываются как сингулярности.

( 4 5 )

(46)

(4 7 )Мгкр =  0 =  Ргк, V ^кр,  г +  Ррг,  »с»

{«< №  -  у  8 « д )  -  =  о, (46а)
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§ 7 . В ведение сп ец и ал ьн ы х к оор ди н ат  
в пространстве F 6

Среди всех возможных координат в F 5 наиболее естественными 
представляются те, которые связаны со специальным выбором у^

и А 1— заменой соответственно на ôp и Ô5 (ôp равно 1 при i =  р и 0 при
i ф  р\ Ô5 равно 1 при 1 =  5 и 0 при i ф  5).

Если новые 5-координаты преобразуются по закону
а1 =  М \а х,

то
Тр =  Ур.
А 1 = М \А \

Если мы хотим получить Ур =  ôp, А* =  Ô5 , то нам необходимо лишь 
выбрать

Мр =  Ур,

К  =  А \
Тогда из соотношения

byc =  M lyb,
следуют также равенства

-р  .„ ( 1 п р и х  =  р,
^* * {о при к ф  р,

7  - а 5 - ! 1  при х = 5 ,
|о  при х ф 5 .

Опуская после преобразования штрихи, имеем

Гр =  «р, ï f  =  «Г, А ‘ =  ai, А , =  Ы  (48)
Если теперь произведем преобразование пространственных коорди­

нат я1, то для сохранения равенств (48) необходимо преобразовать одно­
временно 5-координаты таким образом, чтобы а1 (или at) ( 1 =  1, 2, 3, 4) 
вели себя как компоненты контравариантного (или ковариантного) век­
тора, в то время как а5 (или а5) — как инвариант.

Однако было бы ошибочным заключить, что 5-вектор есть не что иноо 
как некоторая «сумма» 4-вектора и скаляра. Две величины только тогда 
равны, когда они дают одинаковый результат при всех операциях. Одна-
ваг
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ко абсолютный дифференциал 5-вектора отличается от абсолютного диф­
ференциала равной ему «суммы» 4-вектора и скаляра.

В новой системе координат сам способ описания может привести к не­
доразумению, если мы не будем отличать четыре первые компоненты 5 -век­
тора оУ от численно равных им компонент сопоставленного ему 4 -вектора: 
ак =  ч\а1. Обозначим через а- четыре первые компоненты 5-вектора ак. 
Тогда справедливо численное равенство

Аналогично будем пользоваться обозначением Т '...к, если речь будет
идти о четырех первых компонентах тензора (по индексу к) Т \.к.

В нашей системе координат уравнение выделенной плоскости А 
имеет вид а5 = а5 =  0. Из равенств А са1 =  £1ха1ах =  0 для векторов пло­
скости А получаем

Рассмотрим параллельный перенос 5-вектора, характеризуемый вели­
чиной Г. Из определения (I) (&ч;в =  0) с учетом равенств (50) — (52) 
имеем

Из определения (II) следует, что при параллельном переносе 4-век­
тора а{ инвариантное приращение &а1 сопоставленного ему в выделен­
ной плоскости А вектора а1 =  у как лежит в направлении А \  т. е. что 
при нашем выборе координат дифференциал должен обращаться 
в нуль.

Таким образом, из уравнения

(49)
заменяющее соотношение

§&* — о,
а из равенства £1ХА\4Х =  1 находим

§55 =  ! •

Равенство (12) принимает здесь вид
§ік — §ік•

(50)

(51)

(52)

(53)

8 в а
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должно следовать

<1а- +  г | д агйх1 =  0  (а5 =  0 ),

или, ввиду равенства а- =  а*,

Г?а== {/>?}* ^
Определение (III) гласит: если вектор ак переносится параллельно 

самому себе, то инвариантное приращение &а1 сопоставленного ему в 
плоскости А вектора а1 =  обращается в нуль. Таким образом,
наряду с обращением в нуль &а- должно равняться нулю также и &а5:

£>а5 =  <1а? +  Грда-а« =  0 ,

откуда вследствие а5 =  0  (и йа* =  0 ) и а- =  ар имеем

Грд =  Гдр» (55)

т. е. Грд представляет собой величину, обозначенную нами через Рра 
(напряженность электромагнитного поля). Соотношения (53), (54) и (55) 
показывают, что Г полностью определяется через gik и Р{к (при фик­
сированной системе координат в пространстве У6).

Использование специальных координат имеет то преимущество, что 
исключение лишних переменных поля позволяет записать уравнения 
проще. Однако для этого нужно выделять индекс «5», благодаря чему 
число уравнений увеличивается и внесение естественных формальных 
связей затрудняется. Поэтому в нашем рассуждении мы с самого начала 
пользовались общими координатами в Уб. Но следует заметить, что вся 
теория возникла благодаря рассуждениям, подобным проведенным в этом 
параграфе. Мы не будем повторять всех рассуждений и результатов в спе­
циальной системе координат.

§ 8 . У равнения п ол я  и зак он  движ ения
Следует еще показать, что постулированные в § 6  уравнения поля 

находятся в естественной связи с установленным независимо от них 
в § 4 законом движения. При этом следует принять во внимание, что тео­
рия еще не включает материальных частиц, которые должны поэтому рас­
сматриваться как сингулярные точки. Однако вместо этого можно для 
простоты ввести в уравнения фиктивный член, который задает плот­
ность материи; благодаря этому при рассуждениях можно пользовать­
ся непрерывными функциями, что проще с точки зрения вычислений.
384:
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Предположим, что всюду, в том числе и там, где имеется налицо «ма­
терия», справедливо уравнение (47) (отсутствие магнитных полюсов). 
Тогда из уравнения (45) следует, что всюду выполняется уравнение

U?; р -  0. (56)
В правую же часть уравнения (46) мы должны ввести фиктивный смешан­
ный тензор материи. По аналогии с первоначальной формулой, которая
представляла в старой теории гравитации (пылевидную) материю при 
давлении, равном нулю, вместо уравнения (46) подставим

Uip =  (57)
Величина ( |1) представляет собой 5-вектор, которому сопоставлен 4-век­
тор (г?Г) или (£р). В силу (56) имеем

№ P);pl '  +  & v i P= 0 .  (58)

Из соотношения (57) следует, что (х определено лишь тогда, когда нор­
мировкой определена «величина» £1, т. е. если, например, положить

=  const. (59)

Тогда из уравнения (58) после умножения на и с учетом равенств

БД; р =  -у  (БД1); р =  0 имеем
0 4 Р) ; р = 0 ,  (60)

благодаря чему (58) принимает вид

б;рбр =  о. (61)

Рассмотрим теперь те кривые в координатном пространстве, которые 
«касательны» полю При соответствующем выборе параметра t система

y f  =  БР(Яъ • • - ,я4) (62)

является системой дифференциальных уравнений, определяющих эти 
кривые.

Тогда из уравнения (61) следует, что вдоль такой кривой =  0, 
т. е. переносится параллельно сопоставленному ему направлению
(Бр =  г?Б1).
25 д . Эйнштейн, том I I  3 3 5
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Появляющиеся при этом переносе кривые (62) рассмотрены в § 4 и удов­
летворяют системе уравнений:

Из уравнения (60) можно теперь показать, что эти кривые представ­
ляют собой «траектории материи». Именно, если рассмотреть один из пуч­
ков таких кривых, то из уравнения (60) (уравнение непрерывности) сле­
дует, что равенство нулю или отличие от нуля плотности у, сохраняется 
вдоль пучка или, точнее, что вдоль такого пучка «масса» постоянна, что, 
по существу, эквивалентно высказанному утверждению.

Изложенная здесь теория приводит единым путем к уравнениям гра­
витационного и электромагнитного полей. Однако она ничего не дает для 
понимания природы корпускул, как и для понимания установленных 
в квантовой механике результатов.

Поступила 2 декабря 1931 г.

(р =  сопэ!). (63)
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ЕДИНАЯ ТЕОРИЯ ГРАВИТАЦИИ  
И ЭЛЕКТРИЧЕСТВА. II*

( Совместно с В. Майером)

В работе, появившейся в прошлом году х, мы показали, что благода­
ря введению 5-векторов в четырехмерном пространстве возникает прост­
ранственная структура, естественно ведущая к единой теории гравитации 
и электричества. Получаемые при этом уравнения электромагнитного поля 
совпадают с записанными в релятивистской форме уравнениями Мак­
свелла для пустого пространства. Эти уравнения не допускают отличных 
от нуля плотностей электрического заряда и тока; поэтому они непри­
годны внутри электрических корпускул. В такой теории электрические 
корпускулы могут фигурировать только как сингулярности поля. Однако, 
по-нашему мнению, удовлетворительная теория поля должна избегать 
введения сингулярностей при описании п о л н о г о  п о л я ,  т. е. должна 
включать в себя и поля внутри корпускул.

Поэтому мы поставили вопрос, не допускает ли рассмотренная нами 
пространственная структура обобщения, приводящего к уравнениям элек­
тромагнитного поля с отличной от нуля плотностью электрического заряда. 
Ниже будет показано, что имеется совершенно естественное обобщение 
такого рода, которое позволяет получить совместную систему уравне­
ний поля. Вопрос пригодности этой системы уравнений для описания 
действительности здесь еще не рассматривается.

Единственное изменение по сравнению с ранее рассмотренной прост­
ранственной структурой состоит в том, что отпадает фигурирующая в 
§ 3 цитированной выше работы гипотеза (II). Оказывается, что установ­
ление совместных уравнений поля для этой пространственной структуры 
связано с четырехмерностью континуума.

* Einheitliche Theorie von Gravitation und Elektrizität. I I .  (Mit W. Mayer). Sitzungäh 
ber. preuss. Akad. Wiss., phys.-math. Kl., 1932, 130—137.

1 Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., phys.-math, Kl., 1931, 541, (Статья 106,— 
Ред.)
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§ 1 . П ространственная структура
В цитированной работе следует оставить без изменения §§ 1 и 2, так 

же как и гипотезу (I) из § 3, которая утверщдает:

Вместо же остальной части § 3 цитированной работы следует сказать сле­
дующее.

Производная т*. д должна всегда представляться в форме

где д — тензоры с заранее неизвестными свойствами симметрии.
Из этого равенства вследствие обращения в нуль а также
следует А , '(2 )

Равенство нулю §^.3 =  (Т1гТ^). д требует, с учетом формулы (1), анти­
симметрии Угкд по первым двум индексам. Этим обеспечивается также 
обращение в нуль ковариантной производной (=  А 1,А* +  чт°
необходимо потребовать в силу (I).

Теперь рассмотрим 4-вектор ак и сопоставленный ему в «выделен­
ной плоскости» 5-вектор

а1 =

Если произвести перенос ак вдоль некоторой кривой, то а1 также 
переносится и появляется соотношение

Согласно нашей гипотезе (III) [гипотеза (II) здесь отпадает], диффе­
ренциал &а1 должен обращаться в нуль, если ак переносится п а р а л ­
л е л ь н о  с а м о м у  себе ,  т. е. если Ьак обращается в нуль и с1хя 
пропорционален а9. Поэтому должны выполняться соотношения

Так как тензор Угщ антисимметричен также по первым двум индексам, 
то он вообще антисимметричен.

(I)

(1)

—Тк$а (̂ 4 Акд Т Угкд) ® (ІХд.

8 8 8
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Следует заметить, что вывод § 4 цитированной работы о том, что ли­
ния, характеризующаяся параллельным переносом 5-вектора в сопостав­
ленном ему направлении, дает классическое уравнение движения элек­
трически заряженной точечной массы, остается здесь в силе.

§ 2 . К ривизна и ур авн ен и я  п ол я
Если для этой обобщенной структуры найти 5-кривизну, то с помо­

щью изложенного в § 5 цитированной работы методу получим
Р aiqp =  Т ^ 0) { Р kq; р Р к р ;  q Ч~ V r k q F p  V r k p P g) +

+  Т*ТГ { R k r m  —  F k q F r p  +  F k p  F r q  —  V tk q^ ' r p  +  V I*PV U  Vkrq; p +  Vkrp;  q ) .

( 3 )
Умножение на xaq (однократное свертывание) приводит к

Plp =  тг (Д ,р _  F n F l -  Vlq,V l* +  V*p; q +  A , (P l;, -  Vp'qF'*). ( 4 )

Выполняя еще раз свертывание, получаем
P =  R  —  F rqFrq — VrqpVrqp. (5)

Перейдем теперь к установлению уравнений поля. Они не могут выби­
раться произвольно, например приравниванием нулю простейшего выра­
жения, полученного алгебраически из 5-кривизны. Выбираемая система 
уравнений должна удовлетворять по крайней мере условиям совмест­
ности: переменные должны быть определены п о л н о с т ь ю ,  но так,
чтобы любое решение в некотором сечении (например, =  const) можно 
было продолжить в согласии с системой уравнений.

Следуя цитированной работе, прежде всего положим, что должна вы­
полняться система уравнений

Сер =  Р„  -  Ч.Г1рР =  0. (6)

Тогда, в частности, антисимметричная часть выражения TlqGipt которое 
мы назовем H q P t  должна обращаться в нуль:

О =  V ™ ( = H r v ) .  ( 7 )

Из уравнения (7) можно заключить, что тензор V может быть выражен че­
рез скаляр. Используя известный антисимметричный псевдоскаляр

T ^ w ( = ( — g)J /«6 *rpe)

(здесь 6lrpq =  ±  1 в зависимости от того, четным или нечетным числом
389
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перестановок получено 1грд из 1 2 3 4), можно положить
угря =  ^ гр д ^

Поскольку ковариантная производная от т) обращается в нуль, то

^  =  п'гиф,; „,
что равно нулю, только если

0  =  (Р1;<1 — Ф3, , = ° -
йт

Следовательно, <р{ имеет вид Д - . Таким образом, полевые переменные
ох1

первоначальной теории описываются фактически только одной перемен­
ной.

Теперь разобьем уравнение (6 ) на две системы уравнений:

0 =  4 ‘С1Р =  СР =  ^ ; , — Ург, Р ' \  (6 а)

о =  т!Ар =  =  (Я 5Р-  - ^ вг,я ) -  ( Р „ П -  ) -

(6б)
Уравнение (6 а) соответствует первой группе уравнений Максвелла, 
где второй член играет роль плотности электрического тока. Уравнение 
(6 6 ) соответствует уравнениям гравитационного поля, но без соответст­
вующего скалярного уравнения, так как свертка (6 6 ) дает тождествен­
ный нуль.

Чтобы получить вторую группу уравнений Максвелла, построим из 
—А°ЧгРыяр{=  2 Ргяр) путем циклической перестановки индексов анти­
симметричное выражение

( * г я р  =  Р г я р  Н -  Р Я Р Г  Н -  Р р гд

(или, следуя введенному Схоутеном сокращенному способу записи, Р ^ яр]) 
и положим его равным нулю. Тогда при аналогичной з шиси получим 2

0  =  С Р др =  Р [ Гд;  р ]  +  У 8[г д Р р у  ( 8 )

2 Существует также совместная система уравнений, в которой вместо (8) пола­
гается Л .

=  ^ [ г д ;  р ]  +  Р ^ 8 [ г д ^ ’р ]  =  ^ г д р >

где Р — постоянная. В этом варианте формально выделен случай 3 =  0. Имен­
но тогда вместо вывода второй группы Максвелла из тензора кривизны появ­
ляется возможность введения 4-потенциала и можно избежать появления маг­
нитного 4-тока. В настоящей работе этот случай из физических соображений не 
рассматривается.
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У нас еще отсутствует как скалярное уравнение гравитационного поля, 
так и уравнение, определяющее аналитическое продолжение для ф. Эти 
отсутствующие уравнения вытекают из условия совместности полной 
системы уравнений, которая в свою очередь основывается на существова­
нии некоторых тождеств, как это будет показано позднее.

Из уравнения (6 а) следует
с  р   1?Р5 Г /Р ^ К 1 Т/Рг9*7

р  =  ^ ; а; Р  —  * \ р Г  гц  * ^ г щ р *

Первый член в правой части тождественно обращается в нуль. Вто­
рой член в силу (7) можно записать как — Р гаН Г9; третий можно
записать в в и д е  | “^ ргз^[рг; д] и ввиду соотношения (8 ) — в виде
— Ург9У8ргР3д1 где последний член обращается в нуль из 
соображений симметрии. Таким образом получаем тождество

С?р +  Н ' ^ , ,  +  - 1 - 6 ^  Ургя =  0. (9)

Аналогичное рассмотрение второй группы уравнений Максвелла (8 ) 
также приводит к тождеству. Введем сначала удобный для вычисле­
ния способ записи. Любой несимметричный по индексам ковариантный 
или контравариантный тензор имеет антисимметричную часть 
определяющуюся следующим образом. Образуем из всех тензоров, полу­
чающихся перестановкой индексов, многочлен, взяв каждый тензор со 
знаком «+» или «—» в зависимости от того, четна или нечетна соответ­
ствующая перестановка. Применяя этот способ записи, получаем

{ ^ г д р ;  *} =  3  { Р щ  р ;  *} +  3  { V 5Гд; {.Р р }  3  { V з г а Р р ; { } .

Первый член в правой части обращается в нуль в силу анти­
симметрии тензора Р. Второй член, который может быть записан 
в виде 3 {У^Рзр}, мы вычислим в некоторой точке пространства сна­
чала для локальной системы координат, в которой gik =  6 ^ . Тогда при 
суммировании по в ввиду антисимметрии тензоров следует принимать 
во внимание только члены с « =  (, так что можно записать в (первой) 
форме 3 {7гд; 8̂ р )  (« =  £). Однако согласно определению { }, их можно
также записать в виде — 3 рТ7̂ } или 3{У8Г(1 ;р/ 0 8}, где мы приняли
во внимание лишь члены с в = р. Поэтому способ записи 8^|р}
(« =  р) (вторая форма) правилен. Соединение обоих форм дает 
( 3/2){^га; вТ^р), причем теперь на индекс суммирования « не накладывается 
никаких ограничений. Это может быть записано [ср. (8 )] также в виде

8 » !
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(3/2) {# г̂ * р}. Этот способ записи не зависит, конечно, от выбора коорди­
нат.

Аналогично поступим и с третьим членом, опять вводя локальную сис­
тему координат. Сначала имеем

<} +  {Увд/^р; г} +  {^8<г-̂ р;д}»

причем в первом слагаемом в может иметь значение только і, во втором — 
только г, в третьем — только q. Поэтому третий член можно записать 
в виде

{УггаПіш},
не накладывая ограничений на индекс а. Согласно уравнению (ба), мож­
но записать

Второй член этого выражения равен нулю по соображениям симмет­
рии. Заменим его на выражение

Здесь каждое слагаемое обращается в нуль; например, первое — вслед­
ствие симметрии У*ГдРрГ9 по индексам р  и £. Таким образом рассматривае­
мое тождество принимает вид:

О =  {Сгдр; г} {■̂ "̂/•д-̂ 'рі} — {Сг̂ др(}. (1 0 )

Оказывается, что совместность полной системы требует еще одного 4-тож­
дества, которое получается в результате вычисления дивергенции от (6 6 ). 
Принимая во внимание тождества (43) и (44) цитированной работы, полу­
чаем
с* „ = ±  +  х  Р.«.

где для краткости мы положили

V =  У,1рУ“ р.
Все члены справа, кроме первого и последнего, преобразуются, сог­

ласно (6 а) и (8 ), к виду
Е<Ъртр ___ ґ ’Кт? Т/̂ Г̂СТ Т?— ^;р^»д = — ^  ^Лд— У 

Нетрудно видеть, что УкгіРгіР ка =  Укг1Р 1гУ к]<1, но тензор Р ^ Р ц ^  
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антисимметричен по всем индексам, так что он тождественно равен 
Поэтому справедливо тождество8

тр̂ Ртр   р к  тр 4 Ч/кгЬгтр тр •»— *; ^  »9 — у  г гм* ;•

В силу соотношения (8), получаем

+ 4  * №  а *  = + 4  с *« **’’ -  4
При раскрытии символа Схоутена во втором члене в правой части два 
члена оказываются равными нулю по соображениям симметрии, так
что остается лишь слагаемое У8&рР\РЙК1Р или 1- У8крР89Ркр. Но
это выражение, согласно сказанному выше, тождественно равно
— ~ ^У 8кр {Р8аР кр}, так что имеем

I 1  т р т р к р   4  р т р к р  1  1/ * Л р  г  т р т р  •»
+ *  [Кр; <гК = -у Ь к р а *  —  -43 У 89* кр}-

Четвертый член записанного выше тождества, согласно уравнению (7),

будет - у ’.Чу ,„ =  -  н - 'у ,« .

С целью преобразования пятого члена рассмотрим выражение
— ув«р {У8<9. р}. Те 48 перестановок индексов в { }, в которых q стоит пе­
ред значком дифференцирования, дают значение искомого пятого члена; 
шесть комбинаций индексов, при которых q стоит после значка дифферен-
цирования, дают значение шестого члена +  у  У д. Следовательно:

-  г . № „ г 1” =  - 4  Г ' ” {V .,,;  „} — 4 -  V,

Учитывая все эти преобразования, получаем искомое тождество в виде

с «  „ +  О,„  р*” + И "у„ , =

Это тождество показывает, что если к уже установленным урав­
нениям поля надо добавить следующие два:

С =  Д  ч- —  Л. =  ° ,  (11)

8 9 3
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где X — универсальная постоянная, и

и ^ { ^ ^ - т ^ л }  =  0' (12>

Это уравнение нетрудно привести к виду
_3 
2(У \ 2 з; 4 ^ 2  3 4; 1 “Ь  ^ 3  4 1;-2 ------У4 1 2 ; з)---- *ТГ С̂ 1 2 ^ 3 4 Ч-  - ^ 1  3-^42 Н” 4 ^2  3) — О»

или короче

У[ 1 2 3; 4] ~2Р  1[2-^34] =  О-

Тогда написанное выше тождество принимает вид

Р + ±  в ^ р * * + ^  о , ,  +  ±  =  о. (13)

Наконец, еще следует указать, что уравнения поля (7) удовлетворяют 
тождеству

#Г£ =  0. (14)

§ 3 . С овместность уравнений п ол я
Имеем установленные уравнения поля:

о „  =  ( д „ - 4 -  гард) -  ( л Л  -  -

-  [у .<Гр -  4 -  * , / " <  О = °.  (6б)

й „ = ^ ;а — КргаР г<, =  0, (6а)

Сгдр =  Р [Гд; р] +  У8[гдРр] = 0 ,  (8)

С =  Я +  УргдУ™ -  х =  О, (И)

=  ^Удзк; р  ^-Т^дз^р! =  0, (12)

Я 9Р =  =  0. (7 )
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Они связаны следующими тождествами:

o l. Р— 4 - G.. +  G*Pt, -  - f  Gtr tF kv +  ±  G , , ^  +  Я *"Т .„=  0, (13)

Gf* +  Н ГЧ ',Я +  - i-  =  0, (9)

{Grip: (} ~2~ {HrqFpl} {GrV,(P(} =  0, (10)

=  o. (14)

Число зависимых функций равно 10 +  6 +  4 =  20. Число независимых 
друг от друга дифференциальных уравнений, необходимых для их (ре­
лятивистского) определения, равно 20 — 4 =  16. Число установленных 
нами дифференциальных уравнений равно 9 +  4 +  4 +  1 +  1 +  6 — 25; 
необходимо, следовательно, доказать их совместность. Для этого доказа­
тельства целесообразно, как показывает структура тождества (13), объеди­
нить уравнения (66) и (11) в одно уравнение

Gqp =  Gqp 4-  gqrp  — 0 *
Отберем 9 уравнений:

G14, G24, G84, G44, G4, G128, Я 14, Я 24, Я 34
и назовем их W -уравнениями, а все остальные — В-уравнениями, число 
которых равно 25—9 =  16.

Рассмотрение тождеств показывает следующее. Если 16 Б-уравнений 
выполняются во всем пространстве (что, конечно, достижимо) и, кроме 
того, выполняются Ж-уравнения в некотором сечении х 4= хА=  const, 
то ^-уравнения выполняются также и в «бесконечно близком» сечении 
х *— х 4 ~\- dx4. Отсюда, согласно известным методам, следует совместность 
представленной системы уравнений.

Отметим, что Э. Картан в общем и исчерпывающем исследовании3 
глубоко проанализировал те свойства систем дифференциальных уравне­
ний, которые мы назвали в этой и в более ранних работах «совмест­
ностью».

Наконец, пользуюсь случаем, чтобы поблагодарить фонд Дж. Мейси 
в Нью-Йорке за присуждение стипендии одному из нас, что позволило 
продлить нашу совместную рабйту в этом году.

Поступила 30 апреля 1932 г.]

* Е. С а г t  а п. Bulletin de la Société Mathématique de France. Paris, 1931. «Тео­
рия систем в инволюции и ее приложение к теории относительности».



408
О СВЯЗИ МЕЖ ДУ РАСШИРЕНИЕМ  

И СРЕДНЕЙ ПЛОТНОСТЬЮ ВСЕЛЕННОЙ*
( Совместно с У. де Ситтером)

В недавней заметке в «Göttinger Nachrichten» доктор О. Хекман ука­
зал на то, что нестатические решения уравнений поля общей теории от­
носительности, отвечающие постоянной плотности, не обязательно при­
водят к положительной кривизне трехмерного пространства и что эта 
кривизна может быть отрицательной или равной нулю.

Сейчас нет прямых экспериментальных указаний на существованио 
кривизны, и единственными непосредственно наблюдаемыми величинами 
являются средняя плотность и расширение. Последнее доказывает, что 
в действительности Вселенной отвечает нестатический случай. Поэтому 
ясно, что из результатов прямых наблюдений мы не можем получить ни 
знака, ни абсолютной величины кривизны, и возникает вопрос, возмож­
но ли описание опытных данных вообще без введения кривизны.

Исторически член, содержащий «космологическую постоянную» Я, был 
введен в уравнения поля с целью теоретически объяснить существова­
ние конечной средней плотности в статической Вселенной. Однако 
теперь ясно, что в динамическом случае этой цели можно достичь, не 
вводя Я.

Если мы предположим, что кривизна равна нулю, то квадрат линей­
ного элемента имеет вид

ds2 =  — Л 2 (idx2 -f- dy2 -f  dz2) -f  c2 dt2, (1)
где Л — функция только от t, а с — скорость света. Если для простоты 
пренебречь давлением 1 р, то уравнения поля без Я-члена приводят к двум

* On the Relation between the Expansion and the Mean Density of the Universe. (With 
W. de Sitter). Proc. Nat. Acad. Sei., 1932, 18, 213—214.

1 По-видимому, можно считать твердо установленным, что давлением р в реаль­
ной Вселенной можно пренебречь по сравнению с плотностью вещества рг  
Однако те же самые рассуждения остаются справедливыми, если и не прене­
брегать давлением р.
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дифференциальным уравнениям, из которых нам понадобится только 
одно, сводящееся в случае нулевой кривизны к уравнению

1 IdR  \2 1 7
№ \c d t) в  3 р * (2)

Наблюдения дают нам коэффициент расширения и среднюю плотность:

J L  dA - h - A .  —  J LЯ ' c i t ~ n ~  RB > 9 ~  kR\‘

Поэтому из уравнения (2) мы получаем теоретическое соотношение

h* = - j - k  р (3)
или

R i /R i  =  2/3. (3')

Взяв для коэффициента расширения h значение 500 км/сек на 
10е парсек, или

R B =  2-1027 еле, (4)
находим

Л а =  1,63* 1027 см
или

р =  4 -10~28 з • смГ8, (5)

что в точности совпадает с верхним пределом плотности, принятым одним 
из нас 2.

Определение коэффициента расширения h зависит от измеряемого 
красного смещения, что не вносит никаких существенных неточностей, 
и от расстояния до внегалактических туманностей, данные о которых 
пока очень неопределенны. Плотность зависит от предполагаемых масс 
этих туманностей и от шкалы расстояний. Кроме того, оценка плотности 
включает предположение, что вся масса вещества во Вселенной сосредо­
точена в туманностях. Кажется маловероятным, что последнее предполо­
жение вносит сколько-нибудь значительную неточность. Принимая это 
предположение, мы приходим к выводу, что получаемые из опыта отноше­
ния /г2/р или Ла/Лв становятся пропорциональными AIM , где А — сто­
рона куба, содержащего в среднем одну туманность, а М  — средняя 
масса туманности. Принятые выше значения величин соответствуют зна­
чениям А =  10е световых лет и М  — 2-1011©» что почти совпадает с 
оценкой массы нашей Галактики, полученной доктором Оортом. Поэтому,

2 D e S i t t e r .  Bull. Astron. Inst. Netherlands, Haarlem, 6, 1931, 142.
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хотя значение плотности (5), соответствующее предположению о нуле­
вой кривизне и значению (4) коэффициента расширения, является, 
возможно, завышенным, оно наверняка имеет правильный порядок вели­
чины, и мы должны заключить, что в настоящее время можно описывать 
факты, не предполагая трехмерное пространство искривленным. Однако 
кривизну в принципе можно измерить, и повышение точности получае­
мых из опыта данных позволит в будущем определить ее знак и величину.

Представлена Обсерваторией Маунт-Вильсон 27 января 1932 г.

Сейчас нет основания считать кривизну трехмерного пространства равной ну­
лю. Пересмотр шкалы расстояния привел к уменьшению постоянной Хэббла к. Со­
временные значения к ~  170 км/сек на 10® парсек и р~2*10-ао г-сл*_3. Это, вероятно, 
несколько больше, чем плотность видимого вещества; однако возможно, что учет 
вклада нейтрино увеличивает действительную плотность вещества.



i09

СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТЕОРИИ  
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ »

Положение людей науки отягощается тем, что различие языков тор­
мозит их взаимопонимание. Жажда познания космических связей, вос­
принимаемых нами в виде символов, которые доставляются нашими не­
совершенными чувствами, сглаживает эти трудности. Никогда еще стрем­
ление к познанию истины не было таким сильным, как теперь, и пока 
оно будет существовать, можно смотреть в будущее с надеждой. Такая 
точка зрения помогает смягчить страдания человечества, а также явля­
ется существенной для преодоления современного кризисного периода.

I

В физической науке существовали единые понятия. Ныне они рас­
щепились на две ветви, одна из которых принадлежит квантовой теории, 
вторая — (релятивистской) теории поля. Их объединение желательно, 
но еще не достигнуто. Вторая ветвь могла бы развиваться на основе идей 
Фарадея—Максвелла о замене понятия массы понятием электромагнит­
ного поля. Идею, что вещество можно рассматривать как места особого 
сгущения поля, реализовать пока не удалось. Однако сохраняется стрем­
ление к тому, чтобы многообразие явлений сводилось в чисто теоретиче­
скую систему из как можно меньшего числа элементов.

Так возникли специальная теория относительности и общая теория 
относительности. Задача последней заключается в однозначном описа­
нии движения точки в пространстве и времени без использования вспо­
могательного понятия отклоняющей силы. Необходимо найти с и с т е ­
м у  к о о р д и н а т ,  в которой движение точки выглядит прямолинейным

* Der gegenwärtige Stand der Relativitätstheorie. Die Quelle (Pädagogischer Füh­
rer), 82, 1932, 440—442. (По лекции, прочитанной 14 октября 1931 г. в Физиче­
ском институте Венского университета).

399



Современное состояние теории относительности 1932 г.

и равномерным. Это представляется несколько нелогичным. Мах ясно 
понимал это и искал формулировку, описывающую движение без ссыл­
ки на систему координат. Теория относительности не исключает сис­
тему координат, но выбирает из них одну, соответствующую неко­
торым условиям, и пытается найти законы движения, независимые от 
выбора системы координат.

Без введения Фарадеем и Максвеллом понятия электромагнитного 
поля теория относительности была бы невозможна. Это понятие ведет к 
понятию гравитационного поля, которое объясняет явления тяготения, 
но не включает в себя электромагнитные явления. Правда, хотя их и уда­
лось уложить в рамки теории относительности, но в архитектурном по­
строении теории отсутствовало логическое единство.

II
Представив себе мысленно, с целью получить возможно более простые 

математические формулировки, что вещество во Вселенной распределя­
ется всюду равномерно с некоторой средней плотностью, можно считать, 
что оно находится внутри большого шара, количество вещества в кото­
ром пропорционально третьей степени радиуса, а поверхность — второй 
степени радиуса. В центре шара напряженность гравитационного поля 
равна дулю, но возрастает вдоль радиуса к внешней поверхности пропор­
ционально радиусушара. Следовательно, гравитационное поле усиливается 
в направлении к перефирии. Однако такой мир не мог бы существовать, 
если сохраняется закон тяготения Ньютона. Эту трудность можно прео­
долеть, добавляя в формулы новый член. Из уравнений следует, что про­
странство должно быть не эвклидовым, т. е. определяемым с помощью 
прямолинейной прямоугольной системы координат, а с ф е р и ч е ­
с к и м .  Между радиусом этого сферического мира и средней плотностью 
существует определенное соотношение. Чем меньше плотность массы, тем 
больше радиус. Зная среднюю плотность массы, можно было бы опреде­
лить и размеры мира.

III

Астрономия заключает из опыта, что чем дальше находятся от нас 
небесные светила, тем меньше их яркость и далее, что они движутся от 
нас тем быстрее, чем дальше они расположены. Это нашло свое выра­
жение в сдвиге спектральных линий по сравнению с их положением в 
спектре, получаемом на Земле. Открытие и спектроскопическое изучение 
туманности вне Млечного Пути наблюдателями обсерватории Маунт-Виль-

4 0 0
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сон подтвердило это предположение. Это привело одного русского мате­
матика 1 к мысли, что видимая материя находится в состоянии расши­
рения. Наблюдения де Ситтера и других показали, что это движение 
расширения вполне вероятно. Тогда возникла мысль, нельзя ли объ­
яснить его, применяя старое уравнение гравитации без прибавления 
каких-либо новых членов. Оказалось, что тогда можно сразу вычислить 
расширение, предполагая, что сдвиг спектральных линий действительно 
соответствует движению небесного тела.

При этом значение радиуса мира по порядку величины исчисляется 
сотнями миллионов световых лет. Этот порядок величины приблизитель­
но соответствует значениям, доступным най с нашими инструментами, 
а средняя плотность изображается дробью, в числителе которой стоит 
единица, а в знаменателе единица с 26 или 27 нулями. Если мир расши­
ряется, то его объем должен был начаться с нуля. Однако это кажется не­
возможным. Для достижения современных размеров тогда потребовалось 
бы от одного до десяти миллиардов лет. Возраст же Земли, определенный 
по радиевому методу, составляет около 800 миллионов лет2. Следова­
тельно, Земля должна была образоваться тогда, когда начиналось рас­
ширение. А будущее? Уравнения предсказывают, что расширение на оп­
ределенной стадии кончится и тогда должно начаться сжатие, которое 
будет продолжаться до нулевого объема.

IV
Попытки найти единые законы материи, породнить теорию поля и 

квантовую теорию не прекращались. Речь идет о том, чтобы найти струк­
туру пространства, удовлетворяющую условиям, выдвигаемым обеими 
теориями. Результатом оказалось кладбище погребенных надежд. Я также 
с 1928 года пытался найти решение, но снова отказался от этого пути. 
В противовес этому удалось построение теории на основе идеи, выдвину­
той наполовину мной, наполовину моим сотрудником профессором док­
тором Майером. Уже десять лет назад один француз высказал интерес­
ную мысль — рассматривать мир как пятимерное пространство. В этом 
случае получается теория, в которой находят свое место и электромагнит­
ные явления, причем архитектурное единство теории не нарушается. 
Однако я и Майер полагаем, что пятое измерение не должно появляться. 
Оно используется только математически для построения компонент, при­

1 А. А. Ф р и д м а н. И это было сделано до открытия красного смещения 
на опыте. Ср. также примеч. на стр. 398. — Прим. ред.

2 Около 5 млрд. лет по современным оценкам.— Прим. редщ.
26 а. Эйнштейн, том II 401
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менение которых дает уравнения для электромагнитных явлений, совер­
шенно аналогичные тем, которые получаются в теории относительности 
для закона тяготения. При этом, конечно, выясняется одна трудность, 
которая, однако, преодолевается новым математическим построением, 
посредством которого можно ввести соотношение между гипотетическим 
пятимерным пространством и четырехмерным пространством. Таким 
образом удалось охватить логическим единством и гравитационное и 
электромагнитное поля.

Однако надежда не сбылась. Я полагал, что если бы удалось найти 
этот закон, то получилась бы теория, применимая к квантам и материи. 
Но это не так. Построенная теория, по-видимому, разбивается о пробле­
му материи и квантов. Между обеими идеями все еще сохраняется пропасть.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О ВОЗНИКНОВЕНИИ 
ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ*

Я охотно принял предложение рассказать об истории своей научной 
деятельности. Разумеется не потому, что мне хотелось бы восхвалять 
свой труд! Ведь чтобы писать об истории работы другого человека, тре­
буется понимание процесса его мышления; этого гораздо легче добиться 
профессиональным историкам. Объяснить же ход своих собственных мыс­
лей прежних лет, конечно, намного легче. Здесь автор находится в не­
сравненно более выгодном положении, чем кто-либо другой; упускать 
такую возможность вовсе не значит проявлять скромность.

Когда в 1905 году специальная теория относительности провозгласила 
равноправие всех так называемых инерциальных систем для формулиров­
ки законов природы, со всей остротой встал вопрос: не существует ли и 
более всеобъемлющее равноправие систем координат? Иными словами: 
если понятие скорости может иметь только относительный смысл, то по­
чему ускорение, несмотря на это, должно оставаться абсолютным поня­
тием? Ведь с чисто кинематической точки зрения относительность любого 
движения не вызывает сомнения; с физической же точки зрения инерци- 
альные системы находятся в привилегированном положении, что делает 
искусственным использование иначе движущихся систем координат.

Конечно, мне. была известна мысль Маха, что инерция представляет 
собой сопротивление не столько ускорению самому по себе, сколько уско­
рению по отношению к массам всех остальных тел, существующих во 
Вселенной. Эта мысль казалась мне привлекательной, но для новой 
теории она не предлагала никакой приемлемой основы.

* Einiges über die Entstehung der allgemeinen Relativitätstheorie. George A. Gibson 
Foundation Lecture, Glasgow [20 th June 1933. Glasgow-Jackson. [Гибсонова лек­
ция, прочитанная в Университете Глазго. (Перевод выполнен по перепечатке в 
«Mein Weltbild». Frankfurt am Main, 1955, 170—175. Франц. перевод в сб. 
«Comment je vous les monde», Flammarion, Paris, 1937. — Прим. ред.)]
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Первый шаг на пути решения этой задачи я впервые сделал, пытаясь 
рассматривать закон тяготения в рамках специальной теории относитель­
ности. Как и большинство других исследователей того времени, я старал­
ся отыскать полевой закон тяготения, так как ввиду отказа от понятия аб­
солютной одновременности уже невозможно было бы сколько-нибудь 
естественным образом ввести непосредственное действие на расстоянии.

Конечно, проще всего было сохранить лапласов скалярный потенциал 
тяготения и дополнить уравнение Пуассона производной по времени так, 
чтобы удовлетворить требованиям специальной теории относительности. 
Следовало также привести в соответствие со специальной теорией относи­
тельности и закон движения материальной точки в гравитационном поле. 
Путь к этому был не столь очевиден, поскольку инертная масса тела мо­
гла зависеть от гравитационного потенциала. Этого даже следовало ожи­
дать в силу закона инерции энергии.

Однако эти исследования привели к результату, который вызывал у 
меня глубокое недоверие. Согласно классической механике, ускорение 
тела в вертикальном поле тяготения не зависит от горизонтальной состав­
ляющей скорости. С этим связано то обстоятельство, что ускорение меха­
нической системы (или ее центра тяжести) в подобном поле тяготения не 
зависит от ее внутренней кинетической энергии. Согласно же разрабаты­
вавшейся мною теории, ускорение падения зависело от горизонтальной 
скорости и, следовательно, от внутренней энергии системы.

Это противоречило давно известному опытному факту, что все тела 
падают в поле тяжести с одинаковым ускорением. Этот закон, который 
иначе можно сформулировать как закон равенства инертной и тяжелой 
масс, представлялся мне имеющим глубокий смысл. Я крайне удивился, 
что этот закон существует, и предположил, что он и даст ключ к более 
глубокому пониманию инерции и тяготения. В том, что этот закон вы­
полняется строго, я не сомневался, даже не зная результатов изящных 
опытов Этвеша, которые — если я правильно вспоминаю — стали мне 
известны позже. Тогда я отказался от попытки рассматривать упомяну­
тым выше образом проблему гравитации в рамках специальной теории 
относительности. Эта попытка, конечно, оказалась несостоятельной, по­
скольку не принималось во внимание наиболее фундаментальное свой­
ство гравитации. Закон равенства инертной и тяжелой масс можно сфор­
мулировать очень наглядно следующим образом: в однородном гравита­
ционном поле все движения происходят точно так же, как в равномерно 
ускоренной системе координат в отсутствие поля тяготения. Если бы этот 
закон выполнялся для любых явлений («принцип эквивалентности»), то 
это указывало бы на то, что принцип относительности должен быть рас­
пространен на неравномерно движущиеся системы координат, если стре­
миться к естественной теории гравитационного поля. Подобные размыш­
404



110 Замечания о возникновении общей теории относите л ьностя

ления занимали меня с 1908 по 1911 год, и я старался вывести из них 
конкретные следствия, о которых я не предполагал говорить здесь. Важ- 
но было прежде всего понять, что разумную теорию гравитации можно 
построить лишь в результате обобщения принципа относительности.

Следовательно, необходимо было построить теорию, уравнения кото­
рой сохраняют форму при нелинейных преобразованиях координат. Удов­
летворяют ли этому условию совершенно произвольные (непрерывные) 
или только некоторые преобразования координат, заранее я не знал.

Скоро я увидел, что при нелинейных преобразованиях, требуемых 
принципом эквивалентности, утрачивается простая физическая интерпре­
тация координат, т. е. что больше уже нельзя требовать, чтобы разности 
координат были непосредственными результатами измерений с помощью 
идеальных линеек или часов. Уяснение этого обстоятельства доставило 
мне много беспокойства, так как я долго не мог понять, что же вообще 
должны означать координаты в физике. Решение этой дилеммы было най­
дено лишь в 1912 году, причем благодаря следующему рассуждению.

Требовалось все-таки найти новую формулировку закона инерции, 
которая в отсутствие истинного «гравитационного поля в инерциальной 
системе координат» переходила бы в галилееву формулировку принципа 
инерции. Согласно последней, материальная точка, на которую не дей­
ствуют никакие силы, изображается в четырехмерном пространстве пря­
мой линией, т. е. кратчайшей или, более точно, экстремальной линией. 
Это понятие предполагает существование длины линейного элемента, т. е. 
метрики. В специальной теории относительности — как показал Г. Мин- 
ковский — эта метрика была квазиэвклидовой, т. е. квадрат «длины» &  
линейного элемента представлял собой определенную квадратичную функ­
цию дифференциалов координат.

Если же вводятся другие координаты с помощью нелинейного преобра-г 
зования, то остается однородной функцией дифференциалов координат, 
но коэффициенты этой функции ( ^ )  будут уже не постоянными, а неко­
торыми функциями координат. Математически это означает, что физиче­
ское (четырехмерное) пространство обладает римановой метрикой. Вре­
менно-подобные экстремальные линии этой метрики определяют движение 
материальной точки, на которую не действуют другие силы, кроме гра­
витационных. Коэффициенты ( ^ )  этой метрики одновременно описывают 
гравитационное поле по отношению к выбранной системе координат. Тем 
самым была найдена естественная формулировка принципа эквивалент­
ности, распространение которой на произвольные гравитационные поля 
представлялось весьма естественным.

Таким образом, указанная выше дилемма разрешилась следующим 
образом: реальный физический смысл имеют не дифференциалы коорди­
нат, а только соответствующая им риманова метрика. Тем самым были
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залож ен ы  основы общей теории относительности. Однако остались нере­
шенными еще две проблемы.

1. Если уравнения поля выражены в терминах специальной теории 
относительности, то как перенести их на случай римановой метрики?

2. Каковы дифференциальные уравнения, определяющие саму рима- 
нову метрику (т. е.

Над этими вопросами я работал с 1912 до 1914 года вместе с моим 
другом Марселем Гроссманом. Мы обнаружили, что математические ме­
тоды для решения первой проблемы уже существовали в готовом виде в 
абсолютном дифференциальном исчислении Риччи и Леви-Чивиты.

Что касается второй проблемы, то для ее решения, очевидно, требова­
лись дифференциальные выражения второго порядка из gv.v. Мы скоро 
увидели, что эти выражения уже были составлены Риманом (тензор кри­
визны). Еще за два года до опубликования общей теории относительности 
мы изучали правильные уравнения гравитационного поля, но не были 
убеждены в их физической применимости. Напротив, я даже полагал, 
что они не могут подтвердиться на опыте. К тому же мне еще казалось, 
будто из весьма общих соображений можно показать, что закон тяготе­
ния, инвариантный относительно произвольных преобразований коорди­
нат, несовместим с принципом причинности. Это заблуждение стоило 
мне двух лет чрезвычайно тяжелой работы, пока я, наконец, не убедился 
в этом в конце 1915 года и нашел связь теории с данными астрономиче­
ских наблюдений, после чего я с раскаянием вернулся к римановой кри­
визне.

В свете уже достигнутых результатов счастливо найденное кажется 
почти само собой разумеющимся, и любой толковый студент усваивает 
теорию без большого труда. Позади остались долгие годы поисков в темноте, 
полных предчувствий, напряженное ожидание, чередование надежд и 
изнеможения и, наконец, прорыв к ясности. Но это поймет только тот, 
кто пережил все сам.
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О КОСМОЛОГИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЕ  
ПРОСТРАНСТВА*

Когда мы называем прострчанство и время дорелятивистской физики 
«абсолютными», то в это надо вкладывать следующий смысл. Прежде 
всего пространство и время и, следовательно, система отсчета там реаль­
ны в том же смысле, что и, например, масса. Выбранным системам отсчета 
непосредственно соответствуют результаты измерений х. В силу этого 
постулаты геометрии и кинематики приобретают значение связей между 
измерениями, имеющих определенный физический смысл, который может 
быть истинным или ложным. Инерциальная система обладает физической 
реальностью постольку, поскольку выбором такой системы определяется 
закон инерции. Физическая реальность, которая обозначается словами 
пространство +  время, независима по своим законам от поведения осталь­
ных физических реальностей, например от поведения тел. Совокупность 
связей между результатами измерений, которые могут быть получены с 
помощью одних только линеек и часов, не зависит, согласно классиче­
ской теории, от распределения и движения тел, так же как и инерциаль­
ная система. Пространство мыслится как нечто физическое, но не испыты­
вает никакого физического влияния.

Некоторые приверженцы теории относительности, ссылаясь на эти 
факты, ошибочно объявили, что классическая механика логически несо­
стоятельна. Однако подобная теория ни коим образом не является логи­
чески несостоятельной, но она мало удовлетворительна с теоретико­
познавательной точки зрения. Пространство и время в ней играют в

* Sur la Structure cosmologique de VEspace. Из сборника статей Эйнштейна, из­
данного в Париже (Hermann et Cie Editeurs, 1933, 99—109. (Статья написана 
специально для сборника статей Эйнштейна, переведенных на французский 
язык М. Соловиным; сборник содержит также переводы статей 38 — том I — 
и 106. — Прим. ред.).

1 Это верно, если по крайней мере в принципе можно иметь идеальные часы и ли­
нейки.
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некоторой степени роль априорной реальности, в отличие от реальности тел 
(и полей), которые выступают как реальности, так сказать, вторичные. 
Это разделение физической реальности на две различные части порождает 
именно ту неудовлетворенность, которой в общей теории относитель­
ности удается избежать. С точки зрения систематичности построения си­
стемы — это ее главное достоинство. Она позволила соединить в едином 
понятии как вес, так и инерцию. Употребление обобщенных гауссовых 
координат, сделавшее возможным простую непрерывную нумерацию то­
чек пространства-времени без всякого обращения к метрике, является в 
связи с вышесказанным не более чем средством (конечно, необходимым), 
позволяющим связать метрические свойства континуума с его другими 
свойствами (гравитационное поле, электромагнитное поле, закон движе­
ния)2.

Итак, примем, что, согласно общей теории относительности, метриче­
ские свойства пространства-времени причинно не зависят от того, чем 
это пространство-время наполнено, но определены этим последним. Это 
придает континууму метрический неэвклидов характер и приводит к 
проблемам, чуждым классической теории. Действительно, так как можно 
предположить, что всюду во Вселенной звезды распределены с конечной 
средней плотностью, т. е. что существует некоторая отличная от нуля 
средняя плотность материи, то возникает вопрос о том, какое влияние 
оказывает эта средняя плотность на (метрическую) структуру пространст­
ва в целом. Это и есть так называемая космологическая проблема, которой 
мы займемся в этой короткой заметке. Из соображений простоты мы хо­
тим отвлечься от того факта, что материя сконцентрирована в звездах и 
системах звезд, отделенных друг от друга пустым пространством, и будем 
рассматривать ее так, как если бы оно было непрерывно распределено 
на больших астрономических пространствах.

Предположение об отличной от нуля средней плотности материи, 
впрочем, приводит — как это уже с давних пор известно астрономам — 
к трудностям, даже с точки зрения ньютоновской теории. Действительно, 
по теореме Гаусса, число силовых гравитационных линий, пересекающих 
замкнутую поверхность с точностью до постоянного множителя, равно 
тяготеющей массе, заключенной внутри поверхности. Если эта материя 
обладает постоянной плотностью р, число силовых линий, пересекающих

2 Это хорошо видно, если использовать обобщенные координаты в классической 
механике. Нужно положить риманов тензор четвертого ранга Л1к 1т равным ну­
лю* Тогда определяются все компоненты метрического поля £ , так что они не 
будут зависеть от других физических величин. Именно в этом, с точки зрения 
релятивистского описания, находит свое выражение абсолютный характер 
времени и пространства классической теории.
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сферу радиуса Р пропорционально Р 3. Поток напряженности поля через 
единицу поверхности сферы также пропорционален ее радиусу Р и, сле­
довательно, тем больше, чем больше радиус рассматриваемой сферы. 
Таким образом, материя, распределенная с постоянной средней плотно­
стью, согласно теории Ньютона, не может находиться в равновесии. Что­
бы избежать вытекающих отсюда трудностей, астроном Зеелигер пред­
ложил изменить ньютоновский закон тяготения на больших расстояниях. 
Но этот вопрос, естественно, не имел ничего общего с проблемой прост­
ранства.

Проблема, относящаяся к общей теории относительности, приводит 
к следующему вопросу: как может существовать пространство, в котором 
материя имеет постоянную пространственную плотность и находится в 
состоянии относительного покоя? Такое пространство следует рассматри­
вать как очень грубую идеализацию, сделанную для того, чтобы как-то> 
теоретически подступить к вопросу о реальном пространственно-времен­
ном континууме.

В соответствии с общей теорией относительности метрическое, или 
гравитационное, поле, описываемое с помощью gv.v, связано с тензором 
энергии Т или, что то же самое, с тензором плотности энергии, урав­
нениями .

Лр* 27 ~  ^ 2 ^ .  (1)

Здесь — свернутый один раз риманов тензор кривизны:

д* . =  -  г “., а +  г ;а, , +  г^ г? . -  г ; Л ,  <1 »>

“  { ц у }  ~  [  Р ]  =  Т  V £у|3, р. Зр-У, р)>

где обычное дифференцирование обозначено запятой перед соответствую­
щим индексом.

Если «материю» можно считать свободной от всякого давления и если 
пренебречь действием других сил, кроме сил тяготения, необходимо по­
ложить

Т*' =  рв V ,  (2)

где и? — контравариантный 4-вектор скорости3 и р — скаляр плот­
ности материи.

Здесь, естественно, предполагается, что плотность энергии весомой 
материи настолько превышает плотность энергии излучения, что этой:

8 Величина <1х есть элемент собственного времени. Следовательно, если перед, 
пространственными компонентами ставить знак плюс [как в формуле (3)], 
то гіт2 =  — *&2.

4-0»
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последней можно пренебречь. Конечно, это предположение не совсем точно, 
но вносимая таким образом погрешность в дальнейших рассмотрениях и 
результатах ничего существенно не меняет.

Во-первых, очевидно, что Вселенная, обладающая отличной от нуля 
средней плотностью массы, не может быть эвклидовой. Этот случай в 
специальной теории относительности характеризуется фундаментальным 
инвариантом

dxv- d.x'* =  ds2 =  dx* +  dx% -J- d x ® —  c2 d t2, (3)

т. e. постоянными значениями g^v. Итак,7?^ и й ,  а следовательно, и пер­
вый член уравнения (1) обращаются в нуль. Второй член уравнения (1) 
должен соответственно тоже быть равным нулю, а следовательно, обра­
щается в нуль и р, что противоречит нашему предположению.

Наиболее простой возможной структурой пространства после эвкли­
довой структуры должна быть статическая структура (все компоненты 

не зависят от t) с постоянной кривизной в «пространственных» сече­
ниях (t =  const).

Трехмерное пространство постоянной положительной кривизны (в част­
ности «сферическое» пространство) характеризуется, как известно, квад­
ратом линейного элемента do2 вида4

4 Эта формула наиболее просто получается, если рассмотреть трехмерную сферу 
в четырехмерном эвклидовом пространстве с декартовыми координатами £і, |г, 
£з, £* и центром 0, 0, 0, — Р. Тогда уравнение сферы будет £2 +  £2 +  £д +  
■+■ (£ 4  +  Р)2 =  Р2 И элемент ДЛИНЫ  на ней —

Одна из четырех координат или их дифференциалов может быть исключена с по­
мощью уравнения сферы. (Введение трех координат на сфере вместо четырех ко­
ординат 1г, . . £4.)
К этому легче всего прийти (если мы хотим избежать квадратных корней) с по­
мощью стереографической проекции точек сферы на гиперповерхность £4 =  
=  — 2Р, как это показано на рис. 1.

О
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-4- (1з%,
=  ~ Г %Т (г2 =  +  а? +  а®,

V1 +  (2Р)2/

где точка а?! =  ж2 =  х 3 — 0 только кажется выделенной.
С пространственной точки зрения статический сферический мир опи­

сывается линейным элементом

„  (з а)

V1 +  (2Р)2/

Априори представляется правдоподобным (с точки зрения свойств сим­
метрии), что в таком мире материя может находиться в состоянии покоя 
(и1 = и2 — и3 =  0) при постоянной плотности в пространстве и времени. 
С другой стороны, имеем:

4 _  <&_ _  _1_ 
йх с ’

так что и4 =  gik4u/k — с.
Следовательно, приходится во втором члене уравнения (1) положить 

равными нулю все компоненты кроме Г 44. Только Г 44 =  рм4и4 =  рс2 
отлично от нуля.

Из формулы (За), согласно (1а), для {хг =  х% =  х3 =  0) получаем
значения

- у г  О О О  

0 - - £ •  О о

о о 0  ;

0 0 0 0

Вместо вводятся х^, удовлетворяющие соотношению

'р" =  с Б ^ = 1 + ^ 2а =  1+  (2Рр (Vе  1*— ,4>*

Это дает 1г, £а, £», и  (£4 =  ^ 2 Р) как функции а?„ (V =  1, 2, 3), откуда диффе­
ренцированием получаются и, следовательно, а?<з2 как функция хч и (1хч в 
соответствии с формулой, указанной в тексте.
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1
для В ^  — у  ̂  Е —  значения

_1_
р г О О

0 - ^ 0 0  

о о 1
ра

О О О

а для — хТ — значения
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 —

Таким образом из уравнений (1) вытекают два взаимно противоречи­
вых уравнения:

" = 0 ,_1_
ра

3 с2 
ра хрс2.

(4)

Следовательно, уравнения (1) исключают возможность Вселенной 
с постоянной отличной от нуля плотностью материи. В этом заключа­
ется реальная трудность общей теории относительности, если исходить 
из того, что нельзя представить себе других пространственных структур, 
независимых от времени, кроме тех, которые даются линейным элемен­
том (За) (с положительным или отрицательным Р2).

Чтобы выйти из этого затруднения, я сначала нашел следующее сред­
ство. Постулат относительности позволяет добавить в левую часть урав­
нений (1) член вида X где X — универсальная постоянная (космологи­
ческая постоянная), которая должна быть достаточно малой, чтобы до­
бавленный член был практически несущественным при расчетах грави­
тационного поля Солнца и движения планет. Дополненные таким членом 
уравнения имеют вид

( л , .  -  і  ?,„л ) +  =  и Г ,.. (1 6 )

4 1 2
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Теперь вместо уравнений (4) получаем
1  аР2
Зс2 . 2 1 2 ^

—  =  _  кс2 +  5<РТ2.

Эти уравнения согласуются между собой и для «космического» радиуса
дают значение 9

р  =  7 ^  =  у ш ї  ' (5)

где К  — гравитационная постоянная в обычной системе единиц.
Но исследования Фридмана и Леметра показали впоследствии, что 

этот выход из трудности неудовлетворителен по следующим причинам.
Эти авторы также взяли за основу уравнение (16). Но они обобщили 

формулу (За) так, что ввели вместо постоянного «космического» радиуса 
Р (и плотности р) функцию времени. Тогда уравнения (16) показали, что 
решение уравнений (4а), (5) имеет неустойчивый характер. Это значит, 
что в решениях, которые в некоторый момент очень мало отличаются от 
(4а), Р не колеблется вокруг величины, заданной выражением (5), но 
постепенно все больше и больше отклоняется от нее как для больших, 
так и для меньших значений времени. При переходе к этим «динамиче­
ским» решениям задачи остается неопределенной величина Я, и ее знак, 

1а также знак -рг , так что кажутся в равной степени возможными отрица­
тельные значения пространственной кривизны 6. Таким образом концеп­
ция пространственно замкнутого мира вновь теряет свою базу.

Если же теория приводит нас к динамическим решениям для струк­
туры пространства, то исчезает необходимость введения универсальной 
константы к, так как уравнения (1) имеют динамические решения типа 
(За), для которых к  ь= 0.

В последнее время решение проблемы получило сильный толчок 
благодаря экспериментальным результатам в астрофизике. Измерения 
доплеровского смещения (в особенности измерения Хэббла), проведен­
ные для внегалактических туманностей, похожих на Млечный Путь, по­
казали, что эти туманности отдаляются от нас со скоростью тем большей, 
чем больше расстояние до них. Исследования Хэббла кроме всего прочего 
показали, что эти объекты распределены в пространстве статистически 
равномерно. Таким образом, предположение теории о равномерной сред­

5 Первым, кто обратил внимание на этот момент, был Хекман. (Как указывает 
А. А. Фридман, на это еще раньше обратил внимание Я. Д. Тамаркин.— Прим.
ред.)
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ней плотности материи получает экспериментальное подтверждение* 
Открытие разбегания внегалактических туманностей оправдывает переход 
к динамическим решениям для структуры пространства, что ранее 
должно было казаться лишь следствием неудовлетворительного положе­
ния в теории.

Итак, без введения члена с X можно теоретически объяснить на основа 
уравнений (1) существование конечной (средней) плотности материи р, 
считая в формуле (За) Р  (и р) зависящими от времени. Следует отметить, 
что постоянными во времени остаются не координаты частицы хъ аг2, #з>

в чем нетрудно убедиться из простого геометрического рассмотрения. Мы 
все же введем в качестве новых координат не эти величины, а величины

где Ро означает длину порядка «космического радиуса». Мы положили 
также, что разности координат имеют тот же порядок величины, что 
и длины, измеряемые линейкой6.

Используя теперь новые координаты хг, х2, х9 и полагая в новой

Мы можем рассматривать Р0 как космический радиус Р в определен­
ный момент *0. Единственной переменной во времени величиной остается 
«коэффициент расширения» Р/Р0 (— А).

Мы уже отмечали, что нельзя согласовать равномерную плотность 
материи р, сделав предположение о кривизне пространства при А, посто­
янном во времени, т. е. без «расширения» пространства. Напротив, будет' 
видно, что конечная плотность р не требует с необходимостью существо­
вания кривизны пространства (трехмерного). Иначе говоря, соотноше­
ние (36) мы заменяем на

где единственной функцией времени і (=  аг4) является А . Действительно,

6 Исследование проблемы в целом, так же как и различных частных случаев, было 
выполнено Толменом, который использовал весьма сложный выбор координат. 
Де Ситтеру принадлежит ясное и исчерпывающее обсуждение всех возможных 
случаев.

а величины х \  а:а атз
~р * р  * ~рГ .

Р  Х \  р  Х ^  р  Хз
-‘ О р  » 0 р  » ґ 0 р  >

системе г — У  х\ +  х2 +  х2, находим, что соотношение (За) приобретает 
вид

(36)

=  А 2 (<&х2х +  йх2 +  йх^) — с2 (Зв)
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подставляя это выражение в уравнения (1), получаем
<РА , /<*Л\2

Уравнение (6) дает

(в)

(П

А = с ( « — о̂)2/з. (6а)

Если £ есть расстояние У Ах^ +  А.т2 +  Аж2 между двумя массами,, 
измеренное в координатной мере и независимое от времени, то А1 явля­
ется, согласно соотношению (Зв), расстоянием И между этими матери­
альными точками, измеренным линейкой. Следовательно, соотношение 
(6а) выражает расширение, которое начинается в определенный момент- 
£0. Из уравнения (7) вытекает, что в этот момент плотность бесконечна. 
Измерения, выполненные Хэбблом для внегалактических туманностей,, 
показали, что величина

1 ЛР ( _  1 ЛА\
Р  <И \ А сИ )

оказывается в настоящее время постоянной (К). Считая, что £ отвечает 
настоящему моменту, согласно соотношению (6а), имеем

=  <8>
Это время достигает примерно 1010 лет. Естественно, что плотность в. 

момент £0 не должна была быть на самом деле бесконечно большой. Лауэ- 
справедливо заметил, что для этого момента времени наше грубое прибли­
жение, основанное на независимости плотности р, неверно.

Применение уравнения (7) к настоящему времени дает
3 /г2 = хрс2 (= 8л̂ р). (9 )

Эта формула устанавливает соотношение между константой Хэббла &, 
полученной на основе эффекта Доплера, и средней плотностью р. Чис­
ленно это уравнение дает для р значение порядка 10 '28, что хорошо 
согласуется с оценкой астрономов.

Из приведенных соображений следует, что при современном состоянии 
наших знаний отличие плотности материи от нуля не должно теоретиче­
ски связываться с пространственной кривизной, а должно связываться с-~ 
расширением пространства. Мы, естественно, не хотим сказать этим, 
что такая кривизна (положительная или отрицательная) не существует.
В настоящее время у нас нет никаких указаний на ее существование-
Во всяком случае она должно быть значительно меньше, чем это следо­
вало из примитивной теории [см. формулу (5)].
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ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ ВЫВОД  
ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ МАССЫ И ЭНЕРГИИ*

Специальная теория относительности возникла из максвелловых урав­
нений электромагнитного поля. Так уж случилось, что даже при выводе 
основных законов и понятий механики существенную роль сыграли за­
коны электромагнитного поля. Вопрос о независимости этих законов 
является совершенно естественным, так как преобразования Лоренца, 
фактически являющиеся базисом специальной теории относительности, 
сами по себе не связаны непосредственно с теорией Максвелла и так как 
мы не знаем, в какой степени понятие энергии в теории Максвелла не 
изменится под влиянием молекулярной физики. В приведенных ниже 
рассуждениях мы будем основываться, помимо преобразований Лоренца, 
лишь на законах сохранения энергии и импульса.

Мы начнем с попытки обосновать выражения для энергии и импульса 
материальной частицы хорошо известным путем. Фундаментальным инва­
риантом преобразований Лоренца является

* Elementary Derivation of the Equivalence of Mass and Energy. Bull. Amer. Math. 
Soc., 1935, 61, N 4, 223—230. (Одиннадцатая гибсонова лекция, прочитанная 
28 декабря 1934 г. в Питтсбурге на совместном заседании Американского мате­
матического общества, Американского физического общества и секции А Аме­
риканского общества развития науки [AAAS]).

или
d s 2 =  d t 2 —  d x 2 —  d y 2 —  d z 2 , 

d s  —  d t  (1  —  m2)V%

где

= u\ +  ul +  и|.
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Если компоненты контравариантного вектора ((11, <1х, <1у, <1г) разделить 
на йэ, то получается вектор

1 щ  ы2 и3

(1 —  и2)1/* ’ ( 1 _ Ы2),/* ’ ( 1 —  и 2)1/* * (1 _  и » ) 1/* *

Пусть вектор (|а , с1х, с1у, (1г) направлен вдоль мировой линии частицы 
с массой ш. Мы получим связанный с ее движением вектор, если умножим 
на т 4-вектор скорости, который мы только что выписали. Таким образом 
получаем

(тЛ =  (___” _______

где индекс I пробегает значения от 1 до 3.
Пренебрегая третьей степенью скорости, мы можем выразить компо- 

ненты этого вектора следующим образом:

(цо) =  (т +  ~  ти8, ти^ .

Пространственные компоненты (т]°) в этом приближении совпадают с ком­
понентами импульса в классической механике, а временная компонента, 
с точностью до аддитивной постоянной т, совпадает с кинетической энер­
гией материальной точки.

Снова возвращаясь к точному выражению для (т|в), естественно рас­
сматривать

т щ  

(1 —  и*)1/*
как импульс, а

т (---- -—Г-----1̂
1 (1- « 2) Л )

как кинетическую энергию частицы. Но как следует интерпретировать
, Ш овременную компоненту----------гг» выражение для которой имеет вполне

(1 —  и 2) ,г
реальный смысл? Здесь естественно прямо придать ей смысл энергии и, 
таким образом, приписать покоящейся частице энергию покоя т (тс8 в 
обычных единицах).

Этот вывод, конечно, нельзя рассматривать как доказательство, так 
как ниоткуда не следует, что при взаимодействии нескольких одинаковых 
частиц друг с другом именно этот импульс удовлетворяет закону сохра­
нения импульса, а эта энергия — закону сохранения энергии; априори 
могло бы случиться, что в законы сохранения входят другие выражения 
для скорости.
27 а . Эйнштейн, том II 417
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Кроме того, не так уж ясно, что следует понимать под энергией покоя, 
так как энергия определена лишь с точностью до неопределенной адди­
тивной постоянной; в этой связи, однако, следует заметить следующее. 
Любую систему можно рассматривать как материальную точку, пока мы 
не имеем дела ни с какими другими процессами, кроме изменения скоро­
сти трансляции ее как целого. Однако совершенно четкий смысл имеет рас­
смотрение изменения энергии покоя в случае процессов, не сводящихся 
к простому изменению скорости трансляции. Тогда приведенная выше 
интерпретация требует, чтобы при таких процессах инертная масса ма­
териальной точки менялась как энергия покоя; это требование, конечно, 
нуждается в доказательстве.

Сейчас мы покажем, что если законы сохранения энергии и импульса 
справедливы во всех системах координат, связанных друг с другом пре­
образованиями Лоренца, то энергия и импульс действительно определя­
ются приведенными выше формулами и предполагаемая эквивалентность 
массы и энергии покоя также существует.

Начнем с простых кинематических следствий преобразований Ло­
ренца:

, ^ 4 -  г х '  х '  4- гГ , ,
I = -----1----- г 7 ,-------X —  ----- 1------ г- , у —  у  2 =  2 ,

( 1 _  „ 2 )7 . ’ ( 1 _  2,2)72 У У

где V — относительная скорость координатных систем К  и К '. Те же са­
мые соотношения выполняются и для дифференциалов йх и т. д. Произ­
водя соответствующие вычисления, легко получить закон преобразования 
компонент скорости:

ы. -(- V и„ (1 —  V*)1!2 и  (1 —  г 2)1/г
Щ =  ------ 7— , Щ =  ---------;----- , Щ =  —------ г---- .

1 - } -  и^о 1 +  и^р 1 - ( -  и ^0

Отсюда следует # 2 2
и '2 -|- 2 V2 —  и '2 V2,— щи ’3 V2

,2  _

(1 +  иг\ 

1 -(- и̂ о

равно как и
(1— М2)1/г (1 — ц'2)^ (1 — У2)1/г ’

и\ их +  27
(1— „2)7* _  „'2)7* (! _  2,2)7* ’

М2 м2 иг
(1 —„2)7* ( 1 _ „ '2)7* ’ ( 1 _ М2)7* ( 1 _ м'2)7**
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Для дальнейшего нам понадобится понятие пары частиц. Под парой 
частиц мы будем понимать две материальные точки, скорости которых 
в системе К' равны по величине и противоположны по направлению 
(дальше мы будем рассматривать случай частиц равной массы). Две час­
тицы пары мы будем обозначать индексами «+» и «—». Итак, и, =  и\

* ' тт ’и1+ =  — иг- и т. д. Применяя к ним наши преобразования, мы полу­
чаем после сложения:

(1 —  и 2 )^2 (1 —  и 2 )*/* (1 —  и ' 2 )Ч* (1 —  V2)'/2 ’

и1+ , и1- 2у
.!/„ "Г(1 — и \ )1/2 (1 — и1 ),/г (1 — и'2 )*/• (1 _  г?2)1̂  ’ ^

и„, и„ ££_____1_____ *1___ — О
(1 — Т  (1 — м?)1/г

(1 — и2 )̂ * (1 — и2 )'

Суммы в левых частях этих уравнений зависят только от скорости пары и' 
по отношению к избранной нами системе К ’ и от относительной скорости V 
систем К' и К, но не от направления движения частиц.

Отметим, что уравнения (1) можно вывести более простым способом, 
рассматривая непосредственно преобразования для суммы 4-векторов 
скоростей частиц пары. Однако я выбрал другой путь, так как законы 
сохранения подсказывают именно такую трехмерную систему записи.

Перейдем теперь к сути дела. Предположим, что импульс и энергия 
материальной точки даются выражениями вида

1„ =  т и ^  (м), Е = Е0 +  тпЕ (и) (V =  1, 2, 3) ,

где Е и С — универсальные четные функции скорости и, обращающиеся в 
нуль при и =  0. Тогда тй(и) будет представлять собой кинетическую 
энергию, Е0 — энергию покоя материальной точки, а т — массу покоя, 
или просто массу. Здесь предположено, что импульс и энергия точечной 
массы не зависят от направления движения и от ориентации точечной 
массы относительно ее скорости. Далее предполагается, что в выражения 
для импульса и энергии входит одна и та же постоянная масса т. Позд­
нее мы найдем этому частичное обоснование.

Рассмотрим теперь упругое нецентральное соударение двух частиц 
одинаковой массы. Всегда можно выбрать систему координат К  так, 
чтобы по отношению к ней скорости масс перед столкновением были бы

27*
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равны друг другу по величине и противоположны по направлению. Ка­
ковы скорости частиц после столкновения по отношению к системе К '? 
Если бы скорости после соударения не были, как и раньше, равны 
и противоположны, то это противоречило бы закону сохранения импульса. 
Если бы по величине равные скорости обеих масс после столкновения не 
равнялись бы соответствующим скоростям до столкновения, то в случае 
упругого столкновения это противоречило бы закону сохранения энергии. 
Эти заключения совершенно не зависят от конкретного вида зависимости 
импульса и энергии от скорости. Таким образом соударение лишь изме­
няет направление движения двух точечных масс по отношению к систе­
ме К ’. Коротко это можно выразить так: пара частиц перед соударением 
преобразуется после соударения в пару частиц с той же самой скоростью и .

Итак, правая часть уравнений (1) при столкновении не изменяется. 
Из уравнений (1) далее следует, что по отношению к системе К  мы имеем 
следующие уравнения для состояний до и после столкновения:

Величины, над символами которых стоит черта, относятся к состоя­
нию после столкновения. Эти уравнения, справедливые для общего слу­
чая упругих соударений равных масс, имеют форму законов сохранения; 
поэтому можно считать доказанным, что не существует никаких других 
симметричных или антисимметричных функций от компонент скорости, 
которые в рассматриваемом случае упругих столкновений двух одинако­
вых точечных масс давали бы похожие соотношения. В соответствии с 
этим мы должны рассматривать

1
[+ ) !̂ (1 — и~ )^г (1 — м+ )̂ * (1 — и~ )̂ 2 *(1 — и‘

(2 )

тщ (3)(1 — И2)1/*
как импульс и

(4)

как кинетическую энергию частицы

1 Это выражение, естественно, должно обращаться в нуль при и =  0; вследствие 
этого оно определяется как энергия, которую необходимо сообщить (без внут­
ренних изменений) первоначально покоящейся частице для достижения скоро-
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Перейдем теперь к доказательству того, что масса равна энергии по­
коя. Для полной энергии Е  движущейся частицы мы должны взять вы­
ражение

£  =  'Е о  +  т ( 1 Т З ^ - 1 ) *  <4 »>

причем мы будем предполагать, что Е 0 (энергия покоя) и т могут изме­
няться в случае, если взаимодействие точечных масс не является упругим.

Теперь рассмотрим неупругое соударение двух частиц с одинаковыми 
массами и энергиями покоя, которые перед соударением образовывали 
пару частиц по отношению к системе К' (скорости равны и противопо­
ложны). Далее мы предположим для простоты, что частицы при соударе­
нии претерпевают одинаковые внутренние изменения. Из закона сохра­
нения импульса следует, что в системе К ' конечные скорости частиц 
должны быть одинаковы по величине и противоположны по направлению 
(и+ = —и_). Закон сохранения энергии в системах К' ж К  соответственно 
дает _ _

2Е0+ 2 т ( ---- — г  — \ \  =  2Ёа +  2т (------------- —  1 ),
I (1 -  и*) )  {(1 — и*) '- )

2 Е0 +  тп{ -т—п------ О  "Ь т [ —г т ,---- 0  =
1(1- о ' *  )  и « - » ! ) ' •  1

— 2Е„ +  т ('■—-  1  ̂+  т (----- * 4  — 1) •
1 (1 Ц1 — и* )’А )

Поскольку частицы составляли пару до и после соударения, последнее 
уравнение можно с помощью равенств (1) переписать в следующем виде:

Ео — т -1—  ------  ..------- -л -  = Е 0 — т
( 1  _  и 2 )7*  ( 1  _  г 2 )ж/2 0  1 ( 1  —  м в )ж/2 *

Аналогичным образом преобразуем первое уравнение:

Е 0- т - {  ^— тг = Ё 0 — т Н (5)
0 ^  (1 — ы*)/я (1 — и2) /а

Умножая последнее уравнение на 1 / ( 1  — г?2)1/» и вычитая результат 
из предыдущего уравнения, получаем

[ ( £ , - £ „ )  — ( т - т ) ]  [  (1_ >̂ )-7. — 1] =  ° ’
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ИЛИ р р “  / /? \Е0 — Е 0 =  пг — т0. (6)

Таким образом энергия покоя при неупругом соударении изменяется 
аддитивно, так же как масса. Что касается энергии покоя, то она опреде­
ляется, как это следует из самого понятия энергии, лишь с точностью 
до аддитивной постоянной, и мы можем наложить условие, чтобы Е0 
обращалось в нуль вместе с т. При этом

Е 0 = т,

что и является доказательством принципа эквивалентности инертной 
массы и энергии покоя.

Из закона сохранения ^-компоненты импульса следует (для неупру­
гого столкновения): 

и

( 1 _ u2)V2 (1 — u2 )'/2 (1 — u2 )1/* (1 — й® )V* ’

что после применения второго из уравнений (1) дает для состояний до 
и после соударения

т    т

(1 — u2)v* ~  (1 — й2)1/! *

Это же соотношение следует также из уравнений (5) и (6), полученных 
из закона сохранения энергии. Если бы мы с самого начала приняли, 
что в выражение для импульса входит постоянная масса, отличная от 
той, которая входит в выражение для энергии, то с помощью аналогич­
ных соображений можно было бы показать, что при неупругом столкнове­
нии «импульсная масса» изменяется точно так же, как «энергетическая 
масса». Это является частичным обоснованием принятого равенства друг 
другу обеих масс.

Наши результаты можно резюмировать следующим образом. Если при 
столкновении точечных масс законы сохранения выполняются во всех 
(лоренцовых) системах координат, то из одного этого следуют извест­
ные выражения для импульса и энергии, равно как и справедливость 
принципа эквивалентности массы и энергии покоя.

Профессор Биркхоф обратил мое внимание на то, что в его книге 
«Relativity and Modern Physics», написанной совместно с профессором 
Лэнджером, приведены сходные соображения относительно столкновений 
частиц, а также относительно энергии и импульса. Несмотря на это, мне 
кажется, что приведенный выше вывод представляет определенный инте­
рес.

*22
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Так, в только что упомянутой книге существенно используется поня­
тие силы, которая в релятивистской теории не имеет такого непосредствен­
ного смысла, как в классической механике. Это связано с тем фактом, 
что в последней силу следует рассматривать как заданную функцию 
координат всех частиц, что, очевидно, невозможно в релятивистской тео­
рии. Поэтому я не ввел понятие силы.

Кроме того, я избегал делать какие бы то ни было предположения о 
трансформационных свойствах энергии и импульса по отношению к пре­
образованиям Лоренца.



из
ПРОБЛЕМА ЧАСТИЦ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ•
(Совместно с Н. Розеном)

Несмотря на большие успехи в различных областях, современная 
теоретическая физика еще далека от единой системы, которая позволяла 
бы теоретически рассматривать все явления. Существует релятивистская 
теория макроскопических явлений, которая, однако, пока не может объяс­
нить атомистическую структуру вещества и квантовые эффекты; кроме 
того, существует квантовая теория, удовлетворительно описывающая 
большой класс атомных и квантовых явлений, но, в силу своей природы, 
плохо согласующаяся с принципом относительности. При таком положе­
нии вещей кажется не лишним поднять вопрос о том, в какой степени 
метод общей теории относительности открывает новые пути для объясне­
ния атомных явлений. В этой работе мы хотим привлечь внимание к су­
ществованию такого пути, хотя мы и не можем сейчас решить вопрос, 
способна ли эта теория описать квантовые эффекты. Тем не менее мы 
считаем, что публикация этого теоретического метода оправдана, по­
скольку он дает четкую процедуру при минимуме предположений, сле­
дование которой наталкивается лишь на математические трудности.

Вопрос, о котором идет речь, может быть сформулирован следующим 
образом: можно ли считать приемлемой такую атомистическую теорию 
вещества и электричества, которая не содержит особенности поля, и 
использует ТОЛЬКО переменные гравитационного ПОЛЯ (g^) и переменные 
электромагнитного поля в смысле Максвелла (векторный потенциал ф^)?

На этот вопрос хочется дать отрицательный ответ, основываясь на 
том, что решение Шварцшильда для сферически симметричного статиче­
ского гравитационного поля и обобщение этого решения Рейснером на 
случай электростатического поля имеют сингулярности. Кроме того, по­
следнее из уравнений Максвелла, выражающее равенство нулю диверген­

* The Particle Problem in the General Theory of Relativity. (With N. Rosen). Phys.
Rev., 1935, 48, 73—77.
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ции (контравариантной) плотности электрического поля, по-видимому, 
вообще исключает существование плотности заряда и, стало быть, элек­
трически заряженных частиц.

Исходя из этих соображений, различные авторы иногда отмечали, что 
существует возможность описания материальных частиц как сингуляр­
ностей поля. С такой точкой зрения мы, однако, никак не можем согла­
ситься. Дело в том, что сингулярности приводят к такому произволу в 
теории, который делает ее бессодержательной. Хорошее подтверждение 
этого содержалось в письме Зильберштейна к одному из авторов *. Как 
известно, Леви-Чивита и Вейль дали общий метод отыскания аксиально 
симметричных статических решений уравнений гравитационного поля. 
Пользуясь этим методом, можно без труда получить решение, эвклидово 
на бесконечности и регулярное всюду, кроме двух (особых) точек на оси 
симметрии. Если считать теперь, что особенности соответствуют части­
цам, то этот пример отвечает случаю двух частиц, не ускоряемых их 
гравитационным взаимодействием, что, конечно, недопустимо с точки 
зрения физики. Поэтому мы думаем, что любая теория поля должна оста­
ваться верной основному принципу отсутствия особенностей. Ниже мы 
покажем, что существует естественная возможность прийти к утвердитель­
ному ответу на поставленный нами вопрос.

§ 1 . С пециальны й класс сингулярностей  
и и х  исключение

Первым шагом к общей теории относительности явился так называе­
мый принцип эквивалентности: если в свободном от гравитационного поля 
пространстве равномерно ускорять какую-либо систему отсчета, то эта 
система отсчета может рассматриваться как «покоящаяся», при условии, 
что состояние пространства по отношению к ней можно интерпретировать 
как однородное гравитационное поле. Известно, что последнее точно опи­
сывается метрическим полем 2

йв2 =  — <1х̂  — <1х* — (1х̂  +  а2х^ с1х*. (1)

1 Ср. 8 Н Ь е г з 1 е 1 П. РЬув. Иеу., 1936, 49, 268, а также статью 114.— Прим.
ред' ™2 Следует отметить, что это метрическое поле охватывает не все пространство мин-
ковского, а только часть его. Так, например, преобразование, превращающее <1в =  
=  — ^£2 — — йЩ +  б*£2 в соотношение (1), имеет вид £1 =  а^сМоех«,
| 2 =  *г, £з =  х8, £4 =  Отсюда следует, что только те точки, в кото­
рых £2 >  £2, соответствуют точкам, для которых соотношение (1) представ­
ляет собой определение метрики.
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К омпоненты  этого поля удовлетворяют в общем случае уравнению

Яшт, — 0, (2)
и, следовательно, уравнениям

К ы  =  Я-Ш т =  0 .  (3 )

Компоненты^, соответствующие (1), регулярны во всех конечных точках 
пространства-времени. Тем не менее нельзя утверждать, что уравнению 
(3) удовлетворяет решение (1) для всех конечных значений хъ ..., ж4. Это 
связано с тем фактом, что определитель g, составленный из величин 
обращается в нуль при хх=  0. Поэтому контравариантные тензоры 
становятся бесконечными, а тензоры Я)ат и Яы принимают вид 0/0. По­
этому уравнение (3) на гиперплоскости хг=  0 имеет особенность.

Теперь мы задаемся вопросом, нельзя ли естественным образом и без 
значительных изменений сформулировать закон гравитационного поля 
(а позже и закон гравитационного и электрического полей) так, чтобы
решение (1) удовлетворяло уравнениям поля во всех конечных точках,
т. е. и при хх— 0. В. Майер обратил наше внимание на тот факт, что тен-4
зоры Пмт и Лы можно путем их умножения на соответствующие степени 
§ превратить в рациональные функции компонент и их двух первых 
производных. Легко показать, что знаменатель выражения g2R](l не боль­
ше единицы. Поэтому, если мы заменим уравнения (3) на

Яш =  g*Rы =  0, (За)
то эта система уравнений удовлетворяется решением (1) во всех конечных 
точках. Таким образом, исключение знаменателей сводится к замене 
тензора £>* произведением величин gv,v в g. Поэтому вместо тензоров 
приходится оперировать с тензорными плотностями соответствующего веса. 
Таким путем удается избежать особенностей этого специального класса, 
характеризуемых обращением в нуль определителя g.

Решение (1), естественно, не имеет более глубокого физического смыс­
ла, поскольку дело касается пространственной бесконечности. Однако
оно позволяет увидеть, в какой степени регуляризация гиперповерхно­
стей g =  0 приводит к теоретическому описанию вещества, рассматривае­
мого с точки зрения первоначальной теории. В рамках первоначальной 
теории уравнения гравитационного поля имели вид

=  (4)

где Ты — тензор плотности массы или энергии. Для интерпретации соот­
ношения (1) с точки зрения этой теории мы должны аппроксимировать
4 2 «
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линейный элемент каким-либо другим выражением, не имеющим особен* 
ности при g — 0. Соответственно этому мы вводим малую постоянную а 
и полагаем

ds2 =  — dx* — dx\ — dx ® +  (a2xj +  a) dx%. (la)

Чем меньше выбрана величина er (^>0), тем меньше будет разница между 
этим гравитационным полем и полем, соответствующим линейному эле­
менту (1).

Если теперь ВЫЧИСЛИТЬ (фиктивный) тензор энергии Tib, ТО для от­
личных от нуля компонент его получим

а 2/<з
Т 22 =  Т 23 =  (1 _J_ а 2ж2/о ) 2 •

Отсюда видно, что чем меньше постоянная сг, тем сильнее этот тензор скон­
центрирован в окрестности гиперповерхности хх=  0. В первоначальной 
теории решение (1) содержит сингулярность, соответствующую энергии 
или массе, сосредоточенной на поверхности хх=  0; однако в видоизменен­
ной теории соотношение (1) представляет собой решение уравнения (За), 
свободное от особенностей и описывающее массы, создающие поле; при 
этом не требуется введения новых переменных П О ЛЯ .

Ясно, что все дифференциальные уравнения могут быть записаны в 
форме, в которой отсутствуют знаменатели и где тензоры заменены тен­
зорными плотностями соответствующих весов.

Следует заметить, что в случае решения (1) все поле состоит из двух 
равных частей, разделяемых такой поверхностью симметрии хг— 0, что 
ДЛЯ соответствующих точек (xlt х2, Х3, Xj) И (—хх, Х 2, Х3, аг4) величины gill 
равны. В результате мы нашли, что определитель g, хотя и может обра­
щаться в нуль (для х г=  0), тем не менее изменения знака g и вообще 
изменения сигнатуры квадратичной формы (4) при этом не происходит. 
Эти результаты имеют фундаментальное значение для физической интер­
претации теории и мы с этим еще столкнемся при обсуждении рассматри­
ваемых ниже решений.

§ 2 . Р еш ение Ш варцш ильда
Как известно, Шварцшильд нашел сферически симметричное статиче­

ское решение уравнений гравитационного поля:

ds2 = ------- L-J- dr2 — г2 (tfe2 +  sin2 0 dq>*) +  (l — у )  dt2, (5)
1 — — г
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(г >  2т, б меняется от 0 до я , а ф — от 0 до 2л); вместо переменных 
хъ х2, х3, х х здесь введены переменные г, 0, ф, t. Обращение в нуль при 
0 =  0 определителя, составленного из величин £рУ, несущественно, так как 
соответствующее (пространственное) направление ничем не выделено. С дру­
гой стороны, величина при г =  2т обращается в бесконечность и, 
следовательно, здесь возникает особенность.

Если вместо г ввести новую переменную в соответствии с равенством

и2 =  г — 2т, 
то для ds2 получается выражение

ds* =  — 4 (и2 -f  2т) du2 — (и2 -f  2т)2 (dQ2 -f  sin 0 efcp2) -f  — dt2. (5a)U “t-* Z771

Полученные таким образом новые величины g ^  оказываются регуляр­
ными функциями при всех значениях переменных. Однако при и — 0 вели­
чина g44, а следовательно и определитель g, обращаются в нуль. Это не 
противоречит тому, что уравнения поля (За), не имеющие знаменателей, 
удовлетворяются при всех значениях независимых переменных. Таким 
образом мы имеем дело с решением (новых) уравнений поля, которое не 
имеет особенностей на конечном расстоянии. Гиперповерхность и =  0 (в 
первоначальных переменных г =  2т) играет здесь ту же роль, что и 
гиперповерхность Xi=  0 в предыдущем примере.

Когда и меняется от — оо до +  оо , переменная г изменяется от +  оо 
до 2т и затем снова от 2т до +  °°. Попытка интерпретации регулярного 
решения (5а) в пространстве г, б, ф, t приводит к следующему результату. 
Четырехмерное пространство математически описывается двумя конгру­
энтными областями или «листами», соответствующими значениям 
и и<^0, которые соединяются гиперплоскостью г = 2т или и =  0, на ко­
торой g обращается в нуль 3. Такое соединение двух листов мы назовем 
«мостом».

Решение, свободное от сингулярностей, мы можем теперь рассматри­
вать как математическое описание элементарной частицы (нейтрона или 
нейтрино). Характерной чертой развиваемой нами теории является то, 
что она описывает пространство с помощью двух листов. Пространствен­
но конечный «мост», соединяющий эти листы, описывает электрически 
нейтральную элементарную частицу. С помощью этой концепции мы по­
лучаем возможность описывать элементарную частицу, используя лишь 
уравнения поля, без введения новых переменных для описания плотности

8 Вследствие симметрии относительно гиперповерхности и =  0 знак g на этой 
поверхности не меняется.
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вещества. Такой подход позволяет понять атомистический характер мате­
рии, так же как и понять, почему не могут существовать частицы с отри­
цательной массой. Последнее становится ясным из следующих соображе­
ний. Если мы будем исходить из решения Шварцшильда с отрицательным 
т, то мы не сможем получить регулярное решение, вводя вместо г новую 
переменную и ; иначе говоря, для частицы с отрицательной массой «моста» 
не существует.

Если мы рассмотрим еще раз решение (1) с точки зрения той информа­
ции, которую мы получили из решения Шварцшильда, то увидим, что 
две конгруэнтные области для хг^> 0 и #!<[ О опять могут быть истолко­
ваны как два листа, соответствующие одному и тому же физическому 
пространству. Гравитационное поле в этом примере представляет собой 
не зависящее от х2 и ха поле, кончающееся на плоскости с конечной плот­
ностью массы, образующей границу пространства. В этом примере, так 
же как и в случае Шварцшильда, можно построить решение, свободное 
от особенностей на конечных расстояниях, если ввести видоизмененные 
уравнения гравитационного поля (За).

Основной смысл приведенных нами рассуждений состоит в том, что 
они указывают путь к удовлетворительной трактовке движения в грави­
тационном поле. Одним из недостатков первоначальной релятивистской 
теории гравитации являлось то, что она как полевая теория была неполной; 
она вводила независимый постулат, согласно которому закон движения 
частицы задавался уравнением геодезической 4. Полная полевая теория 
может включать в себя только поле, но не частицы и величины, харак­
теризующие их движения. Последние не могут существовать независимо 
от поля, а должны рассматриваться как его часть. На основе описания 
частицы без особенностей можно дать логически более удовлетвори­
тельное решение этой проблемы: при этом проблемы поля и движения 
совпадают.

Если имеется несколько частиц, то этот случай соответствует отыска­
нию такого свободного от особенностей решения видоизмененных уравне­
ний (За), которое описывает пространство в виде двух листов, соединен­
ных несколькими «мостами»'. Каждое такое решение является одновремен­
но решением проблемы поля и проблемы движения.

В этом случае невозможно с помощью одной координатной системы 
описать все поле, не вводя при этом особенностей. Наиболее простым 
способом выбора системы координат оказывается следующий.

4 Ради справедливости следует отметить, что в первоначальной теории относи­
тельности эта трудность формально обходилась путем введения тензора энер­
гии в уравнения поля. Однако с самого начала было ясно, что это было линь 
феноменологическим описанием, которое не могло быть окончательным«
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1. Одна система координат описывает один из листов. По отношению 
к этой системе поле будет иметь особенность на каждом из мостов.

2. Каждому из мостов отвечает особая система координат, не имеющая 
особенностей поля на мосте и в его окрестностях.

Вне гиперповерхности % =  0 между координатами системы, описываю­
щей лист, и координатами систем, описывающих поле на мостах, должно 
существовать регулярное преобразование координат с отличным от нуля 
определителем.

§ 3 . О бъ единенное п ол е. Электромагнетизм
Наиболее простой метод включения электромагнетизма в рамки кон­

цепций общей теории относительности основан на следующих соображе­
ниях. Если кроме чисто гравитационного поля присутствуют также и 
другие переменные поля, то гравитационные уравнения имеют вид

~2 =  (4)

где Ты — тензор энергии вещества, т. е. та часть математического выра­
жения энергии, которая зависит не только от При феноменологиче­
ском описании вещества — если его рассматривать как пылевидную ма­
терию, т. е. пренебречь давлением — следует положить

грЦс   йя? (ЬсР
~~ Р с1в *

<1хг глгде р — это скалярная плотность, — вектор скорости вещества. Сле­
дует отметить, что компонента Т\ оказывается при этом положительной 
величиной.

Дополнительные переменные поля в принципе удовлетворяют таким 
дифференциальным уравнениям, вследствие которых дивергенция Т ^ гГПдкш 
обращается в нуль. Поскольку дивергенция левой части уравнения (4) 
тождественно обращается в нуль, это означает, что между величинами, 
входящими во все уравнения поля, существует четыре тождественных со­
отношения, необходимые для совместности этих уравнений. Благодаря 
этому условию в некоторых случаях удается определить структуру тензо­
ра Ты, но не его знак. Представляется естественным выбрать этот знак 
так, чтобы компонента Т\ (в случае специальной теории относительно­
сти) всегда была положительной.

Как известно, электромагнитное поле Максвелла описывается анти­
симметричным тензором ф(ху(= дфц !дх'* — дц> /̂йх )̂, который удовлетворяет
430
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уравнениям поля _  0
о б -  (6)

Из этих уравнений вытекает известное следствие, что дивергенция 
тензора .

—  (7)

обращается в нуль. Здесь знак выбран так, что компонента Т\ оказывает­
ся положительной в случае специальной теории относительности. Если 
подставить это выражение для Ты в уравнения гравитационного поля (4), 
то последние вместе с уравнениями (6) и (7) составляют систему уравне­
ний теории гравитации и электромагнетизма.

Чтобы оказалось возможным получить статическое сферически сим­
метричное решение этих уравнений, не имеющее особенностей и описы­
вающее заряженные частицы, необходимо подставить в уравнения грави­
тационного поля тензор Ты с обратным знаком. Делая эту замену знака,
получаем решение

ф1 =  ф2 =  фз =  0, ф4 =  е /г ,

 -----------2т1 в* +  з іп * 0 Л р * ) +  ( 1 - ^ - ^ )  Л » .

1 ~  г 2г2

(8)

Здесь тп, очевидно, имеет смысл тяготеющей массы, а е — электрического 
заряда.

Оказывается, что и в этом случае не представляет труда построить 
свободное от особенностей решение, соответствующее приведенному выше 
решению б. Любопытно, что масса тп при этом не определяется электриче­
ским зарядом е и что тп и е оказываются независимыми постоянными инте­
грирования. Кроме того, для устранения особенностей вовсе не обязатель­
но считать тяготеющую массу тп положительной. Действительно, как мы 
сейчас увидим, существует свободное от особенностей решение, в котором 
масса тп равна нулю. Поскольку мы считаем, что это решение с нулевой 
массой представляет физический интерес, рассмотрим случай тп =  0.

Уравнения поля без знаменателей могут быть записаны в виде

Фи  =  V «— ф»- ** V  •*“  =  ° ’
г* («I»+ ф<ач>;— х  «л »ф“э) =  °;

(9)

5 Если для Т{к принять обычный знак, то решение будет содержать 4- 82 вместо
— 82. В этом случае с помощью преобразования координат оказывается невоз­
можным получить свободное от сингулярностей решение.
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При этом в последнем уравнении член с R  опущен, так как он обращается 
в нуль вследствие соотношения (7), согласно которому компоненты 
равны нулю.

Если в соотношении (8) (при т =  0) переменную г заменить на и, 
согласно равенству

и2 =  г2 -  е2/2,
то получается

Ф1 =  Фа =  Фз =  0, ф4 =  е/ (и2+
' 1 • (8а)

ds2 =  — du2 — (и2 -f е2/2) (с?02 -f  sin2 0 с?ф2) +  [2и2/(2и2 -f в2)] eft.

Это решение не имеет особенностей на конечном расстоянии в про­
странстве, состоящем из двух листов, и заряду опять соответствует мост 
между листами. Таково описание элементарной электрически заряжен­
ной частицы с нулевой массой.

§ 4 . Заклю чение и общ ие зам ечания
Если решить уравнения общей теории относительности для статиче­

ского сферически симметричного случая, то независимо от того, присут­
ствует электрическое поле или нет, решение будет содержать особен­
ности. При незначительной модификации уравнений, при которой отбра­
сываются знаменатели, оказывается возможным получить регулярное 
решение, если физическое пространство рассматривать состоящим из 
двух листов. Нейтральная, гак же как и электрически заряженная, части­
ца, есть не что иное, как часть пространства (мост), соединяющая эти два 
листа. На соединяющей два листа гиперповерхности определитель, 
составленный из величин gv.v, обращается в нуль.

Можно ожидать, что процесс, в котором принимают участие несколько 
элементарных частиц, соответствует регулярному решению уравнений 
поля с несколькими мостами между двумя экивалентными листами, соот­
ветствующими физическому пространству. Только исследование этих 
решений может показать, насколько эта теория соответствует фактам. Пока 
мы даже не знаем, существуют ли вообще регулярные решения, которые 
имеют более чем один мост.

Оказывается, что наиболее простой электрической частицей в этой 
теории является частица без тяготеющей массы. Проблема электрона или 
протона представляет собой проблему двух мостов.

В пользу теории говорит то, что она объясняет атомистический харак­
тер вещества, а также и то, что в ней не существует нейтральных частиц
482
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с отрицательной массой. Кроме того, теория не вводит никаких новых 
переменных, кроме и фц, и в принципе может претендовать на полноту 
(или замкнутость). С другой стороны, априори не видно, включает ли 
она и теорию квантовых явлений. Тем не менее априори нельзя исклю­
чать возможность, что теория их содержит. Так, может оказаться, что 
существуют только такие регулярные решения с многими мостами, для 
которых «заряды» электрических мостов численно равны друг другу, а 
для «масс» мостов возможны только два значения, и для которых ста­
ционарные «движения» подчинены ограничениям, аналогичным тем, с ко­
торыми мы сталкиваемся в квантовой теории.

Во всяком случае здесь мы встречаемся с возможностью построения 
общей релятивистской теории вещества, которая с точки зрения логики 
является совершенно удовлетворительной и которая не содержит никаких 
новых гипотез.

Поступила 8 мая 1935 г.

28 а . Эйнштейн, том II
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ПРОБЛЕМА ДВУХ ТЕЛ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ•

( Совместно с Н. Розеном)

В недавней работе Зильберштейн 1 пытался доказать несправедливость 
общей теории относительности. Он рассуждал следующим образом:

а) Я построил статическое решение гравитационных уравнений, которое имеет 
две особые точки и не имеет других особенностей.

б) Представляемые этими точками частицы не ускоряют друг друга своими гра­
витационными полями, что противоречит опыту. Следовательно, гравитационные 
уравнения общей теории относительности неверны.

Мы хотим указать на следующее. Даже если утверждение «а» действи­
тельно справедливо, заключение «б» необоснованно. Дело в том, что в тео­
рии поля приемлемым является только такое описание масс, которое сво­
бодно от особенностей, поскольку в особых точках законы поля наруша­
ются. Однако даже утверждение «а» неверно. Мы покажем, что решение 
Зильберштейна имеет особенности и вне этих двух точек. Мы не отме­
тили этого в нашей предыдущей работе а, где мы ссылались на решение 
Зильберштейна, сообщенное перед этим одному из нас.

Чтобы линейный элемент вида (1) (см. работу Зильберштейна) представ­
лял собою регулярное гравитационное поле вне двух частиц, необходима 
не только непрерывность функций V и X и их первых производных, но 
функция X, кроме того, должна обращаться в нуль при хх — О всюду^за 
исключением двух точек, в которых расположены массы. Последнее усло­
вие необходимо для того, чтобы бесконечно малая окружность в плоскости 
х2 =  const, х х =  const с центром в точке хх =  0 имела бы отношение длины 
окружности к диаметру, в естественных единицах (интеграл от ds)

* Two-body Problem in General Theory of Relativity (W ith'N . Rosen). Phvs. Rev., 
1936, 49, 404-405. v ~

1 S i l b e r s t e i n «  Phys, Rev., 1936, 49, 268.
1 A, E i n s t e i n ,  N. R o s e n ,  Phys. Rev., 1935, 48, 73 (Статья 113),
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равное it. Можно показать, что рассматриваемое нами решение, на­
сколько это касается функции Л, не удовлетворяет этому условию.

Для этого мы перепишем соотношение (10) в более удобном виде, вводя 
угол а между двумя радиус-векторами г г и г а. Этот угол удовлетворяет
соотношению . ~/y v s m a  =  Dx\.
В формуле (10) член в скобках можно теперь записать в виде:

[ ] =  ±  cos a  — 1,
где двойной знак получается при извлечении квадратного корня. Согласно 
Зильберштейну, квадратный корень всегда должен быть положительным, 
и поэтому следует писать

[ ] =  | cos а  | — 1.
Это очевидным образом ведет, в противоречии с условием регулярности, 
к разрывности производной функции X на поверхности a =  л/2.

Более подробное исследование показывает, что на самом деле все вы­
числения можно провести, не вводя квадратного корня и сопутствующей 
ему неопределенности в знаке. При этом в правильное решение входит

[ ] =  cosoc — 1.

Однако это также не удовлетворяет условиям регулярности, так как X 
не обращается в нуль на оси (хх =  0) между двумя точками, в которых 
расположены точечные массы.

Мы хотим отметить, что в письме к одному из нас профессор Ланчос 
из университета в Пардю также обнаружил эту ошибку в работе Зильбер- 
штейна.

Принстон, 17 февраля 1936 г.

Уравнение (1) в статье Зильберштейна, на которую ссылается Эйнштейн, опреде­
ляет аксиально-симметричную метрику

ds2 =  ё^йх |  — e~2v [е2Х (dx\ -f- dx^j -J- афйс|],

где v и A, — функции координат.
Располагая частицы на оси х% на расстоянии D  друг от друга и обозначая 

через гі и гг расстояния точки до обеих частиц и через Li и L% две постоянные, 
Зильберштейн получает

Это и есть формула (10).



№

ЛИНЗОПОДОБНОЕ ДЕЙСТВИЕ ЗВ Е ЗД Ы  
ПРИ ОТКЛОНЕНИИ СВЕТА  

В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ*

Некоторое время тому назад меня навестил Р. Мандл и попросил 
опубликовать результаты небольшого расчета, который я провел по его 
просьбе. Уступая его желанию, я решил опубликовать эту заметку.

Свет, идущий из звезды А, проходит через гравитационное поле другой 
звезды В, радиус которой равен В 0. Пусть наблюдатель находится на 
расстоянии В  от В  и на расстоянии х, малом по сравнению с В , от 
продолжения линии А В , соединяющей центры звезд А та. В. Обозначим 
через а0 величину получаемого в общей теории относительности отклоне­
ния светового луча, проходящего мимо звезды В  на расстоянии Д0 от ее 
центра. Ради простоты предположим, что А В  велико по сравнению с 
расстоянием наблюдателя от «отклоняющей» звезды В. Будем пренебре­
гать также эффектом перекрытия (геометрическое затемнение) звездой В , 
который действительно ничтожен во всех практически важных случаях. 
Для этого необходимо, чтобы В  намного превышало радиус Д0 «откло­
няющей» звезды.

Из закона отклонения следует, что наблюдатель, расположенный точно 
на продолжении линии А В , увидит вместо точечной звезды А светя­
щийся круг с угловым радиусом р вокруг центра В. Здесь

Следует заметить, что этот радиус Р уменьшается с увеличением расстоя-

* Lens-like Action of a Star by the Deviation of Light in the Gravitational Field. Scien-

ния D не как , 1а как - 7 =
V d '

ce, 1936, 84j 506—507.
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Конечно, нельзя надеяться на то, что удастся прямо наблюдать это 
явление. Во-первых, едва ли мы когда-нибудь приблизимся достаточно 
близко к такой линии центров. Во-вторых, угол § слишком мал по срав­
нению с разрешающей силой наших инструментов. Действительно, откло­
нение а0 по порядку величины равно одной секунде, угол под кото­
рым видна «отклоняющая» звезда,— много меньше. Поэтому свет, идущий 
из светящегося круга, не может быть отделен наблюдателем от света, испу­
скаемого звездой В ; возрастет лишь кажущаяся яркость звезды В.

Похожее явление будет иметь место, если наблюдатель расположен 
на малом расстоянии х от линии центров АВ. Однако в этом случае 
наблюдатель увидит вместо А два точечных источника света, отклоненных 
приблизительно на угол (3 от истинного геометрического положения А .

Кажущаяся яркость звезды А увеличивается в д раз благодаря 
линзоподобному действию гравитационного поля звезды В. Величина д 
значительно больше единицы только в том случае, если х настолько 
мало, что наблюдаемые положения А и В  совпадают в пределах разре­
шающей силы наших инструментов. Простое геометрическое рассмотре­
ние приводит к выражению

Если нас интересует случай д 1, то формула

является достаточно хорошим приближением, так как величиной хгИ% 
можно пренебречь. Даже в наиболее благоприятных случаях длина I 
равна нескольким световым секундам и расстояние х должно быть мало 
по сравнению с этой величиной, если мы хотим, чтобы благодаря линзо­
подобному действию В  видимая яркость А  значительно увеличилась.

Следовательно, у нас мало шансов наблюдать это явление, даже если 
пренебречь ослепляющим действием света намного более близкой звезды В. 
Кажущееся увеличение д вследствие линзоподобного действия звезды В  
представляет собой чрезвычайно любопытный эффект не только потому, 
что д стремится к бесконечности с уменьшением X, но и потому, что с 
увеличением расстояния до наблюдателя эффект не уменьшается, но 
Даже растет пропорционально ]ЛС).

где
I =: ] / а 0Айо.
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В статье дается строгое решение для цилиндрических гравитационных волн. Для 
удобства читателя в первой части статьи излагается уже известная в основном теория 
гравитационных волн и их излучения. После того как были получены соотношения, 
вызывающие сомнение в существовании строгих решений для волнообразных грави­
тационных полей, строго исследуется случай цилиндрических гравитационных волн. 
При этом оказывается, что строгие решения существуют и что задача сводится к обыч­
ным цилиндрическим волнам в эвклидовом пространстве.

I . П ри бли ж ен н ое реш ение задачи о п л оск и х  в о л н а х  
и излучение гр ав и тац и он н ы х волн

Хорошо известно, что применение приближенного метода интегриро­
вания уравнений гравитационного поля общей теории относительности 
обнаруживает существование гравитационных волн. Упомянутый метод 
состоит в следующем. Исходим из уравнений поля

если временная координата взята мнимой, как это было сделано Минков- 
ским. Предполагается, что величины малы, т. е. что гравитационное

( 1 )

заменим величины gii.v выражениями:

(2)

* On Gravitational Waves. (With N. Rosen). J . Franklin Inst., 1937, 223, 43—54*
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поле слабое. В уравнениях поля величины и их производные будут 
встречаться в различных степенях. Если у̂ у всюду достаточно малы по 
сравнению с единицей, можно получить решение уравнений в первом 
приближении, пренебрегая в уравнениях (1) более высокими степенями 
величин т^у (и их производных) по сравнению с низшими. Если, далее, 
ввести Ч̂ у вместо Т̂ у с помощью соотношений

Специализация вида ^у, содержащаяся в соотношении (2), сохра­
няется при бесконечно малом преобразовании координат

где — произвольные бесконечно малые функции. Поэтому можно за­
дать четыре значения ^  или четыре условия, которым должны удов­
летворять наряду с уравнениями (3); это сводится к специальному вы­
бору системы координат, в которой описывается поле. Выберем систему 
координат обычным образом — с помощью требования

Легко убедиться в том, что эти четыре условия совместны с приближен­
ными уравнениями гравитационного поля, если дивергенция ТуЛ, с тен­
зора Ту.у равна нулю, что необходимо предположить согласно специаль­
ной теории относительности.

Однако оказывается, что эти условия неполностью определяют систе­
му координат. Если ^ у  — решения уравнений (2) и (5), то у^у, после 
преобразования типа (4),

(3)

-!~ ( 4 )

Т^а.а — ( 5 )

(6)

также являются решениями, если удовлетворяют условиям

или
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Если можно добиться обращения ф-поля в нуль добавлением членов, 
подобных входящим в соотношение (6), т. е. посредством бесконечно 
малого преобразования, то описываемое гравитационное поле является 
лишь фиктивным.

Принимая во внимание соотношения (2), можно записать уравнения 
гравитационного поля для пустого пространства в виде

Плоские гравитационные волны, распространяющиеся в направлении 
положительной оси хи  получаются, если взять в виде ф (х1 +  гя4) 
(=ф (а;1 — £)), причем эти должны удовлетворять условиям:

Соответственно (бегущие) плоские гравитационные волны наиболее об­
щего вида можно подразделить на три типа:

а) чисто продольные волны:
ТО Л Ь К О  Т'п» Т14» Т44 отличны от нуля;

б) полупродольные, полупоперечные волны:
ТО Л Ь К О  Т21 И  Т 24» И Л И  ТО ЛЬ КО Тз1 и  Т34 о т л и ч н ы  от нуля;

в) чисто поперечные волны:
только ф22 , Тгз» Тзз отличны от нуля.

На основе предыдущих замечаний можно, далее, показать, что любая 
волна типа «а» или типа «б» представляет собой фиктивное поле, т. е. поле, 
которое может быть получено посредством бесконечно малого преобразо­
вания из эвклидова поля (ф^ =  =  0).

Проведем доказательство на примере волны типа «а». Если ф — соот­
ветствующая функция аргумента х, +  гя4, то, согласно условиям (9), 
следует положить

(8)

Т и  +  П и  =  0 ,

Т41 +  гТ 44 =  0 ,  

Т21 +  *'Т24 =  0 ,

Т з1 +  г'Тз4 =  0 .

(9)

Гп =  ф, Т 14 =  «ф, Т 44 =  —  Ф,

и, следовательно, также
Г п  =  ф, Т 14 =  гф, Г 44 =  —  ф .
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Если теперь выбрать £* и £4 (при £2 =  £3 =  0) так, что 

51 =  X (хх +  гя4), =  г’Х ( * 1  +  ЗД ,
то получим

+  ??, =  2*', &  +  5?, =  2£Х', &  +  &  =  - 2 х ' .

Это согласуется со значениями, приведенными выше для у п , у и , у44, если £
выбрать %' — у ф . Тем самым показано, что эти волны являются фиктивны­
ми. Аналогичное доказательство может быть проведено для волн типа «б».

Далее, мы хотим показать, что тип «в» также содержит фиктив­
ные поля, а именно, те, у которых Т22 =  Тзз Ф  0, у2з =  0. Соот­
ветствующими значениями ^  являются Тп =  Ти Ф  0» все остальные 
компоненты равны нулю. Такую волну можно получить, положив 
V  =  X» Е4 =  — г*Х» т* е- посредством бесконечно малого преобразования 
эвклидова пространства. Соответственно, в качестве реальных волн 
остаются только оба типа чисто поперечных волн, неисчезающими ком­
понентами которых являются

Г22 =  — Тзз (В1)
или

Г 2 3 .  ( в 2 )

Однако из закона преобразования тензоров следует, что оба эти типа 
волн могут быть преобразованы один в другой путем пространственного
вращения системы координат вокруг оси хх на угол ^  . Они представляют
просто разложение на составляющие чисто поперечной волны (единствен­
ной, имеющей реальный смысл). Тип (в^ характеризуется тем, что его 
компоненты не изменяются при преобразованиях

х2 — — х2, х[ =  хи х3 = х8, х4 =  х4
или

х 3 =  — х 3, х г =  х и  х 2 — х 2 , х 4 =  х 4,

в противоположность типу (в2), т. е. волны типа (вх) симметричны относи­
тельно плоскостей хххи и ххх8.

Исследуем теперь излучение волн в рамках приближенных (линеари­
зованных) уравнений гравитационного поля. Система уравнений, кото­
рую надо проинтегрировать, имеет вид

Т^.аа — 27^,, ,

Т̂ а.а =  0.
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Предположим, что физическая система, описываемая тензором 
находится вблизи от начала координат. Тогда поле определяется 
формально так же, как электромагнитное поле определяется системой элек­
тромагнитных токов. Обычным решением является решение в виде за­
паздывающих потенциалов

(И)
Здесь г означает пространственное расстояние рассматриваемой точки от 
элемента объема,  ̂ =  ж4/ £ — рассматриваемый момент времени.

Если рассматривать материальную систему, находящуюся в объеме 
с размерами, малыми по сравнению с г0 — расстоянием рассматриваемой 
точки от начала координат, а также малыми по сравнению с длинами 
излучаемых волн, то можно заменить г на г0, что дает

или

Компоненты Тцл» тем точнее аппроксимируются плоской волной, чем боль­
ше выбранное значение г0. Если рассматриваемую точку выбрать вблизи 
от оси хХу т о  нормаль волны параллельна направлению х ъ и только 
компоненты у22, т^з, Узд отвечают, согласно предыдущему, истинной гра­
витационной волне. Соответствующие интегралы (12) для излучающей 
системы, состоящей из движущихся друг относительно друга масс, не 
имеют, взятые сами по себе, простого смысла. Заметим, однако, что Т 
имеет смысл взятой с обратным знаком плотности энергии, которая в слу­
чае медленного движения практически совпадает с плотностью массы 
в смысле обычной механики. Как будет показано, интегралы (12) могут 
быть выражены через эту величину. Это можно сделать благодаря суще­
ствованию закона сохранения энергии-импульса физической системы

Т ^ . « -  0. (13)

Умножая второе из этих уравнений на х2, а четвертое — на — и ин­
тегрируя по всей системе, получаем два интегральных соотношения, кото­
рые вместе дают

 ̂ =  у  ̂  ̂  х\Т 44егг>. (1 За)
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Аналогично получаем

С Т3ф  -  у
4

 ̂Т 23̂ 17 =  У  Х2ХзТ и ^ *

Отсюда видно, что производные по времени от моментов инерции 
определяют излучение гравитационных волн, если весь метод приближен­
ных уравнений оправдан. В частности, видно также, что случай волн, 
симметричных относительно плоскостей хгх2 и х хх х, мог бы быть 
реализован с помощью упругих колебаний материальной системы, обла­
дающей теми же свойствами симметрии. Примером могут служить две рав­
ные массы, соединенные пружиной и колеблющиеся навстречу друг другу 
в направлении, параллельном оси х3.

Из закона сохранения энергии следует, что система, излучающая 
гравитационные волны, должна излучать и энергию, что приводит к 
затуханию движения. Тем не менее можно представить себе и случай 
незатухающих колебаний, если предположить, что кроме волн, излучае­
мых системой, имеется еще второе концентрическое волновое поле, рас­
пространяющееся внутрь, которое сообщает системе столько же энергии, 
сколько уносят расходящиеся волны. Тогда будет существовать незату­
хающий механический процесс, происходящий внутри системы стоячих 
волн.

Математически это связано со следующим обстоятельством, выяснен­
ным в свое время Ритцем и Тетроде. Интегрирование волнового уравнения

математически не является единственной возможностью. Можно провести 
это интегрирование также с номощью «опережающего» потенциала

□  ф =  — 4яр 

с помощью запаздывающего потенциала

или же с помощью наложения решений обоих типов, например
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Последняя возможность соответствует отсутствию затухания — случаю 
стоячей волны.

Следует отметить, что можно получить волны, генерируемые описан­
ным выше образом, сколь угодно точно аппроксимирующие плоские волны. 
Их можно получить, например, путем предельного перехода, предпола­
гая, что источник волн все более и более удаляется от рассматриваемой 
точки, причем переменный момент инерции тела должен одновременно 
пропорционально возрастать.

Выберем координаты хъ х2 в меридиональной плоскости так, чтобы 
через хг — 0 проходила ось вращения, а х2 изменялась от 0 до бесконеч­
ности. Пусть хь — угловая координата, определяющая положение мери­
диональной плоскости. Пусть также поле симметрично относительно 
каждой плоскости х2 =  const и относительно каждой меридиональной 
плоскости. Требуемая симметрия приводит к обращению в нуль всех 
компонент ^ v, содержащих один, и только один, индекс 2; то же спра­
ведливо и для индекса 3. В таком гравитационном поле только компо­
ненты

могут быть отличны от нуля. Для удобства выберем все координаты ве­
щественными. Далее можно преобразовать координаты хг, я4 так, чтобы 
удовлетворить еще двум условиям. В качестве этих условий возьмем

Легко показать, что это можно сделать, не вводя никаких особенностей. 
Положим теперь

П . С трогое реш ение  
для цилиндрических волн

#11» # 2 2 , # 3 3 , gu, gu

(14)

gu = gu = А,

(15)

— gss =  С
где А , В, С >  0.
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В4С4

В этих обозначениях вычисление дает

^  А \ В ' С ) ВС г  4 Н  +  С ] ] *

В\ с\4 I 4Т> 2 « Са ВС 
Л1 / В\ , С1

+

2Л
В

2Л 
С

/ Т, 1 г>\ Л44 | С44 Ли Сц .
(«аг — = - 4  +  -р- — - х — с- +

+ _1-
С2

Л а3 гг   Л44 I Вы __ лЦ
~  ~А В А

5 . 4 - —1
С2 Л2 

5ц

2Л*
Л2

В +

+  У
2А{ 2А  + ?±

Ла 'Г  5 а
В2

4
В2

2 ( А
5п ■ Си 
5  С

Я* С?
——ч——В2 С2

В 1С1
■ \g u fl)  -

I А\ / В\ . С1 \ . 5 4С4 . Л4 / #4 . С4 \"| 
^  А  \ В С } ВС +  Л

9  тэ _ Ви . С14

 ̂ “  “В +  ~с
5 :5 4 С1С4 
£2 “Г С%

+ Ш + ^ )  + Ш + Ш ]

(16)

где индексами у членов в правой части обозначено дифференцирование. 
Если взять в качестве уравнений поля эти выражения, приравненные 
нулю, заменить второе и третье их суммой и разностью, и ввести в каче­
стве новых переменных

а =  1п А,

р = у 1 п  (В/С), 

Г =  2  1п(ЯС),
то получим:

2Т44 +  у  1р4 +  Эт! +  3? — Т? — 2а1т,1 — 2а4Т4] — О, 

2 (<Хц — а44) +  2уи  — 2у44 4- [3? у1 — Зл — т 4] =  О,

(15а)

(17)

(18)
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Р п  —  Р44 +  [Р 1Т 1 +  Р4Т4] =  

2 ги  +  у  [ $  +  ЗГ1 +  Й  —  г !  —  2 а хГ1 — 2а4г 4] =  О, 

2Г14 +  [Р 1Р4 +  Г 1Г 4 —  2<Х1Г 4 —  2 а 4п ]  =  0 .

(19)

(20) 

(21)

(22)
Подстановка

Т =  1п <з, <з =  (ВС)1/* (23)
приводит к волновому уравнению

<3ц — <з44 =  0,
имеющему решение

(24)

a =  f ( x 1-{-xi) +  g (хг — хх), (25)

где /  и £ — произвольные функции. Уравнение (18) сводится к уравне­
нию:

Тогда из уравнения (17) видно, что у  не может всюду обращаться в 
нуль.

Теперь необходимо выяснить, существуют ли волнообразные про­
цессы, для которых у не равно нулю. Заметим, что такой волнообраз­
ный процесс представляется в первом приближении «волнообразной» 
функцией Р, т. е. Р-функцией, зависимость которой от хх и хх обнаружи­
вает максимумы и минимумы; того же следует ожидать и для строгого 
решения. В отношении у  известно, что е* =  о удовлетворяет волновому 
уравнению (24) и потому принимает вид (25). Однако из этого не следует с 
необходимостью «волнообразный» характер этой величины. Действи­
тельно, мы покажем, что у  не может иметь минимумов.

Наличие такого минимума означало бы существование минимумов у 
функций /  и ё из (25). В точке минимума (хг, х х) должно было бы быть 
у г =  Т« =  0, Тп 0, у 44 ^  0. Но, согласно соотношениям (17) и (20), 
это невозможно. Следовательно, у  не имеет минимумов, т. е. не имеет 
волнообразного характера, а изменяется (по крайней мере, в области 
пространства, произвольно протяженной в одном направлении) монотонно. 
Рассмотрим теперь такую область пространства.

Полезно установить, при каких преобразованиях координат х х и х4 
система уравнений (14) остается инвариантной. Для этой инвариантности

<Хц — а44 +  ~2 (?1 — (34 +  у\ — Т1) — (18а)

4 4 6
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необходимо и достаточно, чтобы преобразование удовлетворяло урав­
нениям

дх\   дх\
дх1 дхь ’

дх\   дх±
дхь дх\

(26)

Следовательно, мы можем произвольно выбрать %х (хх, х4) так, чтобы 
удовлетворялось уравнение

=  (26а)
дх\ дх%

и тогда система (26) определит соответствующее 34. Поскольку ё* инва­
риантно относительно этого преобразования и также удовлетворяет вол­
новому уравнению, существует такое преобразование, при котором хх 
соответственно равно или пропорционально ё*. В новой системе коорди­
нат имеем

ё* =  ахх
или

у =  1п а +  1п хх, (27)
Если вместо у  подставить в (17) — (27) это выражение для у , то урав­

нения приводятся к эквивалентной системе:

Р и— ?44 +  —  Р1 =  О, (28)

=  +  (29)
и

а4 =  ( ^ )
Уравнение (28) представляет собой уравнение для цилиндрических 

волн в трехмерном пространстве, если под х х понимать расстояние от 
оси вращения. При заданном 0 уравнения (29) и (30) определяют функ­
цию а  с точностью до (произвольной) аддитивной постоянной, в то вре­
мя как у  уже определено равенством (27).

Чтобы волны можно было считать волнами в эвклидовом простран­
стве, решения, отвечающие эвклидовому пространству в случае поля, 
не зависящего от ж4, должны удовлетворять этим уравнениям. Такое 
поле описывается равенствами

А =  1, В =  1, С =  х\,
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если обозначить через х3 угол поворота вокруг оси вращения. Эти зна­
чения дают

а  =  О, Р =  —In хг, у =  In xv

откуда и видно, что уравнения (27) — (30) действительно удовлетворя­
ются.

Мы должны еще исследовать, существуют ли стационарные волны, 
т. е. волны, чисто периодические во времени.

Непосредственно ясно, что для Р такие решения существуют. Хотя 
такое ограничение несущественно, мы рассмотрим случай, когда измене­
ние р во времени синусоидально. Пусть р имеет вид

Р =  Х0 +  Х г sin (ох4 +  Х 2 cos (ох4,

где Х0, Х ъ Х 2 — функции только хг. Тогда из уравнения (30) следует,
что а  периодично в том и только в том случае, когда интеграл

[ P iM s4,

взятый по целому числу периодов, обращается в нуль.
В случае стационарного колебания, описываемого функцией

Р =  Х 0 +  Х х sin ых4, 
это условие действительно выполняется, поскольку 

Г Г ' 'J № 4dx4 =   ̂(Х0 +  Х л sin юх4) (йХх cos ®x4dx4 — 0.

С другой стороны, в общем случае, включающем случай бегущих 
волн, для этого интеграла получается значение

— Х гХ'г)е>Т,

где Т — промежуток времени, по которому берется интеграл. Это зна­
чение, вообще говоря, не равно нулю. На расстояниях х4 от х х =  0, 
больших по сравнению с длинами волн, и в области, содержащей большое 
число волн, бегущая волна с хорошим приближением может быть пред­
ставлена в виде

Р =  Х 0 +  a sin со (х4 — Жх),

где а — постоянная (происходящая от функции, слабо зависящей от хг). 
В этом случае X t =  a cos coarj, Х 2 =  —a sin (dxlf так что интеграл может
быть (приблизительно) представлен в виде: — у  аю2Т. Таким образом, 
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он не может обращаться в нуль и имеет всегда один и тот же знак. Сле­
довательно, бегущие волны вызывают вековое изменение метрики.

Это явление обусловлено переносом энергии волнами, связанным с не­
прерывным изменением во времени гравитирующей массы, локализован­
ной на оси хг=  0.

Примечание. Вторая часть настоящей статьи была значительно изме­
нена мной после отъезда Н. Розена в Россию, поскольку мы вначале 
ошибочно интерпретировали наши формальные результаты. Я хочу побла­
годарить моего коллегу проф. Робертсона за его дружескую помощь в вы­
яснении первоначальной ошибки. Я благодарю также Гоффмана за любез­
ную помощь при переводе.

А. Эйнштейн.

29 А. Эйнштейн, том II
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ГРАВИТАЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ  
И ПРОБЛЕМА ДВИЖ ЕНИЯ*

( Совместно с Л. Инфелъдом и Б. Гоффманом)

1938

В ведение

В этой статье мы исследуем наиболее простой вопрос о том, в какой 
степени релятивистские уравнения гравитационного поля определяют 
движение весомых тел.

Предыдущие попытки решения этой проблемы 1 были основаны на 
гравитационных уравнениях, в которые входил некоторый специальный 
тензор энергии-импульса для материи. Однако такие тензоры энергии- 
импульса следует рассматривать как чисто временные и более или менее 
феноменологические способы представления структуры материи, и их 
присутствие в уравнениях делает невозможным определение того, на­
сколько полученные результаты не зависят от специального предположе­
ния относительно состава материи.

В действительности, единственными уравнениями гравитационного 
поля, которые бесспорно следуют из основных предположений общей 
теории относительности, являются уравнения для пустого пространства, 
и важно знать, способны ли они одни определить движение тел. Ответ на этот 
вопрос вовсе не очевиден. В классической физике можно найти примеры, 
ведущие к обоим ответам: да и нет. Например, в обычных уравнениях 
Максвелла для пустого пространства, в которых электрические частицы 
рассматриваются как точечные сингулярности поля, движение этих син­
гулярностей не определяется линейными уравнениями поля. С другой 
стороны, известная теория Гельмгольца о движении вихрей в невязкой

* Gravitational Equations and Problems of Motion (With L. Infeld and B. H o ffm a n n ), 
Ann. Math., 1938, 39, 65—100.

1 D r  o s t  e. Ac. van Wet. Amsterdam, 1916, 19, 447; D e  S i t t e r .  Monthly 
Notices Roy. Astron. Soc., 1916, 67, 155; M a t h i s s o n .  Z. Phys., 1931, 67, 270, 
826; 1931, 60, 389; L e v i - C i v i t a .  Amer. J. Math., 1937, 3, 225.
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жидкости представляет собой пример того, как движение линейных 
сингулярностей в действительности определяется только дифференциаль­
ными уравнениями в частных производных, которые в этом случае явля­
ются нелинейными.

В этой статье мы покажем, что гравитационных уравнений для пустого 
пространства фактически достаточно для определения движения материи, 
представленной в виде Точечных сингулярностей поля. Гравитационные 
уравнения нелинейны и, вследствие необходимой свободы в выборе коор­
динатной системы, таковы, что между ними существует четыре дифферен­
циальных соотношения, так что они образуют переопределенную систему 
уравнений. Переопределение ответственно за существование уравнений 
движения, а нелинейный характер — за существование членов, выра­
жающих взаимодействие движущихся тел.

К определению движения ведут два существенных шага. 1. Посред­
ством нового метода приближения, специально приспособленного для 
рассмотрения квазистационарных полей, определяется гравитационное 
поле, обусловленное движущимися частицами. 2. Показывается, что для 
двумерных пространственных поверхностей, содержащих сингулярности, 
справедливы некоторые условия в виде поверхностных интегралов, опре­
деляющие движение.

Во второй части статьи мы фактически вычисляем первые два нетри­
виальные приближения. В первом из них уравнения движения принимают 
форму Ньютона. Во втором приближении уравнения движения, которые 
мы вычисляем только для случая двух массивных частиц, принимают более 
сложный вид, но не включают третьих и более высоких производных по 
времени.

В принципе такой метод применим для приближения любого порядка, 
причем на каждом этапе задача сводится к вычислению определенных 
интегралов; но мы не доказали, что производные по времени выше вто­
рой в конечном счете не могут появиться в уравнениях движения.

Для определения поля и уравнений движения необходимо исключить 
из уравнений поля негалилеевы величины на бесконечности и сингуляр­
ности типа диполей, квадруполей и высших мультиполей с тем, чтобы ре­
шение было единственным.

Существенно, что наши уравнения движения не ограничивают движе­
ние сингулярностей сильнее, чем уравнения Ньютона; но это, возможно, 
связано с нашим упрощающим предположением о том, что материя пред­
ставляется сингулярностями, и этого могло не быть, если бы мы могли 
описывать материю в рамках полевой теории, из которой сингулярности 
исключены. Представление материи посредством сингулярностей дает воз­
можность фиксировать знак массы с помощью уравнений поля так, что, 
поскольку это касается настоящей теории, лишь условно взаимодействие
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двух тел всегда является притяжением, а не отталкиванием. Возмож­
ный ответ на вопрос, почему масса должна быть положительной, можно 
ожидать только из теории, которая дает представление материи, сво­
бодное от сингулярностей 2.

Наш метод может быть применен к случаю, когда в уравнения поля 
включен максвелловский тензор энергии-импульса, и как показано во 
второй части настоящей работы, это ведет к определению силы Лоренца.

В электродинамике Максвелла — Лоренца, так же как и в прежнем 
приближенном методе решения гравитационных уравнений, задача опре­
деления поля, создаваемого движущимися телами, решается путем инте­
грирования волновых уравнений с помощью запаздывающих потенциа­
лов. Знак (направление) времени играет при этом решающую роль, по­
скольку, в известном смысле, поле разлагается только по тем волнам, 
которые расходятся в бесконечности. Однако в нашей теории уравнения, 
которые необходимо решать на каждой ступени приближения, являются 
не волновыми уравнениями, а всего лишь уравнениями для пространст­
венного потенциала. Поскольку такие уравнения, как уравнения грави­
тационного и электромагнитного полей, в действительности инвариантны 
относительно обращения времени, может оказаться, что излагаемый здесь 
метод является естественным для их решения. Наш метод, в котором 
направление времени не выделено, соответствует введению стоячих волн, 
и он не может привести к заключению, что при круговом движении двух 
точечных масс энергия излучается в бесконечность в форме волн.

I . Общ ая теория
1. Уравнения поля и координатные условия. Поскольку существенной 

частью работы является то, что мы будем различать пространство и вре­
мя, условимся, что латинские индексы принимают только пространствен­
ные значения 1, 2, 3, тогда как греческие индексы относятся к простран­
ству и времени, пробегая значения 0, 1, 2, 3.

Как указано во введении, мы обсудим только гравитационные урав­
нения для пустого пространства, рассматривая источники поля как син­
гулярности. Если обычную производную величины обозначить соответ­
ствующим индексом, следующим за вертикальной чертой

д8 ^  ^ 8 ^  / Л  , ч  

Т х (1 .1 )

A. Е i n s t е i п, N. R o s e n ,  Phys. Rev., 48, 1935, 73 (Статья 113),
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Д * + + Ш Ш  ~  { Д І Ш = °-

то уравнения поля можно записать в виде

я * . =  - { ,

Пусть символы Т]^, Т]^, определяемые матрицей

+ 1 0  0 0

=  тр" =

(1 .2)

0 — 1 0 0 
0 0 —1 о 
0 0 0 —1

( 1 .3 )

представляют метрику пустого пространства-времени. Тогда если ввести 
величины и №* с помощью соотношений

Яр» =  V  +  V , ^  «= у?* +  № ,  ( 1 .4 )

эти величины к ^  и ЬУ-ч будут представлять отклонение пространства-
времени от плоского случая. Величины /г^, как функция к ^ ,  можно
вычислить с помощью соотношений

8 ^ 8 ™  =  ( 1 .5 )

В общем случае к ^  малы по сравнению с единицей, но здесь мы не де­
лаем предположений относительно их порядка величины.

С помощью соотношений (1.4) и (1.5) компоненты можно выра­
зить через кру, и по причинам, которые станут ясными, когда мы перей­
дем к используемому в настоящей работе методу приближения, получен­
ные таким образом разные члены мы разделим на две группы следующим 
образом. Прежде всего члены, линейные по к, отделим от квадратичных 
и членов более высокой степени. На этой ступени разделения уравнения 
поля имеют вид

Яоо =  {---- 0̂0|«а +  2^0(|0Л ----- Лв,|оо) +  Аю — 0»

Я Оп   ~п' {---Ап|88 +  Ав|ПЗ +  Аз|0в Ав|по} 4“ Ап   0,

(1.6)

(1.7)

Я тп  —  ~2 { —  к т п \ 8 8  +  к п и |пя +  к г и ї т з  —  А « |т п  +  к т п \оо  Апе|«0

—  кпо]то Ч" Ао|тп) Ч" Апп =  0 , (1.8)

где тензор Ь'ру представляет нелинейные члены. Возьмем теперь 

из выражения для Лоо члены к08[ов---- % Л««|оо» (1.9)

4 6 8
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из выражения для Я 0п — ни одного члена, (1.10)
1 1 1

ИЗ выражения ДЛЯ Л тп члены —  у  Aomlon —  у  Ь0п}от+ уЛпщоо, (1.11)

и прибавим их к нелинейным членам. Обозначая нелинейные члены 
Z/̂ v вместе с этими добавлениями символом Z^v, мы можем переписать 
уравнения поля в разделенном виде:

7?00 = --- у  ̂ 00)ss “Ь -̂ оо =  (1.12)
1 1 / 1  1 \

Воп =  у  hon\ss у  ^ns у  &nshii Н- у  ^ns^oojjos
I 1

—  "4 (^00 +  Л88)|0П +  у  ôslne +  L 0n = 0 ,  (1 .13)

1 1 / 1  1 \
R m n  — 2" ̂ mn|s8 ~Ь у  y h n s  у  4“ у  ^ms^OoJ|ng ~b

+  У  [ h n a  2 ^ l l  ~2 ^n8̂ 00)|m* ^ m n  ~  ( ^ * ^ )

где элементы L  в явном виде выражаются формулами:

L 0o =  h 0,\os —  у  Л8і!|оо —  {hXa [00, <з])|* +  (&>б [0А,, o])i0 +

+ { № } - { » } { £ } •  (1Л5)

Ь ю -------(А* 10га, в])|х +  (А* [п Х ,  <,])„ +  Ц }  {£ ,}  -  { $  { £ }  , (1.16)

1 1 1
L mn =  у  ^Omjon у  ̂ on|om “Ь у  ^mn|oo — (ft^6 [/7Ш, б])|х ~Ь

+ < * »  [ « х .  3 ] ) ,„ + Ц }  { ;„ }  -  ц , } { £ } . (1.17)

Если ввести величины T^v, определяемые равенством

T̂ V =
или, в подробной записи,

Tjj.v — hy.4 r> "n̂ v "П̂ о̂р» (1.18)

Too =  у  К о  +  у  h iu  (1 .19)

Ton — hom (1.20)

2
1 1

Tmn == hmn —  у  &mnhll -f* у  6mnkoo, (1.21)
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то уравнения поля (1.12) — (1.14) можно записать в виде:

Яоо  ----2 ^°°Ise ^ 00 =  (1*22)
1 1 1

-ßon =  —  Y  ^°nls» “Ь Y  ^nsloe “f“ "2 —  Too|o)[n +  Lon =  0 , (1 .23)

1 1 1
R m n  —  ^m n|ss “b  "jjr T m s \ s n  Tne|sm 4 “ ^ m n  =  0 .  ( 1 .24)

Поскольку между этими уравнениями поля существуют четыре тож­
дественных соотношения, мы можем наложить четыре координатных усло­
вия в форме четырех нетензорных уравнений, включающих гравитацион­
ные потенциалы, тем самым ограничив произвол в решении. Оказывается, 
что проще всего использовать координатные условия, которые включают 
только величины, входящие в выписанные в явном виде части уравне­
ний поля (1.23) и (1.24). Действительно, эти уравнения позволяют нам 
в качестве координатных условий 3 принять соотношения

Tos|« Тоо|о =  0 , (1.25)

Tmsfs =  0 . (1.26)

С этими координатными условиями уравнения поля принимают вид
^оо [es =  2Lo0t (1.27)

hon\ts — 2L0n, (^*28)

hmn\ss — %Lmn» (1.29)
Для дальнейшего рассуждения необходимо записать эти уравнения 

таким образом, чтобы вместо лапласианов у  в них входили лапласианы h. 
С этой целью заменим приведенные выше уравнения эквивалентными:

Гоо,..= 2Л 00, (1*30)

Tories111112Л 0п> (^*31)

Т т п ,8 в =  2Лт„, (1*32)

3 Выбор координатных условий в большой степени произволен, и может пока­
заться более естественным использовать инвариантные относительно преобразо­
ваний Лоренца условия

Однако, как оказывается, вычисления проще, если использовать координатные 
условия, приведенные в тексте; поэтому мы и используем их в общей теории.
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где матрица Л связана с матрицей L  точно так же, как у связана с h:

Л0о =  -2 ^ о о + (1. 33) 

Л©п — -̂ оп» (1.34)

Лтп =  Lmn — ЬтпЬц -f- "2  Smn̂ OO* (1.35)

Эти  уравнения поля (1.33) — (1.35) вместе с координатными условия­
ми (1.25) и (1.26) будут положены в основу нашего дальнейшего рассмот­
рения.

2. Основные интегральные свойства поля. Рассмотрим три функции
А п (п =  1 ,2 , 3). Они не обязательно должны быть тензорами. Из этих
функций можно образовать следующие три функции

— -4e|n)|e, (2*1)
которые в явном виде можно записать так:

{ (^ 1|2 —  ^ 2|г)|2 —  (^311 —  -^Цг)|з}»

{(■̂ 213 ^ 312) |3 (-̂ 112 -^2ll) ц}» (2.2)
{(^з|1 — ^г|з) |i — (^2|з— ^з|г) |г}»

Таким образом, эти три функции составляют ротор трех функций
(^ 2|3 — ^з|г)» (^3|1 ^ 1|з)* (^ 1|2 ^ 2|l)» (2.3)

Рассмотрим любую поверхность S , не проходящую через сингуляр­
ности поля. Поскольку выражение (2.1) является ротором вектора (2.3)# 
из теоремы Стокса следует, что интеграл по S  от «нормальной» 4 состав 
ляющей выражения (2 .1 ) равен линейному интегралу от тангенциальной 
составляющей вектора (2 .3 ), взятому по контуру, ограничивающему S. 
Если S  — замкнутая поверхность, то длина ограничивающего контура 
равна нулю, и этот последний интеграл обращается в нуль. Следователь­
но, мы имеем следующую теорему: если S  — любая замкнутая поверх­
ность, не проходящая через сингулярности поля, то

 ̂(4п|в — Л,1п) |, cos (п • N) dS =  0, (2.4)

4 Слова «нормаль», «угол», «сфера» и т. д. употребляются здесь в чисто условном 
смысле, обозначая соответствующие функции координат хт и соотношения, кото­
рые подразумеваются под этими терминами в эвклидовой геометрии. Содержание 
этого параграфа не зависит от какой-либо специальной метрики, и мы исполь­
зуем термины эвклидовой геометрии только потому, что они удобны.
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где (п-]Ч) означает «угол» между направлением хп и «нормалью» к по­
верхности а к п применяется условие суммирования. Эта теорема спра­
ведлива независимо от того, содержатся внутри поверхности 5 сингуляр­
ности или нет, и мы применим ее сейчас к нашей задаче.

Из координатных условий (1.25), (1.26) и уравнений поля (1.31), (1.32) 
имеем

Мы видим, что левые части уравнений (2.5) и (2.6) образуют четыре ве-̂  
личины вида (2.1), причем одна из них вытекает из соотношения (2.5), 
а три остальные —из (2.6) для т  =  1, 2, 3. Из соотношения (2.4) следует, 
что если Б — поверхность, не проходящая через сингулярности поля, то

Из уравнений (2.5), (2.6) видно, что в тех местах, где сингулярности 
отсутствуют,

Следовательно, теорема Гаусса показывает, что если две замкнутые 
поверхности Б и £ ' таковы, что на них или между ними нет сингуляр­
ностей, то интегралы по поверхностям 5 и £ ' дают одинаковый результат. 
Однако справедливость интегральных условий для поверхностей, которые 
окружают сингулярности или, в более общем случае, замыкают области, 
где не выполняются уравнения поля для пустого пространства, можно по­
казать только с помощью теоремы Стокса.

Мы рассматриваем материю как сингулярности поля. Предположим, 
что существует р  тел, каждое из которых представлено точечной сингу­
лярностью. Координаты каждой такой сингулярности будут функциями 
только времени. Поскольку соотношения (2.7) и (2.8) справедливы для 
любой поверхности £, если только она не проходит через сингулярность, 
мы можем выбрать р таких поверхностей, что каждая из них окружает 
лишь одну из р  сингулярностей, и получим таким образом 4р интег­
ральных условий. Каждое из них, будучи теперь независимым от формы 
поверхности 5, даст соотношение между координатами сингулярностей и 
их производными по времени; позднее мы увидим, что интегральные усло­

(Топ|в То8|п)|* — 2Лоп Тоо|<т»

(Т тп |в  “ “  Т тв |п ) |« ~  2 Лпгп .

(2.5)

(2 .6)

(2.7)

(2 .8)

(2.9)

(2.10 )
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вия действительно определяют уравнения движения сингулярностей. Эти 
уравнения выводятся здесь только из уравнений поля и координатных 
условий без каких-либо добавочных предположений.

Если вместо интегрирования вокруг одной сингулярности мы возьмем 
интеграл по поверхности, содержащей все сингулярности, то мы получим 
законы сохранения энергии и импульса для всей системы. Эти законы, ко­
нечно, являются просто следствиями законов движения отдельных частиц, 
но благодаря серии упрощений они принимают сравнительно про­
стой вид.

3. Метод приближения. До сих пор в теории относительности ис­
пользовался следующий метод приближения. Предположим, что в соот­
ношении

=  ~Ь (3*^)
величины к ^  непрерывно зависят от положительного параметра таким
образом, что они обращаются в нуль при X =  0, т. е. при X =  0 про­
странство-время становится галилеевым. Следовательно, предположим,
что величины к ^  можно разложить в степенные ряды 6 по А,:

00

к ^  =  3  (3.2)
*=1 I

Это разложение подставляется в уравнения поля, которые после группи­
рования членов по различным степеням X принимают вид

ОО
о =  (з.з)

1 = 1  I
Чтобы набор величин к зависящих от параметра X, мог быть решением 
уравнений поля, с необходимостью должно удовлетворяться каждое из 
уравнений

=  0 . (3.4)

Наиболее известной иллюстрацией этого метода является его применение 
к первому приближению.

Покажем теперь, почему этот метод приближения непригоден для рас­
смотрения квазистационарных полей. Если мы введем тензор энергии 
для материи, которая порождает поле, то в первом приближении, поль­
зуясь мнимым временем, получим известные уравнения

6 В выражении X1 число I будет всегда показателем степени, а не контравариант- 
ным индексом!

4 5 8
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причем система координат определяется соотношениями
V io  =  °- (3.6)

В простейшем случае пылевидного вещества, которое порождает 
поле, Tpv имеет вид

(М )

где величины d ^ /d s  являются компонентами скорости, измеренными
в шкале собственного времени s. Если мы имеем дело с квазистатическим
случаем, то компонента d^ td s  по порядку величины равняется единице, 
в то время как компоненты d^mlds относительно малы. Таким образом, 
в этом случае получим

I По | | Пп | ^  | Ттп |, (3*8)
и из уравнений (3.5) мы должны получить соответственно

l r j > l r 0„ | > | ï mn|. (3.9)
Обычный метод приближения не принимает этого во внимание, так как 
в нем все компоненты y рассматриваются как величины одного порядка, 
хотя в квазистатическом случае компонента Тоо значительно больше дру­
гих компонент Действительно хороший метод приближения для
квазистатического случая должен существенным образом использовать 
соотношения (3.9).

Наиболее просто мы приходим к нашему новому методу, рассматривая 
задачу построения приближения, пригодного для решения приближен­
ных уравнений поля (3.5) в квазистатическом случае. Получаемый таким 
путем метод оказывается применимым и для решения строгих гравита­
ционных уравнений даже в случаях, не являющихся квазистатическими.

Первый шаг заключается в том, чтобы явно выразить то обстоятель­
ство, что производная от составляющих поля по времени мала по сравне­
нию с самой величиной поля и ее пространственными производными. 
Для этого введем вспомогательную временную координату

т =  А,я° (3.10)

и предположим, что каждая переменная поля является функцией коор­
динат (т, х1, я2, я3) вместо (а?0, ж1, х2, х3). Если такой переменной яв­
ляется ф, то мы предположим теперь, что ф, ф| т и ду/дх имеют одинаковый 
порядок величины, так что ф| 0 ость величина порядка Аф.

Отсюда мы заключаем, что если компонента Т 0о, определяемая 
равенством (3.7), имеет порядок величины А,®, то компоненты Т оп бу­
дут порядка А,9+1, а компоненты Ттп — порядка А.9+а.

М
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Далее из известных рассуждений, касающихся первого приближения 
(сохранение энергии при движении точки), следует, что величина 'роо» 
т. е. потенциальная энергия единицы массы, по порядку величины равна 
квадрату скорости и, таким образом, в наших обозначениях оказывается 
порядка Я2. Отсюда для компонент у  по порядку величины имеем

т«.-** . г0М~ * Л  г т „ ~ > Л  (3.11)
Если разложить компоненты у  в степенные ряды по Я, то мы должны 

взять наименьшие степени разложений, чтобы получить порядки, ука­
занные в соотношениях (3.11). Тот факт, что в уравнения (3.5) входят 
только вторые производные компонент у  по времени, показывает, что 
степени Я в последовательных членах разложений компонент у  могут 
отличаться на две единицы 6. Таким образом, мы приходим к простому 
предположению, что

00 00

Т„„ = 8’ б

=  +  Wrmn + -------

(3.12)

Мы не можем обсуждать вопрос о сходимости в общем случае, но ин­
тересно показать, что новый метод приближения может дать сходящиеся 
результаты даже в тех случаях, когда с первого взгляда этого нельзя 
ожидать. Рассмотрим случай одномерного волнового уравнения в его 
простейшей форме , , Л

/**— /« =  0. (3.13) 
Если, в соответствии с основной идеей нового метода приближения, мы 
запишем

/  =  /  +  Я2/  Я4/
0 2 4

/ х х  —  / х х  "Н  ^ 2/х Х  " Ь  Я 4/ х х  - { - • • • »
0 2 4

ftt — Я2/ тт =  Я2/ хх Я4/ хх -|- Яв/ хх -{- .
0 2 4

(3.14)

8 Пренебрежение членами с аг+1 в выражениях для компонент foe» Ттп и членов 
с Я2* в выражениях для компонент fom возможно и естественно, хотя логически 
не является строго необходимым. Добавление опущенных членов в соотно­
шения (3.12) можно было бы провести таким образом, чтобы оно соответствовало 
введению запаздывающего потенциала (расходящейся волны). Однако такая про* 
цедура была бы искусственной, хотя, как будет показано позднее, и не повлия­
ла бы на уравнения движения, полученные во второй части работы.

460
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то из уравнения (3.13) получим последовательно уравнения:
fxx — 0, (3.15а)
о

/«X — А . =  о, (3.156)
* О
fxx / т т  ^  0* (3.15в)
4 2

Из этих уравнений можно найти общее решение волнового уравне­
ния (3.13) в виде разложения в степенной ряд по X. Для простоты рас­
смотрим случай синусоидальной волны, т. е. из множества решений урав­
нения (3.15а),

/  =  И (т) -{- хВ  (т), (3.16)
о

выберем частное решение 7
/  =  s in t  (3.17а)
о

и на каждой последующей ступени процедуры будем пренебрегать всеми 
произвольными функциями, которые могут встретиться. Таким образом, 
из уравнений (3.156) и (3.15в) находим:

/  =  — (3.176)
2

(3.17в)

так что решение принимает вид

/  =  sin х j l  — . .j  =  cos (Хх) sin т.

Заменяя т на Xt, получаем точное решение уравнения (3.13)
/  s= cos (Хх) sin (М). (3.18)

4. Свойства переменных поля по отношению к разложению в ряд. 
В этом разделе мы покажем, что существует простое общее правило, опре­
деляющее типы разложений, которые будут встречаться в процессе рас­
смотрения гравитационных уравнений нашим методом. Это правило гла­
сит:

7 Нетрудно увидеть, что включение решения /  =  * sin х также ведет к сину­
соидальным волнам. 9

Ш
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Любая составляющая с нечетным числом нулевых индексов будет иметь 
в своем разложении только нечетные степени X, тогда как в разложении 
любой составляющей, имеющей четное число таких индексов, будут присут­
ствовать только четные степени X.

Основные уравнения (3.12) показывают, что компоненты ^  согла­
суются с этим правилом. Соотношения (1.19) — (1.21) между компонен­
тами тензоров и к ^  имеют обратные соотношения точно такого же 
вида с взаимно замененными компонентами г  и к, а именно:

Из соотношений (3.12) следует, что разложения компонент к по степе­
ням X имеют вид

откуда видно, что компоненты к также согласуются с общим правилом.
Далее, поскольку компоненты т]^ находятся в тривиальном согласии 

с этим правилом в силу обращения в нуль компонент т]оп, из соотноше­
ний (1.4) следует, что компоненты ĝ lV также согласуются с ним. 

Соотношение

Две группы членов в левой части отличаются четным числом нулевых 
индексов. Поэтому ввиду тривиального согласия тензора с общим пра­
вилом мы получим в каждом приближении достаточное число уравнений 
для нахождения разложений компонент если предположим, что об­
щее правило справедливо также и для этих компонент. Однако величи­
ны gv■v единственным образом определены через gv.у соотношением (4.5), 
так что, согласно общему правилу, разложения будут давать единствен-

Ко — 2 Т00 +  2 

кп„ =

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Ыо =  Х̂ коа -{- Х*коо -{- Хвк00 ,
2 4 в

коп— Х8коп +  Х*коп +  . . . » (4.4)з 6
кщп — Х^ктп *4" Х^ктп -{- Хектп

2 4 в

(4.5)

можно записать в виде
О дпа I р пгОо А о®ц.п° 1 I». (4.6)

4в2
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нов решение и коэффициенты при лишней степени Я с необходимостью 
будут равны нулю. Таким образом, это правило применимо к компонен­
там g ^ , а следовательно, и к компонентам

Рассмотрим теперь символы Кристоффеля обоих родов. Мы имеем

Поскольку операция «(0» вводит множитель Я, в то время как операции 
« | т» оставляют порядок величины неизменным, и так как компонен­
ты ПОДЧИНЯЮ ТСЯ общему правилу, ТО величины [{XV, сг] также подчи­
няются ему.

Символы Кристоффеля второго рода определяются равенством

Так как при наличии немого индекса у нас или не будет лишних нулевых 
индексов или будет два таких индекса, входящих в любой член подра­
зумеваемого суммирования, то тот факт, что компоненты #Хв и [р/у, а) 
по отдельности подтверждают общее правило, показывает, что оно спра-

В изложенном выше рассмотрении мы показали, что общее правило не 
нарушается ни наличием немых индексов, ни операциями «| т », «| 0». 
Следовательно, если мы, пользуясь только этими операциями, образуем 
новые величины из величин, которые согласуются в этим правилом, то эти 
новые величины также должны подчиняться общему правилу. Примером 
этого служит наше обсуждение символов Кристоффеля; поскольку все 
величины, с которыми мы будем иметь дело, например

являются новыми величинами того же типа, мы видим, что все они будут 
разлагаться в ряды по степеням Я, общий характер которых зафиксиро­
ван утверждением, приведенным в начале этого раздела.

5. Другая форма уравнений в отсутствие сингулярностей. В этом и 
следующем разделах мы рассмотрим случай, когда поле не имеет сингуляр­
ностей. Разумеется, с физической точки зрения этот случай тривиален, 
поскольку он соответствует полному отсутствию вещества; действительно, 
согласно нашему методу, он приводит к галилееву решению. Тем не ме­
нее обсуждение этого случая будет небесполезным, поскольку оно помо­
жет выявить-общий механизм теории и послужит удобнщм введением к 
дальнейшему, более сложному рассмотрению случая с сингулярностями.

(4.7)

(4.8)

ведливо и для компонент символа

Ли  и т. д.,

4АЬ
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Резю мируем  некоторые из полученных нами результатов. На поле 
накладывается два ограничения:

(I) уравнения гравитационного поля,
(II) координатные условия, из которых мы нашли
(III) интегральные условия на поверхности.

Иначе говоря, если принять координатные условия

0̂0|0 О̂п|п (1.25)

^пт|п (1.26)

то уравнения поля будут иметь вид
0̂0|88 =  2Л00, (1.30)

Т0п|з* =  2^0п» (1.31)

Tmnlss =  2^mnî (1.32)

из этих двух групп уравнений мы получаем интегральные условия на по-
верхности

\  (Тоою» — 2Л0")008 (П • N) =  0, (2.7)

? 2Л,„„ cos(n-N)ÆS =  0, (2.8)
а также соотношения

( ôoion 2Л0П),„ =  2Л00|0 2^оп|п = (2.9)
2ЛТПП,„ =  0, (2.10)

которые существенны при оценке интегральных условий на произвольных 
поверхностях.

Покажем теперь, что в отсутствие сингулярностей следующие два 
ряда уравнений (5.1) и (5.2) эквивалентны:

Тоо1»  =  2 Л оо- С5 - 1 » )  Too,,, *= 2 Л оо’ ( 5 - 2 » )

Т„„„. =  2Л0П, (5.16) Г»»,,, =  2Л0„, (5.26)

Tflojo Ton]n — 0, (5.1в) Лоо|0 — Лоп|п =  0, (5.2в')

Тт „ |„= 2Л тп, (5.1г) î)(rM|„n- 2 A J c o s ( n .N ) ^  =  0, (5.2в')

Тщп|п =  (5.1д) Тт „|„ =  2Лтп, (5.2г)

Л-т п|п =  0, (5.2д')

[ 2Атп cos (n* N) dS — 0. (5.2д")
464
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В уравнениях (5.1) содержатся только уравнения ноля и координатные 
условия, и мы покажем, что координатные условия моясно, по существу 
заменить интегральными условиями на поверхности 8 и условиями (2.9) 
и (2.10). В рассматриваемом случае доказательство тривиально. Так как 
мы уже показали, что из уравнений (5.1) следуют уравнения (5.2), то 
обратное немедленно доказывается из следующих соображений.

Из уравнений (5.2а), (5.26) и (5.2в) имеем

СТ"оО|0 0̂п|п)|88 "̂̂ 00|0 ^̂ 0П|П
поскольку поле не имеет сингулярностей и компоненты у должны обра­
щаться в нуль на бесконечности, в результате получаем уравнение (5.1в)

о̂о]о о̂пЫ
Доказательство для компонент утп аналогично.

6. Расщепление гравитационных уравнений в отсутствие сингуляр­
ностей. В первом разделе мы дали способ разделения членов в каждом 
из уравнений поля на две определенные группы. В настоящем разделе 
мы рассмотрим расщепление гравитационных уравнений по степеням к  
и покажем, почему именно этот метод разделения применяется в нашем 
методе.

Прежде всего необходимо ввести некоторые обозначения. Рассмотрим 
величину в

При разложении ктп по степеням к получаем

№ ктп к^к тп к  И-тп +  . . . ,  (6 .2)
2 4 21

где числа под буквой к в правой части последнего равенства имеют двоя­
кое назначение — различать в правой части разные функции к и пока­
зывать, с какой степенью к  каждая из них связана в разложении.

Фундаментальное предположение нашего метода приближения те­
перь требует, чтобы величины к тп были такими функциями (кх°, х 1, х 2, х 3), 
что

купп\з
НО

и дктп_ дктт
П т п \о  —  д х 0  —  Л д х

8 В отсутствие сингулярностей уравнения (5.2в') и (5.2вв), а также (5.2д) и 
(5.2д") эквивалентны, однако мы приводим их здесь все, чтобы облегчить 
сравнение с соответствующими уравнениями в случае наличия сингулярностей.
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Чтобы различать однократное дифференцирование по (х°, х1, х2, я3) и 
однократное дифференцирование по (т, х1, я2, х3), мы будем обозначать 
последнее запятой перед соответствующим индексом:

Таким образом функции ктП, Лт „,8 и ктП,0 — все одного порядка по А,, 
но функция ЛтП|о принадлежит на единицу большей степени А.

С этим условием разложение (6.1) можно записать в виде

Однако здесь число под буквой к в правой части больше не указывает 
непосредственно степень А, с которой она связана. Поэтому мы будем пи­
сать единицу под каждым нулевым индексом, следующим за запятой, 
для каждой функции к, под символом которой стоит число; тогда разло­
жение (6.5) запишется так:

Таким образом, сумма чисел под каждой функцией к дает степень А, 
с которой она связана, тогда как первое из этих чисел указывает на ту 
функцию к , которую мы рассматриваем. В этом случае обозначение согла­
суется с естественным обозначением для произведения функций к.

Посмотрим теперь, что происходит, когда мы подставляем в уравне­
ния (1.27) — (1.29) разложения функций к в степенные ряды. Приравни­
вая нулю коэффициенты при одинаковых степенях А, получаем:

Самыми низшими являются функции kw, кт и ктП, которые, следова-
тельно, будут определяться в первом приближении. Они соответствуют 
I =  1 в системе уравнений (6.7) — (6.9). Таким образом, на каждой

(6.3)

(6.4)

^mn|o» — ^ hmn, 08 А» кmn, os -j- . . . -f- A2i+1/imn, 03 *f* • • • • (6 .6)
2 1 4  1 2І 1

(6.7)

(6 .8)

(6.9)

2 3 2
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ступени (например, Z-ой) неизвестными величинами будут функции Ам, 

Aon, hmn, а величинами, известными из решений в предыдущих прибли-
2i+l 21
жениях, будут функции А с меньшими числами внизу.

Однако если мы посмотрим на формы компонент L, приведенные в фор­
мулах (1.15) — (1.17), то увидим, что на каждой стадии I у нас буду» 
квадратичные или линейные члены, содержащие дифференцирование 
по х°. Квадратичные члены могут содержать лишь функции А порядка, 
более низкого чем I, а линейные члены можно записать в виде:

Это — функции, известные из предыдущих приближений. Следовательно, 
£оо, Ьоп, Ьтп для данного I в целом известны из решений в предыдущих 
21 21+1 21
приближениях. Это лежит в основе описанного в первом разделе 
специального метода разделения уравнений поля на две группы. После 
того, как такое разделение будет проведено и разложения величин А в сте­
пенные ряды будут подставлены в уравнения (1.27)—(1.29), коэффициенты 
при каждой степени % автоматически группируются в такие величины, ко­
торые входят в рассматриваемое приближение в первый раз, и в такие, 
которые уже известны, по крайней мере в принципе, из предыдущих при­
ближений. Эти две группы в точности соответствуют левой и правой частям 
уравнений (1.27) — (1.29).

Прежде чем мы сможем решить приближенные уравнения, необходимо 
произвести соответствующее расщепление координатных условий (1.25) 
и (1.26) и соотношений между компонентами А и у. Оказывается, что на 
каждой ступени можно принять

причем компоненты Л известны из решений в предыдущих приближениях. 
Можно также расщепить альтернативные уравнения (5.2) и вместо них

Aos, оз 
2І-1 1

(6.10 )2 2 1 -2 11

нет (6 .11)

(6 .12)

(6.13)

(6.14)
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использовать на каждой ступени соотношения:

Оп’ 00, 0 О П , п2І+1 2 г 1 2І+1
5(Гю, . п - 2 Л то)со8(П. К ) ^  =  0; <6Л5>

 ̂ О/ 121 1 21+1

Г =  2Л , 2Л* тп , ев т п ’ тп, п
22 21 21

0, ^2Лт п с о з ( п ^ ) ^  =  0. (6.16)
•> 21

Как и в случае нерасщепленных уравнений, интегральные условия на 
поверхности являются, в силу отсутствия сингулярностей, следствием дру­
гих условий, в этом случае расщепление в целом не представляет принци­
пиальных затруднений.

7. Общая теория при наличии сингулярностей. Существование сингу­
лярностей поля приводит к тому, что теория становится непохожей на тео­
рию, развитую для случая отсутствия сингулярностей. В самом деле, хотя 
уравнения поля в сингулярных точках не определены, их справедливость 
в регулярной области оказывается достаточной для определения движения 
этих сингулярностей. Малейшее изменение положения сингулярности 
вызывает сколь угодно большое изменение для точки, достаточно близкой 
к сингулярности, и поэтому, развивая наш метод приближения, мы не име­
ем права применять приближенные выражения для уравнений движения. 
Этот факт ведет к новому затруднению, на котором следует остановиться 
более подробно.

Пусть поле создается р частицами. Их положение в любой момент вре­

мени можно представить пространственными координатами (т), где х =  
=  1,2, ... ,р . В точках, где находятся частицы, поле имеет сингулярность, 
но каждую из этих сингулярностей можно окружить малой поверхностью9; 
тогда в области, внешней по отношению к этимр поверхностям, поле будет 
регулярным.

Хотя уравнения (5.1) и (5.2) в сингулярных точках не определены, 
они имеют смысл в такой области, и мы покажем, что их еще можно 
считать в некотором смысле эквивалентными. Рассуждения можно разде­
лить на две части, в одной из которых рассматриваются уравнения (5.1а) — 
(5.1в) и (5.2а) — (5.2в), включающие нулевой индекс, а во второй — 
остальные уравнения, имеющие только пространственные индексы. Рас­
смотрим последние. Существенное в структуре уравнений (5.1г), (5.1д) и

9 Для доказательства мы предполагаем, что положение задано в некоторый опре** 
деленный момент времени т, считая его постоянным при проведении доказа­
тельства.

х

М 8
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(5.2г), (5.2д) сохраняется, если опустить индекс т и для всего поля на­
писать:

Тф, =  2Л„. (7-1г) Г„|„ =• 2ЛП, (7.2г)

Т„|„ =  ° . (7-2Д) Ац|п =  О, (7 .V )
 ̂2Л„ cos (п • N) dS  =  0. (7.2д*)

Доказательство того, что уравнения (7.1) имеют следствием уравнения
(7.2), в сущности уже было дано в разделе 2. Докажем обратное. Для 
этого сначала из уравнения (7.2г) получим уравнение

^n|nes 2Л„,„, (7*3)

которое справедливо вне поверхностей, окружающих сингулярности. Для 
решения этого уравнения аналитически продолжим функции Лп внутрь 
этих поверхностей таким образом, чтобы величина ЛП|П всюду была равна 
нулю. Это, разумеется, возможно вследствие справедливости уравнения 
(7.2д"). Таким образом уравнение (7.3) переходит в

г  ас= 0,* П|П8в
Это уравнение, выполняющееся всюду, имеет единственное решение

Г„|„ = °.
т. е. (7.1д).

Таким образом, мы показали, что если произвести аналитическое 
продолжение функций Лп так, чтобы уравнение (7.1д') было всюду спра­
ведливым, то совокупности уравнений (7.1) и (7.2) вне поверхностей, 
окружающих сингулярности, эквивалентны.

Из доказательства ясно, что результат справедлив для любых поверх­
ностей, окружающих сингулярности.

Аналогичное доказательство можно также дать для уравнений (5.1а) — 
(5.1в) и (5.2а) — (5.2в). В этом случае необходимо аналитически продол­
жить функции Л0о и Л0п так, чтобы уравнение (5.2в') выполнялось всюду, 
что возможно в силу уравнения (5.2в"). Детали этой части доказательства 
того, что уравнения (5.1) и (5.2) можно считать эквивалентными даже при 
наличии сингулярностей, мы опустим и будем полагать доказательство 
завершенным.

Чтобы увидеть трудность, вносимую использованием нашего метода 
приближения, рассмотрим теперь только уравнения (7.2г) и (7.2д'), опус­
кая поверхностный интеграл (7.2д//). Эти уравнения определяют поле на 
каждой ступени приближения, если задано движение сингулярностей. 
В таком случае движение частиц произвольно, как, например, в электро-

4А9
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динамической задаче, и поле определяется на каждой ступени приближе­
ния уравнениями:

Мы придем к очевидному противоречию, если попытаемся прибавить 
к этим уравнениям условие на поверхности, расщепленное в соответствии 
с нашим методом приближения. Тогда получим добавочное уравнение

где индекс х у символа интеграла означает, что поверхность интегриро­
вания окружает только х-ую сингулярность. В интеграле (7.4) мы имеем
бесконечный ряд уравнений, содержащих функции £ и их производные 
по времени. Эти уравнения не могут быть удовлетворены произвольно

заданными функциями | ,  характеризующими движение.
Это показывает также, каким образом можно избежать этих трудно­

стей. Вместо совокупностей уравнений (5.1) или (5.2) мы должны рассмот­
реть более общий ряд условий, налагаемых на поле, в которых эти урав­
нения содержатся как частный случай. Поскольку трудности вызываются 
именно интегральными условиями на поверхности, мы удалим уравнения 
(5.2в") и (5.2д") из совокупности уравнений (5.2) и рассмотрим смыел 
оставшихся.

Проводя это обобщение, мы, конечно, вышли за пределы гравита­
ционных уравнений и пришли к другим, которые содержат гравитацион­
ные уравнения как частный случай, и теперь должны обсудить, какие 
изменения внесены в совокупности уравнений (5.1) этим обобщением.

Так как поверхностные интегралы не зависят от поверхностей, то 
они будут зависеть от времени только через |  и их производные. Поэтому 
без ограничения общности эти интегралы, взятые по р поверхностям,

окружающим разные сингулярности, можно обозначить через 4яС0 (т)

Л-п, п   0 .

X
(7.4)

X

X
X

и 4яСж (т):

15 ̂  (Та*, — 2 Л 003(“ 'к) -  С .ф ,
(7.5)X

4 7 0
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Мы должны доказать, что следующие два ряда уравнений (7.6) и (7.7) 
эквивалентны:

Как и прежде, мы можем ввести поверхности, окружающие сингу­
лярности, и эти уравнения, разумеется, будут иметь смысл вне этих 
поверхностей. Доказательство эквивалентности записанных выше сово­
купностей уравнений также можно разбить на две части, и мы докажем 
лишь эквивалентность для уравнений (7.6г), (7.6д) и (7.7г), (7.7д'). Опус­
кая, как и раньше, индекс т, получаем:

Начнем с доказательства того, что при определенных условиях ана­
литическое продолжение уравнений (7.10) имеет следствием уравнения
(7.9). Теперь уже нельзя осуществлять аналитическое продолжение Лп 
таким образом, чтобы уравнение (7.10д') всюду ( удовлетворялось, по­
скольку отсюда следовало бы, что поверхностный интеграл обращается 
в нуль.

Гоо|» =  2Лоо’ (7‘6а>

То*.. =  2Л0„. (7.66) Г « .. =  2ЛОТ, (7.76)

7оо|.. 2ЛОТ, (7.7а)

г . * - г « * . - - І (7-е»)

Г„„|„ =  2Лтп, (7.6т)

Гт „ ,„ = — 2  {Ст/г}, (7.6д)
Х—1

Л-оо(о Лоп|п — 0, (7.7в')

7тл\и ~  2Лщп. (7.7т)

(7.7д')
X

Здесь г означает «расстояние» от хп до и-й сингулярности:

" = [ ( * • — !*)(*•—
(7.8)

Г«,.. =  2Л„, (7.9г)

Г.,. =  -  2  ( С /к  (7.9д)
1 Х =1

г„,„ =  2ЛП. (7.10г)

Л ,., =  0, (7. Юд')

где введено обозначение
х

(7.11)
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Действительно, из равенства (7.11) в силу теоремы Гаусса видно, что 
аналитическое продолжение должно быть таким, чтобы

X X

=  - ^ 2 Л „ со8(п -Н)<« =  С (г). (7.12)

Для наших целей аналитическое продолжение проще всего осуществить 
таким образом, чтобы функции Л„ и ЛП|„  были непрерывны на поверх­
ностях, а Лп1 п имела постоянный знак внутри каждой поверхности и 
удовлетворяла соотношению (7.12).

Такое продолжение возможно для любых поверхностей, окружающих 
сингулярности, и оно может быть проведено так, чтобы при стягивании 
ЭТИХ поверхностей в точку функция Л „|п переходила в сумму б-функций 
Дирака:

Л„,„-*4я 53 с  — в (** — !«) в (* » -!» ) . (7.13)
Х =1

Теперь из уравнения (7.Юг) мы получаем

Тп|П88
так что

V  (*> =  — 4 г  * ' •  <7-14>

где интеграл должен быть взят по всей области хп, а г (х , х') — «расстоя­
ние» от хп до х'п:

г(ж, аг') =  [(а;® — аг'3)(аг8— х '3)]7*. (7.15)

В силу уравнения (7.10Д*), вне поверхностей соотношение (7.14) мож­
но записать в виде

г *  < » > - - £  (7-16>
х=1

здесь интегралы берутся только по областям внутри поверхностей. При 
стягивании этих поверхностей в точку мы можем считать г {х, х') пос­
тоянными во всех областях интегрирования и записать

тП|п (х) — *4̂  2  * \  2ЛП|П̂ .
к =1 /* (а?)
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а согласно равенству (7.12), это представляет собой

Тп1п =  — 3  Сс  СОЛ*},
х= 1

т. е. уравнение (7.9д).
Таким образом, мы показали, что с использованным выше аналитиче­

ским продолжением из уравнений (7.10) следуют уравнения (7.9).
Для доказательства обратного образуем из уравнений (7.9) соотноше­

ние

Если теперь образовать поверхностные интегралы от «нормальных» сос­
тавляющих обеих частей этого уравнения по очереди для каждой из по­
верхностей, окружающих сингулярности, то левая часть даст нуль, как 
показано в разделе 2, и в результате получим

т. е. равенство (7.11).
Тот факт, что справедливость уравнения (7.10д') для регулярной об­

ласти следует из уравнений (7.9), тривиален, а эквивалентность уравне­
ний (7.6г, д) и ( 7 .7 г ,  д'), следовательно, доказана.

Доказательство эквивалентности для остальных уравнений (7.6) и
(7.7), содержащих индекс нуль, не представляет ничего существенно но­
вого и здесь опущено.

Суть нашей сложной процедуры выписывания всех уравнений поля 
в двух эквивалентных формах теперь ясна, поскольку наше обобщение- 
уравнений (5.1), которое привело к уравнениям (7.6), не могло быть, 
проведено убедительным образом без использования аналогии с уравне­
ниями (5.2) и (7.7).

Благодаря отсутствию в уравнениях (7.7) интегральных условий на 
поверхности больше не существует никаких возражений против приме­
нения нашего метода приближения для решения этого ряда уравнений. 
Точно так же, как и раньше, за исключением отсутствия интегральных 
условий, на поверхности выполняется расщепление уравнений по сте­
пеням параметра X. Однако на каждой ступени приближения можно-

( Т п | 8  Т п | п ) і З    2ЛП+  2  \  С (т) I  Г | ”|п (7.17>
Х = 1

4 7 »
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написать:

4я

X
(Гоо.оп — 2Лоп) cos (n*N) dS — С(х),

Я J 21 1 2І+1 2Ї+1
х

2^г \  2Кпп cos (п • N) dS =  Ст( т).
«) 21

(7.18)

В этих обозначениях мы получим, точно так же, как для уравнений (7.6) 
и (7.7), что для каждой ступени приближения эквивалентны следующие 
системы уравнений:

Too, ев =  2Л00, (7.19а) Yoo, ss — 2Лоо, (7.20а')
21 2 г 21 21

Топ,зз — 2Лоп, (7.196) Топ,зз =  2Лоп» (7.206)
гг+i 2i+i 2i+i 2i+i

Р Г х
Too,о —  Топ,п — —  2  I  ^  ОО/*’ м (7.19в) Л-оо.о —  Л 0п,п “  0» (7 .20в )

2 l I 21+1 Х=1 Чг+1 ' 21 1 21+1

Т тп , зз == 2 А т п , (7.19г) Т тп , зз=  2Лпт, (7,20г)
21 21 21 21

р

Т тп ,п  =  — 2  { С т ( ? )  I г  }  , (7.19д) Л т п ,п =  0. (7.20д')
2l х==1 2l I J 21

При фактическом решении уравнений проще работать с системой 
(7.19), чем с системой (7.20). На каждой ступени мы должны решать 
уравнения типа у, 83 =  2Л.

Чтобы сделать решение в целом непротиворечивым, мы должны нало­
жить условия, что поле должно быть галилеевым на бесконечности и что 
к частным решениям нельзя добавить гармонических функций более вы­
сокого порядка, чем с простыми полюсами, если только их добавление 
не вынуждается координатными условиями (7.19в) и (7.19д). Предполо­
жим, что мы в состоянии найти все последовательные приближения. Тог­
да величины Со (т), Cm (т) будут иметь вид

00

С„(Т) = Ц  х.” +1 С„(1 ), (7.21)
1—1 21+1

00

Сш(г) =  % 1 « С т(т). (7.22)
1=1 I*'
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Вообще говоря, наше решение не будет решением гравитационных 
уравнений, поскольку системы уравнений (7.6) и (7.7) являются более 
общими, чем гравитационные уравнения. Однако, если теперь положить

С0(т) =  0, Ст (т) =  0, (7.23)
то на движение сингулярностей накладываются такие условия, что наши 
решения действительно станут искомыми решениями гравитационных 
уравнений.

Дифференциальные уравнения (7.23) для функций £ в действительно­
сти не зависят от X, поскольку они должны быть выражены не через вспо­
могательное время т, а через истинное время я0; когда это будет проделано, 
X с необходимостью исчезнет.

На практике, разумеется, невозможно продвинуться в вычислениях 
дальше нескольких первых ступеней. Предположим, однако, что мы 
смогли найти последовательные приближения до некоторой ступени 
I=  д.

В этом случае, если положить
9 9

2  *,*« Со (т) =  0, 2  X* с т (х) =  0, (7.24)
*=! 21+1 21

мы получим решения гравитационных уравнений с точностью до членов 
порядка (2д + 1 ) ,  и уравнения (7.24) дадут приближенные уравнения 
движения с точностью до членов этого порядка.

8. Нулевое координатное условие. В этом разделе мы покажем, что 
решение наших уравнений всегда можно построить так, что

Со(т) =  0; (8.1)
аг+1

отсюда следует, что условия
00

Со(т) =  2  ЬЙ+1С„(Т) (7.21)
1=1 21+1

не налагают никаких ограничений на движение сингулярностей. Этот 
результат существен потому, что одних лишь условий (7.22) достаточно 
для полного описания движения и любое добавление условий привело бы 
к переопределенности движения.

В действительности мы используем уравнения (8.1) как условия нор­
мировки для каждой ступени приближения; они существенны для обеспе­
чения единственности решения.
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Для нашего рассуждения существенны следующие уравнения:

Т00,88 =  2Л 00 ,22 21

Топ, 38 == 2Лоп;,

Too,88 2Л 00, f r i  Л Q  \
2 1  21 (7.1Уа)

21+1 21+1 " (7.196)

Too,о Топ , п  —  2  { ^ 0  (Т) I г  (7.19в)21 1 21+1 Х=1 1*1+1 / J

причем функции Л известны из решений предыдущих приближений (мы
X

предположим, что нашли эти решения). Если ввести величины Г (т) 
с помощью равенств

Г , о ( * )  =  С о ( т ) ,  (8 . 2 )22 1 22+1

то уравнение (7.19в) можно записать в виде

Г о о о - Г о п 2 { ( г / г )  - f ( l / m  =
22 1 22+1 х==1 / 7 i0 22 '  / АО'*

= - 1 Ж Г г 1 + ( и пГ г 1 } '  ( 8 - 3 )

где I  =  d£/dr.
Из уравнений (7.19а) и (7.196) видно, что величины Too и То ПР°*

22 22+1
извольны с точностью до аддитивных гармонических функций, и поэтому 
к ним можно добавить простые полюса, образовав новые величины:

Г,оо =  Г „ .+  S { r / r } ,  (8.4)
22 22 х==1 <2 l I  *

Ton =  Топ—  2  { г | п I г  }• (8 .5)
22+1 х==1 <2l 1 I >

Однако эти новые функции т', по-прежнему удовлетворяя уравнениям 
(7.19а) и (7.196), будут такими, что

Too,о Топ.п — 9. (8 .6)
22 1 22+1
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Поскольку теперь величины С о равны нулю, поверхностные интегралы 
также обращаются в нуль; следовательно, нулевое координатное условие 
не оказывает влияния на уравнение движения. Эта теорема и наши пре­
дыдущие результаты показывают, что уравнения, которые должны лечь 
в основу фактического вычисления поля, и уравнения движения син­
гулярностей имеют вид:

Too, ss — 2Aooi (8.7а)21 21 '  7
Т on, ss — 2Л0п, (8.76)21+1 21+1

Too,о Топ.п == 0* (8.7в)21 1 21+1

Тmn,ss — 2Лтп (8.7г)
21 21

И
р

Ттп.п— 2  /  т* } ’ (8.7д)21 Х=1 Щ I *
причем

М  =  S -  ( 2Л™ 003 (“  •N) dS' (8*8)21 411 J гг

Приближенными уравнениями движения для ступени I =  q будут
9 X

2 * W m(T) =  0. (8.9)
х= 1

II. П рилож ение общ ей теории
Замечание. В первой части настоящей работы мы развили общую 

теорию нового метода решения гравитационных уравнений последова­
тельными приближениями и получения уравнений движения, в принципе 
с любой желаемой степенью точности. В этой части работы мы применим 
этот метод, проводя вычисления до такой ступени, когда определится глав­
ное отклонение от ньютоновых законов движения.

К сожалению, вычисления становятся все более громоздкими и вклю­
чают большое количество технических деталей, которые сами по себе 
не могут представлять интереса. Приводить здесь все эти вычисления в 
явном виде нецелесообразно, и мы решили ограничиться изложением
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общих идей работы и просто привести окончательные результаты. Все 
вычисления этой части нашей работы хранятся в институте и доступны 
для всех, кого могут заинтересовать детали вычислений 10.

9. Приближение I =  1. Приближение I =  0 тривиально и приводит к
галилееву решению, так что мы сразу перейдем к следующему приближе­
нию 1 — 1.

Поскольку величины Л 0о, Аоп и Л ш  все равны нулю и, как показано в
2 3 2

разделе 3, функции утп также равны нулю, из всех уравнений (8.7) у нас 
останутся лишь 2

ТОО, 83 
2

Ton, ss — 0, (9.2)
3

Too. о Ton, п — 0. (9*3)
2 1 3

Характер всего нашего решения существенно зависит от выбора гармо­
нической функции, взятой в качестве решения уравнения (9.1). Пред­
положим, что рассматриваемые частицы обладают сферической симмет­
рией и что в бесконечности поле галилеево. В этом случае решение урав­
нения (9.1) единственно, поскольку каждая сингулярность функции

2

должна быть теперь простым полюсом, согласно уравнению (9.1). Сле­
довательно, для функции 7 00 мы имеем решение

2

Too =  2ф, ф =  2  {— 2m/r}, г *= [(ж3 — I s) (х3 — I s)], (9.4)
2 х= 1

X
причем р величин т не зависят от пространственных координат ос3 и мо­
гут зависеть лишь от времени.

Из уравнения (9.2) мы видим, что функция Топ также является гар-
з

монической, и для более точного ее определения мы должны использо­
вать координаты (9.3). Иэ уравнений (9.3) и (9.4) имеем

Р XX
Ton.n =  Too,о ^  2  (— ^ г /г)>о —

* I "  = 2 W ) i 4 , - S ( - 4  U ) .
x = l X=1

10 c/o Secretary of the School of Mathematics, Institute for Advanced Study. 
Princeton, Ni J. (U.S.A.),
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Это уравнение можно решить, не вводя новые сингулярности, лишь в слу- 
х X

чае т =  0. Другими словами, величины т , которые в действительности 
представляют собой массы точечных сингулярностей, с необходимостью 
являются постоянными. Теперь очевидно, что при наших общих ограни­
чивающих условиях функция уоп определена единственным образом

з

Гоп =  2  { ( ^ т 1г ) 1п } •  (9.5)
3 х—1

В дальнейшем мы ограничим наше рассмотрение случаем только двух 
частиц. Это не приведет к существенным ограничениям результатов до 
конца раздела 15, поскольку обобщение на случай р частиц тривиально, 
и позволяет упростить довольно неудобные обозначения, используемые 
в общем случае.

В случае двух частиц запишем

— 2 m/г =  ф, — 2 mjr =  %; (9.6а)

ф =  ф +  х; (9.66)

i a =  Л8, Is =  V- (9.6в)

В результате равенства (9.4) и (9.5) можно представить в виде

Too =  2ф =  2ф +  2%, (9.7а)
2

Т« =  —2фг|"— 2 х£». (9.76)
3

Из равенства (1.18) имеем также

hoo — ф — Ф ~Ь %> (9.8а)
2

hon =  — 2 w — (9.86)
з

hmn =  бтппф =  &тп (ф +  X) • (9 -8в)
2

Это показывает, что приближение 1 = 1  имеет ньютонов характер, но
X

благодаря обращению в нуль Ст не налагает никаких ограничении на 
движение. 2
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10. Вычисление функций Л для 1 =  2. Первым шагом в вычислении 
функций Л для 1 =  2 является определение компонент h ^ .

С помощью метода, изложенного в разделе 4, мы можем вычислить
разложения компонент №* в любом желаемом приближении. Для 1 = 1
находим:

&00 =   &00 =   Ф> (10.1)
2 2

hm = hon =  То п. (10.2)
3 3 3

hmn =  — hmn =  — бтпф. (10.3)
2 2

Далее, нам необходимо вычислить для 1 = 2 величины 2Z^v, определен­
ные в формулах (1.15) — (1.17). Линейные члены в выражении для 2Ь00 
дают 4

Ф.оо*

Из нелинейных членов дают вклад только три, а именно

— 2 {hsr [00, r]}t8 =  — ф,8ф,8 (поскольку ф>88 =^0),
2 2

— 2 [00, s] [0s, 0] =  у ф ,8ф,8,
2 2 ^

— 2 [00, г] [rs, s] =  -|ф ,вф ,в,
2 2

где [г, s, р] — символы Кристоффеля. Следовательно,

2 Z/00 =  Ф>оо +  ф>8ф»8. (10.4)
4

Аналогичные, но довольно утомительные вычисления приводят к сле­
дующим результатам:

2Z/0n == ф»з 0̂8,п ф.вп̂ оз ф̂.оф.га, (10.5)
5 3 3

2Lmn =  /iom.on Ôn.Om Ч- бт пф»00 2фф,тп ф,тф,п бщпф,8ф,8. (10.6)
4 3 3
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Поэтому, в соответствии с уравнениями (1.30) — (1.35) имеем:
3

Too, ss =  2Лоо =  — 2 " 9>s9»s» (10.7а)

Yon, ss =  2Л0П =  ĵsTos.n ф.впТоз— Зф,оф»п» (10 76}
6 6 3 3 7

Tmn.ss =  2Лтп =  Тот,On — Топ,от ~Ь 26тп ф,оо —
4 4 3 3 з

2фф,тп фщгфтЧ- 6тпф,8ф,8. (10.7в)

Как указывалось в разделах 7 и 8, эти уравнения (10.7) , вместе с соот­
ветствующими координатными условиями:

Тоо»о “Ь Топ,п =  0, (10.8а)
4 1 5

Т тп,п — (^m/7*) (СтМ, (10.86)
4 4 4

составляют уравнения, определяющие поле в следующем приближении.
11. Ньютоновы уравнения движения. Теперь нам необходимо вычислить 

поверхностные интегралы

ft) —  ̂2Лтп соз (п • N) dS j к =  1,2. (11.1)

Согласно общей теории, изложенной в первой части настоящей работы, 
эти интегралы не будут зависеть от конкретных форм поверхностей инте­
грирования, так как дивергенция их подынтегральных выражений долж­
на обращаться в нуль вследствие уравнений поля в предыдущем приближе­
нии. Покажем теперь прямым вычислением, что это выполняется для 
величин, приведенных в формуле (10.7в).

Поскольку функции ф и Yon — гармонические, имеем
3

2Ат„,п = Топ,тп Ч- 2ф,оот»
4 3

что обращается в нуль, как легко видеть из уравнений (9.3) и (9.7а).
При фактическом вычислении поверхностных интегралов мы оценим 

отдельные вклады разных членов в величину 2Лт „. Так как значение всего
интеграла не зависит от формы поверхности интегрирования, то, взяв 
эту поверхность конечных размеров и всегда на конечном расстоянии от 
ее сингулярности, мы видим, что весь интеграл не может быть бесконеч­
ным. Однако отдельные члены в выражении для 2Атп не обладают тем

31 А. Эйнштейн, том II 4 8 1



Гравитационные уравнения и проблема движения 1938 г.

свойством, что их дивергенция обращается в нуль, и поэтому, прежде 
чем начать вычисления, мы должны выбрать поверхности интегриро­
вания определенным образом. Наиболее удобно взять определенные бес­
конечно малые сферы, центры которых лежат в сингулярных точках; но 
в этом случае в значениях отдельных интегралов могут встретиться бес­
конечности типа

lim const/r”,
r->0

где п — положительное целое число. Однако, поскольку они должны вза­
имно уничтожаться в окончательном результате, мы можем просто пре­
небрегать ими в ходе всего вычисления поверхностных интегралов.

Рассмотрим интеграл по поверхности, окружающей первую сингуляр­
ность. Благодаря бесконечно малым размерам поверхности интегрирова­
ния, единственными членами, которые могут дать вклад, отличный от

1
нуля или от бесконечности, являются члены порядка (1 Ir2).

Первым слагаемым величины 2Лт „ является функция — Tom,on, ко-
4 3

торая в соответствии с уравнением (8.76) может быть записана в виде

—  Tom.on =  —  2ф ,П8т Г п 8 +  2 ф ,пг г  —  2x ,„s i mi s +  2% ,ntm*
3

Таким образом, нам необходимо рассматривать лишь второе слагаемое; 
тогда будем иметь:

1 1 1 
4 ^  (“ ■ Tom.on) COS (n • N) dS =   ̂2ф,пцш cos (n-N) dS =

l
=  (4mTim) J {(zn — if )  (xn — r f ) /r2} dS =

=  (4rarim)  ̂{l/T’2} dS =  4mrfl. (11.2)

Подобным же образом находим, что

^ Г ^ (— Уоп,от)ъ°а(п-'S) dS =  -у- тцт. (11.3)

Четвертый член (— 2ф,ф,т ) требует несколько отличного рассмотрения. 
При этом интерес может представлять лишь часть

2ф,тп%.
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Чтобы вычислить соответствующий вклад в поверхностный интеграл, 
мы должны разложить функцию % в степенной ряд в окрестности первой
сингулярности

Х =  Х +  (Xs — Л8)Х,з +  . . . ,  (11.4)
где

х =  х Of), х,з =  х,з Of) и т* д* (Ц.5)

Подставляя это разложение для мы видим, что единственным членом
в подынтегральном выражении, который может дать конечный вклад, 
является член

— 2ф,т п (ж8 — ri8)x >s. (11.6)

Для определения поверхностного интеграла от этого члена необходимо 
вычислить интеграл

1
 ̂(xs — ris) ф,тп cos (п • N) dS.

Имеем

(х8 — Г]8) ф,тп cos (п • N) =

=  2т (х8 —  ц8) {— 3 (хт —  i f 1) (хп — TJп)/г8 +  бmn/r8} {хп — х\п)/г =

=  — 4т (х8— г)8) {хщ— Цт)/гК

Отсюда

— r]*)i|),m„cos(n-N)(iS =

*=-  %  5 (ж’_  ^  m)!r> ds= ~  4 -  (11>7)

и, следовательно, поверхностный интеграл от члена (11.6) равен

+ 4  г «  (и -8)
что является также значением поверхностного интеграла от всего члена
( фф1 mn).
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Для поверхностных интегралов от оставшихся членов аналогичным 
путем получаем значения:

26т „ф,00 -»  — т ? 1!
1

8т ~
  ф.тф.П-^- д" %,ТП)
3 1 ~ I
~2 т̂пф»8ф>* 1

(11.9)

Отсюда имеем

Ст (т) =  A  f 2Лтп cos (п • N) dS =  4т \  х m}. (11.10)

Предположим, что мы не собираемся вычислять следующее прибли­
жение. В этом случае наши приближенные уравнения для каждой час­
тицы будут иметь вид

ь4 {<, +  |-Ь"} =  0- (11.11)
Интересно отметить, что уравнения движения в этой форме на самом 

деле не зависят от переменных а?, поскольку, согласно формулам (11.5)
И (9*6)> 2 2

X.. =  х ..(л п). % =  —  2т/г. (11.12)

Для доказательства мы можем взять в качестве функции % любую 
2 ~ 

функцию г. Соотношения (11.12) показывают, что для получения %ts 
необходимо прежде всего дифференцировать функцию % по координате 
х8 и затем заменить аргумент ха на тр. Но результат не изменится, 
если сначала заменить Xs на тр, а потом продифференцировать по rf 
или по (— £*). Следовательно,

X.s =  ^ L  =  - ^ .  (1 1 .1 3 )
Щ

где г — «расстояние» между точками с координатами гр и £s:

^ *= f(ns— С*) (л*— (И. 14)

Поэтому мы можем считать, что наши уравнения движения включают диф­
ференцирование функций, зависящих только от положений сингуляр- 
ctb̂ 6*** ЧТ° хаРактеРН0 Для теорий, основанных на концепции дальнодей-
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Записав уравнение (11.11) в векторной форме,
1 .. 12
т ц  =  V (тт/г), (11.15)

мы видим, что уравнение (11.11) дает в точности ньютоновы законы дви­
жения 11.

Таким образом, мы получили уравнения механики Ньютона только из 
уравнений поля, без дополнительного предположения, которое до сих пор 
считалось необходимым, в виде закона геодезических или специального 
выбора тензора энергии-импульса.

Из приведенного выше вывода ньютоновых уравнений движения 
становится очевидным общий механизм, с помощью которого можно полу­
чить лоренцовы уравнения движения электрических частиц. В этом слу­
чае мы должны рассматривать гравитационные уравнения, в правой части 
которых стоит максвеллов тензор энергии-импульса, а также уравнения 
поля Максвелла, и затем применить наш метод приближения ко всей си­
стеме уравнений. Однако теперь каждой сингулярности помимо ее массы 
т необходимо приписывать электрический заряд е. В новых уравнениях 
поля мы можем заведомо пренебречь вкладом от произведений гравита­
ционных потенциалов. Это пренебрежение имеет следствием обращение 
в нуль второго члена в уравнении (11.11), в то время как включение тен­
зора Максвелла приводит к появлению в правой части уравнений (11.11) 
соответствующего поверхностного интеграла, который дает электроста­
тическую силу, действующую на частицу. В следующем приближении 
мы получим полную силу Лоренца вместе с релятивистской поправкой к 
массе.

Пока мы имеем дело с сингулярностями, мы не имеем оснований, в рам­
ках теории, исключать отрицательные массы, иными словами, исключать 
гравитационное отталкивание между частицами. Однако, если мы решим 
считать массу всегда положительной, то знак максвеллова тензора энер­
гии-импульса в уравнении определяет, должны ли одинаковые заряды 
притягиваться или отталкиваться. Это также вскрывает ограниченность 
любой теории, основанной на существовании сингулярностей.

12. Нормировка величины уоо- Значение величины у00, полученное из
4 4

уравнения (10.7а), определено с точностью до аддитивной гармонической 
функции, и эту функцию следует найти из соотношений (8.4), (8.2) вме­
сте с нашим основным требованием о том, что следует избегать, насколько 
это возможно, гармонических функций более высокого порядка, чем 
функции с простыми полюсами.

11 Уравнения (11.11) и (11.15) записаны через вспомогательное время и вспомога 
тельные массы. К этому вопросу мы вернемся в разделе 17.
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Из уравнения (10.7а) и факта гармоничности функции ф немедленно 
получаем

Гоо =  — т  ФФ +  <*00^  +  Зоо5С* (12.1)
4 *

где мы записали аддитивные функции (8.4) в другой форме, более соот­
ветствующей нашим обозначениям в последних разделах; при этом а 00 
и роо зависят только от времени т через г) и С и их производные. Величи­
ны а 00 и Зоо можно определить из условия, что

Значение величины а 00 можно найти, беря этот интеграл по малой сфере 
с центром в первой сингулярности. Проводя вычисления, аналогичные 
вычислениям в разделе 3, после использования уравнений движения пер­
вого порядка находим

аналогично, интегрируя по малой сфере с центром во второй сингуляр­
ности, находим

Эти результаты ясно показывают физический смысл специальной нор­
мировки, требуемой условиями (8.4) и (8.2). Теперь мы имеем

* 4 о о  + * 4 . .  =  * .* { ( !  +  { * .■ « „ „ )  2 ^  +  ( 1  +  { ^ „ „ ) 2 Х -  • І Х ’Ч * ? } , ( 1 2 . 6 )

Вычисления до этой стадии соответствуют вычислениям Дросте, де 
Ситтера и Леви-Чивиты, цитированным во Введении.

13. Решение уравнений поля для 1 =  2. Поскольку наша конечная 
цель состоит в определении уравнений движения в следующих прибли­
жениях, мы интересуемся только теми выражениями, которые дают вклад 
в соответствующие поверхностные интегралы. Перечислим, что необхо-
486
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Здесь
(12.5)

и из формул (12.3) и (12.4) видно, что выражения и
включают в себя первые релятивистские поправки к

массам.
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димо для этих вычислений, поскольку обоснование нашего утверждения 
не может быть дано без указания деталей вычислений.

1. Вычисление величин Ттп и Гот в окрестности сингулярностей. Мы
можем не учитывать в утп те члены, которые стремятся к бесконечности

1 4
при г -* 0.

2. Вычисление величин Тзз во всем пространстве. Выражение 2Лтп
4 ^

в уравнениях (10.7) можно разделить на две части, одна из которых содер­
жит линейные члены вместе со всеми другими членами, не включающими 
взаимодействие между двумя частицами, а другая содержит все члены, 
описывающие взаимодействие. Обозначим эти две группы членов соот­
ветственно через Х тп и Ущп. Интегрирование уравнений

Ттп, вз =  Х тп (13.1)
4

не представляет каких-либо трудностей, но уравнения

Гтп, ев =  Упгп> (13,2)
4

очевидно, не интегрируются элементарно, и мы должны ввести упроще­
ние. Поскольку значения величин Гтп нам необходимы главным образом

4
для вычисления интегралов Ст по поверхности, окружающей, например,

в
первую частицу, МЫ можем ввести разложение величины Гтп в степенной

4
ряд в окрестности этой точки и получить таким образом решение для Гтп

4
также в виде разложения. Действительно, из уравнений (13.1) и (13.2) 
МЫ находим Д Л Я  величин Гтп и Гтп следующие выражения:

4

Гтп =  [(* "  -  Л") П”1 +  ( ^  -  * Г ) ЦП “  $тп  (Xа -  Л8) Л8]}*0 +
4

+  [(*“ -  П  Г  +  (хт-  Г )  Г  -  бтп (*• -  ? ) І 3 } } , 0  +

"I” "4 Ч- г2%,тХ,Пг (13.3)
и

Г т п  =  —  ^ . т  { Х П —  Л " )  Ъ  ( 1 3 *4 )

причем в уравнение (13.4) включены только те члены, которые важны 

для окончательного вычисления поверхностных интегралов Ст •
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Величины Ттп определяются выражением
4

Ymn =  Тmn Ч~ Тmn “Ь  ( 1 3 .5 )
4 4 4

где атп — функции времени, которые определяются из координатных ус­
ловий.

Аналогичным образом значения величин уоп можно вычислить в два
5

приема. Включая лишь члены, существенные для поверхностных инте- 
1

гралов Ст, в подынтегральные выражения которых Топ входят только
9 6

линейно, находим:

Гот =  — \  Г2ф,тф,8Л8 +  |* (13.6)

Тот =  —  у  {Xs— Г}8) фХ.т t® —  {Хт —  rjm ) ф %,аГ\* +

+  \  Ф,т {ха— л8) (Xі —  л1) Z i i s +  {хщ— л"4) Ф +

I ФХ.тпЛ8 +
+  (Ж8- Л 8)Ф ,тЙ 8. (13.7)

+  4-  {Xs —  Л8) Фх»з Ст  +  Т  {Xа —  л 8) ФХ. тпЛ8 +

Величины Топ определяются суммой
5

Гоп =  Гоп +  Топ +  «оп]Ф, (13.8)
5 5 5

где а оп — функция времени, которую следует определить из условия
нормировки.

Остается лишь вычислить величину Ггг во всем пространстве. Из урав­
нения (10.7в) имеем 4

[7
Чггм3=  2Ф.оо +  ^ф,8ф,8, (13.9)
4 л

откуда

Ггг =  — 2/717*,оо — 2 тг ,00 +  \  ф2 И- осф +  рх» (13.10)
4 *

где а и р  представляют собой функции времени, которые следует опреде­
лить таким образом, чтобы вблизи сингулярностей выражение (13.10) 
для Ггг совпадало с выражением (13.5).

4
14. Определение величин а тп и аоп«. Для определения атп и аоп из

1
условий (8.7д) и (8.7в) необходимо воспользоваться значениями Стп,

4
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найденными в разделе 3. В результате с точностью до желаемого по­
рядка получаем

Otmn =  { 2 r f V  +  öm nX } ( 1 4 . 1 )

и
«on =  — Tf ifn n + хлп — Ü n. (14.2)

Наконец, из нашего последнего замечания в разделе 13 следует:

а  =  2 г |‘ п * + 1 х ,  ß  =  2 < j . y  +  | $ .  ( 1 4 . 3 >

15. Вычисление величин А тп. Как мы теперь покажем, при вычисле-
6

нии величин А тп для наших целей можно предположить, что поверхност- 
6

ный интеграл Ст обращается в нуль. После вычисления поверхностных:
4

интегралов Ст приближенные уравнения движения можно записать в виде

Х*Ст +  Х6Ст =  0. (15.1)
4 6

Но это показывает, что если движение происходит в соответствии 
с уравнениями (15.1), то — Х*Ст и Х*Ст будут величинами одного по-

4 в
рядка. Очевидно, что Х4Ст может входить в Х6А тп только в комбина-

4 6

ции с величиной типа Х20. Поэтому Х4Ст будет входить фактически
2 4

только в члены порядка X8 и выше, и поскольку при вычислении 
уравнений движения мы не намерены выходить за пределы порядка 
X6, то можно пренебречь всеми членами в Лтп, содержащими Ст„

6 4
Однако даже если учесть это обстоятельство, вычисления остаются все 
еще очень утомительными, и в разложении Лт „ имеются фактически 
члены 41 типа. Находим: 6

2  Атп —  Т о т , о п " Т оп ,от 4~  ^тпТоО.ОО 4 “ Tmn,00 фТоо, т п
6 5 5 4 4 4

ф Тss.mn i ф ,т п Т о о  ф яилТзз 4 ” ф .твТ пв 4~  ф .пвТ тв ^тпф .вгТзг 2 ф , sYmn,s 4~
4 4 4 4 4 4 4

1 1 1  
4 “ ф ^ Т т з .п  *4" ф>*Т»8,т ‘•" ф .тТ в з .п  77 ф .пТвв.т п"ф,пТоо,т

4 4 4 4 4
1 3  3 I

~гГ ф ,т Т о о ,п  4 “ 77 $ m n t y , s T r r , s  4 “ 77 ^m r$,sYoo*s TosYomms YosYom,ns г  
“  4 * 4 ^  4 3 3  3 3

4 8 »
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1 3
+  2YosYos , т п  п  ÖmnTos,rTor,s о ^mnYos,rTos,r 4 “ Tos,m Tos,n 4 ~  Tom,s Yo,ns

3 3  A 3 3 ^ 3 3  3 3  3 3

— ' Ф .опТот ф .отТ оп  4 ” 2Ömn<p,OsYos 'Ф.оТот.п ф ,оТ оп ,т  ф ,пТ от,о  ф .тТ оп .о  4 “
3 3 3 3 3 3 3

4 ~  2ф Т от,оп  4 ~  2ф Т оп ,от  2 б ГцПф ф >оо 4 “ 2 ф ф ф ,т п  ф ф .т ф .п  4 “
3 3

3 1
4 -  ~2 ^ тп ф ф .зф .в  4 “ ~2 ^ тпф .оф .о* ( 1 5 . 2 )

Условие обращения величин А тп, „ в нуль требует дополнительной 
проверки правильности этой формулы. Мы вычислили дивергенцию вели­
чины Лтп, исходя из формулы (15.2), и нашли, что она действительно

в
обращается в нуль.

16. Поверхностные интегралы для 1 =  3. Для нахождения главных 
отклонений от ньютоновых законов движения осталось, по существу, вы­
числить значения поверхностных интегралов Ст. Для этого мы должны

в
прежде всего подставить в формулу (15.2) найденные ранее значения Тоо»

4
Yт п  и Топ ,  а затем вычислить один за другим вклады от получившихся
4 5
членов и сложить полученные выражения. Общая процедура похожа на 
ту, которая была использована в разделе 11 при вычислении величин Стп, 
но значительно сложнее последней. 4

Пользуясь тем, что величину С т  можно считать равной нулю, мы мо-
4

жем выразить результат в следующей форме:

С т  =  т-( 2Лтп cos (п • N) dS =  — 4mmJ{[tjeV +
в * J  в

+  J  i V  -  4Т)*j '  -  4 £  -  5 2 .]  - i L  ( i )  х  [4ч* (£-» -

- n “) +  3 n - f i - - 4 t t - ]  1 7 - 4 )  +  ! - W i ? r ^ r- t1«-1)

17. Главное отклонение от ньютоновых законов движения. Для полу­
чения уравнений движения, соответствующих этой ступени нашего при­
ближения, следует написать:

Х*Ст +  %*Ст =  0, х --= 1, 2, (17.1)
4 в

и затем исключить %, переходя от вспомогательного времени т =  Хх0 
к обычному времени х° и вводя массу М  вместо т, где М  =  Х2т. Для
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новых величин можно сохранить старые обозначения, не внося какой- 
либо путаницы, так что теперь |  будет равна с1^/йх° вместо с?£/с?т, а для 
новой массы М  можно ввести прежнее обозначение тп. Тогда уравнения 
движения (17.1) можно с учетом соотношений (11.10) и (16.1) записать в 
виде:

Уравнения движения для второй частицы получаются путем замены
символов пг , тп , rj, £ на m, m, £, rj, соответственно.

С точки зрения практических приложений эти уравнения, описываю­
щие в релятивистском приближении движение двух тяжелых гравитирую­
щих тел, составляют главный результат наших вычислений.

Эти уравнения были затем проинтегрированы Г. П. Робертсоном; его 
результаты приведены в статье «Задача двух тел в общей теории относи­
тельности» в этом же журнале 12.

Мы выражаем благодарность проф. Робертсону за проявленный инте­
рес к этой проблеме и помощь.

Поступила 16 июня 1937 г.

Постановка задачи о получении уравнений движения источников поля в форме 
движения сингулярностей не удовлетворяла Эйнштейна (ср. статью 110). Од­
нако в нескольких статьях (статьи 120, 136) задача была подробно исследована. В ча­
стности, в статье 120 показано, что задача может быть изложена значительно компакт­
нее, чем это сделано в настоящей работе. Дальнейшее упрощение и развитие это нап­
равление получило в работах JI. Инфельда [ср. книгу: JI. И н ф е л ь д  и И. П л е- 
б а н с к и й. Движение и относительность. ИЛ, 1962].

Уравнение движения пылевидной материи было изучено В. А. Фоком [ср. книгу.
В. А. Ф о к .  Теория пространства, времени и тяготения. Изд. 2, М., 1960].

А. Эддингтон и Дж. Кларк [A. E d d i n g t o n  a. G. C l a r k .  Proc. Roy. Soc., 
166,465 (1938)] получили эти уравнения непосредственно из вариационного принципа.

і 2 2 1

18 G. P. R o b e r t s o n .  Math. Ann. 1938, 39, 101.
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРИИ 
ЭЛЕКТРИЧЕСТВА К А Л } ЦЫ *

( Совместно с П. Бергманом)

Введение
До сих пор были сделаны две довольно простые и естественные попытки 

связать гравитацию и электричество с помощью единой теории поля: 
одна — Вейлем, другая — Калуцой. Кроме того, предпринимались по­
пытки формально воспроизвести теорию Калуцы таким образом, чтобы 
избежать введения пятого измерения в физический континуум. Излагае­
мая здесь теория отличается от теории Калуцы в одном существенном пун­
кте: мы приписываем пятому измерению физическую реальность, тогда 
как в теорию Калуцы пятое измерение вводится лишь с целью получить 
новые компоненты метрического тензора, описывающие электромагнитное 
поле. Выбирая соответствующую систему координат, Калуца предпола­
гает, что переменные поля зависят от четырех координат х 1, х 2, ж8, ж4, но 
не от пятой хР. Это отражает тот факт, что физический континуум, согласно 
нашему опыту, является четырехмерным. Однако мы покажем, что пя­
тому измерению можно придать некоторый смысл, не вступая в противоре­
чие с четырехмерным характером физического континуума.

Чтобы облегчить чтение, изложим в первой части настоящей работы 
первоначальную теорию Калуцы, а во второй — ее новое обобщение. 
В Приложении мы упростим вывод уравнений поля путем обобщения тен­
зорного исчисления на случай тензорных плотностей.

* Generalisation of Kaluza’s Theory of Electricity. (With P. Bergmann). Ann. M ath., 
ser. 2, 1938, 39, 683—701.
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I. Т Е О Р И Я  Б А Л У Ц Ы 1

1. Рассмотрим пятимерное пространство (4 +  1 измерение) с метри­
кой 7 „ 7 7йба =  ах  ̂ахv. (1)

2. Предположим, что пространство «цилиндрическое» по отношению к 
определенному векторному полю. Аналитически это означает следующее. 
Существует контравариантный вектор А v, такой что если т — бесконечно 
малая постоянная, то

6a;v =  ттГ (2)

есть бесконечно малое смещение точек пространства. Линейный элемент 
не должен менять своей длины, определенной формулой (1), если его концы 
смещаются согласно соотношению (2). Это условие выражается уравнением

TVv, оА° +  =  0. (За)

Нетрудно показать инвариантный характер этого уравнения. Полагая

Г /  =  Л(И (Зб)
получаем

V = =  А у г р, А { Y j j . 0 ,  V +  T v o .  [А Т [A V , О  }  === 0 ,  ( 3 ® )

или
(Ир, v — А0Гр*} +  {AVf р +  А0Г°р} =  0, (Зг)

где Tix — символы Кристоффеля второго рода. В терминах абсолютного 
тензорного исчисления уравнение (Зг) имеет вид 2

А р; v +  Av; р =  0. (3)

Из уравнения (3) следует, что TpVA M w,- т. е. норма А* постоянна 
вдоль линий, к которым А* является касательным. Умножая уравне­
ние (3) на получаем

А М М К v +  А*А*А*, р. Av (АМр). „ =  0. (4)

1 Изложение теории Калуцы см. в работах О. K l e i n .  Zeischr. Phys., 1926, 37,
895—906; A. E i n s t e i n .  Sitzungsber. preuss. Akad, Wiss., pnys.-matn. Kl., 
1927, 23. (Статья 83).

3 Уравнение Киллинга.
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3. Теория Калуцы налагает на векторное поле А* другое ограничение, 
помимо выраженного в уравнении (3): линии, к которым поле А “ является 
касательным («А-линии»), должны быть геодезическими. Аналитически это 
означает, что линии, определенные уравнением

&  =  и ' (5)

(где 1/А,2 равно норме А), удовлетворяют уравнению
^  ОС л  з

%  + = ° (6а>
или, согласно (5),

А ХА'/ +  А хА \ а =  0. (66)
дхх

Первый член этого уравнения благодаря соотношению (4) обра­
щается в нуль ( -  А* — производная функции от нормы А по на- 

V дхх
правлению А). Поэтому

А*А!Я =  0 (6в)
или

АаАу; « =  0. (6г)

Из уравнения (3) следует

ЛМ «; , = ^ ( Л * Л ) .»  =  0. (6)

Это значит, что норма А постоянна не только вдоль А-линий, но и во 
всем пространстве. Таким способом мы характеризуем структуру прост­
ранства в теории Калуцы.

З а м е ч а н и е .  Из «цилиндрического» характера пространства сле­
дует существование вектора А, симметричные производные которого об­
ращаются в нуль. Но остаются антисимметричные производные А кото­
рые в теории Калуцы представляют электромагнитное поле.

С пециальная система и оорди н ат

Рассмотрим четырехмерную поверхность, пересекающую каждую из 
А-линий один и только один раз. Введем на этой поверхности четыре коор­
динаты Xа (а =  1 . . .  4) и положим, что координата х° равна нулю на 
этой поверхности. Через каждую точку поверхности проходит А-линия,
494
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на которой одно из двух направлений выбирается в качестве положи­
тельного; этот выбор должен быть одинаков на всех Л-линиях. В качестве 
координаты х° мы выбираем расстояние вдоль А -линии, вычисленное с 
помощью формулы (1), отправляясь от начальной четырехмерной поверх­
ности х° — 0; знак определяется по выбранному направлению. Поэтому 
на а;°-линии

Так как абсолютное значение А всегда равно единице, мы имеем

поскольку благодаря выбору нашей системы координат А 1 — А 2 =  А 9 —

Ни одна из компонент А в силу соотношения (9), не зависит от х°+ 
Поэтому в антисимметричных производных

все компоненты с одним из индексов, равным нулю, тождественно обра­
щаются в нуль.

В нашей специальной системе координат структура пространства опи­
сывается десятью функциями Утп и четырьмя функциями Тот ( =  А т), 
которые не зависят от х°. (Здесь и далее латинские индексы меняются в 
пределах только от 1 до 4.) Поэтому настоящее описание пространства яв­
ляется четырехмерным. Но, как скоро будет показано, введенные пере­
менные не являются с точки зрения нашего описания наиболее естествен­
ными.

5 V Гоо йх'и, (7 а)
о

в силу последнего соотношения во всем пространстве
Гоо =  1. (7>

или
Гоо Л °А°  =  1,

А 0 =  1,

(8а >

(8>

=  А 4 = 0 .

(10)

(9>

4 9 »
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Возникает вопрос, какие преобразования координат еще разрешены 
при сохранении нашей специальной системы координат.

а. Координаты ха были выбраны произвольно на четырехмерной повер­
хности (х°= 0). Поэтому еще допустимы следующие преобразования:

ха =  ха(х1. . .  ж4),

х° =  ж0. (11)

Мы назовем их 4-преобразованиями.
б. Четырехмерная поверхность была выбрана произвольно. Ее можно 

заменить на другую поверхность, не меняя координат ха, отвечающих 
А -линиям. Соответствующее преобразование будет

ха =  ха,
(1 2 )

х° =  Х° +  /  (ж1 . . .  ж4).
Мы назовем его 0-преобразованием.

Величины Ymn ведут себя при 4-преобразовании -как четырехмерный 
тензор, а А п (=  Yon) — как 4-вектор. При О-преобразовании получаем

А т =  Д т - $ г, (13)

d f  d f  , d f  d f
Tт п  Tmn ^ mO ^ п  TnO I-  д х т  д х П '

Вместо величин Ymn, которые не инвариантны относительно О-преобразо- 
вания [согласно (14)], мы введем новые величины gmn, рассуждая сле­
дующим образом. Пусть две бесконечно близкие А -линии L  и V  проходят 
через две бесконечно близкие точки Р  и Р '. Между L  и U  существует экс­
тремальное расстояние благодаря существованию метрики. Это расстоя­
ние определяется формулой

gp.v =  Tp-v ApAv, (15)

Определенные таким образом величины g^  являются компонентами 
пятимерного тензора. В специальной снстеме координат не обращаются 
в нуль лишь те его компоненты, у которых нет нулевого индекса, т. е. его 
компонентами являются лишь gmn. Компоненты gmn ведут себя как четы­
рехмерный тензор при 4-преобразовании и инвариантны относительно 
О-преобразования.

Поэтому весьма естественно выбрать в качестве переменных поля в 
специальной системе координат gmn и А т ; gmn— компоненты физического 
метрического тензора. Относительно 0-преобразования инвариантны ан­
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тисимметричные производные от Ат (т. е. А тіП— Ап,т), но не сами компо­
ненты А т. Это отвечает тому факту, что электромагнитные потенциалы 
определены лишь с точностью до аддитивных членов — градиентов произ­
вольной функции.

Этот результат можно резюмировать следующим образом: пятимерное 
пространство эквивалентно четырехмерному с метрическим тензором 
(втп) и векторным полем (Лт ), определенными С ТОЧНОСТЬЮ ТОЛЬКО до 
аддитивных градиентов произвольных функций.

Введенный в теории Калуцы пятимерный континуум позволяет рас­
сматривать гравитационные и электромагнитные поля как единую 
структуру пространства. Этот результат существен. На первый взгляд 
здесь можно было бы возразить: будет ли на самом деле шагом вперед 
введение пятимерной метрики и 5-векторов, на которые налагаются ка­
кие-то произвольные ограничения, вместо четырехмерной метрики и 
4-векторов? Чтобы правильно судить о теории Калуцы, следует иметь в 
виду, что действительно произвольный шаг был сделан только при вве­
дении пятимерного описания четырехмерного пространства. Однако если 
это сделано, то введение 5-вектора является лишь необходимым след­
ствием четырехмерного характера реального пространства. Описание элек­
тромагнитного поля векторным потенциалом, достигнутое этим путем, не 
является, конечно, тривиальным результатом.

Если же отвлечься от этого пункта, то результат оказывается весьма 
неутешительным. Цель Калуцы несомненно заключалась в том, чтобы 
прийти к новому физическому взгляду на гравитацию и электричество 
путем введения единой структуры пространства. Однако эта цель не была 
достигнута.

Уравнения поля в данной теории можно вывести, например, из вариа­
ционного принципа. Это подразумевает выбор функции действия ф, ко-

1
торая должна быть скалярной плотностью, т. е. Ф должно быть инва­
риантом по отношению к 4- и 0-преобразованиям. Поэтому в нашей спе­
циальной системе координат инвариант следует составлять из £т „ и А т, а 
также из тех производных этих величин, которые не меняются при замене 
А т на Ат — д/1дхт. Поэтому мы заключаем, что А т могут входить в функ­
цию действия только через их антисимметричные производные. Если функ­
ция Гамильтона 5? должна содержать только вторые производные от по­
тенциалов £тп, А т или выражения второй степени, содержащие только 
первые производные, то наиболее общая функция действия должна иметь 
вид

5 } = ^ } ( Л  +  сМ), (16)

где Л  — инвариант кривизны и М  — максвелловский инвариант. Однако
32 А. Эйнштейн, том II  м т
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многочисленные бесплодные попытки найти, исходя из этой теории, поле­
вое описание материи, свободное от сингулярностей, убедили нас, что 
такого решения не существует 8.

II. О Б О Б Щ Е Н И Е  Т Е О Р И И  К А Л У Ц Ы

Общие замечания о структуре пространства

Если попытка Калуцы и является реальным шагом вперед, то лишь 
ценой введения пятимерного пространства. Было много попыток удержать 
существенные формальные результаты, полученные Калуцой, не принося 
в жертву четырехмерный характер физического пространства. Это пока­
зывает, как сопротивляется наша интуиция введению пятого измерения. 
Но рассматривая и сравнивая все эти попытки, приходим к заключению, 
что все старания не исправили дела. Представляется невозможным форму­
лировать идею Калуцы простым путем, не вводя пятого измерения.

Поэтому мы вынуждены принимать пятое измерение всерьез, хотя 
прямой опыт и не побуждает нас к этому. Если структура пространства 
вынуждает нас принять пятимерную теорию, то, хотим мы того или нет, 
следует задать вопрос, будет ли ощутимо предположение о строгой своди­
мости к четырехмерному пространству. Мы думаем, что ответ на этот вопрос 
должен быть отрицательным, учитывая, что можно понять квазичетырех- 
мерный характер физического пространства из пятимерного континуума, 
упростив тем самым основные геометрические предположения.

Чтобы пояснить лежащие в основе теории идеи, рассмотрим двумерное 
пространство (вместо пятимерного), т. е. квазиодномерный континуум 
(вместо четырехмерного) (см. рис. 1).

Рассматриваемое пространство образует узкую полоску, ограничен­
ную линиями 5 Г  и 5 /71'. Координатами в этом пространстве будут х° и 
х '. Для простоты пространство взято эвклидовым. Представим себе, 
что полоска свернута в трубку так, чтобы линия 6Т  совпала с 51' Т'. При 
этом каждая точка Р на линии £ Т совпадает с некоторой точкой Р ' на 
Б 'Т ',  так что образуется небольшая цилиндрическая поверхность. Если 
ширина полоски (обозначенная через 6), т. е. длина окружности цилиндра,

8 Мы пытались найти строгое решение гравитационных уравнений, свободное от 
сингулярностей, учтя электромагнитное поле. Мы думали, что симметричное 
относительно вращений решение, вероятно, могло бы описывать элементарную 
частицу. Наши исследования были основаны на теории «мостов». [См. A. E i n ­
s t e i n ,  N. R o s e n .  Phys. Rev., 1935 48, 73. (Статья И З .— Ред.).] Однако мы 
убеждены, что решения с такими свойствами не существует.

498
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мала и если задана непрерывная медленно меняющаяся функция <р (я0, х1)
т д<р ’т. е. если выражение о мало по сравнению с ф, то значения ф в

точках, принадлежащих сегменту Р Р ', очень мало отличаются друг от 
друга и ф можно рассматривать приближенно как функцию только х1.

х°м
р ’  _

З7“] ' Т'
Ъ

І Xі

Рис. 1.

Уменьшение числа измерений пространства достигнуто потому, что про­
странство замкнуто в измерении х° и «ширина» его очень мала. Одна­
ко пространство не будет иметь квазиодномерного характера, если функ­
ция ф меняется слишком быстро.

Предположение об эвклидовости пространства, конечно, несущест­
венно в наших рассуждениях. Существенным для наших доводов может 
оказаться выбор метрики такого рода, что можно говорить об окружно­
сти в направлении х °; во всяком случае мы интересуемся лишь прост­
ранствами с римановой метрикой.

В дальнейшем более удобно рассматривать вместо «замкнутых» в на­
правлении х° пространств 4 пространства «периодические» в направлении 
х°. «Периодические» и «замкнутые» пространства эквивалентны, если 
соответствующие точки Р, Р \  Р " ,. . .  рассматриваются как «одна и та 
же» точка.

Вводя в нашу картину четырехмерный континуум х1... Xі вместо одно­
мерного континуума х1, мы приходим к модели физического простран­
ства, которая послужит основой для наших последующих рассужде­
ний.

Наиболее существенным пунктом нашей теории является замена пред­
положения «2» о строгой цилиндричности предположением о замкнуто­
сти (или периодичности) пространства в направлении х°.

4 Это выражение имеет не вполне ясный смысл; им, однако, можно пользоваться,
если иметь в виду только наглядное описание свойств пространства.
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С труктура пространства
Мы будем характеризовать пространство в соответствии с нашими 

предыдущими замечаниями о видоизмененной форме теории Калуцы.
1. Мы рассматриваем пятимерное пространство с метрикой (1).
2. Пространство замкнуто в одном измерении. Замкнутое простран­

ство заменяется пространством открытым, но периодическим по этому 
измерению. Поэтому точка Р физического пространства будет предста­
влена бесконечным числом точек Р , Р Р

Замечание. Этот постулат заменяет условие цилиндричности в теории 
Калуцы.

3. Через каждую точку пространства проходит геодезическая, зам­
кнутая на себя и свободная от сингулярностей. Или, для «периодического» 
пространства: если две точки Р , Р ', соответствующие друг другу, но в 
остальном произвольные, связаны геодезической &, то эта линия проходит 
через все остальные точки, соответствующие Р , т. е. через точки Р " ,  
Р " '  и т. д.

Эта аксиома соответствует аксиоме 3 первоначальной теории Калуцы. 
Введенные здесь геодезические соответствуют .4-линиям в теории Ка­
луцы и мы снова назовем их А-линиями.

Мы снова вводим специальную систему координат. Рассматриваем 
четырехмерную поверхность х° =  0, пересекающую все А-линии один и 
только один раз. Четыре координаты х г...х* на этой поверхности опреде­
ляют точку на ней, а также А-линию, проходящую через эту точ­
ку. Любая точка Р  на этой .4-линии определяется расстоянием, изме-

0
ренным вдоль этой линии с помощью формулы (1), между Р  (точка пере­
сечения Л-линии и поверхностна:0 =  0) и Р. Для точек с «положитель­
ной» стороны поверхности х° =  0 имеем:

р
=  (17)

ор
где

Р '

Здесь Р, Р ' — последовательные соответственные точки на А-линии. 
Поэтому Ь зависит только от ж1, . . ., ж4. При таком соглашении разность 
ж°-координат двух последовательных соответственных точек (лежащих, 
конечно, на одной з°-линии) равна 1.

1 Мы рассматриваем случай, когда существует лишь одна геодезическая.
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При сделанных предположениях каждой точке пространства соответ­
ствуют пять координат ж0, ж1, . . ж4.

Линии с постоянными х1 ж4 являются геодезическими. На этих
линиях

dx1 dx*   dx% __ dos*   « djfi   , dhfi   «
“ de" в  ~dâ dâ dâ ’ ~dâ dâ*~ ~  V18a)

Поэтому уравнение геодезической дает

С  =  0. (186)
Отсюда следует, что

а 
0 0 =  0, (18в)

или

и
Тоо,о =  0 (18г)

2Та0,0 — То,Оа == 0* (18)
Уравнение (18г) не содержит ничего нового, поскольку на Л-линиях

йз2 =  Ь2<1х02 (19а)

Гоо = Ь \  (19)
Проинтегрируем (18) по одному периоду вдоль Л-линии. Интеграл

от первого члена в левой части (18) дает нуль вследствие периодического
характера пространства. С учетом соотношений (17) и (19) мы получаем

Р\ г«.*» =  * }  =  Т ? (42)" °- (20)
Р' Р'

Поэтому Ь и у00 не зависят также от ж1, . . ., ж4, т. е. постоянны во всем 
пространстве. Мы можем положить

Тоо =  1»

6 =  1.
(21)

Строго говоря, наш выбор значения для у00 не оправдан, так как мы 
уже выбрали разность Аж° координат последовательных соответственных 
точек равной 1. Принимая во внимание этот факт, положим разность Аж° 
равной не единице, а некоторой малой величине X. Тогда, в силу ра­
венств (21), X одновременно представляет собой метрическое расстоя­
ние Р ’Р”.
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Далее, из (18) благодаря (21) следует
-£гГао =  0. (22)

Поэтому в обобщенной теории уоа (но не уаь) также не зависят от х°. Мы 
можем ввести в обобщенную теорию так же, как и раньше, поле контрава- 
риантных единичных векторов А^, компоненты которых в специальной 
системе координат равны 0, 0, 0, 0, 1. Поэтому снова имеем

А а =  A ßr ßa =  То а. (22а)
Мы можем ввести также вместо

gaß — Taß — A aAß, (23)
метрический тензор, у которого не обращаются в нуль лишь компонен­
ты без индекса нуль. Здесь также существует в этом смысле четырехмер­
ный метрический тензор gab' Однако его компоненты, вообще говоря, явля­
ются периодическими функциями я0. Все различие между новой теорией 
и теорией Калуцы лежит именно в этом факте. (А т в обеих теориях не 
зависит от я0.)

Охарактеризовав структуру пространства, после некоторого матема­
тического введения мы обратимся к формулировке уравнений поля, кото­
рые можно вывести из вариационного принципа в рассматриваемом про­
странстве. Мы снова потребуем, чтобы гамильтониан состоял из слагае­
мых, в которые входят либо вторые производные (линейно), либо про­
изведения двух первых производных.

Т ензорны й а н ал и з в специальной системе коорди н ат
Из нашего определения специальной системы координат следует, что 

снова существует свобода в «4-преобразованиях» и «О-преобразованиях». 
Чтобы избежать формальных трудностей, связанных с общими системами 
координат, мы должны исследовать трансформационные свойства постро­
енных величин относительно 4- и О-преобразований. Определим контра- 
вариантный4-вектор: четыре величины а? (функции я0, я 1,..., х 4) образуют 
контравариантный вектор, если при 4-преобразованиях выполняется 
следующий закон преобразования:

дх8 /
а' =  1 7 а ' <24)

и если величины а8 инвариантны относительно О-преобразований. Опре­
деление ковариантного вектора совершенно аналогично. Отсюда также 
следует определение тензора.
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В силу этого gmn является тензором. Однако А т (=  уот) не век­
тор, поскольку его компоненты преобразуются при О-преобразованиях 
согласно соотношению (13). В то же время величины А тп = А т, п. —* А Пг т 
являются компонентами тензора.

Тензорная алгебра совпадает с обычной четырехмерной и здесь нет 
нужды воспроизводить ее.

Теперь обратим наше внимание на образование новых тензоров путем 
дифференцирования.

1. Как для 4-, так и для О-преобразований мы имеем
д _  _а_

дх° ~  дх° ' (25)

Поэтому из каждого тензора можно образовать новый путем дифферен­
цирования по х°.

2. Ковариантное дифференцирование по ха: если ф> — скаляр, то при 
0-преобразованиях

Эф _  Эф , 2б ,
дха ~  дха дх° Г>а'

Из этого соотношения и из соотношения (13), исключая / >а, находим, что 
выражение

дф л дф
дха ° дхо

инвариантно относительно О-преобразований. Поэтому оператор

8 Л * , (26)дха “ дх<>

действующий на тензор, оставляет его компоненты инвариантными при 
О-преобразованиях.

С другой стороны, из абсолютного дифференциального исчисления 
мы знаем, что выражение

B a. а  ~2 В 1ё1т (^ms>а “Ь § а т ,  s g a s ,  т )  ( 2 7 н )

(Bs — произвольный ковариантный вектор) обладает тензорными свой­
ствами по отношению к 4-преобразованию (но не к О-преобразованию).
Заменяя всюду в этом выражении на оператор (26), мы добавляем
новые члены, которые снова обладают тензорными свойствами по отно­
шению к 4-преобразованиям, что справедливо для Bs, о, ётп, о и A s- Полу­
ченное таким образом выражение, конечно, обладает тензорными свой­
ствами по отношению к 4-преобразованиям. Поскольку оно также инва-
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риантно относительно О-преобразования, оно удовлетворяет нашему опре­
делению тензора.

Поэтому мы можем определить ковариантное дифференцирование 
следующим образом:

В8;а ==В 8>а — А аВ8> о — Т?гГ8а, (27)

ГД е

Г 8а == 17 § 1т Ц ^ т в , а  А ^ т з ,  о) 0> то , » -^ з^ т а , о) ( § а з ,  т  -^ т ^ а з , о)]* ( 2 7 б)

Для контравариантного вектора с тем же Г8а аналогичным образом по-

ЛуЧаеМ B U ^ B ’. - A a B ^  +  B'VU. (28)
Отсюда сразу следует соответствующее правило для более общих тен­

зоров. Определенное нами абсолютное дифференцирование удовлетворяет 
правилу дифференцирования произведений. Прямым подсчетом полу­
чается

£тп;а =  С П =  0- (29)

3. Тензор кривизны. Путем непосредственного вычисления мы нахо­
дим 6

В 8; а ; Ъ  В 8- Ь ‘ а  =  — B i B . Sa b  ^ s.o -^ a b »  (ЗО )

где
в  1.шь ---- (Г1- ,  ь -  А ьri«, о) -  (Гй. a — о) -  Г^ГЙ  +  І І Л .  (30а)

Из соотношения (ЗО), благодаря тензорному характеру последнего члена, 
следует, что і?!8аь — тензор (тензор кривизны), антисимметричный по 
двум своим последним индексам.

4. Правило перестановки операторов «, 0» и «; а» имеет вид

(Ц т , о); а ( ^ т ; а ) ,  0  =  а т ,  о* ( 3 1 )

Следовательно, производные от Tsam по х° обладают тензорными свой­
ствами.

6 З д е с ь  A a b  =  A a  b ~ A b a .
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В ариационны й принцип и уравн ен и я  п ол я

С помощью развитого здесь формализма сформулируем наиболее об­
щие уравнения поля, удовлетворяющие следующим условиям:

1. Уравнения поля должны получаться из вариационного прин­
ципа.

2. Функция действия должна состоять исключительно из членов, в ко­
торые линейно входят вторые производные или произведения двух пер­
вых производных.

Тензорами, из которых можно было бы алгебраически построить та­
кую функцию действия, являются:

^ . k l m *  ^ m n 1 ё ’т п '  & т п ,  о’ & т п ,  оо’ ^ т п ,  о’ ^ m n ; s'

Некоторые инварианты, образованные из этих тензоров, можно свести 
к остальным путем интегрирования по частям. Остаются только следую­
щие инварианты, независимые в этом смысле друг от друга:

я ,  =  =  R ^ g 1™ =  R ,

H , =  - W W V '  =  A ^ A ™ ,  (32)
H  __ дГЛПд И» =  дтпд Prse

s  o , o  6 m n ,  o* 4 о  о т п п .о о  O rs .o "

Поэтому наиболее общий вариационный принцип, который удовлетво­
ряет нашим условиям, сформулированным выше, имеет вид

ô  ̂ф dx° dxl dx2 dx3 dx* =  0, (33)
где

ф =  У  — g (a H  +  a  H  +  a  H  -f  a  H);
1 1  2 2 3 3  4 4

здесь a , . . . ,  a — произвольные постоянные. Варьирование должно
1 4

производиться по gmn и А 8. Интеграл следует брать по произвольной 
мировой области координат я1, . . . ,  я4 и по одному периоду координа­
ты х'. Последнее ограничение необходимо, поскольку ÔHS должно вы­
бираться независимым от х°. [Ср. (22).] Поэтому вклады от границ 
области не входят в обычные операции, производимые над функцией 
действия, если только интеграл берется точно по одному периоду коор­
динаты х°.

Выкладки, которые можно произвести с помощью методов, изложен­
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ных в Приложении, дают:

б Л ф дх° . . . с?ж4 =   ̂{ у  +  у  Км — у  "Ь

+  [ ^ т п Г т , ,  0 -  8 ™  Г £ п ( о] Ь А 3 У ^ Г Е й х * ... йхА,

6^5? йх° . . . йхА \{ 2А }СтА™ — — 8]йАтпА '

—  [4А*\) 6Л8} V  —  8 йх°.. . с?ж4, 

6 \ у х < ‘ . . Л х 1=  $ [—28м , 0 0  +  2 й % ,0§„ 0— ?гХ . . Л | , о -

— Т С А ».о?и] 6г'‘,)/Г Г 1?*:0 . .  . Л'л ,

6^5? <1х° . . . йж4 =  ^ *1Н у ( Г п8 т п , о ) 2 + 2 8 т п 8 г п п ,о о  +

+ 2ГоХп, 01 бХС/ К117# Йж° .. . йж4.

(34)

Здесь б8Ш — произвольные функции координат ж0, . . ., ж4. Поэтому 
сумма коэффициентов при 6^*, умноженных на соответствующую пос­
тоянную а, должна обращаться в нуль. Однако, как мы упоминали рань­
ше, бА 8 являются функциями только ж1, . . ж4 и не зависят от ж0. По­
этому в данном случае обращается в нуль только интеграл от суммы коэф­
фициентов при бА 8 (умноженных на свои а), взятый по одному периоду ж0.

г
Четырнадцать уравнений поля, выведенных таким образом из вариацион­
ного принципа (33), принимают вид:

« (4-Л» +  4 -Д « — У «И* ) +  “ +

=  о =--- — и , 
У - ё

_и а§м Г!, (ртпа 2̂ I 2отпд 4- 2дтпд
~  4 [_ 2 '  °тп, о' * о 0 0 ^  ®, 0 ь тп, о

5 (а (̂ тг1Гтп.о— ^̂ Гтп.о) — 4аЛ;1} У — 8 <йс° =  о =   ̂3 8ЙЖ°.
V  1 А V

(35)

(36)

Наконец, мы выведем тождества, которым удовлетворяют уравнения 
поля. Как обычно эти тождества мы найдем, выражая аналитически ин-
£ 0 «
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вариантность интеграла от гамильтониана по отношению к бесконечно 
малым преобразованиям координат. Если мы введем вариации 6#»»» 
и 6Д8, вызванные бесконечно малыми преобразованиями координат, то 
вариация интеграла обращается в нуль. Следует заметить, что варьирова­
ние нужно производить не при фиксированных точках пространства, а при 
фиксированных значениях координат. Обозначая бесконечно малые пре­
образования координат через

Эти выражения легко привести к виду, более ясно обнаруживающему 
их тензорный характер:

Выражение (Аг£,г +  £°) представляет собой скалярное произведение двух 
пятимерных векторов. После выполнения некоторых интегрирований по 
частям (с помощью методов, изложенных в Приложении) мы получаем

й <[01.;, +  Л *3‘ 1 !6+ [ ® < ‘ — З М ( Л ! Г +  1°)}<Ь‘‘ =  0. (37г)

Поскольку |° — произвольные функции гс1,..., х 4 и не зависят от 
я0, интеграл (37г) тождественно обращается в нуль в том и только в 
том случае, если интегралы от выражений в квадратных скобках по 
одному периоду х° равны нулю:

К. Постоянная а/а соответствует гравитационной постоянной, связываю-

ха =  ха 4-1“ (х1. . .  х4),
(37а)

Х° = х° 4 - 1° (х1. , . X4),

для 6#тп и 6Л8 получаем:

(376)

V я =  — §4%  — 8 +  в ы0 (А г1г +  1°),
(37в)

ЬЛ8 = {АГЪ>Г +  ^°);8 +  А 8ГЬ,Г.

Это и есть тождества для уравнений поля (35), (36).
В теорию входят четыре универсальные постоянные! а/а, а/а, а /а  и

2 1
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щей (произвольные) единицы длины и массы. Одна из остальных посто­
янных, например X, зависит от единицы длины. Остальные две являются 
«истинными» универсальными постоянными, которые не могут быть исклю­
чены из теории.

Резюме

Пятимерная теория физического пространства, предложенная Ка- 
луцой, приводит к единому описанию гравитации и электромагнетизма. 
Если ее последовательно интерпретировать как пятимерную теорию, из 
нее следует существование вектора А, симметричные ковариантные про­
изводные которого обращаются в нуль во всем пространстве. Это предпо­
ложение, если отвлечься от его физического смысла, кажется искусствен­
ным. Кроме того, описание чисто четырехмерного континуума с помощью 
пятимерного представляется недостаточно оправданным.

В предлагаемом в данной работе обобщении мы пытались устранить эти 
недостатки. Гипотеза цилиндричности (т. е. существования вектора А с 
обращающимися в нуль симметричными производными) была заменена 
на предположение, что пространство замкнуто по пятой координате. В ре­
зультате этой замены основные предположения теории значительно упро­
щаются. Кроме того, пятое измерение вводится не формально, а ему припи­
сывается некоторый физический смысл.При этом не возникает противоречия 
с эмпирическим четырехмерным характером физического пространства.

П РИ Л О Ж ЕН И Е

А н али з тензорны х плотностей

Помимо понятия тензора, важную роль в релятивистских исследованиях 
играет тензорная плотность. Хотя понятие тензорной плотности легко 
свести к понятию тензора, все же весь формализм и особенно вывод урав­
нений поля из вариационного принципа значительно упрощается, если 
ввести тензорные плотности независимо. Хотя аналитические свойства 
тензорных плотностей уже полностью исследованы 7, но чтобы облегчить 
чтение, мы сделаем несколько замечаний по этому поводу.

Тензорная плотность отличается от тензора множителем (общим для 
всех компонент), обладающим трансформационными свойствами скаляр­

7 V. H l a v a t ÿ .  Ann. mat., V, Ser. IV (1927/28): Théorie des densités dans les 
displacement général.
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ной плотности. Скалярная плотность р с «весом» п есть величина со сле-
(п)

дующим законом преобразования:
дха

Р = Р(п) (п) дх& (А1)

Существуют, соответственно, скалярные плотности с различными весами. 
(Обычные тензоры представляют собой скалярные плотности с весом нуль.) 
Перемножая две тензорные плотности с весами т и п ,  мы получаем тен­
зорную плотность с весом (т +  п). Алгебра тензорных плотностей непо­
средственно следует из тензорной алгебры и нет нужды выводить ее 
правила здесь.

Ради простоты мы рассмотрим здесь только величины в четырехмер­
ном континууме; однако результаты не зависят от числа измерений.

В любом четырехмерном пространстве существуют две тензорные плот­
ности Леви-Чивиты:

&Шт
( - 1)

И

$Шт ,
(+1)

антисимметричные по всем индексам, компоненты которых равны + 1  или 
—1 в зависимости от того, является ли (1к1т) четной или нечетной пере­
становкой цифр (1234). Характер этих тензорных плотностей следует 
непосредственно из закона преобразования тензорных плотностей. Из 
тензорных плотностей Леви-Чивиты можно получить известный тензор 
Кронекера 6™ (с компонентами, равными 1 при т =  т ' и 0 при 
т ф  т'):

8т = 4  вш»йдат'. (А2)
° (-1) (+1)

Предположим, что в рассматриваемом пространстве существуют сим­
метричные компоненты параллельного переноса (функции Г*к =  Гм), 
с помощью которых ковариантные производные тензора определяются 
обычным способом:

в Ь :;, =  в * с + . . .  . . .  (АЗ)
Такое определение ковариантного дифференцирования обладает двумя 
важными свойствами:

1) оно удовлетворяет правилу дифференцирования произведений в 
обычном анализе

(АВ); 8 =  А В ; 8 В А ; 8;
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2) ковариантная производная от тензора Кронекера тождественно' 
обращается в нуль

Мы определим теперь ковариантную производную тензорной плотности 
так, чтобы 1) сохранилось правило дифференцирования произведений 
и 2) тождественно обращались в нуль абсолютные производные от кова- 
риантных и контравариантных тензорных плотностей Леви-Чивиты.

Непосредственным расчетом мы убеждаемся, что эти требования удов­
летворяются при следующем определении:

в Ь , . = в Ь . +  в«:::г?, + . . .  -  в?:;.т1— . . .  -п в * с .т'„ ■ (А4)
(п) (п) (п) ( п )  (п )

Это и есть правило дифференцирования тензорных плотностей с весом п.
Далее, если мы требуем, чтобы пространство было римановым, то

компоненты параллельного переноса определяются равенством

Гт» =  т  «*1 (ёш, » +  «ы. ш — ётп, ,) (А5)
и, следовательно,

Г"" =  Т  1Г ’ * =  1<г«1- <А6>

Определитель g представляет собой скалярную плотность с весом 2. Ис­
пользуя соотношение (А4), мы получаем

<А7>

Поэтому ковариантная производная от У g и, в силу правила дифферен­
цирования произведений, ковариантные производные от gmn У^ё и gmn V ё  
также обращаются в нуль.

Теперь мы покажем, как пользоваться тензорными плотностями при 
варьировании.

1. Вывод уравнений гравитации путем варьирования риманова тен­
зора кривизны

6  ̂ф дх =  О,
(1)

Ь = Г = §§Нтд[и1Шт
(р

(А8)
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Палатини показал, что варьирование по дкт можно упростить, если 
учесть соотношение

ЬИ.Ыт — {ЬТш);т (6Гйтп); I , (А9)

которое нетрудно проверить (заметим, что дТш — тензор!). Тогда в силу 
соотношения

б ( V — ggkm) =  V — g (bgkm — \  gkmgal * bgal) (AlOa)
мы получаем

6  ̂  ̂V — g (я«т —  y g ta f i )  b g ^ d x  +

+  $ v^gg 'm[(вГи)!И— («rL);,] dx. (A106)

Поскольку ( g ^ y — g); i обращается в нуль, подынтегральное выраже­
ние во втором интеграле можно переписать в виде

[ / = 7  (gkIb T Z  -  gkm 6 rL )]; z, (АЮв)

где выражение в квадратных скобках (которое обозначим через К 1) —
(1)

векторная плотность с весом 1. Поэтому из соотношения (А4) следует,
что K\i можно заменить на К 1 г. Согласно теореме Гаусса, этот интеграл

(1)’ (1)’ 
равен нулю, если вариации gik и Г** обращаются в нуль на границе 
области интегрирования. В уравнении (А106) остается только первый 
интеграл, так что в результате находим

R*m- j g kmR  =  0. (АЮ)

2. Тензорные плотности в пространстве обобщенной теории Калуцы. 
В таком пространстве, в специальной системе координат скалярную плот­
ность с весом п можно определить законом преобразования:

Р =  Р
(п) (п)

дха для 4-преобразований,
(АН)

дх&

р(п) =  р(п) для 0-преобразований.

Закон преобразования тензорных плотностей также задается этим опре­
делением, т. е. сводится к закону преобразования тензоров.

Ковариантное дифференцирование тензорных плотностей. Благодаря 
соотношениям (А4), (27) и (28) можно ожидать, что правило дифферен-
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цирования выражается следующей формулой:

s =  в?:::, s— a s ВиУ., 0 +  в\у/т% + . . .  —

ы  (А12)

ömm — тензорная плотность по отношению к 4-преобразованиям и ин­
вариант по отношению к О-преобразованиям. Поэтому, в силу нашего 
определения, она является тензорной плотностью. Ковариантная произ­
водная от этой тензорной плотности, определенная формулой (А12), 
обращается в нуль. Нетрудно видеть также, что формула (А12) сохраняет 
в силе правило дифференцирования произведений.

Из нашего определения следует, что g =  I gmn | является скалярной
(2)

плотностью с весом 2, а его ковариантные производные [в силу соотно­
шения (276)] ,

§; s =  g, 8 A sg) о 2gTsz — 0. (А13)
( 2 )

Далее выполняется уравнение
ё = 0 .  (А14)ömn,8 4 '

Образуем дивергенцию В*s векторной плотности В8 с весом 1. Согласно
(l)’ (1) 

формуле (А12), мы имеем
В% = В % - А 8В \  (А15а)
(1) а) (1)

и, поскольку As не зависит от я0,
B% = BstS- ( A sB s),s. (А15)
(1) (и

Существенно отметить, что оба члена в правой части последнего равен­
ства имеют вид обычных производных.

Теперь мы должны, как и в теории гравитации, образовать вариацию 
интеграла [ср. (32) и (33)]:

(А16а)

Однако этот интеграл следует брать по области переменных я0, я1, . . ., я4, 
содержащей в точности один период по координате я0 и произвольной 
по координатам я1, . . ., я4. Тензор R^im  определен формулой (30а). 
Вариация этой величины имеет вид

SR^Mm (6Гы),т— (б Г У ;г — 6Ат Гм(0+  0АгГ^п,о . (А166)
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Поскольку нас интересует вариация выражения V —Ц кт, варьирование 
этого интеграла дает

$ У Ч  («’“т и  О -  о) ЬА, А . (А16в)

Варьирование В.\ыт% благодаря двум последним членам в (А166), дает

$ К = г ( / тг!™.о - е иггп .о )м , ах. (А1бг>

Первые два члена в правой части (А166) не дают, однако, какого-либо 
вклада. Поскольку доказательство этого одинаково для обоих членов, 
мы покажем это лишь для первого. Подынтегральное выражение

У Ч е ы ^У»),т ,
благодаря соотношению

( У Ч ё ^ У . т ^  О
[что следует из формул (А13) и (А14)], можно привести к виду

п тт»
( 1)

Но такой интеграл равен нулю в силу (А15). Это следует частично из 
обращения в нуль вариаций на а^-границе, а частично из периодично­
сти В т по координате х°. Окончательный результат варьирования таков:

5 { ( т л *"> +  Т йтк~ Т еьпй) ^  +
+  О -  Л ь *  о) «а ,} А , (А16)

где д£Ьп произвольно зависят от ха и х °, а 6А8 — только от ха. 
Выкладки при выводе тождеств совершенно аналогичны.

Поступила 8 апреля 1938 г.

Больше Эйнштейн не возвращался к пятимерной теории (ср., однако, статью 
123). Следующим вариантом единой теории поля явилась теория бивекторных полей 
(статьи 123, 124).— Прим. ред.

33 а . Эйнштейн, том II
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О СТАЦИОНАРНЫ Х СИСТЕМАХ, СОСТОЯЩИХ 
ИЗ МНОГИХ ГРАВИТИРУЮ Щ ИХ ЧАСТИЦ  

И ОБЛАДАЮЩИХ СФЕРИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ*

Рассматривая решение Шварцшильда для статического гравитацион­
ного поля, обладающего сферической симметрией,

обращается в нуль при г — р/2. Это означает, что находящиеся в этих 
точках часы могут идти с нулевой скоростью. Далее легко показать, что 
и лучу [света, и материальной частице понадобится бесконечно долгое 
время (измеренное в единицах «координатного времени»), чтобы достичь 
точки г =  р/2, если они начали свой путь в точке г р/2. В этом смысле 
сфера г =  р/2 образует геометрическое место точек, где поле сингулярно 
(р — гравитационная масса).

Возникает вопрос, можно ли действительно построить поле, обладаю­
щее такой сингулярностью, с помощью гравитирующих масс или такие 
области с обращающейся в нуль компонентой в реальных случаях 
не осуществляются? Шварцшильд сам исследовал гравитационное поле, 
создаваемое несжимаемой жидкостью. Он нашел, что и здесь появляются 
области с обращающейся в нуль компонентой £44, если только при данной

* On a Stationary System with Spherical Symmetry Consisting of many Gravitating 
Masses. Ann. M ath., 1939, 40, 922—936.

ds2 =  — (l +  (dxx +  dx2  +  dxl) -f- (1 )

можно заметить, что
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плотности жидкости радиус сферы, создающей поле, выбран достаточно 
большим.

Однако этот аргумент не является убедительным; концепция несжимае­
мой жидкости не совместима с теорией относительности, ибо упругие 
волны в этом случае распространялись бы с бесконечной скоростью. 
Поэтому необходимо рассматривать сжимаемую жидкость, уравнение 
состояния которой исключает возможность распространения звуковых 
сигналов со скоростью, превышающей скорость света. Но рассмотрение 
любой такой проблемы представляет чрезвычайно сложную задачу. Кроме 
того, выбор соответствующего уравнения состояния является в широких 
пределах произвольным. В результате нельзя быть уверенным, что при 
этом не было сделано физически неоправданных предположений.

Таким образом, возникает вопрос, нельзя ли ввести в теорию вещество 
так, чтобы с самого начала исключить сомнительные предположения. 
Фактически это можно сделать, выбрав в качестве массы, создающей 
поле, большое число малых гравитирующих частиц, свободно движущихся 
под действием поля, которое они все порождают. Эта система напоминает 
сферическое скопление звезд. Следовательно, мы можем далее действовать 
так, как если бы поле, в котором движутся частицы, создавалось непре­
рывным распределением масс, обладающим сферической симметрией и 
соответствующим всей совокупности частиц.

Мы можем далее упростить наше рассмотрение, предположив, что все 
частицы движутся по круговым траекториям вокруг центра симметрии 
скопления. Но и в этом случав еще остается возможность произвольного 
выбора радиального распределения плотности массы. Результатом после­
дующего рассмотрения является вывод, что компонента £44 нигде не может 
обращаться в нуль и что полная гравитирующая масса частиц, распреде­
ленных в пределах заданного радиуса, всегда остается меньше некоторой 
определенной величины.

1 . О траек тор и ях частиц  
и и х  пространственном  расп ределен и и

С помощью соответствующего выбора радиальной координаты грави­
тационное поле сферически симметричного скопления может быть задано 
следующей формой:

с1$* =  — а {(1х\ +  (1х 2 +  <Лх\) +  ЬсН2, (2)

где а и Ъ являются функциями г =  (ж* +  х% х^)1*.
Исследуем сначала круговое движение частиц вокруг центра симмет­

рии. Предположим, например, что ^тр движение происходит в плоскости
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х3 — 0. После введения полярных координат
#3 =  Г* COS ft, Х г  =  Г'ЗШ'д'СОЗф, х2 =  г sin 0 «sin ф 

соотношение (2) принимает вид
ds2 =  — a [dr2 +  г* ( ^ 2 +  sin2 ftdty2)] +  bdt2. (2а)

Это гравитационное поле характеризуется следующими значениями:

g и =  — a, gs3 =  — ar2 sin2 ft, 
gaa =  —  ar2, gM =  b,

a все остальные компоненты g^  равны нулю. Движение рассматриваемой
частицы описывается уравнением

d?x„ „ dx„ dxa

+ = <3>
Кроме того, имеются дополнительные условия:

dx  1   dr   /-v ( Р х з   d^   /-v   а __ Я d2x4 __  dH   /,
~ds ~  rfe ’ 1* ~  d&~~ 1 Хг~  Т '  Is* ds*~~ '

Оказывается, что уравнение (3) удовлетворяется, если

p i  dx3 dx3 * t~i 1 dx4 dx4 a
АззЖ  * d7 +  A44rf7 * lb  =  u ’

или

- К 8) '( 1 ) *  +  6 =  0. (4)

Из соотношения (2а) следует

[ ж ) — « • { % ) ' + ь- (5>
гр ^ с?ф ds________________________________________ _1аким образом, величины и определяются, как только задано поле.

Поскольку значение ds2 положительно, для мировой линии движу­
щейся частицы получаем

ИЛИ

1 — (аг*Г7аг2 >  ^
5 1«
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Применение этого условия к полю Шварцшильда (1) дает

Г > } (  2 +  К З ). (6 а)

Отсюда следует, что в случае поля Шварцшильда частица должна дви­
гаться по траектории, радиус которой в (2 + ^ 3 )  раза превышает радиус 
сингулярности этого поля. Этот факт имеет важное значение для всего 
последующего исследования; во внешних частях нашего скопления частиц 
и за его пределами гравитационное поле описывается уравнением (1 ). По­
этому полная гравитирующая масса скопления определяет нижний предел 
его радиуса. Этот радиус (в координатной мере) не менее чем в (2 + ^ 3 )  
раза превышает радиус сингулярности поля Шварцшильда, который опре­
деляется полем в пустом пространстве вне скопления.

Нормаль к плоскости, в которой движется рассматриваемая частица, 
направлена по оси х3. Если предположить, что нормали к бесконечному 
числу таких плоскостей и фазовые углы траекторий распределены слу­
чайно, то мы получим сферически симметричное скопление частиц, 
траектории которых имеют радиус г. Ниже мы ограничимся рассмотре­
нием только таких скоплений более общего типа, которые состоят из бес­
конечного числа скоплений этого специального типа, соответствующих всем 
значениям г. (Следует помнить, что скопление состоит, разумеется, из 
конечного числа частиц, так что создаваемое им поле является лишь при­
ближенно сферически симметричным.)

Чтобы сформулировать условия динамического равновесия скопления 
под влиянием его собственного гравитационного поля, сначала вычислим 
тензор энергии этого скопления. При этом для простоты предположим, что 
массы всех частиц одинаковы и равны т.

2 . Т ензор энергии м атерии дл я  ск о п л ен и я

Мы рассматриваем движение частиц внутри элемента объема по оси 
х3. Векторы скоростей имеют одинаковую величину, перпендикулярны 
направлению х 3 и с равной вероятностью имеют все направления в пло­
скости хгх2. Мы знаем далее, что тензор энергии материи зависит также от 
плотности частиц и от гравитационного потенциала, но не от производ­
ных последнего. Следовательно, этот тензор можно получить прямыми 
вычислениями.

Сначала мы рассмотрим частицы с массой т и плотностью п0 частиц 
на единицу объема, покоящиеся относительно координатной системы спе­
циальной теории относительности. В этом случае отлична от нуля только

5 1 7
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одна компонента Ти  тензора энергии

В системе координат, движущейся в направлении x lf мы имеем

»■"“ ■"•ТЁТ-Т?- TU =  mn°dS di i '  7 “  =
Плотность частиц п относительно этой новой системы координат опре­

деляется равенствами
n0V0 =  tiF, V0ds =  V d t,

где V0 и V — соответственно покоящийся объем и объем в новой системе. 
Поэтому выполняется соотношение

ds
n° =  n d ^ '

Рассмотрим теперь случай, когда вектор скорости частицы составляет 
угол а  с осью хх и перпендикулярен оси Используя полученные выше 
равенства и вводя обозначение

dl2 =  dx i +  dxt,
находим

2 2

Т 11 =  m n ^ - 1^-) cos2 а, Т 12 =  т п ~ ( ^ Л  cos а  sin а, dx4 \d s  J ’ dx4 \d s  J

/ттоо ds f dl \ • о /Ti i л ds dl d*c\T 22 =  mn~i— {—з— j sma а , Р *  =  т п т - - т -  • ^  cos a,dx4 \  as /  ’ dxi ds ds

гплл ds 1 dx4\  mgi rfe dl dx4 •jT =  mn-j— [-г-) , T  =  mn ~j— -j—-г- smoc,dx\ \  ds I dxt ds ds

а все остальные компоненты тензора энергии равны нулю. Для случай­
ного распределения векторов скорости по углам а  получаем

Т » - Т " - ± тп £ ( " ) ' - Т а - Т » ,

Т и  =  =  Т и ,

Рассмотрим теперь случай, когда £и =  £ 22 =  £ 33 =  — а, а — Ь. 
Компоненты тензора энергии в этом случае можно получить, применяя 
закон преобразования тензоров и вводя новые координаты

йха =  а 1* dxa■t dx4 =  Ь̂ 1 dx^.
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Тогда получаем , „
Г и - ^ ) * Г и - в Г ш

Ф  гр  і г р
1 44 =  1 Ы — 01 44»

причем 61 и е&с4, входящие в компоненты Т хх и У44, надо заменить соот­
ветственно на а'/чй и Ь'Ых^. Далее мы должны ввести плотность п частиц 
относительно новых координат, согласно равенству

пбхх бх2 СІХз =  П(ІХх йх2 бхъ,
или

п — па

Выполняя все эти преобразования и подстановки и опуская черту, 
которой мы обозначали величины в новой системе координат, получаем

Т п =  Т п  =  ± т п а и - Ч . ^ { £ ) ,

Т и  =  тпа'Ч* Ь'*1 ̂  .

В этих равенствах и бИбэ следует заменить выражениями, полу­
чаемыми из соотношений (4) и (5), которые были выведены из уравнений
геодезической. Далее мы пишем дХ вместо с?я4 и гбср вместо 61. Оконча­
тельно получаем

Т „  =  Г „  =  ±  тпаг'1. р' /  «' ( г ^ У ' ,
. V (7а>

•£- Ум =  тпаг‘1- (5 7 3 1 ;)

где а и р  имеют следующий смысл:
а =  1п(аг2),
Р - 1 п 4 .  (?б)

3 . Д иф ф еренциальны е уравнения  
гравитационного поля

Дифференциальное уравнение гравитационного поля, связанного с 
тензором энергии материи, имеет вид

о*. =  Л * .-  4 - +  кТр, =  0. (8)
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Мы должны написать эти уравнения для частного случая статического 
поля типа (2). Прямые вычисления приводят к следующим уравнениям 
для точки на оси х3:

- ^  +  -£  +  Ш ) 2 +  ^  =  0, О)

4  (т ) '  4 ( т ) ' - т ^ - т х - т  ( т ) ‘+  0 , (1 0 )

£ й 41 =  ( 4  +  2 - £  +  4 ( 4 ) а +  И ’и 1  =  0. (11)

Вместо Т п  и Т44 мы должны подставить их выражения (7а) и (76). 
Поскольку тп следует рассматривать как заданную константу, функциями 
координат в этих уравнениях являются лишь величины п, а и Ь. Прежде 
всего следует ожидать, что п, т. е. радиальное распределение материи, 
не определяется этими уравнениями. Поэтому с необходимостью должно 
существовать тождественное соотношение между уравнениями (9)—(11). 
Такое тождественное соотношение действительно существует. Оно имеет
ВИД

О =  <?зз +  (А  4 -  С з з  —  ( ~  4 - в п  +  —  ~ - С 44. (12)

Получить его можно следующим образом. Мы сконструировали Т рас­
сматривая частицы, подчиняющиеся уравнениям движения в гравита­
ционном поле. Поэтому ковариантная дивергенция этого тензора должна 
тождественно обращаться в нуль. С другой стороны, дивергенция разно- £
сти — -  £^7? тождественно равна нулю вследствие тождеств Бианки.
Из этих четырех уравнений, имеющих форму дивергенции, только одно 
уравнение с индексом 3 дает выражение, которое уже не равно нулю тож­
дественно относительно Сг ;̂ это и есть соотношение (12). Из формы соот­
ношения (12) следует, что уравнение (10) является следствием уравнений 
(9) и (И). Таким образом задача сводится к решению уравнений (9) и (И) 
и, как и следовало ожидать, плотность частиц остается при этом неопреде­
ленной.

Этот результат делает возможным дальнейшее упрощение задачи. 
Если в уравнение (9) ввести величины а  =  1п (аг2) и Р =  1п Ь, то получается 
уравнение

— ^- +  4 - а 'а +  а Г  =  ('. (13)

Г11
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Уравнение (И) с помощью (13) и (7а) приводится к виду

Это дифференциальное уравнение содержит только а. Когда а изве­
стно, получить Ь можно простым интегрированием выражения

4 . Л ок ал и зац и я  частиц в тонком  сф ерическом  с л о е
Вне скопления гравитационное поле описывается решением Шварц- 

шильда, которое при нашем выборе системы координат задается равенст­
вом (1). Внутри скопления поле определяется уравнением (14). Поэтому 
функция п должна рассматриваться как заданная. Однако п не яв­
ляется полностью произвольной, так как полный радиус скопления огра­
ничен снизу условием (6а).

Уравнение (14) задает сложное соотношение между плотностью частиц 
п и функцией я, описывающей гравитационное поле. Однако предельный 
случай, когда гравитирующие частицы сконцентрированы внутри беско­
нечно тонкого сферического слоя, ограниченного сферами с радиусами 
г =  г0 — А и г =  го, является сравнительно простым. Этот случай, ко­
нечно, может реализовываться, только если собственный объем каждой 
частицы равен нулю, чего на самом деле нет. Однако эта идеализация пред­
ставляет определенный интерес в качестве предельного случая радиаль­
ного распределения частиц.

Разделим все пространство на три области, каждую из которых будем 
рассматривать отдельно: область О, включающая пространство вне слоя, 
г ^  г0, область / ,  включающая пространство внутри слоя, г г0 — А, 
и область Я, включающая сам слой, г0 — А г г0. В области О гравита­
ционное поле задается соотношением (1), в области /  — соотношением (2) 
с постоянными значениями величин а и Ь. Отсюда следует, что а' (И а ')  
должны изменяться в области А тем быстрее, чем меньше выбранное 
нами А. Однако поскольку а ' остается конечной в А, само а меняется 
внутри А на бесконечно малую величину. Поэтому в области А можно 
пренебречь а '  по сравнению с а". Тогда уравнение (14) внутри А заме­
няется уравнением

(13а)

(14а)
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где я и г следует рассматривать при интегрировании как постоянные. 
Вводя новую переменную

** =  А Г2а '2— I
4

и «постоянную»
С =  х т а -1/*

У2 ’
мы получаем уравнение

(* — т Ь 1) ^  =  Спйг' 1̂46^

которое определяет зависимость ъ от г в области 5, если п задана как 
функция г. Производя интегрирование в пределах от г0 — Д до г0, по­
лучаем

(15)

где ДГ — полное число частиц в области Я. Из соотношения (1) следует, 
что при г =  г0

где а =  ^  , (15а)

а из соотношения (2), поскольку а и Ъ постоянны в области / ,  находим, 
что в области /

2г.-д= У г .  (156)

Вследствие (6а) мы имеем неравенство

а < — 1 = 2 — к з .
^ 2 + У з

Оказывается, что это неравенство совпадает с условием вещественности 
числителя в выражении для ъг%. Соотношение (15) для каждого возмож­
ного значения г0 задает соотношение между суммой масс частиц шИ и 
полной гравитирующей массой р, скопления. Для больших значений г0 
при фиксированном р, получаем в пределе

ц. =  ^-тЛ Г . (16)

Множитель х/8я обусловлен тем, что т измеряется в граммах, а р , — 
в гравитационных единицах. Поэтому равенство (16) просто выражает 
тот факт, что в этом предельном случае гравитационная масса скопления 
равна сумме масс частиц.
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Наиболее наглядный путь выражения этого результата следующий. 
Вне слоя (г >  г0) гравитационное поле описывается соотношением

4 А — М *
=  — (! +  -<£-) (йх\ +  йх\ +  йх\) +  ( ---------- - 1 <Иг.

Внутри слоя поле описывается этим же соотношением с той лишь раз­
ницей, что г заменено на постоянную г0, вследствие чего должно выпол­
няться неравенство _

Го > - ^ ( 2  +  ^ 3 ) .

Число N  частиц с массой т, образующих слой, можно определить 
из следующих соображений. Вводя обозначения

У  ____ Iа
8 «  9 г .  9 г .  I  ^  О».8п 2г0 2г0 1 2г0 *

получаем

д  -  у  (») -  М  (1 +  а).,
У 8

где
— у  о  (1 — 4- а2),/д

а о может принимать значения между нулем и 2 — У^З (^ 0 ,2 7 ). Вели­
чина

2 — б
о

очень близка к нулю во всей области изменения а. Несколько типичных 
значений этой величины приведено в следующей таблице.

а 2-0
о

0,05 0,042
0,14 0,06
0,2 0,055
0,23 0,013
0,27 —0,022

Это приводит к весьма интересному следствию: прежде всего ясно, что 
выражение (2 — о)1а можно с хорошей точностью заменить на (2 — сг)/2, 
а это, в свою очередь, на (М  — |х)/Л/. Последнее выражение равно 
относительному уменьшению энергии скопления при его сжатии от беско­
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нечного радиуса до г0. Таблица показывает, что максимум энергии такого 
сжатия находится около а =  0,15 и при больших или меньших значениях 
сг она уменьшается. Физическая причина этого эффекта состоит в том, что 
при уменьшении го потенциальная энергия скопления уменьшается, но 
зато растет его кинетическая энергия. При достаточно малых значениях г0 
последний эффект превалирует над первым.

Поэтому ясно, что уменьшение радиуса с уменьшением энергии прекра­
щается где-то вблизи значения а =  0,15, т. е. при значении радиуса, рав­
ном примерно 6,7 (р,/2г0), тогда как нижняя граница радиуса, определяе­
мая скоростью света, равна (2+  УЩ (р/2г0). Величина г0, соответствующая 
минимуму энергии, ограничивает сверху тангенциальную скорость частиц 
значением, равным примерно 0,65 с, где с — скорость света.

5 . К ачественное обсуж ден и е случ ая  
произвольного р ади ал ьн ого  расп ределен и я  масс

Рассмотрим случай заданных массы р и радиуса слоя г0, удовлетворяю­
щих неравенству (6а). Когда число частиц Л”, помещенных в этот слой, 
определяется уравнением (15), внешнее гравитационное поле полностью 
экранируется от внутренней области / ,  так что поле в этой области бу­
дет эвклидовым. Это означает, что линейный элемент в области /  характе­
ризуется постоянными величинами а и Ь, причем Ь не может быть рав­
ным своему нижнему пределу 1 /у з .

Однако если число частиц в области 5 меньше, чем это следует из 
соотношения (15), то поле не будет экранировано полностью (р считается 
заданным). Мы можем тогда формально удовлетворить требованиям теории, 
заменяя эвклидово выражение для линейного элемента в области /  шварц- 
шильдовским выражением вида

а =  А (1  +  % ) ‘, Ь =  £ ) ’ ,

где А , В  и рх — постоянные. Величина рх меньше, чем величина р, 
которая характеризует поле вне слоя. Внутреннее поле имеет сингуляр­
ность шварцшильдовского типа (Ъ =  0) при г — рх/2.

Однако эту сингулярность можно удалить, вводя внутри 5 второй слой 
такой, чтобы поле внутри него было эвклидовым. Таким образом, все 

скопление будет СОСТОЯТЬ И З двух слоев 5  И и  уже не будет иметь шварц- 
шильдовской сингулярности.

Эту систему опять можно видоизменить, уменьшая число частиц в «!?! 
так, чтобы слой не экранировал полностью свое внешнее поле (между 5
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и 5!). Тогда можно ввести третий слой £ 2 еще меньшего радиуса так, 
чтобы область внутри него была полностью экранированной от его внеш­
него поля.

Это рассуждение можно продолжать до тех пор, пока мы не достигнем 
центра скопления. Таким образом получаются скопления с самыми различ­
ными радиальными распределениями массы. Возможны различные стацио­
нарные распределения, но Ъ нигде не может обращаться в нуль. 
Радиус скопления будет во всех случаях больше предельного радиуса
-^-ц(2 +  )/3)» так что концентрация материи скопления с произвольнойи
плотностью около его центра невозможна.

в . Случай непреры вной плотности частиц
Приведенные в разделе 5 настоящей статьи соображения позволяют 

построить решение для непрерывного распределения плотности частиц. 
Разделим интервал 0 г г0 на бесконечное число равных частей <1г. 
Представим себе, что в центре каждой части с?г существует двумерный слой 
того типа, о котором речь шла в разделе 4. Эти слои можно выбрать так, 
чтобы они были эквивалентны некоторому непрерывному распределению 
массы. Между двумя любыми слоями существует гравитационное поле 
шварцшильдовского типа:

А* =  -  А (1 +  £ )‘ (Лх\ +  ах\ +  <Ы) +  в  ( ^ 7 ^ ) 8"й\ (17)

где А, В  и т — постоянные, бесконечно мало изменяющиеся при пере­
ходе между двумя соседними областями. Гравитационное поле внутри 
скопления равно сумме всех этих частных решений. Нашей задачей яв­
ляется определение А, В  и т  как функций г.

Рассмотрим два соседних шварцшильдовских решения, соответст-
1 1  1 3вующих областям от г  —  у с ? г  ДО Г +  у  И ОТ Г +  у  ДО Г  +  у  д . г .

В первой области величины А, В  и т соответствуют радиусу г, во второй
области — радиусу г +  в,г. Используя введенные соотношением (2) ве­
личины, мы можем записать эти два локальных решения в форме

а (г; А, т) а (г; А -\-й А , т-Т ^т)
и

Ь (г; В ,х )  Ь(г; В +  сШ, т +  ^т),
где а и Ъ, в соответствии с формулой (17), являются функциями г. Эти 
два решения предполагают, что а и Ь принимают одинаковые значения

Ш
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1
в точке Г +  ~2 ^Г‘ Поэтому величины а и Ь не должны меняться при пере­
ходе через заполненный частицами слой. Отсюда с точностью до величин 
первого порядка следует

>  +  O'

m iB  + £ d* = °.
или, в соответствии с (17),

dA  , 4 г d$ <3 dr п
- л + Т ^ + Ъ  . (18)

dB  4 г de -J- <з dr  n
~В 7  ( 1 +  а) (1 — а) — ’

где а означает т/2г.
Если известна зависимость а или т от г, то из этих уравнений можно 

определить А и В  как функции г. Оказывается, что значения а  и Р, вы­
численные из решений (Л и В) уравнения (18), являются параметрическими 
решениями уравнения (13) (параметром служит функция а). Функция т 
в широких пределах остается произвольной, поскольку она тесно связана 
с распределением масс. С другой стороны, А, В  и т должны удовлетворять 
тому условию, чтобы соотношение (17) допускало круговые орбиты частиц 
при всех значениях г. Поэтому величины а и Ъ должны удовлетворять 
неравенству (6). Используя соотношение (17), мы получаем неравенство

— 4 (1 +  g) (19)
А ' /  А  +  2/г +  4 j  3

Соотношения (18) и (19) полностью определяют решение задачи внутри 
скопления. На функцию а накладывается только одно условие: найден­
ные из уравнений (18) функции А и В  должны удовлетворять неравенст­
ву (19).

При г ^  г0 мы имеем, конечно, А — В  =  1, т =  const =  (X. 
Используя уравнения (18), мы можем переписать неравенство (19) 

в виде
41 _  (1 ~Ьа) Н —g) о

2- 4Н Ь
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или после некоторых преобразований
( 8 - 2 + УЗ)(И —2— Уз) ^  п ,

( 1 _ 3 )2 (19а)

Это неравенство должно выполняться как вне, так и внутри скопления. 
При бесконечно больших значениях г величина а обращается в нуль.
Далее а должна быть положительной, так как отрицательные массы исклю­
чены. Поскольку в (19а) величина а стоит в знаменателе, то она нигде не 
может превышать единицы. Поэтому числитель в левой части неравенства 
должен быть положителен. Поскольку второй множитель в числителе 
всегда отрицателен, первый множитель также должен быть меньше нуля. 
Отсюда получаем „ —

а < 2  — УЗ.  (196)
Это условие является обобщением условия (6а), так как последнее было 
доказано только для области вне скопления.

Величина т определяет массу, заключенную в сфере радиуса г. Для 
исключения отрицательных масс необходимо, чтобы всюду выполнялось 
условие ,

- £ > ° -  (2°)
Необходимо далее, чтобы т обращалась в нуль при г =  0. За исключением 
этих условий, на т не накладывается никаких других ограничений, если 
только а удовлетворяет неравенству (196). Когда т, а следовательно, и а 
заданы, задача нахождения гравитационного поля вида (17) сводится, 
согласно уравнениям (18), к двум квадратурам.

Уравнения (18) позволяют проинтегрировать уравнения (13) в случае 
произвольного распределения плотности массы, задаваемого функцией т 
или а. Уравнение (14) определяет соответствующую плотность частиц п. 
Выразим п через о. Мы имеем

0 =  —--------------- \  п ~ПГТа ктпаг'!* - у. ; (21)г и  +  б /  г * ( 1  +  сз)а Г  / 1 _ 4 з  +  в2 ’

кроме того, имеем
в =  Л (1 +  а)4, А '/ А = - ±  . (22)

Следовательно, когда о как функция г задана, мы получаем плотность п, 
выполнив только одну интеграцию. _

Функция а положительна и всегда меньше, чем 2 — 3. Поэтому
квадратный корень в знаменателе последнего члена в уравнении (21) 
всегда положителен. Далее мы имеем т/2 г, где т — гравитационная

52?
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масса, содержащаяся в сфере радиуса г. Вследствие этого т монотонно 
увеличивается с ростом г. Если плотность массы должна оставаться ко­
нечной в окрестности г =  0, то т должна уменьшаться в этой окрест­
ности не медленнее, чем г3, а а — не медленнее, чем г2. При атих условиях
первые два члена в уравнении (21), как и 4-, А и а всюду конечны. По-

л
этому уравнение (21) дает для п конечное значение. Пользуясь свойствами 
т, нетрудно показать, что сумма двух первых членов уравнения (21) 
всюду отрицательна.

Продолжая эти рассуждения, легко убедиться, что а и Ъ конечны 
и нигде не обращаются в нуль.

Комбинируя равенства (2), (4), (17) и (18), можно показать, что от­
ношение V скорости частиц к скорости света (в направлении движения 
частиц) равно

V2 =  — =  —^ —  (23)а' (1 —а)2 * '
Если о не превышает своего предельного значения, то V также не 

превышает определенного предела.

7 . Ч астны й случай  
непреры вного расп ределен и я  м асс

Представляет интерес исследовать случай, когда а внутри скопления 
постоянна и равна некоторому значению а0. Строго говоря, этот случай 
не удовлетворяет поставленным выше условиям, так как для того, чтобы 
плотность в окрестности центра скопления оставалась конечной, о дол­
жна уменьшаться при г —* 0 по крайней мере, как г2. Мы можем удовлет­
ворить этому условию, выбрав для о, например, следующее выражение:

<5 =  <з0(1 — е-ег*), (24)
где с — произвольная постоянная. В дальнейшем мы сразу будем рассмат­
ривать предельный случай, соответствующий с =  ос. Этот частный случай 
рассматривается здесь для того, чтобы дополнить рассуждения раздела 4. 
В рассмотренном в разделе 4 случае вся масса была сосредоточена мак­
симально далеко (в пределах радиуса г0) от центра; здесь же мы имеем 
сильную концентрацию массы вблизи центра скопления.

Так как т представляет собой гравитационную массу, содержащуюся 
в сфере радиуса г, то с?т/4лг2*7г равняется средней плотности гравитацион­
ной массы в точке г. Поскольку т =  2а0г, то для этой средней плотности 
мы получаем выражение а0/2лг2, т. е. с приближением к границе скопле­
ния г =  г о плотность уменьшается, как 1/л*2.
£ 2 8
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Из уравнений (18), в согласии с формулой (24) (в предельном случае 
обращения в нуль экспоненциального члена), мы получаем

При г =  0 мы получаем а — оо и Ь — 0. Эту сингулярность, однако, 
не следует принимать во внимание, так как она исключается, если учесть 
экспоненциальный член в формуле (24). Следует заметить, что при 
соответствующем выборе распределения масс можно, хотя и не достиг­
нуть, но достаточно близко подойти к этой сингулярности.

Для определения соотношения, существующего между суммой М  
масс покоя частиц

и полной гравитационной массой скопления р, мы воспользуемся урав­
нением (21). Можно показать, что первый член в уравнении (21) для слу­
чая бесконечно больших значений с не дает никакого вклада в распре-

везде, где становится несущественным влияние экспоненциального члена 
в формуле (24). Мы вычислили вклад от второго члена в уравнении (21), 
с самого начала опуская экспоненциальный член. После несложных вы­
кладок получается окончательный результат:

где р =  2г0сг0. Сопоставляя эту формулу с равенством р =  2г0о0, нетруд­
но получить основные свойства скоплений такого типа.

Прежде всего, легко видеть, что особенно простые соотношения полу-

(1А   4др йг
~А 1 +  <Зо Г ’

сів 4<Зо сіг (18а)

(186)

М — т  ̂ /г4яг2 йг,
о

деление масс,. Это следует из того факта, что обращается в нуль

М  =  р (1 — 4а0 + |а!).2ч72 1 +  °о 
(1 - б 0)2’

(25)

чаются, когда мы изменяем М, фиксируя а0 (0 а0 2 — и тем
34 А. Эйнштейн, том II 529
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самым тангенциальную скорость частиц, измеренную в единицах скоро­
сти света. При умножении М  на г гравитационная масса становится 
равной 2 (х, а диаметр скопления — равным % '2г. При этом средняя плот­
ность умножится на 1/г2.

Чтобы не упустить ни одной из возможностей, достаточно фиксиро­
вать число частиц в скоплении, а следовательно, и М, меняя а0, диаметр 
2г0 и гравитационную массу р,. Для М  =  1 мы получаем

В нижеследующей таблице для случая М  =  1 приведены приближен­
ные значения р. и 2г0 как функций о0:

<Зо 1*
о .
^ * 0

0 1 оо

0 , 0 5 0 , 9 8 8 1 9 , 7 6

0 , 1 0 , 9 4 8 9 , 4 8

0 , 1 5 0 , 9 7 6 , 5 6

0 , 2 1 , 1 3 5 , 6 5

0 , 2 3 1 , 3 2 5 , 6 3

0 , 2 5 1 , 8 2 7 , 4 0

0 , 2 6 2 , 6 3 1 0 , 1

0 , 2 6 8 оо оо

Когда скопление сжимается, начиная с бесконечно большого диаметра, его 
масса уменьшается не больше, чем примерно на 5%. Эта минимальная 
масса достигается при диаметре 2г0, приблизительно равном 9. Диаметр 
можно еще уменьшить до величины примерно 5,6 путем колоссального 
увеличения энергии скопления. Однако дальше сжать скопление уже 
невозможно, не меняя при этом выбранного нами распределения масс. 
Дальнейшее увеличение энергии приведет лишь к увеличению диаметра. 
Таким образом энергия, т. е. гравитационная масса скопления, может 
произвольно увеличиваться без разрушения скопления. Каждому значе­
нию диаметра (при заданном числе частиц) отвечают два скопления, от­
личающиеся скоростями частиц.

В реальном, физическом мире, конечно, нет таких объектов, в которых 
осуществлялись бы эти парадоксальные явления. Лишь ветвь, соответ­
ствующая малым значениям сх0 и значениям диаметра от ос до 9М , содер­
жит случаи, в какой-то степени напоминающие реальные звезды.

Скопления оболочечного типа, рассмотренные ранее в настоящей ра­
боте, ведут себя точно так же, несмотря на совершенно различные распре­
деления масс. Однако в скоплениях оболочечного типа при данном М  
значение |л не может быть бесконечным.
530
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Основным результатом проведенного исследования является четкое 
понимание того, что в реальном мире отсутствуют «шварцшильдовские 
сингулярности». Хотя приведенная теория рассматривает только такие 
скопления, в которых частицы движутся по круговым траекториям, вряд 
ли следует сомневаться в том, что рассмотрение и самого общего случая 
приведет к тем же результатам. Шварцшильдовская сингулярность отсут­
ствует, так как вещество нельзя концентрировать произвольным образом; 
в противном случае частицы, образующие скопление, достигнут скорости 
света.

Настоящее исследование возникло из дискуссий автора с профессором 
Робертсоном и с докторами В. Баргманом и П. Бергманом о математи­
ческом и физическом смысле шварцшильдовской сингулярности. Эта проб­
лема совершенно естественно привела к вопросу о том, допускают ли фи­
зические модели существование такой сингулярности. Настоящая работа 
отвечает на этот вопрос отрицательно.

Поступила 10 мая 1939 г.

34*



1940

ГРАВИТАЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ  
И ПРОБЛЕМА ДВИЖ ЕНИЯ. 11*

(Совместно с Л. Инфелъдом)

Введение

Настоящая работа содержит обобщение и существенное упрощение тео­
рии, касающейся проблемы движения в общей теории относительности, 
которая рассмотрена в нашей предыдущей работе по этому вопросу г. 
Используемый там метод заключался в выделении некоторой специальной 
координатной системы, в представлении вещества сингулярностями и, 
наконец, в использовании нового метода приближения, особенно удобного 
для рассмотрения квазистационарных полей. Введенное здесь изменение 
состоит в том, что о координатной системе заранее не делается никаких 
предположений, кроме того, что она галилеева на бесконечности.

Оказывается возможным развить всю теорию без каких-либо специа­
льных уравнений, выражающих выбор координатной системы. Данное 
ниже представление оказывается не только более общим, но и более 
простым, чем в работе I. Прежний случай с его явно сформулированными 
координатными условиями получается из наших более общих рассужде­
ний как частный случай, отличающийся естественным характером приня­
тых координатных условий.

1 .  У равнение п ол я
Выпишем уравнения гравитационного поля, разделяя линейные вы­

ражения:
^топ | es Кms | n s  Кпа | m s la | la ^0m | On

^0n I 0m ^m n^os | 08 ^mn | oo ^пиДоо I 00 ^ m n  (^*^)

* Gravitational Equations and the Problems of Motion / / .(W ith  L.Infeld). Ann.Math., 
1940,41, 455—464.

1 Ann. Math., 1938, 39, 66. (Статья 117. Далее цитируется как «1*.— Р е д . )
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Тоо188 +  Т18| 18 +  2Л;о - 0 ,  (1.2)

^Оп | 88 Ч" ̂ 08 I 871 ^П8 | 80 ̂00 | 071 Ч" ̂ ^071 (^‘̂ )

В выписанных здесь уравнениях (1.1) — (1.3) мы воспользовались 
теми же обозначениями и условиями, что и в работе I, т. е. латинские
индексы принимают значения от 1 до 3; по повторяющимся индексам
подразумевается суммирование; черточки перед индексом означают обыч­
ное дифференцирование; величины (греческие индексы пробегаю» 
значения от 0 до 3) определяются равенством:

где » С  Т* \цтп =  — ьтп (6тп — символы Кронекера),

*и  =  °- 1« =  1
и

к =  я — и .
V Р ^ У  « ^ У

В входят нелинейные по Л,,., члены. Мы не пишем их в явном виде, 
поскольку не будем ими пользоваться. Все вычисления, приводящие 
к уравнениям (1.1) — (1.3), представляют собой лишь небольшое видо­
изменение вычислений в работе I (стр. 68, 69)2. Единственная разница 
состоит в том, что здесь мы не предполагаем координатных условий

^ 8 |8 == »̂ 0̂8 | 8 ^00|0= ^ ’
и, следовательно, уравнения (1.1) — (1.3) отличаются от соответству­
ющих уравнений в работе I некоторыми новыми дополнительными ли­
нейными выражениями.

Перепишем уравнение (1.1) — (1.3) в виде
Фтптг Ч- 2Лтп =  о, (1.^)

Фоо Ч* 2Л00 =  0, ( -̂.5)
Фот Ч- 2 Л от — 0, (1*6)

Ф т п  ^ т п  | зз 4 “ Тщз | П8 Ч-  Т П8 | т 8  | 1з’ ^ * ^ )

Ф оо ^00 1 88 Ч" У  1а I /8» (1*® )

Ф =  —— V -4-т (^*^)071 1 071 | 88 1 1 08 | 871’ '

8 Стр. 454—455 этого тома.*—Ред.
Ш

где
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и, следовательно,
2Лтп Тот | оп Тощ от ^^тпТоз | оэ Ттп | оо ^тп^оо | 00 (К 10)
2Л„„=2Л^о, (1.11)

2Лоп =  Т„»|,„— Тп01м,+  2Л;П. (1.12)

Причина объединения некоторых из линейных выражений в Ф ^,
а других — с нелинейными выражениями Л' станет ясной позднее.

2« Лемма
Рассмотрим систему функций

Р  ab...Ich
антисимметричных по индексам к, I и произвольных по всем другим ин­
дексам. Образуем интеграл

[ Fab...n\iC03(xk,N)dS, (2.1)
(S)

по любой замкнутой поверхности S, не проходящей через сингулярность 
поля. Здесь (хк, N) означает «угол» между направлением хК и «нормалью» 
к S.

Полагая
Р  ab... 23 =  Р  ab... 31 =  -^2? Fab... 12— -̂ 3»

интеграл (2.1) можно написать в виде
 ̂ vobnA d S ; (2.2)

(S)

последний интеграл тождественно обращается в нуль, поскольку он 
по теореме Стокса может быть преобразован в линейный интеграл по 
контуру, ограничивающему поверхность (при этом, если поверхность 
замкнута, интеграл равен нулю). Этот результат не зависит от того, 
окружает данная поверхность сингулярность или нет. Следовательно, 
мы доказали, что интеграл (2.1) обращается в нуль.

3 . У равнения движ ения
Как и в работе I, мы рассматриваем вещество как сингулярности 

поля. Предположим, что имеется р тел, каждое из которых представ­
ляется точечной сингулярностью. Пространственные координаты каждой
ш



120 Гравитационные уравнения и проблема движения. II

такой сингулярности будут функциями только времени. Положения син­
гулярностей в любой момент времени можно представить их простран-

X
ственными координатами (х°), х =  1 . . .  р. Индекс х над £т  озна­
чает, что | т  о т н о с и т с я  к х-й сингулярности.

Запишем определенные равенствами (1.7) — (1.9) функции сле­
дующим образом:

Фтк — ( Ymfc|Z “Ь  ТтЦк ^mkTls\s Н~ &mlTks\s)\h (^*1)

Ф ок “  (—  Тотсц +  ToZ|Zc)|Z. (3 - 2 )

Выражения в скобках в (3.1) и (3.2) антисимметричны по индексам 
к, I и, следовательно, к ним можно применить лемму раздела 2. Отсюда

X X
 ̂Фтк COS (хк, N) dS =  0, ^ Ф 0к cos (хк, N) dS == 0. (3.3)

Здесь индекс х вверху у символа интеграла означает, что интеграл берет­
ся по поверхности, окружающей х-ю сингулярность. Из последних ра­
венств и из уравнений (1.4) — (1.6) следует:

2Лтп|П =  0, 2Лоп|П =  0, (3.4)
X X
 ̂2Лтп cos (жп, N ) ^  =  0,  ̂2Л0П cos (xnt N) dS — 0. (3.5)

Уравнения (3.4) указывают на то, что интегралы (3.5) не могут зависеть 
от формы поверхности, пока она окружает одну и ту же сингулярность. 
Однако уравнение (3.5), полученное с помощью нашей леммы, утверждает 
большее: поверхностные интегралы обращаются в нуль.

Каждый из поверхностных интегралов, будучи независим от формы 
поверхности, может дать лишь связь между координатами сингулярно­
стей и их производными по времени. Уравнения (3.5) содержат систему 
4р дифференциальных уравнений, которые мы будем называть «уравне­
ниями движения р частиц».

4 . П рименение нового м етода приближ ения
В новом методе приближения, более полно изложенном в работе I, 

мы вводим вспомогательную временную координату т = A,zr° и считаем 
каждую полевую величину функцией (т, х1, х%, я3). Далее, мы предпо­
лагаем, что производные каждой полевой величины по х° малы по срав­
нению с пространственными производными; иначе говоря, мы предпо­
лагаем, что производные по т и по пространственным координатам одного
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порядка величины. Мы предполагаем также следующие разложения для у:
Т т п  =  Х 4 у т п  “Ь  ^ 6Т т п  Н~ XSy mn +  . . . ,

4 6 8

T o o =  ^ 2Тоо +  ^ 4Тоо “Ь ^ 6Тоо +  • • • »
2 4  6

Топ =  <̂3Т0п “Ь Ь 6 Г о п  Н~ ^ 7Топ Н~ . . .  . (4 * 1 )
3 5 7

Величина I в X1 означает показатель степени, а не индекс. Числа, напи­
санные внизу под буквой у, указывают степень X, с которой связана 
в разложении каждая компонента у. Дифференцирование по (т, х1, х2, х3) 
обозначается запятой перед индексом, т. е.

Tmn|s =  Tm n,8 1 НО Утп\о =  Хутп.о-

Обозначаемое чертой дифференцирование по нулевому индексу можно 
заменять обозначаемым запятой дифференцированием по нулевому ин­
дексу, если одновременно увеличивать на единицу степень X, с которой 
эта величина связана. Чтобы найти явное выражение этого условия, 
мы воспользуемся числами под нулевыми индексами, написанными после 
запятой, т. е.

Х2^Утп\о —  ^ ^ +1Tmn,о» Х21у тщ00 =  X2l+2Ymnioo И Т. Д.
21 21 1 2 I 21 2

Далее, мы можем показать, что наше предположение (4.1) вводит 
следующее простое общее правило разложения 3.

Любая компонента, имеющая нечетное число нулевых индексов, 
будет иметь в своем разложении только нечетные степени X и, наоборот, 
любая составляющая, имеющая четное число нулевых значков, будет 
иметь в своем разложении только четные степени X.

Мы хотим найти решение уравнений поля (1.4) — (1.6), применяя 
этот метод приближения. Для этого, казалось бы, надо расщепить их 
в соответствии с нашим методом на следующую систему уравнений:

Фтп “1" 2Лггмг = 0»
21 21

Фоо +  2Л00 =  0, (4.2)
21 21
Фоп 2Л0П =  0.

2Z+ 1  2Z+ 1

Однако такая процедура вообще возможна лишь при отсутствии 
сингулярностей. В случае, когда «уравнениям движения», выраженным

X
соотношением (3.5), не удовлетворяют произвольные функции £т  (т),

8 См. I, стр. 78. (Статья 117, стр. 465.— Ред.)

зав
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эта процедура недопустима. Это можно видеть из следующих соображений. 
Разложим, например, первое уравнение (3.5) по параметру X:

со X
23 X21 [ 2Лтп cos (хп, N) dS =  0, х =  1 , . . .  р, 
i=i J а/

или, полагая
* х
\ 2Лтп cos (хп, N) dS  =  4лС т ,
•) 21 21

получаем
23 Х^Ст =  0, (4.3)
1 = 1  21

X X
где Ст зависят от х через и их производные. Уравнения (4.3) обра- 

21
зуют систему обыкновенных дифференциальных уравнений, в которую 
X входит в качестве параметра. Решение этой системы дает движение син­
гулярностей. Из уравнений (4.3) мы не должны заключать, что

4~ \  2Лтп cos (жп, N)dS  =  Ст  =  0, (4.4)
j 21 21

поскольку это может дать нам, в общем случае, бесконечное число урав-
X

нений; удовлетворить же последним какой-либо системой функций ^  
может оказаться невозможным. Однако разложение уравнений поля 
способом, основанным на уравнениях (4.2), ведет к неправильным урав­
нениям (4.4); точно так же, рассуждение, которое прежде приводил» 
к уравнениям (3.5), теперь ведет к (4.4). На каждой ступени приближения 
мы можем получить разные уравнения, описывающие движения сингу­
лярностей, несовместимые друг с другом. Поэтому мы должны отказаться 
от применения метода приближения, который дают уравнения (4.2).

Чтобы избежать этой трудности, мы должны, следовательно, идти 
другим путем. Поскольку этот пункт является существенным, сформу­
лируем общую идею наших рассуждений, прежде чем переходить к де­
талям. Они состоят из двух этапов.

1. Вместо гравитационных уравнений мы вводим новые уравнения, 
которые для краткости будем называть «обобщенными уравнениями». 
Гравитационные уравнения имеют вид

Фц* +  =  0, (4.5)
тогда как обобщенные уравнения будут

Ф ^  +  2 А ^  =  С ^, (4-6)
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где С у.* — некоторые специально выбранные функции т, х8 и X. Функ­
ции Су.., должны быть выбраны таким образом, чтобы уравнения (4.6) 
можно было разложить по параметру X и чтобы можно было применить 
к ним прямой метод приближения, не сталкиваясь с трудностями, которые 
только что были указаны.

2. Поскольку нашим методом мы решаем обобщенные, а не гравита­
ционные уравнения, мы должны иметь возможность так специализиро­
вать наше решение, чтобы при определенных значениях X получилось 
решение нашей системы (4.5), т. е. решение наших гравитационных урав­
нений.

Следовательно, наш метод заключается в обобщении уравнений (4.5), 
в использовании нашего метода приближения и, наконец, в специализа­
ции нашего решения (ограничением X) так, чтобы оно удовлетворяло 
уравнениям (4.5).

Приведем здесь без доказательств наш выбор С это будет доказано 
позднее, когда мы покажем, что наш метод приближения можно провести 
без всяких затруднений принципиального характера. Возьмем

Стп =  — 53 {(Ст/г),п +  (Сп/г),т  — 6тп (С8/г),Л, (4.7)
Х = 1

С„о =  -  2  ( с А „  (4-8)
х = 1

6*071 =  2  { { С о 1 г ) , п  ( С п / г ) , о } .  (4 * 9 )
х = 1

В правых частях последних равенств стоят величины г, определяемые как
V

Г2 =  (X1-  £)* +  (х2 — I 2)2 +  (X2 — I 3)2, 

т. е. как квадрат «расстояния» точки поля от к-й сингулярности. Функ-
X

ции С зависят от т и X и могут быть разложены в ряды по параметру X:
у  со  х

Ст =  Е  Хг1Ст , (4.10)
1 = 1  2 1

С„ =  2  С0. (4.11)
1 = 1  2 1 + 1

О  X X
Здесь Ст, С0 — функции только т, которые мы определим позднее.

И 2?+1
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Теперь мы можем расщепить уравнения (4.6). Применение нашего 
-метода приближения приводит к следующей системе уравнений:

Фтп +  2Лтп =  — 2  {(Cmfr),n +  {Cnfr),m — бтп {Сafг),s} , (4.12)
2г гг x=i гг гг гг

Фоо+2А0о ■= —■ S  {{^s/f'),s}j (4-13)гг гг x=i гг

Ф0„ +  2Л0П =  -  2  ЦС0/г),п +  (Сп/г),о}- (4.14)гг+г гг+i х= 1  гг+i гг i

Обсуждение этих уравнений начнем с уравнений (4.12). В левой части 
последних, как следует из (1.7) и (1.10), имеем

Фтп =  Tmn.ss "Ь Тms,ns *4” Тn s ,m s  ' $mnTls,lsi (4.15)гг гг гг гг гг
2Л,пп =  Tom,on Топ,от +  26тпТог,ог Ттп.оо т̂пТоо.оо 2Атп. (4.16)

гг гг-i i гг-i 1 гг—1 1 гг-г г гг-г г гг

Неизвестные функции утп, которые нужно определить из уравнений
аг

(4.12), содержатся только в Фтп. Все у в А тп, как видно из равенства
гг

(4.16), уже известны из предшествующих ступеней приближения, если 
учесть, что Лтп не содержит линейных выражений. Это и было причиной 
нашего разделения уравнений поля на Ф и Л. Теперь мы можем дать

X

недостающее определение величин Ст. Они определяются таким образом,
гг

чтобы поверхностные условия выполнялись на каждой ступени прибли­
жения тождественно и не налагали ограничений на движение. Мы пока-

X
жем теперь, что всегда можно выбрать Ст так, чтобы движение не было

21ограничено. Образуя наши поверхностные интегралы, из уравнений
(4.12) получаем х

[ 2Amn cos (хп, N) dS =  4jtCm, (4.17)
J 2l 21

поскольку
X

n cos (xn, N) dS — — 4jt,

если выбрать поверхность в виде малой сферы, окружающей х-ю сингу­
лярность. Однако Лтп можно определить из предыдущих ступеней
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приближения. Следовательно, функции Ст известны, если известны Т
21 V

для V <  21. В уравнениях (4.12) правая часть и Лтп известны и утп
21

можно вычислить без каких-либо затруднений с поверхностными инте­
гралами.

В соответствии с соотношениями (1.8) и (1.11) уравнение (4.13) в яв­
ном виде имеет вид

Too.ss =  Тis,is +  2Л0о +  2  (C8/r )tS, (4.18)
21 21 21 x = l  21

, X
где Tis, Л0<)5 C8 — известны. Если в Too исключить полюса высшего по-

21 21 21 21
рядка, все еще остается возможность прибавить к Too произвольную

21
гармоническую функцию типа простого полюса. К этому вопросу мы 
вернемся позднее.

Наконец, имеется уравнение (4.14), в котором, как следует из соот­
ношений (1.9) и (1.12),

Фоп =  Ton.SS "4“ Tos.ns 5 (4.19)
21+1 21+1 2i+l

2 A on =  Too,no - b  Tns,os - b  2 Л 0П, ( 4 . 2 0 )
2Z+1 21 1 2l 1 2Z+1

X  X

а величина C0 определяется, как прежде Cm, путем вычисления поверх-
2Z+1 21

ностного интеграла. Единственными неизвестными функциями опять 
являются Топ в Ф оп.

2Z+ 1  2Z+1
В этом случае обобщенных уравнений поверхностные интегралы, 

вместо (3.5), равны
л

2Лтп cos (жп, N) dS =  4яСт , (4.21)

( 2Л(тcos(хп, N ) d S =  4я{с0— -g- С . Й .  (4.22)

Чтобы получить решения наших гравитационных уравнений, мы 
должны предположить:
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X X2 №ы  С0 =  С0 г= 0; (4.23)
г=1 2i+i

это и есть 4р уравнений движения.
Следовательно, на каждой ступени приближения мы действуем так, 

как будто нашей целью является решение не гравитационных уравнений 
(4.5), а более общих уравнений (4.6), которые не ограничивают движение. 
Заканчивая нашу процедуру приближения, мы возвращаемся к гравита­
ционным уравнениям, ограничивая движение посредством условий (4.23).

X
5 . У словие С0=  0.

В соотношениях (4.23) мы имеем 4р уравнений для определения 3р
X

-функций £т  (х). Можно показать, что движение переопределено, по-
X

скольку С0 могут быть выбраны произвольно, так что можно положить

С0 =  0, С0 =  0. (5.1)
2Й-1

Предположение (5.1) совместимо с уравнениями поля и ограничивает 
свободное добавление полюсов к у  00, упомянутое в разделе 4.

Замена 21
Р X X X X

Тоо на Тоо =  Ги, +  2 <з0/г , б0 =  б0 (Т) (5.2)
21 21 21 х=1 21

не изменит уравнения (4.18). Кроме этого, заменим
, Р X X *

Гот на Гот =  Гот—  2  ( ^ ! г) 1т- (5-3)
21+1 21+1 21+1 х=1 21 1

Единственное изменение, которое может быть внесено в уравнение 
(4.14), как показывает сравнение с равенствами (4.19) и (4.20), возникает 
из выражения

( T os. s Г оо, о ) , п * ( 5 - 4 )
21+1 21 1

Выражение (5.4) после замен (5.2) и (5.3) переходит в
р * х

Tos.s —  Гоо.о—  2 (бо/г),п* (5*5)
21+1 2i 1 x = i  гг+ 1

Сравнение с уравнением (4.14) показывает, что всегда можно по­
ложить С0 =  0, определяя соответствующим образом функции б0 в (5.2) 

21+1 21+1
и (5.3).
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Следовательно, уравнения поля и уравнения движения имеют вид: 

Фтп"Ь 2Лтп =  {Cnfr),m ^тп (С8/г))8} , (5.6)»
21 21 х = 1  21 21 21

Фоо “Ь 2Лоо :=   2  {(C slrU , (5-7)
21 21 х= 1 21

Фоп-f- 2Л-0П — 2  {(Cn/rU , (5.8)
21+1  21+ 1 х= 1 21 1 а

х х
с т =  23 %»Ст -=0. (5.9)

г=1 гг

Э т и  у р а в н е н и я  и  пр ед ст ав ля ют результат н а ш и х  рассмо тр ен ий и 
о б о б щ е н и я  теории, развитой в работе I.

Действительно, можно показать, что уравнения поля в работе I яв­
ляются частным случаем уравнений (5.6) — (5.9).

Выбирем координатные условия, принятые в работе I:

Гг.,, = — 2  с / г ,  (5.10)
2 1  Х = 1  2 1

Tos.s Too,о =  0* ( 5 . 1 1 )
2 1 + 1  21 1

Вследствие соотношений (1.7) — (1.9) уравнения поля (5.6) — (5.9) при- 
нимают вид _  2Л_  (5 12)

21 21

Too.ss — 2Л00, (5.13)
21 21

Tom,ss — 2Л0т» (5.14)
21+1  21+1

и п о в е рх но ст ны е и н т е г р а л ы  р а в н ы

Л х
С 2Amn cos (хп, N) dS — 4^Cm, (5.15)
J 21

Uislon —  Too.no) cos{xn, N )dS  =  0, (5.16>
J 21+1  21 1

точно та к же, к а к  в работе 1.

Поступила 29 мая 1939 г.
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О ПЯТИМЕРНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ГРАВИТАЦИИ 
И ЭЛЕКТРИЧЕСТВА*

(Совместно с В. Варгманом и П. Бергманом)

1941

В ранее опубликованной работе мы рассмотрели уравнения поля для перемен­
ных, определенных в пятимерном римановом пространстве частного вида. Четыре иа 
этих уравнений были интегродифференциальными. В настоящей работе показано, что 
можно найти систему уравнений поля, в которую входят только дифференциальные 
уравнения, не меняя при этом геометрической структуры пространства. Такая система 
однозначно определяется путем наложения некоторых условий однородности.

Введение
В 1921 году Калуца построил единую полевую теорию гравитации и 

электричества. Он рассматривал компоненты четырехмерного метрического 
тензора и 4-потенциала электромагнитного поля как компоненты одной 
геометрической величины, а именно метрического тензора в пятимер­
ном римановом пространстве, описываемом переменными X і .

Поскольку физический континуум имеет только четыре измерения, 
Калуца предполагает, что в должным образом выбранной системе коорди­
нат все переменные поля не зависят от х° (условие «цилиндричности»). 
Кроме того, он вынужден был предположить, что в этой системе координат 
у0о =  1, так как гравитационное и электромагнитное поля описываются 
10 +  4 переменными, тогда как число компонент тензора равно 15. Вслед­
ствие этого он строит свою теорию на основе только 14 уравнений поля.

С точки зрения пятимерной римановой геометрии предположения Ка- 
луцы представляются искусственными. Введение специальной системы 
координат, в которой переменные поля не зависят от х°, отвечает введению 
в пятимерном пространстве поля единичных векторов А * (х), которое легко

* On Five-dimentional Representation of Gravitation and Electricity (With V. Barg- 
mann and P. Bergmann). Theodore von Karman Anniversary Volume, Pasadena, 
Calif. Inst. Technol., 1941, 212—225.
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описать с помощью ковариантных уравнений. (В специальной системе 
координат компоненты А* равны 1, 0, 0, 0, 0.)

В нашей предыдущей работе 1 было показано, что более общие пред­
положения приводят к введению более простого векторного поля. Основ­
ные результаты этой работы приведены в следующем разделе.

С водка осн ов н ы х результатов преды дущ ей работы
Наша система аксиом такова.
1. Многообразие, с которым мы имеем дело, является пятимерным рима- 

новым пространством.
2. Пространство является замкнутым в одном из измерений. Оно мо­

жет быть представлено как пространство открытое и периодическое в этом 
измерении, такое что точке Р замкнутого пространства отвечает беско­
нечное число соответственных точек, Р, Р ', Р",..., периодического про­
странства.

3. Через каждую точку пространства проходит замкнутая и ли­
шенная сингулярностей геодезическая. Иными словами, на языке «пе­
риодического пространства», геодезическая, проходящая через любые 
две соответственные точки Р  и Р \  проходит также через все остальные 
точки Р ’, Р отвечающие точке Р.

Третья аксиома определяет поле единичных векторов А I* (х), каса­
тельных к замкнутым геодезическим. Можно показать, что расстояние по 
геодезической между двумя точками Р  и Р ' не зависит от Р; оно явля­
ется постоянной, которая характеризует наше пространство.

В специальной системе координат, в которой геодезические являют­
ся линиями ха — const (а =  1,.., 4) 2, компоненты векторов А* равны 
1, 0, 0, 0, 0 и можно показать, что 3

Остальные компоненты метрического тензора, однако, зависят (периоди­
чески) от х°. Поэтому уравнения поля, которые будут рассматриваться 
ниже, отличаются от уравнений теории Калуцы.

1 A. E i n s t e i n ,  Р. B e r g m a n n .  Ann. Math., 1938, 39, 683. (Статья 118.; 
Далее цитируется как I .— Прим. ред.).

2 Латинские индексы всегда пробегают значения от 1 до 4, а греческие — от 0 
До 4.

3 Дифференцирование мы обозначаем запятой перед соответствующим индексом:

Гоо =  1, Гао,о =  °  ( а =  1, - - -, 4), (1)

Ä44
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Уравнения (1) эквивалентны следующим соотношениям:
Гоо =  1. Гм =  0, (2)

(5)
а также соотношениям:

Гоо =  1 г »  =  °  (г =  1 ..........4)- (3)
(5)

если через обозначить символы Кристоффеля для пятимерной рима-
(5)

новой геометрии. Из уравнений (1) с очевидностью следуют уравнения 
(2) и (3), но справедливо и обратное утверждение. Действительно, из соот­
ношения у00 =  1 следует, что

Гоо =  ТгтТто,о =
(5)

т. е. Тто.о =  0. (Определитель у1т равен Тоо/Т и, следовательно, отличен 
от нуля.)

Специальная система координат определяется замкнутыми геодези­
ческими неоднозначно. Мы можем еще произвести «4-преобразование»:

х а —  х а ( ж1 , . . ж4) ,
(4)

Xй — ж°,
и «0-преобразование»:

(̂1 . „ /рА
(5 )

х° =  аР І (ж1,. .., ж4).

Эти преобразования порождают группу, которую мы назовем «спе­
циальной группой» в отличие от группы всех пятимерных преобразова­
ний координат.

Тензорный анализ по отношению к специальной группе был развит 
в работе I. Напомним следующие результаты.

Метрический тензор можно представить в виде суммы двух неза­
висимых геометрических величин

== (®)
и, следовательно, заменить на тензор gv.v и вектор А ц. В специальной 
системе координат отличны от нуля только компоненты gv.}t:

§тп  =  Ттпп А тА п. (7)

Компоненты же А  у. будут: . _  /§\
А т  —  ТтО ' *

И

А о  —  о̂о == ^  •

35 а . Эйнштейн, том II 5 4 5
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Относительно специальной группы векторы, тензоры и т. д. опреде­
лены как величины (с индексами, пробегающими значения от 1 до 4), 
которые преобразуются по обычным законам при 4-преобразованиях и 
остаются инвариантными при 0-преобразованиях.

Согласно этому определению, gmn являются компонентами тензора. 
Величины А т преобразуются как компоненты ковариантного вектора 
при 4-преобразованиях, но не остаются инвариантными относительно
О-преобразований. Для последних мы получаем

А т — А т ~о£п 9 (9)
Антисимметричные производные

Ащп== АтіП А ПіГП (10)
образуют антисимметричный тензор.

Производная тензора по я0 является тензором того же ранга. Однако 
дифференцирование по ха не является инвариантным относительно 0-пре­
образования и должно быть заменено операцией

д . д . . .
дха а 1)х° * ( )

Ковариантные производные определяются таким образом, чтобы произ­
водные от метрического тензора £тп обращались в нуль. Это определение 
отличается от обычного только тем, что дифференцирование по ха должно 
быть заменено на О-инвариантную операцию (И). Например, для про­
извольного вектора В 8 мы получаем

-® з ;а =  ( В  з  , а  —  А а В 3> 0) —  -б*Г 8а> (12)
где

г 1
Гва =  ~ 2 ~ § ^ П А а § П8іо) “I-  ( § п а , 8  ^ в ^ п а.о) (^ аз.п  -^п^аз,«))]* (1 ^ )

Тензор кривизны определяется коммутацией ковариантных произ­
водных вектора В 8:

В 8; о;Ь -®з;Ь;а =  В і В . 8аЬ  А ф В 8 ^ ,  ( 1 ^ )
причем

Н-.аь =  (Г^,6 -  Л Г ‘«,,„) -  (Г'ь.с -  а У .ьл) —  Г к г а  +  Г І„С . (15)
Приведем еще несколько соотношений, которые не были выписаны 

в работе I.
1. Производная от по я0 является тензором и может быть выражена 

через ковариантные производные величины £тп,0: 
г 1

Гза.о =  ~~2 ~ 8 * П (§ П 8 ,& ,а  “Ь § п а ,  о;в ^за.оіп)* (1 ^ )

546
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2. Из соотношений (14) при помощи обычной для римановой геомет­
рии процедуры получаются тождества Бианки:

R 8-ikl;m +  R*tlm;k +  -й?tmk;l +  Гнс)0Агт  +  Ти^Ащк - |- Г*т>0у1м =  0 . (17 )

3. Как и в частном случае (А166) работы I, мы получаем соотношения

•R'klm; о == Г  м ,о ;т  Г  кт,о;1 • ( ^ )

В работе I мы выводили уравнения поля из вариационного принципа» 
Переменные поля определены в пятимерном пространстве. Величины gmn, 
соответствующие гравитационному полю, зависят от пяти переменных; 
величины Ai, соответствующие 4-потенциалу электромагнитного поля, 
зависят только от четырех переменных Xй. Поэтому 10 уравнений из на­
шей системы (возникающих при варьировании по gmn) являются диф­
ференциальными уравнениями; остающиеся четыре уравнения (получаю­
щиеся при варьировании по A i) оказываются интегродифференциаль- 
ными. Интегралы берутся по периоду координаты я0.

Различие между нашей теорией и теорией Калуцы связано с тем, что 
gmn зависит от х°. Это, в частности, приводит к существованию 4-вектора 
плотности тока. Если мы положим gmn,o — 0, то теория сведется к теории 
Калуцы.

Мы требуем, чтобы лагранжиан в нашем вариационном принципе был 
однородной функцией с «весом» 2 по отношению к производным от пере­
менных поля. Произведение производных m-го, П-ТО и т. д. порядков 
имеет «вес» m -f- п +  ... . (Этот вес, конечно, не имеет никакого отношения 
к весу тензорной плотности.) Каждый лагранжиан, удовлетворяющий 
этому условию однородности, представляет собой линейную комбинацию 
(с постоянными коэффициентами) четырех скалярных плотностей. Как 
указывалось в работе I, не все четыре коэффициента являются существен­
ными; остаются два существенных параметра, которые нельзя определить 
только из соображений инвариантности.

С ущ ествование и однозначность  
к овариантны х уравнений поля  

в диф ф еренциальной форме

Мы видели, что вариационный принцип дает не только дифференциаль­
ные уравнения, так как переменные поля Аі не зависят от х°. Рассмотрим 
вопрос о том, можно ли построить систему уравнений поля, ковариантных 
относительно специальной группы (4), (5), состоящую только из диффе­
ренциальных уравнений, если мы откажемся от вывода уравнегіий из ва­

35* » 7
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риационного принципа. Если да, то будет ли такая система однозначно 
определенной?

Мы не можем пользоваться любой системой ковариантных дифферен­
циальных уравнений для 14 переменных Чаъ и уа0. Так как должны вы­
полняться также четыре уравнения =  0 [ср. уравнения (3)], то для

(5)наших 14 переменных будет существовать 14 +  4 уравнений. Поэтому мы 
должны предположить, что эти 18 уравнений связаны четырьмя тождест­
венными соотношениями.

Мы покажем в явном виде, что такого рода система действительно су­
ществует. Затем мы докажем, что если сами уравнения и тождественные 
соотношения удовлетворяют определенным условиям однородности, то 
система является однозначно определенной.

Нам удобно исходить из тождеств Бианки в пятимерной римановой 
геометрии. Как известно, путем свертывания получаются пять тождеств 4:

=  =  (19)
(5) (5)

где
=5 (& * ----Т  г х̂ ) -  (20)

(5) (5) 1 (5)'

[В соотношениях (19) используются ковариантные производные пяти­
мерной римановой геометрии, а не производные, определенные соотноше­
ниями (12) и (13)].

Пользуясь пятимерными символами Кристоффеля Г*„, мы запишем 
тождества (19) в более явном виде: <5)

Жх =  @^ +  Г£о@ро =  0. (21)
(5) (5) (5) (5)

Чтобы приспособить эти формулы к специальной группе, отделим ин­
декс 0 от остальных индексов. Тогда для X =  1, . . ., 4 получим

а*' =  @!£ +  ®!2+ г!»»®"“ +  гги®”10 +  гй®00 =  о, (22)
(5) (5) (5) (5) (5) (5) (5) (5) (5)

а для X =  0:
+  Ю  +  2 0 3 ™  +  С ® 00 =  — « 5 .  (23)

(5) (5) (5) (5)

Соотношения (22) являются тождественными соотношениями между

4 J. A. S c h e u t e n .  Der Ricci Kalkül. Berlin, 1923, 91.
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следующими уравнениями:
г ^ = 0
(5)
1т

1?0
=  0

=  0
(5)

(/, т =  1 , . .  .,4).

(24)

(25)

(26)

Кроме того, эта система из 18 уравнений, в которые не входят ни 
@00, ни Гд0, является ковариантной относительно специальной группы
(5) (5)

Действительно, из уравнений (4) мы получаем для 4-преобразований
дх*

Йе1 дха \  дх1 

дхъ )  дхг

=рг _ их
1 оо —  ~ 1
')

дхк
(5)°° дхк <5,°°

(5) \ дх

и для 0-преобразования

@Г
дх8 (5)

00
(5)

( 5 )

00 »
(5)

@10
(5)

<3р
(5)

а/

с1е1 /  дха \  дxi 
\ дхь / дхг

@го
( 5 )

(27)

(5)

ф10 _П_ @гг<
(5 ) дхГ (5)

(28)

Отсюда следует, что соотношения (24) — (26) можно выбрать в ка­
честве уравнений поля, поскольку они обладают необходимыми свой­
ствами инвариантности и удовлетворяют четырем тождественным соот­
ношениям (22). Так как из соотношений -у00 ~  1 и ^оо =  0 следует

( 5 )

неГоо =  0 [ср. уравнения (3)], то из уравнений (23) мы в и д и м , что
(б ) (5)
зависит от х°, если выполняются соотношения (24) — (26). Однако сама 
величина @00, вообще говоря, не равна нулю.

(5)
Показав, что система уравнений существует, докажем теперь, что

при определенных условиях однородности она является единственно воз­
можной. Наша цель состоит в нахождении системы уравнений:

0

0,

(29)

(30)

• 549
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таких, что является тензором, а — вектором по отношению к спе­
циальной группе. Как С?**, так и должны быть однородны с весом 2 
относительно производных от переменных поля. [Мы с самого начала 
предполагаем здесь, что А іл =  0, так что уравнения (24) тождественно 
выполняются.]

Если мы снова перейдем к обозначениям четырехмерного тензорного 
анализа специальной группы, то наиболее общее выражение, удовлет­
воряющее нашим условиям, можно записать в следующем виде:

с “  = 1  (Д“ + Л и- Г  * “ д )  +  Г2§і^ ^ . г+ Г з ^ ^ г + Г 4 [? і’'л |г4 ? 1̂ і<]гг..„+
_1_ ' У - д І ' к р т Г р П Ь р  а  - I-  у  д П д к В д т П д  д  _1_ у  д і к  (д Т П П д  \2  I

і і об о о отп, (Рте. О 1 1 б& ь  ® О гт, о®8п, о 1 17® о т п ,0 ' 1

-1- г( а д^т д ^ п д  Р Г8Р  -I- Т р г̂ р ^8р  -4- у д і к д т п д  (31)і • вь ь О тп , о6 Оу*8, о 1 19° о ©ге, 00 1 '10° ь  ь т п , 00 V '
И

С і л*™- і „ „ і т  . „ іт „ г 8 „  /0 0 \
=  ^ ; т  +  Є і^  £ £ т г , 0 ; 8 + є 2£ §  8гв, о; т *  ( 3 2 )

где уп и р.п — постоянные.
Потребуєм, чтобы существовала ковариантная система из четырех

тождественных соотношений В 1 =  .0 между уравнениями, линейных и 
однородных по и С?1 и однородных с весом 3 по производным от урав­
нений поля. Это требование приводит к соотношениям

в 1 =  с ™ + Р Л  +  ( и 1§т1>0 +  М т )  +  Р Л тп, 0с* =  о. (33)

Используя соотношения (16) — (18), можно показать путем простых, 
но довольно длинных выкладок, что такого рода тождества существуют 
лишь при следующем выборе постоянных:

(34)

Здесь а — произвольное число. Его можно исключить, если ввести новые 
переменные

А* =  *Аъ (35)

и одновременно заменить координату я0 на

х  =  хх°, (36)
550

ß i  — ßa =
1
2 ßa =  f ь - т

1е  = --------
А а Ч  =

1
а

T i =  і Т а =  —
а

“8
а

Т з =  у II О Т5 =
3

8а

Те =  —
1

2 а Т7 =  ----
1

8а 00 II
Г

!*
- 1

^  =  25 Т ю  =
1

2а
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где т2 =  42  а. В новой системе а оказывается равным + 1 . Значение 
а = — 1 следует исключить, поскольку соответствует коэффициенту и 
в электромагнитном члене в уравнениях поля общей теории относитель­
ности, если А тп интерпретировать как компоненты напряженности элек­
тромагнитного поля. По этой причине а должно быть положительным.

При а — 1 после перестановки некоторых членов мы окончательно 
получаем

Уравнения (24) — (26) также приводят к а =  +  1, если метрический 
тензор выбрать так, чтобы у44 0 и пространственные компоненты уп ,
722» 7зз были положительны. Выражения @гт и ®1° являются линейными 
комбинациями и (?*. Используя теперь уравнения (37) и (38), нахо­
дим

Аналогичное соотношение выполняется для тождеств. В соответствии 
с тождеством (21) мы получаем

С<* =  |  (Л11 +  я м -  еаЯ) +  у  -  -I еа А -А г,) -

  1 - ( д Г 8д  \г"| I А  д г т д кзе  —
I 8 > О Г8> ® 8 ' гв* 0' 2 •0 & 8т ,  о

-  4  й  о) +  Т  ( № * ’ -  г* V )  со =  0  (37>
IIII

Из соотношений (33) мы получаем тождества

( У - е С м ) , ,  =  о, (39)
где

(« (40)

у ~ ев '  =  т \
(51

(5) (5)

(41)

5 5 1
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Тождество 23Л0 =  0 приводит к следующему соотношению:
(5)

31 =  ( V -  § С т ) ; т  +  Г -  =  -  2вм,„. (42)
(5 ) 4 1

Оно не является тождеством обычного рода. Выражение 0?, линейное и 
однородное по и равно производной по ж0 некоторой функции 
от переменных поля, однако оно не обращается в нуль.

Если все переменные периодически зависят от ж0, то мы получаем 
как следствие уравнений (24) соотношение

§ ЗЫж° =  0, (43)

где интеграл берется по периоду переменной ж0. По этой причине соотноше­
ние типа (42) мы называем «интегральным тождеством».

Н екоторы е свойства н ов ы х уравнений поля
1. В предыдущем разделе мы вывели уравнения поля и тождественные 

соотношения между ними, не пользуясь тем обстоятельством, что имеем 
дело с замкнутым пространством, или, иначе говоря, что наши переменные 
поля являются периодическими по переменной ж0. Рассмотрение было ос­
новано только на уравнениях (1) и на требовании ковариантности урав­
нений поля относительно специальной группы.

Условие периодичности естественным образом приводит к уравне­
ниям (1). Но эти уравнения с таким же успехом можно взять в качестве 
исходных, не выводя их из других предположений. Поэтому можно отка­
заться от условия периодичности и допустить более общие решения на­
ших уравнений поля (37) и (38). Это связано с тем, что в уравнения не вхо­
дят интегралы. Для теории, развитой в работе I, где интегралы играют
важную роль, условие периодичности является существенным.

2. Уравнения (39) и (40) тесно связаны с уравнениями нашей предыду­
щей теории лишь в том случае, если постоянным ос, входящим в уравне­
ния (35) и (36) работы I, придать значения

« 1 = 1 ,  «2 =  -^» а3 =  а 4 =  — у .  (44)

Тогда эти уравнения приводятся к следующему виду:
(?* =  0, (45)

5 Мы имеем 3^ =  — У -е О * .

5 / ^ 7 с ‘<2г° =  0. (46)»

и :
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Отсюда следует, что каждое периодическое решение уравнений (37) и (38) 
является a fortiori решением этих уравнений. Хотя выбор постоянных ц 
не может быть ограничен соображениями инвариантности, набор (44) 
оказывается выделенным, поскольку лишь в этом случае на переменные 
поля можно наложить более сильные требования: G1 =  О вместо урав­
нений (46). Уравнения (35) и (36) работы I, вообще говоря, могут быть 
связаны только интегральными тождествами вида

$<Мя° =  0. (47)

Однако в случае, когда выполняются соотношения (44), уравнения свя­
заны более сильным тождеством

Sti +  (У — gGi),o =  О,
обычного типа [ср. тождество (39)]. Пятое тождество, выражающее закон 
сохранения электрического заряда, остается интегральным. Оно совпадает 
с уравнением (42).

3. Как известно из общей теории относительности (в обычной четырех­
мерной формулировке), каждая ковариантная система уравнений допу­
скает четыре тождества. Поскольку преобразования координат, оставляю­
щие уравнения поля инвариантными, содержат четыре произвольных функ­
ции от четырех переменных, на переменные поля можно наложить четыре 
произвольных условия. Следовательно, к исходной системе уравнений 
можно присоединить еще четыре уравнения, которые не являются ковари- 
антными. Расширенная система, содержащая больше уравнений, чем пере­
менных, должна все же иметь решение. Отсюда следует существование 
четырех тождественных соотношений между уравнениями поля.

В случае системы уравнений, ковариантной относительно специальной 
группы, допустимые преобразования координат (4) и (5) содержат пять 
произвольных функций. Эти функции зависят лишь от четырех перемен­
ных. Мы все еще можем наложить пять условий на переменные поля; 
правда эти условия являются более слабыми, чем если бы мы имели дело 
с полной группой всех пятимерных преобразований координат. Этим и 
объясняется тот факт, что мы, вообще говоря, получаем только интеграль­
ные тождества.

Эти соображения применимы лишь тогда, когда число уравнений не 
превышает числа переменных. В случае уравнений (24)—(26) тождества 
должны быть более сильными [тождество (22)]. Мы уже указывали, что 
более слабые тождества предыдущей теории содержатся в них [при спе­
циальном выборе (44) постоянных а].

Наконец, мы хотим более подробно рассмотреть вопрос о том, как из 
существования тождеств (39) можно доказать совместность уравнений поля
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(37) и (38). Уравнения С?** =  0 можно разрешить относительно вторых 
производных £тп по х°. Поэтому они допускают единственное решение при 
произвольном выборе поля Л г (ха) и при заданных начальных условиях 
(например, во всех точках многообразия ж° =  0) для grnn и gmn,ô  Величины 
С1 содержат только первые производные от grnn по х°. Следовательно, при 
заданном поле А 1 (ха) уравнения С1 =  0 ограничивают выбор начальных 
значений для gmn и gmn>0 при х° =  0. Но если уравнения =  0 выполня­
ются при ж0 =  0, то они выполняются при всех значениях х°. Это сле­
дует непосредственно из тождеств (39). Поскольку уравнения =  0 
уже удовлетворены, уравнения =  0 являются линейными однород­
ными уравнениями первого порядка для и допускают единственное 
решение Сг* =  0, если начальные условия при х° =  0 имеют вид =  0. 
Это доказывает совместность уравнений поля.

Заключение
В настоящей работе мы показали, что в рамках геометрии, постулиро­

ванной в работе I, можно построить систему уравнений поля, состоящую 
только из дифференциальных уравнений. Требования ковариантности и 
однородности определяют эту систему однозначно. В этом определенное 
преимущество настоящей теории по сравнению с предшествующей, кото­
рая содержала произвольные постоянные.

Но именно однозначная определенность системы приводит к серьезным 
трудностям в физической интерпретации теории. Описание частиц несин­
гулярными решениями уравнений поля представляется невозможным. 
Поскольку в уравнениях не содержится произвольных постоянных, теория 
должна приводить к электромагнитному и гравитационному полям од­
ного порядка величины. Поэтому невозможно объяснить тот эмпирический 
факт, что электростатические силы, действующие между двумя частицами, 
намного превышают гравитационные. Это означает, что, основываясь на 
полученных уравнениях, нельзя построить непротиворечивую теорию 
материи.

Тем не менее представляется вполне вероятным, что формальные 
соотношения, полученные в настоящей работе, сохранят свое значение, 
даже несмотря на то, что их нельзя интерпретировать в прямом теорети­
кополевом смысле.
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ДЕМОНСТРАЦИЯ НЕСУЩЕСТВОВАНИЯ 
ГРАВИТАЦИОННЫ Х ПОЛЕЙ 

С НЕИСЧЕЗАЮЩЕЙ МАССОЙ, СВОБОДНЫХ 
ОТ СИНГУЛЯРНОСТЕЙ*

Как известно, решение Шварцшильда для гравитационного поля ста­
новится сингулярным вблизи начала координат. Обычно считают неверо­
ятным, что в рамках обобщенной теории относительности чисто гра­
витационного поля может существовать решение, которое отвечало бы 
частице с конечной отличной от нуля полной массой и не имело бы сингу­
лярностей.

Мы ограничимся здесь случаем таких решений в эвклидовом простран­
стве.

§ 1 . Т еорем а о бесконечно бл и зк и х  реш ениях
Пусть giTt представляет собой произвольное всюду регулярное поле, а 

gik +  &gik — другое поле, бесконечно мало отличающееся от первого. 
Пусть Rut — один раз свернутый риманов тензор кривизны. Согласно Па- 
латини, 6Rilt можно записать в виде

bRilt =  — (6ГУ;. +  (6Г“а); *,
или

bRvc — UiiC'g, (1)
где

и и  =  — erffe + 1  (б г? л  +  e r U i )  (Ь )
представляет собой тензор.

Из равенства (1) после свертывания с помощью метрического тензора
и умножения на У  — g следует

V —  g g ilc& R i k  =  V —  g g XltU  ife; 8 .  ( 2 )

* Demonstration of the Non-existence of Gravitational Fields with a Non-vanishing
Total Mass free Singularities. Revista Univ. nac. Tucuman, ser. А, 1У ,
2, N 1—2, 11—15.
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Поскольку абсолютная производная метрического тензора (а также и 
производная его тензорной плотности) равна нулю, правая часть ра­
венства (2) может быть записана в форме

Так как даже выражение в скобках представляет собой тензорную 
плотность, то абсолютное дифференцирование может быть заменено 
обычным

\6)
Не •

Если теперь как исходное, так и варьированное поля удовлетворяют 
уравнениям гравитации

то вариация бВцс в (3) обращается в нуль. Следовательно, в этом случае 
мы получаем уравнение

П \ = 0 .

И* =

и* =  у -  §§** [ -  61« + 4  (в г&вг+ вг»в»)] (4)

§ 2. Применение доказанной теоремы 
к решениям с конечной полной массой, 

свободным от сингулярностей
Рассмотрим теперь свободное от сингулярностей решение гравита­

ционных уравнений в эвклидовом пространстве (или пространстве Минков- 
ского). Будем предполагать, что решение либо не зависит от ж4, либо яв­
ляется периодическим (или квазипериодическим) относительно а:4. Такое 
решение представляет собой теоретическое представление тела (или системы 
тел), которое в среднем покоится относительно координатной системы.

На большом расстоянии от начала координат поле такой системы можно 
всегда заменить полем покоящейся массы, если только можно пренебречь 
волнами, излучаемыми системой. Такое асимптотическое представление 
оправдано, так как все члены в решении, не обладающие сферической 
симметрией (и не описывающие волны), убывают с расстоянием быстрее, 
чем члены, отвечающие полной массе.

Поэтому, такое асимптотическое поле можно описать с достаточной 
точностью с помощью соответствующего решения линеаризованных урав­
нений поля.
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Если метрика пространства в отсутствие поля задается тензором
— 1 0 0 0

0 — 1 0 0
Лг?с —

0 0 —1 0

0 0 0 1

(5)

то для этого асимптотического решения мы можем положить

и пренебречь в уравнениях поля членами, квадратичными по у* Решение 
этих уравнений будет иметь вид

2ТТЬ л 2ТТЬ /П\
Г „ =  — - Г 6' 1' Ги =  Г  (6)

(5 , < =  1 ,2 ,3 ; б — символ Кронекера). Это и есть искомое асимптотическое 
решение, в котором пг ф О .

Для этого асимптотического решения мы получаем из (4) и (6), огра­
ничиваясь членами, линейными по пг:

и 4 =  0.
(4а)

Эти уравнения справедливы для бесконечно близких асимптотических 
решений. Однако уравнения (4) справедливы строго во всей области.

Проинтегрируем теперь уравнения (4) по четырехмерной области, огра­
ниченной в пространстве трехмерной сферой с очень большим радиусом 
И и во времени заданными значениями 0 и Г. С четырехмерной точки 
зрения эта область представляет собой цилиндр, основания которого за­
даются уравнениями: х 4 — 0 и х 4 =  Т. Поэтому интеграл преобразуется 
по теореме Гаусса в интеграл по 3-мерной поверхности цилиндра от век­
торной плотности II.

Рассмотрим сначала вклады, которые вносят в интеграл «основания» 
ж4 =  0 и х х — Т. Если решение, статическое во всем пространстве (либо, 
соответственно, стационарное или периодическое с периодом Т), то эти 
вклады в точности компенсируют друг друга. Если решение квазипери­
одично, то вклад оснований цилиндра будет лишь осциллировать квази­
периодично с Т, но не будет возрастать с Т неограниченно.

Теперь рассмотрим интеграл по боковой поверхности цилиндра. При 
вычислении этой части мы должны будем использовать асимптотическое 
решение и, следовательно, формулы (4а). Интегрирование дает

8лЬтпТ.
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Эта часть растет с Т неограниченно: поэтому, чем больше Т, до которого 
мы интегрируем, тем более оправдывается пренебрежение вкладом осно­
ваний по сравнению с вкладом от боковой поверхности. Так как интеграл, 
согласно уравнениям (4), равен нулю, то отсюда следует

6 т  =  0. (7)
Результат: два бесконечно близкие решения без сингулярностей имеют 

обязательно одну и ту же полную массу т.

§ 3 . Бесконечно близкие п одобн ы е реш ения

Дифференциальные уравнения

Rib =  0

состоят из членов, линейных по вторым производным от переменных 
поля или членов, квадратичных по первым производным. Отсюда следует 
эта теорема.

Если поле gift (xs) является решением дифференциальных уравнений, 
то gift (cxs), где с — постоянная, также есть решение («подобные решения»). 
Это справедливо, в частности, и для асимптотических решений.

Поэтому, если (6) есть решение, отвечающее первому полю, то суще­
ствует и второе решение, которое асимптотически будет иметь вид

г** 44

Это тоже есть асимптотическое решение типа (6), но отвечающее массе всей 
системы, равной т!с. Если исходное решение было свободно от сингуляр­
ностей, то и любое подобное решение будет от них свободно.

Если мы выберем с бесконечно мало отличающимся от 1, то предыду­
щее утверждение сводится к следующему: для каждого решения, в част­
ности для решения с массой т, свободного от сингулярностей, существует 
бесконечно близкое (подобное) решение, свободное от сингулярностей, с 
бесконечно мало отличающейся массой

Ьт Ф  0. (7а)

2 т 
сг 
2т (6а)
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§ 4 . Заклю чение

Предполагая существование решения рассматриваемого типа, свобод­
ного от сингулярностей, мы пришли к противоречию.

Согласно (7), для такого решения не может существовать другого ре­
шения, бесконечно близкого и отвечающего другой массе. Согласно (7а), 
всегда должно существовать близкое решение (подобное исходному) с от­
личной массой.

Это противоречие могло возникнуть только из-за того, что была при­
нята гипотеза о существовании решения, свободного от сингулярностей и 
принадлежащего массе, отличной от нуля.

Наблюдение. Противоречие исчезает, если мы отбросим гипотезу 
о несуществовании сингулярностей. Действительно, в этом случае уравне­
ние (4) уже несправедливо всюду, и поэтому мы не можем заключить, 
что интеграл по поверхности обращается в нуль.

Кроме следующей, 123-й статьи, см. также кн.: A. L i c h n e r o w i c z .  Theories 
Relativistes de la Gravitation et de l ’Electromagnetisme. Paris, 1955.
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НЕСУЩЕСТВОВАНИЕ 
РЕГУ Л Я РН Ы Х СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ  

РЕЛЯТИВИСТСКИХ УРАВНЕНИЙ ПОЛЯ*
( Совместно с В. Паули)

Показано, что уравнения поля релятивистской теории тяготения и ее пятимерного 
обобщения не допускают существования никакого регулярного стационарного реше­
ния, которое описывало бы поле отличной от нуля полной массы или заряда.

В ведение
Некоторое время тому назад один из нас доказал *, что не существует 

решений уравнений гравитационного поля Яы — 0, удовлетворяющих 
следующим условиям:

1) поле стационарно (т. е. компоненты g ^  не зависят от Xі);
2) оно не имеет особых точек;
3) оно «погружено» в эвклидово пространство (типа Минковского) и 

при больших значениях г (г — расстояние от начала пространственной 
системы координат) g44 имеет асимптотический вид:

§и —  1 +  -jr »

где р=5Ё=0 .
Третье условие означает, что полная гравитирующая масса поля отлич­

на от нуля.
Следующие ниже соображения побудили нас вновь проанализировать 

это доказательство и обобщить на случай большего числа измерений.
При попытке построить единую теорию гравитационного и электро­

магнитного полей нельзя не увидеть некоторой доли истины в пятимерной 
теории Калуцы. Однако ее обоснование неудовлетворительно постольку, 
поскольку в группе допустимых преобразований координат пятая, про-

* N on-existence of Regular Stationary Solutions of Relativistic Field Equations. (With 
W. Pauli). Ann. Math., 1943, 44, 131—137. (Перепечатано в W. Pauli. Coll. 
Sei. Paper, v. 2, 1964.— Ред.)

1 A. E i n s t e i n .  Rev. Univ. nac. Tucuman, 1941, А 2, И . (Статья 122).
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странственноподобная координата преобразуется совсем иначе, чем ос­
тальные. Следовательно, компоненты электромагнитного поля преобра­
зуются независимо от компонент гравитационного поля, и оба поля оказы­
ваются объединенными лишь кажущимся образом. Возникает вопрос, 
можно ли построить теорию на основе полной группы пятимерных точеч­
ных преобразований, не жертвуя ее главными достоинствами.

Это может показаться невозможным, так как, согласно всему нашему 
опыту, физический континуум имеет 3 +  1, а не 4 +  1 измерений, посколь­
ку его объекты имеют три, а не четыре пространственных измерения. Од­
нако можно представить себе, что эта трудность могла бы быть преодолена 
следующим образом. Предположим, что в такой теории полй, соответствую­
щие несингулярным решениям, определяют не в точках, а на линиях че­
тырехмерного пространства. Тогда геометрическая конфигурация несколь­
ких сосуществующих полей такого типа более или менее напоминала бы 
конфигурацию объектов трехмерного пространства.

В связи с этим мы должны исследовать вопрос о том, будут ли в пяти­
мерном метрическом континууме (с сигнатурой 1) уравнения

Л »  « О
допускать несингулярные стационарные решения с полем имеющим 
асимптотический вид:

А 0 0 0 0
0 А 0 0 0
0 0 А 0 0
0 0 0 в X)
0 0 0 X) с

где по крайней мере одна из величин А, В, С, И имеет вид

±  і С0П5І

с отличной от нуля постоянной. Это асимптотический вид поля, описываю­
щего частицу, у которой по крайней мере одна из двух масс, электрическая 
или весомая, отлична от нуля.

При обсуждении уравнений поля В. Баргман 2 показал, что не суще­
ствует сферически симметричных решений такого типа. Ниже мы докажем, 
что регулярные решения требуемого вида вообще не существуют вне 
зависимости от каких-либо предположений о характере симметрии поля 
(в областях с конечной напряженностью поля).

8 V. В а г д ш а п П| Частное сообщение.

36 А. Эйнштейн, том II 561
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Это доказательство показывает, почему всегда возникают особенности 
при попытке описывать материальные частицы решениями уравнений поля, 
основанных на тензоре Римана.

1. Согласно Палатини, вариация свернутого риманова тензора кри­
визны 3

где | £ | — абсолютное значение определителя ковариантного метриче­
ского тензора. Поскольку ковариантные производные метрического тен­
зора и его плотности равны нулю, мы можем записать правую часть в виде

и, наконец, заменить ковариантное дифференцирование обычным; при 
этом выражение в скобках остается контравариантной векторной плот­
ностью.

Отсюда получаем

Если как первоначальное, так и проварьированное поля удовлет­
воряют гравитационным уравнениям И1К — 0, то величины бЯцс в соот­
ношении (6) обращаются в нуль, и мы получаем

8 Индексы, обозначенные прописными латинскими буквами, принимают все зна­
чения 1, . . ., п, где п—число измерений рассматриваемого пространства. Обыч­
ное дифференцирование обозначается запятой перед соответствующим индексом, 
а ковариантное дифференцирование — точкой с запятой.

п _ рв рв і рй рв рК р8
-ПІК  =  і ІБ.К —  і ІК, в  “Г  1 Б / і  ЯК —  і ІК  1 Я в (і)

может быть записана в виде

&КіК =  (6Г?я);Я — (бГ/й-); Б, (2)

(3)

и¥к =  — бГІд; +  у  (6г£дбІ: +  6Гйа6/). (4)
Это приводит к равенству

У  \ і \  §ІКМЇІК = У \ в \  в ІКиіК; я, (5)

где
= - « 8з,

Я8 =  К Й ( / “'6Г!К- / Я6ГІВ). (?)

(6)

(6а)
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Это справедливо всегда, когда варьирование поля обусловлено бес­
конечно малым изменением системы координат. Производя такое варь­
ирование, мы должны сравнивать значения Г или Л не в одной и той же 
мировой точке, а должны сместить эту мировую точку так, чтобы ском­
пенсировать вариацию ее координат, обусловленную изменением системы 
координат. Только тогда можно поменять местами варьированйе и диф­
ференцирование, так что мы получим, например,

Для вариации, обусловленной преобразованием координат,
х1' =  X1 ! Г (X),

мы получим, сохраняя только члены первого порядка относительно £7,

Если подставить выражение (8) для б Г в соотношение (7), то, как сле­
дует из уравнений поля Л /к  =  0, соотношения (6а) должны оставаться 
справедливыми для произвольных функций £7.

2. Разложим теперь «-мерный континуум координат х1 на обычное 
трехмерное пространство координат Xі (здесь латинские индексы прини­
мают значения 1, 2, 3) и на подпространство остальных координат хр (гре­
ческие индексы принимают значения 4,..., п). Будем считать, что величины 
gIK не зависят от координат хр:

В физической интерпретации этого формализма х 4 означает временную 
координату, а ж 5 -  пятую координату, введенную в теории Калуцы (в ко­
торой метрика пространственноподобна относительно этой пятой коорди­
наты). Однако для последующих математических рассуждений более удоб­
но не ограничивать ни число измерений пространства, ни сигнатуру его 
метрики, за исключением допущения, что метрика трехмерного простран­
ства положительно определенна.

Рассмотрим теперь выводы из соотношений (6а) для тех вариаций (8), 
которые не нарушают условия (9) (условия цилиндричности). Тогда в со-’ 
отношениях (6а) должны быть сохранены только члены с Я =  г. Пользуясь 
теоремой Гаусса, мы заключаем из равенства | =  0, что

(бГ/к), ь — б (Г/к-, /,)•

бГ/к =  — і? ік  +  £? нГрк — іГ/Гкк — ЕГкГд/ — £нГ/к, н. (8)

(1 0 )

36* ава
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если интеграл берется по замкнутой двумерной поверхности, не охваты­
вающей никаких особых точек поля. Здесь щ — ковариантные компонен­
ты единичного вектора, нормального к этой поверхности. В том случае, 
когда существуют особые точки метрического тензора, мы рассматриваем 
две различных замкнутых поверхности Р г и Р2 в качестве внутренней и 
внешней границ трехмерной области, не имеющей особых точек. Тогда из 
теоремы Гаусса следует

(Юа)

Существуют два различных типа бесконечно малых преобразований 
координат, оставляющих инвариантным условие стационарности поля [ус­
ловие (9)]. Преобразования первого типа характеризуются функциями 

которые не зависят от яр, но могут зависеть произвольным образом от 
х*. В этом случае мы можем выбрать I1 вместе с их первыми и вторыми 
производными равными нулю на внутренней поверхности Рг, так что 

также обращаются в нуль на Р х. Следовательно, для этого типа вариаций 
более сильное соотношение (10) справедливо даже тогда, когда поверхность 
охватывает особые точки поля, если только на самой поверхности нет осо­
бых точек.

Преобразования второго типа, не нарушающие стационарного характе­
ра поля, приводят к интегральной теореме, которая отбирает регулярные 
решения уравнений поля В.1 К =  0. Эти преобразования определяются 
формулами

5‘ = 0 ,  Г  =  (И)
с постоянными коэффициентами ср. Тогда из соотношений (8) и (9) 
следует, что

6Г|« =  0, 6Г?£ =  6Г?Р =  0, 8Г?в =  ЙГД =  0,1
(1 2 )

бг*„ =  -  (С;г'„  +  бг1„ =  — с;г‘и .

Подставляя эти выражения в формулу (7), получаем

« , =  - 2 < !; П 7 |в ' Агк..

Поскольку коэффициенты Ср могут быть выбраны произвольно, уравне­
ние (6а), с учетом уравнений поля и стационарного характера решения,
означает, что

(П Г |« 'Аг ‘Л<.).« =  о (13)
для всех значений р и ст. Для несингулярных решений это приводит 
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к равенству г. __
§ К к и рАГ > ^ /  =  0 (13а)

по аналогии с (10), тогда как сингулярные решения удовлетворяют только 
более слабому условию типа (10а).

3. Чтобы использовать эту теорему, сделаем допущение, что рассмат­
риваемое поле асимптотически стремится к полю эвклидова про­
странства. Поэтому на больших расстояниях от начала координат мы 
можем положить

§1К ~  %1К Ч1К'
о

Здесь постоянные д1к могут быть приведены к виду Ь1ке1 (суммирова­
ния нет!), причем =  +  1, 8Р =  ± 1 ; величины у1К считаются малыми
первого порядка. Тогда определитель g равен

8 =  (П 8/) • (1 +  Г), (15)
где

Г =  11ЯГ/Х =  21е/Г71. (15а)

Сохраняя только члены первого порядка, из формулы (1), в силу ста­
ционарного характера поля, заключаем, что уравнения Т?77г =  0 при­
нимают вид

Тгк, 33 ^1з,8К ^Кз, 81 “Ь 1К ~  (16)
или .

88 ^гз, зк ^кв, ^,1к

г . —  Т = 0 ,  Г =  0.* гр, se 1 ps, зг » 1 ро, ss

(16а)

Как известно, систему координат всегда можно выбрать таким обра­
зом, что

Ь .,. — т Т , г = ° .  (17>
ИЛИ

г. — 1 г  — 0, y = 0 .  (17а)
* 1 8 , 8  2  ’ * p S ,  8  '

Тогда уравнение (16) сводится к уравнению Лапласа

Гік.и =  °- (18)
В дальнейшем мы будем рассматривать только те члены, которые

на бесконечности убывают не быстрее, чем г”1, где г2 =  2г(жг) . Следо­
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вательн о , мы имеем
г „  =  - (19)

Так как
( 2 Єіт и ) ( ї й «  +  S  е рт рр)

т =  — —  =  — ------^ ---------- ,

то из. соотношения (17а) мы заключаем, что

=  "о- т »  "Ь 2  ®р̂ рр) > ^ір ==

т - г р  =  0, тл = тЬі1г, т +  2  єрт РР=  0. (20)
р

Отсюда, пренебрегая членами порядка выше первого, имеем

£ =. б.. (1 -Т —) g; — 0, # =  8 б И— — » (21)&гк гк \ 1 г / гР Р° Р ро г
где т удовлетворяет последнему из уравнений (20). С помощью этого 
результата можно вычислить интеграл (13а) для достаточно большой 
сферы. Поскольку на поверхности сферы можно положить

Л І Г »  1 1 / 1 \ 1 х% 1 ™ П{
Гро —  ГІ)Р0 —  ~2 Тро, і —  ~2 т Р0  ̂ r J { —  ' у  ^ р а  гз £  р0 г 2 ’

окончател ьно получаем

§  ^ 1 2 1 ^рАГаоИі й/  =  2яєрт ра. (22)

Согласно этому равенству, интегральные теоремы (13а) означают,
ЧТО тра =  0 При ВСЄХ р И G (23)

для любого решения, не зависящего от хру всюду регулярного и асимп­
тотически стремящегося к эвклидовой метрике. Кроме того, из уравне­
ний (20) получается

тп =  0. (23а)
Это показывает, что для такого регулярного решения уравнений поля 
R IK =  0 отклонения компонент giK от эвклидовых (типа Минковского)
о 1
gIK должны убывать быстрее чем — для всех значений I  и К. Если бы
вообще существовало решение, отличное от решения с эвклидовой мет­
рикой, то оно не могло бы описывать частицы с отличной от нуля массой 
или зарядом, что и утверждалось во Введении.
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Д ополнение

В частном случае четырехмерного континуума Р. Серини4 показал 
(правда, при ограничивающем предположении, что компоненты gu  всюду 
равны нулю), что, за исключением случая эвклидовой метрики, не су­
ществует регулярного решения требуемого вида. Его доказательство 
основано на том, что при указанном предположении для равенства (13) 
мы получаем_____________ ___

( K l « W W ) , *  =  o.
Умножая это равенство на — g44, интегрируя по трехмерной области и 
учитывая, что g4igii — — 1, находим

$ V i g I gu gikgu,igu, к dzx +  <£ У \g ! gihgU) кщ df =  0.

Согласно равенству (13а), интеграл по поверхности стремится к 0 при 
удалении поверхности на бесконечность, так как при этом g44 —► — 1, 
gut -* бцс- Поскольку g44 =f= 0, g =f= 0 и форма giJCZiXn положительно 
определенна, обращение в нуль интеграла по объему (распространенного 
на все пространство) означает, что g44 =  const. Однако для трехмерного 
пространства уравнения поля Rut — 0 эквивалентны требованию обра­
щения в нуль несвернутого риманова тензора кривизны. Следовательно, 
они означают, что пространство эвклидово. Что же касается тех стационар­
ных решений уравнений поля, для которых величины уIK (т. е. откло-

е
нения компонент giK от постоянных значений gjx) убывают быстрее, 

1чем — , то не представляется возможным рассмотреть их с помощью ме­
тодов настоящей статьи, т. е. с помощью интегральных теорем и линеари­
зованных уравнений поля. Для исследования этих решений необходимо 
подробнее рассмотреть более высокие приближения или точные уравнвг 
ния поля.

Поступила 4 января 1943 г.

4 R. S е г i n i. Atti Acad. Lincei (5), 1918, 271, 235.


