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В работе рассматривается история и современная теория пята зна. 
менитых задач древности: квадратура круга, трисекция угла, удвое­
ние куба, деление окружности на равные части, квадрировалие луно­
чек. Наличие в монографии задач и вопросов, составленных автором, 
будет способствовать лучшему усвоению некоторых вопросов теории 
пяти знаменитых задач древности и мож ет стимулировать лю бозна­
тельную молодежь на попытки самостоятельного решения еще нере­
шенных вопросов современной теории пяти задач древности.

Книга будет1 полезной для учителей математики, студентов и уча­
щихся старших классов. Кроме того, ее можно использовать при изу­
чении истории математики и некоторых разделов курса высшей мате­
матики. Она также мож ет служить любителям математики для повы­
шения уровня математической культуры.
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ВВ ЕД ЕН И Е

Математические задачи, возникающие в жизни и в практиче­
ской деятельности людей, в технике и в  науке, в том числе и в 
математике, весьма многочисленны и разнообразны.

Умение правильно ставить эти задачи, хорошо и быстро ре­
шать их высоко ценилось на всех ступенях культурного развития 
людей, особенно в эпоху научно-технической революции, когда 
математика проникает во все науки и во все сферы деятельно­
сти людей. Решению задач отводите» много времени при изу­
чении математики в школах и вузах.

Среди математических задач некоторые пользуются особой 
популярностью; им со временем присваивают эпитеты: «неподда- 
ющиеся», «коварные», «жемчужины математики», «великие», 
«неприступные крепости», «знаменитые» и т. п.

Особенно большое внимание привлекали к  себе в течение 
многих столетий задачи, которые с давних времен известны как 
«знаменитые задачи древности». П од этим названием обычно 
фигурировали три знаменитые задачи: I )  квадратура круга,
2) трисекция угла, 3) удвоение куба. Некоторые авторы с пол­
ным основанием причисляют к ним еще две задачи древности:
1) деление окружности на равные части (построение правиль­
ных многоугольников), 2) квадратура луночек.

Все эти задачи возникли в глубокой древности из практиче­
ских потребностей людей. На первом этапе своего существова­
ния они выступали как вычислительные задачи: по некоторым 
«рецептам» вычислялись приближенные значения искомых ве­
личин (площадь круга, длина окружности и др.). Н а втором 
этапе истории этих задач (VI в. до н. э. — V I в. н. э.) происхо­
дят существенные изменения их характера: они становятся гео­
метрическими (конструктивными) задачами.

В Древней Греции в этот период им придали классические 
формулировки: 1) построить квадрат, равновеликий данному 
кРУгу; 2) разделить данный угол на три равные части; 3) по­
строить ребро нового куба, объем которого был бы в два раза 
больше данного куба; 4) построить правильный п-угольник 
(разделить окружность на п равных частей); 5 ) построить пря­



молинейную фигуру, равновеликую данной круговой луночке. 
Все эти геометрические построения предлагалось выполнять 
с помощью циркуля и линейки.

• Простота формулировок этих задач и «непреодолимые труд­
ности», встретившиеся на пути их решения, способствовали рос­
ту их популярности. Стремясь дать строгие решения указанных 
задач, древнегреческие ученые «попутно» получали многие важ ­
ные результаты для математики, что способствовало превраще­
нию разрозненных математических знаний в самостоятельную 
дедуктивную науку (особенно заметный след в то время остави­
ли пифагорийцы, Гиппократ Хиосский и Архимед).

Третий период в истории этих задач (VII—XVIII вв.) харак­
теризовался тем, что центр интереса к ним переместился из 
Древней Греции сначала в страны Востока, а затем в̂  Европей­
ские страны. В это время продолжалось применение и совершен­
ствование методов древних греков при решении задач, которые 
стали уже называться «знаменитыми». Наряду с этим начался 
процесс сведения этих задач к алгебраическим уравнениям и 
применение аналитических средств для представления и вычис­
ления некоторых искомых величин. В этот период число ученых, 
занимавшихся знаменитыми задачами древности, сильно воз­
росло. Но наиболее существенное влияние на дальнейшее раз­
витие их теории оказали результаты работ Л. Эйлера.

Новый этап (конец XVIII—XIX вв.) ознаменовался энергич­
ным наступлением на трудности, преграждавшие пути к реше­
нию знаменитых задач древности, с помощью «оружия», появив­
шегося к этому времени в математике, и покорением четырех из 
пяти «неприступных крепостей» (деление окружности на рав­
ные части, трисекция угла, удвоение куба, квадратура круга). 
Покорителями этих задач были Гаусс, Ванцель и Линдеман. На 
подступах-к штурму этих задач-крепостей большую роль сыгра­
ли Эйлер, Ламберт, Лежандр, Лиувилль, Г. Кантор и Эрмит.

Но история этих пяти задач не оборвалась на работах поко­
рителей четырех из них.

В последние десятилетия получены многие новые способы 
точного и приближенного решения их. Советские математики
Н. Г. Чеботарев и А. В. Дороднов покорили и пятую задачу, не 
поддававшуюся зарубежным математикам XIX и начала XX 
столетия, а Д. Д. Мордухай-Болтовской,.В. Ф. Каган, H. М. Не­
сторович, А. С. Смогоржевский и другие перенесли знаменитые 
задачи древности в неевклидовы геометрии и получили важные 
результаты. Многие советские математики дали новые способы 
решения этих задач в плоскости Евклида, активно популяризи­
ровали эти задачи среди молодежи.
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Если в прошлом ведущую роль в разработке теории знаме­
нитых задач древности и их популяризации играли математики 
Древней Греции, арабоязычных и европейских стран (особенно 
Франции и Германии), то теперь эта роль бесспорно принадле­
жит советским математикам.

Указанная здесь периодизация истории знаменитых задач 
древности положена в основу конструкции данной книги, явля­
ющейся обработкой спецкурса «История и современная теория 
пяти знаменитых задач древности», читавшегося автором сту­
дентам мехмата РГУ (будущим учителям).

Данная книга во многом отличается от работ, посвященных 
истории знаменитых задач древности. В ней рассматривается не 
только история, но и современная теория и не трех, а пяти зна­
менитых задач древности.

В книге на основе анализа большого фактического материала 
рассматриваются и некоторые общие вопросы: о происхожде­
нии и стимулах развития теории этих задач, периодизация их 
истории, их роль в истории математики, в повышении интереса 
к математике у молодежи и в повышении математической куль­
туры любителей математики. На основании работ арабоязычных 
математиков, переводы которых появились в последние годы, 

.освещен их вклад в теорию знаменитых задач древности. Здесь 
впервые показана роль математиков нашей страны в развитии 
теории и в популяризации знаменитых задач древности.

В книге содержится большое количество задач, связанных 
со знаменитыми задачами древности, решение которых позво­
лит лучше понять их теорию, а любознательным читателям мо­
жет помочь стать «  на «нехоженные тропы» в математике, а за ­
тем испытать и радость открытия нового. Судя по нашему опы­
ту работы со студентами и школьниками, содержание большин­
ства параграфов первых двух глав и некоторых параграфов по­
следних глав доступно и школьникам старших классов. Студен­
ты-математики, владеющие основами математического анализа, 
теории чисел, высшей алгебры и высшей геометрии, не только 
могут понять содержание всей книги, но и выйти за ее пределы, 
как это было со студентами РГУ, участвовавшими в спецсеми- 

* наре и писавшими дипломные работы на темы указанного спец­
курса.

Отдельные части этой книги могут быть использованы при 
изучении общего курса истории математики, а также при изу­
чении математики в школах, техникумах и вузах. Более полно 
может быть использована эта книга на факультативных заня­
тиях в школах, при чтении спецкурса и проведении спецсемина-
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pa в пединститутах и университетах на тему «История и совре­
менная теория знаменитых задач древности».

Возможно, что данная книга побудит некоторых молодых 
любителей математики заняться повышением уровня своей м а­
тематической культуры, а некоторым «квадратурщикам» и 
«тресикциониетам» поможет понять свои заблуждения, приво­
дящие к напрасной трате времени на решение Этих задач цир­
кулем и линейкой.

В монографии дана затекстовая библиография. Цифры в 
квадратных скобках, разделенные запятыми, до точки с запятой 
указывают на источник, после точки с запятой — на его стра­
ницу.

Примечания к  тексту, задачи, вопросы и рекомендации даны 
в конце каж дой главы.



Евклид Архимед



Г л а в а  I

ЗНАМЕНИТЫЕ ЗАДАЧИ В ДРЕВНЕМ МИРЕ 

Квадратура круга и луночек

Из числа многообразных математических задач, решавших­
ся в странах Древнего мира, пять задач привлекали к себе 
особое внимание. Эти задачи (квадратура круга, трисекция 
угла, удвоение куба, деление окружности на равные части и 
квадратура луночек) в разные периоды их многовековой исто- 
.рии существенно меняли форму и содержание и играли разную 
роль в математике. В этой главе мы рассмотрим только два 
первых периода их истории: в первом из них все эти задачи 
выступали как вычислительные,.во втором — как геометрические 
(конструктивные). В эти периоды наиболее популярной задачей 
была квадратура круга. Во втором периоде, когда главную роль 
в развитии теории указанных пяти задач играли древнегрече­
ские ученые, с задачей о квадратуре круга была тесно связана 
и задача о квадрировании круговых луночек, которая еще не 
приобрела тогда своей самостоятельности.

О происхождении задачи

Задача о вычислении площади круга так же, как и другие 
математические задачи в Древнем мире, возникла из практиче­
ских потребностей.

Но прежде чем возникла эта задача, человек должен был 
иметь представление, о «круглом» в отличие от «некруглого». 
Общение с природой и практическая деятельность людей стал­
кивали их с «круглым»: солнце,' полная луна, в отличие от дру­
гих ее фаз, волны на спокойной поверхности воды от брошенно­
го в нее камня, поперечный разрез ствола дерева, линия, опи­
сываемая свободным концом- натянутой веревки, привязанной

8



к дереву или колышку, круглый участок земли, окруженный 
водой, и т. п.

Подражая тому, что видели в природе, и. убедившись на 
практике в целесообразности придания некоторым предметам, 
«круглой» формы или формы цилиндра и конуса, основания ко­
торых были тоже круглые, люди постепенно стали использовать 
«круглое» в предметах быта, хозяйственных постройках и орна­
ментах. Археологи установили, что еще в далекие от нас вре­
мена некоторые жилые помещения (шалаши, юрты и д р .)1, во­
дохранилища и зернохранилища, коляски, посуда, украшения 
имели своими элементами и «круглое»: полы жилищ, колонны,, 
купола, колеса2, днища, отверстия, круги и части кругов в ор­
наментах. По мере усложнения практической, деятельности и 
культурного развития людей появились необходимость и воз­
можность приближенного вычисления площади «круглого»: 
участков земли, объемов водохранилищ и зернохранилищ ци­
линдрической формы, площади поперечного разреза дерева, а 
также вычисления длины линии, окружающей ствол дерева (тол­
щину), длины обода колеса, толщины «круглых» колонн и дли­
ны линии, окружающей «круглое» поле, дно или отверстие.

Так, вероятно, из практических потребностей и возникла за-, 
дача о вычислении площади «круглого» и длины линии, окру­
жающей это «круглое», а затем появились и абстрактные поня­
тия «круг» и «окружность».

Как решали люди эти задачи в те далекие от нас времена, 
когда не быЛо еще никакой письменности, трудно сказать. Здесь 
можно только высказать предположения. Толщину дерева и 
длину обода колеса (окружность) они могли, например, опреде­
лить длиной шнурка, плотно охватывающего их. Площадь кру­
га они, вероятно, вычисляли весьма приближенно, сводя ее 
каким-либо образом к вычислению площадей прямолинейных 
фигур. Д ля практики того времени такая точность могла быть 
вполне достаточной.

О способах решения этих задач мы узнали лишь после по­
явления письменности. Наиболее древние из известных нам 
письменных памятников, в которых рассматриваются и эти за ­
дачи, относятся ко времени 1600—2000 гг. до н. э., т. е. эта до­
кументы появились на свет около 4 тысяч лет тому назад.

Рецепты древних египтян и вавилонян

В третьем тысячелетии до н. э. берега Нила и долину меж ду 
Тигром и Евфратом населяли народы уже с достаточно высокой 
культурой. Под влиянием запросов усложнившейся хозяйствен-
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ной деятельности людей в период формирования рабовладельче* 
ского общества усилились темпы развития примитивной техни­
ки и накопления научных знаний, относящихся к области астро­
номии, механики и математики. Огромную -роль в накоплении 
научных знаний и в развитии общей культуры в Египте и Вави­
лоне в то время стала играть письменность, изобретенная еще 
в 4-м тысячелетии до н. э. Математическая культура древних 
египтян и вавилонян достигла наивысшей степени своего разви­
тия, по-видимому, в период с 21 по 16 в. до н. э. Сохранившиеся 
папирусы3 и глиняные дощечки4, на которых излагаются мате­
матические задачи и рецепты их решения, относятся в основном 
к указанному периоду; среди различных математических задач 
там встречаются и задачи на вычисление площади круга и дли­
ны окружности. ^

Математические знания древних египтян и вавилонян были 
рецептурными, бесформульными и безымянными5, тесно связан­
ными с практикой.

Наиболее известным древнеегипетским папирусом с матема­
тическим содержанием является папирус Ахмеса (по имени пе­
реписчика), или иначе «лондонский», так как он хранится в Лон­
донском музее. Ахмес переписал его около 1700 г. до н. э. с бо­
лее древнего папируса. Этот папирус был найден в 1858 г., рас­
шифрован и опубликован Эйзенлором в 1877 г. [117]. В ряде 
задач этого папируса требуется находить площади фигур и 
объемы тел. Так, в одной из задач требуется «найти площадь 
■круглого поля, диаметр которого равен 9». Рецепт нахождения 
площади этого поля такой же, как и рецепт нахождения площа­
ди основания круглого цилиндра в задаче под № 41. В этой за ­
даче дается «наставление, как вычислить круглый хлебный ам­
бар в 9 и 10 локтей6, т. е. вычислить объем цилиндра, диаметр 
которого 9, а высота 10 локтей. Рецепт для вычисления круга 
такой: «От 9 отними 1/9, т .е. 1, в остатке будет 8. Умножь 8 
на 8, -Это даст 64». Затем, умножив это число на 10, они находи­
ли и объем «круглого амбара».

Если использовать наши формулы, то рецепт древних егип­
тян для вычисления площади круга можно облечь в такую фор­
мулу

где d — диаметр данного круга, a Sup — искомая площадь кру­
га...Этот рецепт можно истолковать так: если на 8/9 диаметра 
круга построить квадрат, то он будет равновеликим данному 
кругу (рис. 1). В действительности же площадь такого квадра­
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та будет только приближенно равна площади 
данного круга. Мы можем теперь легко уста­
новить и степень точности этого рецепта. По 
рецепту древних египтян

/  8 у  256
I “  d l  =  kR2, откуда я==_^1 = 3 ,1 6 ,

в то время как действительное значение л =  рис. j.
=  3,14159... Следовательно, ошибка, которую 
они допускали при вычислении площади круга, мала, и для' их 
практических целей была неощутима. Но они, по-видимому, счи­
тали, что нашли способ точного вычисления площади круга7.

В другом древнеегипетском папирусе (Акмоминском) рас­
сматривается круг, окружность которого есть среднее арифме­
тическое двух окружностей с радиусами 5 и 10, и утверждается, 
что площадь этого круга будет среднее арифметическое кругов 
с радиусами 5 и 10.

Длину окружности древние египтяне вычисляли по рецепту, 
укладывающемуся в формулу

. е - ( - £ ) ’« .

откуда следует, что л = 3 ,16 .
В вавилонских клинописных текстах, относящихся примерно 

к 1700—2000 гг. до н. э., встречаются тоже задачи, связанные 
с кругом и окружностью.

Словесные рецепты древних вавилонян для вычисления пло­
щади круга можно выразить современной формулой

С2
S kP =  ----

12

где С — длина окружности. Чтобы прийти к такому рецепту, 
нужно было считать, что '

1 C  С
S kp= — Сг и что —  = я = 3  или г =  — ;

2 2г 6

1 С С2
тогда S " p =  С =  — . Следовательно, вавилоняне пола-

2 6 12

гали, что я = 3 .  Этот результат, как видно, менее точен, чем у 
египтян. Но многие ученые полагают, что вавилоняне имели бо­
лее точное значение для л  и некоторое представление о связи 
длины окружности с площ 1дыо круга [75].
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В одном из. клинописных текстов, принадлежащих Британ­
скому музею, который содержит 35 задач, относящихся к строи­
тельной технике и военному делу, две задачи связаны с элемен­
тами круга. В одной из них дается длина окружности и стрел­
ка CD, требуется найти длину хорды АВ =  а (рис. 2). Эта зада­
ча читается так: «60 — окружность, 2 — это то, на что я опу­
стился (стрелка CD). Что есть линия' раздела (хорда AB)?»..

Дальш е в тексте дан словесный рецепт 
С - нахождения хорды а, эквивалентный нашей.

формуле a = l d 2— (d—2S )2 = 1 2 , где d — 
диаметр круга, C D = S  — стрелка. Во вто­
рой задаче даются окружность й хорда, 
требуется найти стрелку. Решение древних 
вавилонян, данное в виде словесного рецеп­
та, укладывается в нашу формулу

Рис. 2. S =  — (d—Vd2—а2).

В обоих задачах при длине окружности С — 60 диаметр d при­
нимается равным 20.

В дальнейшем многие народы при вычислении площади кру­
га и длины окружности пользовались рецептами египтян и ва­
вилонян.

О круговых луночках в древневавилонских текстах нам из­
вестно только то, что сообщает Нейгебауэр в своей книге [75; 
189]. В тексте, который рассматривает Нейгебауэр, вычисляют­
ся площади симметричных фигур, на которые разбит квадрат 
(рис. 3). Эти фигуры встречались у вавилонян в орнаментах.



В поврежденном тексте сохранилась только формулировка за ­
дачи. Нейгебауэр предложил свою реконструкцию вычисления 
искомой площади F, ограниченной дугами трех окружностей 
одинаковых радиусов, через площадь круга F« и площадь впи­
санного правильного шестиугольника Fè. Обозначив площадь 
выпукло-вогнутой луночки8 À.1, а двояко-выпуклой — %2, он по­
лучает

=  —-■ [Fк—|—Fe] ; Л2=  *■" F к Fe;

F = 3 F » — 2 À 2 = F k + 2 X i = 3 F k - - - - - - - - - F*-)- - - - - - - - - F ö  —  — F k - J -  — - F e -
3 - 3  3 3

Нейгебауэр считает, что у древних вавилонян «были все 
предпосылки для решения этих задач», и что «3 не было единст­
венным известным вавилонянам приближенным значением 
для я», что видно и из рассмотренного здесь примера^ так как 
при я = 3  не получается точного значения площади круга.
*. Следовательно, и с «луночками» люди Древнего мира встре­

чались на практике задолго до того, как древние греки пыта­
лись в V в. до н, э. найти с их помощью квадратуру круга. Но 
рецепты вычисления площадей луночек древними вавилонянами 
нам неизвестны. Если они и вычисляли площадь луночек, то, 
вероятно, приближенно, заменяя их площадями прямолинейных 
фигур. Формулы же Нейгебауэра для вычисления М и %2 спра­
ведливы только Для рассматриваемого случая и предполагают 
умение находить площади круга и шестиугольника9.

Первые попытки квадратуры круга - 
в Древней Греции

Следы дальнейших попыток решения задачи о вычислении 
площади круга и длины окружности мы находим в Древней 
Греции. Здесь эта задача приобрела уже и теоретический ха­
рактер и классическую геометрическую формулировку, а также 
были разработаны многие методы точного и приближенного ее 
решения. В отличие от безымянной и рецептурной математики 
Древнего Востока, в древнегреческой математике уже в VI и 
V в. до н. э. появляется доказательство, а в истории математики 
сохранились многие имена древнегреческих ученых, занимав­
шихся решением и задачи о квадратуре круга.

Многочисленные попытки древнегреческих ученых V—III вв. 
до н. э. были направлены на поиски точных решений этой за­
дачи.
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Первыми учеными в Древней Греции, создавшими свои шко­
лы, занимавшиеся и математикой, были Фалес (конец VII — на­
чало VI в. до н. э.) и Пифагор (VI в. до н. э4- Оба бни путе­
шествовали по Египту и Вавилонии, знакомились с наукой этих 
стран.

Возможно, что там они знакомились и с рецептами древ­
них египтян и вавилонян для вычисления площади круга. 
Различие рецептов египтян и вавилонян при решении одной и 
той же задачи могло заставить греков попытаться доказать, ка­
кой из этих способов вернее или оба неверны.

В школе Пифагора уделялось много внимания вопросам гео­
метрических построений: решались циркулем и линейкой задачи 
на сложение и вычитание, умножение и деление отрезков, на по­
строение среднеарифметических и среднегеометрических, на 
построение правильных фигур и на превращение одних прямо­
линейных фигур в другие10.

Некоторые последователи Фалеса и Пифагора пытались 
построить прямолинейную фигуру, равновеликую кругу. Об 
этом мы узнаем из трудов древнегреческих историков'и из со- t 
хранившихся отрывков трудов отдельных математиков той эио- * 
хи. Так, например, древнегреческий историк Плутарх утверждал,, 
что Анаксагор из Клазомен (500—428 гг. до н. э.), последователь 
Фалеса, сидя в тюрьме за безбожие, занимался разными вопро­
сами математики и в том числе «начертал квадратуру круга». 
Анаксагор, по свидетельству древнегреческих писателей, был 
«сведущим ученым». О глубоком понимании им некоторых идей 
математики можно судить и по его утверждению о том, что 
«среди малых величин не существует наименьшей, но уменьше­
ние идет нейрерывно; ибо существующее не может перестать су­
ществовать». Из этого видно, что Анаксагор действительно мог 
попытаться построить прямолинейную фигуру, равновеликую 
данному кругу. Но как он это делал, науке нейзвестно: его тру­
ды не сохранились, и нет никаких подробностей об этом у древ­
них писателей.

О попытках Антифона, Бризона и Гиппократа решить эту за­
дачу имеются более полные сведения. В «Истории геометрии» 
Евдема (IV в. до н. э.) содержались многие сведения о резуль­
татах работы его предшественников и современников. Из нее 
стало известно кое-что и о результатах первых попыток решения 
задачи о вычислении площади круга древнегреческими учеными. 
В частности Евдем писал, что «среди многих лиц, которые иска­
ли квадратуру круга, были Антифон и Гиппократ». Аристотель, 
и его комментаторы указывали также, что квадратурой круга 
во второй половине V в. до н. э. занимался также и Бризон.
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Антифон (V в .до н. э.) был в основном последователем древ­
негреческого материалиста Демокрита, сыгравшего заметную- 
роль и в истории математики.

В «Истории геометрии» Евдем так описывал попытку Антифо­
на сквадрировать круг: «Начертив круг, он вписал в него такой 
правильный многоугольник, который мы умеем вписать. Пусть 
это будет квадрат. Потом он разделил каждую сторону квадра­
та пополам и через точки деления провел прямые, перпендику­
лярные к сторонам до пересечения с окружностью. Очевидно,, 
они делят сегменты круга на две равные части (рис. 4). Затем> 
он соединил полученные точки с концами 
сторон квадрата так, что получились че­
тыре треугольника, и вся образовавш ая­
ся фигура ' стала правильным восьми­

угольником...» ,
Продолжая дальше этот процесс, Ан­

тифон получил 16-угольник, 32-угольник 
и т. д. «Поступает он так, — продолжает 
Евдем, — пока не исчерпает весь круг.
И Антифон заключает, что таким обра­
зом будет вписан многоугольник, пери­
метр которого можно рассматривать как длину окружности»11.. 
Следовательно, Антифон считает, что можно получить много­
угольник, равновеликий кругу. А так как в то время было из­
вестно, что любой многоугольник можно преобразовать в рав­
новеликий квадрат, то вполне возможно, что Антифон думал, 
что ему удалось найти квадратуру круга с помощью циркуля 
и линейки.

Пифзгориец Бризон (V в. до н. э.) при решении задачи о 
квадратуре круга не только вписывал в 
круг, но и описывал около него соответст­
вующие правильные многоугольники (рис. 
5). Справедливо считая, что площадь круга 
больше площади вписанного и меньше пло- 

.щади описанного n -угольника12, он, однако, 
ошибочно утверждал, что площадь круга 
Skp есть среднее арифметическое площади 
вписанного n-угольника (Sn) и описанного- 
n -угольника (S 'n ) ,  т. е.

Sn +  S'n
Sup— ----------

2

В этом можно усмотреть зародыш понятия верхнего и ниж­
него предела.

Рис. 5.

Рис. 4.
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Первые попытки решения задачи о квадратуре круга в Д рев­
ней Греции хотя и отличались от рецептов египтян и вавилонян, 
но они были основаны тоже на «предположениях» и «допущени­
ях». Антифон и Бри зон, предложив свои способы квадратуры кру­
га, не дали доказательства справедливости своих утверждений, а 
в дальнейшем они подверглись критике. Но многие ученые Д рев­
ней Греции уже в V в. до н. э. приходили -к убеждению о необхо­
димости доказательства в .математике13. В результате доказа­
тельного решения простейших геометрических задач на построе­
ние начала создаваться уже теория геометрических построений. 
Математическое мышление в этот период поднимается на новую 
ступень абстрактности. В связи с этим и задача о вычислении 
площади круга в V и IV вв. до н. э. приобрела уже черты теоре­
тической задачи и как конструктивная задача стала популярной 
среди некоторых слоев населения Греции. В то время она полу­
чила вполне определенную формулировку: построить прямоли­
нейную фигуру, площадь которой была бы равна площади дан­
ного круга, или построить отрезок прямой линии, равный длине 
данной окружности.

Следовательно, задача о квадратуре круга становится с это­
го времени задачей чисго геометрической, конструктивной. Те­
перь эта задача решается независимо от конкретных практиче­
ских задач, но решения ее, естественно, кроме теоретического 
интереса, имели большое значение и для практики.

В этот период задачи «о квадратуре круга» и «о спрямле­
нии окружности» выступают обычно еще как две различные за ­
дачи, хотя некоторые ученые начинают осознавать их тесную 
взаимосвязь и единство. .

С нашей символикой первая из этих задач формулируется как 
задача на построение стороны квадрата x=R Y n, а вторая — 
построить отрезок прямой x = 2 n R . Откуда видно, что при R — 1 
обе эти задачи, по существу, сводятся к построению отрезка, 
равного я, зная, который легко построить и отрезок 1'я  как сред­
нее геометрическое мёжду 1 и л. В Древней Греции общность 
этих задач выявлялась в другом направлении. Архимеду уда­
лось доказать, что площадь круга равна площади прямоуголь­
ного треугольника, один из катетов которого равен радиусу это­
го круга, а другой — длине его. окружности. Возможно, что эту 
теорему знали еще и до Архимеда. В этот же период в истории 
квадратуры круга произошло еще одно важное событие: в шко­
ле Платона (начало IV в. до н. э.) дали «обоснование» необхо­
димости решения всех геометрических задач, в том числе и  за -
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дачи о квадратуре .круга, только циркулем и линейкой14. К ука­
занным формулировкам задач стали добавлять «циркулем и ли­
нейкой». Задача о квадратуре круга формулировалась теперь 
так: построить циркулем и линейкой квадрат, равновеликий дан­
ному кругу. Эта формулировка в дальнейшем считалась класси­
ческой; она -была доступна для понимания сравнительно широ­
кого круга людей. Однако многочисленные попытки решения 
этих задач циркулем и линейкой в V—IV вв. до н. э. наталкива­
лись на непреодолимые трудности.

Простота формулировок этих задач, с одной стороны, и труд­
ности, с которыми встретились при решении их, с другой,—воз­
буждали интерес к ним у многих ученых и дилетантов. Задача 
о квадратуре круга в конце V и в IV в. до н. э. стала популяр­
ной в Древней Греции15. Некоторые древнегречеокие ученые, 
игнорируя требование «решать эту задачу только циркулем и. 
линейкой», искали новые средства. решения ее. Поиски новь!х 
кривых и механизмов для решения этой задачи нередко приво­
дили к обогащению математики. Отдельным ученым того време­
ни удалось получить важные результаты и при попытках квадри- 
рования криволинейных фигур циркулем и линейкой.'

Гиппократовы луночки

Вторая половина V в. до н. э. в истории квадратуры круга 
занимает особое место: к этому времени относятся попытки Ан­
тифона и Бризона, Гиппий получает кривую, которую в IV в. 
использовали для спрямления окружности, многие ученые пыта­
лись осуществить квадратуру круга «по частям», т. е. через 
квадратуру сегментов, секторов, луночек и полукругов.

По свидетельству древних писателей в число этих .ученых 
входил и Гиппократ Хиосский. Он, по-видимому, принадлежал 
одно время к пифагорийской секте, но затем отошел от нее. По 
свидетельству Аристотеля Гиппократ из Хиоса был плохим куп­
цом, но «весьма искусным геометром». Считают, что Гиппократ 
впервые попытался создать систематическое произведение по 
геометрии. Это сочинение Гиппократа не дошло до нас, но им, 
возможно, пользовался Евклид при составлении своих «Начал». 
Гиппократ получил важные результаты и при решении задачи 
об удвоении куба (см. 41 стр.). Ученик Аристотеля Евдем (IV в. 
До н. э.) в своей «Истории геометрии» называл Гиппократа 
.Хиосского в числе занимавшихся квадратурой круга и утверж­
дал, что он впервые доказал теоремы:

1. Площади кругов (подобных сегментов) относятся, как пло-
2  С. Е. Белозеров 17



щади квадратов, построенных на их диаметрах (стягивающих 
хордах).

2. Вписанный в полукруг угол — прямой, в сегмент, больший 
полукруга, — острый, а в сегмент, меньший полукруга, — тупой.

Нам не известно', как он доказал эти теоремы16, так как тру­
ды его не сохранились, но Евдем и комментатор Аристотеля 
Симпликий (VI в. н. э.) свидетельствуют, что Гиппократ пользо­
вался этими теоремами при квадрировании круговых луночек. 
Евдем и Симпликий утверждают, что Гиппократ Хиосский на­
шел три случая квадрируемых круговых луночек и рассмотрел 
квадратуру круга вместе с некоторыми луночками. Симпликий 
со ссылкой на «историю геометрии» Евдема писал: «Квадриро- 
вание луночек, которые из своего родства с кругом ранее счи­
тали замечательными фигурами, было впервые описано Гиппо­
кратом, и его изложение было найдено вполне правильным... 
Сначала он рассмотрел луночку, внешний обвод -которой состав­
ляет полуокружность...- после этого он начал разбирать случай, 
когда внешний обвод был больше полукруга... затем рассмот­
рел сегмент меньше полукруга...»17. Найденные Гиппократом 
Хиосским три случая квадратуры луночек при весьма ограни­
ченных возможностях того времени свидетельствуют об исклю­
чительной глубине проникновения автора в сущность проблемы 
и об оригинальности его математического мышления.
- Первый случай квадрируемых луночек — эт̂ о круговые лу­
ночки, у которых «внешний обвод полукруг ABC», а «внутренний 
обвод» — четверть круга АуС (рис. 6). Эти луночки и в наше 
время называются Гиппократовыми, Симпликий так излагает 
ход рассуждений Гиппократа в этом случае: «Он описал полу-



круг около прямоугольного равнобедренного треугольника и 
построил на основании- круговой сегмент, подобный сегментам, 

* отсеченным сторонами прямого угла, и равный «х сумме». 
И дальше Симпликий утверждает: «Если теперь прибавить к то­
му и другому ту часть треугольника, которая находится над по­
строенным на основании сегментом, то эта луночка AaBßCy бу­
дет равна треугольнику (ABC). Таким образом, он легко квадри­
ровал луночку, приняв, что ее внешний обвод—полуокружность». 
Так действительно мог сквадрировать эту луночку Гиппократ 
Хиосский. Но он мог рассуждать и несколько иначе, заметив, 
что площадь полукруга ABC равна площади сектора АОгСуА, а 
сегмент III у них общий, он мог показать, что площадь указан­
ной луночки равна площади треугольника AOÿC18.

В работах же по истории математики чаще всего излагают 
этот случай так [13, 58, 80, ...]: возьмем полукруг AaBißC и впи­
шем в него равносторонний треугольник ABC, затем на его ка­
тетах как на диаметрах, построим полукруги АаВ и ВЬС. На 
основании приведенной теоремы ( 1 ), площадь полукруга на гипо­
тенузе АС равна сумме площадей полукругов на катетах AB и 
ВС, а отношение площади первоначального полукруга к пло­
щади одного из полукругов (АаВ) равно 2 : 1. Отняв от равных 
равные (общие сегменты I и II),  получим, что площадь треуголь­
ника ABC равна сумме площадей двух луночек AaBaA и BbCßB. 
или площадь одной из них-равна площади прямоугольного тре­
угольника с вершиной в Oi. Это тоже правильный способ квад- 
рирования луночек, «внешний обвод» которых есть полуокруж­

ность, а «внутренние обводы» опираются на угол в этом

случае полуокружность, описанная вокруг равнобедренного 
прямоугольного треугольника, не является «внешним обводом»19.

Затем Гиппократ Хиосский, как видно из предыдущего, нскал 
квадрируемые луночки при условии, что «внешний обвод» боль­
ше полуокружности. По-видимому, в результате ряда попыток и 
некоторых теоретических соображений ему удалось обнаружить 
такую луночку с внешним обводом больше полуокружности, для 
которой он построил равновеликую прямолинейную фигуру цир­
кулем и линейкой. Этот случай квадрирования луночки и извес­
тен в литературе как второй случай Гиппократа.

Разные авторы по-разному излагают ход мыслей Гиппократа 
при квадрировании луночки в этом случае. Ван дер Варден 
[19], например, приводит соответствующую выдержку из Сим- 
пликия, позаимствованную последним из истории геометрии 

. Евдема. В ней говорится, что после разбора первого случая Гип­
пократ «начал разбирать случай, когда внешний обвод (ДАВС)
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был больше полукруга. Он построил трапецию, три стороны ко­
торой были равны друг другу, но квадрат четвёртой, большей из 
двух параллельных сторон, был в три раза больше квадрата жаж­
дой из остальных. Около этой трапеции он описал круг, а на 
большей ее стороне — сегмент, подобный круговым сегментам, 
отсеченным тремя другими сторонами».

Евдем не дает полного изложения этого случая. Но, очевид­
но, Гиппократ доказал, что площадь полученной таким образом 
луночки DAaBCßD равна площади трапеции DABC (рис. 7).

Доказательство это он мог провести и так: Snß cd : Sao в а  =

= D C 2 : АВ2= 3  : 1. Следовательно, площадь сегмента DCBD, 
хорда которого DC=УЗ, равна сумме площадей трех сегментов, 
хорда каждого из которых равна ейинице. Если тецерь от пло­
щади сегмента DABC отнять площади указанных трех сегмен­
тов, то останется трапеция DABC, если от того же сегмента 
DABC отнять сегмент на DC, то останется луночка DßCaAD, 
которая будет равна трапеции DABC. Тем' самым циркулем и 
линейкой построена прямолинейная фигура (трапеция), равно­
великая луночке. Именно так излагают этот случай Ван дер 
Варден [19] и Цейтен [93].

Некоторые авторы [14, 21 и др.] несколько иначе излагают 
этот случай квадрирования луночки. Они считают, что Гиппо- 
крат описал полукруг около трапеции,-стороны которой DC= 7 3 ,

В
Рис. 7.
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DA— AB =  B C = 1, потом на сторонах DA, AB, ВС построил сег­
менты, подобные сегменту DABC, и показал, что площадь сег­
мента DABC равна сумме площадей сегментов на DA, AB, ВС. 
Если затем от равных отнять равные (площади сегментов, огра­
ниченные DA, AB, ВС и дугами основного круга), то от сегмен­
та на DC останется трапеция DABC, которая будет равновели­
кой сумме трех луночек I, II, III. Чтобы сквадрировать одну из 
этих луночек, нужно разделить на три равные части площадь 
трапеции, а это возможно циркулем и линейкой20.

После этого, как утверждают писатели древности, Гиппократ 
«рассмотрел сегмент меньше полукруга» (рис. 8). Он нашел

при этом луночку, для которой ему удалось построить равнове­
ликую прямолинейную фигуру циркулем и линейкой. Этот слу­
чай обычно и называют третьим случаем квадратуры луночек. 
В историко-математической литературе ход рассуждений Гип­
пократа в этом случае тоже передается по-разному. Ващенко- 
Захарченко в «Истории математики» [21] этот случай из­
лагает так.

Гиппократ строит трапецию ЕКВН (см. рщ:. 8), в которой 
Е К = К В = В Н . Z H :K B = y 3 :V 2 . Затем он описывает около 
трапеции круг, доказывает, что сегмент ЕКВН меньше полу­
круга, описывает круг около треугольника EZH и показывает, 
что сумма двух сегментов на EZ и HZ равна сумме трех сегмен­
тов на ЕК, КВ, ВН. Доказав это, Гиппократ берет луночку 
EKBHZE и, отняв от нее сегменты на ЕК, КВ, ВН и добавив 
равные им сегменты на EZ и HZ, показывает, что площадь лу­
ночки EKBHZE равна площади пятиугольника EKBHZE.

Более полное, близкое к изложению Евдема этого случая 
квадрирования круговой луночки дано у Цейтена [93; 60], Ван

\ п /

Ряс. 8.
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дер Вардена [19; 187] и в комментариях И. Н. Веселовского к 
Сочинениям Архимеда [5; 535]. В частности, Цейтен приводит 
при этом «дословно отрывок из сообщения Евдема... с добавле­
ниями Таннери»:

«Пусть дан круг, имеющий диаметром прямую AB ( = 2г), а 
центром точку К. Проведем прямую ГА, перпендикулярную к се­
редине прямой ВДС, и между этим перпендикуляром и окруж­
ностью—прямую EZ, направленную к В и равную в степени полу­
торакратному радиусу^ = r  V ' - j ) -  Проведем прямую ЕН парал­

лельно прямой AB. Соединим К с Е и Z. Пусть Н будет точкой 
пересечения прямой ЕН и продолжения прямой K.Z. Соединим, 
наконец, В с Z и Н. Ясно, что одна из этих двух последних пря­
мых будет продолжением прямой ЕН, упирающейся в В, и что 
другая — прямая ВН — будет равна прямой ЕК. Если допустить 
все это, то вокруг трапеции ЕКВН можно описать окружность. 
Построим теперь сегмент EZH. Тогда каждый из двух сегмен­
тов на прямых EZ и ZH будет подобен каждому из трех сегмен­
тов на прямых ЕК, КВ и ВН. Если принять это, то получившая­
ся луночка будет равновелика прямолинейной фигуре, состав­
ленной из трех треугольников, т. е. пятиугольнику EKBZH...»21.

Судя по другим отрывкам из Евдема, приведенным в «Ком­
ментариях» И. Н. Веселовского [5; 537], Гиппократ доказал, 
что угол НКЕ тупой, или что сегмент ЕКВН меньше полу­
круга, также доказал справедливость высказанных выше «до­
пущений»: «если допустить...», «если принять...» и др. Но и в 
этом случае остается неясным вопрос: как Гиппократ построил 
«вставку» EZB, удовлетворяющую указанным- условиям? Р ас­
смотрев три случая квадрирования круговых луночек циркулем 
h линейкой, Евдем говорит далее: «Таким образом, Гиппократ 
нашел квадратуру для всякой луночки, будет ли ее внешняя ду­
га равна, больше или меньше полуокружности»22. Симплиций, 
приводя эти «выдержки из «Истории геометрии» Евдема, широ­
ко использует «Начала» Евклида для доказательства некоторых 
утверждений Евдема, оставленных без доказательства, и указы­
вает на то, что комментатор Аристотеля Александр (III в. н„ э.) 
был не прав, утверждая, что Гиппократ нашел только квадрату­
ру луночки, построенной на стороне квадрата ( 1-й случай)23.

Некоторые ученые думали, что, найдя квадратуру луночек с 
внешней дугой, равной, большей и меньшей полуокружности, 
Гиппократ будто бы считал, что он может сквадрировать любую 
луночку, а следовательно, и круг. Ему приписывали, в частности, 
такое «доказательство» квадратуры круга циркулем и линей­
кой. Возьмем полукруг ABCD с радиусом R и впишем в него
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трапецию со сторонами АВ =  ВС 
=  C D = R  (рис. 9) на этих сто­
ронах как на диаметрах, опишем 
полукруги. Площадь полукруга 
с диаметром A D = 2 R  равна сум­
ме четырех полукругов, построен­
ных на сторонах, равных 
R ( (2R)2 : R2= 4  : 1). Очевидно, 
что площадь полукруга с цент­
ром Oi и трех луночек равна 
площади трапеции ABCD. Если 
бы Гиппократ Хиосский считал, 
чтсг луночки, построенные на сторонах вписанного в круг пра­
вильного шестиугольника, квадрируемы, то тогда он действи­
тельно мог бы думать, что площадь полукруга на АО равна 
площади трапеции без суммы площадей трех указанных луно­
чек, представленных в виде прямолинейной фигуры. Но Симпли- 
кий считал, что Гиппократ так не думал. Многиб*современные 
авторы не без основания считают, что вряд ли Гиппократ Хиос­
ский мог допустить такую ошибку. Насколько нам известно, нет 
никаких свидетельств того, что Гиппократ, найдя три квадрируе­
мые луночки, сделал заключение, что «все луночки квадрирует 
мые». Если бы Гиппократ действительно так думал, то он не­
пременно бы показал, подобно рассмотренным трем случаям, 
как можно сквадрировать и луночку, построенную на стороне 
правильного шестиугольника. И он, по-видимому, пытался это 
сделать, но убедился в том, что эта задача «невозможная»; Воз­
можно, он решил убедиться в том, что рассмотренный им случай 
квадратуры круга с луночками не единственный. И его поиски 
привели к открытию еще одного аналогичного случая, представ­
ляющего интерес и указывающего на то,- что Гиппократ, оче­
видно, не считал, что все луночки квадрируемы и что ему уда­
лось найти квадратуру круга циркулем и линейкой. Вот что 
писал Евдем об этом случае квадратуры Гиппократа: «Луночку 
вместе с кругом он оквадрировал следующим образом: пусть
около центра К описаны два круга, причем квадрат диаметра 
внешнего в шесть раз больше квадрата диаметра внутреннего 
круга (рис. 10). Пусть во внутренний круг вписан шестиуголь­
ник ABCDEF и линии КА, КВ и КС продолжены из центра до 
пересечения с внешним кругом в точках А', В', С'. Пусть на 
прямой А' С ' будет описан сегмент, подобный тому, который 
отсекается A ' В'. Вследствие того, что в квадратах прямая A' C ' 
в три раза больше стороны A ' В ' шестиугольника, последняя в 
шесть раз больше AB. Ясно, что построенный -на AC. сегмент ра-

23



Рис. 10.

вен вместе взятым сегментам, отсечен­
ным от внешнего круга прямыми А 'В ' 
и В 'С ' и всем (вместе' взятым) сег­
ментам, отсеченным от внутреннего' 
круга сторонами шестиугольника. По­
этому луночка A 'B 'C 'ß 'A ' будет 
меньше треугольника А 'В 'С ' как раз 
на (взятые вместе) сегменты, отрезан­
ные от внутреннего круга сторонами 
шестиугольника.

Следовательно, луночка вместе с 
отрезанными шестиугольником сег­
ментами равна треугольнику. И если 
к каждой из этих фигур прибавить 

шестиугольник, то выходит, что треугольник и шестиугольник 
вместе будут равны луночке с внутренним кругом. Так как упо­
мянутые прямолинейные фигуры могут быть квадрированы, то 
можно также квадрировать круг вместе с луночкой» [19; 188].

Так Гиппократ Хиосский впервые в истории нашей науки по­
казал возможность квадратуры криволинейных фигур циркулем 
и линейкой. Это был важный шаг в развитии математики24. Гип­
пократ при этом, как видно, считал, что луночка будет квадри­
руемой, если циркулем и линейкой можно описать «внешний об­
вод» около некоторой прямолинейной фигуры, а «внутренний 
обвод» провести так, чтобы образовались подобные сегменты, 
квадраты хорд которых относились бы как 2 : 1, 3 : 1 и 3 : 2.

В дальнейшём, считая, что у квадрируемых луночек сектора 
дуг, ограничивающих луночки, должны быть равны, т. е. 
SceKTAaiBOi =  SceKTAßiB0 2 (рис. 11), математики установили,

R2 sin2a ачто в этом случае справедливы равенства ^

^  =  - jp , гДе R и г — радиусы дуг окружностей, а и р

соизмеримые центральные углы этих дуг; 0  — общая наиболь­
шая мера. С этой точки зрения можно сказать, что Гиппократ 
Хиосский положил начало теории квадратуры круговых замк­
нутых луночек, получив три вида квадрируемых луночек цирку- 
лем и линейкой, для которых m : п ==2 : 1 , 3:  1 и 3 : 2.

1 Квадратура круга с помощью квадратрисы

Убедившись, что некоторые задачи, в том числе и квадрату- 
а круга, не поддаются решению циркулем п линейкой, древние 

греки, начиная с Y в. до н. э., начали искать другие средства ре-
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шения этих задач. Если при пе­
ресечении окружности и пря­
мых не. удавалось получить 
точки, расстояние между ко­
торыми давали бы искомые от­
резки прямой, то казалось ^ i
естественным привлечь к реше- А }—- ^ ^ 8  i
нию этих задач другие кривые, 
пересечения которых с прямы­
ми и окружностями позволят 
получать (строить) и такие от­
резки, которые трудно, а мо­
жет быть, и -невозможно по- 02
строить только циркулем и ли­
нейкой. А то, что кроме окруж- Рис. 11.
ности и прямой существуют и 
другие кривые линии, в этом
они убедились еще в V в. до н. э., получив кривую с помощью 

_ специального механизма. В IV в. до н. э. число кривых и спосо­
бы их получения расширились. Древние греки стали уже делить 
кривые на два класса: 1) «геометрические» кривые, получаю­
щиеся от пересечения некоторых поверхностей с плоскостями;
2) «механические» кривые, образуемые движением (с помощью 
механизмов). К числу первых из них относятся и конические се­
чения; попытки использовать «геометрические» кривые при ре­
шении квадратуры круга' тоже не приводили к цели. «Механи­
ческие» кривые, хотя и были «под запретом» в школе Платона, 
все же использовались некоторыми учеными. Особенно успеш­
но использовались квадратриса и спираль: с их помощью уда­
лось спрямить окружность, а следовательно, и сжвадрировать 
круг. Древнегреческий математик Папп (III в. н. э.) в своем со­
чинении «Математическое собрание» писал: «Для осуществле­
ния квадратуры круга Динострат (IV в. до н. э.), Никомед и 
другие более поздние математики пользуются некоторой кривой, 
которая в силу этого называется квадратрисой...» [5; 539]. 
Дальше Папп описывает, как Гиппий получал эту кривую и как 
она была использована Диностратом для спрямления окруж­
ности.

Квадратриса AFkM (рис. 12) — это геометрическое место 
точек (Fk) пересечения прямых AkBk с радиусами СЕк. Точки 
Fk можно представлять как точки пересечения равномерно дви­
жущейся стороны квадрата AB и равномерно вращающейся 
стороны квадрата СА вокруг точки С; при этом AB и СА прихо­
дят в положение CD одновременно25.
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Рис. 12.

Д ля спрямления четверти окружности AEkD (а следователь­
но, и всей окружности) достаточно указанной части квадратри- 
сы. Папп утверждал, что Динострат при этом пользовался основ-

ным свойством этой кривой: AEkD : CD : CM. ( 1)
Доказательство правильности равенства ( 1) ведется мето­

дом от противного, которым в то время широко пользовались. 
Проведем две концентрические окружности с AEkD: одна из 
них проходит через точку Fk, лежащую* на квадратрисе, вто- 

' рая — через точку I — основание перпендикуляра из точки Fk 
на CD.

Допустим сначала, что AEkD : CD =  CD : CK, , (2)
где СК;>СМ .

На основании того, что окружности относятся, как их ра- 

диусы, имеем AEkD : LFk =  CD : CK. ' (3)
w

Из (2) и (3) следует, что LFkK==CD==CA. (4)
w  w

Кроме того, по определению квадратрисы, AEkD : EkD =  
:=  CA : Fk I (5)

W W W
и AEkD : EkD =  LFkK : FkK.  ̂ (6)

w '
На основании (4) AEkD : EkD =  CA : FkK. (7)
Тогда йз (5) и (7) следует, что FkI =  FkK, но это, очевидно,

w
невозможно. Значит допущение, что AEkD : CD =  CD : СК не- 

- верно. Допустим теперь, что A E kD  : CD =  CD : CI, ( 8 )
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где С IZ-CM. Рассуж дая аналогично предыдущему, Динострат 
и в этом случае пришел к противоречию, и, следовательно, пред­
положение (8) тоже неверно. Из этого он сделал вывод: спра­
ведливо только равенство ( 1) и что длина четверти окружности

^  CD2
A E kD =  —‘ , а длина всей окружности 

см
^  CD2

4A E kD =4 —  . (9)
CM ' ;

CD2
В правой части (9) CD и СМ — прямые линии; 4 —  тоже

может быть выражено в виде отрезка прямой. Следовательно, 
с помощью квадратрисы может быть найден отрезок прямой, 
равный длине окружности.

Так впервые в истории математики было дано точное реше­
ние задачи о спрямлении окружности. Если верно предположе­
ние некоторых историков математики, что Динострат знал и тео­
рему: площадь круга равна площади прямоугольного треуголь­
ника, один из катетов которого равен радиусу этого круга, а вто­
рой— длине его окружности, то тем самым Динострат не толь­
ко спрямил окружность, но и мог точно сквадрировать круг.

С помощью квадратрисы решали задачу о квадратуре круга 
и другие древнегреческие математики.

Круг и окружность в «Началах» Евклида

В истории квадратуры круга большую роль сыграли и «Н а­
чала» Евклида (конец IV — начало III в. до н. э.). Это бессмерт­
ное произведение Евклида подвело итоги предшествующим от­
крытиям в математике. В нем дано систематическое и строго ло-' 
гичеокое изложение геометрии и теоретической арифметики. 
Евклид дает здесь и многие из тех теорем, которыми пользова­
лись раньше при квадратуре круга и луночек, о доказательстве 
которых мы узнаем только из «Начал» Евклида. Многие вопро­
сы теории геометрических построений впервые систематизирова­
ны и изложены только в «Началах». Построения основаны у 
Евклида на постулатах, определяющих правила действий с иде­
альной линейкой и с идеальным циркулем; _

Правда, стремясь построить геометрию как «идеальную» 
науку, не связанную с решением задач практического характе­
ра, Евклид не ставит и не решает задачу о нахождении площади 
круга и о вычислении длины окружности, но в книгах I, III, IV, 
XII и других содержатся многие теоремы и определения, кото­
рые разъясняют и уточняют ряд неясных мест в работах пред-
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шественников Евклида, связанных с квадратурой круга и луно­
чек и со спрямлением окружности. Здесь даются, в частности, 
определения круга, окружности и частей круга, определяются 
подобные сегменты, указывается, как построить описанные и 
вписанные в круг правильные многоугольники, доказываются 
теоремы, на которые опирался Гиппократ Хиосский при квадри- 
рований луночек и др. Евклид при построении геометрии поль­
зуется только циркулем и линейкой, т. е. выполняет требование 
Платона, к школе которого он принадлежал. Это, конечно, су­
жает его возможности постановки и решения конструктивных 
задач. Евклид, наверное, был знаком с постановкой и попыт­
ками решения пяти знаменитых в то время задач. В общем виде 
эти задачи Евклид не рассматривает, возможно, пЬтому, что они 
не решались циркулем и линейкой, но некоторые частные слу­
чаи этих задач, которые решаются циркулем и линейкой, он, 
как будет видно из дальнейшего, рассматривает. После появле­
ния «Начал» Евклида ученые древности (Симпликий и др.), а 
также ученые средних веков и нового времени часто ссылались 
на определения и теоремы «Начал» при решении квадратуры 
круга, квадрирования луночек26 и других знаменитых задач 
древности.

Гюйгенс (XVII в.) при решении задачи о квадратуре круга 
широко использовал свойства подобных сегментов, рассмотрен­
ные в «Началах». В частности, «Начала» Евклида и труды Ар­
химеда, которыми широко пользовались в древности, в средние 
века и в новое время, сыграли заметную роль и в популяриза­
ции многих конструктивных задач, связанных с пятью знамени­
тыми задачами.

Спрямление окружности 
с помощью спирали Архимеда

В III в. до н. э. древнегреческие ученые продолжали инте­
ресоваться квадратурой круга и спрямлением окружности. Осо­
бо выдающиеся результаты в этой области были получены одним 
из самых гениальных ученых древности Архимедом.

О результатах Архимеда, содержащихся в его знаменитом 
сочинении «Об измерении круга», речь будет идти в следующем 
параграфе; здесь мы остановимся только на спрЯхМлении окруж­
ности Архимедом с помощью полученной им спирали27. Сочи­
нение Архимеда «О спиралях» содержит решение ряда важ ­
ных задач и доказательство нескольких теорем. Это первое со­
хранившееся сочинение, в котором речь идет и о спрямлении 
окружности, а следовательно, и о квадратуре круга.

Центральными предложениями работы ' «О спиралях» яв­
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ляются те предложения (XVIII—XX), в которых дается способ 
построения с помощью спирали отрезка прямой, равного дли­
не окружности или дуге окружности. В частности, в теореме 
XVIII утверждается: «Если прямая линия касается спирали, 
описанной, в течение первого 'оборота, в конечной точке 
ее и если из точки, являющейся началом опирали, проведена 
некоторая прямая перпендикулярно к началу вращения, то про­
веденная прямая встретится с касательной, и прямая, заключен­
ная между касательной и началом спирали (прямая AZ.—С. Б .), 
будет равна окружности первого круга (т. е. окружности, опи­
санной из точки А радиусом R=A @ . — С. Б.) (рис. 13).

Рис. 13.

Архимед доказывает эту теорему методом от противного. 
Допустим сначала, что длина окружности (С) меньше пря­

мой AZ; возьмем тогда прямую AZj, которая меньше AZ, но 
больше С, тогда А© : AZi »> А© : AZ. Проведем теперь пря­
мую AN так, чтобы выполнялось равенство NP : © Р=А @  : AZi
или N P : A © = 0 P : A Z 1< © P : C .
Так как А 0 = А Р , то получим

AP_±_NP . С + вР 
А0 С

Учитывая это неравенство и теорему XV сочинения «О спира­
лях», т. е. что «отношение дуги 0 Р  вместе со всей окружностью 
(С) к этой окружности будет тем же самым, как и АХ к А0», 

имеем AN : А© < ( С + в Р )  : С = А Х  : А0, и мы приходим к про­
тиворечию — AN <  АХ.

Предположив затем, что длина окружности С >  AZ, Архи­
мед в результате аналогичных предыдущим рассуждений при­
ходит тоже к противоречию. На основании этого он делает за ­
ключение: длина окружности C = A Z 28. Таким образом, с по­
мощью спирали Архимеда можно точно постройть отрезок пря­

мой, равный длине окружности 2n;R, или при R =  — ■ , отрезок п.
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Следовательно, отдельные попытки древнегреческих ученых 
(Динострат, Архимед) приводили, действительно, к точному ре­
шению задачи о спрямлении окружности. Эти решения были 
связаны и с обогащением математики новыми «механическими» 
кривыми.

Сочинение Архимеда «Измерение круга» [5; 266—270] сы­
грало особенно большую роль в истории квадратуры круга: 
методами Архимеда, примененными в этой работе при прибли­
женном решении квадратуры круга, много сот лет пользовались 
математики разных стран, а некоторые результаты, содержа­
щиеся в этом сочинении, используются и в наше время.

«Измерение круга» занимает '  менее пяти страниц. Но это 
произведение по праву считается классическим. Каждая из 
трех теорем, содержащихся в этой работе, представляет опре­
деленный вклад в математику.

П ервая теорема. «Всякий круг равен прямоугольному тре­
угольнику, причем- радиус круга равен одной из прилегающих 
к прямому углу сторон, а периметр"— основанию треугольника».

Доказательство справедливости этой теоремы ведется мето­
дом от противного. Допустим, что круг АВГД (рис. 14) больше

треугольника Е. Впишем в него квадрат АГ, а затем 8-угольник, 
16-угольник и т. д. Тогда должен наступить момент, когда 
2“-угольник будет больше треугольника Е. Соединим середи­
ну стороны 2”-угольника с центром круга N. Эта линия, напри­
мер NEn, .меньше радиуса круга, а периметр 2п-угольника мень­
ше окружности. Площадь многоугольника равна половине про-

« Измерение круга» Архимеда

0 Р М
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изведения его периметра на NE».' Но это произведение меньше 
половины произведения радиуса на длину окружности, т. е„ 
площади треугольника Е. Тем самым Архимед пришел к проти­
воречию. Допустим теперь» что круг меныше треугольника Е. 
Опишем квадрат, 8-угольник, 16-угольник и-т. д. до тех пор, по­
ка 2“-угольник не станет меньше треугольника Е. Но периметр 
описанного 2п-угольника больше-длины окружности. Площадь 
этого 2"-угольника равна половине произведения периметра на. 
прямую, соединяющую центр круга со срединой стороны 2а- 
угольника, (а это будет радиус круга AN). Следовательно, пло­
щадь 2”-угольника больше площади треугольника Е. И он сно­
ва приходит к противоречию. Из этого Архимед делает вывод: 
«Значит круг будет равен треугольнику Е».

Итак, доказано, что существует такой треугольник, площадь 
которого равна площади круга. -Но отсюда, конечно, не следует, 
что тем самым решена проблема квадратуры круга с помощью 
циркуля и линейки, так как здесь не говорится и не доказы­
вается, что катет треугольника Е, равный окружности, мож­
но построить с помощью циркуля и линейки. Но . Архимед 
умел спрямлять окружность с помощью спирали, а следователь­
но, можно сказать, что Архимед, мог точно квадрировать круг29..

Вторая теорема30. «Периметр всякого круга равен утроенно­
му диаметру с избытком, который меньше одной седьмой части 
диаметра, но больше десяти семьдесят первых».

В этой теореме, как видно, явно говорится о приближенном -
10 ,

выражении длины окружности через диаметр: З у  а < С $ < ;

3 ~ ~  d, где С — длина окружности, a d  — диаметр круга, или, мы
бы сказали, здесь указаны некоторые границы, в которых за-

1° С
ключено отношение окружности к диаметру: 3 ~  ( = я )

< 3  у .  Эта теорема и метод доказательства ее сыграли боль-, 
шую роль в истории математики вообще и особенно в истории 

квадратуры круга. А выражением —  = я « 3  — =  у  « 3 ,1 4

и теперь широко пользуются для практических целей. Как же 
рассуждал Архимед при доказательстве столь важной теоремы 
в математике?

При освещении хода рассуждений Архимеда будем пользо­
ваться символикой и опустим промежуточные (повторяющиеся) 
операции, которые читатель может провести сам. Обозначим 
О С — R, A C = 2 R = d , длину окружности — С, сторону правиль-
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ного вписанного многоугольника —  ап, описанного —  Ьп, пери­
метр правильного вписанного n -угольника — Рп, описанного— 
через Р'п.

Ра С Р'ц
Архимед показал, что из —

и и

10 „  1 
при п = 9 6  следует, что 3 —  d < С  <; 3 —  d.

Для этого он рассмотрел сначала круг с радиусом ОС (рис. 
15), взял сторону описанного шестиугольника BB' и сторону 
вписанного шестиугольника NN', тогда угол СОВ =  30°. Затем 
он положил ВВ1 =  ОВ =  306, 
тогда

Рис. 15.

В С =  J _ B B i  =  153, R : —  = О С : С В  =
2 2

=У3062— 1532 :153 ^  265: 153.

Разделив угол СОВ пополам прямой OD и проведя соответст­
вующие вычисления, он получил O D : D C >  У349450 . V23409«

« 5 9 1 -i_ 153. Продолжая делить углы пополам прямыми ОЕ,
8

32



R : —  b24 ^  1162 - L  : 153, R : P ‘24 >  1162 —  : 7344,
2 '  8 8

R : P /48>2334—  : 14688.
4

И, наконец,

R : —  b96 '2? 4673 : 153, R : P '96> 4 6 7 3  —  : 29376;
^ 2 2

P '96: 2R <29376  : 9347 < 3  .
7

Ho C = 2 n R  <  P*96, €ледовательно, С : 2 R = n  еще меньше,
о 1 чем 3 — .1

Рассматривая затем круг с радиусом R = 7 8 0  (рйс. 16) и 
угол САВ =  30°, он вычисляет отношение (û6 = C B ) : (АС =  
= 2 R )  = 7 8 0 :1 5 6 0 . Затем делит углы пополам прямыми AD,

АН, AK, AL, вычисляет ап и Рп и шаходит 

Р 96 : АС £ ?  6336: 2017 — .
4

OK, OL и вычисляя bn и P'n, он находит

10
Но C = 2 jtR  Р 96, а значит С : 2R > 3  —  .

71

10 С 1 31 "
Следовательно, 3 — < — = л  < 3 — - .

71 d 7

Таков вклад Архимеда в решение одной из интересных и
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трудных задач в математике. Его метод (вписанных и описан­
ных правильных многоугольников) для нахождения все более

С
точного значения для —  был основным почти 2000 лет.

d

Третья теорема. «Круг относится к квадрату своего диамет­
ра (приблизительно) как 11 к 14».

Доказательство этой теоремы опирается на предыдущую тео­
рему. Пусть дан круг с диаметром AB и СЕ — описанный квад-

i j
рат (рис. 17). Отложим CZ =  3 -^-АВ, тогда “ CZAC«S*p.

7 г, • •S  Д  A C D =   S A A C Z .
22

C D  Z

Но S k B C E =  4 S A A C D =  §  A  ACZ Ä  S « p
22 22

откуда
SkP : Skb«  1 1 : 1432.

Эта теорема оказалась важной и для практических целей и 
для самой математики. Следовательно, в этом небольшом по 
объему сочинении содержатся результаты, сыгравшие затем 
большую роль в истории математики вообще и особенно в исто­
рии квадратуры круга.

Архимед был первым ученым, поставившим проблему квад­
ратуры круга и спрямление окружности на прочные научные 
основы. Он показал связь между этими двумя задачами и от­
крыл перспективы беспредельного улучшения результатов при 
вычислении отношения длины окружности к ее диаметру.
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Удвоение куба

О происхождении задачи

Задача об удвоении куба со временем тоже стала знамени­
той. Эта задача первоначально формулировалась так: построить 
куб, объем которого был бы в два раза больше объема данного 
куба. В дальнейшем с помощью алгебраической символики эта 
задача была сформулирована следующим образом: дан куб
с ребром а, построить новый куб с ребром х так, чтобы х3= 2а3. 
Став затем одной из конструктивных задач, она сводилась к по-

з
строению отрезка прямой х = а У 2, а при а = 1  — к построению 

з__
отрезка х = У 2.

Как, когда и где впервые возникла эта задача, науке пока 
неизвестно. Можно только делать предположения по этому по­
воду. Нам думается, что эта задача могла возникнуть тоже за­
долго до того, как ею начали заниматься древние греки, как за ­
дача на построение. Эта задача могла возникнуть из практиче­
ских потребностей: например, с учетом увеличения в два раза 
урожая в данном году нужно было увеличить в два раза объем: 
хранилища продуктов, имевшего форму куба, или увеличить в 
два раза вместимость водохранилища кубической формы, остав­
ляя ту же форму его33.

О практическом и культовом происхождении задачи об удвое­
нии куба говорят и легенды, связанные с этой задачей. .

В одной из них говорится, что Критский царь Минос34 прика­
зал архитекторам воздвигнуть памятник своему сыну Главку. 
Архитекторы сделали памятник кубической формы с ребром, 
равным 100 локтям. Миносу понравилась форма памятника, но 
он счел его слишком малым и приказал его удвоить. Архитекто­
ры долго бились над отысканием длины ребра нового куба, но 
не могли найти ее. Признав свое бессилие, архитекторы обрати­
лись за помощью к геометрам, но и геометры не могли решить 
этой задачи.

Вторая легенда тоже указывает на своеобразную связь этой 
задачи с жизнью.

Однажды на острове Делосе, находящемся в Эгейском море, 
вспыхнула эпидемия чумы. Жители Делоса обратились к зна­
менитому Дельфийскому оракулу, который служил при храме 
Аполлона в Дельфах, за помощью и советом. Д ля прекращения 
чумы оракул предложил делосцам удвоить . жертвенник богу
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Аполлону (богу Солнца), имевший форму куба. Но чума не 
прекратилась и после того, когда был отдит такой же жертвен­
ник, как первый, и поставлен на него. Тогда делосцы вновь об­
ратились к оракулу с вопросом: почему не прекращается чума, 
хотя жертвенник всесильному Аполлону удвоен? Оракул им на 
это ответил: нет, вы не решили поставленной задачи, так как 
вы, удвоив объем, изменили форму жертвенника. Не меняя фор­
мы куба, делосцы не могли его удвоить и обратились за помощью 
к Платону35. Но он уклончиво ответил: боги, вероятно, недо­
вольны вами за то, что вы мало занимаетесь геометрией.

С того времени задачу об удвоении куба стали называть еще 
-зделосской». Некоторые авторы полагают, что происхождение 
задачи об удвоении куба связано с желанием обобщить задачу 
об удвоении квадрата [97; 8]. Но если это верно, то и в этом 
случае рассматриваемая задача уходит своими корнями в Д рев­
ний Египет. Древние египтяне умели увеличивать вдвое (при­
ближенно) площадь любой фигуры, не меняя ее формы, поль­
зуясь двумя локтями: в 28 и в 20 дюймов. Так как отношение 
этих локтей 2 8 :2 0 = 1 ,4 , то измерив стороны данной фигуры 
20-дюймовым локтем, а затем увеличив их настолько, чтобы в 
новых (подобных) фигурах размеры сторон содержали столько 
же, но 28 дюймовых локтей, они тем самым увеличивали пло- 

. щадь фигуры, в том числе и квадрата, примерно в два раза.
Возможно, что в дальнейшем играло роль и «желание древ­

них обобщить задачу об удвоении квадрата» и перейти от плани­
метрической задачи к стереометрической. Но такое желание 
могло возникнуть на достаточно высокой ступени развития гео­
метрической алгебры, когда грекам было известно уже, что из­
влечение корня из произведения двух величин а b сводится к 
построению отрезка х = У а  Ь, т. е. среднего геометрического меж­
ду отрезками а и Ь. В частности, при_Ь = 2а они могли получить 
а : х = х  : 2а, откуда х2= 2а2 и х = а У 2. После этого могла возник­
нуть мысль о том, что извлечение кубического корня из 2а3, т. е.

з ---
построение х = аУ 2  сводится к построению двух средних геомет­
рических величин между двумя данными величинами.

Но чтобы прийти к выводу, что решение этой задачи сводит­
ся к построению двух среднегеометрических между отрезками 
а и 2а, т. е. а  : х = х  : у = у  : 2а, для этого математические зна­
ния должны были быть уже на достаточно высоком уровне. В это 
время (V в. до н. э.) действительно намечен был указанный путь, 
как один из подходов к решению этой задачи, но возникла она, 
вероятно, значительно раньше как практическая задача.
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О том, кто и как пытался решать эту задачу в Древней Гре­
ции, мы знаем, главным образом, из комментария Евтокия к про­
изведению Архимеда «О шаре и цилиндре», чем мы и восполь­
зуемся в дальнейшем [5; 459].

Первая известная попытка решения задачи

Хотя Евтокий в указанном комментарии и не называет име­
ни Гиппократа в числе решавших задачу об удвоении куба, но 
это имя упоминается в письме к царю Птолемею, якобы напи­
санному Эратосфеном, которое приводит Евтокий. Там говорит­
ся, в частности: «Первый Гиппократ Хиосский заметил, что если 
найти две средние пропорциональные между двумя отрезками, 
из которых больший в два раза длиннее меньшего, то можно бу­
дет удвоить и куб». Историки-математики почти единодушны 
в том, что Гиппократ был одним из первых греческих математи­
ков, которые оставили след своих попыток решения этой задачи.

Очевидно, что в математику эта задача вошла раньше'. 
В V в. до н. э. эта задача была уже популярной, о ней слагали 
легенды, особенно после того, как убедились, что решить ее с 
помощью циркуля и линейки не удается.

Придя к необходимости построить отрезок прямой, равный 
з __

аУ2, Гиппократ Хиосский (около 420 г. до н. э.), вероятно, пытал­
ся сначала решить эту задачу с помощью циркуля и линейки. 
Но,убедившись в трудности решения ее таким путем, он попы­
тался свести решение этой (стереометрической) задачи к зада­
че планиметрической.

Он показал, что эта задача будет решена, если удастся по­
строить два отрезка х и у, которые связаны с данными отрезка­
ми а и 2а соотношением а : х = х  : у = у  : 2а, где а — ребро, дан­
ного куба, а х  — ребро искомого куба. Как это он обосновал, 
нам не известно. Возможно, по аналогии с преобразованием 
квадрата в квадрат с удвоенной площадью, где , требуется по­
строить один отрезок х, удовлетворяющий соотношению а : х = =  
= х : 2а. Но правильность этого утверждения Гиппократа легко 
доказывается с помощью нашей символики следующим обра­
зом. Из указанного соотношения можно получить такие- ра­
венства: а :х  =  а : х ;  а > х = х :  у, а : х = у : 2а; перемножив за ­
тем левые и правые части этих равенств, получим а3 : х3=  
= а х у  : 2аху, или а3 : х3 =  1.: 2, откуда' и получается х3 =  2а3 и 

з _
х = а У 2. Из этого видно, что если бы удалось каким-то образом 
построить отрезок прямой х «ак одно из двух средних геометри­
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ческих между а и 2а, то тем самым было бы найдено ребро иско­
мого куба, объем которого был бы в два раза больше данного.

Нам не известно, пытался ли сам Гиппократ построить от­
резки, удовлетворяющие уравнениям а : х = х  : у = у  : 2а, и если 
пытался, то какие результаты им получены. Но судя по тому, 
как высоко оценивали древние греки геометрические способности 
Гиппократа, а также на основании того, что ему удалось полу­
чить блестящие результаты в решении двух знаменитых задач 
древности, можно вполне допустить, что он положил начало 
применению метода «вставок» при решении этой задачи, и мог 
таким образом ее решить. Но если допустить,- что Гиппократу

удалось только свести задачу нахождения отрезка х = а У 2 к за ­
даче нахождения вставок х и у, удовлетворяющих уравнениям 
а : х = х  : у = у  : 2а, то и тогда следует высоко оценить результа­
ты попытки Гиппократа в решении, знаменитой задачи, ибо они 
открыли перспективы работы многих ученых в направлении 
отыскания различных способов построения отрезков х и у.

Решение АрхМта Тарентского

В конце V в. до н. э. в связи с изобретением стрелометов и 
камнеметов возникла еще необходимость удвоения объема тя­
жа, с помощью которого «стреляло» орудие, чтобы удвоить рас­
стояние полета стрелы или камня. Это тоже могло способство­
вать развитию интереса к задаче удвоения куба. 'Одним из пер­
вых древнегреческих ученых, использовавших результаты Гип­
пократа Хиосского при решении задачи об удвоении куба, был

Ар хит из Тарента. Он являлся извест­
ным полководцем и крупнейшим ма­
тематиком конца V в. до н. э.

Ёвтокий в указанных коммента­
риях со,ссылкой на «Историю геомет­
рии» Евдема так описывает решение 
задачи о построении двух средних гео­
метрических Архитом.

«Пусть даны два прямолинейных 
отрезка АА и AB (рис.. 18). Надо меж­
ду АД и AB найти две средине пропор­
циональные. Около большей линии АД 
опишем окружность ABAZ, построим 
в ней хорду AB, равную Г, и пусть 
она в продолжении с проведенной, в Д 

Рис. 18. касательной к кругу пересечет в П.
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Проведем прямую BEZ параллельно ПАО; представим Себе пря­
мой полуцилиндр на полукруге АВД, и на АД вертикальный по­
лукруг, лежащий в прямоугольнике полуцилиндра. Если мы бу­
дем вращать этот полукруг, оставляя его вертикальным по на­
правлению от Д к В, в то время как конец его диаметра А остает­
ся неподвижным, то он будет пересекать поверхность цилиндра и 
начертит на ней некоторую линию. С другой стороны, если, остав­
ляя АД неподвижной, будем вращать треугольник АПД вокруг 
АД в направлении, противоположном движению полукруга, то 
прямая АП опишет коническую поверхность и в своем враще­
нии встретится в некоторой точке (К) с линией на цилиндре, 
образовавшейся при вращении АКА'. Одновременно точка В 
тоже опишет полукруг на поверхности конуса. Пусть движу­
щийся полукруг в месте пересечения этих двух линий будет 
иметь положение Д'КА, а движущийся в противоположную сто­
рону треугольник займет положение АХА и пусть точка пересе­
чения будет К. Пусть BMZ будет полукруг, описанный точкой 
В, a BZ — линия его пересечения с кругом BAZA.

Опустим из К перпендикуляр на плоскость полукруга ДВА. 
Этот перпендикуляр попадет на окружность, так как цилиндр 
прямой. Пусть он будет KI. Линия, проведенная из I к А, пере­
сечет BZ в 0 , а линия АХ пересечет полукруг BMZ в М. Про­
ведем также прямые КА', MI и М 0. Теперь, так как полукруги 
Д'КА и BMZ перпендикулярны к плоскости круга АВАЪА, то 
и общая линия их пере!сече1ния М 0 будет тоже перпендикулярна 
к плоскости этого круга, так что М.0 будет перпендикулярна 
к BZ. Таким образом, прямоугольник на 0В  и 0Z и прямо­
угольник на 0А и 01. будут равны квадрату на М0 . Треуголь­
ник AMI подобен M I0 и МА0, а угол AMI будет прямым. Так­
же будет прямым и угол Д'КА. Следовательно, КА будет парал­
лельна MI, и получается пропорция Д 'А :АК=КА:А1 =  1А:АМ, 
ибо треугольники AKA', AIK и AMI подобны. Поэтому четыре 
линии Д'А, AK, AI, AM составляют непрерывную пропорцию, и 
AM равна Г, так как она равна также AB. Таким образом, для 
двух заданных прямых ДА и Г найдены две средние пропорцио­
нальные АК и AI. Таково решение Архитом Тарентским задачи 
о построении двух средних пропорциональных для двух задан­
ных отрезков прямой. Это действительно образец глубокого про­
никновения в сущность задачи и высокой степени развития про­
странственных представлений автора.

Вслед за Ван дер Варденом, из книги которого позаимство­
ван текст доказательства Архита, мы, познакомившись с этим 
изумительным документом V в. до н. э., можем воскликнуть: 
«Разве это не замечательно?». Ведь при таком способе решения
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Архит фактически ищет пересечение поверхностей тора, конуса 
и цилиндра36. Если, в частности, положить АД =  2а, Г = А В = =  
= А М = а  и переменные отрезки А1= х  и А К = у , то можно ска­
зать, что Архит нашел зависимость между этими отрезками в ви­
де 2 а : у  =  у : х  =  х : а. А это равносильно задаче х3 =  2а3. Сле­
довательно, если АВ =  Г — а есть ребро данного куба, то ребром 
нового куба X, объем которого в два раза больше данного, бу-

з ---
дет отрезок А1 =  аУ2. Так появилось первое из известных реше­
ний задачи об удвоении куба.

Решения задачи в Древней Греции после Архита

Возможно, в связи с тем, что задача об удвоении куба про­
должала привлекать к себе внимание ученых, а решение ее Ар- 
хитом представлялось им сложным, в Древней Греции продол­
жались поиски новых методов построения средних пропорцио­
нальных для двух данных отрезков, «4

Евтокий в указанных -комментариях, кроме решения Архита, 
п]риводит еще решения этой задачи Платоном37, Героном, Фило­
ном, Аполлонием, Диоклом, Паппом, Спором, Менехмом, Эрато­
сфеном, Никомедом. Каждое из этих решений [5; 460—479] 
связано с использованием какого-либо «механизма», отличного 
от циркуля и линейки, или линий, отличных от прямой-и окруж­
ности. Мы рассмотрим здесь решения только некоторых из ука­
занных авторов, хотя и те, которые не будут рассмотрены, пред­
ставляют интерес, и желающие могут с ними познакомиться в 
указанной книге.

Решения с помощью конических сечений
В IV в. до н. э. известными учеными Древней Греции, зани­

мавшимися решением делосской задачи, были Евдокс и Менехм.
Евдокс при решении этой задачи использовал какие-то плос­

кие кривые, но Евтокий не дал изложения этого способа38.
Что касается М енехма,.то Евтокий в своих комментариях 

приводит два решения его. Рассмотрим первое решение Менех- 
ма. «Пусть две заданные прямые AB и ВГ будут перпендику­
лярны друг к другу (рис. 19). Пусть для. них Средние пропор­
циональные будут AB и BE, так что ГВ относится к ВА как ВА 
к BE и как BE к ВА, т. е.

ГВ ВА _  BE

ВА~ BE ~  ВА ’
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Проведем перпендикуляры AZ 
ГВ л в

и EZ, так как
в д  BE

то

значит, прямоугольник между 
ГВ и BE, т. е. прямоугольник 
одной из заданных линий и BE, 
будет равен квадрату на ВД 
или на EZ, т. е. ГВ-ВЕ =  ВД2=  
=  EZ2. Так как прямоуголь­
ник между заданной линией и 
BE равен квадрату на EZ, то 
точка Z находится на парабо­
ле с осью BE. Затем, так как 
AB относится к BE, как BE к

AB _  BE

вЁГ вХ
ВА, т. е. то пря­

моугольник между AB и ВА, т. е. другой заданной линией и ВД, 
будет равен квадрату на BE или на AZ, т. е. AB B A = B E 2= A Z 2, 
значит Z находится на параболе с осью ВА. Но она находится 
и на другой параболе с осью BE, значит точка Z известна. З а ­
тем, так как ZA и ZE перпендикулярны, то будут известны и 
точки А и Е.

Построение производится так: пусть две заданные прямые 
AB и ВГ будут взаимно перпендикулярны; продолжим их из 
тонки В до бесконечности. На оси BE построим параболу так, 
чтобы ее опущенные на BE ординаты квадрировались на AB 
(т. е. ZE2= B E . ВГ или Х2= В Г У ). З’атем на о(си AB строим па­
раболу так, чтобы ее ординаты квадрировались на AB (т. е. 
ZA2= A B  ВА или У2= А В Х ) .  Обе эти параболы пересекут друг 
друга; пусть точка их пересечения будет Z. Проведем из Z пер­
пендикуляры ZA и ZE. Так как в одной параболе проведена орди­
ната ZE, т. е. AB, то значит прямоугольник между ГВ и BE ра­
вен квадрату на ВД, т. е. Г В В Е  =  ВД2, и поэтому ГВ относится 
к ВА как AB к BE. Но AB относится к BE как ГВ к ВА и,, сле­
довательно, ГВ относится к ВА как ВД к BE и как BE к ВА, 
т. е.

ГВ _  ВА BE

ВА ~  BE ~  ВА

что и требовалось получить.
Строится парабола при помощи «диабета», изобретенного на­

шим учителем милетским механиком Исидором и описанного
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им в составленном им комментарии к работе Герона «О построе­
нии сводов» [5; 470].

Следовательно, в данном решении используются две парабо­
лы. Если перевести эту задачу на язык аналитической геомет­
рии, то дело сводится к нахождению абсциссы точки пересече­
ния двух парабол, уравнения которых у2= 2ах и х2= а у ;  из вто-

X2
рого уравнения следует, что у =  —  , подставляем в первое

£& з__
уравнение и получаем—  = 2 ах или х3= 2а3 и х=аУ 2. Таким

а2
образом, искомое ребро куба есть абсцисса точки пересечения 
двух парабол.

Второе решение Менехма аналогично первому. Но в этом 
случае он использует параболу и гиперболу, уравнения которых 
получаются тоже из равенства: а : х = х  : у = у  : 2 а, Только в пер­
вом случае, мы бы сказали, он рассматривал, равенства а : х =  
= х  : у и х : у = у : 2а, откуда и получились уравнения х2 =  2ау 
и у2= 2 а х . Во втором случае надо рассматривать равенства 
х : у = у : 2а и а : х = у : 2а. Отсюда получаются уравнения пара­
болы у2— 2ах и гиперболы х у = 2а2. Чтобы определить теперь ис­
комую величину X, нужно найти точку пересечения этих кривых,

3___  ;
абсцисса х этой точки и будет х =  аУ2 (рис. 20). Действительно,

из второ'го уравнения, например, полу- 
2а2

чим у =  _ “  , подставим в первое урав- 

4а4
нение и получим = 2 ах, откуда

4а4= 2 а х 3 и х3 =  2а3, следовательно, х =  
з

=  аП.
. Таково по существу решение этой за ­

дачи Менехмом, хотя он, конечно, еще не 
пользовался той символикой, которую 
используем теперь мы, а проводил свои 

рассуждения как в первом случае39.

Решение Эратосфена

Одним из знаменитых древнегреческих ученых III в. до н. э. 
занимавшихся и задачей об удвоении куба, был Эратосфен 
(276— 194). Это был широко образованный человек, он оставил 
след своего творчества во многих областях знания. В области

Ч
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математики его имя прочно связано со способом «высеивания» 
простых чисел — «решето Эратосфена», и с решением делосской 
задачи.

Задаче об удвоении куба он, как видно из дошедших до нас 
отрывков из его сочинений и свидетельств древних писателей,
уделял большое внимание._________________________

В храме царя Птолемея в Александрии на камне высечено ре­
шение Эратосфена задачи об удвоении куба и дана бронзовая 
модель его прибора — «мезолябия» («уловителя»), с помощью 
которого он находил (улавливал) средние геометрические.

В том же храме на мраморной доске высечена часть эпиграм­
мы Эратосфена, содержащейся в «письме Эратосфена» к Пто­
лемею в стихотворной форме:

«Если бы, друг, ты замыслил большое из малого сделать, 
Куб сотворить ли двойной иль перестроить объем,
Это возможно — и сени расширить, и яму просторней 
выроешь и водоем влагой наполнишь двойной.
Вот мой прибор: меж линеек две средние сразу отыщешь, 
М ежду краями других ты их отметишь концы.
Нужды тебе уж не будет в премудром цилиндре Архита,
В конусе не для тебя высек триоду Менехм, v
И с богоравным Евдоксом изогнутых линий не надо,
Циркулем вооружась, тонкий изгиб находить.
Сдвинув отважно линейки, легко мириады построить 
Средних желанных твоих, с меньшей из данных начав.
Счастлив ты, царь Птолемей, — ты дал вечно юному сыну 
Равноблаженному дар сладкий для Муз и царей.
Зевс, бог вселенной! В грядущем пусть с милостью той же он

примет
Скипетр от царской руки — и да свершится сие.
Тот же, кто жертву во храме великом увидит, да скажет:
— Дар этот Эратосфен людям, измыслив принес»:

Что же представлял прибор Эратосфена, и как же с его по­
мощью можно «мириады построить средних желанных»?

Бронзовая модель «ме­
золябия» Эратосфена сос­
тояла из трех треугольных 
или прямоугольных пласти­
нок, которые можно пере­
двигать вперед и назад 
.между двумя рейками (рис.
21), Вот как описан прибор 
и действие с ним в указан­
ной надписи в храхме. «Для Рле. 21.
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двух данных отрезков найти две средние в непрерывной пропор­
ции. Пусть будут даны линии АЕ и Д0; тогда я сдвигаю плас­
тинки рассматриваемого инструмента так, чтобы точки А, В, Г, 
Д лежали на одной прямой. Так как АЕ и BZ параллельны, то 
КА и КВ имеет то же отношение, как КЕ и KZ, а поскольку AZ 
и ВН тоже параллельны, то в том же отношении будет KZ и КН. 
Таким образом, КЕ будет к KZ как KZ к КН. Но так же отно­
сятся друг к другу и АЕ к BZ, а также и BZ к ГН. Совершенно 
также докажем что BZ относится к ГН как ГН к ©Д. Таким 
образом, АЕ, BZ, ГН и Д0 образуют (непрерывную) пропор­
цию. Следовательно, для двух заданных (отрезков) найдены 
две средние пропорциональные.

Если же заданные отрезки не равны АЕ и Д0 , то мы полу­
чим средние пропорциональные; если сделаем АЕ и Д0 им про­
порциональными; затем мы вернемся к первоначально данным 
и задание будет выполнено.

Когда требуется найти большее число средних пропорцио­
нальных, то мы возьмем в этом инструменте одной пластинкой 
больше числа средних пропорциональных, которые нужно по­
строить. Доказательство остается тем же самым» [19; 317].

Следовательно, если даны две рейки AM и ЕК, параллельные 
между собой и имеющие пазы, в которых могут передвигаться 
прямоугольники А /  к " \  HAi и к ^ 'к г "  0 Аг, равные закрепленно­
му прямоугольнику AB, ZE, то пр'ямые AZ, A 'iH  и A '20  — диа­
гонали этих прямоугольников. Положим А Е = 2а и А0 = а .  Бу­
дем теперь передвигать подвижные прямоугольники так, чтобы 
точки А, А и точки пересечения диагоналей А /Н , и А2'0  со 
сторонами BiZ и AiH, т. е. точки В и Г лежали бы на одной 
прямой.

Обозначим ГН через х- и BZ через у. Тогда
КА : К В = А Е ; BZ =  KE : KZ =  KZ : KH =  BZ : ГН =  ГН ; А0. 

Вспомнив наши обозначения, мы можем записать
2а (АЕ) : у (BZ) = у  : х (ГН) = х  ; а (А0 )

или
,а : х = х  : у = у  : 2а.

Тем самым и решается задача о построении двух средних про­
порциональных X и у для а и 2а. Если бы требовалось построить 
три средние пропорциональные, то следовало бы взять не две, 
а три подвижные прямоугольника, и провести дальнейшее рас­
суждение как указано выше41.
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Трисекция угла 
и деление окружности на равные части

Возникновение задач „

Деление любого угла на три равные части, или трисекция 
угла, тоже одна из древнейших задач. С этой задачей в древно­
сти были тесно связаны задачи деления окружности (или ее ду­
ги) на равные части и построение правильных многоугольников. 
Происхождение этих задач тоже связано с практической дея­
тельностью, в частности, уметь делить окружность на равные 
части нужно было при изготовлении колеса со спицами, деление 
угла или дуги окружности на несколько равных частей необхо­
димо было такж е в архитектуре, в создании орнаментов, в строи­
тельной технике и в астрономии. Известно, что еще древние ва­
вилоняне умели делить окружность или угол 360° на б равных 
частей. Следовательно, они могли разделить окружность и на 
три равные части. Вероятно, древние египтяне и древние вави­
лоняне умели делить прямой угол (четверть окружности) на три 
равные части. Для этого они могли поступить так: взять на одной 
стороне прямого угла отрезок ОЕ, построить на ОЕ равносто­
ронний треугольник ODE, угол COD будет 60°, а угол A O D =30°, 
остается разделить угол DOE пополам, и тогда прямой угол 
АОС будет разделен на 3 равные части с помощью циркуля и 
линейки (рис. 22). Таким же образом легкс 
на три равные* части и угол СОВ= 4 5 °
(восьмую часть окружности). Равносто­
ронний треугольник ODE, построенный 
на отрезке ОЕ, взятом на ОС, дает угол 
D O B =15°, разделив угол AOD пополам, 
мы и решим поставленную задачу.

Древние египтяне и вавилоняне легко 
делили на три равные части углы 180°
(полуокружность) и 360° (окружность).

В дальнейшем было показано, что

все углы а =  —  , где n = 0, 1, 2, ..., можно 
2“

равные части с помощью циркуля и линейки41. Но не все углы 
можно разделить на три равные части и не на любое число 
равных частей можно разделить окружность с помощью цирку­
ля и линейки. Доказано, например, что такие углы, как 120°, 60,

можно разделить 

А

Рис. 22. 

разделить на три
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40, 20°, не поддаются трисекции с помощью циркуля и линейки, 
и таких углов тоже бесчисленное множество.

Следовательно, в общем случае угол ф нельзя разделить на 
три равные части с помощью циркуля и линейки. Это строго бы­
ло доказано Ванцелем только в 1837 г. Но прежде чем ученые 
пришли к этому доказательству, прошло много сот лет со вре­
мени появления указанной задачи, затрачено было много труда 
на решение ее, получены были при этом многие методы и ре­
зультаты, важные для математики.

Превращение в конструктивные задачи 
(пифагорийская школа)

Известно, что еще bV I—V вв. до н. э. геометрические задачи 
на построение занимали большое место в математических заня­
тиях древних греков. Среди них были и задачи на деление окруж­
ности на 'равны е части или построение равносторонних много­
угольников, а также деление данного угла на равные части.

Еще в пифагорийской школе при изучении свойств правиль­
ных фигур и правильных тел ученые легко справлялись с по-' 
строением правильного 6-угольника, 12-угольника, 24-уголь­
ника..., квадрата, 8-угольника, 16-угольника...

Они умели с помощью циркуля и линейки строить и правиль­
ные 5-угольники, 10-угольники... Многие из них пытались такж е 
вписать в окружность правильные 7-/угольники и 9-угольники с 
помощью циркуля и линейки, но здесь они наткнулись на труд­
ность, которую не могли преодолеть. В связи с этим, вероятно, 
и возник уже в то время вопрос: можно ли разделить окруж­
ность на любое число равных частей или, что то же, построить 
правильный п-угольник?

Занимаясь задачей деления угла на равные части, они уста­
новили, что любой угол можно с помощью циркуля и линейки 
разделить на 2, 4, 8, 16..L, т. е. на 2" равных частей. Они знали 
некоторые углы, которые с помощью тех же простейших средств 
делятся на три равные части. Но, столкнувшись с углами в 60°, 
40, 20, 18°.., которые не удавалось разделить на три равные час­
ти с помощью циркуля и линейки, они уже в V в. до н. э. начали 
искать другие способы решения этой задачи.

Вероятно, в то время им была уже ясна и связь между за­
дачами деления окружности (или дуги окружности) и деления 
угла на равные части. Действительно, если бы можно было с 
помощью циркуля и линейки разделить угол в 120° на три рав­
ные части, то можно было бы и окружность разделить на 9 рав­
ных частей т. е. построить правильный 9-угольник, но это им
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сделать не удавалось. Поиски других механизмов, отличных от 
циркуля и линейки, или использование линий, отличных от 
окружности и прямой, вскоре привели некоторых древнегрече­
ских ученых к положительным результатам, что открывало пер­
спективы дальнейших изысканий в этом направлении.

Некоторое представление о результатах работы древнегрече­
ских ученых при решении задачи трисекции угла можно соста­
вить теперь по «Математическим коллекциям» Паппа42.

Папп говорит, в частности, о том, что для решения задач 
древними применялись окружность и линейка, в другом слу­
чае использовались конические сечения и, наконец, они пользо­
вались такими кривыми, как спирали, винтовые линии, квад- 
ратрисы, конхоиды, циссоиды. Соответственно с этим задачи де­
лились на плоские и линейные. Так как трисекция угла «являет­
ся по природе телесной», поэтому «первые геометры и н$ смог­
ли ее решить с помощью плоских построений, так как они не бы­
ли еще знакомы с коническим и сечениями», с помощью которых 
оказалось «возможным разделить угол на три равные части».

Папп говорит также, что для «дрекних геометров» было ясно„ 
что «нет никакой разницы--— делить ли угол или-дугу».

Но если деление угла или дуги окружности на три равные 
части, говорит Папп, есть задача «телесная», то «деление задан­
ного угла или дуги в данном-отношении будет уже «линейной 
задачей». Папп рассматривает несколько приемов решения той 
и другой задачи, причем не всегда он указывает, кому эти мето­
ды принадлежат.

Он рассказывает и о делении угла (дуги) в данном отноше­
нии. С помощью квадратрисы можно разделить данный угол 
в определенном отношении или на сколько угодно равных час­
тей, в том числе и на 3 .равные части. Этот способ деления угла 
на 3 равные части был одним из первых известных нам и при­
надлежал он, вероятно, Гиппию.

Деление угла и дуги окружности 
с помощью квадратрисы

Как известно из предыдущего, Гиппий в V в. до н. э. построил 
квадратрису и использовал ее для деления любого угла на ка^ 
кое угодно число равных частей. Нам точно не известно, как 
решал эту задачу Гиппий с помощью своей квадратрисы. Но мы 
легко можем представить, как он мог это делать. Пусть квад- 
ратриса ВС построена и дан ^СВАС =  а (или дуга BF) (рис. 
23). Требуется разделить этот угол (дугу) на три равные части. 
При решении этой задачи^поступаем так. Из точки С проведем
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прямую CN, параллельную AD до пересечения с AB. Теперь 
разделим отрезок NB на соответствующее число равных частей 
(в частности — «а 3): BBi =  BiB2= B 2N. Д ля этого на прямой 
NE от точки N откладываем и ( = 3 )  равных частей: NE3= E iE 2=  
=  Е2Е3 ..., соединяем точку Ei с В и из точек Е2 и Ез проводим 
параллельные Е2В! и Е3В2 д о  пересечения с AB в точках Bi и В2.

Е

Из В] и В2 проведем прямые BiCi и В2С2 параллельно NC. 
Точки С] и С2 соединим с точкой А и продолжим эти прямые до 
пересечения с окружностью BFK, тогда прямые ACi и АС2 раз­
делят угол АВС =  а  на три равные части43, а точки на окруж­
ности Fi и F2 разделят дугу BF на три равные части. Д оказа­
тельство вытекает из определения квадратрисы.

Таким образом, первое из известных точное решение задачи 
трисекции угла было произведено в V в. до н. э. с помощью ме­
ханической (трансцендентной) кривой. За  этим решением по­
следовали и другие решения. Причем оказалось, что эта задача, 
так же как и задача об удвоении куба, решается и с помощью 
некоторых так называемых геометрических кривых (например, 
конические сечения, конхоида).

Папп приводит и другие методы трисекции угла без указа­
ния авторов и времени появления их.

Заметив, что «мы умеем делить прямой угол на три равные 
части», он говорит далее, что задача о делении любого угла 
на три равные части сводится к делению на три части острого 
угла, так как если он окажется тупым, то мы всегда можем вы­
делить из него прямой, и остаток будет острый угол.
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Метод вставок

В своих «Математических коллекциях» Папп показывает, 
к чему сводится трисекция острого угла с помощью способа 
вставок. Изложение Паппа обычно дается в таком виде.

Пусть дан острый угол АВГ (рис. 24), из некоторой точки 
на одной его стороне, например из А, опустим перпендикуляр 
АГ на другую сторону угла, и, дополнив параллелограмм TZ,
продолжим сторону ZA до Е. Точку Е на продолжении ZA вы­
берем так, чтобы отрезок ДЕ прямой BE ■ был равен удвоенному 
отрезку AB. Тогда он утверждает, 
что угол ЕВГ является третьей ча- А
стью заданного угла АВГ. Д ока­
зательство это проводится так. Р аз­
делим ДЕ пополам точкой Н и соеди­
ним А и Н, АН, как медиана прямо­
угольного треугольника ДАЕ, будет ^ Г
равна Д Н = Н Е . Значит, ДЕ вдвое • Рис. 24.
больш е'АН. Но ДЕ также вдвое
больше и AB; следовательно, В А = А Н  и угол А В Д = углу  АНД. 
Но угол АНД вдвое больше угла АЕД или угла ДВГ; итак, угол 
АВД вдвое "больше угла ДВГ. Теперь остается разделить попо­
лам угол АВД, и угол АВГ будет разделен на три равные части.

Здесь все верно, но вопрос об определении положения точки 
Е на продолжении ZA остается открытым: найти «вставку»
Д Е = 2А В  с помощью циркуля и линейки невозможно. Можно 
это сделать с помощью линейки с делениями. Папп предлагает 
это делать с помощью гиперболы и окружности44.

Возможно, что «метод вставок», который используется в 
этом случае, был известен еще в V и IV вв. до н. э. Некоторые 
же ученые приписывают его изобретение Архимеду.

Трисекция угла в работах Архимеда

Можно считать, что Архимед дал два решения рассматривае­
мой задачи: I) с помощью его спирали угол можно, разделить 
на любое число равных частей; 2) с помощью предложения 8 
«Книги лемм» угол делится на три равные части.

Рассмотрим сначала деление дуги АНГ (или угла большего 
л) в данном отношении (или на любое число равных частей).

В своем знаменитом сочинении «О спиралях» Архимед опи­
сал многие свойства своей спирали и сформулировал ряд пред­
ложений, которые дают возможность разделить любую дугу 
окружности в данном отношении, что, как мы знаем, равносиль-
4  С. Е. Белозеров 49



но делению центрального угла,'со­
ответствующего этой дуге, на лю­
бое число равных частей.

Допустим, что дана спираль 
(рис. 25) ВАГ. Радиусом ВГ по­
строим окружность ГАН. Требуется 
разделить дугу АНГ в данном отно­
шении. Пусть это отношение равно 
отношению АЕ к BE. Тогда из точ­
ки В радиусом BE опишем окруж- „ 
ность. Она пересечет спираль в ка­
кой-то точке Z. Соединим В с Z и 
продолжим BZ до пересечения -с 
окружностью в точке Н. На осно­
вании свойства спирали, выявлен­
ного Архимедом (предлож. XIV)',

AB : BE (BZ) = А Н Г  : ГН и AE : В Е = А Н  : НГ.

Но ДЕ : BE равно данному отношению; следовательно, и дуга 
АНГ разделена в заданном отношении. Таким образом, если 
отрезок AB разделим на 3, 4, ... равные части и проведем соот­
ветствующие рассуждения и построения, то дуга АНГ (а сле­
довательно, и соответствующий ей угол) разделится на _3, 4, ... 
равные части.

Второй способ деления угла на три равные части содержит­
ся в «Книге лемм» Архимеда.

Восьмое предложение «Книги лемм» гласит: «Если в круге 
как-нибудь проведена линия AB (рис. 26) и продолжена на

прямой, на ней отложена ВС, рав­
ная полудиаметру круга, получен­
ная точка С соединена с центром D 
круга и соединяющая прямая про­
должена до Е, то дуга АЕ будет 
втрое больше дуги BF.

При доказательстве этого ут­
верждения Архимед рассуждал так: 

Проведем EG параллельно AB и 
Рис. 26. ■ проведем соединяющие прямые DB’

и DG. Так как два угла DEG и 
DGE равны, то угол GDC будет вдвое больше угла DEG. И так 
как угол В DC равен углу BCD, а угол CEG равен углу АСЕ, 
то угол GDC будет вдвое больше угла CDB и весь угол BDG 
втрое больше угла BDC и дуга BG, равная дуге АЕ, будет

Л

Щс. 25.
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втрое больше дуги BF. А это и есть то, чего мы хотим. Таким
w

образом, Архимед доказал, что AE =  3BF.'
Из доказательства Архимеда вытекает и такое доказательст­

во деления угла на три равные части. Пусть требуется разде­
лить на три равные части данный угол ADE. Из точки D, как 
из центра ,опишем окружность радиусом D E = D A . Продолжим 
ED и найдем точку С на ED такую, чтобы CB =  DE и прямая СВ

проходила через точку А. Тогда /C B C D = —  Z -АДЕ, что чита­

тель может доказать сам.
На основании сказанного выше и был сделан вывод, что Ар­

химед создал метод «вставок», хотя есть предположение, что им 
пользовался еще Гиппократ Хиосский.

Трисекция угла с помощью конхоиды
Во II в. до н. э. Никомед написал сочинение «О конхоидаль- 

ных линиях». Прокл утверждает, что Никомед гордился откры­
тием конхоиды и применил ее при решении двух знаменитых за­
дач: при удвоении куба и трисекции угла. Конхоида некоторой 
кривой (прямой) — плоская кривая, получающаяся уменьше­
нием (увеличением) полярного радиуса каждой точки кривой 
на одну и ту же величину46.

Как же с помощью конхоиды разделить данный угол на три 
равные части? Сохраняя ход мысли древних, но используя совре­
менную символику, задачу о делении данного угла РОМ (рис. 
27) можно решить так: проведем прямую PM  -L ОМ, отложим 
М К = 2 0 Р . Построим конхоиду имеющую в К точку, наиболее 
далеко отстоящую от прямой РМ так, чтобы РМ  была для нее 
асимптотой. Проведем РЕ || OK и соединим точку Е с точкой О.

Тогда Z JE O K =  -g- Z-POM. Докажем это. По свойству конхоиды
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Х Е = М К = 2 0 Р . Пусть H середина отрезка ХЕ, т. е. Х Е = 2Х Н , 
треугольник ЕРХ — прямоугольный, PH — медиана, проведен­
ная из прямого угла на гипотенузу, тогда Р Н = Н Е .

Следовательно, А Р Е Н  =  А Н Р Е = А М О Х . Так как ОР =

= у - Х Е  и Р Н =  j -ХЕ, то ОР =  РН. Значит A P H O  =  A PQ H . 
Но А Р О Н = А Р Н О = 2  А Н Е Р = 2  А М О Х = 2  А Н Е Р .

Откуда следует, что А М О Х =  -j-A M O P , что и требовалось 

доказать46.

Трисекция угла 
с помощью конических сечений

Известно, что Менехм использовал конические сечения (па­
раболы и гиперболы) для удвоения куба. Папп указал47 два 
способа деления угла на три, равные части с помощью кониче­
ских сечений [118; 235]. Один из этих способов с помощью на­
шей символики и аналитической геометрии можно изложить 
следующим образом.

Дан угол САВ (рис. 28), который нужцо разделить на три
равные части. Выбираем на одной 
из сторон точку С и из нее опускаем 
перпендикуляр на другую сторону 
угла! И з'точки А радиусом A C = R  
описываем полукруг. На ZA и ZC 
строим прямоугольник ZCGA. При­
мем ZAD за ось OX, a ZC -г- за ось. 
ОУ и положим Z A = a , a A G = b . 
Из точки С, как  из центра, радиу­

сом 2R описываем окружность, уравнение которой (х—а ) 24- 
+  (у—b )2= 4 R 2.

Построим теперь ветвь гиперболы, проходящей через точку 
G (а, Ь), для которой оси координат — асимптоты; уравнение 
ее будет x y = a b . Решив совместно уравнения (х—a )2-j- (у—Ь)2=  
= 4 R 2 и x y = a b , найдем координаты двух точек пересечения. 
Взяв ту, у которой абсцисса больше, а ордината меньше, опреде­
лим точку I. Опустим из этой точки перпендикуляр на ОХ, най­
дем точку F и, соединив ее с точкой С, получим

A C F A =  -V < C A B 48.
з

Из сказанного о трисекции угла видно, что древние знали 
несколько способов деления любого угла на три равные части и 
деления его в данном^й-ношении.
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Деление окружности на равные части 
(построение правильных многоугольников)

Деление окружности на п равных частей равносильно деле­
нию угла 2л на п частей. Деление окружности на 360 равных

л.
частей легко сводится к делению угла —  на 60 частей илиО
Л

—  на 30 частей; деление же угла 45° на три раввыё части 
6

1 '
сводится или к делению — части окружности на три равные

8

части или всей окружности на 24 части.
Но задача о делении окружности на равные части естествен­

но связывается и с построением правильных многоугольников. 
Разделив, например, окружность на 6 равных частей, тем самым 
можно вписать в круг правильный шестиугольник.

Еще в школе Пифагора умели с помощью циркуля и линей­
ки строить правильные многоугольники с числом сторон. 2", 
2 “3, 2 “5, где п = 1 ,  2, ... , т. е. они знали, как построить квадрат, 
восьмиугольник, шестнадцатиугольник..., треугольник, шести­
угольник, двенадцатиугольник, пятиугольник, - десятиугольник... 
Антифон, Бризон, Архимед и другие ученые строиди правильные 
многоугольники подобного рода с большим числом сторон, а 
следовательно, они умели с помощью циркуля и линейки де­
лить окружность на 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, ... равных частей. Эти 
задачи теперь успешно решают и наши школьники. Но если 
внимательно посмотреть на приведенный ряд чисел, то можно 
заметить, что в нем нет чисел 5, 7, 9, 10, 11, 13, 15, 17, 19, 
20, ... Хотя задача построения правильных пяти-, десяти-, два­
дцати-, пятнадцатиугольников и оказалась трудной, но с н ей . 
удалось справиться древним грекам тоже еще в школе Пифаго­
ра. Нам точно не известно, как строили правильный пятиуголь­
ник сами пифагорийцы, но достоверно известно, что пятиуголь­
ник («Пентагон») играл особую роль в .религиозно-мистической 
секте пифагорийцев.

В «Началах» Евклида, где систематизированы и результаты 
работ пифагорийцев, в предложении 11 четвертой книги постав­
лена задача: «В данный круг вписать равносторонний и равно­
угольный пятиугольник», а в 12 предложении «Около данного 
круга описать равносторонний и равноугольный пятиугольник». 
Здесь дано и решение этих задач. При решении первой из них 
Ьвклид строит равнобедренный треугольник ВЕС (рис. 29) так,- 
чтобы каждый из углов при основа'нии был в два раза больше
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угла ВЕС (возможность построе­
ния такого треугольника он показы­
вает в предыдущем предложении). 
Затем описывает около треугольни­
ка ВЕС круг BAEDC, оде точки А 
и D делят дуги BLE и СЕ пополам; 
соединив эти точки с вершинами В, 
Е и С, Е, получим пятиугольник 
BAEDC^ И Евклид обосновывает 
далее, что «пятиугольник BAEDC 
равносторонний и равноугольный»49.

Тем самым открывалась возмож­
ность строить правильные много­

угольники с числом сторон 5-2“. В дальнейшем были найдены 
и другие способы построения правильного пятиугольника. Так, 
например, Птолемей (II в. н. э.) стороны правильного вписан­
ного в круг пятиугольника и десятиугольника предложил 
строить так; дан круг (рис. 30), радиус его ОА делим пополам 
(точка С), из С, как из центра, радиусом CD описываем дугу 
DI. Птолемей' утверждает, что 01 есть сторона правильного 
десятиугольника, a ID — сторона правильного пятиугольника50.

Древние греки умели строить и пра­
вильный пятнадцатиугольник. Нам не р
известно, кто первый из древнегреческих 
ученых разделил окружность на 15 рав­
ных частей, не известно также, позаимст­
вовал ли у кого Евклид или сам предло­
жил им открытый способ решения этой 
задачи, .но у него в «Началах» (предло­
жение 16 четвертой книги) сформулиро­
вана такая задача: «В данный круг впи­
сать пятнадцатиугольник равносторон­
ний и равноугольный».

Построив правильные треугольник и 
пятиугольник (рис. 31), Евклид замечает; если допустить, что 
круг разделен на 15 равных частей, то таких частей «в обводе 
ABC, являющемся третью круга, будет пять, в обводе же AB, 
являющемся пятой частью круга, будет три; значит в остаю­
щемся обводе ВС p a i B H b i x  долей будет две». Разделив затем 
дугу ВС пополам точкой Н, он заключает, что каждый из обво­
дов ВН и НС будет пятнадцатой частью круга. Соединив точки 
В и Н, а также С и Н и откладывая равные отрезки в круге, 
мы получим правильный пятнадцатиугольник, вписанный в круг..

Правильные многоугольники с числом сторон 7, 9, 11, ... древ-

£

Рис. 29.

54



Рис. 31.
ние тоже пытались построить с помощью циркуля и линейки, но 
это им не удавалось. После этих неудачных попыток они стали 
искать способы построения правильных семиугольников, девяти- 
угольников, с помощью других инструментов или линий, отлич­
ных от прямой и окружности51.

И на этом пути им удалось получить важные результаты. 
Мы здесь рассмотрим только деление круга на семь равных час­
тей. Этот вопрос решен в сочинении Архимеда «Книга о построе­
нии круга, разделенного на семь равных частей» [5; 401—415].

Непосредственное отношение к интересующему нас вопросу 
имеют предложения 17 й 18 указанного сочинения Архимеда. 
В предложении 17 Архимед показывает, как можно данный от­
резок разделить на три части в указанном отношении. Возьмем 
квадрат ABDC. Проведем диагональ ВС и прямую DFG так, 
чтобы площадь треугольника CDF равнялась площади треуголь­
ника AGH. Через точку пересечения диагонали ВС и прямой 
DFG проводим прямую KFL 
параллельно АС (рис. 32).
Тогда, говорит АрХимед, я 
утверждаю, что площадь пря­
моугольника AB • КВ равна 
квадрату на G А, площадь 
G K *A K =K B 2 и каж дая из ли­
ний ВК и GA длиннее линии 
АК.

Доказательство: Так как
C D -F L = G A -A H , toC D :G A  =
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= A H  : FL. Так как треугольники йД Н  и GKF подобны тре­
угольнику FLD, то АН : F L = G A  : L D = G A  : КВ. Следовательно, 
AB : G A = G A  : КВ. Точно также: FL : K F = L D  : GK или GK : LD 
(K B )= K B :L C  (AK). Откуда и получается A B *K B =A G 2 и 

~ G K 'A K = K B 2. Что и требовалось доказать. Таким образом, при­
няв линию BG (AB) за хорду будущего круга, в который впи­
шется правильный семиугольник, мы и разделим ее в нужном 
отношении точками К (D) и А (С). Затем Архимед переходит 
к основному предложение (18). В 18 предложений Архимед го­
ворит: «Мы хотим построить круг, разделенный на семь равных
частей»:

Строится этот круг так: берет­
ся некоторая прямая AB — хор­
да будущего круга, в который 
будет вписан затем правильный 
семиугольник (рис. 33), делим
AB в точках С и D так, чтобы

A AD C D = B D 2; СВ B D = A C 2.
Построим треугольник CED так, 
чтобы СЕ =  СА и D E = D B . По­
лученная таким образом точка Е 
будет третьей вершиной тре­
угольника АВЕ, около которого 

Н опишем круг, а прямая BE будет
стороной семиугольника, вписан- 

Рис- 33- ного в этот круг. Но то, что
BE — сторона семиугольника, надо доказать. С этой целью 
прямые ED и ЕС продолжаем до пересечения с окружностью в 
точках Н и G. Соединим прямой точки В и G, точку F — пересе­
чения BG с ЕН соединим с точкой С. Треугольник АСЕ —  рав­
нобедренный. Угол САЕ, опирающийся на дугу BE, и угол СЕА— 
на дугу AG, равны между собой. А следовательно, равны между 
собой и дуги BE и AG. По построению A D -C D = B D 2= D E 2, т. е. 
AD : D E = D E  : DC. Так как в треугольниках ADE и CDE угол D 
общий, а стороны, его заключающие, пропорциональны, то эти, 
треугольники подобны. Отсюда следует, что угол СЕ1)= у гл у  
DAE и дуги H G = B E = A G . Тогда линии АЕ и BG параллельны 
и Z.A EC= Z.ABG. Так как угол CGF равен углу CBF, как опи­
рающийся на равные дуги, то и углы CED и DBF равны между 
собой. Так как D E = D B  по построению, то BDE равнобедрен­
ный треугольник, a BF СЕ равнобедренная трапеция. Так как 
треугольники EBF и ЕВС равны, то и

B F— ЕС =  СА, B D = D E , D F = C D , F E = C D + D B .
Из соотношения C B -B D = A C 2= E C 2 следует, что СВ :Е С = Е С  :
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BD или EF : F C = F C  : ED; значит треугольники ECD и ECF с об­
щим углом Е будут подобны: F E -E D = E C 2. Из подобия тре­
угольников EDC и EFC получаем A D C E = = A E F B = A E F C =  
А Е В С = Z.D C E= 2  ACAE.

Следовательно, дуга Е А = 2ВЕ. Из равенства углов DEB и
КУ

DBE заключаем, что Н В = А Е = 2 В Е . Разделив Ьуги ЕА и НВ

пополам, получим еще четыре дуги, равные BE, а весь круг бу­
дет разделен на семь равных частей.

Таким образом, ряд важных задач, возникших в свое время 
из практических потребностей, древние греки подняли до уров­
ня теоретических конструктивных задач и указали многие спо­
собы решения их52.

У других народов Древнего мира

И з сказанного в этой главе видно, что на первом этапе исто­
рии рассматриваемых задач заметный след оставили древние 
египтяне и вавилоняне, а во втором периоде в теорию этих задач 
внесли основной вклад древние греки.

Но с этими задачами в то время сталкивались и другие на­
роды. Есть основания считать, что задачи о вычислении площади 
круга и длины окружности, деление на равные части угла и 
окружности пытались решать китайцы и индийцы, римляне,, 
предки народов, населяющих территорию СССР и др.

Так, например, знаменитый римский архитектор и строитель 
Витрувий (2-я половина' I в. н.. э.) в книге «Архитектура» счи­

тал, что длина окружности при диаметре равном 4 будет 12— •

В известных китайских сочинениях, написанных в первых столе­
тиях н. э., «Математика в девяти книгах» [71] и др. решались

С
и такие задачи, в которых нужно было уметь находить—  = я .

d
Вот одна из задач: имеется круглое поле, обвод 300 бу, диаметр 
100 бу. Каким будет поле?

г. 1 ^  d Cd
Решаются такие задачи по рецептам: Skp=  —  С — , —

з с 2
~  d2, —  • 3, объем цилиндра находился по рецепту, который

C2h
можно выразить с помощью формулы У д =  • Во всех этих
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случаях получается я = 3 ,  они получали и более точные значения 
—  355

для я  : У10, j j j и др.

В Индии, в сочинении «Правила ве­
ревки» (VII—V в. до н. э.), дается, в ча­
стности, такой способ построения круга, 
равновеликого данному квадрату. Стро­
им круг радиуса ОР (рис. 34), вписываем 
квадрат. Отрезок HP делим на 3 равные

части: Н К = —  H P, затем радиусом OK 
3

проводим круг, утверждали, (без дока­
зательства), что этот «руг равновеликий 
квадрату. В этом случае я  равно 3,168. 
В других случаях индийцы полагали, что 

сторона квадрата, равновеликого кругу с диаметром d, равна 
12 676

I — —  d, а также считали, что я равно —  ==3,004. В даль- 
15 - 225

нейшем в Индии были получены и другие результаты.
Предки народов Советского Союза в ту эпоху тоже решали 

задачи о вычислении площади круга и длины окружности, деле-, 
ний угла и дуги окружности на равные части, возникавшие в 
практике, пользуясь тоже некоторыми рецептами (см. IV главу).

Примечания к главе I

1 Из истории известно, например, что еще в каменном веке человек 
-строил себе жилище в виде шалаша -тонической или полусферической фор­
мы. При этом люди фактически решали две конструктивные задачи: построе­
ние окружности, ограничивающей круглый пол шалаша, и деление окружно­
сти .на равные части, чтобы наметить места, в которых будут  воткнуты 
ж ерди или прутья, образующие остов шалаша.

2 Возраст колеса, .найденного при раскопках в Болгарии, определяется  
с помощью радиоактивного анализа: 5830±-50 лет. Изготовление колес пред­
полагало умение измерять длину обода (окружности) и деление окружности  
(обода) на1 равные части (для колес со  спицами).

3 «Папирус» — особый род «бумаги», который египтяне изготовляли из 
растения папируса, росшего на берегах Нила, «писали» египтяне с помощью  
краски «иероглифами» (рисунками), затем иероглифическое письмо’ было за ­
менено иератическим (скорописью).

4 Древние вавилоняне «писали» на сырых глиняных дощечках, выдавли­
вая палочкой, заканчивавшейся клинком, различные знаки* потому и письмо 
их называют клинописью.

5 Хотя науке известно имя математика Имхотепа —  автора проекта и 
расчетов знаменитой ступенчатой египетской пирамиды, жившего около
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3000 г. до н. э., но нам ничего не известно о «рецептах», по которым он 
вычислил «круглое».

6 Локоть — старинная линейная мера, немного менее 0,5 метра.
7 Науке пока не известно, как египтяне получили этот рецепт. Некото­

рые ученые полагают, что они при этом покрывали площади круга -и квад­
рата одни м—с п л о шны м слоем мелких зерен и затем подсчитывали число их. 
А. И. Раик предложила свою реконструкцию получения египтянами этого 
рецепта- Г#6; 361.

8 Круговая луночка — часть плоскости, ограниченная дугами двух  
окружностей, имеющих общую хорду.

9 Рекомендуется читателям (особенно школьникам и студентам):
а) проверить рецепты древних, указанные в этом параграфе., устано­

вить степень точности их;
ш

б) определить, на какой части диаметра круга —  d надо построить

( ш \  2 С
—  d ) следовало бы ( =  я ) = 3 ,1 4  и

3,1415, ( m <  п — наи меньшие целые чи с л а ) ;
в) выяснить, какая ошибка будет допущ ена, если принять пример 

правильного |12-угольника за длину окружности;
г) вычислить приближенные значения ta и ta, заменив луночки фи­

гурами, ограниченными сторонами правильных 12-угольников, впи­
санных в данные круги;

д ) подумать над возможными реконструкциями путей получения древ­
ними египтянами и вавилонянами рецептов для вычисления площа­
дей круга и луночек, длины окружности, хорды и стрелки.

10 Рекомендуется:
а) тем, кто не знаком с решениями этих задач  на построения, ознако­

миться с ними по учебник а.м геометрии ;
б) построить отрезок, равный У5 — УЗ;
в) превратить данный треугольник в равновеликий ему квадрат.

11 Вопрос о «совпадении» многоугольника с  кругом, а 'Также и другие 
аналогичные вопросы математики и философии вызывали жаркие споры сре­
ди ученых Древней Греции. Например, Симплиний в комментариях к «И сто­
рии геометрии» Евдема писал по этому поводу, что «мы никогда не достиг­
нем окружности круга, д а ж е  если бы деление продолжалось д о  бесконечно­
сти». Такого рода споры оказывали, по-видимому, влияние и на направление 
их исследований и на понимание необходимости строгих доказательств в 
математике.

12 Развитие этих идей и идей Архимеда в дальнейшем привело к поня­
тию определенного интеграла, способствовало появлению интегрального ис­
числения. 1

Предлагается:
а) установить величины ошибок при вычислении площади по способу  

Бризона при п = 3 , 4 и  6;
б) установить ошибочность утверждения, что «м еж ду площадями  

правильных вписанного и описанного многоугольников среднепоо- 
порциональная есть площадь описанного многоугольников с уд-

,  , . Sn +  Sn' 0
военным числом сторон» |2'1, 4 1 1, т. е. ч т о  - --------— Ьгп;

в) построить циркулем и линейкой квадрат, равновеликий данному  
правильному шестиугольнику.
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13 Например, Демокрит говорил: «Найти одно научное доказательство  
для меня важнее, чем овладеть всем персидским царством»-.

14 Д о  Платона при решении задач на построение пользовались тож е  
преимущественно циркулем и линейкой, но это объяснялось, по-видимому, 
тем, что долгое время известны были только эти «орудия геометрических 
построений». После того как в V в. д о  н. э. стали появляться и использо­
ваться в геометрии некоторые новые кривые и механизмы их вычерчивания, 
циркуль и линейка оставались «более простыми приборами», а прямая и 
окружность —  «более простыми линиями». Идеалист Платон, рассматривая 
геометрию как «идеальную науку», считал недопустимым решение ее задач  
с помощью «механических способов» (не циркулем и линейкой), так как, по 
его мнению, при этом «благо геометрии устраняется и разруш ается, ибо мы 
снова низводим ее * к чувственному миру, вместо того чтобы поднимать и 
насыщать ее невещественными, мысленными образами точно так, как делает  
это бог...». В дальнейшем ученые пытались дать и рациональное объяснение 
предпочтению циркуля и линейки (окружности и прямой) по сравнению с 
другими кривыми. Одно из этих объяснений: прямая и окружность —  един­
ственные линии постоянной кривизны на плоскости.

15 О популярности этой задачи в Древней Греции в указанный период 
можно судить и потому, что почти все математики того времени занимались 
этой задачей, а также и потому, что об этой задаче говорилось да ж е  в тр- 
ких сочинениях, как комедия Аристофана «Птицы» (416 г. д о  н . . э . ) . Один 
из персонажей, этой веселой комедии (Метон) .рассказывает* как он распла­
нирует воздушный птичий город: в середине города буд,ет круглая базарная  
площадь; затем он говорит: «Возьму линейку, проведу прямую, и мигом круг 
квадратом обернется. Н у как на солнце. Хотя оно само и круглое, а ведь  
лучи прямые...» Метонова квадратура, конечно, только шутка, но то, что на­
учная проблема стала забавой для театральной публики, говорит о популяр­
ности этой задачи.

16 Доказательства этих теорем даны Евклидом в «Началах» без ссы­
лок на Гиппократа (см. предлож. 2 кн. XII и предлож. 31 кн. III). П редла­
гается сравнить доказательство Евклида с современным доказательством  
этих теорем.

17 Эти и следующие цитаты о Гиппократе в основном из Г5; 530 и ел ] .
18 Здесь заметим, что Гиппократ при определении квадрируемости луно­

чек в оонову клал подобие сегментов, в XVIII в. необходимым :и достаточ­
ным условием квадрируемости луночек считали равенство секторов, ограни­
ченных дугами, образующими луночку, и вытекающее отсюда равенство

m sin2n@— nsin2m 0 ^

при ш и п  взаимно-простых целых числах, где т 0  =  а  и n@ =  ß центральные 
углы дуг, образующ их луночку. В дальнейшем были внесены уточнения в 
определения необходимых и достаточных условий.

С этой точки зрения Гиппократ нашел три случая квадрируемых луно­
чек, для которых а  : ß = m 0  : n 0 = m  : п = 2  : 1, 3 :  1 и 3 : 2.

19 Предлагается доказать, что:
а) площадь луночки

S A aB ßC y =  S AOiOsAi = S  A aB a + S  BßCb (cM' рж ’ &)' ~

б) площадь сегмента III равна сумме площадей сегментов I и II;
в) луночка А а'ау ' квадрируема, и площадь ее связана с площадью

S A«BßC V (СМ- рИС- 6 ) -
20 Рекомендуется:
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а) построить циркулем и линейкой трапецию со сторонами 1, 1, I и 
УЗ -и разделить ее на три равновеликие части;

б) доказать, что:
1) сегмент DABC больше полукруга или что угол DBC — острый;
2) площади секторов DO iCBAD и D C ^C B D  равны;
3) площадь луночки DA aBCßD равна площади прямолинейной фигуры 

DC^'COiD и что последняя, в свою очередь, равна площади трапе­
ции DABC;

4) площадь луночки D A aBCßD равна сумме площадей трех луночек I, 
II и III;

;5) луночка D 'D ß C C 'a 'D ' будет квадрируемой;
6) сущ ествует определенная зависимость м еж ду площадями луночек, 

если продолжить аналогичные построения (в сторону увеличения н 
уменьшения радиусов).

21 Сам Гиппократ, по-видимому, не указал, каким способом он пользовал­
ся при проведении «вставки» EZB. Цейтен [93] и Ван дер Варден [19] 
справедливо указывают, что построение EZB сводится к составлению и реше­
нию квадратного уравнения относительно Е Н = х  или Z B = y .  Следовательно, 
построение EZB, а значит и прямолинейной фигуры, равновеликой луночке, 
для которой m : п = 3  : 2, возможно циркулем и линейкой.

. Предлагается доказать:
1) Что если обозначить ЕН через х, а ZB — через у, то уравнение, к 

которому сводится задача построения трапеции ЕКВН, будет
2x2 — З х — 3 = 0 ;

2) Что доказательство теоремы: «Луночка, для которой выполняется 
условие m : n = 3 f:2 , квадрируема циркулем и линейкой», можно на-

. чать следующим образом: построить трапецию ЕК ВН , где Е К = К В  =
3 +  1/33

=  В Н =  1 и Е Н =  —  --------- * , затем описать окружности вокруг тоа-
4

пеции ЕКВН и вокруг треугольника EZH.
3) Как можно преобразовать фигуру EKBHZE в равновеликий квадрат; 

будет ли квадрируемой луночка E tE H H iZ iE i, где EH =  EEi =  H H i.
4) Что сегменты на EZ и ZH подобны сегментам на ЕК, КВ и ВН, 

угол Н ВЕ —  тупой, сектор E O iH B K E = сектору EO2HZE, отношение 
a  : ß — 3 : 2.

5) Что S j i“- S jjo ĥo Ê •
22 Вопрос о том, как удалось Гиппократу «напасть» на эти три случая 

квадрируемых луночек, остается неясным. Дальш е будет показано, что с по­
мощью алгебры удалось обнаружить еще два случая квадрируемых луночек 
(щ : п = б  : 1 и 5 : 3) и доказать, что этими пятью случаями и исчерпываются 
квадрируемые циркулем и линейкой круговые луночки.

23 Ошибки, связанные с историей и теорией квадратуры луночек, нередко 
встречаются и у современных авторов (см. гл. IV]..

24 Рекомендуется:
а) найти центр круга A 'ß 'C / при построении сегмента A 'ß'C 'B ';
6) построить квадрат, равновеликий «луночке и кругу»;
в) доказать, что луночка A 'B'C'ß' не совпадает ни с одной . из трех  

рассмотренных выше луночек и отдельно не квадрируется;
г) найти другие луночки, которые квадрируются вместе с кругом «ли  

с его частями.
25 На чертеже воспроизведена только часть кривой квадратрисы. 
Рекомендуется:

а) восстановить всю эту кривую; ^
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б) найт!и уравнение квадратрисы в декартовой системе координат

1 _
4. ях л

y =  x c t g —  и в полярной системе координат р = г ------------ , где
2г СОБф

r = A B , p =  CFK, ф — у год  АСЕ„;
в) построить механизм, осуществляющий построение этой кривой;
г) ответить на вопросы: достаточно ли знания способа спрямления ок­

ружности для квадратурьг круга? и как найти точку М?
26 См. комментарии М орд ух а й- Б олто век ого к «Началам» Евклида 

[44; 326, 330] и комментарии Веселовского к «Сочинениям» Архимеда  
[5; 52& и е л .] .

27 Архимед рассматривал спираль как след равномерного движения точки 
в плоскости по прямой, в то время как прямая равномерно вращается вокруг 
точки А (см. рис. 13) как вокруг центра. Спираль Архимеда (современное 
уравнение р =  аф), так ж е как и квадратриса, «механическая» кривая.

28 Полное доказательство этой теоремы ем. [5, 246 и ел.]. Рекомендуется:
а) получить уравнение спирали Архимеда и установить, где она ис­

пользуется;
■б) построить прибор для вычерчивания спирали Архи.меда и построения 

с ее помощью отрезка прямой, равного п .
29 Рекомендуется:

а) доказать эту теорему современными методами;
б) преобразовать площадь, треугольника Е в квадрат.

30 В тексте, дош едш ем до нас, она значится как 3-я теорема, но последова­
тельность теорем была, очевидно, установлена после Архимеда ошибочно, так 
как логически она долж на предшествовать следующей теореме..

31 Показать:
10 л 1

а) какое из чисел или ^ - у -  ближе к истинному значению я;

б) какое долж но быть п (число сторон многоугольников), чтобы по­
лучить я = 3 ,1 4 1 .

32 Показать, как можно улучшить отношение «круга» к квадрату его 
диаметра, меняя CZ.

33 Ван дер Варден [19; 222], в частности, утверждает, что эта задача  
«возникла как перевод вавилонского кубического уравнения x3= v  на язык 
пространственной геометрической алгебры», но он не приводит фактов, под­
тверждающих это предположение.

34 Историки считают, что некоторые греческие мифы о Миносе «содерж ат  
в себе зерно исторической правды» (В. С. С е р г е е в .  История Древней  
Греции, изд. 2, 1948, стр. 63).

35 Кстати заметим, что на основании подобных легенд некоторое древние 
и буржуазные историки математики' без фактических оснований приписыва­
ли П латону многие открытия в математике.

М. Я. Выгодский в работе «Платон как математик» (ем. сб. «За мате­
риалистическую диалектику в математике», 193d) убедительно показал не­
состоятельность такого взгляда на Платона.

36 Рекомендуется:
а) учащимся с помощью преподавателя построить модель механизма 

Архита и продемонстрировать на одном из занятий в кружке;
б) студентам —  получить уравнения указанных поверхностей, уравне­

ния линий пересечения поверхностей и координаты точки пересече­
ния этих линий.

37 Решение, приписываемое Евтокием Платону, т. е. с помощью прямых
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углов («плотничных угольников»), как утверждают Ван дер Варден* 
г 19 ; 225], Н. И. Веселовский [5; 479] и другие ученые, «вне всякого сомне­

ния* является подложным». Известно, что Податои резко порицал за такие 
«механические» »решения этой задачи Архита, Евдокса и* Менехма. Решение 
нами задач с помощью прямых углов см», гл. IV.

38 О. Беккер в книге D as m athem atische Denken der Antike приводит  
способ построения двух средних пропорциональных, который Таннери при­
писывает Евдоксу, и рассматривает второй способ, который «мог бы даты  
Евдокс». ^

39 Показать, какие следует взять уравнения параболы и гиперболы* 
чтобы решить обобщ енную задачу: увеличить (уменьшить) данный куб с
ребром а в р раз?

40 Показать:
а) что построение трех средних пропорциональных м еж ду а и 2а при* 

водит к задаче х 4==2а4;
б) можно ли с помощью прибора Эратосфена решить обобщенную за ­

дачу удвоения куба: х 3 =  ра3?
41 Рекомендуется:

а) разделить угол ф = 2 2 ,5 °  на три равные части; т
 ̂ л

б) показать, какие углы кроме а — ГГ" можно разделить на триZ
равные части циркулем и линейкой?

42 Выдержки из этой части труда П алпа приводятся в «комментариях к 
«Книге Лемм» Архимеда [5; 606].

43 Доказать, что прямые ACi и АС2 действительно делят угол ВАС =  а  
на три равные части и что с помощью квадратрисы можно разделить угол а  
(дугу BF) на сколько угодно равных частей.

44 Рекомендуется:
а) показать, как это можно сделать и

б) использовать конхои;у (см. стр. 51) для построения АЕ.
45 Предлагается:

а) построить прибор для черчения конхоиды;
б) получить уравнение конхоиды (х .— а )2(х2 -Ь у2) —  d2x2= 0  или. +

ар =   ± а  и. исследовать его.
coscp

46 Ответить на вопрос: можно ли. с помощью конхоиды разделить, 
угол М ОР на п равных частей (пГ>3)?

47 Есть основание полагать, что открытие конических, сечений и начало 
разработки их теории и приложений во многом обязано, потребности реше­
ния указанных знаменитых задач древности.

48 Рекомендуется, доказать справедливость этого утверждения.
49 Рекомендуется провести эт'о доказательство самостоятельно.
50 Установить:

а) верно ли это утверждение Птолемея?
б) как связана задача о построении стороны правильного пятиуголь­

ника X с правилом «золотого сечения» отрезка а?
51 В дальнейшем (см. стр. 116), используя Диофантов анализ, была раз­

работана теория построения правильных многоугольников с числом сторон'
N =  nin<k где n i и п2 — число сторон: правильных многоугольников, построе­
ние которых известно. С точки зрения этой теории построение правильного* 
пятнадцатиугольника стало частным случаем (п 1= Э , п2= 5 ) .

52 Обосновать ответ на вопрос: с помощью каких кривых, рассмотренных 
ранее, можно разделить окружность н.а любое число равных частей?

63;



О. Хайям А. Дюрер

Ф. Виет
И. Кеплер



И. Ньютон г- Лейбниц л Эилер

5 С. Е. Белозеров



Г л а в а  I I i

ЗНАМЕНИТЫЕ ЗАДАЧИ ДРЕВНОСТИ ! 
В СТРАНАХ ВОСТОКА 

И ЕВРОПЫ В VI—XVIII СТОЛЕТИЯХ

(Продолжение наступления 
на «неподдающиеся задачи»)

В ряде европейских стран, начиная с V—VI вв., а в Средней 
Азии с V II—VIII вв., на смену отжившему рабовладельческому 
строю приходит феодальный. Эпоха заката рабства и раннего 
феодализма в Европе характеризовалась также отсутствием не­
обходимых стимулов, условий для развития науки, в том числе 
и математики. Но в силу неравномерности развития феодализ­
ма и некоторых специфических особенностей в ряде стран Вос­
тока в VI—XV столетиях проявлялся интерес к науке, особенно 
к астрономии и математике. Многие греческие ученые, особенно 
язычники, преследуемые христианской церковью, вынуждены бы­
ли покинуть Родину и переселиться в страны Востока.

Ученые Индии, стран ислама и Китая в период средневе­
ковья общались с греческими учеными, непосредственно или чё- 
рез посредников, знакомились с результатами исследований 
ученых Древнего мира, и в частности с методами решения зна­
менитых задач древности.

Но ученые этих стран не ограничились изучением трудов 
древних греков: в некоторых областях математики (особенно 
алгебры и тригонометрии) они получили новые важные резуль­
таты и уделили много внимания геометрическим построениям с 
помощью различных средств. В частности,,в их трудах идеи и 
методы, связанные с решением знаменитых задач древности, 
получили дальнейшее развитие.

Когда в эпоху Возрождения в европейских странах вновь 
появились благоприятные условия для развития науки, европей­
цы позаимствовали многое из того, что было сделано и сохране­
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но из открытий ученых Древнего мира и средних веков, в том 
числе и в решении знаменитых задач древности.

В период, рассматриваемый в данной главе, были созданы 
способы точного и приближенного решения этих задач, некото­
рые задачи приобрели новый характер и большую самостоятель­
ность. К концу этого периода и в начале следующего была под­
готовлена почва для получения ответа на вопрос: возможно ли 
решение этих задач в общем случае с помощью циркуля и ли­
нейки?

В этот период значительно расширилась география мест, где 
занимались знаменитыми задачами древности, увеличилось чис­
ло лиц, проявлявших интерес к этим задачам. Наступление на 
непокорные задачи продолжалось.

Квадратура круга и спрямление окружности

Еще в Древней Греции многие математики направили свои 
усилия на вычисление длины окружности или отношения длины

С
окружности к диаметру —  . все с большей степенью точности

ci

с помощью метода Архимеда, изложенного в «Измерении кру­
га». В дальнейшем это направление долгое время являлось глав­
ным в истории квадратуры круга.

По мере развития алгебры и анализа на смену геометрическо- 
с

му методу вычисления —  = я  (вписывание и описывание пра-
d

вильных многоугольников) пришли аналитические средства: 
бесконечные произведения, ряды и непрерывные дроби. Одно­
временно с этим некоторые математики начинают задумывать­
ся об арифметической природе числа я  и предпринимают попыт­
ки, направленные на снятие завесы таинственности, окутывав­
шей это число. '

В Индии

Индийские ученые в период средневековья внесли заметный 
вклад в развитие математики: они наряду с китайцами ввели в 
математику нуль, десятичную позиционную _ систему, отрица­
тельные числа, ввели современное обозначение чисел и рассмот­
рели отдельные вопросы, относящиеся к тригонометрии. Неко­
торые из индийских ученых занимались и вычислением длнны

67



окружности. Математика у них выступала как часть астроно­
мии. Наиболее известными астрономами и математиками Индии 
эпохи средневековья являлись Ариабхатта, Брахмагупта и 
Бхаскара.

Ариабхатта в произведении 
F «Ариабхатиам» (ок. 500 г. н. э.) в

частности с помощью 384-угольни­
ков получил приближенную длину 
окружности, откуда я  =  3,1416..., 
т. е. более точное значение, чем у 
Архимеда и Птолемея.

Рассуждения Ариабхатты, при­
ведшие его к этому результату, с 
помощью нашей символики можно 
изложить так: возьмем круг с ра­
диусом М А = г, пусть сторона впи­
санного правильного п-угольника 
А С = а п > сторона вписанного 2п- 
угольника А В = а 2ц, апофема M D =  
= р 2» (рис. 35). ААВЕоэ ДМВБ.

Рис» 35.

=гап. Из прямо*

_  az2в. 
4

За-

Тогда г: р2п =  а2п:—  а», откуда 2а2»р2п =

угольного треугольника ADM подучаем р22» = г 2

гап
'менив"из предыдущего 2р2” через------, получйм

t аг л .
a V —4г2а22п+ г2а2п= 0,

откуда   ■
а22п = 2 г2—гУ4г2—А .

Если положить г =  1, то получим a V = 2 —У4—a V  В круге 
радиуса г = 1  сторона вписанного квадрата a 4= V 2. Сторона

вписанного 8-угольника а&— " V  2—12.

Пользуясь полученной формулой, дающей выражение a2n че­

рез On, получим ai6=  V  г - V  2+V2, аз2=  V * - V  2+ /  2+У2. 

Тогда.периметр, например, Риб= 16 Г  2— К  2+У2,

P 64i=64 ^ 2—V*" 24- ^  2 + 1 ^ 2 + У2. Ариабхатта (VI в.) приме-
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яял формулу для выражения стороны правильного 2п-угольни- 
ка"(й2п) через сторону правильного n-угольника (ап), отправ­

ляясь ОТ йб=  1. Тогда а\2= V 2— УЗ, au=Y2—Y 2+13,- ,

ß 384 2—] /  2+  Y 2 +  Y  2 + V 2 + V 2+УЗ.

Следовательно, периметр 384-угольника Р 384=384а384= 
=6,2832... Разделив последнее число на диаметр B F = 2 , Ариаб- 
хатта и получает я =3,1416.

Брахмагупта (VII в.), полагая диаметр круга равным едини-
це, получал Рп в виде P i2= T9,65, Р24=У9,81, Р 48=>'9,86, Р эв=  
= 19 ,87 ,... С = я = У 1 0  =  3,16... У Бхаолары (XII в.) встречается 
С 377

—~ = —  =3,1416... Более точное значение я  получали в Ин- 
à Ü20 J

дии путем разложения дуги окружности по степеням тангенса 
или котангенса, что было связано с  вычислениями в астрономии.

Свидетельство этого мы находим и в «Научном сборнике» 
Нилоканты (1502 г.). Правило вычисления дуги окружности 
дано в таком виде: .«Возьми дугу окружности такую, что ее си­
нус меньше косинуса. Умножь синус дуги на радиус и раздели 
на косинус. Это дает количество. Умножь это количество на 
квадрат синуса и раздели на квадрат косинуса, получишь вто­
рое количество. Повтори это, умножая на квадрат синуса и деля 
на квадрат косинуса, полученные количества раздели по поряд­
ку на нечетные числа, 1,- 3, 5, ... Если полученные количества-по­
переменно вычитать из первого и прибавлять к нему, то в ко­
нечном счете получишь дугу окружности». Это правило в нашей 
символике выглядит так:

rsiiHp rsin*qp t rsin5<p
Г ф  —

cosq) 3cos39  5cos5(p

или

(p=tg<p-
tg 39  ( tg 5(p

n
при ф== — - получается числовой ряд для вычисления я: 

4

Я 1 1
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В «научном сборнике» дано я  с десятью верными десятичными 
знаками1.

В странах ислама

Представители народов, живших в средние века в странах 
Среднего и Ближнего Востока, оставили тоже заметный след в 
истории математики вообще, и в частности в улучшении при- 

с
ближения значения — = я .

d

В V II—V III вв. н. э. арабы завоевали ряд стран в Азии, Аф­
рике и Европе и создали могучую Арабскую империю. В Араб­
ской империи создались условия, способствовавшие развитию 
интереса к наукам, в том числе и к математике. В ряде городов 
существовали математические школы, особенно продуктивно 
работала Багдадская математическая школа. В начале здесь 
осваивалась математическая культура других народов. С гре­
ческого и сирийского языков были переведены на арабский язык 
произведения Евклида, Архимеда, Аполлония, Птолемея, Дио­
фанта и др.2. Но затем представители многих покоренных наро­
дов и сами арабы стали получать оригинальные результаты в 
области астрономии и математики и публиковать их на араб­
ском языке, ставшем официальным языком на территории всей 
Арабской империи.

Среди математиков того времени, писавших на арабском 
языке, было много и предков народов, населяющих наши средне­
азиатские республики (узиеков, таджиков, туркменов, азербай­
джанцев). В частности, одним из выдающихся ученых первой 
половины IX в. был узбекский алгебраист Мухамед бен Муса 
ал-Хорезми. Он жил и работал при дворе халифа ал-Мамуны. 
Наиболее выдающимся его произведением по алгебре было «Хи- 
саб алджебр вал-мукабала» (830 г.). Оно положило начало су­
ществованию алгебры как самостоятельной ветви математики. 
Но в нем рассматриваются и некоторые вопросы геометрии, в том 
числе и вопросы, связанные с измерением площади круга и дли­
ны окружности. Ал-Хорезми указывает, например, что сущест­
вуют'три значения для выражения отношения длины окружности

С О 1 Г7Гк диаметру: — — о —  , Т10 и ------ ,* r i  d 7 20000

которые употребляются в астрономии.-Он не отмечает, хотя это 
известно, что первое из них получил -еще Архимед, а два по­
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следние были получены в Индии. Он замечает только, что все 
эти значения примерно равны между собой. Далее он утверж­
дал, что площадь круга равна половине диаметра, умноженной 

.на половину окружности, так как площадь любого правильного 
многоугольника равна произведению полупериметра на полу- 
диаметр описанного круга.

У ал-Хорезми имеется и «формула» для выражения площади 
круга через диаметр: в нашей символике это выражение таково

1 I! I
SKp=d2 d2--------------d2 .

7 2 7

Аналогичную «формулу» давал в свое время и Герон. Из нее 
i

следует, что л = 3  . Наконец, в этом разделе «Алгебры»

ал-Хорезми дается и правило вычисления площадей сегментов 
круга Si и S2 по дуге /, хорде а и высоте меньшего сегмента h.

а2
Причем сначала определяется диаметр d =  f-h,

4h
а затем сегменты

d 1 (  d , \ а  4Si.2=  — ---- ± / ---------- h  I — .
2 2 \ '2 / 2

В IX в. бану Муса в «Книге измерения плоских и шаровых 
фигур» [6] доказывает, в частности, и такую теорему: «Для
всякого круга плоская фигура из его полудиаметра на полови­
ну его окружности есть его площадь» (методом Архимеда). 
Как следствие этой теоремы получается теорема: «Плоская фи­
гура из полудиаметра на половину какой-нибудь дуги равна 
площади сектора, ограничиваемого этой дугой и двумя полу- 
диаметрами, проведенными в ее концы». Затем доказывается 
теорема: «Для всякого круга отношение диаметра к его окруж­
ности одно и то же». И они показывают, что, используя вписан­
ные и описанные 96-угольники, можно получить

„ 10 С „ 13 — <  —  < 3  — .
71 d 7

Многие математики того времени, как, например, Абул-Вафа, 
ал-Хайям, ал-Бируни и другие, касались вопросов, связанных 
с величиной числа я, особенно при вычислениях в астрономии. 
Например, ал-Бируни в III книге «Канон Масуд», взяв отно­
шение среднего арифметического периметров вписанного и опи­
санного 180-угольников к  диаметру, получил я = 3 , 1417... Ибн ал- 
Хайсам (965— 1039) написал специальное сочинение «О квадра­
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туре круга» [80], в котором он ставил вопрос о существовании 
прямолинейной фигуры, равновеликой кругу. На примере впи­
санного круга в луночку, площадь которой равна площади тре­
угольника ( 1-й с л. Г. X.), он утверждал, что площадь круга как 
части луночки будет площадь части соответствующего треуголь­
ника с той же высотой, но с мейыним основанием. Правда, он 
признавался, что ему пока не известно только, как построить это 
основание. Он обещал решить этот вопрос в дальнейшем, но, 
естественно, не решил его. Существенный вклад в проблему из­
мерения круга внес один из самых выдающихся ученых той эпо­
хи Джемшид Гиясэддин ал-Каши (XIV—XV вв.), работавший 
в Самаркандской обсерватории Улугбека.

В знаменитом «Трактате об окружности» (1424 г.) ал-Каши 
дал замечательные образцы приближенных вычислений и впер­
вые получил такую точность измерении окружности, которая 
дает для я  17 верных знако!В и которой европейские математики 
достигли только в конце XVI века. Ал-Каши ставит задачу: вы­
разить длину окружности через диаметр с такой точностью, что­
бы погрешность в длине окружности, диаметр которой равен 
600 000 диаметров земли, не превосходила толщины волоса 
(примерно 72 мм), т. е. разность периметров описанного и впи­
санного правильных многоугольников при г= 1  должна быть

меньше —  . Следовательно, задача состоит в том, чтобы най-
'609

ти стороны, их число и периметры описанного (Pi) и вписанного 
(Рг) многоугольников такие, чтобы длина окружности (ал-Ка- 

. Р' +  Р2 чши полагает ее равной— ------ ) удовлетворяла указанному

. выше условию.
При решении этой задачи он 

идет путем, несколько отличаю­
щимся от пути Архимеда; в осно-. 
ву вычислений он кладет теоре­
му: «Прямоугольник на радиусе 
ОА и 'на сумме диаметра AB с . 
хордой АС (рис. 38), дуги, мень­
шей 180, равен квадрату хорды 
AD (D — середина дуги ВС)».
Так как сторона вписанного 
n -угольника û = T d 2—Сп2, то ал-Каши, прежде . всего, и находит 
хорды Сп, соответствующие дугам, получающимся при делении 
дуги 120° на 2П, пользуясь рецептом, содержащимся в указанной 
теореме, т. е.
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\
' Сп=Уг(2г+Сп-1).

Он показывает далее, что число сторон вписанного многоуголь­

ника, удовлетворяющее P i—Р г <  —  должно быть 3-228—
<309

=805306368, т. е. сторона этого многоугольника должна быть 
хордой дуги, равной 120° : 228, а это будет 1/608 одного градуса 
окружности, в 600 000 раз большей окружности большого круга

1 1
Земли, что не превосходит толщины- одного волоса: . • —  -

60 е 360
• 2 4 -1012. (где 2 4 -1012 — примерное число миллиметров в ука­
занной окружности). Умело пренебрегая малыми разностями, 
ал-Каши получает приближенные оценки для хорд С> и сторон 
вписанных многоугольников а см. [103; 300—305]. Он доказы­
вает, что требуемая точность измерения окружности будет до­
стигнута, если в круг при г = 6 0  вписать многоугольник со сто-

8 -  
роной, не превосходящей —  , а это получится, если дугу 120°

разделить на 228. Тогда число сторон будет N = 3 - 2 28=
Pi +  Р2 ■

=805306368. Затем, вычислив Pi и Рг и приняв --------- = С ,
2

т. е. при радиусе r =  1, он получает приближенное значение 
2 я = 6 ,2831853071795865, а л =3,1415926535897932.

В европейских странах

Совершенствование метода Архимеда. В средневековой Ев­
ропе к XIII в. феодализм достиг той стадии развития, когда по­
явилась потребность в науках, в том числе и в математике. П о­
явились отдельные ученые, начавшие освоение достижений на­
родов других стран и внесшие свой вклад в математику.

Большую роль в истории математики того времени сыграла 
«Книга об абаке» (1202 г.), посвнщенная'вопросам арифметики 
и алгебры, требовавшимся в то время особенно в торговых де­
лах. Автор ее сын купца Боначчо — итальянец Леонардо из 
Пизы. Ему же принадлежало и сочинение «Практика геомет­
рия» (1220 г.), написанное тоже под влиянием изучения грече­
ской’ и арабской астрономо-математической литературы. Но, 
как и в «Книге об абаке», здесь содержатся и некоторые резуль­
таты, принадлежащие автору.
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Леонардо Пизанский (Фибоначчи) вычисляет я  с помощью 
96-угольников, в чем чувствуется влияние Архимеда. Но он по­
лучает при этом результаты, которые укладываются в неравен-

1440 1440 1
< я <  ----------- . Приняв —  за среднее арифмети-ства

4
458 -----

9
458 —  

5

ческое
4

Т
1440

я = 1
458 —  

3

1
"Г  ;

864

275

Леонардо Фибоначчи считает фактически

=3,1418...

В дальнейшем многие европейские ученые занимались квад­
ратурой круга. Определенный след в истории квадратуры кру­
га оставил и немецкий математик Николай Кузанский (1401— 
1461). Начиная с 1445 т., он написал ряд произведений о спрям­
лении окр*ужности. Н. Кузанский был уверен в невозможности 
точной квадратуры круга и искал приближенное значение для 
С
—  = j t .  Он получил, в частности, величину отношения окруж­

ности к диаметру я=

I

144

5У8Т
=  3,142337, которая несколько

точнее, чем 3 — , и дал способ приближенного вычисления

(спрямления) «любой» дуги окружности. Им получены некото­
рые значения для я  и менее точные, чем у Архимеда.

Рассмотрим путь, по которому шел при этом Николай Ку­
занский. В основе его рассуждений лежал тоже метод Архиме­

да. Возьмем круг с радиусом 
О А = О Е = г  (рис. 37). Сторо­
на квадрата, вписанного з не­
го A E =rV 2. Отложим на про­
должении ОА отрезок АВ =  
=гУ2 и на OB, как на диа­
метре, построим новый круг с 
радиусом OOi =  O iB = p . Тог­
да О В = = О А + А В = г-1-гУ2 =  
= г (1 + У 2 ) = 2 р . Но. в круге 
радиуса р сторона вписанного 
правильного треугольника
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0 C =  0 D = D C = p V 3 = — (1+У2) УЗ.

Затем без каких-либо математических обоснований он считал, 
что

2 я г= З О С  =  ЗрУЗ= -^-гУЗ^Ц-УгУ.

Полагая r =  1, он получает

л =  —  (УЗ+Уб) =3,1357.
4

Приближенное решение Н. Кузанского задачи спрямления 
«любой» дуги окружности в нашей символике можно изложить 
так (рис. 38). Дан круг радиуса А О = г , Z.AOE — центральный 
угол==х, AD-LAB, EF-LAB, В С = г , E F = r s in x ,  А Е = гх , 
O F = r  c o s  X, AD : E F = C A  : CF, C F = C O + O F = 2 r + r  cos x, 
C A = 3 r.
Отсюда

E F • CA rsinx • 3r 3rsinx
A D = --------- = --------------------  .

CF 2r +  2rcosx 2 +  cosx

Srsinx °
Допустив, что A D = A E = rx , он получает A E = r x =  ------------ .

2 "F cosx

Во второй половине XV в. 
и в начале XVI в. жил гени­
альный ученый, художник и 
инженер Леонардо да Винчи 
(1452— 1519). Считая квадра- 
туру круга с помощью цирку­
ля и линейки невозможной,
Леонардо да Винчи предложил 
способ квадратуры круга с . риг з§
помощью цилиндра, ширина
к о т о р о г о  равна половине его радиуса. Если катить этот цилиндр 
п о  плоскости, то-при полном обороте его прямоугольный след бу­
дет иметь площадь, равную площади круга:

R
2nR- —  = n R 2.

2

В конце XVI и в начале XVII в. европейскими математика­
ми на пути применения метода Архимеда была получена такая



точность для отношения окружности к диаметру, которая пре­
восходила результаты математиков стран Востока. Упомянем 
здесь результаты двух из них. А. ван Ромен с помощью 230- 
угольников получил в 1597 г. я  с 17 верными десятичными зна­
ками. Голландский математик Лудольф ван Цейлен {1539 — 
1610) в 1597 г. с помощью 60-229-угольников получил 20 вер­
ных десятичных знаков для я, а в дальнейшем с помощью 
262-угольников он получил я с 35 верными десятичными знака­
ми. Это в то время произвело большое впечатление, и число я  
после этого часто стали называть «лудольфово число».

Голландский математик и инженер Адриан Меций (1571— 
1635), таи же как и Лудольф ван Цейлен, стремясь опроверг­
нуть утверждение француза Симона Дюшена о том, что будто

« 39 бы круг равновелик квадрату, сторона которого равна —
44

диаметра (откуда я= 3 ,1 4 2 5 ), в начале XVII в. получил . для я  
377 333

границы —  и — , а затем, взяв среднее арифметическое

числителей и знаменателей, он, переоткрыл одну из подходящих

дробей при разложении л  в непрерывную дробь — , дающую
113

для л  шесть верных знаков.
Хотя Лудольф и другие математики этого времени продела- 

ли колоссальную работу и получили с большой точностью л, 
но в их методах получения значений л не было ничего принци­
пиально нового, да и точность такая не имела уже практическо­
го значения.

Принципиально новые шаги в истории квадратуры круга сде­
лали в то время Виет, Кеплер, Снеллий и Гюйгенс.

И. Кеплер (1571— 1630) — знаменитый астроном и матема­
тик. С необходимостью вычисления площадей, ограниченных 
кривыми линиями, в частности эллипсами, он встретился и в 
астрономии, в том числе и при «установлении законов движения 
планет. Что касается идей Архимеда, связанных с квадратурой 
круга, то это ему особенно было нужно при вычислении объе­
мов некоторых тел вращения.

В широко известной книге «Стереометрия винных бочек» 
Кеплер писал: «Прежде всего потребовалось знание отношения 
окружности к диаметру. Архимед показал: отношение окруж­
ности к диаметру близко к отношению чисел 22 к 7». Далее он 
говорит, что число Архимеда верное и  что «если диаметр кру­
га разделить на 20 ООО ООО ООО ООО ООО частей, то таких частей в
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окружности будет почти 62 831 853 071 795 862». Но если в этой 
работе Кеплер пользуется готовыми результатами для отноше­
ния длины окружности . к диаметру, то, ка« он сам сообщает, 
здесь, «з сочинении .о движении Марса я показал, что длина 
эллиптической кривой относится к среднему арифметическому 
его диаметров, называемых прямой и поперечной осями, тоже 
почти как 22 к 7»6. Затем Кеплер рассматривает вторую теорему 
Архимеда из «Измерения круга». «Площадь круга при сравне­
нии с квадратом диаметра имеет (к нему) отношение почти как 
11 к 14». Доказательство Кеплера этой теоремы отличается от 
доказательства Архимеда. Кеплер использует здесь теорему Ар­
химеда о том, что площадь круга равна площади прямоугольно­
го треугольника, один из катетов которого равен длине окруж­
ности этого круга, а второй катет равен его радиусу. Причем 
справедливость последней теоремы он доказывает способом, от­
личным от способа Архимеда; Кеплер'говорит, что если ВС рав­
на окружности / (рис. 39), то в ней столько же точек, как и в

окружности. Разбиб круг на сектора (треугольники), в основа­
нии которых точки, сравним затем эти треугольники с соответ­
ствующими треугольниками, на которые разбивается треуголь­
ник ABC, в основании которых тоже точки (на ВС). Эти тре­
угольники равны между собой, а следовательно, площадь кру­
га равна площади треугольника ABC. Если диаметр круга ра­
вен 7, а /= В С = 2 2 ,  то квадрат диаметра d2= 4 9 , В Е = Е С = 11,

AB — 3 — . Площадь треугольника ABC, равная площади круга,

равна и площади прямоугольника ADEB. Следовательно,
i l 1

S a a b c = S  □ a d e b =  11 * 3 ~  = 3 8  S«p_:d2« 3 8  : 4 9 = 7 7  :

: 98 =  11 : 14.
В своих дополнениях к Архимеду Кеплер формулирует и до­

казывает ряд теорем, связанных тоже с квадратурой круга.
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Например, «Площадь кругового сектора (составленного прямы­
ми, проведенными из центра, и стягивающей их дугой) равна 
прямоугольнику, построенному на радиусе и половине дуги». 
«Площадь меньшего сегмента круга (части, отсеченной от кру­
га прямой) меньше площади сектора на треугольник, ограничен­
ный прямыми сектора и сегмента, а площадь большего сегмен­
та на столько же больше площади «соответствующего секто­
ра». Такого рода «дополнения» могли натолкнуть Снеллия, Гюй­
генса и других на мысль об улучшении способа Архимеда при 
вычислении числа л. В работах Кеплера было показано, что ре­
зультаты Архимеда можно получить и другими, более просты­
ми способами. Идеи Кеплера сыграли в дальнейшем большую 
роль в развитии интегрального исчисления и тем самым способ­
ствовали созданию необходимых условий для окончательного 
решения задачи о квадратуре круга в ее классической форму­
лировке.

и А1, т. е. от точки F, на прямой А1 откладываем отрезки 
F G = G H  =  H I= A B  =  1. Соединяем точки С и I. Тогда

т. е. отрезок CI « л  — приближенно равен длине полуокружно­
сти АКС.

До Снеллия, пользуясь методом Архимеда, обычно считали, 
что для получения большей точности для л нужно брать п-уголь- 
ники все с большим числом сторон. Снеллий (1580— 1625) в кни­
ге «Cyclometricus» (1621) пришел к правильному выводу о том, 
что «для приближенного вычисления длины дуги окружности с 
весьма большой точностью нет необходимости брать много­

С

Р »с. 40.

Польский математик Ко- 
ханский (1631 — 1700) в
1685 г. дал оригинальный при­
ем приближенного спрямления 
окружности. Пусть дана 
окружность ADC (рис. 40), ра­
диус которой AB — 1. AI — ка­
сательная к окружности в кон­
це диаметра круга АС. Из точ­
ки А, как из центра, радиусом 
AB описываем дугу EDB, а из 
точки D, как из центра, тем же 
радиусом AB описываем дугу 
ЕАВ. От точки пересечения BE
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угольники с большим числом сторон». Так, например, у Архиме­
да 6-угольники для я  давали границы 3 и 3,464, у Снеллия 
6-угольники давали пределы для я :  3,14022 и 3,14160, а с по­
мощью 96-угольников Снеллий получал границы: 3,1415926272 
и 3,141928320. Правда, Снеллию не удалось доказать двух тео­
рем, которые лежат в основании его исследований [80; 55].

Наиболее полно и доказательно провел исследования в'этом 
направлении нидерландский механик, физик и математик Хри­
стиан Гюйгенс (1629— 1695). В 1654 г. появилось знаменитое со­
чинение Гюйгенса «О найденной величине круга» [80; 105— 
166], ставшее классическим. Об этой работе Гюйгенса B ' «Обзо­
ре истории задачи о квадратуре круга от древности до наших 
дней» Рудио справедливо говорит, что она «не только состав­
ляет эпоху для теории измерения круга, но и принадлежит бес­
спорно к числу прекраснейших и важнейших работ, которые 
когда-либо были написаны по элементарной геометрии... она 
принадлежит к тем сочинениям, которые должны быть прочита­
ны каждым, кто интересуется историей математики». Гюйгенсу 
было только 25 лет, когда он написал это произведение, показав 
в нем научную зрелость. Мы, естественно, не можем здесь из­
ложить содержание всей этой большой работы, включающей в 
себя 16 теорем и 4 задачи.

Рассмотрим в качестве примера только доказательство шес­
той теоремы и решение первой задачи Гюйгенса.

В шестой теореме утверждается, что .«всякий круг меньше 
двух третей описанного около него равностороннего многоуголь­
ника, увеличенного на одну треть площади подобного ему впи­
санного многоугольника». Д о­
кажем справедливость этой 
теоремы, для п = 6. Д оказа­
тельство для других п анало­
гично. Пусть дан круг с цент- р 
ром в точке А (рис. 41). Впи­
шем и опишем правильные 6- 
угольники. Проведем радиусы.
AB и АС. Так как боковые сто­
роны треугольника ВЕС, имею­
щего общее основание с сег­
ментом BDC, касаются послед­
него, то этот сегмент на осно- ‘ 
вания теоремы четвертой—ме­
нее двух третей треугольника 
ВЕС. Если теперь к треуголь­
нику ABC прибавить 2/з  тре- Рис. 41.
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угольника ВЕС, т. е. 2/з разности между четырехугольником 
АВСЕ и треугольником ABC, то полученная площадь будет 
больше, чем круговой сектор АВ'С. Или иначе

2
S a a b c -J— -  [ S a b e c  S A AJ3c] > > S a b c d .

Откуда следует, что
2 * 1

Sabdc<T Sabec-I S д abc
3 3

или площадь круга
2 i

Skp <  —  S6+  — S'e ( S f6njstBn' 6 yг ) , что и требовалось доказать.
3 3

Рассмотрим теперь «задачу первую», которая читается так: 
«Найти отношение длины окружности к диаметру с какой угод­
но точностью».

Решение этой задачи: пусть радиус круга R =  10 ООО, диаметр 
d = 2 0  000 единиц, тогда сторона вписанного в круг 12-угольни­

ка (вычисленная по формуле ai2= R  ’V 2 — 1Z) больше, чем

5176 ——, и P j2=  12aj21>62116— . Но Р б= 60000 ,
8 2

1 1 1  1 
Р 1 2— Рб^> 2116 — ; —  2 1 1 6 —  s= 7 0 5 — , откуда имеем

2 3 g 2
1 1 1 * _

—  (P i2—Р б )> 7 0 5 — .Следовательно, Р[2+  — (Р 12— Р е)> 6 2 8 2 2 . 
з 2 5

На основании седьмой теоремы можно утверждать, что дли­

на окружности C Ï> P i2 -l— ( Р 12— Ре) > 6 2 8 2 2 . Но 62822:
3

:20  0 0 0 > 3  — , a C : d > 3 — . С другой стороны, так как
71 71

9

2
а]2< 5 1 7 6  ~ и  сторона описанного 12-угольника bi2< 5 3 5 9 , то

2 i l  2  _
—  P i2 « 8 a i2 < 4 1 4 1 1 — , — P 'i2 = 4 b i2<21436. Откуда —  Р 12+

3 5 3 о

+  ~ - P ' i 2 < 6 2 8 4 7  — . По теореме 9 длина окружности
3 . 5
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с <62847 —  и — < 6 2 8 4 7 — : '20 ООО < 6 2 8 5 7 —  : 20 0 0 0 = 3  —  
5 d 5 7 7

Следовательно, вписанные и описанные 12-угольники у Гюйген­
са дают величину л с неменьшей точностью, чем 96-угольники 
у Архимеда. Это была вершина в применении геометрических

С
методов при вычислении отношения —  ==я, на смену которым

d
пришли затем аналитические методы.

Аналитические средства представления и вычисления
С

—  =  я. По мере углубления в существо проблемы квадратуры

круга математики, начиная с Архимеда, все яснее себе пред­
ставляли, что дело сводится здесь, прежде всего, к определению

с
отношения длины окружности к диаметру, т. е. Но если

до конца XVI—XVII вв. выражение этого отношения в работах 
некоторых (особенно индийских математиков) и выступало, с 
нашей точки зрения, в виде формул и рядов, то все же фактиче­
ски все их рецепты «одевались» в основном в геометрическую 
«одежду», так как до XVII в. по существу еще не было ни 
формульной алгебры, ни анализа. Появление буквенной алгеб­
ры й анализа позволило дать аналитические средства (форму­
лы, бесконечные произведения, ряды и непрерывные дроби) 
для вычисления я. Открытие формул, составленных из беско­
нечного повторения операций над известными числами, упрости­
ло приемы вычисления я. ‘ „

Бесконечные произведения. Французского математика *Виета 
(1540— 1603) считают основоположникам буквенной алгебры; 
он же фактически был первым математиком, давшим формулу 
для вычисления я  с какой угодно степенью точности.

Он исходил из следующей теоремы: Если в круг вписать два 
правильных многоугольника, из которых второй имеет вдвое 
больше сторон, чем первый, то площадь второго многоугольника 
так относится к площади первого, как радиус относится к апо­
феме.

Пользуясь этой теоремой, можно получить вывод формулы 
Виеты. Пусть дан круг радиуса R. Впишем в него квадрат со
стороной a4 =  RV2, восьмиугольник со сторонойа^ — R 1/А2 —У2 
(рис. 42) «и воспользуемся формулой_____

агп= | / /_ 2R?—2 R y /r  R2_ l _ L au2

6  С. Е. Белозеров 81



Рис. 42.

По приведенной выше теореме получаем

=  —  =  - 4 -  -  У~2~ =   -----
s4 ОР* Л  1 / Т ’

Y  2 У ~2
?.,« к _R_

cp , п _  Г \  Г Т Т д -
' / - г +- г /

1
Sn

y ± + - L Y ±  + . . . + ± y j L
Г 2 2 . 2 2 2

И если перемножим левые и правые части полученных равенств, 
то будем иметь

Se s ,i S32 S2n



1

Эта формула Виета, полученная в конце XVI в., явилась пер­
вым аналитическим выражением для числа я  и первым приме­
ром выражения числа в  виде бесконечного произведения.

В XVII в, начал соверш аться переход от феодализма к капи­
тализму, появились благоприятные условия для развития астро­
номии и механики, что в свою очередь стимулировало создание 
математики переменных величин.

Появление анализа бесконечно малых в XVII в. оказало 
сильное влияние ш на направление работ, связанных с квадра­
турой круга.

Во второй половине XVII и  в XV III вв. главное внимание 
при решении задачи о  квадратуре круга было обращено на ра­
зыскание аналитических выражений для отношения длины 
окружности* к диаметру. И  так  как  многим математикам на этом 
пути удавалось получать все новые и новые формы аналитиче­
ского выражения для я , а возможности прежних элементарных 
методов бы ла в работе Гюйгенса исчерпаны, то методы анали­
за заняли в то время ведущее место.

Поскольку был уже »известен пример Виета, то естественно 
было попытаться дать выражение для п  в  виде бесконечного 
произведения, освободившись только от иррациональных мно­
жителей, которыми неудобно было пользоваться при вычисле­
нии п. Первый результат в этом направлении был получен 
английским математиком Валлисом (1616— 1703) в известной 
его работе «Âritmetîca infinitorum » (1656).

При получении своей формулы Валлис, мы бы сказали, от­
правлялся от интеграла j *e(x—х2)* dx. Сначала он находит 
значения этого интеграла при целых положительных и получает

J^(x-x*)°dx Л _  (п!)»
2п 4-1 (2п)1
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Затем  без каких-либо обоснований, по аналогии, Валлис «рас­
сматривает указанный интеграл для дробных и отрицатель­
ных п. Он получает, в частности,

j ;  (X—x2) 2- d x = y ( t ! ) 2'

Но этот интеграл, как известно, выражает площадь полукруга 

с радиусом R =  и центром в точке О » О ^

Следовательно,

S  2  [ 2 9

* ( т ! ) '

Пытаясь раскрыть смысл ^ -i-(  j  , Валлис использует интеграл

f 1 ( 1 — xiF)Ч d x =  -JÜ2L - .
J® ' '  (p +  q)i

который при Р =  —  и q = 4 -  совпадает с рассмотренным вы- 
2  2

ше, и путем мало обоснованных операций [см. 93; 275] получает 
«еравенства

П [(2 п  —'1)!]* , /  2п ^  2 ^  П [(2 п ,— 1)1]* - f  2n + 1
П (2п !)*  У  2п —  1 л  '  П (2 п !)2 J /  2п

При увеличении п до бесконечности число соответствующих 
множителей в этих неравенствах будет возрастать, а множители

,  /  2п Г  ч n +  I „
I /  2 n —~i и 1/  —2п—  будут стремиться к единице. 

2
Тогда —  будет пределом произведения

31

00 (2n  —  I)* я  _  2 • 2 • 4 • 4 • 6 • 6 • 8  • 8 ...
П -----------  > а

(2п)4 2 1 • 3 ■ 3 • 5 • 5 • 7 • 7 • 9 ...

Это и есть формула, которая в наше время называется форму­
лой Валлиса. Она находила и находит свое применение в науке, 
хотя п  по ней теперь не вычисляют.
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В дальнейшем эту формулу получали строго обоснованными 
способами. Так, например, Эйлер, используя разложение в бес­
конечное произведение

s i n x = x | 1—КН'-£)М>
я

и полагая х =  —  , получил
2

1 = { 1  П 1\ (  1 ------
2 \  4я2 /  \  42л2 )  \  4 • 9я2 /

 • • • • =
2 \  4 /  \  16 J \  3 6 /  * 2 • 2 • 2 • 4 • ‘

5.т
Откуда

я 2 - 2 - 4 - 4 - 6 - 6 - 8 - в . . .
2 1 • 3  • 3 • 5 ■ 5 • 7 • 7 • 9 ...

Но в этом случае, как видно, надо знать разложение siax в про­
изведение. .

Затем формулу Валлиса стали получать в интегральном ис­
числении с помощью рекурентной формулы 

_  , яIÎ1   1 PJT-
1т=з=   Im-г, ГДе Im =  W siu“ xdx.

m •*о
Применяя эту формулу, получим j

(m -!.)(!  *

J sin mxdx=
(m — четное) 

m!( (m — нечетное)’

mü 2 
(m — 1)!!

B i t  -
интервале от 0 до —  имеем 

2
sin2B+1x < s m 2nx < s m 2B~‘ x. /

Проинтегрировав эти неравенства от 0 до —  , получим

2n ll ( 2 n —  1)!! Я (2п —  2 )Ч

(2n +  1) !! ^  2п!! 2  ( 2 п — 1)!!
или
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Г _2ü!— l 2_ i — <t Г — — F .  i -
j (2n t)H J  2я  +  I 2 j_ (2e — !>« j  2n

Так как при n—*'°° крайние выражения стремятся к одному пре­
делу, то и получается формула

_  Um Г 2"» | 2___1___«
2 a—»-«»[(at— i)f! J 2п +  i

Ряды. Более распространенное и удобней аналитической фор­
мой представления я оказались ряды.

Хотя фактическое пользование рядами можно усмотреть еще 
у Архимеда и особенно у индийских ученых, «о  создание основ 
теории рядов и систематическое использование их начинается 
только во второй половине XVII в.

Одним из первых математиков, прибегавших к помощи чис­
ловых рядов, был английский математик Джемс Грегори (1635— 
1675). Он дал числовой ряд для выражения я. Познакомившись 
с методами разложения'функций в ряды по работам Н. Мерка­
тора и И. Ньютона, Грегори стал вычислять круговые функции с  
помощью рядов. В частности, получив в 1671 г. ряд

X® X*
a r c tg x = x — — f- —----- ...

h положив х =  I, он нашел ряд для вычисления я .

4 3  5 '  7 +  ~

Этот ряд теперь обычно называют рядом Лейбница. Лейбниц 
(1646— 1716), действительно, независимо от Грегори получил его 
в 1673 г.

Это был фактически первый ряд для вычисления я. И хотя 
он, как известно, медленно сходящийся ряд, все ж е нм -пользо­
ваться удобнее, чем формулой Валлиса и тем более — формулой 
Виеты.

Вскоре после появления ряда Лейбница математики получи­
ли другие ряды, более пригодные для вычисления я. Особенно 
большой вклад в разработку теории рядов внес И. Ньютон 
(1642— 1727); он ж е дал и некоторые аналитические выражения

для —  — я. В частности, в работе «Метод флюксий и беско- 
d

печных рядов» Ньютон рассматривал ряды
X* X* л  1 1 , 1

arctg x = x —----- ------— ... и —  — arctgx==----------------4---------- _
3 5 2 X З*5 . Sx5
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При вычислении площади круга с диаметром d = l  он отправля­
ется от интеграла J0 Ух—x2dx. Разлагает в ряд подинтеграль- 
ную функцию, интегрирует его и получает площадь круга, делит

ее на — d и получает длину окружности или 
4

л;=3,14155926535897928 [79; 127].
Необходимость более точного и более быстрого вычисления я  

особенно ощущали астрономы. Так, по указанию Галлея англича­
нин Абрагам Шарп в начале XVIII в., занимаясь вычислением
значения я, нашел 72 верных десятичных знака. С этой целью он 
использовал ряд, в который разлагается arctgx.

При х =  ^== этот ряд ( ;

arctg

сходится значительно быстрее, чем ряд Лейбница. Лондонский 
профессор астроном Мэшин в 1706 г., используя формулу
я i 1 Г 1 i l 1 ]

— ~ 4 a rc tg  arctg — = 4 ----------------------------  f- ... I
4 5 .230’ [ 5  3 • 53 5 • 55 7 • 57 J

' 1 1 ; 1 1 po
239 3 • 2393 ' 5 • 2305 7 • 239’

вычислил я  со 100 верными десятичными знаками. Француз 
де Ланьи с помощью рядов в 1719 г. нашел 127 верных деся­
тичных знаков числа я.

В XVIII и XIX вв. многие математики занимались нахожде­
нием новых десятичных знаков я. Причем отыскание все боль­
шего числа десятичных знаков числа я  уже приобретало скорее 
спортивный, чем практический интерес, так как  для практики 
такое большое число десятичных знаков не требовалось.

О вычислении я  с помощью'рядов речь будет идти и в даль­
нейшем, особенно при рассмотрении результатов исследований 
этой проблемы Л. Эйлером (стр. 91). Теперь же мы остановим­
ся еще на одной форме аналитического представления я, по­
явившейся в математике тоже в XVII—XVIII вв. Речь пойдет о 
непрерывных дробях11.

Непрерывные дроби. В зачаточном состоянии непрерывные 
дроби встречаются уже у Бомбелли (XVI в.). В XVII в. ими

i
Уэ"

л
6

i = (  i— —  
уз I з-з

1 I
З2 • Ô з 3 • 7
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пользовались Валлис, Броункер и Гюйгенс, но теория этих дро­
бей была создана в XVIII в. Л. Эйлером и Лагранжем. * 

Броункер (1620— 1684) впервые представил валлисово число

Сам Броункер не дал строгого доказательства справедливости
4

такого представления числа , но Валлис это уоедительно 

обосновал.
В дальнейшем многие математики конца XVII и XVIH вв. 

использовали непрерывные дроби для представления с их по­
мощью чисел

Но наибольший вклад в разработку и этой части математики 
внес Л. Эйлер.

Представление е и я  в виде непрерывной1 дроби тоже позво­
лило вычислять с большой точностью эти числа и, кроме того, 
оно заставляло математиков задуматься над природой е и я  
и помогло решить некоторые важные вопросы проблемы квадра­
туры круга.

В XVIII в. основное направление в попытках решения задачи 
о квадратуре круга было аналитическое представление числа я  
и вычисление его все с большим числсйи верных десятичных зна­
ков с помощью рядов, произведений и непрерывных дробей.

.Очень многие математики XVIII столетия прилагали свои 
усилия к решению некоторых вопросов, связанных с квадрату­
рой круга и с квадрированием луночек. Среди имен этих мате­
матиков встречаем Д. Бернулли, Крафта, Валлениуса, Л амбер­
та, Л агранжа, Лежандра и др. Мы остановимся дальше на ха­
рактеристике результатов работ только некоторых из них.

Особенно важные результаты для аналитического представ­
ления чисел е и я и для подхода к выяснению их арифметиче­
ской природы были получены Л. Эйлером (1707— 1783). Про­
блеме измерения круга Эйлер уделял много внимания. Одни из 
его результатов непосредственно относились к квадратуре кру­
га, исключительно важное значение других из них было высоко

—  в виде непрерывной дроби — = 1  я я

я
4

я
2

’ л, У;

Число л  в трудах JI. Эйлера

88



оценено и использовано для выяснения природы я только в 
дальнейшем.

Выше было указано, что заслугой Эйлера является утверж­
дение в математике обозначения отношения окружности к диа- 

С
метру буквой я. Он же ввел для обозначения основания на­
туральных логарифмов букву е.

Для решения некоторых вопросов принципиального харак­
тера, связанных с квадратурой круга, большое значение в даль­
нейшем имело то, что Эйлер создал элементарную тригономет­
рию как науку, изучающую свойства функций sinx, cosx, tg x ,... 
Особенно важными оказались установленные им формулы'

e±iz=coszd=ism z,
z Z2

где е- = 1+  —  +  _ + • • •

Открытие формул, связывающих показательные и тригономет­
рические функции, оказало большое влияние на всю математи­
ку. Формулы e±lz= £ o sz± is in z  явились исходным пунктом всех 
исследований природы л.

В частности формулы е’>л = — 1,. e 2m =  l ( выражающие ос­
новную зависимость между е и л, послужили ключом для реше­
ния вопроса о квадратуре круга.

Роль Эйлера в истории квадратуры круга освещена в спе­
циальном разделе указанной работы Ф. Рудио [80] и в статье
А. П. Юшкевича [105].

Эйлер на протяжении всего периода научной деятельности в 
той или иной мере интересовался этой проблемой. Академия 
наук несколько раз поручала ему критический разбор сочинений 
«квадратурщиков», утверждавших, что им удалось сквадриро- 
вать круг. Он рассматривал работы Григория из с. Винценты 
(1730), Лейстнера (1737), академического механика Брукнера 
(1738), архитектора Тибо из Авиньона (1750), Пишеля из Мита- 
вы (1754), церковного старосты Г. Варнгольца (1774), Робер- 
гера де Возанвилля (1780) и др. Указывая на ошибки в этих 
работах, иногда резко критикуя авторов за математическую без­
грамотность, Л. Эйлер вместе с тем часто сопровождал эту кри­
тику своими оригинальными изысканиями и рассуждениями в- 
данной области. До Л. Эйлера, как известно, были получены 
многие важные результаты в измерении кругщ

Однако природа числа я  оставалась столь же неизвестна, 
как и в древности, т. е. не известно было рациональное ли это 
число или нет; вопрос о возможности квадратуры круга с по­
мощью циркуля и линейки оставался столь же темным, как н
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во времена Архимеда. Некоторые Академии объявляли премии 
за решение этой задачи и старались отвечать всем авторам 
«найденных квадратур круга», не была еще найдена и соответ­
ствующая формулировка вопроса, пригодная для научного ис­
следования. Состояние анализа, алгебры и геометрии не позво­
ляло еще окончательно решить знаменитые древние задачи. 
Эйлеру предстояло разобраться во многих неясных вопросах, 
связанных с квадратурой круга, и попытаться внести ясность 
в некоторые из них.

Уже в первом письме Эйлера к Гольдбаху, (24/Х-1729 г.) 
выявлены некоторые новые свойства числа л. Рассматривая

что по его мнению равно^ стороне квадрата, равновеликого кругу

лер, — что природа вопроса не позволяет, численно выразить 
общий член» т. е. выразить Ул в виде рационального числа. Это, 
конечно, не было еще доказательством иррациональности чис­
ла л, но из этого видно, что уже в то время молодой Эйлер начи­
нал понимать природу числа и трудность задачи квадратуры 
круга. В это время Эйлер, по-видимому, не исключал еще воз­
можность точного выражения л с помощью простых иррацио­
нальностей и логарифмов рациональных чисел. Это видно из 
того, что когда он обнаружил в работе Григория из с. Винцен­
ты выражение для л в виде

то он писал Гольдбаху ( 15/VI-1730 г.): «Это выражение очень

•было бы большое открытие». Но в дальнейшем Эйлер обнару­
жил ошибку в этой формуле. Эйлер рассматривал и геометриче­
ские мётоды приближенного решения задачи, и механические 
способы квадратуры круга, но особенно много внимания он уде­
лял аналитическим средствам представления и вычисления л, а

f (п) = п !  при п
2

он получает

53

близко к
7

; и если бы оно оказалось верным, то конечно, это
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такж е выяснению природы этого числа. В письмах^ Гольдбаху 
(1730) Эйлер предлагал вычислять л с помощью ряда

S = x +
2 • 3t>a 2 • 4 • i>b*

где b — диаметр окружности, х — какая-либо хорда; S — дан­
ная дуга; при этом целесообразно брать хорды, соответству­
ющие малым частям окружности, иррациональными. Он пред­
лагал вычислять л и с  помощью выражения

которое, будучи больше л, приближается к этому числу по ме­
ре увеличения п. Эйлер использовал некоторые модификации 
рядов и бесконечных произведений для- представления л, полу­
ченных Грегори, Лейбницем и Ньютоном, а также изыскивал 
сам новые средства для этого. Он стремился к более полному 
использованию аналитических средств, полученных им при раз­
работке анализа, для вычисления я. Особое предпочтение при 
этом он отдавал «сильно сходящимся» рядам, т. е. таким рядам, 
у которых «всякий член много меньше предыдущего». Он пред­
лож ил большое число рядов для вычисления л, но чаще прибе­
гал к помощи рядов, получавшихся из разложения arctg х. Им 
был получен ряд формул, в том числе

Я ' 1 . 1 г. 1 , 1—  =  arctg —  +  arctg —  = 2  a rc tg  (-arctg — ,
4 2 Э - 3 7

где ряд в правой части, в который разлйгается сумма арктан­
генсов, быстро сходится. Он использовал также

и др.

Рассматривая
( 1+ a z )  ( 1+ ß z ) (1-f-yz) • • • =  l+A z-f-B z2+ C z 3-| ,

он говорит [102; 156], что А будет равно '
‘a + ß - f Y + • • •, B = a ß + a Y + a ö + ß Y -]  , C = a ß y + a ß Ö - | .

4 ( l+ n ) 9 • '25 • 4 9 ... (2n +  l ) 2

4 - 1 6 - 3 6 . . .  (2 n )2

—  — 4 a r c tg  arctg —  ;
4 6  5 6  239

я 1 1 *.
—  = 4arctg ~ r  —arctg —  +  arctg -—
4 & 5 -0  90
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В частности, доказав, что 
ех—е~х ( X2 X4 \  /  х2 \  / X2 N

('+ 1Г + 1 Г + ~ Н  (‘+ 'V j(1+ÏT. )х2

/ X*
Х ( 1+ №

он полагает x2= j i 2z и получает
я2 я* / 1 \ /  1 \ /  1

1 +  ~7Гг ^ =  ( 1+ z )  ( 1 +  —  z [ 1+  — z j 1+  — z
3! 5! У ' \ 1 4 ! \  1 9 Д  1 16

Откуда следует, что
я 2 я 2 1 1 Л i

3! 6 ~ ~  ^  22 Х  З2 Х  42

Здесь же он получает ряд других формул:
22 1 1 1 1

—  • —  л =  1 -j- —  -|-------------  (- " ■
5! 3 • 24 ' З4 44

24 1 1 , 1  1
—  . —  ?х =  1 —j -------- -------- !------- ,
7! 3 2® 3® 4®

2® 3 1 1  1 ,
—  • —  JX =  1 -)- —  -j -j ~Ь ■ • •
91 5 2* 3« 4«

Эйлер дал множество разложений л и в  бесконечные произве­
дения:

я 3 5 7 М 13 17 19 23
4 4 4 8 12 12 нГ 20 24

Я2 22 З2 52 72 Ы2 132 Î72

6 3 2 • 4 4 • 6 6 * 8  10 • 12 12 • 14 16 • 18

2* зг 1 1
; т - + — + -22 — 1 З2 1 2а 3»

24 З4 54 74 Г;

90 24 —  1 З4 — 1 54 —  1 74 — 1 И 4 — 1

— 81____ 6 2 5 ___
~  15 80 624 “  2‘  ,  З4

Большим' вкладом Эйлера является и разработанная им теория 
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■непрерывных дробей, использованная затем и в качестве пред­
ставления чисел е и л  и в выяснении природы этих чисел.

Эйлер впервые ввел название «непрерывная дробь» и создал 
теорию непрерывных дробей. Особенно полно эту теорию он из­
ложил во «Введении» [102; XVIII гл.]. Д ля получения прибли­
женных значений п  большую роль играют так называемые под­
ходящие дроби, которые получаются из непрерывной дроби

q i +  ------ -— ;— > если последнюю обрывать на каком-то шаге
■ 42 +

Чз +  <
Рд Pn—1 Чп +  Р д—2

Qn Qn—i Чп +  Qn—2

1
Так, например, известно, что У 5 9 = 7 +

. + 1

2 + -

7 +  12 + ...
Первые подходящие дроби в этом случае

—  ,= 7 ,—  ,— 7 +  —  = 8,
Q» Qi 1

Р2 „ , . 1 2

q7 - 7+ — = ?  Г
2

Эйлер доказал теорему, устанавливающую связь между рядами 
и непрерывными дробями: «Если все члены ряда будут дробны-

1 1 , 1 1 ,ми числами, т. е. х =  ---\ - -----------------К  х выразится та-
А В С D •

кой непрерывной дробью х =  — -—
. А  + ------------------------------

т, * . В2



он получает
л

4 1 + J -
2 +

252 +
2 + ...

Беря обратную дробь, он получает
4 1

—  = 1+  —
2 +

„ 25 2 +
2 + ...

что подтверждает правильность разложения Броункера. В чис-
355'

ле подходящих дробей для я  находится и значение —  =
ИЗ

а
=3,1415929... Разлагая в непрерывные дроби числа р -  (а в

С _
Ь — целые), VD (D — не кратная степень п), е и я, Эйлер отме-' 
чал существенные различия в их разложениях и приходил к вы­
воду о различии природы этих чисел. Но вклад Эйлера в ре­
шение задачи о квадратуре круга не ограничивался созданием 
теории аналитических средств, необходимых для выяснения при­
роды числа я. Он разрабатывал и геометрические способы при­
ближенного спрямления дуги окружности. Причем непосредст­
венным поводом для разработки этих способов для него, так ж е 
как и для некоторых других математиков XVIII в., служили 
письма квадратурщиков, на которые Академии наук поручали 
им отвечать. Так, например, JI. Эйлер, при рассмотрении рабо­
ты о квадратуре круга академического механика Брукнера не 
ограничился указанием на приближенное решение этой задачи- 
автором и Гюйгенсом, но предложил и свой способ построе­
ния я, дающий более точное значение этой величины [105].

В отзыве на работу Брукнера (1738 г.) Эйлер дает слое по­
строение и высказывает некоторые важные соображения об этой 
задаче.

Эйлер предлагает такое приближенное решение этой зада­
чи: дана полуокружность ADB с центром в С, которая в точ­
ке D делится пополам, а в точке Е делится пополам дуга А1> 
(рис. 43). На продолжении! прямой AD откладываем D I=A D .. 
Из точки I радиусом IE описываем окружность, которая Пересе­
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чет AD в точке G. На ЕС откладываем FH =  FG, а на продолже­
нии DA отложим А К = Е Н . И Эйлер утверждает тогда, что,

IK = B D A = n R 14.

В этом случае значение л равно 3,14149. Таким образом, Эй-_ 
лер получает результат с погрешностью в 10-4, т. е. в 30 раз., 
меньшей, чем у Брукнера. Эйлер указывает, что есть способы 
(например, способ М еция), дающие возможность еще больше, 
приблизиться к истинной длине окружности, никогда не полу­
чая ее. Далее Эйлер дает построение для приближения лучше-, 
го, чем у Гюйгенса [35; 162] и получает я = 3 , 1415916.

Способы Бюффона и Маскерони вычисления л

Французский естествоиспытатель Бюффон (1707— 1788) в,, 
1777 г. опубликовал оригинальный способ вычисления л, извест­
ный в литературе под названием «Задача Бюффона». Существо 
этого способа кратко можно изложить так. Лист бумаги (пло­
скость) разграфлен параллельными прямыми, отстоящими друг 
от друга на расстоянии 2а. На него бросается («наудачу») игла, 
длины 21 (1<.а) (рис. 44, а, б). ТребуетсяjHafiTH вероятность 
пересечения иглы с какой-либо из этих прямых.

При решении этой задачи обозначают через х расстояние от 
центра иглы до ближайшей параллели, а угол, составленный 
иглой с этой параллелью, через ср (см. рис. 44, а). Тогда х и <р 
вполне определяют положение иглы. Все возможные положения 
иглы определяются точками прямоугольника со сторонами а и



Рис. 44.

л  (см. рис. 44, б). Из рис. 44, а водно, что для пересечения иглы 
•с параллелью необходимо и достаточно, чтобы x«£/sincp.

Из сделанных предположений следует, что искомая вероят­
ность равна отношению площади заштрихованной области на 
рис. 44, б к площади прямоугольника со сторонами а и л .  Сле­
довательно, вероятность

А так как вероятность Р приближенно (в зависимости от числа 
■бросаний иглы) равна отношению числа пересечений к числу 
бросаний иглы, то получается приближенная формула для вы­
числения числа л:

где п — число бросаний иглы; m — число наблюдённых при этом 
пересечений. Этот способ в дальнейшем проверялся многими ли-

ар

2/п

am

£
цами. Так, например, Лацдарини в 1901 г. 
бросал иглу 3408 раз и получил значение 
л = 3 , 1415929.

Рис. 45.

Итальянский геометр Маскерони 
(1750— 1800) в 1797 г. дал простой, и 
практически ценный прием приближенно­
го спрямления окружности с помощью 
одного циркуля. Как это делается? Опи­
сываем окружность с радиусом г = 1. 
Этим же раствором циркуля, начиная от 
некоторой точки окружности А (рис. 45), 
делаем засечки В, С, D. Тогда точки А, В,
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С, D будут вершинами правильного шестиугольника. Из точек А 
и D, как из центров, радиусом A C = D B  проводим дуги СЕ. и BE. 
Затем из точки В, как из центра, радиусом BE проводим дугу 
ЕМ, где М — точка пересечения этой дуги с основной окруж­
ностью. Тогда

=  1 , 5 7 1 2 - —
2

я
(«точное» же значение —  =  1,57079...).

Предположения о невозможности квадратуры круга 
с помощью циркуля и линейки .

Еще у некоторых -ученых Древней Греции, по-видимому, воз­
никали сомнения о возможности решения пяти конструктивных 
задач, в том числе и квадратуры круга, циркулем и линейкой. 
Это видно и из того, что многие вз гаих покали новые средства 
(кривые, инструменты) для решения этих задач. В рассматри­
ваемый период эти сомнения усилились. Повысился интерес к 
проникновению в сущность числа я.

Ал-Бируни (X—XI вв.) в «Канон Масуд» писал: «Окруж­
ность круга к его диаметру составляет отношение... но это от­
ношение иррационально». Ал-Каши (XIV—XV вв.) в «Трак­
тате об окружности», получив 17 верных знаков для я, вместе 
с тем указывал, что «всей истины этого (т. е. точного значения 
я  — С. Б.) не знает никто, кроме Аллаха».

Нилоканта (XV—XVI в.в.) в «Научном сборнике» утверж­
дал, что диаметр с окружностью «несоизмеримы» [103; 160].

Немецкий математик М. Штифель в «Общей арифметике» 
(1545) утверждал, что не существует «выражаемого и невыра- 
жаемого, т. е. рационального и иррационального (в виде ради- 

с
кала) числа для -у  . Квадратура круга превосходит разум

вычислителя из смертных людей».
Мысль о невозможности квадратуры круга циркулем и ли­

нейкой высказывали Леонардо да Винчи, X. Штурм, Гюйгенс, 
Грегори, Чирнгаузен, Ньютон и др.

В. Крафт (XVIII в.) в работе о квадратуре круга хотя и не 
утверждал, что она невозможна циркулем и линейкой, но счи­
тал, что «доказательство невозможности имело бы не меньшее 
значение, чем положительное решение».

Особенно большую роль в подготовке почвы для перехода к 
новому периоду в истории квадратуры круга сыграли результа­
ты работ Эйлера, его предположения о характере числа я. Уже

А М = - Ч У  9—3V6+ V  1+У6 j
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в отзыве на работу Брукнера он писал: «Абсолютно невозмож­
но, чтобы удалось найти совершенно точный способ, спрямления 
дуги... и все прилагаемые к этому усилия, труд и затраты те­
ряются впустую» [105; 177]. Во «Введении в анализ». (1748), го­
воря о круге с радиусом R = l ,  он утверждал: «Достаточно ясно, 
что окружность этого круга рациональными числами точно вы­
разить нельзя» [102; 123]. В дальнейшем Эйлер приходит к вы­

воду, что число -J -  = я  не выражается «обыкновенными ирра­

циональностями», а должно быть отнесено «к гораздо более вы­
сокому роду иррациональностей, которого можно достичь толь­
ко посредством бесконечного повторения извлечения корней, и 
поэтому геометрически нельзя добиться большего, чем непре­
станно, все более близкое выражение истинного отношения 
окружности к диаметру» [105; 187].

И после того как он получил представление л в виде, непре­
рывной дроби и сравнил его с разложением в непрерывную 
дробь алгебраической иррациональности, он писал в 1J55 г.:-. 
«До сих пор представляется совершенно неясным, могут ли 
трансцендентные количества, включающие окружность круга 
или логарифмы, выражаться через какие-либо радикальные, ко­
личества, ибо до сих пор невозможность этого никем не обнару­
жена. Вместе ic тем представляется вполне бесспорным, что 
окружность круга с диаметром d = l  ( С = л )  не допускает вы­
ражения с помощью квадратных радикалов, так как иначе не­
прерывная дробь, равная л, должна была бы иметь периодиче­
ские указатели, что однако никоим образом не, обнаруживает­
ся» [105; 188]. Если к этому добавить, как указывалось, что

Эйлер утвердил обозначение - j -  через л, ввел обозначение

основания натуральных логарифмов, через е, получил формулу 
е in -j- 1 =  0, кроме того, он начал делить иррациональности на 
«обыкновенные» и «трансцендентные» и т. д., то становится яс­
но, что Эйлер понимал арифметическую природу числа л, хотя 
доказательства иррациональности и трансцендентности л было 
дано его последователями в следующий период истории этой за ­
дачи.

Удвоение куба, трисекция угла 
и построение правильных многоугольников

Как видно из предыдущего, математики стран средневеково­
го Востока и европейских стран эпохи Возрождения проявляли 
большой интерес к задаче о квадратуре круга. Но они проявля­
ли интерес и к другим знаменитым задачам древности: удвое-
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ние куба, трисекция угла, построение правильных многоуголь­
ников и квадрирование луночек. При этом они не только перево­
дили соответствующие произведения древних на арабский и л а ­
тинский языки и комментировали их, но и вносили свой вклад 
в разработку теории этих задач. В частности, они дали много 
новых геометрических способов точного и приближенного реше­
ния трех указанных задач, а также свели решение некоторых 
из них к отысканию численных значений корней кубических 
уравнений.

В странах ислама
Арабоязычные математики, переводя полностью или частич­

но многие математические произведения древних греков на 
арабский язык и комментируя их, тем самым популяризировали 
результаты работ древнегреческих математиков -среди ученых 
стран ислама и сохраняли многие из этих сочинений древних 
греков для будущих поколений. Отправляясь обычно от резуль­
татов работ древних греков, арабоязычные математики вносили 
свой вклад и в теорию знаменитых задач древности.

Удвоение куба. Математики средневекового Востока, благо­
даря трудам древних греков, уже в IX в. были хорошо знакомы 
с задачами о построении двух средних пропорциональных меж­
ду двумя данными величинами. Математики стран ислама зна­
ли, в частности, что Архимед встречался с необходимостью ре­
шать аналогичные задачи при установлении связи между объе­
мами шара, конуса и цилиндра в произведении «О шаре и ци­
линдре» и  при делении шара в данном отношении. Они были 
знакомы с некоторыми произведениями других древнегреческих 
ученых, в которых решалась задача об удвоении куба.

Познакомившись с. этими результатами^ они и сами вйесли 
свой в к л ад 'в  создание новых способов решения этой задачи. 
Так, например, бану Муса (IX в*.) в «Книге измерений плоских 
и шаровых фигур» XVI предложение формулирует так: «Мы хо­
тим найти две величины, находящиеся между двумя данными 
величинами так, чтобы эти четыре величины находились бы в 
непрерывной пропорции» [6; 410]. В этом и XVII предложении 
бану Муса подробно излагает способ построения отрезков х и у, 
составляющих с данными отрезками а и Ь непрерывную про­
порцию а : х =  х : у==у : Ь. Их способ напоминает способ реше­
ния с помощью двух прямых углов. Но некоторые новшества, 
внесенные бану Муса в конструкцию своего прибора, отличают 
его от способа древних15.

Абу-л-Вафа (X в.) в трактате «Книга о том, что необходимо 
ремесленнику из геометрических построений» [ 1; 56— 130],
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рассматривает многие задачи на построение,. знание которых 
может иметь значение и для практики. Он указывает также на 
связь некоторых знаменитых задач древности с практической 
деятельностью людей и дает способы решения этих задач.

В XXII предложении второй книги Абу-л-Вафа, говоря о по­
строении дома кубической формы или шара, объемы которых в 
два раза больше данных, по существу решает задачу об удвое­
нии куба и шара. Точнее говоря, он рассматривает здесь обоб­
щенные задачи: «Как построить квадратный дом с' равными
длиной и шириной и высотой, являющийся удвоенным другим 
квадратным домом, или каким образом построить шар, явля­
ющийся другим шаром, или разделить -пополам или взять в 
других отношениях...».

Он указывает при этом способ построения искомой величи­
ны, имеющий Сходство со способом, данным Героном в «Меха­
нике». Вот что он говорит о построении ребра искомого куба: 
«Построим линию AB, равную длине дома или диаметру шара, 
построим линию АС, равную удвоенной линии AB под прямым 
углом, и дополним плоскую фигуру ABCD (рис. 46). Проведем

диагональ AD, разделим ее пополам в 
« точке F и продолжим линии DC и DB

в их направлениях. Установим край 
линейки на точку А и будем двигать 
ее по продолжениям линий DC и DB 
до тех пор, пока она не пересечет их 
в таких точках Е и G, что линии GF и 
EF будут равны. Тогда длина дома или 

# диаметр шара есть линия ВЕ». Д ока-,
зательство этого утверждения он сво- 

. дит к доказательству того, что AB : 
А С = А В 3 : ВЕ3,16 откуда он и получает 

F ВЕ3= 2 А В 3, т. е. если AB есть ребро
Ри 6 данного куба, то ВЕ—ребро куба, объем

ис' ' которого в два раза больше данного.
Трисекция угла. Задача о трисекции угла привлекала к себе 

внимание многих арабоязычных математиков в средние века. 
Она имела в то время большое теоретическое и практическое 
значение, в том числе и при составлении тригонометрических 
таблиц, которые были необходимы для астрономии и для гео­
метрических решений некоторых практических задач. Действи­
тельно, значение sin 3° они могли легко получить, зная, как 
строится сторона правильного 15-угольника с центральным 
углом 24° в круге радиуса R = l ;  деля этот, угол повторно попо­
лам, мы получим угол в 3° и соответствующую линию синуса.
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Но чтобы получить sin 1°, нужно уметь делить угол в 3° на три 
равные части.

Ал-Бируни (973— 1048) рассматривает трисекцию угла в 
IV главе 3-й книги своего астрономического трактата «Канон 
Масуда» в связи с вычислением тригонометрических таблиц. 
Ал-Бируни приводит здесь 12 способов трисекции угла с по­
мощью вставок17.

Но арабоязычные математики того времени, используя неко­
торые способы деления угла на три равные части, принадлежа­
щие древним, вместе с тем предлагали и свои способы.

Рассмотрим для примера некоторые способы трисекции 
угла, дополняющие известные способы древних греков. Один из 
таких способов изложен бану Муса в XVIII предложении {6; 
415]. Пусть дан угол ABC (рис. 47). Из В, как из центра, ра­
диусом BD проведем окружность 
DEGL, где BL — продолжение AB 
и BG-LAL. Соединим G и Е пря- /А
мой и продолжим ее до пересечения 
с LA (точка Н ). "Отложим на GH 
отрезок GO =  BD. Пусть теперь точ­
ка G движется по окружности к L, 
a GËH проходит, через Е до тех 
пор, пока точка О не окажется н а . 
линии BG (точка Oi). Тогда, G бу-

дет в Gi. Утверждается, что G iL =
1 ^

■y DE. Бану Муса дает и доказа­
тельство этого предложения, но чи­
татель может и сам попытаться 
предложить св'ое доказательство. ь

Абу-л-Вафа во 2-й главе [ 1] 
предлагает несколько способов де- Рис. 47.
ления угла на три равные части.
Один из способов, где он пользуется методом вставок, близок 
по существу к методу, рассмотренному на стр. 59.

Абу-л-Вафа дает здесь и способ деления дуги окружности 
на три равные части, основанный на предложении 26 третьей 
книги «Начал» Евклида- о равенстве дуг, стягивающих равные
углы в равных кругах и предполагающий умение делить цент­
ральный угол на три равные части18.

Построение правильных многоугольников. Умение строить 
правильные многоугольники (делить окружность на равные 
части), как известно, было важно при решении многих задач
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практического характера, а также в некоторых разделах науки. 
Арабоязычные математики уделяли ^той задаче много внима­
ния. Правда, им не удалось, по сравнению с древними греками, 
расширить число правильных многоугольников, которые строят­
ся циркулем и линейкой, но все же они дали некоторые новые 
способы построения правильных многоугольников с числом сто­
рон п = 3 ,  4, 5, б, 8, 10, 12, 15,..., а главное, они перевели неко­
торые из этих задач на язык алгебры. Их заслуга в истории 
этой задачи состоит также и в том, что они сохранили для нас 
некоторые произведения древних греков, посвященные решению 
задачи о построении правильных многоугольников.

Так, например, Сабит ибн Корра (826—901) дал обработку 
«Книги о построении круга, разделенного на семь равных час­
тей» [5; 401—416], благодаря чему мы и знаем теперь о содер­
жании сочинения Архимеда.

Много примеров на построение правильных многоугольни­
ков дано в трактате Абу-л-Вафа [1]. В третьей главе он пока­
зывает, как  можно построить правильный п-угольнйк (п = 3 , 4, 
5, 6, 7, 8, 9, 10) по данной стороне его. Для наших целей особый 
интерес представляет глава четвертая, в которой Абу-л-Вафа 
дает построение правильных многоугольников, вписанных в 
данный круг.

При построении правильных многоугольников Абу-л-Вафа 
использует «Начала» Евклида, где дано построение йх при 
п =  3, 4, 5, 6, 15, а также некоторые известные ему способы по­
строения арабоязычных математиков. Но он предлагает и но­
вые способы построения некоторых правильных многоугольни­
ков (деление окружности на равные части). Рассмотрим один 
из его способов деления окружности на пять равных частей.

Пусть AB—диаметр данного круга, a D—его центр (рис. 48). 
Проведем отрезок AE_LAB и равный DA. Разделим DA попо­

лам точкой G, проведем G E  и 
отложим на- ней G H — AD. 
Разделим .G H  пополам в точке 
F, проведем F I_ L G H . Примем 
точку Г за  центр и на расстоя­
нии DA отметим' М  и L. «Тог-

% да дуга LM — одна пятая кру-

Абу-л-Вафа строит различ­
ные многоугольники, в том 
числе 7- и 9-угольники.

Рис. 48.
Построение семиугольника, 

.вписанного в круг, как извест-
\
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но дано в [5; 401]. Абу-л-Вафа для решения этой задачи пред­
лагает провести следующие построения.

ADC — диаметр в данном круге 
{рис. 49). Из точки А, как из центра, 
радиусом AD сделаем отметки на 
окружности В и Е, проведем BE, кото- н
рая пересечет АС в точке G. Затем, из А
точки В, как из центра, отметим на 
дуге точку Н так, чтобы BH =  BG.
«Тогда дуга ВН — одна седьмая кру­
га приближенно, а не точно».

Построение правильного девяти- 
угольника Абу-л-Вафа предлагает 
осуществлять, пользуясь трисекцией 
угла. Вот полное воспроизведение перевода 14-го предложения 
IV главы трактата Абу-л-Вафа* «Построение девятиугольника, 
вписанного в круг. Если он сказал: как вписать в круг равно­
сторонний и равноугольный девятиугольник, то впишем в круг
равносторонний треугольник, разделим каждую дугу на • три 
равные части и соединим места деления линиями. Получим 
равносторонний и равноугольный девятиугольник. Вот чертеж 
этого» (рис. 50).

Что касается деления трети длины 
окружности на три равные части, то автор 
предполагает, что читатель усвоил это 
раньше.

Ал-Бируни тоже не обошел задачу о 
построении правильных многоугольников. 
Особенно много места построению этих 
многоугольников он отвел в своем «Тракта­
те об определении хорд в круге при. помощи 

Рис. 50. ломаной линии, вписанной в него» [ 3 ] .
Говоря вообще об определении хорд 

круга, он подчеркивает, что это «важно для науки астрономии». 
Для определения хорд, говорит он, надо знать диаметр, кото­
рый равен «семи двадцать вторых окружности». Здесь ой гово­
рит и о некоторых хордах, являющихся сторонами правильных 
многоугольников. В частности," он пишет: «Было доказано, что 
хорда одной шестой окружности равна полудиаметру, это пер­
вая хорда в круге, которую мы знаем». Затем он переходит к 
«определению одной десятой круга», используя 2-е предложе­
ние 2-й книги «Начал». Для вычисления этой хорды или сторо­
ны правильного десятиугольника ал-Бируни предлагает «при­
бавить к произведению полудиамётра на себя четверть этого
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произведения и вычесть четверть диаметра из корня из суммы», 
т. е. ..

010= j / "R 2+  -i-R2 i- -2R = R  — i.

Здесь рассматривается также «определение хорды одной 
восьмой круга». Ал-Бируни предлагает для вычисления этой 
хорды» отнять половину диаметра из хорды четверти, умножить 
остаток на полудиаметр, вычесть произведение из произведения 
полудиаметра на себя и извлёчь корень из остатка», т. е.

<k=V R2— (RV2— R) R =  V  R2— R*V2+R2= R  Y  ï—fL
Так решали арабоязычные математики некоторые задачи о де­
лении окружности на равные части (построение-вычисление сто­
рон правильных многоугольников)19.

Из оказанного видно, что арабоязычные математики больше, 
чем древние греки, склонны к алгебраизации этих задач. В част­
ности, отрезки прямой линии ал-Бируни называет величинами, 
выражает их числами, чего не допускал Евклид.

Особенно важным шагом в их алгебраизации геометрии бы­
ло сведение некоторых конструктивных задач к уравнениям.

Сведение некоторых конструктивных задач к алгебраиче­
ским уравнениям. Было время, когда древние греки вынуждены 
были облачать алгебру в геометрическую одежду.-’Геометриче­
ская алгебра греков сыграла в свое время большую роль в раз­
витии математики: она позволяла преодолеть некоторые. труд­
ности, связанные, в частности, и с иррациональными числами, й 
позволяла вносить в решение задач элемент наглядности, так 
как она оперировала с отрезками прямой и прямоугольниками, 
а не с числами.

Но эта форма в дальнейшем стала являться одним из тормо­
зов развития математики, так как облечь в геометрическую фор­
му уравнения 3-й и 4-й степени было уже очень трудно. Задача 
состояла в том, чтобы высвободить алгебру из крепких объятий 
геометрии, дать ей возможность развиваться, пользуясь специ­
фическими для нее методами, оперируя числами. Это открыло 
путь к решению алгебраических уравнений более высоких степе­
ней в радикалах. • '

При этом оказалось, что многие геометрические задачи, ко­
торые удавалось свести на язык алгебры, легче можно было или 
решить или доказать неразрешимость их при тех ограничениях, 
которые накладывались на средства решения их (например, ре­
шение конструктивных задач только с помощью циркуля и ли­
нейки). Поэтому еще до появления символической алгебры от-
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дельные древнегреческие ученые, и особенно математики стран 
средневекового Востока, начали сводить некоторые конструктив­
ные задачи к алгебраическим уравнениям.

Первым из древнегреческих ученых, кто дал своеобразное 
сведение задачи удвоения куба к кубическому уравнению, был 
Гиппократ Хиосский (см. I главу). Правда, здесь еще не’ было' 
полного сведения конструктивной задачи к уравнению. Но трак­
товка задачи. Гиппократом позволяла легко получить и кубиче­
ское уравнение, к которому сводится эта задача. Действительно, 
если написать а : х = а :  х, а : х — х : у  и а : х  =  у.:'2а и перемно­
жить левые и правые части этих равенств, то получим а3 :х 3=  
=  аху :2аху  или а3 : х3==1 :2, откуда и получаем х3= 2а3. Сами 
древние греки, конечно, так не записывали задачу об удвоении 
куба не только потому, что у них не было символической алгеб­
ры, но и потому, что они не ставили вопрос об отыскании ариф-

3---
метических значений корней уравнений и не считали У2 числом.

Пифагорийцы, по-видимому, умели решать задачу о делении 
отрезка а на две части так, чтобы прямоугольник, построенный 
на всем отрезке а и одцой его части, был бы равен квадрату, 
построенному на второй части отрезка а. Эта задача связана с 
построением стороны - правильного пятиугольника и сводится 
к квадратному уравнению х2+ а х —а2= 0. Из этого также видно, 
что задача построения правильного пятиугольника разрешима 
циркулем и линейкой. Эта задача рассматривается в «Началах» 
Евклида (IV книга, 1-е предложение).

Задачу о делении шара в данном отношении Архимед сфор­
мулировал так, что легко после этого удалось свести ее тоже 
к кубическому уравнению х3—ax2-f-bc2= 0 .  Действительно, фор­
мулировка Архимеда с нашей символикой записывается в виде 
пропорции (а—х ) : Ь  =  с2 :х 2, откуда й получается кубическое, 
уравнение х2 ( а ^ - х ) - Ъ с 2.

Другие конструктивные задачи, в том числе и трисекция 
угла, построение правильных многоугольников и квадратура лу­
ночек были сведены к решению алгебраических уравнений в 
рассматриваемый нами период.

Хотя нам точно не известно, кто" и как впервые получил ку­
бическое уравнение трисекции угла, но можно думать, что к 
этому уравнению арабоязычные математики приходили, исполь­
зуя известные в то время тригонометрические формулы. .

В частности, они могли прийти к этому уравнению, рассмат­
ривая данный, угол ф и cos ф как известные величины, а искомый 

Ф фугол —  и c o s  как неизвестные величины. Тогда
з з
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cosœ =  4cos3 —  -—3cos —  .
3 3

Умножив левую и правую части полученного уравнения на 2
фи обозначив 2 cos<p через а, а 2 cos —  через х, получим иско-
О

мое уравнение х3—Зх—а — 0. Есть основание думать, что урав­
нение трисекции угла было получено в XI столетии. В дальней­

ш ем  это уравнение получали многие различными способами. 
Так, например, ал-Каши (XIV—XV в.в.), пользуясь теоремой 
Птолемея и Евклида о равенстве произведений отрезков пересе­
кающихся хорд круга, дал вывод уравнения трисекции угла. 
Ход его рассуждений можно изложить кратко так: дан полукруг 
радиуса R (рис. 51), дуги AB, ВС и CD равны. На полудиамет-

Рис. 51.

ре AM строим другой полукруг с центром К. Проводим хорды 
AB, АС и AD, тогда дуги A E = E G = G H . Если дана хорда 
АН, а искомая — хорда АЕ (хорда трети дуги АН), то по теоре­
ме Птолемея в четырехугольнике AEGH будет

АЕ2+ А Е  • АН =  AG2. (1)

По теореме Евклида A G = C G  и AG2— BG (2R—BG). (2)
A B 2

•Кроме того, AB2= B G -2 R , т. е. B G =  — , и так как А В = 2А Е ,
. 2R .

2АЕ2
то BG =  —- — . Подставим BG в (2), получим

4АЕ4
AG2= 4 A E 2 , (3)

R2 1 '
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Из (1) и (3) получаем уравнение трисекции угла '
4AE3+ R 2A H = 3 R 2AE. (4)

Положив, что АН соответствует углу 6а, дуга АЕ — углу 2а,
AH =  R sin3a, AE =  R s in a , получим известную теперь формулу 
синуса тройного угла.

sin 3 a = 3  sin a —4 sin3a.
Ал-Бируни и Абу-л-Джуб (XI в.) свели к кубическому урав­

нению X3—З х + 1 = 0  задачу о построении правильного девяти- 
угольника. Вот как они пришли к такому уравнению. Пусть 
А В = х  (рис. 52) — сторона правильного 9-угольника; построим

' С

равнобедренный треугольник АСВ, где ABAC =  Z .A B C =80°, 
АС =  ВС =  1. Отложим A D = D E = E F = F C  =  A B = x .

Проведем AO-LBC, KF-LAC. Тогда
^ А С В = Z _B A D = 20°, ZLDAE =  AA ED =  .CED А = 60°,

zL E F D = .C F D E = 4 0 o, ^ F E D = 1 0 0 ° , Z.DAB =  FE C = 20°. .
Следовательно, AE =  E F = F C = x ,  E C = 1 —x. Рассмотрим те­
перь подобные треугольники. Из подобия треугольников АСВ и 
BÄD следует

1 : х = х  : BD.

Следовательно, B D = x 2, O D = O B =  —  . Из подобия же тре-
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1 —X 
2 '

Откуда и получаем х3—З х + 1 = 0  [103].
Легко видеть, что уравнение для стороны девятиугольника 

является частным случаем уравнения трисекции угла х3—Зх— 
—а = 0 .  Это объясняется тем, что сторону девятиугольника мож­
но, действительно, получить как результат деления угла впи­
санного правильного треугольника на три равные части.

Попытки решения этой задачи циркулем и линейкой не при­
водили к положительным результатам, как стало ясно в даль­
нейшем, потому что невозможно разделить угол в 60° на три 
равные части циркулем и линейкой. Или, иначе, эта задача не 
решается циркулем и линейкой, потому что она сводится к не­
приводимому уравнению 3-й степени, а корни таких уравнений, 
как будет видно из дальнейшего, нельзя построить циркулем и 
линейкой. Арабоязычные математики в средние века этого, ко­
нечно, не знали, но они были уверены, что такого рода задачи 
циркулем и линейкой не решаются, и они решали их'с помощью 
конических сечений. Используя круг и равностороннюю гипер­
болу ал-Сиджиэи (X в.), вероятно, впервые, решал задачу о 
трисекции угла.

Особенно заметный вклад в разработку геометрической тео­
рии кубических уравнений внес знаменитый хорасанец Омар 
Хайям (XI в. ). Он определяет алгебру как науку о решении 
уравнений между целыми многочленами. Особое внимание 
Хайям уделяет решению кубических уравнений, в том числе 
уравнения х3= а ,  где а является кубом некоторого числа, на­
пример, а = 8, а = 27... О численном решении кубического урав­
нения общего вида он говорит, что такое решение «невозмож­
но ни для нас, ни для кого из тех, кто владеет этим искусством. 
МЪжет быть, кто-нибудь из тех, кто придет после нас, узнает 
это...» [103; 252].

Поэтому Хайям прибегает к геометрическому построению 
корней и разрабатывает геометрическую теорию - кубических 
уравнений. ' Он рассматривает 14 видов кубических урав­
нений, корни которых строятся с помощью конических се­
чений; из них одно двучленное, шесть трехчленных и семь четы^ 
рехчленных. Так, например, трехчленное уравнение х3+ р 2х =  Ь 
он приводит сначала к однородной форме x3+ p 2x =  p2q, а затем 
решает его с помощью окружности x2+ y 2= q x  и параболы 
х2= р у . Абсцисса точки пересечения этих кривых будет реше­
нием указанного уравнения.
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У Хайяма нет еще символики и он получает решение не пу­
тем совместного решения уравнений: x2+ y 2= q x ;

х2= .ру,
а с помощью словесного выражения пропорций: так как для 
параболы

D X

X у
для круга —  = --------, то

у q —X

и p2(q—х) = х 3.
Р 2 _  X2 ____  X2 _  X

X2 у2 x(q — х) q — X

Прибавляя к левой и правой части р2х, он получает
x3+ p 2x =  p2q. '

Хайям утверждает, что у уравнения этого вида всегда есть 
один положительный корень. Рассматривая далее уравнение ви­
да ~

x3+ a = b x  ( a = p 2q, b = q 2),

он решает его с помощью параболы х2= У Ь у и левой ветви рав­

носторонней гиперболы X 2  — х = у 2. Абсциссы точек пересе-

чения будут корнями рассматриваемого уравнения. Хайям ука­
зывал, что в это^ случае моТут быть два положительных кор­
ня, один (когда кривые касаются) и задача гможет быть невоз­
можной (когда кривые не пересекаются).

Затем он находит корни уравнения х3+ а = с х 2 с помощью
3__ 3 _

параболы у2= У а (с—х) и гиперболы х у = У а2, а также рассмат­
ривает и другие кубические уравнения, устанавливая при этом, 
сколько каждое из них имеет корней (положительных) и грани­
цы положительных решений.

Таким образом, Хайям создал геометрическую теорию куби­
ческих уравнений, которая проливала уже некоторый свет и на 
решение тех уравнений, к которым сводились задачи удвоения 
куба, трисекции угла, построения правильных семиугольника и 
девятиугольника.

Развитие идей Хайяма приводило некоторых ученых стран 
Ислама к новым оригинальным методам решения кубических 
уравнений. Например, ал-Каши дал итерационный метод реше-
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X3 q
ния уравнения х3—p x + q = 0  или х =  --------  , которое содер­

жит -и уравнение трисекции угла.
Рассматривая уравнения, имеющие весьма малый корень, 

можно пренебречь кубом для первого приближения. Тогда
Ч q 4- а3 Ч "Г Х23 q + xân- i

Xi ä ; —  = a ,  x2=  ------- , x3=  —------ , •••, X n =  -----— , -
P P P P

и этот процесс сходится..
Зная, например, sin За, можно с  помощью этого Метода найти 

приближенное значение sina. Именно таким путем ал-Каши на­
шел s in l° = 0 ,01745240643728..., что имело значение и для состав­
ления таблиц в астрономии.

Следовательно, арабоязычные математики, в том числе и 
предки народов, населяющих среднеазиатские республики, H e - 
только сохранили многое из наследства древних греков, но внесли 
и свой оригинальный вклад в теорию рассматриваемых задач.

В европейских странах

В эпоху Возрождения в ряде европейских стран (Италия, Гер­
мания, Франция, Англия и др.) начали появляться стимулы для 
освоения .наследства предшественников и для развития науки. 
Вновь появился интерес к математике, в том числе к рассматри­
ваемым задачам.

Леонардо Пизанский, например, в «Книге квадратов» (ок. 
1225 г.) пытался доказать неразрешимость уравнения х3+ 2 х 2+  
-j-1 Ох= 2 0  с помощью квадратных иррациональностей X кн. «Н а­
чал».

Первые существенные открытия европейцев (Ферро, Тарталья, 
Кардано, Феррари, Бомбелли, Виет) относились к алгебре и осо­
бенно к  решению уравнений 3-й степени, к которым, в частности 
сводились и задачи удвоения куба, трисекции угла и построение 
сторон правильных 7- и 9-угольников. Эти задачи в то йремя ре­
шались точно и приближенно арифметически и геометрически.

. Трисекция угла. Европейские математики в рассматриваемый 
период предложили много способов трисекции угла. Мы воспро­
изведем здесь только некоторые из них. Знаменитый немецкий 
живописец, гравер, скульптор, архитектор и инженер Альбрехт 
Дюрер (1471 — 1528) был и математиком, написавшим ряд книг 
и по геометрии. Его книга «Руководство к измерению циркулем 
и линейкой» (1525) была фактически первым учебником по гео­
метрии на'немецком языке. В этой книге А. Дюрер дал такой
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способ приближенного деления угла ASB на три равные части 
(рис. 53). Из вершины S произвольным радиусом описываем 
окружность и соединяем точки 
пересечения сторон угла с окруж­
ностью хордой AB. Делим эту 
хорду-на три равные части в точ­
ках Ri и R2 (ARi =  RiR2= R 2B).
Из точек А и В, как из центров, 
радиусами ARi =  R2B описываем 
дуги* пересекающие окружность 
в точках Т] и Т2. Проведем RiSi 
_1_АВ и R2S2_LAB. Радиусами 
ASi =  BS2 проводим дуги, пересекающие AB в точках Ui и U2. 
Дуги ATi, S1S2 и Т2В равны между собой, так как стягиваются 
равными хордами. Чтобы найти точки трисекции угла xi и х2, 
Дюрер делит на три равные части отрезки R1U 1 и R2U2 точками 
Pi, V) и Р2, V2. Затем радиусами AVi и BV2 проводим дупи, ко- 
тррые пересекают окружность.в точках xi и х2. Соединив эти 
точки с S, получим деление данного угла на три равные части с 
хорошим приближением к истинным величинам.

Р. Декарт (1596— 1650) в своей знаменитой «Геометрии», по­
ложившей начало существования аналитической геометрии, мно­
го места отвел решению задач, которые сводятся к уравнениям 
3-й и 4-й степени, с помощью конических сечений. Эти задачи, 
как указывает Декарт, могут быть сведены к двум задачам: 
трисекции угла и удвоению куба, т. е. к построению двух сред­
них пропорциональных [37; 99—100]. Свой «Способ деления 
угла на три равные части» Декарт начинает со сведения этой 
задачи к кубическому уравнению.

Пусть требуется разделить угол NOP (или дугу NGTP) 
(рис. 54) на три равные части. Проведем 
окружность радиусом O N = l  из вершины 
угла, как из центра. Пусть хорда N P = q , 
хорду трети дуги NGTP обозначим через Z. 
Допустим, что точки G и Т делят дугу NP на 
3 равные части. Проведем ON, ÖG, ОТ, ОР и 
— GS||OT. Тогда из подобия треугольников

Рис 54 NOG, RNG, RGS следует, что NO : NG— NG :
GR : RS, или 1 : Z = Z  : G R = G R  : RS, GR =  Z2,

RS =  Z3. Легко заметить, что N P = q  отличается от 3r(G = N G +  
+.GT4-TP на величину, равную R S = Z 3, т. е. q = 3 Z —Z3 или 
Zi3—3Z-f-q=±=0. К этому уравнению и сводится задача о трисек­
ции угла. Дальше рассматривается вопрос о построении корней
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этого уравнения. Причем в этой книге Д екарт утверждает, что 
с помощью только циркуля и линейки построить корни полу­
ченного уравнения невозможно, и вообще «телесные задачи 
нельзя построить без помощи конических сечений». Он даже пы­
тался доказать невозможность решения этой задачи с помощью 
циркуля и линейки, но сделать это ему не удалось. Из кониче­
ских сечений, используемых при решении «телесных задач», он 
предпочитал параболу. Именно с помощью пересекающихся па­
раболы и окружности он находит корень полученного кубиче­
ского уравнения, удовлетворяющий задаче деления угла NOP 
на три равные части [37; 100].

В XVIJ столетии трисекцию угла осуществляли разными спо­
собами и другие знаменитые ученые. И. Ньютон (1643— 1727), 
например, использовал метод вставок, причем вставка стрЪится с 
помощью конхоиды (рис. 55).

Пусть AB — хорда, стягивающая дугу AGB, которую требует­
ся разделить на три равные части. Проведем диаметр АМС и 
прямую СВ. Между продолжением СВ. и хордой AB вставим от­
резок прямой DE так, чтобы D E = A C  и продолжение DE прохо­
дило бы через центр круга М. Тогда точка G разделит дугу AB

^  1 w  j
на две части: G B =  —  AB, а следовательно, и Z_G M B= —

з • - з
Z.AMB. Докажем это: соединим точку В с точкой F. (серединой 
DE). Тогда D F = F E = A M = B F  (AB_LDC), и потому Z_BM G = 
= G F B = 2 Z .F D B = 2 cp .
Следовательно, Z .B M A = Z _G M A + ^1B M G = |ф+<р) +2ф ,

Z.BMA
где ф обозначает угол FDB, а ф — угол В С М =  --------- .



Тогда Z .B M A =3qH   —  = 3 Z .B M G ,-что и требовалось дока­

зать.
В XVII—XVIII вв. некоторые математики делили угол на три 

равные части с помощью «улитки Паскаля» и с помощью кри­
вых Чева, Чирнгауза, Кемпа и др.

Из методов, предложенных математиками XVIII в., для ре­
шения этой задачи рассмотрим только метод Клеро (1713 — 
1765).

Дан Х.СВА (рис. 56). Из вершины 
угла В каким-нибудь радиусом опи­
шем окружность. Предположим, что 
прямые BE и BD делят указанный 
угол на три равные части, AD, DE и 
ЕС — равные хорды и DE — нормаль 
к отрезку диаметра BF. Тогда С Е =
=  E D = 2 E F , Точка Е будет лежать на 
одной из ветвей гиперболы, для кото­
рой точка С — фокус, BF — директри­
са, тогда если А ' — вершина, то_С А '=
2

—  СН, эксентриситет e =  C E :E F = 2 . ри)с 56

Вершина второй ветви гиперболы в точке А, фокус в точ­
ке С', т. е. С А '= А С '. Следовательно, если из точки В дан­
ного угла ABC провести окружность, пересекающую стороны 
угла в каких-тб точках А и С, а затем построить гиперболу так, 
чтобы для одной из ее ветвей точка С быДа фокусом, а линия, 
делящ ая этот угол, пополам, была бы ее директрисой, то, гоеди-

о
пив точки А и С и отложив от С отрезок С А '=  —  СН (где Н

3
середина АС), получим точку А', которая будет вершиной этой 
ветви гиперболы. Точка пересечения этой ветви гиперболы с

окружностью (т. Е) разделит дугу на двр части, где ЕС =
— 1 ^  - 1— ~  АС, а следовательно, Z_C B E = —  Z.CBA. Вершина вто-

°  ̂ з . '
рой ветви гиперболы должна находиться в точке А, а фокус ее 
С — на продолжении СА, где А С '= А 'С 20.

Удвоение куба. Развитие учения об алгебраических уравне­
ниях в XVI—XVIII вв. пролило свет и на уравнения, связываю­
щие величину ребра нового куба (х) с ребром данного куба 
(а). Появление общих формул (так называемые формулы Д ар-
8  с. Е. Белозеров



дана) позволило рассматривать задачу х3= 2 а 3 как задачу о 
нахождении арифметического значения корня кубического урав­
нения, хотя и прежний взгляд на эту задачу оставался в силе.

Кеплер при построении двух средних пропорциональных меж­
ду а и Ь = 2 а  использовал полученную им кривую — геометриче­
ское место точек yi пересечения луча OS, вращающегося в плос­
кости вокруг точки О, на котором расположен один из катетов 
треугольника ОМВ с постоянной гипотенузой О В = Ь  ( = 2 а )  
с viyi-LOS. Уравнение этой кривой, как теперь известно, в по­
лярной системе координат r= b c o s 3q>, а в декартовой (х2+ у 2) =  
Ьх3 • ОМ—среднее пропорциональное между OB и Ov (MB-LOB). 
Зафиксировав луч OS в положении ОуоМоЭо.где Оу0= О А = а ,  
и проведя yovoXOSo, a VoMo-LOB, тогда по свойству кривой
M0B_LOS0.
Теперь очевидно а : OM0= O V o : 2а, ОУ0 : ОМ0= О М 0 : 2а,

Откуда и следует а : Ovo=Ov<> : ОМ о=ОМ о : 2а.
Декарт рассматривал пример нахождения средних пропор­

циональных с помощью параболы х2= а у  и круга

ном решении этих уравнений получаются две средние пропор­
циональные (координаты точки пересечения параболы и окруж­
ности) между а и b (в частности Ь = 2 а ) .

Ньютон тоже проявил интерес к этой ' задаче и указал спо­
соб построения двух средних пропорциональных [118; 211]. Он 
состоит в следующем. Даны два отрезка а и Ь. Пусть а — AB, 
точка С делит отрезок AB пополам. Из точки А как из центра, 

а
радиусом А С =  —  опишем окружность (рис. 57, б).  Отложим

отрезок C D = b . Соединим точки В и D. На продолжении CD от­
метим точку Е, чтобы отрезок EF (точка F на продолжении BD), 
продолжение которого проходит точку А, равнялся радиусу

круга - j -  . Тогда, утверждает Ньютон, CD, DE, AF и AB будут

представлять геометрический ряд, т. е. b : A F = A F  : D E = D E  : а. 
Следовательно, отрезки DE и ÂF будут средними пропорциональ­
ными между данными отрезками а и Ь.

а :О У о = О М 0 :2 а  (рис. 57, а ).

а _ \ 2 _  аг +  Ь2 

2 / 4

. При совмест-которые можно получить и из — =  —
X у
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В XVIII столетии интерес к этой задаче не ослабевал. Она 
включалась в число тех задач, за решение которых некоторые 
Академии наук назначали денежные премии. Большой поток 
«трудов» квадратурщиков, «кубатурщиков» и «трисекционистов», 
а также рост числа математиков, считавших, что решени^ этих- 
задач с помощью циркуля и линейки невозможно, вынудил«

Академии во 2-й половине XVIII столетия отказаться от рас­
смотрения этих работ и отменить решения о премиях. Однако 
это могло только ослабить, но не заглушить интерес к.этим за­
дачам, так как они оставались по-прежнему «неразгаданной 
загадкой». В это время продолжались поиски точных и прибли­
женных решений задачи об удвоении куба с помощью различ­
ных средств21.

Построение правильных многоугольников. Задача построе­
ния правильных многоугольников (деления окружности на рав­
ные части) привлекала к себе внимание и европейских матема­
тиков в эпоху Возрождения. Кроме теоретического интереса, 
связанного с работами греков, решение этой задачи было важно
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для некоторых ремесленников и особенно для развивавшейся в  
то время астрономии.

Древние греки и математики стран Востока, как видно из 
предыдущего, умели строить циркулем и линейкой многие мно­
гоугольники. Нахождение сторон некоторых многоугольников 
анн свели к решению квадратных и кубических уравнений.

Европейские математики в рассматриваемый период получи­
ли еовые способы решения частных вопросов этой задачи и не­
которые важные результаты для общей теории ее. Например, 
знаменитый немецкий художник Дюрер (1471— 1528) с помощью 
циркуля постоянного раствора и линейки дал способ приближён­
ного построения правильного пятиугольника и способ прибли­
женного построения правильного девятиугольника, который из­
вестен под названием «Рыбий пузырь».

Способ Дюрера можно изложить кратко: циркулем постоян­
ного раствора OB проводим окружность и тем же раствором
проводим три дуги в этом круге, как указано на рис. 58. Затем

радиусом —  OB проводим кон- 
3

центрический круг/ который пе­
ресечет две дуги в точках d и е. 
Хорда de и будет (приближенно) 
стороной правильного девяти­
угольника, вписанного во второй 
круг.

Феррари (XVI в.) с помощью 
теоремы Птолемея задачу о по­
строении правильного семиуголь­
ника свел к решению кубического 
уравнения х 3—х 2—2 х + 1 = 0 .  Во­
шла в употребление формула
а2п= У  2—У4—а2».

К построению 15-угольника в этот период стали подходить 
жт к частному случаю, вытекающему из теории о том, что если 
ш п Ь два целых взаимно простых числа, то можно найти два 
тагах целых положительных числа х и у, что будет выполняться

X у 1
равенство Ьх—a y —  1 и л и ------------= —  . Если а -Ь = п , то

a в ab

будет выполняться равенство 
2 л  2 л х  

п а

MS

d )

с



2 л  ' 2 я  2я
Если —  рассматривать как n -ю часть окружности, а — и -------

л ' а Ь

— как а-ю и Ъ-ю часть этой окружности, то, зная как делится 
ркружность на а и b равных частей и подставляя вместо х и у 
соответствующие числа, можно разделить окружность "на в рав­
ных частей или вписать правильный п-угольний.

Например, если а —  5, Ь = 3 , х = 2 ,  у = 1 ,  то, подставляя в (I)., 
получим

2л 4я  2л

15 5  3 ‘

Следовательно, если А — начальная (.нулевая) вершина пя­
тиугольника и треугольника (рис. 59), то, соединив первую вер­
шину вписанного в круг правильного' треугольника (F) и вто­
рую — .пятиугольника (С), получим сторону правильного 
15-угольника (FC).

Можно сторону 15-угольника получить, соединив точки 
D и G, так как точка G — вторая вершина треугольника

2я • 2
,а D третья вершина пятиугольника

4я  бзх 2 я

2я • 3
и выполняете*

равенство
- 5 15

. Пользуясь этой теорией сторо­

ну 20-угольника можно строить, соединив первые вершины квад­
рата и правильного пятиуголь­
ника, вписанных в данный

I 1 ~ 1
круг, так к а к —  = ------------ , а

20 4 5

сторону 30-угольника,—соеди- г  
нив вершины вписанных пра­
вильных пяти- и шестиуголь­

ников ( ~ ---- --------- — I . Но эти
\ 3 0  5 6 )

многоугольники можно было 
строить и проще, зная что 
20 =  22-5, а 3 0 = 2 -1 5 . Но те- 
перь становилась ясно, что
Диркулем и линейкой можно
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строить правильные n-угольники при л  равном не только 2“, 
2К<3, 2к-5, но и при п = 2 к-3-5 и вообще при n = 2 K ab, где а и 
Ь — взаимно простые числа и при условии, что а- и Ь-угольники 
строятся циркулем и линейкой. Правда, числа а и b пока огра­
ничивались значениями 3, 4, 5 и 6 и их произведениями на 2К. 
Оставался открытым вопрос о возможности построения цирку­
лем и линейкой правильных многоугольников с числом сторон 
п = 7 ,  9, 11, 13, 14, 17, 19...

Н азревала необходимость создания общей теории деления 
окружности на равные части циркулем и линейкой. В рассмаг- 

* риваемый период многое было сделано для подготовки почвы, 
для этой теории Лагранжем. Котес и Муавр обратили внимание 
на связь уравнения хп— 1 = 0  с делением круга на п равных час­
тей. Теорию многоугольников развивал и Мейстер (1724— 1788). 
Но общей теории не было создано. Задача оставалась нере­
шенной2̂

Квадратура луночек

Гиппократ Хиосский (V в. до н. э.) проявил интерес к квадра­
туре луночек, пытаясь с их помощью сквадрировать круг цир­
кулем и линейкой. Хотя он и получил важные результаты (три 
случая квадратуры луночек, см. I гл.), но достичь своей цели он 
не мог. Столкнувшись с непреодолимой трудностью на этом пу­
ти и не оценив самостоятельное значение проблемы квадратуры 
луночек, в Древней Греции, по-видимому, охладели к ней.

В трудах арабоязычных математиков

Некоторые арабоязычные математики рассматривали круго­
вые луночки, хотя существенно новых результатов они не полу­
чили. Например, Ал-Каши в трактате «Ключ к арифметике» 
дал такое определение луночки: «Луночка — плоская поверх­
ность, ограниченная двумя дугами, не большими, чем половина 
окружностей двух кругов равных или разных, выпуклости ко­
торых направлены в одну сторону. Если же каждая из двух дуг 
больше половины окружностей, это называется подковой». («Ис­
торико-математические исследования» вып. VII, 1954, стр. 161). 
Дальше он говорит об их площадях: «Площадь луночки и подко­
вы есть разность площадей двух сегментов, если вообразить ли­
нию, соединяющую их концы». Но здесь не рассматривается за-
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дача о построении прямолинейной фигуры, равновеликой луноч­
ке или подкове.

Наиболее известный результат, связанный с квадратурой лу­
ночек, был получен в то время Ибн ал-Хайсамом , (965— 1039). 
Он написал специальную книгу «О луночках», в которой упоми­
нает о результатах Гиппократа Хиосского и излагает получен­
ные им новые результаты. Его результаты исследований свойств 
круговых луночек, по-видимому, не столь существенны, так как 
в истории математики сохранился только один случай квадрату­
ры суммы двух круговых луночек, рассмотренный Ибн ал-Хай­
самом в его указанной работе. Этот же результат, как наиболее 
существенный ал-Хайсам изложил и в другой своей книге «Квад­
ратура круга», которая Г. Зутером переведена на немецкий 
язык в 1899 г. Ибн ал-Хайсам доказал следующую теорему: «Сум­
ма площадей луночек, образованных полукругами, построенны­
ми на гипотенузе и катетах прямоугольного треугольника, как на 
диаметрах, равна площади этого прямоугольного треугольни­
ка (рис. 60).

Доказательство его обычно изла­
гают так. На гипотенузе и катетах 
данного прямоугольного треугольника 
АСВ строим полукруги. По теореме 
Пифагора АВ2= А С 2-}-СВ2. Исполь­
зуя известную теорему: площади кру­
гов относятся как квадраты их диа­
метров, получаем

S a o  b  =  Sa!3 c - f-S c y  в . Рис. 60.

Если теперь от равных отнимем равные (заштрихованные общие 
сегменты), то от полукруга на AB останется прямоугольный тре­
угольник АСВ, а от полукругов на катетах останутся луночки 1 
и 2. Следовательно, сумма площадей двух луночек 1 и 2 равна 
площади треугольника АСВ23. Эти луночки ал-Хайсама некото­
рые авторы ошибочно называют «луночками Гиппократа», а не­
которые считают этот результат частным случаем первого слу­
чая Гиппократа. На самом же деле случай Гиппократа получает­
ся из теоремы ал-Хайсама, когда OC_LAB.

В трудах европейских .математиков (XVI—XVII вв.)

Европейские математики начиная с XVI—XVII вв. уделяли 
сравнительно много внимания и квадратуре луночек, получая 
порой существенно новые, важные результаты. Причем пробле­
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ма квадратуры луночек выступает теперь как самостоятельная 
задача, независимая от квадратуры круга. Это, вероятно, мож­
но объяснить тем, что в это время становится актуальной пробле­
ма нахождения площадей, ограниченных кривыми линиями и 
объемов тел, ограниченных различными поверхностями, созда­
ются интеграционные методы. Наряду с другими средствами ре­
шения этих задач, математики использовали циркуль и линейку, 
выясняя их возможность при нахождении площадей криволиней­
ных фигур.

В этот периодов число рассматриваемых луночек были вклю­
чены и некруговые луночки, и так называемые открытые круго­
вые луночки.

Одним из первых европейских ученых, рассматривавших 
квадрируемые криволинейные фигуры, был Леонардо .да Винчи 
(1452— 1519). В XVI в. оригинальные результаты в теории кру­
говых луночек получил Виет. Затем вопросами, связанными с 
луночками, занимался Лионне (1600— 1663), Леотауд (1595— 
1672),, Пардис (1636— 1673) и другие малоизвестные ученые в 
истории математики. В XVII столетии «открытыми» луночками 
занимались Лейбниц, Чиригауз, Валлис, Грегори, Лопиталь, Бер­
нулли и др. В XVIII в. в истории квадратуры луночек оставили 
след своих исследований Гольдбах, Крафт, Д. Бернулли, Кра­
мер и др.

Ленберг в 1754 г. начал изучать квадратуру эллиптических 
луночек. ‘Особенно заметный вклад в теорию «замкнутых» кру­
говых луночек внесли Уинквист (Валлениус?) и Л. Эйлер, рас­
смотревшие все пять случаев квадрируемых луночек.

В этом разделе мы остановимся на результатах исследований 
только некоторых из названных выше ученых.

Метод Виета. Французский математик Виет был одним из 
первых европейских ученых в разработке новой теории квадри­
руемых луночек. Он предложил новый метод квадратуры круго­
вых замкнутых луночек. Основные результаты Виета, относя­
щиеся к этой проблеме, содержатся в работе [145], появившейся 
в 1593 г, хотя при этом он использует теорему о хордах круга,, 
содержащуюся в работе 1591 г. [148]. Эту теорему можно сфор­
мулировать так: Если основные хорды круга с центром в О и 
диаметром AD =  2r (рис. 61)

А В о = B0Bi =  BiB2 =  B2B3 =  В3В4= :*** — уо,

а хорды АВ|, АВ2, АВ3, АВ4, ... обозначим соответственно через 
У ь Уг, Уз, > 4 , ... и положим, что продолжения этих хорд

B2Ci =  y0, ВзСг =  у1, В4С з = у 242, ...
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у о • У1 =  У1 : (У0+У 2) = У 2 • (У1+ У з )= У з ‘ (У2+ У 4) =  -■ (Î)
Доказательство основано на свойстве подобных треугольников. 
Полагая, что основные хорды AB0==B0ßi =  ’••*— уо известны (вы­
ражены через г) и «противохорда» (B0D = x )  тож е выражена че-

то получим

~ \
\

\
\

I
I

/
/

/
/

у

Рис. 61. •

рез г, Виет показывает, как У к (к = 1 , 2, 3,—-) выражаются через 
Уо, X и г. У1 он находит из подобия треугольников AB0Bi и B0OD.
Так как

У1 : У о = х  : г, T o y i = y 0 — •
г

А затем из (1) получаем
X2 — г2 X 3 — 2г2х

У 2= У о -  г 3  ;  У з = У о —  - - - - - - - - . . . .  ( 2 >

Формулы (2) он использует при построении квадрируемых лу­
ночек.

При построении круговых луночек и прямолинейных фигур, 
равновеликих им, Виет полагает, что центральные углы дуг, 
образующих луночки, относятся как 2 : 1, 3 : 1, 4 : 1,— Разделив 
Дугу внешней окружности точками Вк на 2, 3, 4, — равные йасти, 
он соединяет точки деления хордами и получает прямолинейную 
вписанную в круг фигуру, у которой 2, 3, 4,— стороны равны, а 
одна сторона должна быть затем общей хордой двух дуг, обра­
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зующих луночку, и отношение ее квадрата с квадратами друга* 
сторон должно равняться отношению центральных углов 
этих дуг.

Построив на этой хорде сегмент, подобный сегментам на дру­
гих сторонах (хордах), получим его площадь, равную сумме 
площадей сегментов, хордами которых являются все остальные 
стороны фигуры. Тогда получается равенство площадей луноч­
ки и прямолинейной фигуры, вписанной в круг. Из этого Виет 
делает вывод — луночка квадрируема (без указания — с по­
мощью каких средств). Он считал, что этот метод построения 
квадрируемых луночек общий. Вопрос о числе квадрируемых лу­
ночек Виет не ставит, но он, по-видимому, полагал, что их бес­
численное множество. В качестве примеров он рассматривает 
три задачи.

1. Построить квадрируемую луночку с помощью двух кругов, 
площади которых относятся как 2 :1 .

В этом случае, если радиус первого круга г, то радиус второ­
го R =rV 2. Отношение квадратов хорд подобных сегментов этих 
кругов равно отношению квадратов радиусов. Взяв окружность 
радиуса г он откладывает от точки А отрезки А С = С В = = у0=  
=rV 2 и соединяет точки А и В. Противохорда х = В С = гУ 2 ,

rl/s2
А В = У1=гУ2- у -  = 2 г ,-

Следовательно, AB — диаметр, угол АСВ — прямой, AB2 : АС2— 
— 2: 1. Если на AB построить сегмент, подобный сегменту на АС 
или СВ, то площадь его будет равна сумме площадей сегментов 
на АС и СВ, и площадь луночки равна площади равнобедренного 
прямоугольного треугольника АСВ. Значит она квадрируема25.

2. Построить квадрируемую луночку с помощью двух кругов, 
площади которых относятся как 3 :1 .  Следовательно, квадраты 
радиусов дуг этих кругов, образующих луночку, и их централь­
ные углы должны относиться как 3 :1 .  Для построения искомой 
квадрируемой луночки и прямолинейной фигуры, равновеликой 
этой луночке, нужно взять окружность радиуса г, разделить 
часть этой окружности (начиная, например, от какой-то точки А) 
точками Вк на три равные части и соединить точки А и В2. При 
этом хорды

AB0= B 0Bi =  B1B2= ;yo,
а хорда АВ2 =  уг должна быть общей хсрдой дуг, образующих 
луночку, и у22 : у2о = 3  : 1.

Следовательно, задача сводится к построению хорды А В о= 
= у 0, удовлетворяющей этим условиям.
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А отложимпоследова-

Виет предлагает находить АВ0) выражая через г, как среднее 
пропорциональное между г и [г+ г (2 —УЗ)], где г (2—УЗ) есть раз­
ность между гипотенузой и катетом прямоугольного треугольни­
ка, второй из катетов которого равен г, а п̂ротиволежащий ему

угол равен 30°, т. е. АВ0— у0= г  У  3—УЗ

Раствором циркуля r V ~ 3—УЗ от точки 
тельно хорды ÀB0= B oB i =  BiB2 и со­
единим точки А и В2 (рис. 62). Хорда

X2 —  г *

АВ2= у 2= У о — :— -  (3)Гi
Проводим диаметр АОВ. Противохор-

да Г — -
В0В2= х 2=4г*— (г У  3—У3)2=

Тогда
: 4 г2—Зг2+ г 2У З= г2 ( 1+УЗ) !

X

АВ2= у а = г У з —УЗ X

-УЗ

и АВ22 : А В 2о= 3  : 1.

Следовательно, если второй круг с радиусом гУЗ располо­
жить так, чтобы он проходил через точки А и В2, то сегмент «а 
АВ2 будет подобен сегментам ца АВ0, BoBi и В]В2, а площадь 
его будет равна сумме .площадей этих трех сегментов. Получен­
ная луночка, равновеликая фигуре ABoB jB2, квадрируема.

3. Третья задача у Виета читается так:
из двух кругов, площади которых относятся друг к другу как 

4 :1 ,  образовать квадрируемую луночку.
В этом случае Виет вписывает в круг радиуса г пятиуголь­

ник; четыре стороны которого равны между собой: A B o= B 0Bi =  
BiB2= B 2B3, а пятая А В з= 2А В 0. При выражении АВ0 через г 
ему приходится строить две средние пропорциональные.

Построив эту прямолинейную фигуру и поступая^ как и в 
предыдущих случаях, он получает квадрируемую луночку.

Здесь мы имеем первый пример геометрической реализации 
луночки, квадрируемой с помощью конических сечений. Огра­
ниченность метода Виета в том, что для построения каждой 
из трех рассмотренных им луночек и прямолинейных фигур, 
равновеликих им, он употребляет особый способ.
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Правда, ему удалось еквадрировать и луночку m : п — 4 : 1» 
которую никто до этого не квадрировал; можно было бы та­
ким образом еквадрировать и другие луночки, не квадриро­
ванные ранее. Но и в этом случае его способ применим только* 
для луночек, для которых m : n = m  : 1. Причем при увеличе­
нии m потребовалось бы прибегнуть к помощи алгебраических 
кривых более высоких порядков27.

Результаты исследований Виета все же оказали влияние 
на повышение интереса к этой проблеме у математиков XVII 
и XVIII столетий и на направление исследований некоторых 
из них. Здесь намечался уже путь сведения решения этой гео­
метрической задачи к решению алгебраических уравнений.

Квадратура открытых луночек. В XVII в. математики инте­
ресовались и замкнутыми круговыми луночками, хотя в этом 
столетии им не удалось получить принципиально новых' ре­
зультатов для теории этих луночек.

Но в этом столетии в связи с разработкой интеграционных 
методов и интегрального исчисления внимание математиков 
было привлечено к так называемым открытым луночкам'. От­
крытыми луночками, или криволинейными треугольниками, 
они называли площади, ограниченные дугами кривых (в част­
ности, дугами окружностей) и отрезками прямых линий. Тео­
рией этих луночек занимались Кеплер, Лионе, Лейбниц, Ч.ир,н~ 
гауз, Перке, Валлис, Грегори, Лопиталь и др. В XVIII в. эти 
исследования продолжали Гольдбах, Д. Ёернулли, Крафт, 
Эйлер и др. [148; 41 и сл.]. Считают, что первое общее иссле­
дование открытых луночек дал Крафт (там ж е). Hfe вдаваясь 
в подробности этих исследований, остановимся только на одном 
частном случае квадрируемых открытых луночек, чтобы дать

некоторое представление об этих 
луночках и способах их квадра­
туры.

Рассмотрим первую луночку 
Гиппократа Хиосского, т. е. лу­
ночку, «внешний обвод» которой 
— полуокружность (рис. 63). 

F В целом луночка, как известно,, 
квадрируема. Чирнгауз, кото­
рый многое позаимствовал у 
Лейбница и Лионе, рассматривал; 
открытые луночки BDE и DFE, 
получающиеся при пересечении 
луночки прямой DA, где А — 

Рис. 63. центр «внутренней» дуги окруж­

&
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ности, a D — произвольная точка на «внешней» дуге луночка, 
дочка Е — точка 'пересечения DA с «внутренней» дугой, точка 
Н  — точка пересечения DA с диаметром (общей хордой) BF. 
Утверждается, что открытая луночка BDE равновелика Д  ABC, 
где CD_LOB. Сектор BOD равен сектору ВАЕ, Z .B O D =  
= 2Z JB A E , 2В 02= В А 2= А Е 2, Sabo =  Sabc-)-Saco=:Sabc+Saoo. 
Сектор B O D +S д  а в о  =  сектору B A E + S д ado+Sa-bde.
Откуда следует, что

S a  B D E  =  S a  ЛВС, а  S a - D F E = S a  АС Е.

Если точка D совпадает с точкой G, то площадь открытой лу- 
И О Ч К И  BGM =  S a - f g m  =  S  д  b o g  =  S  д  р о с .

Перке сквадрировал открытую луночку BDE несколько 
иначе: соединив точку D с точками В и F и при пересечении DF 
с дугой BEF, получил точку Р. Соединив точки В и Р (пунк­
тирные линии), он получил сегменты на ВР и BD, которые ока­
зались подобными, и. сегмент на ВР больше сегмента, на BD в 
два раза, т. е. площадь половины сегмента на BP (BEN) рав­
няется сегменту на BD, тогда S«-a-bde= S a  b d n .

Эти исследования были успешно продолжены в XVIII в. 
В частности, была получена и такая важная теорема: если две 
окружности Ci и С2 с радиусами ri и г2 пересекаются в точках 
А и В и если Pi на Ci и Р 2"на С2, а круговые секторы, соответ­
ствующие дугам APi и АР2, равны между собой, то открытая 
луночка А Р1Р 2 будет квадрируемой28.

Квадратура некруговых луночек. Некруговые луночки — это 
плоские фигуры, ограниченные дугами двух каких-либо кри­
вых, пересекающихся в двух точках. Они могут быть выпукло- 
вогнутые и двояко-выпуклые, алгебраические и трансцендент­
ные, замкнутые и открытые, эллиптические, параболические, ги­
перболические... и смешанные. Из некруговых луночек матема­
тики XVIII столетия большее внимание уделили эллиптичёским 
луночкам, как более «родственным» круговым луночкам. 
Наиболее заметный вклад в разработку теории квадратуры 
некруговых луночек, в том числе и эллиптических, внес Г. Крафт. 
В своей работе «О квадрируемых луночках, образованных ду­
гами различных кривых» (1738 г.) дал два метода квадратуры 
различных замкнутых л  открытых некруговых луночек [131]. 
Шведский математик Ленберг в 1757 г. опубликовал специаль­
ную работу «Об эллиптических квадрируемых луночках», кото­
рая в 1759 г. была переведена на немецкий язык [136]. Здесь 
мы рассмотрим кратко некоторые вопросы теории квадратуры 
эллиптических луночек. Что же касается параболических луно­
чек, то из теории, разработанной нами на основании теоремы
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Архимеда о площади сегмента параболы, следует, что беско­
нечное множество их квадрируются циркулем и линейкой. Ги­
перболические же и смешанные луночки в данной книге мы не 
рассматриваем. Рассмотрим эллиптическую луночку AC2BDA, 
образованную пересечением двух эллипсов, расположенных как 
указано на рис. 64. Их общая хорда AB. Площадь указанной лу­
ночки, как видно, равна разности площадей эллиптических сег­
ментов

З э*Л-АС2 В Б А  =  S c e r M  АС2 В А  S ç e r M A D B  А .  ( 4 )

Рис. 64.

Следовательно, задача о квадратуре эллиптической луночки 
сводится к квадратуре разности сегментов эллипсов. Какие 
условия должны выполняться, чтобы эта разность квадрирова­
лась циркулем и линейкой?

Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим эллиптический 
сегмент А 'С 'В ' (см. рис. 64), как результат афинного преобра­
зования кругового сегмента А^С/'В". Эти эллипс и круг имеют 
общий центр О, одинаковую «высоту», т. е. высшие и низшие 
точки их, а также точки Р" и Р ' находятся на параллельных ли­
ниях хррде А^А'В'В" и диаметру IT'U 'OV'V", где диаметр 
U 'V ' сопряжен с диаметром СЧУ. Пусть диаметр круга U " V " = . 
=  2г, а диаметр эллипса U 'V/ = 2 d . Так как эллипс получается 
из круга путем афинного преобразования, то
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U"V" : U 'V '= A " B "  : A 'B ^ S c .™  a ' V ' b "  : Seer», А'с'в' =  г : d (5 ) . 

Если Z .A "0B "=2cp, то хорда круга A"B"=^2rsiiup, хорда
гч n тт тл гг с а . \эллипса

d
А 'В '— —  A"B"=2dsin<p.

Г
(6)

Сегмент круга

эллиптический сегмент
d

k 'C 'W —  А//С//В"=(1г(ф —совф этф )
г

(7) .

(С — произвольная точка на прямой, параллельной AB, если 
Р ' остается на одной «высоте» с Р " ) .

Возвращаясь к эллиптической луночке AC2BDA, площадь 
которой равна разности площадей двух эллиптических сегмен­
тов, заметим, что эта площадь может быть найдена, если нам 
известны ri, di, <pi и r2, d2, ф2 для данных -эллипсов. Площадь 
указанной луночки в этом случае будет

S^a ac2b0a — r2d2(ф2—сов^гвшфг)—ridi(<pi—cosçi sin q>i) (8)

При этом выполняется равенство A B = 2 d i sim pi= 2d2 süwp2. 
Но чтобы эллиптическая луночка (4) была квадрируема цирку­
лем и линейкой, нужно, чтобы площадь ее (S o -л.) выражалась 
или рациональным числом или через квадратичные иррацио­
нальности. А для этого необходимо и достаточно, чтобы

Если потребовать, чтобы отношение двух центральных углов 
Ф1= т ю  и ф2=псй было отношением целых чисел, то из преды­
дущего имеем

(9)

di : d2= s in  neo : sin meo— —

ri : r2= n  sinrmeo : m sin шо —

Sintpi Slntp2 

siropi sincp2
( 10).

/
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Следовательно, если даны углы cpi и <р2, меньшие я, отноше­
ние которых выражается рациональным числом, то можно опре- 
делить отношения ri : г2 и di : d2. Если же дана и общая хорда 
двух эллипсов, то можно определить di и d2. Рассмотрим в ка­
честве примера эллиптическую луночку,.внешняя дуга которой 
является полуокружностью. Пусть <pi=30°, <р2= 90°, di = 4 ,  
d2= 2 ,  Ti =  3, r2= 2 ,  di : d2= 4  : 2 = 2  : 1; ri : r2= 3  :2. Площадь 
луночки

So-n=2 -2 - —  —3 -4 - f —  -  —  ] = зуз;
2 \  6 2 2 J ,

т. е. луночка квадрируема циркулем и линейкой.
Пять случаев квадратуры круговых замкнутых луночек. М а­

тематики XVIII в. внесли заметный вклад в теорию эллиптичес­
ки X и открытых круговых луночек. Но наиболее существенным 

-вкладом следует в-ce же считать их результаты в области тео­
рии замкнутых круговых луночек: они впервые рассмотрели .все 
пять случаев квадрируемых луночек и высказали предположе­
ние о том, что кроме этих случаев больше нет круговых квадри­
руемых луночек и что число случаев квадрируемых луночек 
можно увеличить, применяя при этом кроме циркуля и линейки 
другие средства. Остановимся кратко на некоторых из этих 
результатов. *

Даниил Бернулли (1700— 1782) занялся разработкой метода 
построения луночек, равновеликих прямолинейным фигурам, 
вероятно; в связи с обращением Гольдбаха к его брату Нико­
лаю с просьбой найти способ квадрирования как можно боль-

В работе «Математические 
этюды» [108] Д. Бернулли , рас­
сматривал и замкнутые и откры­
тые луночки. В основу своих ис­
следований он положил лемму: 
Луночка ACBADA будет квадри­
руемой, если площадь сектора 
ACBOiA равна площади сектора 
A 0 2BDA (рис. 65). Это условие 
Д. Бернулли считал не только не­
обходимым, но и достаточным 
для квадрируемости луночки. 
При этом условии указанная лу­
ночка равновелика четырехуголь­
нику АО1ВО2. И поэтому эту лу­
ночку Бернулли считал квад-

шего числа луночек.

С

Рис. 65.
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рнруемой. Он предложил способ построения квадрируемой 
луночки, когда дана хорда дуги основной окружности (А В = а ) . 
Если предположить, что луночка и равновеликая ей прямоли­
нейная фигура построены и' если проведем OiM || АСЬ, то точ­
ка М разделит дугу АС так, что

АС : М С ^А А С Ь С  : А M 0iC  =  A 022 : M 0 2i= A H 2 : MN2.

Если теперь дана окружность с радиусом A O j= r  и полухорда 
АН, то можно найти NO[ и построить MN, где точка М и будет 
делить дугу АС в указанном выше отношении.

Действительно, пусть CN==x, тогда NOt — г—х. Если взять 
отношение m : п — 2 : 1, 3 : 1, 4 : 1, — , то

АН2 : MN2= 2  : 1, 3 : 1, -  и AH2= 2 M N 2, 3MN2, -  

Пусть MN2=  —  АН2. Из A MNOi следует

MN2+ ( r —х )2= г 2 или X 2 —2гх+ -^-А Н 2=?0,

Отсюда находим x = C N , выраженный через известные г и АН. 
Тем самым определятся точки N и М. Соединив точки М и Oi 
и проведя АСЬ II М 0 Ь находим центр и радиус другой окружно­
сти, дуга которой ADB вместе с дугой АСВ образует искомую 
луночку, а четырехугольник A 0 iB 0 2 будет равновеликий лу­
ночке.

Лемма Д. Бернулли стала в дальнейшем исходным пунктом 
в исследованиях проблемы квадрируемых луночек мношх ма­
тематиков.

Женевский математик Г. Крамер опубликовал в М ет. Ас. 
ßerl. (1750) работу, посвященную квадратуре круговых луно­
чек. Вилейтнер [24; 356] утверждает, что Крамер «установил 
общее уравнение.для таких луночек и привел уравнения, полу­
чающиеся отсюда для простейших частных-случаев. Уравнения 
эти, однако, оказались настолькв сложными, что он смог найти 
лишь три луночки, бывшие известными уже Гиппократу».

Важным событием в истории квадратуры луночек является 
получение всех пяти замкнутых круговых луночек, квадрируе­
мых циркулем и линейкой.

Известные нам факты из истории луночек говорят о том, 
что впервые все пять квадрируемых круговых луночек рассмот­
рел финский математик из Выборга Ушмдаист (W jinquist) в сво­
ей «Диссертации» [149]. Положительную оценку этой диссерта­
ции в то время дал М. Валлениус29. Вообще эта диссертация, 
по-видимому, была известна немногим математикам второй по-
9  С. Е. Белозеров 129



ловины XVIII в., а затем" о ней и совсем забыли.. Это видно из. 
того, что Клаузен в своей статье о квадратуре луночек в 1840 г. 
утверждал, что из пяти случаев квадратуры круговых луночек 
один был и з в е с т е н  Гиппократу Хиосскому, а  четыре случая впер­
вые нашел он (Клаузен). Д а и в наше время авторы книг и 
статей, в которых идет речь о квадрируемых луночках, обычно 
утверждают, что три случая квадрируемых луночек установил 
Гиппократ Хиосский, а два последние, т. е. m : п = 5  : 1, 5 :3, на­
шел Клаузен. Ошибочность этого утверждения очевидна, ибо в 
«Диссертации» Уинквиста и в одном из мемуаров Эйлера 1771 
(1772) г., о котором говорится ниже, рассматриваются все пять 
случаев квадрируемых луночек.

Уинквист в своей статье утверждает, что в работах пред­
шественников он встречал только два случая квадрируемых лу­
ночек, т. е. щ : п = 2  : 1, и 3 : 1, а три случая (ш : п =  3 : 2, 5 : 1, 
5 :3 )  он нашел сам, Но это утверждение, как известно, тоже не­
точно.

. Каков же путь рассуждений Уинквиста при получении этих 
пяти и других луночек? Он, так же как и его предшественники, 
еще тесно связан с геометрией, хотя и сводит задачу к реше­
нию алгебраических уравнений, получаемых из геометрических
соображений отдельно для каждого случая.

Он считал, что сектора, соответствующие дугам, образу­
ющим луночку, равны между собой и что квадрируемая луноч­
ка ACBD (рис. 66) равновелика четырехугольнику ÄO1BO2. Если

радиус круга AOi =  ri известен и дано от­
ношение между центральными углами 
секторов, например, Z_AOiB : Z_A02B =
m : п, то задача сводится к отысканию
отрезка 0 i 0 2 и к построению треугольни­
ка Â 0 i0 2 или четырехугольника АО1ВО2* 
по трем сторонам. Ему необходимо при. 
этом выразить Z .O 1AO2 через Z-АОгОь 
Он показывает, что Â 0 iA 0 2 : Z_A020 i =  
=  (m—n) : n. Переходя далее к рассмот­
рению частных случаев, он берет 

m : п = 2  : 1, 3 : 1, 3 : 2, 4 : 1, 5 : 1, 5 : 3, 4 : 3, 5 : 2.
m — п 2 — 1 .

В первом случае, очевидно, -------  = -----------=  1, Oi совпадает
п 1

с H, A 0 i= = 0 i02= ri, A 0 2 = rif2 , треугольник АОгВ_легко. строит­
ся. Из точки О?, как из центра, радиусом A 02=riV 2 описывается 
дуга окружности ADB. Луночка ACBD равновелика треуголь­
нику А 02В. Следовательно, она квадрируема.

Ряс. 66.
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В следующих случаях нахождение 0 , 0 2 требует несколько 
более сложных рассуждений, но принт ira единый.

Рассмотрим второй случай, т. е. га : п = 3  : 1. В этом случае
з  1

Z -0 iA 02=  —-— Z-AO2O 1. Разделим Z_0,A 02 пополам прямой

АР (см. рис. 66). Тогда, так как АР биссектриса угла О1АО2, то
А 0 2 : 0 2Р = А 0 ,  : 0 ,Р . (11)

На основании свойства пропорции
(А 02+ А 0 ,)  : ( 0 , Р + 0 2Р )= А О , : О,Р. (12)

Из подобия треугольников 0 ]А 0 2 и OiAP следует
АО, : O iP = O iQ2 : АО,. (13)

Так как 0 ,P - f -P 0 2 — 0 i 0 2, то
(A 02+ A Q i) ; 0 , 0 2 =  0 i 0 2 ; АО,; (14)

0 , 0 22= А 0 ,  • (A 02+ A 0 i) = A 0 2,+ A 0 iA 0 2. (15)

Воспользовавшись для этого-случая равенством А 0 22 :А 0 2, =  
= 3  : 1 или A 0 2=V3, А О ,=V 3 г, и подставив в (5), получим

0 , 0 2 2 = г 2 , + 1 ' 3  г , - г , = = г г 1 ( 1 + У З ) ,  !

o,o2=n V  l+yä " .д.
Мы имеем теперь три стороны, .выраженные через известную ве­
личину п. Построив треугольник АО1О2 и четырехугольник 
А 0]В 02, определим точку 0 2, из которой радиусом 0 2А=УЗг( 
опишем дугу ADB и получим луночку ACBD, равновеликую это­
му четырехугольнику. И, следовательно, луночка квадрируема.

3 __2
Если же m :  п =  3 :  2, то Z_0iA 02 =  - у  Z .A 02Oi. По анало­

гии с предыдущим (A 02+ 0 i 0 2) : A O i= A O j : 0 i 0 2. Так как 

AOi = п ,  то из AOi : А 0 2 =  У2 : УЗ находим А 0 2=  J^ /"~  гь 

O i0 2 =  x находим из A 0 2i =  0 i 0 2 (A 0 24 -0 iG 2), т. е. из квадрат­

ного уравнения х2+  J/̂ -̂  riX—r2i =  0. Найдя отсюда x =  0 i 0 2, 

строим треугольник A 0 i 0 2 по трем сторонам-и четырехугольник*

131 ,



A 0 iB0 2, равновеликий луночке, ограниченной дугами окруж­

ностей с центрами в точках Oi и 0 2 и с радиусами хд и J^/"*

Аналогичным образом он рассмотрел случаи m : п =  5 : 1 и. 
5 : 3 и получил тоже квадратные уравнения для определения 
O i0 2. Рассматривая случаи m : п = 4  : 1 и 4 : 3, он получил для 
определения 0 i 0 2 кубические неприводимые уравнения, в слу­
чае m : п — 5 :2  получается уравнение четвертой -степени, а при 
m : п =  6 : 1 — уравнение пятой степени30. Последние уравнения 
он не смог свести к квадратным уравнениям, и луночки, соответ­
ствующие им, он не считал квадрируемыми.

Так были рассмотрены впервые все пять случаев квадри­
руемых луночек.

Как видно, некоторые из указанных математиков XVIII в. 
начинали понимать, что вопрос о квадрируемости круговых лу­
ночек упирается в решение алгебраических уравнений.

Но наибольшая ясность в этом вопросе в то время была у 
Л. Эйлера . Он первый и эту проблему перевел в разряд анали­
тических. На основании леммы Д. Бернулли о равенстве секто­
ров дуг,* ограничивающих квадрируемую луночку, Эйлер полу­
чил уравнение

m п
(16)

sin2m sin 2n

где 2m и 2п — центральные углы дуг, от которого он и отправ­
ляется при определении квадрируемости луночек.

В мемуаре 1771 (1772)г. [112] Эйлер уже совсем не обра-
m

щается к чертежам, а исследует функцию f ( m ) =   ------ t ко-
s in 2m

торая в пределах от 0 до а и от а до я  меняется монотонно от

оо до -------  и от . -------  до °°. Мы будем рассматривать
sin 2a sin2a /

X
функцию f (х) =  ---------  и построим для наглядности ее график

sin2x

(рис. 67) (у Эйлера его нет). Эта функция, очевидно, имеет ми­

нимум при х =  а =  — • tgx , т. е. при х =  а =  66° 46' 54". Если те­

перь значения х <  а будем обозначать через п, а значения 
X >  а через- т „  то получим бесчисленное множество ординат
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. й ----------9 которые равны между собой, т. е. для них
sin2n* sin2mK

выполняется условие [ 1 ] ,  Среди значений m  и m « есть и такие, 
которым соответствуют луночки, квадрируемые циркулем и ли-

которые квадрируются с помощью конических сечений, и дру­
гие31.

Следовательно, условие (16) достаточное, чтобы луночка бы­
ла квадрируема циркулем и линейкой только при дополнитель­
ных ограничениях, наложенных на п и ш.

Для математиков XVIII в. были не ясны еще вопросы: ка­
кие ограничения нужно наложить на п и ш, чтобы луночки бы­
ли квадрируемы циркулем и линейкой, и каково количество этих 
луночек. Но они шли все же по правильному пути, отыскивая 
квадрируемые луночки среди тех, для которых п и т  целые чис­
ла или для которых m : п — рациональная дробь.

Эйлер и некоторые другие математики XVIII в: убедились, 
что и эти ограничения для ш и п  недостаточны, чтобы получи­
лись луночки., квадрируемые циркулем и линейкой. Эйлер знал 
уже, что только та луночка -квадрируема, для которой алгебраи­
ческое уравнение, полученное из (16), сводится к квадратному 
уравнению. Но для него не было ясно: какие же уравнения выс­
ших степеней сводятся, а какие не сводятся к квадратным урав­
нениям. Поэтому в то время ограничивались только небольшими 
числовыми значениями ш и п  — уравнениями невысоких степе­
ней, для которых сравнительно просто решался вопрос о своди­
мости уравнения.

Но чтобы перейти от уравнения (16) к алгебраическим урав­
нениям, Эйлер поступал следующим образом. Положив

л
и при ш =  — есть такие,

V
т = а   VCO и п =

2 2
reo, он получает V0)

sin2 —  2
ИЛИ

V

i — cospco 1 — cosvco

2 2
T. e.

J i ( l —COSV(ü) =  v ( 1—cospco) (17)
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или
Р—V— (lCOSV(û—VCOSpoO . (18)

Это и есть общее уравнение квадратуры луночек Эйлера, из ко­
торого получаются все пять случаев квадрируемых луночек 
при соответствующих значениях р и v. Чтобы перейти к чисто 
алгебраической форме уравнений (17) (при различных р и v), 
Эйлер выражает косинусы кратных углов через косинусы поо- 
стых углов и вводит обозначения:

coso)=z; cos2(o=cos2(o—sin2(o =
= 2 c o s 2(o— l = 2 z 2— 1; 

cos3co=cos ( 2o)+{o)= 4z3—3z; cos4(o=8z4—8z2+ 1; 

с os 5 io =  16z5—20z3+ 5 z ; 

cos6(o=32z6—48z4— 18z2— 1.

Затем он рассматривает ряд конкретных случаев.

I. Пусть v = l  и р = 2 ,  тогда п — ю, т = ( о .  Используя (18),

получаем: 1 = 2 z —2z2+ l  или z2—z = z ( z — I) — 0, откуда z i— 0 и 
z2 =  l. При z i= c o s (o = 0  имеем (о=90°, но ю = 2 п , следовательно,

н = 4 5 ° , т =  —  -2(0=90°. Подставив полученные и заданные ве­

личины в (18) и в  (16), мы видим, что уравнение (16) обращает­
ся в тождество и m : п =  р : v = 2  : 1. Следовательно, это и есть 
первый случай квадрируемой луночки ( n :m  =  l :2 ) . Второй ко­
рень Z2= l  Эйлер не рассматривает, так как случай z2= c o sc o =  I 

0) 1
дает и = 0 ,  п = — = 0 ,  т = —  *2со=0, т. е. луночки в этом 

случае не существует.
3 I

II. Пусть теперь v = l ,  р — 3. Тогда ш = —  ю, п — —  © и
2 2

из (18) следует 3— l= 3 co s(o —соэЗю. Заменяя созо> через z, 
cos3(o через 4z3—3z, получим уравнение 2z3—3 z - f - l= ( l —z) •

 Уз
- (1 —2z—2z2) = 0  или 2z2+ 2 z — 1 = 0 ; откуда zi,2=  -------------=

2
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«соею . Корень z3 =  1, как было указано выше, не соответствует 
„ —1 — уз"никакои луночке, z2=  —  ------ тоже не имеет геометрического

- I  -  уз~
с м ы с л а , т а к  как не м о ж е т б ы т ь  Z 2 = c o s c o =  — -̂-----  м еньш е

— 1. Следовательно, остается только zi =  J^-H-L =cosco. Найдя
2

■Э 1
отсюда to и зная, что в этом случае т  = —  со, п =  —  со, мы най-

дем т и п ,  Д ля которых справедливо п : т = 1  :3  и выполняется 
условие (16). Следовательно, соответствующая луночка квадри­
руема (2-й случай Гиппократа).

III. Положим V— 2, р = 3 .  В этом случае т = З с о  и n =  <о 
уравнение (18, б) после соответствующих подстановок l = 6 z 2— 
—4—8z3+ 6 z  или 8z3—6z2—6 z - j-4 = 2 ( l—z) (2—z—4z2) = 0 .  Ко­
рень Zi =  1 не рассматривается, корни уравнения 4z2+ z —2 = 0

 I L. узз ,
z2,3= --------  —  — cos со. В этом случае корни уравнения строят-

8

ся циркулем и линейкой. Следовательно, можно построить costo, 
со, m и п, причем эти т и п  удовлетворяют уравнению (16) и от­
ношение их рациональное число. Таким образом, при v = 2  и 
р = 3  луночка квадрируема.

IV. Если же v = l  и р = 4 ,  то т  =  2со, п =  —  со. Соответст-
2

вующее уравнение
3 = 4 z —8z4+ 8 z 2— 1 или 2z4—2z2—z— 1 =  (1—z) (1—2z2—2z3) = 0 .  
Но zi =  l не дает луночки, а уравнение 2z3+ 2 z 2— 1 = 0  не 
приводимое. Следовательно, при v = l  и р .= 4  нет квадрируемой 
луночки.

V. v = 3 ,  р = 4 ;  т = 2 ( о  и п =  —  со. После соответствующих

подстановок и преобразований приходим к неприводимому урав­
нению 6z3+ 2 z 2—4z— 1 = 0 , т. е. в этом случае нет квадрируемой 
луночки.

VI. v = l  и ц = 5 .  В этом случае уравнение (18) будет 4 = 5 z — 
— 16z5+ 20z3—5z или 4z5—5z3+ l = 0 ,  разделив его на 1—z, полу,-

чим  ̂ 2z2+ z -----------=  —  и л и ----- 2z2+ z -----— = ±  »
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2z2+ z —  -----Я г , # .
2 2

Откуда

0 < Z i  — COSOJ

Следовательно, в этом случае луночка будет квадрируемой.

VII. При v = 2  и р = 5 ,  n = o ), т = - ^ -  со задача сводится к ре­

шению уравнения 16z4+ 1 6 z3—4z2—9z—4 = 0 ,  которое не сводит­
ся к квадратным уравнениям, корни его не могут быть построены 
циркулем и линейкой. В этом случае луночка не квадрируема^

5 з
VIII. Если v = 3  и и = 5 ,  то т =  —  со, п = —  со. Соответст-

2 2

вующее уравнение 2 = 8 0 z 3—30z—48z5. После деления на 1—z 
имеем 1 + 1 6 z + 16z2—24z3—24z4 =  ( 1+ 8 z - f  6z2) 2—60 (z +  z2)2= 0
или 6z2+ 8 z + l  =  ±V60z2±V 60z; отсюда при zi

0<~zi =  co sm = ^ 5 ~  4
■6 — 2VÏ5

случай благоприятный — луночка квадрируема.
IX. v = 4 ,  р = 5 .  Уравнение 16z4-j-6z3— 14z2—4z+  1 =  0 луночка 

не квадрируема.
Таким образом,. Эйлер рассмотрел 9 различных луночек32 и по­

казал, что пять из них квадрируемы циркулем и линейкой, а че­
тыре — не квадрируемы. Правда, Эйлер не мог еще ответить на 
вопрос: есть ли квадрируемые луночки, кроме рассмотренных им 
пяти случаев? Но он-предполагал, .что если квадрировать цирку­
лем и линейкой, то их больше нет и утверждал, что число квад­
рируемых луночек может быть увеличено, если пользоваться при 
этом не только циркулем и линейкой.

Таков вклад математиков в теорию квадратуры луночек в эпо­
ху до конца XVIII в. При этом, кай видно, главная заслуга в 
сведении этой проблемы к исследованию корней алгебраических 
уравнений и в рассмотрении с этой точки зрения пяти случаев 
квадрируемых луночек принадлежит Л. Эйлеру, работы которо­
го, посвященные этому вопросу, были опубликованы в изданиях. 
Петербургской Академии наук. Правильность предположений 
Эйлера доказали только советские математики.

У  S +  4У5 — 1
 Н   < 1 -
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Примечания к главе II

1 Ал-Каши еще в начале XV в. другим способом получил для я  17 вер­
ны х знаков (см. стр. 72— 73).

В Европе [I] был получен :из разложения arctgx в ряд только во второй 
половине XVII в.

Рекомендуется:
а) получить формулы Ариабхатты и Брахмагупты;
б) получить ряд (1) современными методами.

2 Ряд произведений Архимеда («Книга Лемм», «Книга о построении 
круга, разделенного на семь ра-вных частей», «Книга о касающихся кругах» 

ш др.) и ряд книг «Конических сечений» Аполлония, сочинений Птолемея и 
Диофанта дошли до нас только в переводах на арабский язык.

3 Рекомендуется :
а) установить, какое из этих значений более точно выражает число я .

_  . _ а __
б) сравнить их с >2 - f  ] 3 и с У31.

4 Рекомендуется:
а) показать, как эти формулы можно получить;
б) проверить, .верны ли эти формулы.

5 Рекомендуется установить величины ошибок при вычислении дуг
я  я

K s — и Х =  —  методом Н. Кузанского.
4 6

6 Используя это указание Кеплера, показать, что а) длина "эллипса с  
полуосями а =  4 ,  Ь =  3 будет близка к среднему арифметическому двух ок­
ружностей с радиусами п = 3  и Г г — 4 ;

б) какими должны быть a = r i ,  b = r 2, чтобы среднее арифметическое 
площадей кругов отличалось от площади эллипса не более чем на 0,1.

? п! =  1, 2, 3, ... , п, п!! — означает произведение натуральных чисел, не 
превосходящих п и одной с ним четности.

8 Сравнительно недавно советские ‘ математики А. М. и И. М. Яглом полу­
чили формулу Валлиса элементарным способом (см. гл. IV ). П редлагается 
определить, сколько сомножителей нужно взять в формуле Валлиса, чтобы 
получить я =3^14.

9 П редлагается доказать сходимость этого ряда и указать, сколько сле- 
.^ует-взять членов ряда, чтобы получить я =  3,14.

10 Получить эти формулы.
11 Непрерывной или цепной дробью называется дробь вида

1
x =  qi +  - 1

q2 - h ----- 1
<13 + q4 +  ...

-где через х  обозначено рациональное или иррациональное число, qt — наи­
большее целое в нем, т. е. q i ^ x < q i  +  1. При х положительном и не рав­

ном qi можно положить x =  qi - f  —  ,г д е  J - < 1  или X i > l ,  X i—qi +  —
'r Xi Xi X2
LST'
\ г > 1 и  т. д. Непрерывная дробь, записанная в виде несократимой дроби  

Рк
7^ - ( к < п ) ,  называется подходящ ей дробью порядка к.Чк
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42 Фигурирующая здесь гамма-функция, введенная Эйлером, определяется  
00

формулой Г(х) =  j s x~ le _sds . Если х = п  — целое положительное число, тоо
Г (n) =  (n  —  I) ! _Основные соотношения для нее:

Г (2 +  1) =  гГ (г ); T (z) Г(1 — z) =
sm jiz

13 Элементарный вывод этой формулы дан в статье [-106] (см. г я. IV 
этой книги ).

14 Предлагается проверить эти утверждения.
15 Рекомендуется рассмотреть этот .способ и построить прибор для реше­

ния задачи об удвоении куба., используя описание его баиу Муса.
16 Рекомендуется доказать справедливость этого равенства,
17 См. стр. 50, где даегся пример решения, этой задачи Архимедом с îi-о-

мощью вставки.
18 Рекомендуется:

а) познакомиться с указанными трудами [1 ,6 ,  103];
б) попытаться самостоятельно восстановить опущенные доказатель­

ства указанных способов трисекции угла.
19 Рекомендуется:

а) при данной стороне а построить правильные многоугольники с чи>  
лом сторон п =  5, 7, 9;

б) установить величину ошибки при построении 7-угольника способом  
Абу-л-Вафа.

20 Рекомендуется:
а) найти корни уравнения, полученного Декартом;
б) по приведенным данным построить гиперболу, получить уравнения 

гиперболы и окружности, с помощью которых Клеро осуществил 
трисекцию угла, найти координаты точек пересечения их и сравнить 
с утверждением Клеро.

а ___
21 Рекомендуется построить х = У 2  с помощью Декартова листа. х3+ у 3— 

3 а х у = 0  и с помощью трезубца Ньютона х у = х 3 +  I.
22 Рекомендуется:

а) установить 'Величину ошибки при вычислении 09 способом Дюрера;
б) построить а7 как корень уравнения Феррари с. помощью прямо­

угольников;
в) -найти формулу для вычисления корней уравнения x n — 1 — Ö при  

любых целых положительных п.-
23 Рекомендуется;

а) выяснить, возмож но ли оквадрировать каж дую  из двух луночек 
отдельно;

б) показать, как будет меняться площадь прямолинейной фигуры, 
равновеликой сумме луночек 1 и 2, если передвигать точку С по 
окружности АСВ, и будет ли эта величина (площадь) иметь мини­
мум и максимум.

24 Рекомендуется показать, что точки Ск лежат на окружности с цент­
ром в точке N.

25 Рекомендуется по данному описанию восстановить чертеж.
26 AB® можно выразить через радиус круга и таким способом: из АВг2: 

А В 02= 3 :  1 следует А В 22~ З А В 02. По теореме Птолемея

• A B i2= A B o 2 +  А В 0АВ2= А В о > /  1 + У З Т  B B n =  r V (1 •+- УЗ
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gg_________________  _____
Но из (2) следует А<Вi =  у i= AiB0 •  = Л В 0 ~V  1 -г  V3, В В 0 в г ~ V \ +  УЗ-г
Из Д  А В 0В получим ^

А В 0 =  У Г 4г2 —  r2( l + W )  =  г V  3 — УЗ и А В 2 = У З г  V \  —

27 П редлагается методом Влеты сквадрировать луночки ш : п = 5  : 1 и 
6 : 1.

28 П одробнее теория открытых луночек изложена в работе [148] и в 
IV главе данной книги.

Рекомендуется доказать самостоятельно эту теорему.
29 Мы не имели возможности познакомиться с этой «Диссертацией». В о ­

прос о ее авторе, судя по утверждению Вилейтнера [24] и Гофмана [148],
не совсем ясен. Но мы будем считать, что автор ее Уинквист.

30 Рекомендуется построить пря!М0Л1И'нейные фигуры, равновеликие этим 
луночкам, методом Уинквиста.

31 Рекомендуется:
X

а) доказать, что функция И х ) ^  ----------- достигает минимума при
s : n 2x

ш +  п
x = m  =  n — а = :66°46'54". Найти f(tf) и показать, что о -Ф — “------;

б) найти значения п при т  =  30, 60, 135° и установить, будет ли три 
этом выполняться (1) и будут ли луночки квадрируемы циркулем и 
линейкой;__________________ __

р) найти п и т  .при tg m = y 2 . Будет ли эта луночка квадрируема;
г) будет ли квадрируемой луночка при п -= 90° и m = 3 0 p ( n ; m = 3 :  1);
д) при каких значениях ш и п  луночки будут алгебраические.

32 Рекомендуется:
а) построить луночки, рассмотренные Эйлером, и равновеликие им 

прямолинейные фигуры. (Сам Эйлер не строил эти луночки);
.6 )  получить общ ее алгебраическое уравнение квадратуры круговых 

замкнутых луночек, продолжая подобно Эйлеру выражать cosnp, 
через косинусы простых углов и заменяя cosp, через z.

в) указать способы, позволяющие вычислять площади луночек, алгеб­
раических и трансцендентных;

г) сформулировать необходимое и достаточное условие квадратуры > 
алгебраических круговых замкнутых луночек: 1) циркулем и линёй-

1  кой, 2) с помощью других средств.





Г л а ь a IU

ДОЛГОЖДАННЫЕ РЕШЕНИЯ ЧЕТЫРЕХ
ЗАДАЧ.

ДАЛЬНЕЙШАЯ СУДЬБА ЗНАМЕНИТЫХ 
ЗАДАЧ ДРЕВНОСТИ

Из предыдущих глав .видно, как в теченйе свыше двух тысяч 
лет шла атака на знаменитые задачи древности. За это время на 
дальних и ближних подступах к этим задачам-крепостям было 
получено много ценных результатов для математики. Но в эти 
первые три периода наступления на указанные задачи оставался 
открытым вопрос: возможно ли решение этих пяти конструктив­
ных задач в общих случаях циркулем и линейкой?

. В дальнейшем стало ясно, что для покорения этих задач-кре­
постей нужно было более мощное оружие в виде новых разде­
лов алгебры, теории чисел и математического анализа. В конце 
XVIII и в XIX столетиях это оружие появилось; с его помощью 
и началось покорение одной крепости за другой. Так в XIX в. бы­
ли покорены четыре крепости из пяти, не сдалась .в этом столе­
тии только проблема квадратуры луночек. Это и была самая ха­
рактерная черта следующего, четвертого, периода в истории зна­
менитых задач древности. В создании необходимых условий для 
окончательного штурма этих крепостей большую роль сыграли 
Ламберт, Лежандр, Лиувилль, Кантор и Эрмит. Непосредствен­
ными же покорителями четырех крепостей были Гаусс, Ванцель 
и Линдеман. v * * •

Но история знаменитых задач древности на этом не оборва­
лась. После решения задач деления окружности на равные части, 
трисекции угла, удвоения куба и квадратуры круга возникли сле­
дующие вопросы, связанные с этими задачами: упрощение полу­
ченных решений (доказательств), отыскание новых точных и при­
ближенных способов решений, решение проблемы квадратуры 
круговых, замкнутых луночек с помощью циркуля и линейки и
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конических сечений, создание теории квадратуры некруговых и» 
открытых луночек, обобщения некоторых из этих задач, перенос 
знаменитых задач в неевклидовы геометрии,' создание научной ис­
тории их и др. В этих направлениях проводились исследования в 
XIX и XX столетиях, что и явилось характерной чертой пятого,, 
современного периода истории знаменитых задач древности.

В решении указанных вопросов • приняли участие Вейер- 
штрасс, Гильберт, Гурвнц, А. А. Марков, Н, Г. Чеботарев, 
А. В. Дородное, Д. Д. Мордухай-Болтовской, H. М. Несторович,. 
А. С. Смогоржевский и др. В этот период ведущую роль стали 
играть советские, в том числе ростовские, математики, характе­
ристике результатов работ которых посвящена значительная 
часть четвертой главы этой книги: «Знаменитые задачи древ­
ности в нашей стране».

Иррациональность чисел е и л

Первый, принципиально новый шаг в решении задачи о квад­
ратуре кругй был сделан во второй половине XVIII в. Л амбер­
том и Лежандром, доказавшими иррациональность чисел е и я.

По мере расширения аналитических средств для выражения и 
вычисления я  математики все чаще задумывались над природой 
числа я. Сравнивая, например, представления рациональных и 
иррациональных чисел и числа я  в виде десятичных дробей, они 
замечали, что рациональные дроби всегда представляются конеч­
ным числом десятичных знаков (за исключением периодических),
в то время как известные иррациональные числа У2, УЗ, У2,— ш 
число я  выражаются неограниченным числом десятичных знаков. 
То же явление наблюдалось и при выражении этих чисел в виде 
непрерывных дробей. Отсюда, в частности, математики XVIII в. 
сделали вывод, что число я  по своей природе скорее относится 
к иррациональным числам. П равда, у них не было в этом еще 
полной уверенности, так как в то время не было доказано, что 
число десятичных знаков этих чисел не может, оборваться на ка­
ком-то n -м десятичном знаке, где п достаточно большое. О чис-

n t •
лах вида УБ, где D—целое положительное число, не являющееся 
n -й степенью целого числа, было доказано уже. что не мож ег

»__  р
быть равенства V D = —  , гдер  и q—целые числа. Надо было до-

ч
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p
казать, что число л не может быть выражено в виде дроби — ,

q
если р и q целые числа. Эта задача оказалась более трудной, 

чем доказательство невозможности равенства V D = —  . Но по-
q

скольку предполагалось, что выяснение природы числа я  прольет 
свет на трудности, связанные с решением задач о квадратуре 
круга, о спрямлении окружности и других задач, то эта проблема 
во второй половине XVIII в. стала актуальной. К этому же вре­
мени и число е стало играть большую роль в математике. После 
получения Эйлером формул

e±ix =  cos x d z i  sin х,

после установления связи между е и я  в виде формулы е [к = — 1 
и после разложения л и е в  непрерывные дроби встал вопрос и о 
выяснении природы числа е. .

Многие математики того времени пытались доказать ирра­
циональность чисел е и л, но только Ламберту и Лежандру уда­
лось дать это доказательство.

Результат Ламберта. Используя результаты Эйлера и дру­
гих предшественников, Ламберт, Лежандр и Фурье строго дока­
зали иррациональность чисел е и л. И. Г. Ламберт (1728— 1777) 
из Мюльгаузена считал себя швейцарцем. Из простого ученика 
портного он вырос в одного из выдающихся ученых XVIII в. 
В 1765 г. он был приглашен в Берлинскую Академию наук.

В 1766 г. вышла в свет его знаменитая работа «Предвари­
тельные сведения для ищущих квадратуру и спрямление круга» 
[61].

Эта работа написана живо, читается с интересом и занимает 
в истории квадратуры круга видное место. В ней впервые было 
дано доказательство иррациональности чисел в и л .  Начинает 
Ламберт свою работу с констатации факта, что и в то время про­
должался поток работ «квадратурщиков» — дилетантов, которых 
он и пытался направить на «путь истинный». В начале статьи он 
говорит, что особенно полезно прочесть эту работу тем, кто- «за­
трачивает очень много времени и труда для отыскания квадрату­
ры круга». Он так характеризует этих «искателей квадратуры 
круга»: «Таких искателей всегда будет достаточно, и если судить 
о будущих по их предшественникам, то это по большей части 
люди, мало смыслящие в геометрии и лишенные возможности 
правильно оценивать свои силы, Там, где им не хватает знания 
и понимания, где они не могут сделать с помощью' правильных
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последовательных выводов, там жаж да славы и денег создает со­
физмы, которые чащё всего не.отличаются ни особенной тон­
костью, ни особенной замысловатостью [61; 169]. Далее Л ам ­
берт говорит: «До сйх пор не исследовано, может ли отношение 
диаметра к окружности быть выражено рациональной дробью». 
Он указывает, что найдено много таких дробей, например, 1 : 3, 
7 : 22, 106 : 133, 113 : 355..., но все они дают только приближен­
ные значения. Если рассматривать разложение уисел в непре­
рывные дроби, то получается для л разложение, которое «совер­
шенно уничтожает надежду определить отношение диаметра к 
окружности посредством целых чисел».

Но основная заслуга Ламберта в истории теории чисел и в 
истории квадратуры круга состоит не в том, что он высказывал

сомнение в рациональности числа л и  —  , а в том, что он сфор-
ЭХ

мулировал и в основном доказал две теоремы об иррациональ­
ности чисел е и л 1.

Природа числа е — основания натуральных («гиперболиче­
ских») логарифмов — интересовала многих математиков XVIII в. 
Некоторые из них пытались представить это число в виде отно-

а
шения рациональных чисел е =  —  . Под влиянием «Введения»b
Эйлера, где дано разложение в непрерывную дробь чисел е,
е — I
   и др., Ламберт занялся выяснением природы этого числа

и пришел к выводу, что оно иррациональное. Он сформулировал 
такую теорему: «Если х есть отличное от нуля рациональное чис­
ло, то е1 не может быть рациональным числом».

Отсюда вытекает, в частности, что натуральный логарифм ра­
ционального числа, отличного от единицы, не может быть чис­
лом рациональным.. При доказательстве указанной теоремы Л ам ­
берт говорит, что если бы число е можно было представить в ви­
де рациональной дроби, то разложение е и других чисел, связан­
ных с е, в непрерывные дроби где-то обрывалось бы. Но этого 
не происходит, так как разложения

1 е —  1 I
е = 2 -\—

2 +  -  —  6 +  ‘
1 +  - —    10+ 1

1 14 +  ...1 +     ^
т  4 +  . . .  .

1 0  С, Е. Белозеров 1 4 5



е х — 1   . 1

е х +  1 ~2 1
■+.

и вообщ е

X . 6 1
X 1 10_ +

X

не обрываются. И Ламберт делает из этого правильный вывод: 
«Так как дроби продолжаются бесконечно, то ни е; ни ех, если х 
целое число или дробь, не могут быть точно выражены рацио­
нальной дробью». Но это утверждение им не было строго дока­
зано.

Затем он переходит к доказательству иррациональности чис­
ла я  и формулирует следующую теорему: «Если х отличное от 
нуля рациональное число, то tgx не может быть рациональным 
числом». Но если это верно для всех рациональных х,. то верно

й для х = 1  и X =  — . И в  этом случае Ламберт, используя раз- 
п

ложение в непрерывную дробь

tgx =  ,

5 1

X 7 _  _ _ J  

X _ 9  

X

получает непрерывные дроби:



Отсюда он делает вывод: «Из того, что эти дроби бесконечны, 
следует, что если дуга круга содержится целое число раз з его 
радиусе, то тангенс ее есть необходимо иррациональное число. 
Так как, если бы этот тангенс был рациональным, то дробь не 
могла бы продолжаться бесконечно и должна была бы прервать­
ся». Но последняя часть этого утверждения, так же как и в пре­
дыдущем случае, принимается Ламбертом без доказательства.

Ламберт рассматривает далее, подходящие дроби для t gl :

1 _  3 1 _  14 _  3 ! 1 
~  Г ~ ~ ~ 2 ’ 1 —  1 9 ~  ~ т 2 • 9 »

, _ т  1~ 7 1 ±
- 5

i   Э5   3 1 Î
т с - л  ' о. ‘ '

3 -
1

h обращается к рассмотрению бесконечного ряда:
3 i l 1

tg 1 = -----!----------i----------- !-----------. +  -  , где.
2 2 . 9 .9  • 61 61 • 540

1 14 3 1 95' M

2 • 9 9 2 9 • 61 &! 9

который «сходится быстрее всякой геометрической прогрессии 
и имеет, как видим, иррациональную сумму... Точно так же обна-

1
руживается, что не только тангенс дуги х = 1  и х — —  , но и

п.
П1

вообще тангенс каждой дуги —  , имеющей рациональное отно-
п

шение к радиусу, является иррациональным числом».
Из этого Ламберт делает такой вывод: «Так как тангенс каж ­

дой рациональной дуги есть число иррациональное, то, наоборот, 
также каждая дуга, имеющая рациональный тангенс, является 
иррациональной. Допустив противное, мы приходим к противо-

п ' п
речию. Известно, что tg —  =  1. Следовательно, :— и я  —

4 4
иррациональные числа». Но многие дуги, как  известно, соизмери­
мы со своим тангенсом. В этОхМ случае, говорит Ламберт, они оба
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не соизмеримы с радиусом. Допустив противное, приходим к 
противоречию. Сам Ламберт, вероятно, считал, что ему удалось 
строго доказать теоремы об иррациональности чисел е й  п. 
Однако, как показал в дальнейшем Лежандр, существенные по­
ложения этих теорем не были Ламбертом доказаны.

Доказательства Лежандра и Фурье. Знаменитый француз­
ский математик А. М. Лежандр (1752— 1833) продолжил иссле­
дования Ламберта, и в своей работе [61], появившейся в 1794 г., 
дал «Доказательство того, что отношение длины окружности к 
диаметру и квадрат его суть иррациональные числа» [63].

Лемма первая в этом произведении, которая восполняет дока­
зательство Ламберта, сформулирована так: «Если в бесконеч­
ной непрерывной дроби

m
п 4----

п' +
п" +  ...

m, n, m ', n ', m", n", —
суть положительные или отрицательные целые числа, если, кро-

ш ш' ш "
ме того, каж дая из дробей —-, , —  и т д. менее единицы,

п п' п"

то значение непрерывной дроби иррациональное число». Вторая 
лем.ма Лежандра читается так: «Если при тех же предположе-

m m ' m "
ниях начальные дроби — , — ,   и т. д. имеют произ'воль-

п п' п"

ные значения, все же .последующие менее единицы, то рассмат­
риваемая непрерывная дробь равна иррациональному числу, в 
предположении, что она бесконечна».

При доказательстве их он делает допущение, что
m _  В

пГ~ “ T ’
п +  — m

п' +
п" -ь

где В и А целые числа, и приходит к противоречию. «Поэтому, — 
заключает Лежандр, — наше допущение, что значение непре­

рывной дроби равно рациональному числу -д- , ложно; Это зна­

чение непременно иррационально».
Доказав справедливость этих лемм, он рассматривает далее
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основную теорему: «Если некоторая дуга соизмерима с радиу­
сом, то ее тангенс не соизмерим с радиусом»2.

Доказательство этой теоремы опирается на известные в то 
время факты из теории рядов и непрерывных дробей, а также на 
указанные леммы и формулы, связывающие показательные и 
тригонометрические функции. Из этой теоремы следует также,
что если тангенс какой-то дуги круга ^.например, ~  ^  соизме­

рим с радиусом ( - t e “  = 1 ^  , то не соизмеримо с радиусом,

т. е. и я  иррациональны.

Доказательство иррациональности числа е было дано в 1815 г. 
знаменитым французским ученым Фурье (1768— 1830). В работе 
[114] при рассмотрении этого вопроса он отправлялся от ряда 

1 1  i i - 1
е = \ - \ ----- -|--------- -1----- -Ь "• Н--------+ - — ■ +  "•

1! 2! 3! - q! (q +  1)!
РДоказательство дано в таком виде: допустим, что е =  —  — ра-
q

циональная дробь; перенесем в левую часть равенства все члены

ряда до —  включительно и умножим равенство на q! Тогда 
q

р_ _ i  i I  , _
q 1! 2! 3! q! P '  ~

1 . 1 

(q +  1)! "I~ (q +  2)! + q!

q!
Левая часть этого равенства p(q— 1)!—q!—q!— —------ — — 1—

— целое число, правая же часть
1

* 1 1 . 1+  . . . <  - L < - + — --------+  • • • =  ч +  1 = 1
4 +  1 (q +  1) (q +  2) q +  1 (q +  l)2 , I ~~

tLдрооь, и мы пришли к противоречию. Следовательно, число 
е — не рациональное, оно иррациональное.

Хотя доказательство иррациональности числа л  не решало 
еще проблехмы квадратуры круга, но оно все же существенно
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продвинуло решение и этой задачи: был найден путь, идя по ко­
торому, можно было прийти к окончательному решению задачи. 
Идя по этому пути, т. е. изучая природу чисел в и л ,  математики 
скоро поняли, что для окончательного решения знаменитой древ­
ней задачи нужно было выявить, какого характера иррациональ-

* —  3----
ность этих чисел: такого же,_как, например, У2, УЗ, или между 
иррациональными числами V2 и л есть существенная разница.

Теория Гаусса деления окружности 
на равные части

Первой из пяти «неподдававшихся задач-крепостей» сдалась 
задача о делении окружности на равные части. Это произошло в 
самом конце XVIII столетия. Победителем ее оказался студент 
Гауас (1777— 1856).

К. Ф .Гаусс выходец из бедной семьи водопроводчика. Только 
благодаря своему таланту, упорству в работе и поддержке учи­
телей ему удалось получить образование. Еще до поступления в 
Геттингенский университет Карл Гаусс увлекался искусством сче­
та; по выражению Ф. Клейна «он беспрестанно считает с прямо- 
таки непреоборимым упорством и неутомимым прилежанием». 
Благодаря этому он достигает изумительной виртуозности в тех­
нике счета, что ему в дальнейшем очень пригодилось. Наряду с 
действиями над числами, Гаусс также проявляет большой инте­
рес к бесконечным-числовым рядам. Изучая арифметико-геомет­
рические средние, он уже тогда подметил некоторые важные 
свойства их. В 1795 г. он открыл метод наименьших квадратов. 
В то же время он проявил интерес и к некоторым вопросам ал­
гебры: думал над основной теоремой алгебры и над решением 
уравнения хп— 1 = 0 3. Не с меньшим интересом он занимался и 
филологией. В 1795 г, он стал студентом университета, продол­
ж ая .колебаться в выборе науки, которой следует посвятить свою 
жизнь: математике или филологии. Но уже вскоре, на смену ко­
лебаниям пришло твердое решение: Гаусс избрал физико-мате­
матические науки своей специальностью. Одной из основных при­
чин этого выбора, как он сам отмечал в своем дневнике, было ре­
шение им задачи о построении правильного семцадцатиугольни- 
ка. Как это случилось? Гаусс продолжал заниматься группиров­
кой корней уравнения хп— Г = 0  на основании своей теории «пер­
вообразных корней». И вот однажды утром, проснувшись, он вне­
запно ясно и отчетливо осознал, что из его теории вытекает по­
строение семнадцатиугольника. Это открытие произвело на него 
очень сильное впечатление: он окончательно убедился в своих
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возможностях решать сложные математические вопросы и оста­
вил мысль о «филологической карьере».
~ В июне 1796 г. в «Литературной газете», издававшейся в Иене, 
Гаусс опубликовал заметку: «Новые открытия». В ней он писал: 
«Всякому начинающему геометру известно, чго.можно геометри­
чески (то есть циркулем и линейкой) строить разные правильные 
многоугольники, а именно треугольник, пятиугольник, пят- 
надцатиугольник и те, которые получаются из каждого из этих 
путем последовательного удвоения числа сторон. Это. было уже 
известно во времена Евклида, и, как кажется, с тех пор было рас­
пространено убеждение, что область элементарной геометрии 
дальше не распространяется: по крайней мере, я не знаю удачной 
попытки распространить ее в эту сторону. Тем более кажется мне 
заслуживающим внимания открытие, что кроме этих правильных 
многоугольников может быть геометрически построено еще мно­
жество других, например, семнадцатиугольник. Это открытие яв­
ляется собственно лишь следствием одной еще не совсем закрн- 
ченной большой теории. Как только она получит эту закончен­
ности, она будет предложена публике. t

К. Ф. Гаусс из Брауншвейга, 
студент-математик в Геттингене».

Теория построения правильного семнадцатиугольника и упо­
мянутая Гауссом «большая теория» были опубликованы им в 
знаменитом большом сочинении «Арифметические исследования» 
[28] в 1801 г. Эти теории составляют седьмой раздел указанных 
исследований, .озаглавленный «Об уравнениях, от которых зави­
сит деление круга». Здесь он подробно исследует уравнение 
хп— 1 = 0 , корни которого

2як 2 л,к
Xk==cos   f-i s in  (k =  0, 1, 2, ..., n— 1)

п ' n

соответствуют точкам деления единичной окружности на n рав­
ных частей. Особое внимание он уделил, в частности, рассмотре­
нию уравнения

X17— 1 = 0  (1)
и его корней • . '

2лк 2лк
X« =  cos  + i  s i n  , (2)

.17 17

которые являются вершинами правильного 17-угольника. Гаусс 
обратил внимание на то, что при к = 0  один из корней уравнения 
(1) будет х0= 1  и что начиная с к = 1 7  корни будут повторяться,
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т. e. что различных корней у этого уравнения будет только 17 и 
что все они связаны между собой. При обозначении следующего 
корня (2) (при к = 1 )  через е, т. е.

2 л  2 л
8 = cos b is in  — ri.

17 17

каждый последующий корень («а основании формулы М уавра) 
будет степенью в. Например, при к = 2  будем иметь корень 

2 • 2и 2 • 2л /  2я .. . .  2 • 2л /  2 я . . . . 2л \2  ,
cos —  (-ism   =  I cos —* + i s m  —  1 = s '

17 i,7 V 1 7  1 7  /

при k = 3

i '
17

S • Йя 3 • йя /  ,2л , 2я \3
cos   l-ism  ------- - 1 cos —  + is m  —  I = e 3

17 V 17 17 /

т. e. корни уравнения (1) будут 1, e, e2, e3, e4, e5, e8, e7, e8,
-9  „10 „11 „12 „13 „14 p i s  p l6О j С ? ? 9 Ь ÿ G ,

Так ^как , . , .
ш • 2л ш • 2я*

в17= 1  и e17-m= e “m= c o s  ---- —i sin ------------1
17 17

то корни можно еще записать так: 1, е, е2, е3, е4, е5, е6, е7, е8,
с 8 р - 7  р 6 р 5 р —4 р ^3 р —2 п “ 1о ) о ) о  ̂ о  ̂ о ) с  ̂ о  ̂ о •

В уравнении (1): х17— 1 =  (х— 1) (х16+ х 15+ х 14+ х 13+ х ,2-(-
+ х п + х 10-(-х9-}-х8-1-х7+ х е-|-х5 -f-x4+ x 3+ x 2+ x - l- l)  = 0

один из корней будет 1. Остальные же корни, по известной 
формуле Виеты, удовлетворяют условию

е + е 2+ е 3+ е 4+ 8 5-(-е6-(-87 -(-е8-|-89-1-е10-|-еи 4-е12+ е 13-|-8,4-|-
« + е 15+ 8 16=  e + 8 2+ e 3-(-84-(-e5-{-86+ 8 7-|-e8-l-e_8+ 8 -7 -f-

-f- е-6+ 8 -5 +  е-4+ e_3-|-e“2-|-e_1= — 1. (3)

Задача теперь сводится к тому, чтобы показать, что уравнение (3) 
разрешимо в квадратных радикалах.

Проведем сначала соответствующие рассуждения для пяти- и 
десятиугольников. В этом случае х5— 1 = 0 , один корень 1, сумма 
остальных 4 корней е + 8 2-Ь83+ е 4=8-{-е2-Ь8~2-|-е“1= — 1. (4)
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Положим e + e - l = y ,  (5)..
Тогда

82+ е “2= у 2—2. (6)
и относительно у получим уравнение у2+ у — 1 = 0 , корни его

у ,г= — 1— 'г  2^. , у г = — ^—  - у - . Подставляя yi в уравне­

ние (5), получим е +  —  =    +  —  V5
е 2 2

ИЛИ

Откуда

. — î-f— i
2 \ 2 / [ т К Ч * ] 2 - > =

=  - ^ У 5 — 1 + i V 10+2V5“  j .

Остальные корни находятся из этого. Таково алгебраическое ре­
шение уравнения (4), из которого видно, что корни его выраже­
ны конечной цепочкой квадратных радикалов. Геометрическое 
значение yi мы выясним, если рассмотрим

2 л  2 л  2 л  2 л
y j = g + e  * =  c o s ---- (-i s i n  f-cos — —i s i n  —  =

5 5 5 5

2 л  /  л  2 л  \  n
= 2 cos—  = 2 s i n -----------------------= 2s in  —  = Я ю ,

5 \  2 5  /  - 10

т. e. yi — сторона правильного вписанного десятиугольника. По­
строив же десятиугольник, мы легко построим и пятиугольник. 

Перейдем теперь к решению уравнения (3).

Положим e + e 2+ e 4+ e 8+ e _I+ e _2+ e “4+ e _8= r i ,  1 
83+  85+ 8 6+  87+ е -3+ е -5+ е ~ 6+ е “7 = î | i J .

Сумма левых частей есть сумма всех комплексных корней урав­
нения (3) и должна равняться — 1, так что r |+ r)i = — 1. Про­
изведение их при непосредственном перемножении w ii= —4. 
Это значит, что т) и rji должны являться корнями квадратного 
уравнения

х2+ х —4 = 0 .
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Таким образом ,

i i = — ----- 1-------VI7 и т)1 = ----------------V17.
2 2 2 2

Положим теперь e + e 4+ e “1+ e _4= z ;  »
e2+ e 8+ 8 _2+ e - 8= z , ;  I /g*
e3-f-e5+ Ë _3+ 8  5= z 2; j 
е®-{-е7-)-е~6-{-е~7= г 3. ' •

З ти  четыре равенства также содержат все комплексные корни 
17-й степени из единицы.

Складывая и умножая эти равенства, получим
z + z i= r i ,  ZZ[ =  1 ; ..z 2+ z 3= i i i ) z2z3= — 1, 

значит z и zi — корни уравнения х2—rjx— 1 = 0 , (9)
a z2 и z3 -= корни уравнения х2—гцх— 1 = 0 , __ (9')
т. е.

- т + / ( р 2+ ' - '  - ? + / ( ? ) * + ■ •

Положим, наконец, у
8 + е _1= у ,
е4+ е ”4= у 1, (10)

откуда находим, что y + y i =  z и yiy — z 2. Следовательно, у и 
Vi будут корнями уравнения

X2— z x + z 2 =  0, (11)

причем считаем у > у ь  Из уравнения е + е _1= у  находим

е — —  ±  —  V у2—4.
2 2

Этим и доказывается, что корни 17-й степени из единицы могут 
быть выражены с помощью квадратных радикалов.

Можно выяснить теперь .и геометрическое значение yi как 
корня уравнения

У1
У . 8 я  8л \  /  8л - 8л \

=  е4+ е  4== I c o s  1-isin ■— l +  | c o s  i sin — 1 =
V  17 1 7 /  V 17 17 /

/ л  8л \  я
=  2 s i n ------------= 2  sin —  = а з 4.

2 , 17 /  _ 34
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Ho yi выражается через конечную цепочку квадратных радика­
лов. Следовательно, >1 можно построить с помощью циркуля и 
линейки. Построив же 34-угольник, легко можно построить за­
тем и 17-угольник. Так была решена задача о делении окруж­
ности на 17 равных частей. И в дальнейшем уже стояла задача 
реализовать это открытие, т. е. найти способ построения 17- 
угольника или деления окружности на 17 равных частей с по­
мощью циркуля и линейки.

Решая задачу о возможности построения правильного 
17-угольника циркулем к  линейкой, Гаусс в это же время «за­
махнулся» и на более общую задачу: выяснить при каких зна­
чениях N можно циркулем и линейкой построить правильный 
N-угольник, а при каких N — нельзя. Или иначе, на какое чис­
ло N равных частей можно циркулем и линейкой разделить 
окружность, а на какое число — нельзя. Так начала рождаться 
у Гаусса «большая» или общая теория.

С 1797 г. он начал печатать свою знаменитую работу «Ариф- 
- метические исследования «(Disquisitiones arithmeticae) [28], 
которая полностью вышла в свет в 1801 г. Седьмой раздел этой 
большой работы, названный «Об уравнениях, от которых зави­
сит деление круга», как раз и содержит «большую, теорию», о 
которой говорил Гаусс еще в газетной заметке в 1796 г.

•Речь идет здесь прежде всего об уравнении

Х = ^ —— xN' 1+ x N_2+ ,-"  + 1 = 0 ,  (12).
X —  1

которое в дальнейшем стали называть-уравнением деления кру­
га. Следовательно, геометрическая задача была сведена теперь 
к изучению корней уравнения (12).

Исследуя это уравнение, Г аусс и получает условие, которо­
му должны удовлетворять числа N, чтобы окружность дели­
лась циркулем и линейкой на N равных частей. Задача эта и 
в такой постановке, как видно, была в то время не из легких, 
хотя некоторые важные результаты для исследований решений 
алгебраических уравнений и были уже получены математика­
ми XVIII в., особенно Эйлером и Лагранжем.

Постановка этой задачи несколько упрощается, если учесть, 
что нет смысла рассматривать это уравнение при N составных. 
Действительно, если N—число сложное, то оно имеет простые 
множители. Ni, N2, ...Nr, т. е. N =  N 1 -N2, ... Nr, и задача в этом 
случае сводится к делению окружности на N b N2, ...Nr равных 
частей.

Вот почему Гаусс в своих исследованиях вёдет речь об N 
простых, а также об N, множителями которых являются числа
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2К и простые числа Pi, такие, что гг— часть окружности мож-

но построить .циркулем и линейкой. Так как в (12) N предпола­
гается простым числом, то оно нечетное, а N— 1 — четное.

Гаусс показывает далее, что многочлен в (12) неприводим 
в поле рациональных чисел, т. е. что это уравнение не имеет 
рациональных корней. Но оно имеет N— 1 каких-то корней, 
множество которых Гаусс обозначает через й . Доказательство 
неприводимости х = 0  в поле рациональных чисел в современ­
ной математике дается значительно проще, чем у Гаусса. Полу­
чив указанные результаты, Гаусс. показывает далее, что много­
член X во многих случаях можно последовательно свести к про­
изведению двучленных множителей. Он писал: «Известно, что 
все усилия величайших геометров дать общее решение уравне­
ний, степень которых превосходит четвертую, или ... найти спо­
соб сведения смешанных уравнений на двучленные, до сих пор 
были тщетны. Тем не менее несомненно, что существует сколь­
ко угодно смешанных, т. е. недвучленных уравнений любой 
степени, которые «допускают такое сведение к двучленным 
уравнениям...».

Свою цель дальнейшего исследования Гаусс видел в том, 
чтобы последовательно разлагать многочлен X на большее и 
большее число таких множителей, чтобы коэффициенты их опре­
делялись при помощи решения вспомогательных уравнений воз­
можно более низших степеней, пока таким образом не придем 
к линейным множителям, т. е. к самим корням й .

И дальше он показывает, что если N— l = a i n‘ а г Ч ... а*® ■ 
и n i+ n 2+ . . .+ iik= v, то «нахождение корней й  сводится к по­
следовательному решению v уравнений», из которых ni уравне­
ний степени a i, п2 -уравнений степени а г , , пк уравнений сте- 

чпени аи.
Так, мы видели (см. стр. 179— 180), что при N = 1 7 , N— 1 =  

=  1 6 = 2 4 решение (12) свелось к решению четырех квадратных 
уравнений, а для N = 3 7 , где N— 1 = 22 • З2, придется решать два 
квадратных и два кубических уравнения.

Основная теорема, доказанная здесь Гауссом, читается так: 
«Чтобы круг можно было геометрически разделить на N час­
тей, нужно, чтобы N было равно либо 2, либо более высокой 
степени числа 2, или чтобы N было либо простым числом вида 
2п+ 1 , либо произведением нескольких таких простых чисел, или 
чтобы N было произведением одного или нескольких таких про­
стых чисел либо на 2, либо на более высокую степень 2». Итак, 
деление окружности циркулем и линейкой на N частей возмож­
но тогда, когда N = 2 KP iP 2 — Pr,
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где к = 0 ,  1, 2..., a Pi — различные простые числа вида 2n+ ï .  
Из сказанного выше вытекает: деление окружности на Р рав­
ных частей, где Р — простое число, возможно только тогда, если 
р — 1 = 2 “, т. е. Р =  2“-И - Но для того, чтобы число 2"+1 было 
простым, показатель п не должен иметь нечетных простых де­
лителей. Допустим, что n = q n i ,  где q нечетное, тогда 2“+ 1  =  
__ (2“i) «-J-1«, это число делится на 2“*+1 и, следовательно, не 
простое. Значит, чтобы число Р = 2 n-f-1 было простым, необхо­
димо, чтобы показатель п был степенью двойки, т. е. п = 2 ^ . Тог­
да, если 22v + 1  при соответствующих v будет число простое, то 
на это число можно разделить окружность циркулем и линей­
кой. Например, при v = 0  получим Р = 3 ,  при v = l  — Р = 5 ,  
v =  2—Р = 1 7 , при v = 3  — Р =  257 ,... Все многоугольники с 
указанным числом сторон строятся циркулем и линейкой.

Но мы знаем также, что циркулем и линейкой можно по­
строить правильные многоугольники с составным числом сто­
рон, если только можно построить правильные многоугольники 
с числом сторон, равным каждому из множителей этого числа. 
Например,

2К-3, 2"-5, 2к-3-5, 2К- 17, 2к-3-5- 17,... 
Следовательно, циркулем и линейкой можно вообще разделить 
окружность на N равных частей, если N = 2 K-P iP 2 ,... Р г, где 
к = 0,1, 2, ..., a Pi — различные простые числа вида 22у + 1.

Гаусс доказал, что это условие деления окружности на рав­
ные части необходимо. Что же касается того, что оно и доста­
точное, т. е. что ни при каких других Pi, кроме указанных, нель­
зя разделить окружность на равные части (построить правиль­
ный многоугольник) циркулем и линейкой, то хотя этого Гаусс 
не доказал, но он в этой же работе писал: «Хотя границы наше­
го сочинения не позволяют привести этого доказательства, мы 
думаем, что все же на это надо указать для того, чтобы кто-ли­
бо не пытался искать еще других случаев кроме тех, которые 
указаны нашей теорией, например, не надеялся бы свести на 
геометрические построения, т. е. на построение циркулем и ли­
нейкой, деление окружности на 7, 11, 13, 19, — частей и не тра­
тил бы зря своего времени».

Учитывая то, что полученное Гауссом условие деления 
окружности не только необходимое, но и достаточное (хотя по­
следнее было строго доказано в дальнейшем), основную теоре­
му можно- сформулировать так: «Для того, чтобы можно было 
окружность разделить циркулем и линейкой на N равных час­
тей, необходимо и достаточно, чтобы число N имело вид N =  
= 2 к-Р 1Р г, ... Рг, где k = 0 ,  1, 2, 3 ,..., a Pi — различные простые 
числа, каждое из которых имеет вид 22 w + 1 , или P i =  1 ».
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Таким образом; из общей теории деления окружности на 
равные части циркулем и* линейкой, созданной в основном Гаус­
сом в самом конце XVIII в., следует, что окружность можно раз­
делить на 2, 3, 4, 5, 6, 8, 40, 12, 15, 16, 17, 2 0 ,..., 257 ,...,
65537,... равных частей, или можно построить правильнее мно­
гоугольники с указанным числом сторон. Из этой теории также 
вытекает, что окружность циркулем и линейкой нельзя, напри­
мер, разделить на 7, 9, 11, 13, 14, 18, 19, 21, ... равных час­
тей. Причем числа 7, 11, 13, 19,... хотя и простые, но они не яв­
ляются числами Ферма P i= t2 2V -+-1; числа 9 = 3 -3 ,  1 8 = 2 -3 -3 ,
2 5 = 5 -5  содержат множители 3 и 5, являющиеся числами 
Ферма, но они повторяются; числа же 14, 21,... содержат мно­
жители 7, 11Л ..., которые не являются числами Ферма...

.Общая теория деления окружности на равные части Гаусса 
пролила свет на многие вопросы, остававшиеся загадками в тег 
чение многих сот лет. Гаусс оказался первым покорителем од­
ной из пяти интереснейших и поучительных задач в истории на­
шей науки.

Доказательство Ванцеля невозможности удвоения 
куба и трисекции угла.

В первой половине XIX в. некоторые знаменитые задачи 
древности продолжали привлекать к себе внимание отдельных 
математиков. В числе их был и молодой инженер мостов и шос­
се П. А. Ванцель (1814— 1848). Математикой Ванцель интере­
совался с раннего возраста. Еще будучи студентом он изучил 
некоторые работы Эйлера, Лагранжа и других математиков. 
Привлекла его внимание и знаменитая работа Гаусса «Арифме­
тические исследования», особенно ее VII раздел. Это, по-види­
мому, и способствовало развитию у него интереса к теории чи­
сел, к алгебре, математическому анализу и к применению их в 
решении некоторых геометрических задач. Совсем е щ е , юным 
он зцнялоя выяснением условий, при которых геометрические 
задачи решаются циркулем и линейкой. В результате этих заня­
тий в 1837 г. появилась его первая работа [20, 138], в которой 
он впервые доказал невозможность решения циркулем и линей­
кой .удвоения куба и трисекции угла. Это был-важный вклад в 
математику: были покорены еще две «неподдававшйеся крепо­
сти». И победителем их был тоже юноша. П. Ванцель прожил 
короткую, но продуктивную жизнь:' за 10 лет своей научной 
деятельности он написал и опубликовал в ведущих французских 
математических журналах свыше 20 работ и заметок. Некото-
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рые его результаты вошли в золотой фонд математики [24].
В его подробной биографии, которую опубликовал Barré de 
Saint Venant в 1748 г. в 7 томе журнала Nouvelles Annales de 
M athématiques, высоко оценивается деятельность Ванцеля в ка­
честве репетитора и экзаменатора Парижской политехнической 
школы и 'результаты его исследовательской работы. И хотя 
первая его работа- долгое время не получала должной оценки, 
но теперь имя Ванцеля чаще всего связывают именно с, задача­
ми удвоения куба и трисекции угла. Эта работа Ванцеля зани­
мает видное место в истории знаменитых задач древности.

В этой работе Ванцель укйзывает, что для того, «чтобы 
узнать, выполнимо ли построение некоторой геометрической за­
дачи с помощью линейки и циркуля, должно определить, воз­
можно ли будет корни уравнения, к Которому приводит задача, 
выразить через корни сйстемы уравнений 2-й степени...». Урав­
нения же 2-й степени, о которых речь идет, можно представлять 
как выражения площадей прямолинейных треугольников, обра­
зованных линиями, соединяющими центры окружностей и точ- - 
ки пересечения прямых с окружностями и окружностей между 
собой. Тогда «главное неизвестное задачи мы найдем, разре­
шая ряд уравнений 2-й степени,' коэффициенты которых будут 
рациональными функциями данных вопроса и корней предыду­
щих уравнений». Рассмотрим далее систему уравнений:

x2i+ A x i+ B = 0 ;  1
x22-j-AiX2+Bi = 0 ;  I

................................................  • { (13)
x2n—]-)-An—gXfc—]-f-Bn—2 = 0 ; I 
X2n-)-An-IXn-(-Bn-1 =  0, ! '

где А и В — рациональные функции данных задачи р, q, г, — ,. 
Ai и В! рациональные функции xi, р, q, г , ... и вообще А» и 
Вт —  рациональные функции x i ,  хг, •••,  х т ,  р,  q , .... Следователь­
но если А и В—рациональные числа, то в А] и В7 входят корни 
квадратные из А и В, получающиеся при решении-первого урав­
нения относительно хь который по условию входит в Ai и В;.
В А2 и Вг входят уже корни квадратные из А! и Bi, т. е. корни 
из квадратных корней и т. д. Если число квадратных уравнений 
в указанной системе доведено до минимума, то каждое из этих 
уравнений не будет удовлетворяться -рациональной функцией 
данных количеств и корней предшествующих уравнений.

Если при этом «главным неизвестным» является х» из по­
следнего уравнения системы^ то, решая это квадратное уравне­
ние относительно хп, мы получим корни его, как квадратные
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корни из An-i и В "-1, в которые кроме р, q, г, ••• входят Xi, т. е. 
квадратные корни из р, q, г , ..., х2 — квадратные корни из 
квадратных корней; хз, х4, ..., хп-! — квадратные корни ... из 
квадратных корней.

Можно показать, что х» будет корнем уравнения степени 2« 
и что уравнение это будет неприводимым. Ванцель утверждает, 
что если мы перемножим два значения Хп, найденные из послед­
него уравнения системы (13), заменим при этом xn-i в An-i и 
Вп—! поочередно корнями предшествующего уравнения, получим 
тогда многочлен 4-й степени относительно хп, коэффициенты ко­
торого выразятся рационально в функции х п - 2, р, q, г, .... Зам е­
нив затем также х п -2 последовательно двумя корнями соответ­
ствующего уравнения и взяв произведение найденных двух 
значений, получим многочлен степени 23 относительно хп с коэф­
фициентами, рациональными относительно х п -3, ..., x i,  р, q , .... 
Продолжая дальше этот процесс, получим наконец многочлен 
с коэффициентами, которые будут рациональными функциями 
от р, q* г . . . . Этот многочлен степени 2“, будучи приравнен к ну­
лю, даст уравнение f (x n )= 0  или f ( x ) = 0 ,  которое заключает в 
себе все решения вопроса.

Показав, таким образом, что система указанных квадратных 
уравнений равносильна уравнению степени 2“ с рациональными 
коэффициентами и что, следовательно, решение указанного 
уравнения степени 2“ сводится к решению системы уравнений, 
он формулирует и доказывает далее теорему: «Уравнение f (х) == 
= 0  степени 2?, дающее все решения задачи, разрешимой по­
средством n уравнений 2-й степени, будет непременно непри­
водимо», т. е. оно не может иметь общих корней с уравнениями 
низших степеней, коэффициенты которых были бы рациональ­
ными функциями данных величин р, q, г , ... Предположив, что 
это неверно, т? е., что существует уравнение F ( x ) = 0 ,  корнями 
которого являются корни уравнения степени ниже степени 
f ( x ) = 0 ,  при условии, наложенном выше на коэффициенты 
уравнений, Ванцель показывает, что в этом случае F(x) об­
ратится в нуль для 2" значений хп, к которым приводит сис­
тема всех уравнений или 2“ корней уравнений f (х) = 0 ,  т. е., 
если уравнение F ( x ) = 0  с рациональными коэффициентами 
имеет один корень, общий с f ( x ) = 0 ,  то оно допускает и все его 
корни, а это значит, что уравнение f ( x ) = 0  неприводимо.

Эта теорема является центральной в указанном исследова­
нии Ванцеля. Здесь, как видно, Ванцель не пользуется еще по­
нятием числового поля, и способ рассуждений несколько гро­
моздкий, но по существу и он пользуется своеобразной теорией 
полей.
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Доказав указанную выше'теорему, Ванцель говорит далее, 
что «'из этой теоремы непосредственно явствует, что всякая за ­
дача, которая приводится к неприводимому уравнению, поря­
док которого не есть степень 2-х, не может быть разрешена с 
помощью прямой линии к  круга».

Так, задачу об удвоении куба, которая приводит к разре­
шению неприводимого уравнения вида х3—2а3= 0 ,  «нельзя ре­
шить с помощью элементарной геометрии». Задача о двух сред­
непропорциональных, сводящаяся к решению уравнения 

а
X3— а 2Ь — 0, если -j—• ,не является кубом, тоже не разрешима

циркулем и линейкой. Задача трисекции угла, как известно, сво­
дится к решению уравнения

3 *
X3 х - j -  —  а — О,

4 4

которое будет неприводимо при бесконечном числе значений а, 
в частности при а = 1 .  Следовательно, и трисекция угла цир­
кулем и линейкой в общем случае невозможна. Ванцель заклю­
чает: «Нам кажется, что еще не. было строго доказано, что эти 
знаменитые задачи древности не могут быть разрешены теми 
обычными геометрическими 'построениями, с которыми их обык­
новенно связывали».

Так, после долгих и упорных поисков были решены две из 
пяти рассматриваемых нами знаменитые задачи. Но на этом не 
оборвалась их история. В дальнейшем предпринимались попыт­
ки упрощения доказательства невозможности решения этих за ­
дач циркулем и линейкой с учетом новых достижений алгебры, 
искались новые методы и способы точного и приближенного ре­
шения этих задач. В новый период решалась обобщенная зад а­
ча о трисекции угла х3= р а 3, где р — любое число, а также за ­
дача о ,полисекции угла.

Трансцендентность чисел е и л
Результаты исследований Лиувилля и Г. Кантора. Большую 

ясность в различие алгебраических и «не алгебраических» ирра­
циональностей в XIX в. внесли французский математик Лиу- 
вилль  (1809— 1882) и немецкий математик Г. Кантор (1845— 
1918).

Первый из них начиная с 40-х годов занимался выяснением 
природы числа е и отысканием способа построения трансцен­
дентных чисел. 4
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В работе «О классе трансцендентных количеств* которые не 
являются алгебраическими и не сводятся к алгебраическим ир­
рациональностям», Лиувилль (1857) доказывает, что е и е2 не 
являются корнями уравнений ах2+ Ь х + с = 0  и ax4+ b x 2- j- c = 0  
ни при каких целых значениях а, b и с.

Различие между алгебраическими и трансцендентными чис­
лами он сформулировал в виде таких теорем:

«Для любого действительного алгебраического числа а  сте­
пени n >  2 можно подобрать положительное с, зависящее от а

такое, что для всех рациональных чисел —  будет иметь мес-
q

то неравенство

а—
q q“

(14)

Эти числа являются корнями алгебраических уравнений с ра­
циональными коэффициентами. Д ля чисел же, не являющихся 
корнями алгебраических уравнений с рациональными коэффи­
циентами, справедлива теорема: «Если для любого натурально­
го п> 1  и любого действительного с > 0  существует хотя бы одна

Р
рациональная дробь —  =^0 такая, что

q
а — с

< 1 ---- ,, Т,0
q"q

вещественное число а — трансцендентное». Получив указанные 
выше теоремы, Лиувилль вместе с тем показал, что можно 
строить бесконечно много неалгебраичесцих чисел.

В частности, он показал, что числа вида

а=  _L +  _ L  +  1 _  +  =о,1100010...
10! 10*1 103!

И

у  ( - 1 ) "а = 2  -------
п=1 2ЗП

«выходят за пределы алгебраических -чисел», т. е. являются 
трансцендентными.

Разделив таким образом все вещественные числа на два 
класса: алгебраические и трансцендентные и показав, как 
можно конструировать трансцендентные числа, Лиувилль не 
смог, однако, выяснить вопрос о природе чисел е и я  и не смог 
ответить на вопрос: как «велики» классы алгебраических и 
трансцендентных чисел, хотя и знал уже, что тех и других чисел 
бесконечные множества.

Г. Кантор с,помощью разработанной им теории множеств

162



выяснил, какова мощность множества алгебраических и транс­
ц е н д е н т н ы х  чисел. ^

В статье «О -свойствах совокупности всех вещественных алге­
браических чисел» (1873) и в других работах он показал, что 
множество всех вещественных чисел несчетное, а множество 
алгебраических чисел — счетное. Отсюда следовало, по теории 
Кантора, что бесконечное множество трансцендентных чисел 
несчетное, т. е. это множество не эквивалентно множеству на­
туральных чисел, или иначе — члены этого множества не могут 
быть пронумерованы, как в счетном множестве: ai, a2, a3t — . 
Результаты исследований Лиувилля и Кантора, конечно, не д а ­
вали еще ответа на вопрос: какова природа чисел ей я. Но те­
перь стало для математиков яснее, что для доказательства 
трансцендентности иррациональных чисел е и п достаточно до­
казать, что они яр алгебраические.

Доказательство Эрмита трансцендентности числа е. Лиу- 
вилль доказал; что е и е2 не являются корнями квадратного 
уравнения с целыми коэффициентами

Co+ C iX+C2X2 =  0.

Естественным продолжением исследований Лй^вилля явилась 
в 1873 г. знаменитая работа «О-показательных функциях» f 124]. 
Автором ее был выдающийся французский математик Ш. Эрмит 
(1822— 1901). В этой работе Эрмит доказал, что е и е2 не могут 
быть корнями уравнения

Co+ C ix+ c2x2+  — + cnxn =  0, - (15)

ни при каких целых коэффициентах с* (с0 и сп^О).
Идея доказательства Эрмита была естественна и проста: до­

пустив, что е есть корень уравнения (15) и чтр это уравнение 
при х =  е обращается в тождество

c o + c ie + c 2e2+  -  +с*еп = 0 ,  .(15 ')

показать, что это (приводит к противоречию, а следовательно, 
число е не является алгебраическим.

Но способ реализации этой идеи у Эрмита был далеко не 
самым простым из всех возможных.

В дальнейшем Гурвиц, Гордан, Поссе, Граве и другие сде­
лали это доказательство таким, что его стали включать в курсы 
дифференциального исчисления, но оно по форме существенно 
отличалось от доказательства Эрмита.

Чтобы сохранить основное из доказательства Эрмита и вмес­
те с тем несколько упростить его, мы воспользуемся работами
А. А. Маркова [69] и Гильберта [126], посвященными доказа-
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тельству трансцендентности чисел е и л. В этом случае, пока­
зав, что

Mi «+- ei • Мг +  Bz Mn +  ene — --------^  e2= ---------- --- ,... en = ----------- , (16)
M : M M

8i 82 En
где M, M b M2, ..., Mn — целые числа, а —  , —  — , —

M M  M

сколь угодно малые дроби, и подставив значения е, е2, ... en в 
(15'), получим

(c0M + c iM i+  С2М2+  ■** +cnMn)-{~
+  (С181 +  С2в2+  +С п8п)=0. (17)

Если покажем теперь, что левая часть (17) не обращается в 
нуль, то придем к противоречию. С этой целью нужно найти 
такие М, Мк и ек, которые бы удовлетворяли указанным требо­
ваниям.

Эрмит нашел способ выражения этих величин в виде инте­
гралов такого вида:

(X 2 )  ... (х П)1Ре—.Дх . (1 8 |
J < Р -')>  .

О

оо
« f  X P - ' [ ( X - 1 )  ( Х - 2 )  ... ( х - п ) ] Р е -

Мк =  ев \ -----------1----------------------------------- dx, (18а)
. j  - (р 1)• •

к 0

хр - |[(х — 1) (х — 2) ... (х  — п )]е -

(Р — 1)1
dx, (186)

где п степень уравнения (15), а р — некоторое простое число, 
на которое налагаются в -дальнейшем определенные условия. 
В этом и был ключ к доказательству Эрмита. При исследовании 
этих интегралов Эрмит использовал известную гамма-функ- 
цию:

f x p-V-*dx =  r(p), 
о

которая при целом р >  0 равна (р— 1)!
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Чтобы найти значение интеграла (18 а), преобразуем подын­
тегральное выражение

[ (х— 1) (х—2) ... (х—п ) ] р= [ х п— ... + ( —1)"п!]р= х пр—
- -  + ( - 1 ) ” (п!)р.

Теперь можно записать
оо оо

М =  (~- - --1П---Р Гх'°-'е- х dx-|-P+y  — Г x P - 'e -^ d x , (18')
J P=Pi  CP—Di J .

с

где ср — постоянные целые числа, коэффициенты в преобра­
зовании множителя подынтегрального выражения

хр-1[(х — 1) (х—2 )* . (х—п ) ] р в многочлен.

Применяя теперь к каждому интегралу (18 '),формулу
СЮ

0 J  х р - 'е - ’ d x = ( p - l ) !

получим
Р + П Р  .

• М = ( — 1)" (п!)р+  2  C p iE z i i ' (18")
■ p + i ( р  —  -1)1

где под знаком суммы все р >  р. Следовательно,
( Р - 1 ) !------------  — целые числа, содержащие и множитель р.
(р — 1)!
Значит

М =  (— 1)” (п!)р+ р [сР + ,+ ср+2(р -Н ) +
+ ср+3(р + 1) ( р + 2 ) + . . . ]  (18 '")

целое число. Теперь надо показать, что оно отлично от нуля. 
Для этого достаточно доказать, что оно не делится на некото­
рое определенное число (нуль делится на всякое число!), на­
пример, на Р. Что касается второго слагаемого (18"'), то оно, 
как видно, делится на Р. Первое же слагаемое не будет делить­
ся на Р в случаё, если Р не входит в состав ни одного из мно­
жителей п!, т. е. сомножителей 1, 2, ..., и оно уже, наверное, 
не будет делиться на Р, если Р >  п. Подобрав такое простое 
число Р > п ,  мы и получим в результате, что (— 1)п (п!)р, а зна­
чит и М, наверное, не будет делиться на Р, а следовательно, это 
целое число отлично от нуля.
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Перейдем теперь к рассмотрению интеграла (18а). Введем 
под знак интеграла множитель ек и новую переменную £ = х —к. 
При этих условиях

F (С+к)р- ‘КЕ+к-1) (t+K -2) -  t - ( t + k - n ) ] p e - t  М к= I -------------------------------------------------------------------------- d,.
J ( Р - 1 ) !

О
Очевидно, что этот интеграл того же вида, что и-для М.

После вынесения из-ятод знака интеграла (pHTYjj он пРеД* 

ставэтся в виде суммы интегралов
оо оо оо

J .;”е-£ d£, J  ÇI*+» e-C-'dC,..., J £<n+» -» e -^  d t,
о O . ^ o

помноженных на целые числа. Так как

J 4 p e - S d £ = p ! ,  f  Çp+»e-£ =  ( p + l ) ! = p !  (.р+1), -
О О

то Мк можно записать в таком виде

М к =  — =  р А к  ( к = 1 ,  2 ,  . . ;  п ) .
(р -1 ) !

Таким образом, «все целые числа Мк делятся на Р, а целое 
число

C0M -("CiM i+ *•* -f-CnMn,
наверное, не делится на р, так как при р > п  и р > С 0 
С0М не делится на р и, следовательно, это число, отличное от 
нуля.

Остается еще рассмотреть интеграл (186): надо доказать, 
что, выбирая р достаточно большим, можно сделать

к
,^хр—1 [ (х — 1 ) (X — .2) ... (х—n ) ] P e ~ x+kgK— I ----------------------------------------------  (ix

- ( р - 1 ) !- Я
а следовательно, и C ie i+ C 2e2+  — -f-Cnen меньше сколь угод­
но малой положительной величины (для наших целей достаточ­
но показать, что это будет правильная дробь).

Обозначим наибольшее абсолютное значение функции 
х ( х — 1) (х— 2) ... (х—и)

и функции
(х— 1) (х—2) ... (х—и) е“х+к в промежутке (0, п)
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соответственно через G и q«, т. е

Тогда

х (х — 1) (х— 2) ... (х— n) I < G b o ^ x < n )  
(х— 1) (х— 2) ... (х— n) I < q «  j '

Ы <  Г dx г=-^ .Г'КС|к t (19)
J (Р — Dl  ( Р —  1)1
о

Числа G, qn, к, как видно, не зависят от Р. Выбирая Р доста-
QP-4

точно большим, получим значение дроби ------------   и числа е«
(р —  1)!

сколь угодно малыми. А так как
Ic i8i + c282+  •" + C n e n | ^ | c i | | e i l  +  | c 2 l | e 2 l +  ••• - | - l c n | l e n l <

Gp- i
^  [ I c i l  • 1 • qi~J— IC21 ■ 2 •  q2~h —f-1Cn| -n - q n ]  -------------  ( 2 0 )

(P— 1)!
и множитель в квадратной скобке — число постоянное, не за ­
висящее от р, то можем правую, а следовательно, и левую
часть (19), т. е. lciei+C2«2-j- ...■-}- cnen| сделать сколь угодно
малой, в частности меньше единицы.

Итак, в первой скобке левой части (17) стоит целое число, 
не равное' нулю, а .во второй скобке — правильная дробь, и их 
сумма не может быть равна нулю. Таким образом, наше пред­
положение о том, что е является корнем уравнения (15), приво­
дит к противоречию. Следовательно, е не может быть алгебраи­
ческим, оно — трансцендентное.

Так был пролит свет на арифметическую природу числа

e = l im  1 1 -J \  Это важное открытие в теории чисел сыгра-
П->-оо \  П / '

до затем большую роль в .различных разделах математики и в 
ее .приложениях.

Доказательство Линдемана 
> трансцендентности числа л

«Ключ», найденный Эрмитом для доказательства трансцен­
дентности числа е, оказался весьма полезным и для «открытия 
секретного замка», на который была закрыта тайна, окутывав­
шая много столетий число я. Не прошло и десяти лет после 
открытия Эрмита, как  немецкий математик Ф. Линдеман (1852— 
1939) в 1882 г. в работе «О числе я» [137], воспользовавшись 
методом Эрмита, доказал трансцендентность числа я. Тем са­
мым было доказано, что невозможно построить сторону квадра­
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ч

та,^ равновеликого дано,му кругу, не только циркулем и линей­
кой, но и с,помощью любой алгебраической кривой.

Однако, хотя «ключ» Эрмита оказался, для Линдемана и не­
обходимым при доказательстве трансцендентности числа л, но 
к нему потребовалось добавить еще некоторые «ключики», что­
бы открыть тот сейф, в котором хранилась отгадка на вопрос: 
какова природа числа я? «Сейф», в котором была спрятана эта 
отгадка, оказался менее доступен, чем в случае с числом е. 
Одним из этих «дополнительных ключей» оказалось равенство 

е m -f  1 = 0 , связывающее е и я.
Линдеман исходил из того,, что Эрмитом было уже доказа-

п
но: равенство 2 Скек =  0 не может иметь место, если C« и к

"к — 0
целые рациональные числа. Обобщая эти результаты, Лш-щеман 
пос тавил вопрос: можно ли показать, что это равенство не будет 
выполняться и при условии, что Ск и к принимают алгебраиче­
ские значения? Решая этот 'вопрос, Линдеман доказал теорему: 
равенство Е С к е Ьк= 0  не выполняется, если коэффициенты Ск 
представляют любые, а Ьк—различные между собой алгебраиче­
ские числа. Тогда трансценл*ентность л является непосредст­
венным следствием этой теоремы и равенства е‘я  + 1 = 0 .  Дей­
ствительно, если бы л  было алгебраическим числом, то in бы­
ло бы тоже алгебраическим, и тогда при Coebo = l ,  Cieb‘ — 
= е>л и ,ПрИ Ск— 0 ( к = 2 ,  3, •) выполнялось бы равенство
1 + е1 л — о, что противоречило бы указанной теореме Линде­
мана. Из этого видно, что доказательство теоремы Линдемана 
и есть, по существу, доказательство трансцендентности числа л.

Доказательство самого Линдемана было строгим, но с ме­
тодической точки зрения далеко не совершенным. Мы восполь­
зуемся улучшенным доказательством Маркова и Гильберта, в 
котором остается «дух» Линдемана», но оно несколько проще 
и является точным обобщением доказательства трансцендент­
ности числа е, приведенного выше.

При этом исходным пунктом доказательства является соот­
ношение 1 + е 1я = 0 .

Если предположить теперь, что я  является корнем некото-. 
рого алгебраического уравнения с целыми коэффициентами 
f (х) = 0 ,  то гл будет тоже корнем подобного уравнения. Дейст­
вительно, если f ( n ) = 0 ,  то и f ( j t ) f (—л) = 0 .  Допустим теперь, 
что у = in , 'тогда f(iy) f (—iy) =<р(у) = 0  и коэффициенты q>(y) 
вещественные рациональные числа. Если <р(у)= 0 имеет п кор­
ней: a i, ct2, ... an, то среди них находится и корень îrc. С учетом
(20) можно тогда записать: ( l + e ai) ( 1 + е аг) ... ( 1 + е “п) = 0 .
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l-j-(e“i+ e * 2+  -  - f e an )rf-(eai+a2 + e ai+a3 + -  + е а‘ ' ак - f  ••• -|_ 
_1_£а n-i+ + ••• +е «i+ot4+ ••• + ап_о (21 У*

Если некоторые из показателей степени ai, а 2, ... a i ,+ a 2+  ... +  
+ a «  обратятся в нуль, то к первому слагаемому прибавятся 
еще слагаемые е °= 1 , и первое слагаемое вместе с ними будет 
целым числом Со^О. Обозначив остальные показатели, не рав­
ные нулям, через ßb ß2, ... § an, ßN, запишем (21) в таком виде

CQ+eß« + е  Р* +  -  + е  Р = 0 ,  . (22>
где ßi, ß2, •• , ßw являются корнями некоторого уравнения с 
целыми коэффициентами. Действительно из уравнения с целы­
ми коэффициентами, корни которого ai, a 2, ..., a» можно, как из­
вестно, получить уравнение с целыми коэффициентами, корня­
ми которого являются все двучленные суммы ai4~a2, aj-j- а з ,. . . ,  
точно так же можно получить подобные уравнения для трехчлен- • 
ных сумм a i + a 2+ « 3, a i-j-a2- f a 4, ..., и, наконец, для, суммы 
ai-f-«2+  ... +  an.

Перемножая все эти уравнения, снова получим уравнение* 
с целыми рациональными коэффициентами, некоторые из кор­
ней которого могут’ равняться нулям, а другие — будут ßi, 
ß2> ■" ßN. Разделим затем это уравнение на неизвестное в степе­
ни, равной, числу первых корней, получим для N величин ß« 
уравнение N-й степени с целыми коэффициентами и с постоян­
ным членом, отличным от нуля:

a0+ a i x + a 2x2-f- ... ünxn = 0 ,  (23)5
-где a9^ 0  и aN #0 .

После этих предварительных замечаний доказательство 
трансцендентности числа я  можно свести к доказательству 
частного случая теоремы Линдемана: равенство (22) не будет 
выполняться, если числа ßb ß2, ß n  удовлетворяют уравне­
нию (23). Доказательство этой теоремы сходно с доказатель­
ством трансцендентности е, хотя есть в них и существенное от­
личие.

Чтобы дать возможно лучшие приближения степеней eß« в» 
равенстве (22), подобно тому как были даны хорошие прибли­
жения для ек при помощи рациональных чисел, покажем, что

ь  № + «  ь  = Mi + «  ß» =  м» +  »  2
м . м ’ м '

где знаменатель М — также обыкновенное целое число, ei, е2,. 
..., ек — очень малые дроби. Но Mi, М2, ..., M« здесь представ­

П осле перемножения получим
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ляют не целые рациональные, а целые алгебраические числа, 
т. е. числа, являющиеся корнями алгебраического уравнения 
степени N с целыми коэффициентами и с коэффициентом при 
х п, равным единице. В этом и состоит усложнение предыдущего 
доказательства, хотя сумма всех чисел Mi, М2, ..., M n в дан­
ном случае равна целому рациональному числу.

Если теперь подставить в (22) вместо е^* значения из 
(24) и умножить на М, то получим

(С0М + М 1+ М 2+  — + M n ) +  (e j-fe s-f  “• + е н )  = 0 .  (25)

Можно затем показать, что М1+ М 2+  ••• + M n  делится на 
некоторое простое число Р, а произведение СоМ не делится на 
него. Из этого будет вытекать, что первое слагаемое (скобка) — 
целое число, не делящееся на Р, т. е. отличное от нуля, а вто­
рое слагаемое при больших Р может быть правильной дробью. 
Это и приводит нас к противоречию и к заключению, что чис­
ло л не является алгебраическим.

Д ля доказательства того, что М не делится на Р, мы должны 
рассмотреть в этом случае обобщение интеграла Эрмита, где 
вместо (х— 1) (х—2) ... (х—п) рассматривается

1
(х—ßi) (х—ß2) ... (х—ß N) = --------[a0+ a i x + a 2x2+  — + önxn ),

a N
(26)

но, чтобы коэффициенты были целыми, необходимо взять в ка­
честве множителя в М еще соответствующую степень on ( т . е. 
положить

оо e ~ xx p - idx
м — J ( р _  i ) !  ' [öo+ßiX + -  + aN x N] paN<N-»p->. ^

Причем интегрирование здесь нужно вести с учетом, что х во­
обще комплексная переменная. Но подынтегральная функция 
аналитическая, для которой особой точкой (существенно осо­
бой) является только х — °°. Чтобы интеграл имел смысл, мож­
но избрать путь интегрирования от 0 до ß« и затем вдоль пря­
мой, параллельной вещественной полуоси, до 00. Развернув 
подынтегральное выражение по возрастающим степеням х, рас­
смотрим член, содержащий хр-1:

оо е - х х р-1
К - Г ( р )  =  ( р - 1 ) .  ' (27)

Во всех следующих слагаемых под знаком интеграла входят хр
и еще более высокие степени х, поэтому в них входят множите-
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p! (p +  1)!
ли ----- —  , ------ —  , - ,  умноженные на целые числа и они

(р — 1)! ( р — 1)!

все делятся на р. Из этого следует, что само М будет целым 
числом, не делящимся на Р, если на Р  не будет делиться аор и 
flN'<n-»)(p- ‘> Но так как ао^О и ак=#=0,то этого легче всего до­
биться, положив р > а 0 и p > ün. Выбрав р настолько большим, 
чтобы кроме этих условий выполнялось еще р > С о , тогда в (25) 
С0М не будет делиться на р.

При рассмотрении интегралов, выражающих Мк и ек, дело 
осложняется тем, что вместо целых чисел к входят ßk, которые 
могут быть комплексными, среди них должно быть и in. Эти 
интегралы имеют вид:

ßk g—xx^—*dx
8k= eP “ Г------------- [a o + û ix +  — +aNXN] paN(N-1)p~I.

i  (Р-1 )1  1 J
0 0  n - X v p - 1/4 V

M k = e ß« f -------------[a0+ a ix + .- -  -faN xN] paN(N-1)p_1.
1  (p- 1)!

В данном случае легче вычислить ек, но и здесь необходимо 
учитывать, что интегрирование проводится в комплексной об­
ласти. В частности, здесь используется теорема: модуль инте­
грала никогда не превосходит произведения наибольшего зна­
чения модуля подынтегрального выражения на длину пути ин­
тегрирования, которая в данном случае равна lßi<|. Если м ак­
симум модуля |x (û o + û ix -f  •••--|-aNxN)aNN- I| в некоторой об­
ласти, содержащей все точки ßk, умноженный на множители, 
не зависящие от р, обозначим через g, то верхней границей ве-

g p - 1

личин ек будут выражения  ̂ ^  , которые при увеличении р

можно сделать сколь угодно малыми. А тогда и сумма «1+  
+®2+  ••• +® N будет сколь угодно малой, в частности, меньше 
единицы.

При Выяснении характера величин Мк нам придется прибег­
нуть к  обобщению прежних рассуждений, так как в этом случае 
место рациональных чисел в интеграле Эрмита займут алге­
браические числа.

Будем рассматривать всю сумму:
N N °о х р_| j
Б M k =  2  eß“ J -------------[ a o + a ix + - +aNXN] paN<N- 1)p-i. (28)
k=i к- i  ßK (p—l)!

В соответствии с (26) заменим многочлен, стоящий в скобке,
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через (х—ßi) (х—ß2) ... (х—ßn) и введем новую переменную 
£ = х —ßk, которая пробегает все вещественные значения от О 
до °°. Тогда получим

N  N  о о  £  .

Б Мк = 2  I  — rp (C + ßO I,- , ( £ + ß k - ß I) '. . . .£ « >(S + ß K -
k = i к=1 о \V— 4 l

-ßN)PaNNp-. = J
где

Ф ( о =  2  üNK'* -> a+ ßx)p- i. a + ß k - ß , ) p ...
к =  1

-  (£ + ß « -ß H -i)p ... (^ + ß k -ß N )p.
Каждый из коэффициентов этой суммы представляет сим­

метрическую функцию величин ßb ß2  ß*r. Возводя в степени
отдельные множители, можно убедиться, что эти функции будут 
рациональные функции от ßi, ß2, ..., ß« с цёлыми . рациональ­
ными численными коэффициентами. Но -иУ алгебры известно* 
что рациональные симметрические функции с рациональными 
коэффициентами от всех корней уравнения с рациональными 
численными коэффициентами представляют всегда 'рациональ­
ные числа. В нашем случае ßn, ß2, ..., ßN суть все корни (23) и 
коэффициенты . многочлена ф(£) действительно рациональны. 
Но нам нужно, чтобы каждый из них был целым числом. И по­
лучим их таковыми с помощью степени числа ам, входящей 
множителем в подынтегральное выражение. Вводя множители 
ûn в скобки, запишем эту сумму так:

N
ф (£) =  S (aN g+aN ßkjp-^aNg+oNßk— aKßj)» —

k = i
••• (aN^+flNßfc—aNßk-!)p (on£ -|-aNßk—а ^ к + ] ) р —

— (aN^-f-aNßk—aNßN)p. (28')

Коэффициенты этого многочлена относительно £ представляют 
целые рациональные симметрические функции с целыми ра­
циональными коэффициентами от произведений atfßi, aNß2, ..., 
... ßNßN. Но эти N произведений amß« являются корнями урав-

X
нения, которое получится из (23) путем замены х через -— ,

ÛS
X /  X \ N — 1 /  X \  N

ß o + a i h  •" -fûN -i I —  ) f ûn I —  1 = 0 .  (29)
\ f l N  /  \a .N  /
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t?0aNN-1-(-aiaNN_2x +  +  ßN-2aNxN_2+ a N -i xN-l+ x N= 0 ,
(29')

т. е. уравнение с одними только целыми коэффициентами и 
коэффициентом 1 при высшем члене, корни такого уравнения 
называются целыми алгебраическими числами.

Но коэффициенты многочлена (28), стоящие под знаком ин-
N

теграла, выражающего 2  Мк, удовлетворяют условиям тео-
к = 1

ремы: целые рациональные симметрические функции, с целыми 
коэффициентами, от всех корней целочисленного уравнения с 
коэффициентом старшего члена, равным 1, т. е. от целых алге­
браических чисел, сами представляют целые рациональные чис­
ла. Следовательно, можно записать

N ОО .
2  M k =  J е ■ gP-di  (A0+ A 1Ç+ ••• + A n p -!^ p -1 ),
k = l о (р — 1)1

где Ао, Ai, ••• A np-! — целые рациональные числа. Если теперь 
проинтегрировать это выражение, пользуясь функцией Г, то по-

N

л у ч и м  2  Мк в виде суммы слагаемых, в которые входят мно-
k=-i

жители Р!, (Р + 1 )! , ( Р + 2 ) ! , ..., так как каждый член содержит 
множитель i  в степени выше Р. При делении этих членов на 
(Р — !)! останутся множители, Р, Р ( Р + 1 ) , . . . ,  а другие множи-

N

гели Ао, А ь ... — целые числа. Из этого следует, что 2  M« —к = 1
целое число, делящееся на Р. Но, как было показано, целое чис-

N--------- ---

ло СоМ не делится на Р, а 2  ек — правильная дробь, поэтому
k = i

N
сумма С0М +  2  Мк должна представлять целое число, не де:

к — 1
лящееся на Р, а равенство

N N

[С0М +  2  М к ]+  2  8 к = 0
к —1 к== 1

не может иметь место, так как целое число, отличное от нуля, в 
сумме с дробью, меньшей единицы, не может обратиться в нуль.

Умнож ая это равенство на on’4- 1, получим
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Тем самым мы пришли к противоречию, предположив, что я  
является корнем алгебраического уравнения степени п с рацио­
нальными коэффициентами. Следовательно, я  не алгебраиче­
ское, а трансцендентное число.

Так была покорена Линдеманом одна из очень «прочных 
крепостей» в науке. Это было большое достижение в математи­
ке. Оно, как мы увидим, нашло широкий отзвук в разных стра­
нах. Доказательство трансцендентности числа я, данное Линде­
маном, даж е несколько упрощенное, как  видно, не такое уж 
«простое и наглядное», как это утверждает Ф. Клейн [54; 372]. 
Но и в таком виде оно доступно окончившим мехматы, физма­
ты и некоторые технические учебные заведения.

Таким образом, XIX век и в истории пяти знаменитых за ­
дач древности оставил глубокий след: четыре из пяти в это 
столетие были решены, хотя история их на этом не закончилась. 
В частности, доказательство трансцендентности чисел е и я 
стимулировало создание общей теории трансцендентных чисел 
и появление ряда работ, направленных на упрощение доказа­
тельства Линдемана.

Дальнейшее развитие 
теории знаменитых', задач древности

Появление в XIX в. решений четырех классических задач 
древности некоторые ученые расценили как конец многовековой 
истории их. Они считали, что Гаусс, Ванцель и Линдеман свои­
ми открытиями написали заключительную главу истории четы­
рех знаменитых задач древности.

Для других же ученых было ясно и тогда,.что решение этих 
задач хотя и очень важная, но не последняя глава в их исто­
рии. Действительно, уже вскоре после появления этих решений, 
рассмотренных в предыдущих разделах данной главы, ученые 
почувствовали необходимость уточнений и упрощений их. 
В дальнейшем стало ясно, что следует продолжать поиски но­
вых методов и способов точного и приближенного решения этих 
задач в геометрии Евклида, найти решение пятой задачи —• 
квадратуры круговых замкнутых луночек циркулем и линёйкой, 
перейти к квадратуре этих луночек с помощью конических сече­
ний, продолжить разработку теории некруговых и открытых лу­
ночек, перенести решение этих задач в неевклидовы геометрии, 
создать научную историю пяти знаменитых задач древности, раз­
работать методику использования истории и современной тео­
рии знаменитых задач при изучении математики и истории ма­
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тематики в школах и вузах, популяризировать эти задачи сре­
ди молодежи и среди всех любителей математики.

О важности вопросов, решение которых открывало новую 
страницу в истории знаменитых задач древности, можно судить, 
и по тому, что им уделяли внимание такие ученые, как Вейер- 
штрасс, Гильберт, Клейн, Марков, Гурвиц, Поссе, Адлер Берн­
штейн, Чеботарев, Мордухай-Болтовской, Гельфонд, Ландау,. 
Лебег, Бибербах, Нивен, Несторович, Дороднов, Смогоржев­
ский, Яглом и др.

В рассматриваемый период значительно увеличилось и чис­
ло стран, представители которых принимали участие в популя­
ризации и в разработке теории этих задач.

Создается, следовательно, новая глава  истории знаменитых 
задач древности. Главными творцами этого периода в послед­
ние десятилетия стали многие советские математики, характе­
ристике деятельности которых посвящена значительная часть 
четвертой главы этой книги. В этом разделе мы остановимся на 
некоторых результатах работ зарубежных математиков XIX—  
XX столетий.

Новое доказательство иррациональности я. Из предыдущей 
главы видно, что Ламберт и Лежандр при доказательстве ирра­
циональности чисел е и я  широко использовали непрерывные 
дроби. Они свели доказательство-иррациональности этих -чисел 
к доказательству теоремы: е* и tgx ни при каких рациональных 
значениях х, кроме х = 0 ,  не могут быть рациональными. Отсю­
да вытекает и следующая теорема: если при каких-то значениях. 
X, е* и tgx будут рациональными, то эти значения х могут быть 
только иррациональными. Например: еш а= а  и если а —рацио­
нальное число, то /па будет- всегда иррациональным (за исклю-

зт
чением случая а = 1 ) ,  или tg -—  =  1 — рационалыное число, еле-

4

я
довательно,  иррациональное число.

Доказательства Ламберта и Лежандра громоздки, и естест­
венно появлялось желание у многих математиков упростить эти 
доказательства. В начале этой главы мы привели изящное до­
казательство иррациональности числа е, полученное Фурье в 
начале XIX в. (см. стр. 149). Получить новое доказательство ир­
рациональности числа я  оказалось делом более трудным. Тем. 
не менее и для я  некоторым математикам удалось .получить но­
вые доказательства, которые, к сожалению, не всегда были бо­
лее простыми, чем доказательство Лежандра.

Приведем здесь доказательство иррациональности числа я,
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полученное американским математиком И. Нивеном в 1947 г. 
[18; 70].

Допустим, что я  — рационально, т. е. л =  -^~ , где а и b це­

лы е числа. Рассмотрим две функции:

f  (X) =  -Х̂ -а= -Ьх1 П ■; (30)

F(x) = f  (x )—f " ( x ) + f (iy,m— ... +  (_ i)» f (2-)(ï). (3 i)

Если раскрыть скобки в правой части (30), то это выражение 
можно записать*в виде

1 2а ап а* ап
I (х) =   -----2  ш -nxi== —  хп+  —  хп+1+  -  тЬ — х2п,

ni i« n  ni n! . n!

где ai — целые числа. Легко видеть, что
f (0) = f '( 0 )  =  -  = f (n-*1)(0) = 0  

к!
{«(Q) — —  ak-n ( n ^ k < 2 n ) ;  следовательно, 

n!

I №<«> — целое число при 0 < j< 2 n .
Из (30) следует, что f ( x ) = f ( j t —х). Тогда при любом j

f(i)(x) = f (i)(n—х) и f(i,( n ) = f ()>(0) —
такж е целое число, а следовательно, F(0) и F (я) — целые чис­
л а . Заметим теперь, что из равенства

[F '(x ) s in x —F(x) oos x] = F " ( x )  s in x + F ( x ) s in x =  f(x) sin x

следует
я

I== J f(x) s in x d x = [ F '( x )  s in x —F(x) cosxjo" = F ( j i ) - f F ( 0 ) ,
O'

т. e. что I — целое положительное число.
JTnßn

Но из (30) следует, что при 0 < х < я ,  f ( x ) s i n x <  и

что при возрастании n  подынтегральная функция и сам инте- 
~грал могут стать сколь угодно малыми: Это противоречие ука- 

' зывает на то, что я  не может быть рациональным числом.
Из этого примера видно, что вопрос об улучшении доказа­

тельств, связанных с выяснением природы числа я, продолжает 
привлекать и современных математиков.
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Дальнейшее развитие теории Гаусса. Теория деления кру­
га Гаусса сыграла очень большую роль в развитии алгебры, 
теории чисел и геометрии. «Арифметические исследования» 
Гаусса, как известно (см. стр. 151), появились в 1801 г., а в 
1811 г. в связи с седьмым разделом 5тих «исследований» появи­
лась работа Гаусса «Суммирование некоторых рядов особого 
вида». В начале этой работы Гаусс писал: «Среди наиболее з а ­
мечательных истин, к открытию которых проложила путь тео­
рия деления круга, далеко не последнее место занимает изло­
женное в п.. 356 «Арифметических исследований» «Суммирова­
ние...» [28; 594].

Для осуществления указанного суммирования Гаусс ввел 
особые тригонометрические суммы, называемые теперь сумма­
ми Гаусса. Академик И. М. Виноградов в статье «К. Ф. Гаусс» 
писал: «Дальнейшее обобщение этого исследования привело 
впоследствии к рассмотрению более общих тригонометрических 
сумм, которые являются сейчас одним из самых сильных 
средств аналитической теории чисел и способствовали доказа­
тельству важных теорем, касающихся обыкновенных целых чи­
сел» [28; 876]. Исследованию и обобщению гауссовых сумм в 
XIX в. уделили некоторое внимание Лебег, Коши, Кронекер и 
Дирихле. В XX столетии важные результаты для теории чисел 
с помощью тригонометрических сумм получили Г. Вейль, Хар­
ди и Литтльвуд.

Но особо выдающиеся результаты в аналитической теории 
чисел методом тригонометрических рядов были получены И. М. 
Виноградовым; в частности, им была решена и проблема Гольд­
баха. '

Теория деления круга Гаусса оказала большое влияние и на 
Галуа.  И. М. Виноградов в указанной выше статье об этой тео­
рии писал: «Это исследование представляет собой частный, но 
вполне завершенный случай теории, построенной впоследствии 
Галуа, которая является одной из основных теорий алгебры» 
[28; 876]. Сам Галуа считал Гаусса одним из основных своих 
предшественников в создании теории групп. Б. Н. Делоне в 
статье «Работы Гаусса по теории чисел» [28; 879—976] гово­
рит, что основная теорема теории Галуа есть непосредственное 
обобщение теоремы Гаусса, о чем упоминает и сам Галуа. И да­
лее Б. Н. Делоне писал: «Галуа понял, что успех, теории деле­
ния круга Гаусса основан совсем не на том, что уравнение (де­
ления круга. — С. Б.) Х = 0  имеет весьма специальный вид, а 
на том, что оно нормальное, и не на том, что его груп­
па весьма специальная (циклическая), а на том, что все 
ее последовательные делители суть нормальные дели-
12 с. Е. Белозеров 177



тели. Как только Галуа понял эти истинные причины успеха 
Гаусса, он построил свою общую теорию» [28; 965]. Галуа 
считал своим предшественником и Л агранж а, идея которого о 
роли теории подстановок в теории алгебраических уравнений 
использовалась и Гауссом, и Галуа.

Что же касается общей теории групп Галуа, то после то-го 
как она была понята, оказала существенное влияние не только 
на алгебру, но и на всю математику. Идеи и методы теории 
групп проникли и в естествознание. Ученые многих стран конца 
XIX и XX столетий развивали и применяли теорию групп. З а ­
метный вклад в теорию групп внесли и советские математики
Н. Г. Чеботарев, И. Р. Шафоревич и др. Теория деления окруж­
ности на равные части Г а у -cGa оказала влияние и на разработку 
некоторых вопросов геометрии, и на появление исследований, 
направленных на отыскание новых способов доказательства тео­
ремы Гаусса и на отыскание значений vi, при которых Р * =
= 2  1 + 1  будут простыми числами.

Под влиянием идей Гаусса Бахман опубликовал книгу «Die 
Lehre von der Kreisteilung»; Ришело в журнале Крелля (1832. 
IX) опубликовал большую статью, посвященную изучению и по­
пытке реализации уравнения х257— 1 = 0 ; - профессор Гермес в 
течение 10 лет занимался построением правильного п-угольника 
при п = 65537 . Еще в XIX в. появились способы построения 
17-угольника циркулем и линейкой Серре-Бахмана, Щ таудта, 
Ж ерара, Падоа и др. [2; 118]. Но эти способы существенно 
опираются на алгебраические исследования Гаусса уравнения 
X 17— 1 = 0 . Проблема точного и приближенного построения пра­
вильных многоугольников с помощью различных средств при­
влекала и продолжает Привлекать многих ученых, в том числе 
русских и советских математиков (см. IV главу). , ,п

Q ^
Вопрос о том, при каких значениях п числа Ферма: + 1

будут простыми, играет, как известно, .важную роль в теории 
Гаусса. Сам Ферма считал, что все числа указанного вида 
простые, и подтверждал это, полагая n = 0 ,  1, 2, 3, 4. При этом 
получаются соответственно числа 3, 5, 17, 257, 65537, которые 
действительно все простые, а следовательно, правильные много- 
угольники с таким числом сторон и с числом сторон N, явля­
ющимся произведением из 2к на каждое из них или на комби­
нации произведений из этих сомножителей, строятся циркулем 
и линейкой. Но уже Эйлер показал, что при п =  5 получается 

25составное число 2 +  1=4-294967267, имеющее делитель 641.
После появления теории Гаусса этот вопрос стал особенно ак­
туальным. Некоторые математики и любители математики за-
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трачивали много времени на выяснение того, какими' же будут
числа 2‘ + 1  при различных п > 5 .  Значительное облегчение в
решение этого вопроса принесли ЭВМ.

К 1964 г. было показано, что все числа являются составны­
ми при п = 5 ,  6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 
21, ... 316, 452. До сих пор пока при п > 4  не найдено ни одного 
простого числа Ферма. Был установлен критерий простоты

Рп- 1
чисел Р п= 2 2<, +  1. Это число будет простым, когда 3 2 —
= — l(m odP n). (Ш. Михелович. Теория чисел, стр. 236). Выска­
зано'предположение, что число простых чисел Ферма конечно. 
Уточнению формулировки основной теоремы Гаусса и доказа­
тельству того, что полученное Гауссом условие деления окруж­
ности на равные части необходимое и достаточное, тоже уделя­
ли внимание некоторые математики, в том числе и с. помощью 
теории групп. Одним из первых математиков, затрагивавших 
эти вопросы, был Ванцель [146]. Систематическое изложение 
результатов математиков XIX и XX столетий дано в книге 
А. Школьника [99].

Теперь теорема Гаусса читается так: «Окружность можно 
разделять на N равных частей (построить правильный N-уголь- 
ник) циркулем и линейкой в том и только в том случае, когда 
N — число вида

N = 2 kP i-P 2 •" P “ ,
где к — целое положительное число или нуль, a Pi — различные 
между собой простые числа видаа 22n +  1 или равны 1».

Такова завидная судьба теории деления круга, созданной 
юным Гауссом, оказавшей сильное влияние на развитие мате­
матики и не утратившей своего значения и в наше время.

Трисекция угла и удвоение.куба после Ванцеля. Д оказа­
тельство Ванцеля невозможности трисекции угла (в общем слу­
чае) и удвоения куба циркулем и линейкой с точки зрения его 
строгости, по-видимому, не вызывало особых возражений. Но с 
точки зрения формы и доступности для читателей оно' было да­
леко не совершенно. Этим, вероятно, и объясняется медленное 
распространение среди математиков результатов работы Ван­
целя в XIX в.

Необходимость более четкого доказательства решений за­
дач, подобных трисекции угла и удвоению куба, сводящихся к 
решению уравнений 3-й и’ более высоких степеней, по-видимому, 
являлась тоже одним из стимулов разработки новых разделов 
алгебры, в том числе и теории числовых полей, которая затем 
помогла получить более строгие и более доступные доказатель­
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ства невозможности удвоения куба и трисекции угла. С этими 
доказательствами ' теперь можно познакомиться по многим ис­
точникам, в том числе и на русском языке [2, 53, 58, 68, 85].

Не излагая подробно теорию числовых полей, мы все же 
приведем некоторые данные, необходимые для понимания со­
временного доказательства невозможности решения рассматри­
ваемых задач циркулем и линейкой. Уравнение удвоения куба

X3—2 = 0  (32)
з __

имеет корень х х— 12 и два комплексных корня. Чтобы доказать, 
з---

что Х1= У 2 нельзя построить циркулем и линейкой, надо дока- 
з __

зать, что У2 не может принадлежать ни одному из полей, по­
строенных из рациональных чисел поля F0 путем последователь­
ного «присоединения» квадратных радикалов. Ход построения 
полей Fn из Fo кратко можно описать т$к. Пусть поле рацио­
нальных чисел Fo содержит рациональные числа, в том числе 
flo, Ь0 и к3. Если над ними производить рациональные операции 
и извлечение квадратного корня, то получим числа вида a i+  
+biVkT, в которых а\ bb ki принадлежат полю F0, a Vki не при­
надлежит этому полю. Числа ai+biVki составляют поле Fi, вклю­
чающее в себя, как подполе, поле F0.

Такого же рода операции над ai+biVki приводят к чи(сда|м 
#2+ b 2Vk2, соответствующим полю F2 и т. д. Числа поля Fn-\ бу­
дут an-1+ b n -, Укп-Ь а числа поля Fn—an-j-ЬпУкп, где an, bn и 
kn принадлежат полю Fn-b а Укп не принадлежит ему.

з—
Обращаясь теперь к числу У2, являющемуся корнем (32),

покажем сначала, что число У2 не принадлежит полю F0, т. е.,
з

что это число иррациональное. Действительно, если число У2
з — р

рациональное, то У2 = — , где р и q целые числа, не имеющие

р3общих множителей. Тогда 2 =  —  или p3= 2 q 3; так как в
q 3

правую часть входит множитель 2, то число- р3 четное, и само 
число р .— четное, ибо только четное число в кубе может дать 
четное число. Положим тогда р =  2г и получим (2r)3 =  2q3, 
т. е. 8r3 =  2q3 или 4r3= q 3. Но 4г3 — четное число, а следователь­
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но, q3 и q четные числа. Получается, что р и q четные, т. е. 
имеют общий множитель, а мы предположили, что они взаимно­
простые числа. Мы пришли к противоречию, что указывает на

з  р  з - - - -
то, что 12Ф — , т. е. юно иррациональное. Итак, У2 не принад- 

q
лежит полю F0. Но может быть корень уравнения х3—2 =  0 
принадлежит какому-то полю Fn и не принадлежит ни одному 
из предшествующих полей, в _том числе и полю Fn-b Тогда х 
должен иметь вид x =  pn+ qnykn, где pn, q« и kn принадлежат
полю F«-1, а Укп не принадлежит ему. Но из алгебры известно, 
что если x =  pn-fqnyivn есть решение уравнения (32), то его ре­
шением должно быть и число у =  pn—qnykn [59]. Покажем, что 
это невозможно.

Действительно, если х принадлежит полю Fn, то х3 и х3—2 
тоже принадлежат этому полю, так как здесь над х совершают­
ся только рациональные операции. Следовательно,

X3—2= а+Ь У кп , (33)
причем а и b можно выразить через pn, qnj^kn  из (p n + q nykn)3— 
—2 =  а+ЬУкп. Но так как  и y = p n —q nykn должен быть реше­
нием уравнения (32), то он тоже содержится в поле Fn, а зна­
чит __

уз—2== а—ЬУкп. (33')

Но мы допустили, что х =  pn+qnykn есть корень уравнения (32), 
т. e. (pn+qnykn)3—2 =  0, тогда из

(pn -f-qnykn)3—2 =  а+ЬУкп
следует, что

а+ Ь У к п  =  0. (34)
Причем последнее равенство должно иметь место только при 

— а
а = Ь = 0 ,  иначе Укп = --------« принадлежал бы полю Fn-b чего не

ь
может быть. Но если а =  Ь = 0 , то из (33') следует, что 
у3—2 =  0, т. е., что у =  рп—цпУкп есть решение уравнения (32). 
Однако х ^ у , так как разность х—y = 2 q nykn могла бы обратить­
ся в нуль только при qn =  0, но тогда х равнялся бы рп, т. е. 
относился бы к щолю Fn-b что противоречит предположению.

Итак, предположив, что решение уравнения (32) принадле­
жит полю Fn, мы получили, что уравнение (32) имеет ДБа р а з ­
личных решения • __  __

х =  pn+qnykn и у = pn—qnykn.
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Так как pn, qn и kn вещественные числа, то.оба корня должны 
быть действительными. На самом же деле у уравнения (32) 
есть только один вещественный корень, а два других корня
мнимые. з__
- ' Мы пришли к противоречию. Значит 12, корень уравнения 
( 3 2 ) ,  «е может принадлежать ни к какому полю Fn, а следова­
тельно, задача об удвоении куба с помощью циркуля и линей-

з__
ки не разрешила. Невозможность построения отрезка V2 с по­
мощью циркуля и линейки следует теперь и из известной теоре­
мы, относящейся вообще к кубическим уравнениям: «Если куби­
ческое уравнение с рациональными коэффициентами не имеет 
рациональных корней, т. е. неприводимо в иоле рациональных 
чисел, то ни один из его корней не может быть построен с по­
мощью циркуля и линейки».

Эта теорема- легко доказывается с помощью теории полей и 
для уравнения

z3-J-az2-f-bz-|-c=0, (35)

где а, Ь, с — рациональные числа и связаны с корнями уравне­
ния zi, z2, z3 известными формулами. Предположив, что один 
из его корней, например zi,—иррациональное число и строится 
циркулем и линейкой, мы должны тогда считать, что zi принад­
лежит полю Fn и не принадлежит F n - b вде п наименьшее число, 
при котором Fn содержит корень (35). Следовательно, z i= p n +  
+qnVkn, a Z2= p n —qnfkn тоже принадлежит Fn и является корнем 
(35). А так как

qn¥=0, Z1+ Z 2+ Z 3— — а и z i+ z 2= 2pn ,

то z3= —а—2рп, т. е. z3 принадлежит Fn-b что противоречит 
предположению. Уравнение (32) относится именно к таким ку­
бическим уравнениям. Следовательно, ни один из его корней, в 

з  -
том числе и 12, не строится циркулем и линейкой. Эта же теоре­
ма дает ответ и на вопрос: при каких значениях а корни урав­
нения трисекции угла:

а3—Зл—а — 0, (36)

которое стали получать из сравнения вещественных частей раз: 
ложения (co sa + s in a )3, строятся циркулем и линейкой и при к а ­
ких не строятся. Например, при а =  1 уравнение х3—Зх— 1 = 0  
(36') не имеет рационального корня; следовательно, его корни



не строятся циркулем и линейкой, и угол <р=60° не делится цир­
кулем и линейкой на три равные части.

Вопрос же о том, имеет ли данное кубическое уравнение с 
рациональными коэффициентами рациональный корень или 
нет — решает другая теорема. Эта теорема говорит о том, что 
если уравнение (35) имеет рациональный корень, то он будет 
целым числом и одним из делителей свободного члена. В нашем 
примере он мог бы, следовательно, быть или + 1  или — 1. Под­
ставляя эти значения в (36'), убеждаемся, что эти числа не об­
ращают уравнение в тождество. В уравнении (32) целыми дели­
телями свободного члена являются ± 1 ,  ± 2 ,  ни одно из которых 
не является его корнем; следовательно, оно не имеет рациональ­
ного корня, и ни один из его корней не строится циркулем и ли­
нейкой.

Таким же образом можно показать, что циркулем и ли­
нейкой не строится ни один из корней кубических уравнений 

У3+У 2—2у— 1 = 0  и у3—З у + 1 = 0 . 
Следовательно, циркулем и линейкой нельзя построить пра­
вильные семиугольник и девятиугольник.

Невозможность трисекции угла и удвоения куба циркулем и 
линейкой после Ванцеля получали и как  следствие теоремы, со­
держащей необходимое условие разрешимости в квадратных 
радикалах уравнения f ( x ) = 0 .  Она читается так: «Для того
чтобы неприводимое в Fo уравнение f ( x ) = 0  было разрешимо в 
квадратных радикалах, необходимо, чтобы степень его была 
степенью двойки» [99; 36]. Корни уравнения степени 2П строятся 
циркулем и линейкой, так  как они принадлежат полю F». Вопрос 
о  неприводимости многочлена f(x) в поле F0 решается и с по­
мощью критерия Эйзенштейна: f (х) = а о х “+ aixn-1+  ... + а п бу­
дет неприводимым в поле F0, если существует простое число Р, 
такое, что а0 не делится на Р, ai(i =  l, 2 ...) делятся на Р и Дп не 
делится на р2. Например, хп± 2 .

Некоторые новые результаты получены и в других.направле­
ниях. Было показано, что на три равные части делятся не толь-

Л -
ко углы — , но и множество других углов. Так, если I — ка- 

2П
кой-то отрезок прямой, который построен циркулем линей­
кой и если в (36) положить а = 1 ъ— 3/, то (36) будет х3—Зх—

Ф I— /з-|-3£=0 и х — 1. Корень этого уравнения cos — —- и три-о Z
секция в этих случаях возможна.

Нами рассматривались обобщения задачи удвоения куба, 
полисекция углов, новые способы построения точного и прибли­

. ->
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женного построения сторон правильных многоугольников (см. 
IV гл.).

О влиянии работы Линдемана. Доказательство трансцендент­
ности числа л Линдеманом в 1882 ^произвело  сильное впечат­
ление на всех математиков, знакомых с историей задачи о квад­
ратуре кр>га и понимавших существо трудностей, связанных с 
решением этой задачи. Доказательство Линдемана было при­
знано верным по существу, но далеким от идеала по форме: 
оно было малодоступно для многих математиков.

С учетом важности результатов и с целью сделать их доступ­
ными для сравнительно широких кругов математиков и люби­
телей математики Вейерштрасс, А. А. Марков, Гильберт, Гурвиц, 
Гордая, К. А. Поссе посвятили свои работы разбору и популя­
ризации результатов Линдемана. Многие из них не только по­
пуляризировали результаты Линдемана, но и вносили свой 
вклад в метод доказательства трансцендентности чисел е и л 
и дополняли эти результаты новыми теоремами.

В отличие от «замедленной» реакции русских математиков 
на появление результатов Гаусса о делении круга и Ванцеля о 
трисекции угла и удвоении куба (юм. IV гл.), на появление ра­
боты Линдемана русские математики отреагировали «своевре­
менно». А. А. Марков начал писать большую работу «Д оказа­
тельство трансцендентности чисел е и тс» [69] вскоре после 
появления статьи Линдемана и о-публиковал ее в 1883 г. К. А. 
Поссе быстро отреагировал на появление работ Гурвица и Гор- 
дана, опубликовав в 1894 г. свою статью «О трансцендентности 
чисел е и тс» [83].

Но наиболее широкий отклик на результаты Линдемана мы 
находим в работах немецких математиков.

К. Вейерштрасс (1815— 1897) был одним из первых мате­
матиков, познакомившихся с открытием Линдемана, и именно 
он дал «путевку в жизнь» работе Линдемана, представив ее 
для печати в издании Берлинской Академии -наук. Положитель­
ная оценка работы Линдемана Вейерштрассом — самым авто-, 
ритетны.м математиком того времени — сыграла немаловажную 
роль в привлечении внимания математиков к работе, еще мало­
известного ученого Линдемана.

Однако Вейерштрасс был не только «крестным отцом», дав­
шим благословение статье Линдемана, открывшей новый этап в 
истории квадратуры круга, но и одним из первых математиков., 
приступивших к уточнению и расширению идей, содержащихся 
в работе Линдемана и к усовершенствованию доказательства 
основной теоремы о трансцендентности «Лудольфора числа».

В 1885 г. появилась большая статья Вейерштраеса под на-
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званием «К мемуару Линдемана «О Лудольфовом числе» (Д о­
казательство невозможности квадратуры круга)» [23, 139]. 
В этой статье он расширил содержание работы Линдемана, дав 
несколько новых важных теорем, связанных с доказательством 
трансцендентности числа я. В частности, им доказана такая тео­
рема: «Если X есть какое-нибудь алгебраическое число, то вы­
ражение ех+ 1  не обращается в нуль».

Особенно большое значение он придавал теореме, которую 
рассматривал и А. А. Марков в своей работе [69].

«Если Xi, х2, ..., хг различные и у*, у2, ..., уг — произвольные' 
алгебраические числа, то уравнение

г
2 У e V = 0  (37)

P-t
может иметь смысл только при y i= у г  =  **’ ==уг =  0». Эта важ ­
ная теорема содержит в себе как частные случаи трансцендент­
ность е и я  одновременно.

Вейерштрасс указал также, что из теоремы Линдемана сле­
дует трансцендентность sinx, е с л и х  — алгебраическое число. 
Наконец, он сформулировал и доказал следующую теорему: 

«Дуга круга, хорда которой, измеренная радиусом этого кру­
га, имеет алгебраически выраженную длину, не может быть, 
выпрямлена геометрическим построением при помощи только 
алгебраических кривых и поверхностей; равно как соответст­
вующий этой дуге кривой сектор посредством такого построе­
ния не может быть обращен в равновеликий квадрат».

Доказательство этой теоремы Вейерштрасс дает в таком ви­
де: пусть круг имеет радиус R = ’l, а длина дуги х; тогда хорда

X
этой дуги y = 2 s in  — , а площадь соответствующего сектора 

1
G=s — X. Если бы можно было получить отрезок, равный х, или

осуществить квадратуру сектора, то это означало бы, что между 
X и у существует алгебраическая зависимость, т. е. существовав

ло бы алгебраическое уравнение между х и sin —  . Но при н а ­

шем допущении, что 2sin — алгебраическое число, такого

уравнения не может существовать.
Особенно «урожайным» на работы об упрощении доказа­

тельств трансцендентности чисел е и я  был 1893 г.
В этом году работу «О трансцендентности чисел е и я» [126]
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опубликовал выдающийся немецкий математик Д. Гильберт 
(1864— 1943). Доказательство трансцендентности е и я  Гильбер­
та, хотя и не было еще простым, так как оно тоже существенно

во
опиралось на свойства интеграла J zp_1e_2dz, все же давало

О
значительные упрощения.

Это доказательство Гильберта в основном использовано и 
Ф. Клеймом в «Приложении» к книге «Элементарная математи­
к а  с точки зрения высшей», переведенной и на русский язык в 
1933 г. [54]. Ф, Клейн в этом приложении, названном «Транс­
цендентность чисел, е и я», сам указывал, что при доказательст­
в е  трансцендентности этих чисел он «пользовался теми сущест­
венными упрощениями, которые сделал в нем Гильберт в 43 т. 
-Math. Annal. (1893)».

Сравнивая доказательства Эрмита-Линдемана и Гильберта, 
мы действительно можем отметить у Гильберта не только боль- 

•шую систематичность изложения, но и большую ясность и не­
которые упрощения в доказательствах.

В том же 43 т. журнала M ath. Annal, были опубликованы ра­
боты немецких математиков А. Гурвица «Доказательство транс­
цендентности числа е» и Гордана «Трансцендентность е и я» 
[123,-120].

Гурвиц и Гордан впервые предложили доказательства транс­
цендентности этих чисел, без применения интегрального исчис­
ления, без использования интеграла Эрмита. Их доказательства 
предполагают'только знание оонов дифференциального исчисле­
ния и степенных рядов. После появления этих работ доказатель­
ства трансцендентности е и я  стали считать элементарными, 
«общедоступными», хотя «простота» этого доказательства весь­
ма относительна.

Поиски новых способов доказательства трансцендентности, 
числа я  продолжались и в XX столетии, что видно и из книги 
"Т. И. Дрикфельда [43],. опубликованной в Харькове в 1952 г.

Вопрос о получении способа доказательства трансцендентно­
сти числа я, доступного для широких слоев любителей матема­
тики, остается актуальным и в наше время. В связи с появле­
нием работы Линдемаяа и в связи с ее энергичной популяриза­
цией усилился интерес и к  результатам Лиувилля я  Кантора: 
к разработке теорий алгебраических и трансцендентных чисел. 
•Эти теории благодаря трудам математиков многих стран, и осо­
бенно советских математиков • Д. Д . Морд ух а й-Б олтовского,
А. О. Гельфонда, Р. О. Кузьмина, Б. Н. Делоне и других, превра-
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тшшсь в самостоятельные ветви современной теории чисел (см. 
[29]).

Продолжением исследования Линдемана можно рассматри­
вать и перенесение задачи о квадратуре круга в неевклидовы 
геометрии. Советские математики установили, в частности, что 
эта задача в плоскости Лобачевского становится алгебраической 
(см. гл. IV).

Не прекращаются поиски способов точного (с помощью 
трансцендентных кривых) и приближенного построения отрез­
ков, равных е и л. Последние годы начали прибегать к помощи 
ЭВМ для отыскания верных десятичных знаков л.

Таково влияние работы Линдемана «О трансцендентности 
числа я» на дальнейшее развитие математики. Распространение, 
мнения о невозможности решения задачи о квадратуре круга 
с помощью циркуля и линейки и с помощью любой алгебраиче­
ской кривой привело к значительному сокращению числа так 
называемых «квадратурщиков», напрасно тративших много вре­
мени на построение квадрата, равновеликого данному .кругу, 
циркулем и линейкой.

Новые способы точных 
и приближенных конструктивных решений 

- знаменитых задач древности

Доказательства невозможности решения задач об удвоении 
куба и квадратуры круга й задач деления окружности на рав­
ные части я  трисекции угла в общем случае циркулем и линей­
ной определили грани между двумя периодами в истории каж ­
дой из этих задач.

В предыдущих параграфах было показано, что история всех 
четырех задач не оборвалась на этих доказательствах. Работы 
покорителей этих задач вызвали новые исследования, уточняв­
шие и развивавшие результаты их исследований. Благодаря 
этим исследованиям математика обогатилась новыми важными 
результатами я  целыми разделами. А доказательства невозмож­
ности решения указанных задач в новом периоде приобрели со­
временный вид. Эти исследования продолжаются и в наше вре­
мя, а следовательно, продолжается и история знаменитых задач 
древности. Но .наряду с трудами, развивавшими идеи Гаусса, 
Ванцеля и Линдемана, продолжались -поиски новых способов 
точного и приближенного решения рассматриваемых четырех за ­
дач. Только в этот период математики, знакомые так или иначе 
с результатами открытий этих ученых, искали теперь уже не точ­
ные, а «аилучшие приближенные решения с помощью циркуля и
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линейки, а точные решения указанных задач они находили с по­
мощью других с-радст. Таких решений в XIX и XX столетиях 
подучено большое количество. Многие из этих способов рассмот­
рены в книгах [2, 118 -и др.], а также в IV главе данной книги. 
Здесь мы остановимся только на некоторых результатах зару­
бежных авторов.

Квадратура круга и спрямление окружности. Решение этих 
задач было связано с точным и приближенным построением и 
вычислением числа я. /  __

1. Приближенные построения я и 1п представляют не только 
теоретический, но и практический интерес. Для практических це­
лей часто требуется иметь способ построения прямолинейного 
отрезка, приближенно равного окружности данного круга, или 
получить приближенное значение величины площади круга. Ч а­
ще и проще всего это выполняется с помощью циркуля и линей­
ки. В рассматриваемый период особое внимание при этом обра­
щалось на точность выполнения этих построений. Но как бы ни 
был хорош способ построения этих величии, он не дает точного 
построения, он допускает так называемую теоретическую ошибку 
ôi. Важно, чтобы эта ошибка была как можно меньше. И как бы 
тщательно ни выполнялось построение циркулем и линейкой, оно 
неизбежно тоже не абсолютно точно. Допускаемая при этом 
ошибка 02 будет тем больше, чем больше число примененных чер­
тежных операций, особенно проведения прямых линий. С целью 
уменьшения полной ошибки ô = 01+02 необходимо применять 
наилучшие из существующих способов и выполнять как можно 
тщательнее построения циркулем и линейкой. В конце XIX и в 
начале^XX столетий появилось большое число работ, посвящен­
ных теории ошибок в применении к  начертательной геометрии 
[2; 253], указывающих пути построения, ведущие к уменьшению 
вероятной ошибки и к увеличению точности.

Эти исследования показали, в частности, что к числу луч­
ших из известных методов относится и метод Маюкерони (см. 
стр. 96), где построение осуществляется одним циркулем. Он

дает величину —  =1,5707963. Теоретическая ошибка ôi при 
2

этом достигает 4-10-4, что при радиусе меньше 50 см дает вкол- 
ие пригодные результаты для практики.

Известный итальянский математик Кремона (1830— 1903) 
предложил такой сособ приближенного построения я. Возьмем 
круг с радиусом OA =;O B =  R (рис. 68)- и центральный угол 
АОС =  30°. Проведем касательную к кругу в точке А, и на ней 
от С отложим отрезок C D = 3 R . Соединим точки В и D. Тогда 
BD будет приближенно равна полуокружности. Действительно,
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AC =  —  УЗ, AD= 3R----5-УЗ
3 3

и BD =  R 44- О-УЗ)2' _

=  —  V 120— 18ï3 =  R -3 ,141533, a -i-C 9= n R = R - 3 ,141592.
3 2
Следовательно, теоретическая в

ошибка ôi =  6- Ю“5 достигает 
допустимой для практики величи­

ны ошибки —  мм лишь при 
10

1 \= 2  м. Построив отрезок, при­
ближенно равный к, легко можно 
построить« отрезок, приближенно 
равный Уя, как среднее пропор­
циональное между я  и 1.

Но существуют _и другие спо­
собы построения Уя. Вот один из них,
[118; 304].

Возьмем круг с радиусом O A = O B  =  R (рис. 69). На диамет-
3

ре AB и его продолжении отложим отрезки O D =  —  R, ОЕ =
5

 R И OF:
2

строим полукруги, диаметры которых равны DE и AF. Тогда 
OG — среднее пропорциональное между OD_h_OE, т. е.

0 0 =  I/ Ч - r 4  r = i\  '
ОН среднее пропорциональное между ОА и OF, т. е.

OH =  R f /  J - .
У 2

1 огда

приведенный в книге

Y  R. Проведем нормаль к AB* в точке О. П о-

GH =  O G +O H  =  R (у^ /~ :R - 1.77246 «И У я.

Точное же значение У я =  1,77245... Следовательно, GH с точно­
стью до ста тысячных является стороной квадрата, равновели­
кого данному кругу.

2. Точное спрямление окружности и квадратура круга воз­
можны только с помощью трансцендентных кривых. Раньше 
было показано (см. I главу), что точно спрямить окружность, 
т. е. построить отрезок, равный длине окружности, можно с по­
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мощью квадратрисы и спирали 
Архимеда. В IV главе рассмат­
ривается пример спрямления ок­
ружности с помощью винтовой 
линии.

Для построения л, 2 л , ...

можно использовать и графи­
ки тригонометрических и обрат­
ных функций. Но во всех этих 
случаях предполагается, что мы 
каким-то образом умеем строить 
все указанные кривые.

Со времени создания интегрального исчисления стали при­
менять определенное интегрирование и для вычисления длины

кривых или дуг кривых / =  j.V l+ y '2 d x ,. где y = f ( x )  — урав-
а

нение данной кривой, и стали говорить о спрямлении кривых, в 
том числе и окружности, с помощью определенного интеграла. 
Мы говорим теперь, что

— . + R dx 0  г»
2R  Г = 2jtR.

' . Л  ]/R2- x 2

Н
Рис. 69.

и считаем, что нашли точную длину окружности. — «спрямили 
окружность». Но при этом вопрос о прямолинейном отрезке, рав­
ном длине окружности, не решается, при данном R мы не можем 
назвать и точное число, выражающее длину этой окружности, 
потому что не знаем точное значение я, выраженное, например, 
с помощью десятичных дробей.

Правда, теперь можно употреблять такие числа, которые с 
большой степенью точности приближаются к я. Известно, на­
пример, что Шенке и Ренч в статье «Вычисление числа я  со 
100.000 знаками» [142], опубликованной в 1962 г., сообщают, 
что ими с помощью ЭВМ в течение 8 ч. 43 мин. получено 100 ООО 
десятичных знаков в числе я. При этом ими была использована, 
формула Штермера (1896 г.):

я = 2 4  arctg —  + 8  arc tg  1-4 arctg —  .
3 57 239

При составлении программы для машины, арктангенсы были 
предварительно разложены в ряды Тейлора. Полученное ими 
число верных знаков занимает 20 страниц петитом. Если бы
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на этой же машине вычислять я  с миллионом десятичных зна­
ков, то она должна была бы ;работать непрерывно несколько* 
месяцев. Но теперь есть уже машины, которые значительно бы­
стрее действуют.

Такая точность для я, конечно, не имеет практического зна­
чения, но для специалистов по теории чисел представляют не­
который интерес закономерности расположения цифр в деся­
тичных знаках числа я.

Удвоение куба. После доказательства невозможности удвое­
ния куба циркулем й линейкой (1837 г.) эта задача привлекала' 
к себе внимание не только тех математиков, которые стремились, 
улучшить это доказательство, но и тех, которые искали новые* 
геометрические способы точного и приближенного построении
3 _
У2. Из множества такого рода способов, найденных в этот пе­
риод, мы приведем для примера только три.

1. Буонафальче в своих работах 
и совместно с Пиерачини в 1876 —
1878 гг. [118; 224 — 226] дал три спо­
соба решения задачи об удвоении ку­
ба. Приведем один из них. Пусть 
ABCD — грань куба с ребром АВ =  1 
(рис. 70), диагональ квадрата B D =
У2; разделим BD на 6 равных частей и 
отложим на AD одну .из этих частей

D E — Тогда BE и будет отрезок,

з —
близкий к величине ребра искомого куба х=У 2. Действительно,.

= | /  1 +  ( 1 - 1 г ) 2 = ] / " | - К з 7 - б У 2 =  1,2586 . . .BE

-3---  1
а точное значение У2 — 1,25992 ..., т. е. ошибка около 

хорошая точность для практических целей.

Это-

2. Боккали в 1884 г. [118; 226] показал, что V 2« JL  [O F +
3

+ В М ] (рис. 71), где O F=ßio=
У 5— 1

ОВ =  1 ребро дан­

ного куба. Чтобы построить OF, опишем окружность с центром
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в С радиусом о с = —  OB,

возьмем СО-LOB, проведем ВСЕ 
и отложим B F = B E . Тогда O F =  
= ö i o ,  F M = a 5. Теперь на FB, как 
на диаметре, построим круг, ко­
торый пересечет продолжение 
ОС в точке М. Соединим М с точ­
ками F и В. Так как

O F = a 10=  =0,61803 ...и
2

B M =V O B -B Fr V I • I + 2 L 1  ) =  1,2720...,

то - f -  (O F+B M ) =  1,26003..., а 72=1,25992...
О

3. Валлен в 1911 г. предложил следующее приближенное по-
\2

з —  349 
строение 12 æ

22+ (т!
5 \ 2

1 4 -  ( * + — )
I 9 )

Строим квадрат ABCN со сторо­
ной, равной 1 (рис. 72). На про-

5
должении AB отложим В О = — •

9
Проведем ON. На продолжении 
ВС откладываем C Z = 1 . На ON 
откладываем O Z '= O Z  и из точ­
ки Z ' проведем Z'Q||NZ, соединим 
N и Q. Отложив ОЕ =  1, прове­
дем EUIINQ. Теперь видно, что

ON2=  12+ ( 1 +

Рис. 72. 

OZ2= 2 2+ ^

IP22 SOQ : O Z =  OZ' : ON, O Q =  — Г, OU : 1 =  OQ : ON,
[O N  I
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откуда

.  OQ =  О * =  , * Ч ~ )  »  Ж*С  •

0N 0№ Ц + Л  +  -1 Л 277

349 3-  -
Так к а к ^ -  =1,25992275 мало отличается от 72=1,2599200...,

то и отрезок OU очень близок к  истинному значению ребра ку­
ба, объем которого в 2 раза больше данного куба.

Деление угла на равные части. Задача о делении угла <р на 
три равные части привлекала к себе внимание, вероятно, не 
меньшего числа ученых и любителей математики, чем задачи о 
квадратуре круга и об удвоении куба.

Отысканию способов приближенного и точного деления лю­
бого угла на равные части уделяли внимание многие математи­
ки XIX в. Не забывают эту задачу и математики нашего вре­
мени, Некоторые ученые и инженеры не только разрабатывали 
методы решения этой задачи, но и строили инструменты, позво­
ляющие использовать эти методы в практических целях.

В XIX столетии и до появления работы Ванцеля (1837) и 
после того, как он строго доказал невозможность деления на три 
равные части произвольного угла с помощью циркуля и линей­
ки, многие математики обращались к этой задаче с целью отыс­
кания новых, более простых и более изящных методов решения 
ее. Одним из методов точного решения задачи трисекции угла 
является метод Шаля.

Ш аль (1793— 1880) — известный французский математик. 
Особенно заметный след своего творчества он оставил в области 
гёометрии. Проявляя большой интерес к истории геометрии,, он 
не мог не обратить внимание и на знаменитые геометрические 
задачи древних. А заинтересовавшись этими задачами,'он пред­
ложил, в частности, свой метод трисекции угла. Мы укажем 
здесь только путь, по которому шел Шаль.

Бели требуется разделить угол АОВ на три равные части 
(рис. 73), то поступим так: из точки О, как  из центра, опишем 
окружность произвольным радиусом. В точке А проведем каса­
тельную к окружности. Затем построим произвольный угол 
ТАР2= ф и такой же угол <p=BOPi, где Pi и Р2 — точки пересе­
чения сторон углов с окружностью, а Р — точка пересечения 
сторон этих углов между собой, описывающая некоторую кри­
вую при изменении <р.

Очевидно, при любых Pi и Р 2 ZJVOP2= 2 Z-BOP i, Если точ-
13 с. Е. Белозеров 193



ки Pi и Рг совпадают в одной точ­
ке X, то Z_AOX=2Z-BOX. В этом 
случае Pi, Рг и Р сцвпадают, и точ­
ка эта будет находиться на той 
кривой, которая при пересечении с 
окружностью и даст точку, деля­
щую дугу АРВ на две .части, одна 

1
из которых Х В = —  я(р)В . Тем 

3
самым задача оказывается .решен- 
ной. Более детальное исследование 
этого решения требует дополнитель­
ных построений и привлечения ана­
литических средств6.

. В нашем столетии некоторые математики продолжают про­
являть интерес и к трисекции угла. Стараясь отыскать новые 
способы исследования, используют известные кривые, новые ин­
струменты и новые разделы математики для точного и- прибли­
женного решения этой задачи. Кроме методов, подобных мето­
ду Ш аля, точного решения рассматриваемой задачи позволяют 
достичь и некоторые инструменты для деления угла на три рав­
ные части. Проблема трисекции угла имела и поныне имеет не 
только теоретическое, но и практическое значение. Решение 
этой проблемы, как показывает ее история, связано с использо­
ванием различных Кривых. Необходимость же построения этих 
кривых (квадратриса, конхоида, улитка Паскаля, конические 
сечения и др.) заставила некоторых ученых и конструкторов 
создавать инструменты для вычерчивания этих кривых7.

Вместе с тем независимо от построения указанных кривых 
создавались инструменты, которые позволяли непосредственно 
точно или приближенно делить данный угол на три равные час­
ти. Мы здесь приведем описание некоторых инструментов, с по­
мощью которых непосредственно можно точно разделить дан­
ный угол на три равные части.

1. Простой инструмент для деления произвольного угла на 
три равные части предложил немецкий ученый Фельдблюм 
(1899). Известному в то время инструмент для деления угла 
пополам он дополнил, и . получился прибор для трисекции 
угла. Из дерева или металла делаем указанные на черте­
же линейки и скрепляем их так, чтобы сохранилась подвижность 
во всех указанных точках. Причем

А В = В С , C D = D A  и BE =  E F = F Q = Q B .
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Тогда BD будет биссектрисой угла ABC, а СВ — биссектрисой 
угла DBQ. Следовательно,

'Z -A B D = Z .D B C = Z _C B Q  и Z -A B D =  —  /LABQ.
3

Поместив точку В нашего прибора 
в вершину данного угла и направив 
его звенья AB и BQ по сторонам 
этого угла, мы получим его деление 
на три равные части прямыми BD 
и ВС (рис. 74).

2. Сравнительно простым явля­
ется и такой прибор: из дерева де­
лается полукруг, к нему прикрепля­
ются две деревянные рейки; одна из 
них DB—касательная к кругу в кон­
це диаметра, вторая, один из краев 
которой совпадает с диаметром,

, проходит за окружность (в сторо­
ну первой рейки) на длину радиуса круга, т. е. A D = D O = O E  
(рис. 75). Если требуется разделить (сравнительно небольшой) 
угол ABF на три равные части, то, поместив инструмент в плос­
кость чертежа, направляем касательную рейку через точку В^ 
одна сторона угла ABF должна касаться круга, и продвигаем 
прибор так, чтобы конец второй рейки (А) оказался бы на вто­
рой стороне данного угла. Тогда мы и получим

/L A B D = Z -D B O = Z .O B F 8. а

Рис. 74.

Рис. 75. Рис. 76.

195



3. Опишем еще устройство трисектора Амадор и (1883 г.). 
Основные части этою  трисектора — кру.г ABDSNMRC и пере­
движная линейка PQ (рис. .76), сделанные из дерева или жести. 
Круг может быть любого радиуса, линейка вращается вокруг 
точки Q так, чтобы точка Р передвигалась по диаметру CD, а 
Q передвигается в отверстии _L CD. Расстояние от Р до Q 
должно равняться диаметру ф у г а  CD. Чтобы разделить этим 
инструментом данный угол ROS на три равные части, мы делим 
его пополам линейкой LZ. Теперь располагаем прибор так, что­
бы центр круга находился в вершине угла О, а диаметр CD яв­
лялся бы перпендикуляром к LZ. Тогда точка Q будет на LZ. 
Линейку PQ располагают так, чтобы ее ребро, на котором на­
ходятся точки Р и Q, проходило бы через точку R (точка пере­
сечения стороны угла с окружностью). Линейка PQ при этом 
пересечет окружность еще в одной точке (А). Проведем диаметр 
через точки О и А, он пересечет окружность в точке N. Передви­
нем теперь линейку так, чтобы ее ребро PQ проходило через 
точку пере9ечения второй стороны утла с окружностью ' (S), 
это же ребро линейки пересечет окружность и в точке В. Про­
ведем диаметр ВО, получим на окружности точку М. И тем са­
мым угол ROS разделен на три равные части: Z_R O M =
=  z ü V 1 0 N = ^ N 0 S 9.

Кроме способов точной трисекции угла, в XIX—XX вв. раз­
рабатывались также методы приближенного деления угла на 
три равные части. Итальянский математик Е. Коминотто в сво­
ей книге «Приближенная трисекция угла» (1895) [103; 254]
приводит ряд способов, дающих различные степени приближе­
ния при делении угла на три равные части, в том числе и свой 

11етод.
1. Метод Коминотто состоит в следующем. Пусть требуется 

разделить на три части угол ABC (рис. 77). Из точки В, как из 
центра, произвольным радиусом описываем дугу АС. Делим ра­

диус AB на три равные час­
ти точками D и Е. Затем из 
точёк В и Е, как из цент-

1
ров, радиусом, равным —

О

AB, описываем полукруги. 
На полукруге AD от точки 
А откладываем дугу АН,

Ji равную дуге GD. Проводим
f

Рис. 77,.

G . а А прямую DH, отмечаем на 
ней точку I так, чтобы ID =  
= D A . Проводим прямую

\
\
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FI, отмечаем на ней точку К так, чтобы F K = F A . Теперь прове­
дем окружность, проходящую через точки А, I, К. Эта окруж­
ность пересечет дугу АС в некоторой точке Т. Утверждается, что

дуга АТ будет приблизительно равна дуги АС или
14 3

Z.ÄBT »  —  Z.ABC10.з

2. В указанной работе Коминотто упоминает еще об одном, 
очень простом и достаточно точном методе приближенной три­
секции угла. Вот ело описание. Пусть дан угол DBE, который 
нужно разделить на три равные части. Поступаем в этом слу­
чае так: из вершины угла произвольным радиусом R = B D =
==ВЕ описываем окружность. Проведем биссектрису данного 
угла; она пересечет дугу DE в точке Н. Отметим на ее продол­
жении точку F так, чтобы- B H = H F = R . Соединим точку F с 
концом диаметра D'. Прямая FD ' пересечет окружность в точ­
ке G (рис. 78). Утверждается, что дуга EG будет приближенно

равна -J- дуги DE или

Z-GBEä ; -|-Z_DBE. Возь­
мем для примера Z_D B C =

.90° и посмотрим, какую точ­
ность при решении нашей 
задачи дает указанный ме­
тод. Если взять точку В за 
начало прямоугольной сис­
темы координат, DBD' — за 
ось ОХ и положить R=5=-l, то уравнение окружности будет х2+  
у2= 1 ,  а уравнение прямой, проходящей чёрез' точки D '(— 1,0)

  | '2 ( х + 1 )
и F (7 2 ,У2), будет у =  — —------ . Найдем абсциссу точки G, ре-.

та+ 1
шая совместно уравнения окружности и прямой, найдем х = 0 ,4 9 . 
Точное же значение х = 0 ,5 , ошибка не превышает 0,01°. И з­
вестны также методы Р. Монти [ 118; 258] и другие методы при­
ближенного решения трисекции угла [112]. Из статьи Иглиша 
[45] видно, что Бибербах решал эту задачу с помощью циркуля 
и угольника. В конце XIX и в XX столетии появились и более 
общие методы деления, угла на три части и решения других 
знаменитых задач древности. Из этих методов особого внима­
ния заслуживают метод номографии и метод последовательных

197



приближений. Основной вклад в развитие этих методов внесли 
советские математики (ем. IV главу).

Деление окружности на равные части ((построение .правиль­
ных многоугольников). В XIX и XX вв. появилось много книг и 
журнальных статей, в которых рассматривались вопросы, свя­
занные с делением окружности на равные части и с построением 
правильных многоугольников. Свои работы этой проблеме по­
свящали Бахман, Серре, Панселе, Штейнер, Шротер, Ф. Клейн, 
Штаудт, Гюнтш, Падоа и др. Мы остановимся только на неко­
торых новых результатах, полученных при решении- этой зад а­
чи в указанный период. Одним из важных результатов такого 
рода явился метод Ш таудта.

Известный немецкий геометр X. Ш таудт (1798— 1867) дал 
изящные способы построения пяти- и 17-угольников. ' Способ 
Ш таудта построения правильного 5-угольника можно изложить 
так. В Данном круге (рис. 79) проведем два взаимно перпенди­

кулярных диаметра AB и CD и в  точках А, С и В проведем ка­
сательные к кругу. Отложим А К = 2А В . П рямая Ci К пересечет 
окружность в точках Ni и N2, а прямые ANi и AN2 пересекут CD 
в точках т и п .  Проведем через точки т и п  прямые EF и ML, 
параллельные AB, Точки С, Е, M, L и F будут точками деления 
окружности на 5 равных частей. Соединив эти точки, мы и полу­
чим правильный пятиугольник11.

Способ Ш таудта построения правильного 17-угольника.тоже 
интересен, хотя сложнее, чем способ построения пятиугольника 
[см. 2; 198—213 и 111 ; 177— 188].

Рассмотрим построение 17-угольника с помощью циркуля и 
линейки, известное в литературе как «способ Серре-Бахмана». 
В этом случае так же, как и в других аналогичных, дается но- 
вый способ построения корней указанной выше системы уравне­
ний. Пусть О А = 1  — радиус окружности, которую надо разде­



лить на 17 равных частей (рис. 80). Прямах OX _1_ ОА и на 
ней указано направление. Построим отрезок О В =  — . Из В,

как из центра, радиусом ВА опишем окружность. Тогда
1/17”

В А = В С =  ВС' =  - j - ,

 1—1/77 tu _ 1 + у77 п
О С = О В + В С =  4 — , О С '— O B -f В С '=  — 4 =  Y '

Пусть теперь окружности с центрами в С и C ' и радиусами СА 
и C'A пересекают положительное направление ОХ в точках 
D и D', Тогда C 'A = C 'D ' и C A = C D ,

O D '= O C '+ C 'D '=  Y +  У  ( - r ) 2 + 1 = Z ’

O D = O C + C D =  Y  +  l / "  ( - j ) 2+ b= z 2-

Положим O E = — 1. Затем на отрезке DE, как на диаметре, 

строим полукруг, откладываем F G =  —  OD' и из точки G, как

из центра, описываем окружность радиусом GF и получаем на 
оси ОХ точки пересечения Н и Н'. Тогда О Н + О Н '= Н Н '=  
=  2 G H '= O D '= Z , OH O H '= O F 2= — OE O D = Z 2, так как 
О Е = — 1, а — О Е = 1 . Следовательно, эти отрезки ОН и О Н ' 
должны быть корнями уравнения

x2—z x + z 2= 0 ,  т. е. ОН =  у, а .О Н '= у ь



Orr i
sscos —  =  —  ОН и O H '= y i  — сторона правильного 

17

'34-уголь»ика. Построим, наконец, O L =  у -  ОН и в точке L про­

ведем перпендикуляр к  ОХ, он пересечет окружность в точках 
2 и 17 искомого 17-угольника.

Приведем описание одного геометрического способа построе­
ния стороны правильного 17-угольника, принадлежащего Рич- 
манду (1893 г.). Возьмем полукруг с радиусом ОР0 (рис. 81),

проведем OB _L О Р0. Отложим
на OB отрезок OI = — OB.
Соединим Р 0 с I. Проведем те- 
пёрь IE так, чтобы Z_OIE =
=  y -Z .O lP 0, a IF — так, что -
бы F IE = 45°. На PoF, как  на 
диаметре, построим полу­
окружность, точку пересечения 

рис> gl ее с радиусом OB обозначим К.
Затем из точки Е радиусом 

ЕК опишем окружность. В точках ее пересечения с диаметром 
АРо, т. е. в N3 и N5 восставим перпендикуляры к АР0, которые пе­
ресекут первоначальную окружность в точках Рз и Ps. Утверж-

Г> ГЧ гт'тч 2дается, что дуги Р 5Р 3= Р з Р 1 равны —  окружности, а хорда

Р 1Р 3— сторона правильного 17-у.шльника12.р . р , =  ~

- Интересный практический прием приближенного 
окружности на и равных частей (или по­

дстроение n -угольника) был предложен Н.
Бионом в его работе «О построениях и 
употреблении инструментов в математи-. 
кё». Этот способ состоит в следующем: 
в данном круге (рис. 82). проводим диа­
метр AB, делим его на n  частей (на 
нашем чертеже п = 6) и строим на нем 
равносторонний треугольник АСВ. Затем, 
из точки С через вторую точку деления 
на диаметре проводим прямую CD. Тогда 
дуга AD будет n -я часть окружности, а 
хорда AD будет стороной правильного 
п-угольника13.

деления

200



Теория квадратуры круговых замкнутых луночек 
в XIX и начале XX ст. -

Четыре знаменитые задачи-«крепости», как  видно из преды­
дущего, пали под напором бурно развивающейся математики 
в XIX веке. Их дальнейшая судьба, как показано в этой части 
главы, хотя и была различной, но история каждой из них в 
своеобразном виде продолжалась и в XIX, и в XX столетии. 
Иной была судьба пятой задачи—квадратуры круговых луночек 
циркулем и линейкой: она оказалась самой «прочной крепо­
стью», покорившейся только советским математикам: Н. Г. Че­
ботареву и А. В. Дороднову в 30—40-х годах нашего столетия.

Попытки же, направленные на покорение этой крепости, по­
вторялись. О результатах некоторых из этих попыток, оста­
вивших след в истории задачи о квадратуре луночек, и будет 
идти речь.в этом разделе.

В следующей главе будет показано, как 'обогатили теорию 
квадратуры луночек советские математики.

О работе. Клаузена. В 1840 г. в «Журнале Крелля» была 
опубликована работа немецкого математика Т. Клаузена (1801— 
1885) «Четыре новых случая квадрирования луночек» [115].

Автор ошибочно считал, что Гиппократ Хиосский рассмотрел 
только один случай квадрируемых луночек (m : и = 2  : 1), а он 
(Клаузен) нашел впервые четыре новых случая квадрируемых 
круговых луночек:

m : п = 3  : 1, 3 : 2, .5 : 1 и 5 : 3.
В действительности же Гиппократ Хиосский рассмотрел не один, 
а три случая (см. главу 1); все пять случаев квадрируемых лу­
ночек* рассмотрели математики XVIII столетия (см. главу II). 
И хотя Клаузен фактически только повторил то, что было из­
вестно Уинквисту (Валлениусу) и Эйлеру еще в начале второй 
половины XVIII в., все же его работа была шагом вперед в тео­
рии круговых замкнутых луночек. Мы изложим здесь кратко со­
держание указанной работы, сопроводив его чертежами, соз­
данными нами, так как мы не имели чертежей Клаузена. Д о­
пустим, что секторы ADBO и АСВО' равновелики, < р = т а , 
Ф '= п а , (рис. 83),
тогда r2c p = r '2(p' (38)

и M B = r s in m a = r 's m n a .-  (39)
Откуда

г sin па г2 sin2n a   <р‘ па _  п
г4 sin т а ’ г'2 sin2ma ф т а  т
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Следовательно,
m sin2n a = n  sin2ma, Vm sin n a —Vn sin ma. (40)

Рис. 83. 

откуда

Исследуя уравнение (40) при различ­
ных т и п ,  Клаузен указывает пять раз­
личных случаев квадратуры круговых 
луночек.

I. Первый случай (когда т = 2 ,  п = 1 )  
«был известен Гиппократу». При этом 
уравнение (40) решается действительно 
просто:

V2 s in a= sin 2a,
или __

2 sin a  cos a= V 2  sin a ,

c o s a =  , a= 4 5 °= < p ', 2ф '=90°, 2 q > = 4 a =  180°.

Луночка в этом случае, как видно, строится легко.
Следующие четыре случая Клаузен рассматривает уже более 
подробно.

II. Если р а = 3  и n =  1, то уравнение (40) примет вид:

V3 sin ос= sin За;

V3 sin a = s i n  a  cos 2 a + s in  2acosa= = sina cos 2 a+ 2 sin aco s2a;

Y 3=cos 2a+ 2cos2a = c o s 2a —sin2a + 2 c o s 2a =  l+ 2 c o s  2a.

Откуда c o s2 a  =  —-  (УЗ— 1). Таким образом, и в  этом случае в
Врешение входят только рациональ­

ные числа и квадратный радикал, а 
следовательно, луночку с централь­
ными углами 2<p' ä ;68,50 и 2ср»
« 2 0 5 ,6 14 можно построить с по­
мощью циркуля и линейки, и ее д ^  ^ в
площадь будет равна площади пря- 
молинейной фигуры AOBOi А (рис.
84). V /J e -o  у /

III. При т = 3  и п = 2  уравнение \ . . /
(40) имеет вид:

W

i (»i



8 cos2 2a+ 2cos 2a—4 = 0 ,  cos 2 a = ^ 33~ 1,
8

а соответствующие углы секторов приближенно 107,2 и 160,9° 
(рис. 85).

IV. Если т  =  5 и п = .1 , то уравнение (40) будет
sin 5a. —
— —  =У5.
sin 3a

Проведя соответствующие преобразования, Клаузен получает в

После ряда преобразований получим _

этом случае cos 2a _  V 5+4У5—1 , т. е.

уравнение (40) разрешается с по­
мощью конечной цепочки квадрат­
ных радикалов, а следовательно, 
разрешимо с помощью циркуля и 
линейки. Углы секторов в этом слу­
чае приближенно равны 46,9 и 
234,4°. Площадь луночки ACBDA в 
этом случае (рис. 86) равна площа­
ди прямолинейной фигуры AOBOiA.

. V. Пятый случай: т = 5 ,  п = 3 .  
Тогда уравнение (40) 1$>иметвид:

sin 5ц  4cos22 a + 2 c o s2 a — 1

Рис. 85.

sin За 2 c o s 2 a + l = i/ T

Откуда
4УЗ cos2 2 a + 2  (УЗ—У5) cos 2a— (У5+УЗ) = 0 .

-2 (ÿ 3 ^ 5 )+ 'V  1у1^У5)Г+ф Ш У Т
cos 2 а =

4УЗ

а углы секторов будут 100,8 и 168°. Площадь луночки в этом 
случае равна площади прямолинейной фигуры AOBOiA (рис. 
87). В заключение своей небольшой по объему статьи Клаузен
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Рис. 86.

отметил, что во всех четырех случаях 
уравнения (40) имеют только по одному 
пригодному корню. И, наконец, вслед за 
Эйлером* но более решительно высказал 
важное предположение о том, что «едва 
ли найдутся другие соотношения углов 
секторов, луночки которых могут быть 
квадрируемы с помощью циркуля и ли­
нейки». - -

Эта работа Клаузена сыграла все же 
положительную роль в истории квадри- 
рования луночек: результаты ее (в отли­
чие от результатов работ математиков 
XVIII в., писавших на латинском языке) 
были широко известны, высказанное 
предположение Клаузена направило вни­
мание математиков на поиски доказа­
тельства того, что, кроме указанных пяти 
случаев, нет других луночек, квадрируе­
мых с помощью циркуля и линейки.

Результаты исследований Э. Ландау. В начале XX в. для 
математиков, знакомых с сущностью проблемы квадратуры кру­
говых замкнутых луночек, было уже ясно, что для ее решения 
необходимо обращаться за помощью не к геометрии, а к алгеб­
ре, теории чисел и «математическому анализу.

Поэтому не приходится удив­
ляться тому, что в 1903 г. появилась 
работа «О квадрируемых луночках» 
одного из известных специалистов 
в области теории чисел и теории 
аналитических функций Э. Ландау 
(1877 — 1938). Клаузен и другие 
предшественники Ландау считали, 
что для квадрируемости круговых 
замкнутых луночек необходимо, 
чтобы отношение m : п.было рацио­
нальным и чтобы соответствующие 
сектора, образованные дугами, 
ограничивающими луночку, были бы равны или чтобы разность 
их площадей равнялась нулю.

Л андау решил проверить достаточность последнего требова­
ния. С этой целью он полагает, что

г*ф—г'2ф '= С , (41)
где С — алгебраическое число, не равное нулю и содержащее

Й



квадратические иррациональности. Бели общая хорда равна
ф Ф7

2, то r s in œ = r /sin<p/ = l  и —--------- ——■ =  С. (42)
т  ^  sin29  s i n V

Пусть «==sinq) и b = s in ç < — тоже алгебраические числа, меньше 
или равные 1 и содержащие квадратические иррациональности. 

<p' m
Полагая теперь, ч т о --  —  = Р  (43)Ф п
— рациональное число, Л андау показывает, что в этом случае С 
должно равняться нулю. Действительно, из (43) ф '= р ф  уравне­
ние (42) будет

Ф  Р Ф  п  1 Р  с--------------- = С  и л и ---------------=  — . (43 )
а *  Ь 2  а 2  Ь 2 ф

1 р  С
При с^О  , ------------- # 0  и ф = —;----------------------алгебраическое

v а 2  Ь 2  _ _ _ _ _ _ Р _
а 2  Ь 2

число, не равное нулю, так как а, в, с и р — алгебраические 
числа. Но тогда по теореме Линдемана-Вейерштрасса (см. стр. 
185) sinq> фолжен быть трансцендентным числом, что противоре­
чит предположению. Следовательно, с = 0 ,  и при яеравновеликих 
секторах не может быть квадрируемых круговых замкнутых лу­
ночек.

1 р ' Ь2 ,—
И т а к ,— ----------= 0 ,  откуда р =  —  , Vp ûr=b , TpsiiMp=sm рф.

a2 b2 cl2
(44)

И задача о квадрировании луночек сводится к ответу «а вопрос: 
при каких значениях р, входящих в (44), siinp и д т р ф  выражаю т­
ся через рациональные числа или квадратические иррациональ­
ности. Ландау показывает, но это было известно и ранее, что 

з 5
при р = 2 ,  3, ■—• , 5 и —  луночки будут квадрируемы. Д ля

2 3
него было ясно также, что отсюда еще не следует, что нет дру­
гих значений, удовлетворяющих указанному условию, при кото­
рых будут получаться квадрируемые луночки.

Правда, Л андау в этой работе доказал одну достаточно об­
щую теорему: «Если отношение двух центральных углов 2ф и 
2ф' является простым числом, не принадлежащим Гауссовым 
числам 22V + 1 , то луночка не квадрируема». Но и эта теорема, 
как видно, не решала вопрос: существуют ли квадрируемые лу­
ночки, кроме известных 5 случаев. Неясным оставался и такой
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вопрос: будут ли луночки квадрируемы во всех случаях, когда 
отношение центральных углов 2ф и 2ц>' будет простым числом 
вида 2 2v + l .  На последний вопрос дал отрицательный ответ 
болгарский математик Чакалов.

Вклад Чакалова в современную теорию квадратуры луночек. 
В 1929 и 1930 гг. болгарский математик Чакалов опубликовал 
работы, посвященные квадрированию луночек. Мы остановимся 
только на результатах его работы «К проблеме квадрирован »я 
луночек» [143]..

В этой работе Чакалов дал ответ на вопрос, поставленный в 
конце предыдущего раздела: он доказал, что при Р=2<р : 2ср'=  
=2*°' + 1  =  17 луночка не будет квадрируема. Кроме того, он

/sinm 0 \2  m
преобразовал уравнение квадратуры луночек /  ------ I =  _

 ̂ sin п0 /  n
с помощью подстановки 1ш = х ,  придав уравнению ясно выра- 
женный алгебраический характер квадрирования:

n (x m— I ) 2—m (xn— 1)2х“ - п= 0 .  (45)
Уравнение (45) будем называть уравнением Чакалова, Им поль­
зовались Чеботарев и Дороднов. Обозначая центральные углы 
секторов через 2<р и 2<р' и через Р —простое Гауссово число, рав- 

Ф
ное n —  , он говорил, что теорема Ландау для Р =  3 и Р = 5

соответствует случаям Гиппократа и Клаузена. Но эта теорема 
оставляет вопрос открытым для других простых гауссовых чи­
сел, в частности и для Р =  17.

Сначала Чакалов доказывает теорему: «Если отношение обоих 
Ф р

центральных углов — — , щ е  Р — простое не Гауссово

число и п  :— какое-нибудь число из 1, 2, 3... (Р— 1), то соответст­
вующие луночки не .квадрируемы». Предположив, что луночка 
при этом квадрируема, т. е. 0  удовлетворяет уравнению

' sin р0 \2  р
'  -  (46) ̂sin п0 / п

а Р  и п взаимно-простые, то эта алгебраическая задача сводится 
к  тому, чтобы показать, что sin0  есть число, содержащее рацио­
нальные числа и 'квадратные корни из них.
Полагая е*®=х, у = х 2 и z = y — 1,
он получает из (46) :

/ур—1 \ 2  , / у “—1 \ 2_ On On



* n | y - » + ^ ï  j z p-2+ -  j j 2- p ( z + l ) p-tt' j V ' - f

. + ( » ) , - . +  ■ +  ( n " 1 ) ] 2=

= n z  2p- 2 + a lZ2p- 3+  -  + a 2p-2 =  0, (47)

где a.\, a2, •” , Û2P-2 — целые делящиеся на P числа, a n < p  вза­
имно-простое с p; кроме того, свободный член а2Р-2= п р ( р —п), 
делясь «а р, не делится на р 2. На основании критерия неприво­
димости Эйзенштейна полином (47) неприводим в области ра­
циональных чисел и степень его не является степенью двойки. 
Следовательно, уравнение (47) неразрешимо в квадратных ра­
дикалах, и теорема доказана. Но из этой теоремы Ландау-Чака- 
лова еще не следует, что если р — простое Гауссово число, на­
пример, р =  17, a n =  1, 2,... 16 ..., то луночка будет квадрируема. 
Чакалов и показывает дальше, что ори~р= 17  и п = 1 ,  т. е.. при 

* Ф : q/ =  17 луночка не будет квадрируемой. Доказательство его 
громоздкое, и мы не будем его приводить здесь полностью. Ука­
жем только, что, положив p =  17, п = 1  и x = 2 c o s 2 0  в уравне­
нии (46), он получает алгебраическое уравнение восьмой степени:

х8+сх7—7х6—6хб+  15х4+ 10х3— 10х2—4 х + 1 —УГ7=0 (48)
и показывает, что уравнение, коэффициенты которого принадле­
ж ат полю k (V17), неприводимо в к (17) и неразрешимо в квад­
ратных радикалах. Следовательно, верна теорема: «Круговая лу­
ночка, для которой ф : q / =  17, не квадрируема циркулем и ли­
нейкой».

Но и после работы Чакалова оставался открытым основной 
вопрос: есть ли.квадрируемые луночки, кроме известных пяти 
случаев? Окончательный ответ на него дали в 30-х — 40-х годах 
наши советские математики Н. Г, Чеботарев и А. В. Дороднов 
(см. главу IV),

О популяризации знаменитых задач древности 
в XIX—XX столетиях

Судьба знаменитых задач древности на всех этапах их исто­
рии во многом зависела от состояния разделов математики, не­
обходимых для решения актуальных вопросов теории этих задач, 
а также от внимания, которое уделяли им математики. После ре­



шения четырех знаменитых задач древности интерес к этим за ­
дачам во многих странах заметно усилился, возросло число ра­
бот, посвященных истории и теории их. Ограниченный объем кни­
ги не позволяет нам изложить и те неполные еще материалы, ко­
торые мы имеем для характеристики состояния популяризации 
знаменитых задач древности в XIX—XX столетиях во Франции, 
Германии, Италии, Англии, США и Болгарии. Весьма общее 
представление об этом можно получить, познакомившись со спис­
ком работ в конце книги и с названием некоторых статей, вышед­
ших в этих> странах и упомянутых в тексте15.

Более полное представление можно составить о популяриза­
ции этих задач в нашей стране (см. главу IV ).

Интерес к пяти знаменитым задачам древности, как  видно, не 
ослабел и после окончательного решения их в классической поста­
новке. Новые вопросы и новые аспекты рассмотрения этих за ­
дач, возникшие после решений Гаусса, Ванцеля, Линдемана, Че­
ботарева и Дороднова, привлекли и привлекают к себе внимание 
математиков многих стран, в том числе и русских математиков. 
Но в последние десятилетия наиболее существенные результаты 
получены советскими математиками, они стали, действительно, 
главными творцами новой главы истории пяти знаменитых задач 
древности. Следующая глава нашей книги и посвящена характе­
ристике результатов работы математиков нашей страны, особен­
но советских математиков.

Примечания к главе III

1 Из дальнейшего будет видно, что при доказательстве своих верных 
теорем Л амберт опирается на одно положение, как иа «очевидный факт», 
хотя это  положение долж но было быть доказано.

2 Доказательство указанных лемм и теоремы см. [63].
3 Н а связь этого уравнения с задачей деления окружности на равные 

части обратили, внимание в Начале XVIII ст. Муавр и Котес,, но они не 
дали общей теории и не выяснили, каким долж но быть п, чтобы корни его 
строились циркулем и линейкой

г—т 2 я \ {—т2я
* ei7—пг»__ е17е- т = g-ш =eos I  I -fisin

■17 /  - V 17

2тя 2тя
=  COS—  - i s i n — .

5 Доказательства теоремы теперь проводятся с помощью теоремы Безу  
и другими способами см. [18].

6 -Рекомендуется определить кривую, которую опишет точка Р и полу­
чить ее уравнение, провести доказательство полностью.
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7 Ж елательно построить:
а) приборы для вычерчивания конических сечений, квадратрисы, спи­

ралей, конхоиды, цисои^ы, улитки Паскаля и других кривых, используемых 
при решении знаменитых задач древности;

б) приборы, описание которых дано в настоящей работе, и пере­
дать  их в 'математические кабинеты.

8 Д оказать это равенство углов. М ожно ли этими инструментами раз­
делить данный угол на любое число равных частей?

9 Предлагается:
а) построить такой трисектор;
б) доказать, что эти углы действительно будут равны м еж ду собой. 

мо Предположив, что L A B C  =  180° и положив ' R =  1, показать, что в
этом случае значение хорды АТ, полученной указанным способом, отличает­
ся от истинного значения (АТ =  1 ) на величину, меньшую 0,04.

11 Читателям рекомендуется доказать это.
12 Рекомендуется доказать справедливость этого способа, воспользо­

вавшись при этом тем, что tg a  и —c tg a  являются корнями уравнения:

X 2 +  2х c tg 2 a  —  1 = 0 .

13 Доказать, что этот метод Биюна дает возможность точно построить 
стороны правильных треугольника, квадрата, шестиугольника. Какова) ошиб­
ка при п = 1 0 ?

14 Величина центральных углов в градусах указывается в этом случае 
и в дальнейшем приближенно.

15 В неполной библиографии работ немецких математиков, посвященных 
полностью или частично знаменитым задачам древности, переданной нам  
Лейпцигской библиотекой, указано свыше 200 работ.

1 4  С. Е. Белозеров
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Г л а в а  IV

Знаменитые задачи древности 
в нашей стране

to

Досоветский период

В далеком прошлом

Предки народов, населявших нашу страну, в далеком про­
шлом сталкивались с необходимостью решать многие задачи, в 
том числе вычислять площади кругов и длины окружностей, де­
лить окружности, углы и дуги окружности на равные части и 
удваивать объемы кубических тел. При решении этих практиче­
ских задач они пользовались рецептами, аналогичными рецептам 
древних египтян, вавилонян и др. (ем. I главу).

Восточные славяне, армяне, грузины, предки народов средне­
азиатских и прибалтийских республик еще в Древнем мире об­
щались с другими народами.

В средние века предки узбеков, таджиков, туркменов и азер­
байджанцев наряду с арабами играли ведущую роль в популя­
ризации и развитии некоторых разделов математики, в том числе 
и знаменитых задач древности (см. II главу). Культура и наука 
предков русского народа после нашествия татар и монголов силь­
но отставала от развития культуры западноевропейских народов. 
Но к XVII в. положение несколько изменилось.

В рукописях XVII в.

Некоторые рукописи, дошедшие до нас из XVII в., говорят о 
том, что в это время среди русских были люди, знакомые с мате­
матической культурой своих предков и западноевропейских на­
родов. Авторы отдельных рукописей рассматривали и некоторые 
знаменитые задачи древности. Ю. А. Белый и К. И. Ш вецов опи­
сали одну геометрическую рукопись первой четверти XVII в. [8].
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Эта рукопись—первое из известных в России систематическое из­
ложение элементов геометрии. Иван Елизаров ври составлении 
этой рукописи использовал ряд математических книг западноев­
ропейских авторов, изданных в XVI и в начале XVII, ст. и исполь­
зовавших, в свою очередь, «Начала» Евклида и некоторые труды 
Архимеда. Например, определение круга и его частей дается в 
духе Евклида. О роли окружности («венца») в рукописи говорит­
ся: «Венец всем иным фигурам имеет начало, потому что есть 
ото всех чисче и мастеровитее и для того подобает быть первым». 
Далее говорится: «С-торона пятиугольника есть среднее геомет­
рическое между его диагональю и большим отрезком диагонали, 
образуемым ее пересечением с другой диагональю».

В рукописи приводятся все три’теоремы из «Измерения кру­
га» Архимеда. Указывается, что прямоугольники со сторонами

1 jiR •
2nR и — R, ~2~ н 2R равновелики с кругом радиуса R.

Находится площадь сектора, указывается, что площади кругов 
относятся, как квадраты их диаметров, а окружности — как ра­
диусы. Решаются задачи: разделить прямой угол на три равные 
части, построить две средние пропорциональные между двумя 
данными величинами, разделить окружность на 2, 3, 4, 6 и 8 рав­
ных частей. Деление окружности на 7 равных частей рекомен­
дуется произвести раствором циркуля, равным половине стороны 
вписанного правильного треугольника1. Поставлена задача: по­
строить квадрат, равновеликий данной луночке (из приложенно­
го рисунка в рукописи- видно, что рассматривался случай 
m : п = 2  : 1).

Следовательно, в рукописи речь фактически идет о всех пяти 
знаменитых задачах древности.

Из рукописей XVII в., описанных В. В. Бобыниным, остано­
вимся только на одной [13]. В этой рукописи содержатся земле­
мерные задачи. Одна из статей в ней’ озаглавлена: «Что какое 
место по округе ведать вдол и поперег». Рассмотрим некоторые 
задачи, в которых требуется находить площади круглых полей. 
«Было поле кругом 1488 сажен. И ты скажи: что в том будет 
четвероугольном сажен и что вереди круга в дол и поперег до 
околней меры мерою».

Безымянный автор требует в этом случае «учинить четверо- 
уголно», то есть превратить данное круговое поле в равновели­
кое ему квадратное поле. Словесный рецепт для решения задачи 
гласит: «...возми меры, что кругом ево будет сажен и ту окруж­
ную меру раздели на 4 части; а четвертым паем таковожь число 
умножь: столко в том поле четвероугольных сажен будет, единую
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сажен не потеряешь». В нашей символике этот рецепт можно за ­
писать в виде формулы:

/2лЯ \2
I - -  I = я и 2, откуда я  — 4.

Другой рецепт можно записать (2R)2= n R 2 и тоже я  =  4.
В. В. Бобынин полагает, что весьма неточные рецепты позаимст­
вованы из источников древнего происхождения. В этой же руко­
писи рассматриваются задачи на вычисление площади круга, где 
значение я  более точное. К одной из них дается такой рецепт ре­
шения:

«Где похощешь в такове круге познать дробные сажени, и 
ты прежде познай, что поперег будет сажен и из того поперечни­
ка вычти 8-ю часть, и что затем останется, то стало того круга 
четвергоуголная стена. И ты сторону стороною умножь, и что во 
умножении будет столко в том кругу дробных сажен». Переводя 
это на язык символики, можно записать

. (—  -2R f = — И2= я К 2= > я =  — = 3  — =3,0625.
\ 8 / 1 6  16 16

В задаче о нахождении длины окружности с диаметром d — 
=  16 саж. рекомендуется 16 умножить на 22 и разделить нав7, 
т. е.

16 .22
2jtR =  = 5 0 ,2  саж., а я =  3,14.

7 ' •

В этой же рукописи содержится рецепт превращения квадрата 
в равновеликий круг:

«А похощешь то четвероуголное место учинить кругло в цир- 
кал, чтоб мерою таково-ж было, и ты познай прежде что будет 
мерою накось из угла в угол. Мерою как бы стена 5 сажен. 
Приложи-ж 2, будет 7 сажен из угла в угол2. И ты ту меру 
раздели на 5 частей и пятую часть вон вычти; останется 5 са­
жен и 3/5 сажени, то поперег круга стало...» =  >  я^ЗЛ вЭ .

Рассматриваются также стереометрические задачи: найти
объем цилиндрической житницы и 'бочки. При нахождении объе­
ма бочки рекомендовалось Сначала превратить ее в цилиндри­
ческую по определенному рецепту, а затем — в «четвероугол- 
ную бочку».

Представляет интерес и рукопись первого курса лекций в 
России по философии, читанных Феофаном Прокоповичем в 
Киевской Академии в 1707— 1708 гг.3. За счет устранения из 
программы отдельных вопросов схоластики Прокопович вклю­
чил раздел по физике и математике. В 9-й главе рукописи этого
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Kv pea говорится «О преобразовании фигур одних в другие и об­
ратно, о кривой квадратрисе и о квадратуре круга». Он дает 
способ построения квадратрисы и применения ее при нахожде­
нии площади круга без строгого доказательства; упоминает 
при этом Динострата и Никомеда. О квадратуре круга Проко­
пович говорит, что эта задача широко известна среди математи­
ков. Затем он рассматривает задачи о построении круга, равно­
великого данному треугольнику, данному квадрату, сумме не­
скольких данных кругов. В 10-й главе он рассматривает задачи 
кг построение овала, эллипса и спиралей. Лекции Прокоповича 
e то время, вероятно, играли заметную роль в популяризации 
теории геометрических построений и задач о квадратуре круга 
к циркуляторе квадрата.

Рассмотренные рукописи свидетельствуют о том, что в Рос­
сии того времени были люди, проявлявшие интерес и к знамени­
тым задачам древности.

В математических книгах Петровской эпохи

Л. Ф. Магницкий (1669— 1739) — преподаватель Математико- 
Навигацкой школы, созданной в Петербурге по указанию Петра I 
в 1701 г. для «ради обучения мудролюбивых Российских отроков 
и всякого чина и возраста людей», издал в 1703 г. «Арифметику», 
[66], которую М. В. Ломоносов назвал «вратами в науку». Эта 
книга содержит не только вопросы арифметики, но и алгебры, 
тригонометрии, навигации и геометрии.

Вторая часть книги «Арифметика» названа. «О геометриче­
ских чрез арифметику действуемых». Здесь указывается, как вы­
числять площадь круга, длину окружности, хорду круга-и др. 
При этом он говорит: «В колесах же пропорция архимедова диа­
метра ко окружности как 7 к 22». ,

Вот его рецепт для нахождения площади круга («суперфи- 
шш») по данному диаметру: «Если дан диаметр и нужно найти 
суперфицию, то умножь щиркумференцию или окружение через 
диаметр, и произведение раздели через 4. И по разделению при­
дет суперфиция».

«Арифметика» Магницкого долгое время была основной 
учебной книгой, с помощью которой русские юноши приобща­
лись к основам математики и к некоторым знаменитым задачам 
древности.

В 1708 г. появился первый учебник но геометрии на русском 
языке. Это был перевод книги А. Пюркенштейна, вышедшей в 
Вене в 1686 г. Переводчик назвал ее «Геометриа славенски зем­
лемерие» и дал подзаголовок «Приемы циркуля и линейки или
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избраннейшее начало во математических искусствах им же воз­
можно легким и новым способом вскоре доступити землемерия и 
иных из оного происходящих искусств».

В 1709 г. она была переиздана с дополнением отдела «О пре­
вращении фигур плоских во иные такого же содержания» и гла­
вы о построении солнечных часов, написанной Петром I. В 1714 г. 
была издана в Петербурге «Геометриа практика» (четыре главы) 
как дополнение к указанной книге. Б  1725 г. появилось в России 
3-е издание книги Пюркенштейна с добавлениями.

В этой книге уделено много внимания основным геометриче­
ским понятиям и фактам, преобразованию плоских фигур в рав­
новеликие им, указаны приближенные способы деления окруж­
ности на п равных частей, даны способы вычисления площадей 
различных фигур, в частности сегмента и сектора круга.

И хотя во всех этих книгах, вышедших в России до открытия 
Петербургской Академии наук, нет еще строгих доказательств, 
нет выделения знаменитых задач древности в особый раздел и 
они даж е так не называются, все же появление в России печат­
ных учебников, в которых некоторые из знаменитых задач древ­
ности рассматривались уже как геометрические задачи, указыва­
ло о переходе этих задач и в России из числа сугубо практиче­
ских в число геометрических, конструктивных задач.

Указанные выше рукописи и книги свидетельствуют также, 
что в России XVII и начала XVIII столетий увеличилось число 
людей, знакомых с математикой, в том числе и со знаменитыми 
задачами древности. И хотя в России еще не появились в то вре­
мя оригинальные исследования теории этих задач, но в деле по­
пуляризации этих задач были сделаны важные шаги.

В XVIII столетии

После открытия Петербургской Академии наук (1725 г.) в Рос­
сии уделяли внимание знаменитым задачам древности, пожалуй, 
не меньше, чем во многих западноевропейских странах. Большая 
роль в этом принадлежала математикам, приглашенным на ра­
боту в Петербургскую Академию наук: Гольдбаху* Крафту, 
Д . Бернулли, особенно JI. Эйлеру и их русским ученикам. Во П 
главе указывалось ужё*, какой заметный вклад в теорию знамени­
тых задач древности внесли Эйлер, Д. Бернулли и-Крафт. Их тру­
ды [148, 119, 120; 129, 130, 131] служили эффективным средст­
вом популяризации этих задач.

Но популяризации знаменитых задач древности в России того 
периода способствовали также статьи, учебники и лекции, в  ко­
торых излагалась история и теория этих задач.
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В 1729 г. Г. Крафт опубликовал большую статью «О квадра­
туре круга, трисекции угла и удвоении куба» в «Приложении» к 
газете «Санктпетербургские ведомости» (№ 53, 57, 65—67, 69), 
издававшейся Академией наук. Это «Приложение»-журнал «Ис­
торические, генеалогические и географические примечания в ве­
домостях» пользовался популярностью у сравнительно большой 
части русских читателей, и, следовательно, статья Крафта сыгра­
ла заметную роль в ознакомлении русских с тремя знамениты­
ми задачами древности. Крафт указывает, что эти задачи с по­
мощью циркуля и линейки еще не решены. «Но если бы, — го­
ворит он, — удалось найти квадратуру круга, то это имело бы 
большое научное-значение для геометрии и астрономии... В гео­
метрии каждое изыскание многим другим помощь дает, и такие 
изыскания никогда так не чинятся, чтобы от оных другие поль­
зы не происходили».

Он не утверждает, что решение этих задач невозможно цир­
кулем и линейкой; но если бы удалось доказать, что в такой по­
становке решение их невозможно, то это имело бы не меньшее 
значение, чем положительное решение, «ибо в таких вещах почти 
все равно хотят "предложенное решить, или невозможность реше­
ния доказать». Крафт говорит и о том, что занятия рассматри­
ваемыми задачами, если они и не дают окончательного решения 
их, далеко не всегда являются бесполезными, ибо в науке часто 
открывают не то, что-искали, а то, что узнали «попутно». Точку 
зрения Крафта на три указанные задачи, по-видимому, разде­
ляли и другие математики, работавшие в то время в Петербург­
ской Академии наук.

Вероятно, не без участия академических математиков решено 
было осуществить и первый перевод на русский язык «Начал» 
Евклида в  переработке бельгийского математика А. Токэ (1654). 
Эта книга содержала много материала, связанного с измерением 
площадей и объемов. Токэ при переработке опустил некоторые 
трудные для понимания части '  «Начал», но зато присоединил к 
этой книге »переделку ряда теорем Архимеда из сочинений «Об 
измерении круга» и «О шаре и цилиндре». В частности, здесь 
рассматриваются и приближенные значения отношения окруж­
ности к  диаметру.

Первая часть этой переработки Токэ в переводе И. Струева 
вышла в России в 1739 г., а в 1745 г. вышла и вторая часть: «Ар­
химедовы теоремы Андреем Таккветом езуитом выбранные и 
Г. П. Домке сокращенные, с латинского на русский язык хирур- 
гиусом Иваном Сатаровым преложенные».

В 1740 г. для учащихся гимназии был издан на немецком 
языке учебник по геометрии, автором которого являлся Г. В.
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Крафт. В 1748 г. эта книга была переведена на русский язык и 
издана в Петербурге под названием «Краткое руководство к тео­
ретической геометрии в пользу учащегося в гимназии при импе­
раторской Академии наук Российского юношества, сочинено той 
же Академии наук членом Георгом Крафтом и переведено с не­
мецкого языка переводчиком Иваном Голубцевым». В 1764 г. 
вышло 2-е издание этой геометрии.

По этой книге изучали элементарную геометрию многие рус­
ские юноши. В ней содержались не только определения и теоре­
мы, но и доказательства последних. Из этой книги читатели узна­
вали кое-что и о знаменитых задачах древности. Здесь доказы­
вается, например, что отношение длин окружностей равно отно­
шению их радиусов и отношение площадей кругов равно отно­
шению квадратов их радиусов (или диаметров); находятся пло­
щади секторов и сегментов круга. Отношение диаметра к окруж­
ности принимается равным 113/355. .

Полагая диаметр равным 113 и окружность 355, Крафт рас­
сматривает отношение площади квадрата, построенного на диа­
метре, к площади круга, и находит его равным

/И З  \2  355

(113)!;Ы  ш = 452 : 355'

Крафт приводит и теорему, принадлежащую Архимеду: «Пло­
щадь круга равна площади треугольника, которого основание 
есть окружность круга, а высота помянутого круга радиус». 
Доказательство этой теоремы дано в духе Кеплера [52]. Автор 
рассказывает здесь и о «Задаче делийской» — об удвоении ку­
ба, о легенде, связанной с ее возникновением, а также о построе­
нии куба, который был бы «втрое, вчетверо или в несколько раз 
более данного». Он указывает при этом, что корень квадратный 
из числа можно представить в виде отрезка ‘ прямой, который 
можно построить циркулем и линейкой; корень кубичный из 2 
тоже может быть представлен в виде прямолинейного отрезка, 
но построить этот отрезок с помощью прямой и циркуля невоз­
можно»... потребно к сему особливая кривая линия, а не круг, и 
того ради сия задача надлежит вышшей геометрии».

Некоторые преподаватели математики средних и высших 
школ на уроках и лекциях знакомили своих слушателей с поста­
новкой этих задач и с характером трудностей, связанны* с ре­
шением их. Эйлер своим ученикам (Котельникову, Волкову, Саф­
ронову и др.) давал темы работ, связанные с квадратурой кри­
вых, в том числе и круга. Таким образом, число русских, зна­
комых со знаменитыми задачами древности в XVIII в., станови­
лось все больше. Отдельные русские читатели, знакомые с
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«вышшей геометрией» и знавшие латинский и другие иностран­
ные языки, могли знакомиться с историей знаменитых задач 
древности и по специальным работам зарубежных авторов [5, 
37, 35, 61, 63, 102, 119, 120] и др. Особенно велика заслуга м а­
тематиков, работавших в XVIII в. в Петербургской Академии 
наук, в разработке теории квадратуры замкнутых и открытых 

, луночек.
Д. Бернулли впервые основным условием квадратуры круго­

вых замкнутых луночек стал считать равенство секторов и дал 
свой метод квадратуры некоторых луночек (см. II главу). 
Л. Эйлер, исходя из равенства секторов, получил условие квад-

m п
рируемости круговых замкнутых луночек sin2m'" =  — — , где

т и п  — центральные углы дуг, ограничивающих луночки, пе­
ревел решение этой задачи на язык алгебры и получил квадра­
туры этих луночек; он рассмотрел 9 круговых луночек, показав, 
что из них циркулем и линейкой квадрируются только 5 (см. II 
главу). -

Гольдбах еще до переезда в Россию вел оживленную пере­
писку с Н. и Д. Бернулли о квадратуре луночек. Интерес к  этой 
теме сохранился у них и после переезда на работу в Петербург. 
Внимание всех этих математиков, в том числе Крафта и Эйле­
ра, привлекла задача Гольдбаха, относящаяся к открытым кру­
говым луночкам: «Найти две луночки из двух пересекающихся 
между собой окружностей и выделить из этих луночек равные 
части так, чтобы отрезки прямых, отделяющие эти части, были 
равны между собой». Решение в частном случае нашел сам 
Гольдбах, общие решения нашли Д. Бернулли (геометриче­
ское), Л. Эйлер (алгебраическое) и Г. Крафт с помощью инте­
грального исчисления. Отправляясь от решения этой задачи, ука­
занные математики обогатили теорию квадратуры круговых от­
крытых луночек, а Г. Крафт считается основоположником об­
щей теории квадратуры этих луночек. Благодаря их трудам П е­
тербургская Академия наук в XVIII в. играла ведущую роль в 
разработке теории квадратуры круговых замкнутых и открытых 
луночек.

В XIX столетии

Развитие математики XIX и в начале XX ст. в России ха­
рактеризовалось тем, что ученики и последователи Л. Эйлера 
пропагандировали и развивали многие идеи своего учителя. 
В этот период жили и творили отдельные выдающиеся и гениаль­
ные русские математики, внесшие большой вклад в развитий ми-
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ровой науки: Н. И. Лобачевский, М. В. Остроградский, П. Л. Че­
бышев, В. Я. Буняковский, О. И. Сомов, С. В. Ковалевская, А. А. 
Марков, К. В. Поссе, Д. А. Граве, H. Е. Жуковский и др.

В это. время значительно увеличилось число русских мате­
матиков, проявлявших интерес и к знаменитым задачам древ­
ности. Ряд  русских математиков внесли свою лепту в разработ­
ку новых методов и способов точного и приближенного реше­
ния этих задач. Многие русские ученые сыграли заметную роль 
в улучшении доказательств решения задачи о квадратуре icpj- 
га и в популяризации этих задач. Результатом этого в конпе 
XIX и в начале XX столетий в разных городах России явилось 
большое количество статей, книг и брошюр, посвященных зна­
менитым задачам древности.

Остановимся только на некоторых фактах. Н. И. Лобачев- 
ский и П. Л. Чебышев, не занимаясь специально теорией знаме­
нитых задач древности, 45ыли сами знакомы и знакомили с ни­
ми своих учеников. М. В. Остроградский и О. И. Сомов остави­
ли свидетельства их глубокого понимания сущности этих задач. 
М. В. Остроградский, например, при рецензировании вступитель­
ной лекции капитана Клейгельса обратил внимание и на т-у 
часть лекции, где говорилось: «Архимед нашел, что отношение

о  1 0  0  Ю  „окружности к диаметру заключается между 3 —  и 3 _ .  Сле­

довательно, примем ли то или другое выражение, у нас ошиб­
ка будет одинакова. Вообще из этих двух принято первое, как 

22
удобнейшее... Итак, —  есть настоящее выражение величины,

названной буквою я. По простоте своей оно предпочитается всем 
прочим, хотя есть и другие, более точные». Перечеркнув все это, 
М. В. Остроградский написал: «Здесь ошибка на Каждом ело- '

Ю п Ю
ве. Во-первых,.если бы неточность выражений 3 ~  и 3 ~

была одинакова, то их полусумма представила бы истинное от­
ношение окружности к  диаметру, то есть трансцендентное чис-

22
ло я выразилась бы рациональным образом. Далее было

сперва приближенным отношением окружности к  диаметру, по­
том настоящим, наконец, опять приближенным, ибо. сказано, 
что есть и другие более точные».

М. В. Остроградский и В. Я. Буняковский, рецензируя рабо­
ты О. И. Сомова, где говорилось о спрямлении эллипса, писали, 
что эта задача имеет и практическое значение, а «знаменитая.
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задача квадратуры круга и спрямление круга есть только 
частный случай вопроса о спрямлении эллипса». Когда же Со­
мову потребовалось построить прямолинейный отрезок, .рав­
ный л, то он воспользовался методом Коханского (см. стр. 78).

С. В. Ковалевская познакомилась с квадратурой круга еще 
в детстве. Вспоминая о своих беседах по математике с любимым 
дядей П. В. Корвин-Круковоким, она писала: «От него я услы­
шала, например, в первый раз о квадратуре круга, об асимпто­
тах, к которым кривая постоянно приближается, никогда их не 
достигая, и о многих других вещах подобного же рода, — смыс­
ла которых я, разумеется, понять не могла, но которые дейст­
вовали на мою фантазию, внушая .мне благоговение к матема­
тике, как к науке высшей и таинственной, открывающей перед 
посвященными в нее чудесный мир, недоступный простым смерт­
ным». Ее учитель И. И. Малевич в одном из своих воспоминаний 
о С. В. Ковалевской писал: «...Когда дошли мы в геометрии до 
отношения окружности к диаметру, ученица моя, излагая дан­
ное при следующем уроке, к  удивлению моему, пришла совсем 
другим «путем» и особенными комбинациями к  тому же са ­
мому...».

H. Е. Жуковский, создавая теорию обтекания крыла самоле­
та воздухом, обращался к помощи ,и «гиппократовых луночек», 
рассматривал их как один из возможных контуров .поперечного 
сечения крыла.

Проявление интереса нашими выдающимися ' математиками 
к знаменитым задачам древности и подчеркивание важности 
знакомства с их теорией привлекало к этим задачам внимание 
широких слоев русских , математиков, студентов и любителей 
математики.

Учитель М. В. Остроградского по Харьковскому университе­
ту Т. Ф. Осиповский в разделе «Геометрия» своего «Курса м а­
тематики» -рассматривал вопросы о квадратуре круга, кониче­
ских сечениях и их приложениях, о циссоиде Диоклеса, спирали 
Архимеда и др. Ф. И. Летрушевский в 1823 г. перевел на рус­
ский язык и издал сочинения Архимеда: «Две книги о ш аре и 
цилиндре», «Измерение круга» и «Леммы».

- Член-корреспондент Академии наук Н. Навроцкий, проявляв­
ший интерес к  истории математики, в двух своих книгах «О гео­
метрическом решении уравнений высших степеней посредством 
кривой линии, называемой конхоидой...» (1827 г.) и «О спрямле­
нии окружности» (1835 г.) раосказыва.ет о применении конхои­
ды к решению задачи об удвоении куба и о легенде, связанной 
с происхождением этой задачи. Он касается истории задачи о 
квадратуре круга, которая «более 2-х тысячелетий была пред­
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метом усилия математических умов всех веков и народов». Ука­
зав, что отношение окружности ik диаметру есть величина «не­
соизмеримая», за доказательством этого он отсылает читателей 
к книге «Монтюкла» [140]. Он рекомендовал заниматься поис­
ками «новых способов приближенного решения этой задачи».

Более интенсивно работа по популяризации знаменитых за ­
дач древности в России развертывается с 60-х годов XIX столе­
тия. В 1865 г. генерал-майор Полуэктов издал в Петербурге бро­
шюру «Разделение углов на три равные части». Он ничего не 
говорит о невозможности решения этой задачи циркулем и ли­
нейкой и предлагает три способа деления угла на три части.

В книге Аничкова «Теоретическая и практическая геомет­
рия» (1870) рассматривалась, в частности, задача о делении 
окружности на п равных частей при некоторых значениях п.

В 1883 г. была переведена на русский язык известная книга 
Ш аля «Исторический обзор происхождения и развития геомет­
рических методов», где отводится много места и знаменитым 
задачам древности. В том же году вышла в свет первая часть 
«Истории математики» М. М. Ващенко-Захарченко, где рас­
сматриваются знаменитые задачи древности.

Особенно большую роль сыграли работы А. А. Маркова и 
К. А. Поссе. А. А. Марков начал писать свою большую работу 
«Доказательство трансцендентности чисел е и я  (невозможности 
квадратуры круга)» [69] вслед за появлением работы Линдема­
на [137] и издал ее в 1883 г. Автор ■ста'вил задачу «ознакомление 
русских 'математиков с исследованиями Эрмита и Линдемана» 
в этой области. Но работа сыграла и другую важную роль — в 
ней дано более доступное доказательство теоремы: каковы бы 
ни были алгебраические числа аи а2, — , ап и Аь А2, •** , Ап, где
л л  л а 1 - | - А о Р  а 2 . i л апAi^O,  равенство нулю суммы Ate ~ 2 +  ... +Апе не­
возможно. Он подчеркивает, что квадратура круга невозможна 
не только циркулем и линейкой, но и с помощью любой алге­
браической кривой.

В этой же работе, понвидимому, впервые в России, указы­
вается и на то, что «после работы Ванцеля .можно считать до­
казанной невозможность трисекции углов вообще и в частно­
сти невозможность трисекции угла в 60°».

Реакцией на появление работ Гильберта [126], Гурвица 
[127] и Гордана [123] была публикация в 1894 г. статьи К. А. 
Поссе «О трансцендентности чисел 1 и я» [83]. Он тоже видел 
цель этой статьи в том, чтобы «сделать усвоение столь важных 
результатов доступными большему кругу читателей». Исполь­
зуя результаты Гурвица и Гордана, Поссе дал более простое 
доказательство трансцендентности 1 и я.
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Казанские математики А. В. Васильев, Д.  М. Синцов и Н. И, 
Парфентьев >в 1898 г. перевели на русский язык и издали «Лек­
ции по избранным вопросам элементарной геометрии» Ф. Клей­
на с приложением мемуара Ванцеля [53], ^де в основном речь 
идет об истории и теории 'знаменитых задач .древности. Работы 
Маркова и Пассе и перевод указанных работ Клейна и Ванце­
ля позволили многим русским математикам и студентам позна- г 
комиться с современной теорией трех знаменитых задач древ- ‘ 
ноет и.

Д. А. Граве популяризировал результаты работы Гаусса по 
теории деления круга на равные части. В статье «Гаусс» (Энц. 
слов. Брокл и Ефр. т. VIII, 1892) Граве, говоря о «Знаменитом 
трактате по теории чисел» Гаусса указывает, что он «содержит 
также прекрасную теорию двучленных уравнений, показываю­
щую, между прочим, что можно при помощи циркуля и линей­
ки вписать в круг правильный 17-угольник». Положительную, 
роль сыграла и книга Граве «Энциклопедия математики (очерк 
ее современного положения)» 1912 г., где первая глава под 
названием «Невозможные задачи и их роль в математике» по­
священа и знаменитым задачам древности. Он показывает их 
идейную сторону, т. е., если’ идти правильным путем в решении 
этих задач, мы неизбежно придем к выводу, что решить их цир­
кулем и линейкой невозможно». Он подчеркивает в частности, 
•что «задача квадратуры круга была первой задачей, вызвавшей 
к жизни начала интегрального исчисления».

Заметную роль в популяризации математических знаний в 
России того' времени сыграл научно-популярный «Журнал эле­
ментарной математики», переименованный затем в «Вестник 
опытной физики и элементарной математики» (с 1884 по 
191*г,г.). В нем принимали участие и видные русские !математи- 
ки и учителя математики, публиковались отдельные статьи, по­
священные истории и теории знаменитых задач древности. Н а­
пример, в одном из номеров его С. О. Шатуновокий изложил в 
популярной форме общие вопросы разрешимости конструктив­
ных задач, в № 233 (1896) рассмотрел «Доказательства сущест­
вования трансцендентных чисел». В. Ф. Каган опубликовал в 
этом журнале «Краткий очерк истории квадратуры круга» и 
«Новое доказательство трансцендентности чисел е и я  (доказа­
тельство Валена)» [48]. А. Певцов в № 277 дал «Построение я

с точностью до J - . » [82]. Аналогичную статью опубликовал

и А. Ефимов в № 296.
О знаменитых задачах древности говорилось и во многих 

учебниках того времени. Билибин в 1886 г. в учебнике элемен-
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тарной геометрии для гимназий и реальных училищ доказывает 
теорему об иррациональности числа я  и пишет: «В новейшее
время строго доказано, что число я  не представляет корня к а ­
кого ни есть алгебраического уравнения с рациональными коэф­
фициентами или, как говорят, число я  есть число трансцен­
дентное».

Большую роль в приобщении русских математиков и сту­
дентов к истории и теории знаменитых задач древности сыграли 
переводные книги, содержащие эти задачи: Вебер и Велынтейн 
«Энциклопедия элементарной математики» [22], Адлер «Теория 
геометрических построений» [2], сборник классических произ­
ведений «О квадратуре -круга» со статьей Ф. Рудио [80], Ф. Кэ- 
джори «История элементарной математики с указаниями на ме­
тоды преподавания» [60], вступительная статья А. В. Васильева 
■к переводу «Начал анализа бесконечно-малых в элементарном 
изложении» Папелье и др. Интересные сведения из истории 
знаменитых задач древности в России читатель узнавал из ра­
бот В. В. Бобынина [13]. В учебнике Д. Гика «Элементы гео­
метрий» (3-е изд., 1900 г.) рассматриваются задачи на построе­
ние правильных многоугольников и теорема о гиппократовых 
луночках, которая сформулирована так: «Сумма гиппократовых 
луночек, соответствующих двум катетам прямоугольного тре­
угольника, равна площади этого треугольника».

Все указанные выше работы и даж е брошюрки дилетантов 
свидетельствовали о все увеличивающемся числе русских ма­
тематиков и любителей математики, -проявлявших интерес г  зна­
менитым задачам  древности. А это является одним из необхо­
димых условий участия математиков этой страны в решении 
и некоторых вопросов теории знаменитых задач древности.

Многие русские ученые и инженеры внесли свой вклад 
в разработку новых методов в'решении знаменитых задач древ­
ности. Мы назовем здесь только некоторые из этих результатов. 
Навроц’кий в указанной выше работе предложил следующий 
метод приближенного спрямления окружности. Даны: радиус 
R, AB и CD — взаимно перпендикулярные диаметры, AS =  R, 
T Z = 3 R  (рис. 88). Утверждается: Z D = n R 4.

Буняковский в 1840 г. опубликовал работу «О правильных 
многоугольниках, вписанных и описанных около круга» [17]. 
Здесь он доказал, что не существует правильных вписанных мно­
гоугольников, кроме шестиугольника, и описанных многоуголь­
ников, кроме квадрата, стороны (периметры) которых соизмери­
мы с радиусом данного круга.

Инженер Бинг дал простой способ приближенного построе­
ния стороны квадрата, равновеликого данному кругу, известный
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Рис. 88.

под 'Названием «треугольник ринга». Пу,сть треугольник АСВ 
вписан в полукруг с радиусам R (рис. 89). Величина катета АС 
зависит от угла САВ =  а  (от положения С ri a окружно­
сти). Очевидно, существует такое значение а , когда AC2= n R 2. 
Приближенное значение а можно определить та«:

АС2=  (2R)2 cos2a « n R 2==r>cos a =  Iî.««0 .886 .
2

По таблице находим а » 2 7 ° 3 6 ', 
пригодное для практических целей.

Инженер Абданк Абаканович 
изобрел интеграф, дающий возмож­
ность точного построения графика 
функции X = a r c s m y , а следова­
тельно, построения отрезка прямой, 
равного я  [53].

О. Й. Сомов в статье «Общий 
способ приближенного спрямления 
кривых линий» [90], рассматривая 
сравнительно малые дуги кривых
AS, в том числе и дуги окружности, доказал теорему: «Длина
дуги равняется четырем третям хорды без одной шестой сум­
мы проекций этой хорды на крайних касательных».

AS =  —  W - ( f l + e ' ) .  й )
3 . 6

Если кривая — окружность, то а-\~а' — хорда двойной дуги, и 
если А — хорда данной дуги, В — хорда половины этой душ , то 
дуга

• A S = Ü L z ± .  (2)

Рис.

1 5  С. Е. Белозеров 2 2 5



При AS — 20° и R =  1 в таблицах А =  0}3472964 и В — 0,1743114 
и по (2). имеем AS =  0,3490649. Точная же величина этой дуги

1
0,34906585, т. е. ошибка менее — .

Ю5

А. Орлов в книге «Руководство,к геометрическому линейно­
му черчению» [81] рассматривает деление угла на три равные 
части. Он предложил для этого такой способ. 

а
Известно, что --------- =  а + а 2-}-а3+ а 4+  "• ( l a i d ) .

1 — а

Положив а =  —  , получим числовой ряд '
4

- L — 1 11 1
3 ”  4 ' 4 . 4  4 • 4 . 4 '

Если дана дуга (угол) mn, то будем делить ее пополам, полови­
ну опять пополам, половину половины дуги еще пополам и т. д., 
будем иметь

i ' - '  1 ^  1 ^  • ^  /  1 1 ,
—  mn-{-mn-| m n + " = m n f ------------1 h
4 . 42 4s V 4 42

i 1 \  1 ^H f- “• I = —  mn.
43 /  3

H. В. Бугаев в книге «Способ последовательных приближе­
ний» [16] дал метод, который советские математики ис­
пользовали (см. стр. 23Р и 239) для спрямления дуги окружно­
сти, для превращения прямолинейного отрезка в дугу окруж­
ности и для деления угла на три равные части с любой сте­
пенью точности.

В предреволюционные годы в журнале «Математическое об­
разование» были опубликованы статьи Ф. Гусева «О вычисле­
ний числа л» [34], П. Долгушина «Определение длины дуги кри­
вой», А. К. Власова «Квадратура круга и циркулятура квадра­
та» [26], в которой даны тоже новые способы решения указан­
ной задачи. Академик Е. С. Федоров в 1910 г. в статье «О деле­
нии окружности на равные части лучами из одного центра» [91]
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дал более точный, чем у Биона (см III 
главу), способ приближенного деления 
окружности на равные части.

Бион определял положение точки С 
на продолжении диаметра В 'А ' как вер­
шину правильного треугольника, по­
строенного на диаметре AB. Федоров же 
положение точки C ' на продолжении 
А 'В ' определил как точку пересечения 
В'А'' и D 'C ' (рис. 90), проходящей через 
середину радиуса OB и сер.едину дуги 
В'В. Тот и другой, разделив диаметр на 
л равных частей, затем проводили С (С') 
М через второе деление слева и тогда 
хорда AF (AF') = а».

Советский период

Коренные изменения условий.развития науки, в нашей стра­
не после Октябрьской революции вскоре сказались и на разви­
тии математики: советская математическая школа уже в 30-х 
годах оказалась в одном ряду с лучшими математическими шко­
лами других стран, а затем в некоторых разделах современно! 
математики начала занимать и ведущее место.

Разработка теории и истории знаменитых задач древности — 
это маленький и, конечно, далеко не главный участок большого 
математического фронта, на котором работала и работает все 
увеличивающаяся армия советских математиков. Но отрадно то, 
что и этот участок фронта оказался не забытым с о в е т с к и  миуче- 
ными. Они проделали заметную работу по популяризации исто­
рии и теории этих задач среди молодежи и любителей матема­
тики, сделали большой вклад в развитие теорйи знаменитых за­
дач древности и внесли тем самым свою лепту_ в- решение боль­
шой и сложной задачи, стоящей перед советскими математика­
ми: догнать и превзойти науку капиталистических стран. В на­
ше время невозможно написать научную историю знаменитых 
задач древности без анализа и должной оценки важных резуль­
татов работы русских и особенно советских математиков в этой 
области науки.
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Популяризация знаменитых задач древности
в Советском Союзе '

П о мере того как в Советской России росло число лиц, при­
общавшихся к  математике, ощущался большой 'недостаток в 
учебной и научно-популярной литературе по математике и 'по 
истории математики. Усилился интерес к истории и к неко­
торым вопросам теории знаменитых зкдач древности. Этот ин­
терес поддерживался на всех этапах развития советской науки 
и культуры. Свидетельством этого являются книги и статьи 
советских ученых, а также книги зарубежных авторов, переве­
денные на русский язык, содержащие элементы истории и тео­
рии этих задач.

Одной из первых книг такого рода была книга В. И. Л ебе­
дева «Знаменитые геометрические задачи древности» (1920 г.), 
предназначенная автором «юному любителю математики» и 
«пытливому учителю». Подчеркивая большую роль знаменитых 
задач древности, их истории и общей истории математики, В. И. 
Лебедев писал: «История дает возможность понять душу науки, 
вливая в нее жизнь и глубоко вскрывая ее сущность... История 
побуждает к творчеству и уже потому имеет огромную ценность 
для общего образования».

Вслед за ней появились книги Г. Н. Попова, С* Ф. Даш кеви­
ча, С. А. Богомолова, статьи H. М. Несторовича и Б. С. Э., пере­
вод книги А. Адлера и.др.

'Б олее  интенсивно популяризация.этих задач проводилась в 
30-е предвоенные годы. Особенно много книг, содержащих эле­
менты истории и теории этих задач, было переведено в эти го­
ды на русский язык (Вилейтнер, Цейтен, Декарт, Кеплер, Клейн, 
Адлер, сб. «О квадратуре круга» и др.).

V Большую роль в популяризации рассматриваемых задач в 
нашей стране сыграли и работы советских математиков: Н. Г. 
Чеботарева, Н, Ф.,Четверухина, А. О. Гельфонда, Д. Д. Морду- 
хай-Болтовского и других, — содержащие важные результаты 
для современной теории этих задач. Из библиографии видно, 
что за последние двадцать пять лет литература, игравшая роль 
в популяризации знаменитых задач древности, пополнилась 
многими книгами и статьями.

В послевоенные годы популяризация знаменитых задач древ­
ности в нашей стране заметно усилилась. Это видно и из того, 
что в этот период были переведены на русский язык работы 
Евклида* Архимеда, Гаусса, Абул-л-Вафа, ал-Бируни, бану- 
Муса, О. Хайяма, Дж. Каши, Ван дер-Вардена, Куранта и 
Робинса, Стройка, Бурбаки и других, содержащие элементы
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истории и теории этих задач. Появилось большое количество 
книг и статей советских авторов, в которых излагала'-ь история 
и теория некоторых из этих задач. О широком размахе популя­
ризации знаменитых задач древности в Советском Союзе гово­
рит и тот факт, что сведения об этих задачах включались и в 
некоторые учебники, энциклопедии, в научно-популярные и моло­
дежные журналы. Например, в самое последнее время в жур­
нале «Наука и жизнь» (№ 10 и 11 за 1971 г.) и в журнале 
«Квант» (№ 5 за 1971 г. и № 1 за 1972 г.) опубликованы статьи 
о числе п, о круговых луночках и о делении окружности н е ­
равные части. Заметно увеличилось число авторов, пишущих об 
этих задачах. Огромный тираж такой научно-популярной книги, 
как «Три знаменитые задачи древности» В. Д. Чистякова, и мно­
гократное издание книги А. Г. Школьника «Задача деления кру­
га» (.пособие для учителей) тоже говорят о большом интересе 
у народа нашей страны к истории математики и особенно к исто­
рии и теории знаменитых задач древности5.

История знаменитых задач древности 
в трудах советских математиков

Перед советскими математиками и историками математики 
стояла и стоит задача — создание научной истории математики: 
общей, отдельных стран и отдельных ветвей математики.

Опираясь на глубокое изучение исторических фактов и на 
марксистско - ленинскую философию, советские ученые многое 
уже сделали в решении этой проблемы и заняли ведущее мес­
то в создании научной истории математики.

По истории знаменитых задач древности написано много 
книг и статей, начиная от Евдема и до наши» дней [5, 48, 80, 
96, 140 и др.]. Некоторые советские математики внесли уточне­
ния в известные факты из истории этих задач [39], другие об­
народовали неизвестные нам до того факты [1, 3, 6, 51, 105 
и др.]. Все это важно для истории знаменитых задач древности.

Используя факты и имеющиеся работы по истории этих за­
дач, советские ученые приступили к созданию научной истории 
знаменитых задач древности.

Нами были предприняты попытки решения некоторых вопро­
сов, имеющих важное значение при создании такой истории, ко­
торая бы «правильно и точно отображала процесс развития» тео­
рии этих задач. С этой целью решено рассматривать историю не 
трех, а пяти задач. Мы рассмотрели вопросы о происхождении, 
стимулах, основных этапах развития теории знаменитых задач
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древности. Впервые проанализирован вклад ученых нашей стра- 
. ны в теорию, популяризацию и историю этих-задач.

Результаты этой работы частично отражены и в докладе ав­
тора «Из истории знаменитых задач древности» на 6-м между­
народном конгрессе математиков, и особенно в данной книге6- 
Но работа по созданию научной истории знаменитых задач 
древности еще не закончена.

Вклад советских математиков 
в современную теорию 

знаменитых задач древности

При характеристике роли советских математиков в истории . 
знаменитых задач древности особенно важно проследить, кто из 
них и какой вклад внес в современную теорию знаменитых за ­
дач древности. Советские математики, как будет видно из даль­
нейшего, добились заметных успехов в разработке теории всех 
пяти интересующих нас задач и заняли в этом ведущую роль.

, Наиболее существенные результаты их исследования относятся
к теории луночек. Но мы начнем с задачи о квадратуре круга.

♦

Квадратура круга
Как видно из предыдущего, задача о квадратуре кр'уга при­

влекала к себе особое,внимание математиков и любителей м а­
тематики. Не обошли ее стороной и математики нашей страны. 
Н. Ф. Четверухин (р. 1891 г.) в своей книге «Геометрические по­
строения и приближения» [95] показал возможность широкого 
использования метода последовательных приближений для ре­
шения конструктивных задач, в том числе й задач о спрямлении 
окружности, о сгибании прямой в окружность и об удвоении ку­
ба. При этом он использовал и некоторые результаты Эйлера 
и Н. В. Бугаева [16] о применении алгоритмов при нахожде­
нии корней уравнений

f (х) = a 0x n+ ß i X n_1 +  ... + û n -i x + a n = 0 ,
x которым сводятся конструктивные задачи.

Здесь же мы рассмотрим решение задачи о сгибании отрез- _ 
ка прямой в дугу окружности с данным центральным углом спо- 

*" собом, примененным Н. Ф. Четверухиным в указанной книгё.
Если искомая дуга равна отрезку прямой СВ0= х ,  а радиус 

дуги R = l ,  то величина соответствующего центрального угла

тоже равна х. Построим угол DCB0=  —  (рис. 91). Прове-
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дем биссектрису этого угла CBi и опу­
стим на нее перпендикуляр из В. Тогда

X X
C B i= x  cos— .Биссектриса угла— ,22 " '22

X X
т. е. CB2= x c o s —  cos — •

22 23

Продолжая деление углов пополам, бу­
дем иметь для биссектрисы

_ _  X X  X
C B n = x c o s — *cos — •** cos ------ .22 23 2n+* Рис. 9*1.

Пусть точка D—предельная точка последовательности точек
Во, B i ,  ••• Bn.

X X '
Тогда C D .=x cos —  c o s -------

22 23 . •«.

Из формулы Эйлера для разложения sin х в бесконечное произ­
ведение, т. е.

X X X
sin х = х  cos •cos —  COS

22 2з

:ледует, что
s i n x  „  . X •
 — = 2 s in  —  = C D .

iL 2eos

Следовательно, CD есть хорда искомой дуги окружности.' Взяв 
теперь центральный угол C O D =2Z _D C B o, опишем из точки О 
радиусом OD искомую дугу, длина которой может быть, сколь 
угодно близка к данному отрезку СВ0.

Так решается задача, обратная спрямлению дуги окружно­
сти. или квадратуры круга.

В создании теории трансцендентных чисел, являющейся раз­
витием идей Эрмита и Линдемана, советские математики А. О. 
Гельфонд, Д. Д. Мордухай-Болтовской, Р. О. Кузьмин, А. Б. 
Шидловский и другие сыграли решающую роль, что видно из 
монографии [29] .и из обзорных статей в сборниках «М атема­
тика в СССР за 30» и «... за 50 лет», а такж е из [47]. Ими изу­
чены свойства различных трансцендентных чисел вида а  ь , ре­
шена 7-я проблема Гильберта. Их идёи получили развитие в тру­
дах советских и зарубежных ученых.
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В 1953 г. в «Ycnexax математических наук» была опублико­
вана большая статья А. М. и И. М. Яглом «Элементарный вы ­
вод формул Валлиса, Лейбница и Эйлера для числа я» [106].

Авторы указывают действительно сравнительно простой спо­
соб получения формулы Валлиса:

я 2 2 4 4 6 6
~2~~ ~ Т ' ~  ' ~ з"  ~  ~ ' T

(см. стр. 84—86), формулы Лейбница

—  = 1 -------l-— I- —------ — +  — -(см. стр. 86).
-4 3 ' 5 7

и формулы Эйлера — 1 +  "I“ •“ (СМ- СТР-

Мы здесь остановимся только на выводе формулы Эйлера7.
Авторы отправляются при этом от формул Муавра и Нью­

тона:
(cosa-j-i sina) “ =  cos n a + i  sin n a = c o s ”a + i  c^cos“- 'a s in a —

—c2ncosn-2 sin2a—i*c3mcosn-3asin3a +  — (3)

Сравнивая мнимые части (3), получим \
sin n a —c'nicos“’-1 a sina—c3ncosn-3a sin3a +

+ c 5n,cosn“5a sin5a— ••• (4)
или

s in n a = s m ”a [c Inctgn_1a—c3n ctgn_3u-f-c5n etgn-5a — —] . (5)

Считая n — 2 m + l нечетным, a a =  —  =  — —— , где k =
a 2m +  1

=  1, 2, ..., имеем s in n a = 0 ,  s in a # 0 . Тогда из (5) следует, что 
множитель в скобке должен быть равен нулю, т. е.

c12m+)ctg2ma—|c32m+i|ctg2m-2a-f-c52m+ictg2m-4a— ••• = 0 .  (6)
Бели взять теперь уравнение

C^râ + l х ш— C32m+! Х т _ 1 + с 52т + ,  Х т _ 2 —  — = l 0 ,  > ( 7 )

то из предыдущего следует, что корнями его будут



Выразив сумму корней (7) через его коэффициенты, получим
я „ 2п т я  сп® (п — .1) (п — 2)

ctg2  f-ctg2  1- ••• -fc tg2 — =  — - — ------   (9>
П n n Cn1 6

■ Но так как ctg2ct-f-1 =  cosec2a, то будет верно равенство
„ я  , ,  2я т я  (n —  1) (ri — 2)

esc2  f-'Csc2  f- ... + c s c 2 —  — --------------  f-
n n п о

n_ - i =  (n l)(n + I) _

2 6

Известно, что для углов первой четверти s m a < a < t g a  и ве­
личины эти положительны; следовательно,
тогда из (9) и (10) вытекает, что 

или

- f l -  — ) f 1 -  — ) <  1 +  —  +  —  +  -  +  '
6 \ n j l  n /  22 32

— ^)(1+ (11>m2 6 I ' n / \ n ]
где n = 2 m + l .  Но при стремлении m (а следовательно, и п) 
к бесконечности правая и левая части (11) стремятся к одно-

яг
му и тому же пределу —  , откуда и получается формула'

6
Эйлера:

312 ! I 1 _1_ 1 ■—  — l- j_  --------1-------- - + • • •
6 22 З2 42

Сам Эйлер, как видно из «Введения» (см. стр. 102, 152), получал 
эту формулу более сложным способом. Рассмотренный здесь 
вывод доступен даже школьникам. Им можно воспользоваться 
в кружковой работе со школьниками или при чтении факульта­
тивного курса по алгебре в старших классах.

Наряду с московскими, ленинградскими, казанскими и дру­
гими математиками заметный вклад в теорию знаменитых за ­
дач древности внесли ростовские математики. Д. Д. Мордухай- 
Болтовской (1876— 1952) в первые годы Советской власти уде­
лял много внимания решению сложных вопросов, связанных C'
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трансцендентными числами. В 1927 г.- он опубликовал большую 
работу «О некоторых свойствах трансцендентных чисел перво­
го класса» [73]. В ней дан ряд общих теорем теории трансцен­
дентных чисел, в том числе л  публиковавшихся им раньше. 
В частности, здесь доказывается теорема о необходимом и до­
статочном условии того, чтобы число а было трансцендентным, 
и дается классификация трансцендентных! чисел. А. О. Гельфонд 
в обзорной статье «Очерк истории и современного состояния 
теории трансцендентных чисел» (ж, «Естествознание и марк­
сизм», 1930 № 5,) об указанной работе Мордухай-Болтовского 
писал: «Значение этой работы в-теории трансцендентных чисел 
очень велико, и знакомство с ней обязательно для всех интере­
сующихся этими вопросами».

Д. Д. Мордухай-Болтовской был одним из первых советских 
математиков, начавших разработку конструктивной геометрии 
в. плоскости Лобачевского. Результаты его работ и работ В. Ф. 
Кагана послужили толчком и к разработке теории знаменитых 
задач древности в геометрии Лобачевокого. Он подготовил к 
печати специальную статью «О лунбчках Гиппократа на плос­
кости Лобачевокого» (1950), но не, успел опубликовать. Осо­
бенно важные результаты содержались в его работе [72], по­
священной 100-летию со времени появления геометрии Л оба­
чевского. Основополагающее значение имела его теорема: 
«В пространстве Лобачевского с помощью циркуля и линейки 
возможны построения 2-го порядка и какого угодно класса».

Эта теорема открывала новую страницу в истории знамени­
тых задач древности, в том числе и задачи о квадратуре круга. 
Вопросы теории построения в плоскости Лобачевского привле­
кали его до последних лет жизни. На разработку. этих тем 
он ориентировал и некоторых из своих учеников (H. М. Несто­
рович, К. К. Мокрищев). Основополагающую роль для теории 
геометрических построений в плоскости Римана играет и работа 
Д. Д. Мордухай-Болтовского «О штейноровскнх построениях на 
сфере» [74]. Здесь тоже доказана основная теорема для кон­
структивной геометрии на сфере: «Для того, чтобы на плоско­
сти Римана было возможно построение с помощью циркуля и 
линейки, необходимо и достаточно, чтобы оно было построением
2-го порядка того или иноро класса»8.

Опираясь на эти теоремы, математики, и особенно ростов­
ские ученики и последователи Д. Д. Мордухай-Болтовского, 
заложили основы теории знаменитых задач древности в неев­
клидовых геометриях.

Решению задачи о квадратуре круга в геометрии Евклида 
и на плоскости Лобачевского посвящен ряд работ ученика Д. Д.
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Мордухай-Болтовского, работавшего в Ростовском 'универси­
тете, H. М. Несторовича (1891— 1955). В 1923 г. он опубликовал 
статью «Квадратура круга и полисекция угла в 4-мерном про­
странстве» [72], содержащую оригинальный способ точного ре­
шения этих задач.

Эти задачи он решает с по­
мощью винтовой линии, взятой 2

-на прямом круговом цилиндре 
с радиусом основания и шагом 
AB, равным R (рис. 92). Р аз­
вернув вйрезанную-часть боко­
вой поверхности цилиндра, 
ограниченную окружностью ос­
нования, первым витком вин­
товой линии и AB в плоскую 
фигуру, получаем прямоуголь­
ный треугольник, один из кате­
тов которого R, а второй 2nR.
Площадь этого треугольника
2-t R .R
— -—  равна площади круга 

пВ 2.
В дальнейшем H. М. Несто­

рович работал в области тео­
рии геометрических построе­
ний в плоскости Лобачевского.
Например, в ДАН он опубли­
ковал в 1940 г. большую 
статью «Геометрические по­
строения в пространстве Л о­
бачевского», а в 1948 г. — «О 
квадратуре круга и циркулято­
ре квадрата в пространстве
Лобачевского». Содержание этих и других работ он затем 
включил в монографию «Геометрические построения в плоско­
сти Лобачевского» [76]. Эта монография наряду с моногра­
фией А. С. Омогоржевского (см. стр. 291) свидетельствовала об 
успешном развитии некоторых идей Лобачевского советскими 
математиками.

Испбльзуя указанную выше теорему Мордухай-Болтозского, 
H. М. Несторович доказывает ряд новых теорем и решает ряд 
задач на построение в плоскости Лобачевского. Перенеся не­
которые знаменитые задачи древности, на плоскость Лобачев­
ского, Несторович дал их решение.

235



Особенно детально исследовал он возможность циркулятуры 
квадрата, квадратуры круга и деления окружности на равные 
части. Задача о циркулятуре квадрата, как известно, сводится 
к построению такого радиуса круга (г), чтобы площадь этого 
круга

SKp=4nk2sh2^ 7

равнялась площади данного квадрата S«» =ik2(2зх—2«®), 
где к — параметр пространства Лобачевского;

Екв — сумма внутренних углов квадрата, которая в гео­
метрии Лобачевского меньше 2я. Следовательно, 
должно выполняться равенство

4 n sh 2 > ^  = 2 я —2кв. • (12)
<5Г

Если S kb= 4 too и а» — рационально или может быть построено из 
рациональных величин путем конечного числа извлечения квад­
ратных корней, то уравнение (12) примет вид

4sh2— = 2 —со или sh -— = l / ' — —̂  . (12')
2к 2к У 2 4

На основании теоремы Мордухай-Болтовского можно тогда 
утверждать, что радиус круга, равновеликого данному квадра-

г — 2kArcsh | /  ÜL
- У 2 4 ’

может быть построен циркулем и линейкой. Значения со заклю­
чены в границах 0< со<2. В частности, при со =  1 получается 
случай циркулятуры, рассмотренный еще Я. Больаи.

Следовательно, в геометрии Лобачевского задача о цирку­
лятуре квадрата становится алгебраической и в бесчисленном 
множестве случаев она осуществима циркулем и линейкой.

Задача о построении квадрата, равновеликого данному кру­
гу в плоскости Лобачевского, оказалась более сложной, чем 
ццркулятура квадрата, и класс квадрируемых кругов уже клас­
са циркулятируемых квадратов.

H. М. Несторович показал, что задача о квадратуре круга з  
плоскости Лобачевского эквивалентна задаче деления окруж­
ности.

Кроме того, H. М. Несторович обратил внимание и на то, 
что так как сторона вписанного в окружность радиуса г пра­
вильного n -угольника определяется уравнением

. «к , г . л
sn —  = s h  — sm — ,

2к к n
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то деление окружности на n равных частей циркулем и линей-
JT

к о й  возможно во всех тех ' случаях, когда sin —  представ-п
ляет выражение, построенное из единицы при помощи конечного 
числа рациональных операций и извлечения квадратных корней.

я
В частности, так как значение sin —  находится в ре­

зультате решения цепи четырех квадратных уравнений, т. е. 
определяется построением 2-го порядка и 4-:го класса, то из тео­
ремы Мордухай-Болтовского следует, что циркулем и линейкой 
можно построить 34- и 17-угольники. Это построение впервые 
осуществил А. С. Смогоржевский [89]. Рассматривая задачу о 
квадратуре круга, H. М. Несторович показывает, что она сво­
дится к нахождению угла а квадрата, равновеликого кругу с ра­
диусом г, который можно построить циркулем и линейкой. Угол 
а зависит от г и находится из Skb =  SkP, т. е. из

' к2 (2л:—2кв) = 4 л к 2 sh2

или
2к

4nsh2—  = 2 л —4а. (13)
2к

2к _ 2кг l e  —е
Заменив в (13) sh2“  через \ —

г г
i _2к

ъ. г   через ch —  , получим

2л ^ch —  — 1 j  = 2 я —4а. (13')

Из (13х) находим

а = л —
2 к

л г
а = л  ch —  . (14)

Но в геометрии Лобачевского 

Следовательно,

710 < а с  — , 
2

К  ch —  < 2 . (1.5)
К
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Из (14) видна, что для построения угла а искомого квадрата
JX г  Г

нужно построить угол ß =  —  ch — ,, где ch ^ 2 .

Из теоремы о делении окружности известно, что с помощью 
циркуля и линейки можно разделить окружность (или угол 2л)

2л
на число а  или построить углы Чг=  — , если n = 2 mP iP 2 ... P«, 

где m = 0 , 1, 2, ..., a P i= 2 2 '' + 1  или P i = î .
Я  Г

Следовательно, угол ß =  —  ch "— (а тем самым и
2 к

угол а — л—ß) можно построить с помощью циркуля и линей­

ки, если ch —  удовлетворяет (15), т. е. является неправиль- 
к

ной дробью,, и в знаменателе дроби стоят числа Ферма. Следо­
вательно, должно быть

, г П + ш
ch —  = ------------ , (16)

к п

где 0 < т < п  и m -fn  — взаимно-простые с п.
Так, например, при п = 3  и т  =  1, 2 получим

л 3 +  1 л  
а = л  =  —

2 3 3
и

л  3 +  2 л
а — л-

2 3 6

при п =  4 и т = 1 , 2 ,  3 получим
Зя л ' л

8 4 ’ 8 *

прип  =  5, т =  1, 2, 3, 4, имеем
2л Зя я  я

5 10 5 30

Все эти углы можно построить циркулем и линейкой. Следова­
тельно, с помощью этих же инструментов можно построить и 
квадрат с углом а, равновеликий кругу радиуса г, удовлетворя­
ющему [13]. . '
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После этих исследований стало ясно, что в пространстве Л о­
бачевского задачи о циркулятуре квадрата и о квадратуре кру­
га являются задачами алгебраическими и в бесконечном числе 
случаев разрешимы циркулем и линейкой. Но « в геометрии Л о­
бачевского в бесчисленном числе случаев эти задачи 'не разре­
шимы циркулем и линейкой.

Например, при а =  îl2 L  квадрат, превращается в круг с
4

R - V 2 — У2-
радиусом R, определяемым из формулы sh —  =  —  -----  •

2к 2

и потому строится циркулем и линейкой. Но квадрировать круг 
циркулем и линейкой с этим радиусом невозможно, так как

я  /4  — у2~\ z d ï
~  f — У- ) =  -jr*  'нельзя построить циркулем и •

Трисекция и полисекция угла

Эта задача тоже привлекала к себе внимание многих совет­
ских математиков и любителей математики-. Остановимся здесь 
на некоторых результатах, полученных при решении ими этой 
задачи. ..

С. Ф. Дашкевич в 1922 г. издал в Брянске брошюру «Деле­
ние угла на три равные части при помо­
щи «трисекциона» [36]. Способ Д аш ке­
вича предполагал использование не 
только циркуля и линейки, хотя автор 
это не оговаривает. Конструкция этого 
«трисекциона» не безупречна, и он не на­
шел практического применения. Но появ­
ление этого сочинения свидетельствова­
ло о том, что и в первые годы Советской 
■власти проявлялся интерес к этой зада­
че. А в качестве поощрения за это изоб­
ретение автору был выдан , патент 
№ 75968.

Л. А. Шрубко в статье «Трисекция 
угла», опубликованной в 1952 г. [100], с 
помощью метода последовательных при­
ближений решает задачу с любой сте­
пенью точности. - Пусть требуется, на­
пример, разделить на три равные части рис. 93.

угол а = л — 

линейкой.
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угол АОВ (или дугу AB, рис. 93). Делим его на три равные

части (приближенно, можно на глаз). Получаем дугу А Н »  —

AB. На хорде AB откладываем отрезок АК, равный хорде АН. 
Через точки Н и К проводим хорду HN, на продолжении кото­
рой отложим отрезок NM, равный диаметру окружности. Прове­
дя прямую, проходящую через точку М и центр окружности до 
пересечения с окружностью в точке Ci, будем иметь < A O C i»

i
»  —  Z-АОВ, приближающийся к истинному углу АОС. Рас-

сматривая теперь дугу ACi вместо АН и повторяя те же рассуж­
дения, мы получим угол АОСг, не обозначенный на рис. 93, еще 
больше приближающийся к Z.AOC и т. д.9.

Известно, что для решения задач определенного типа (реше­
ние квадратных уравнений, вычисление площадей трапеций и 
др.) применяются специальные чертежи-номограммы. Создана 
наука номография. Л. С. Блох, применяя идеи руководителей со­
ветской номографической школы Н. А. и А. А. Глаголевых, в 
1963 г. опубликовал главу «Применение номографии к решению 
задачи о трисекции угла» в книге В. Д . Чистякова [97]. Автор 
показывает сначала, как можно построить номограмму урав­
нения трисекции угла

sin 3 a = 3 s in  а—4sin3a
с помощью циркуля и линейки, приняв за горизонтальную ось 
s in a , а за вертикальную — sin За. Полученная таким образом 
кривая, выражающая зависимость sin За от sin а , позволяет 
разделить острый угол на три равные части [97; 75].

Затем в этой главе рассматриваются «Внутренние и внеш­
ние кривые трисекции углов первой четверти окружности», «Де­
ление угла на три равные части, пользуясь улиткой Паскаля», 
«Номограмма для трисекции острых и тупых до 180° углов»10.
Мы же здесь в качестве примера рассмотрим только «Деление 
угла на три равные части, пользуясь новой улиткой».

Новой улиткой автор называет кривую, напоминающую улит­
ку Паскаля, составляющую вместе с окружностью номограмму 
трисекции угла (рис. 94). Геометрическое место точек этой кри­
вой получается следующим образом. Берется в качестве бази­
са круг с радиусом ОА. Из О проведем радиусы ОАь и на про­
должениях их отложим отрезки AkMk— ААк. Точки Мк соеди­
ним плавной линией, это и будет новая улитка. Номограммой ....
трисекции угла САВ является в этом случае верхняя полуокруж- |
ность и верхняя половина новой улитки. Соединим точку С с О.
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Тогда ZLACO= —  ^ С А В 11. 
3

С м „
■Мк + 1

Математики и студенты Ростов­
ского университета тоже внесли 
свою лепту в решение задачи о 
трисекции и полисекции угла. 
H. М. Несторович в упомянутой 
выше работе [77] (см. стр. 235) 
с помощью винтовой линии (см. 
рис. 92) деление угла AON на 
равные части свел к делению от­
резка NP на равные части (N —
точка пересечения стороны угла 
AON с юкружностью круга — ос­
нования цилиндра, .Р  — Пересе- Рлс 94
чение перпендикуляра к плоско­
сти основания в точке N с винтовой линией).

Если NM2= :M 2M i= M iP , то, проведя на цилиндре окружно­
сти через Mi и М2 «параллельные» окружности ANC, получим 
точки их пересечения с винтовой линией (Pi и Р 2). Опустив из 
них перпендикуляры на основание цилиндра, получим точки 
Ni и N2, соединив которые с точкой О, разделим угол AON на 
три равные части. Очевидно, что этим способом можно разде­
лить угол AON на любое число равных частей.

В книге «Геометрические построения в плоскости Лобачев­
ского» O'rf показывает, что трисекция угла в плоскости Лобачев­
ского аналогична этой задаче в -плоскости Евклида.

К. К. Мокрищев в статье «О трисекции угла, отрезка пря­
мой и треугольника в плоскости Лобачевского» (Уч. зап. Рост, 
под. ин-та, 3, 1955) показал, что трисекция угла в плоскости Л о­
бачевского такого же характера, как и в плоскости Евклида, 
т. е. в общем случае она не разрешима циркулем и линейкой, но 
существует бесчисленное множество углов, делящихся циркулем 
и линейкой на три равные части.

Рассмотрим еще некоторые результаты в решении этой за ­
дачи, полученные на кафедре высшей математики РГУ в по­
следние годы12.

Из

• 2  ф  ---------

16 С. Е. Белозеров 241



n 2m 4* 1

cosn(p=bo cos2m+1a + b 2COs2m“l a +  — +  — +  •••b2m-2Cos3a + b 2a*cos a. 
Обозначая

фa=2cos<p, x = 2 c o s  a = 2 c o s ---------
T 2m + 1

и подставляя вместо bzi их значения, получим уравнение поли­
секции угла

m (2m + 1)1 (2m — к)! , т _Л+1
2  ( i » ----------------------------- х2т 211+1—а — о,
• 1) (2т — 2к + 1)! (2т)!к!

и после замены степеней синусов через косинусы, получим

к = 0
для решения которого (с помощью ЭВМ БЭСМ-4) составлена 
программа.

* m
Если bai представить в виде 2  (— I ) 1 C*kC2k2m+i, то

k=i

COS ф== 2  2  (—.l) , C1kC*k8m + icos'Sm- 1,+*.1=0 k=l а
Обозначив cos а  через у, а соз<р через а 1, получим для п = 2 ю + 1  
уравнение полисекции угла <р в таком виде

ю m
2  2  (— l ) , C,kC2ks»+ iy2m-*l+l—а» = 0 . (17)

i—0 k=i

В частности при n = 2 m + l = 3 ,  т. е. т = 1 ,  из (17) получается 
уравнение трисекции угла у3—Зу— ai — 0.

Из (17) получается уравнение деления угла на 5, б, 7... рав­
ных частей. Подбирая затем значения а из интервала измене­
ния cos ф такие, чтобы корни соответствующих уравнений строи-

<р <р
лись с помощью циркуля и линеики, построим cos —  и —-.

При некоторых значениях at соответствующее уравнение будет 
иметь корни, строящиеся с помощью конических сечений, и угол 
Ф будет делиться на n  равных частей с помощью конических се- . 
чений. Нами получен ответ и на такой вопрос: какие угл-ы (ду-

ш
ги окружностей) вида ф =  я  делятся на к равных частей 

циркулем и линейкой?



т л
Пусть ф— —  , где т и п  взаимно-простые целые числа.

л
m it

Тогда справедлива теорема: «Угол ф =  —  делится на К
п

равных частей циркулем и линейкой тогда и только тогда, когда 
ш s

   —  , где s и г — взаимно-простые целые числа и

г — число Гаусса».
Докажем необходимость этого условия. Допустим, что угол

Ф =  —  можно разделить циркулем и линейкой на К рав- 
п

ных частей, т. е. можно построить углы
œ т я  su 2tuis

а =  —.*= —  =  —  и 2 a h —  (n — целое).
Г ПК К г

Нужно доказать, что г — число Г аусса.
Рассмотрим угол ß, как - центральный угол единичной

окружности, которому на окружности соответствует точка 
Z = e * ß . Но если можно построить угол 2а, то можно построить

2л s 
а  г

и точку комплексной плоскости Z = е 12 = е  i. Так как 
s и г взаимно-простые числа, то существуют такие целые числа

2jtS ;
   1

h и f, что s h + r f = l .  Так как точка Z =  e г может быть
построена циркулем и линейкой, то может быть построена и

2ttsh 2nvi 2 л  2 л
——i  i —-i(sh -frf)  -— i.

Z i= e  e r — e =  e

Если Zo — вершина на вещественной оси, то Zi является верши­
ной правильного г — угольника и ее можно построить циркулем 
и линейкой, т. е. окружность можно разделить на г равных час­
тей циркулем и линейкой, когда /Г — число Г аусса. Достаточ-

ш
ность указанного условия деления угла ц>—  —  л  на к равных

n
частей можно доказать так:

„  m s ^
Пусть -—  =  —  , где г — Гауссово число; нужно доказать,

n . к г
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что можно циркулем и линейкой построить угол _Ф = «S  ̂ где
к 2

2я
о.= т Та« как г — число Гаусса, то по теореме Гаусса окруж­

ность делится циркулем и линейкой на г равных частей, т. е. 

циркулем и линейкой можно построить угол а = 2̂ _’ Следова-
Г

тельно, можно циркулем и линейкой построить и угол
а  2л ш л ф

—  . § = .  — S== —  =  —  4 Теорема доказана.
2 2г пк к

Вопрос о полисекции углов циркулем и линейкой в плоскости 
Лобачевского решается так же', как и в плоскости Евклида. 
И вообще все конструктивные задачи, не зависящие от аксиомы 
о параллельности, в плоскости Лобачевского решаются так же, 
как и соответствующие им задачи в плоскости Евклида.

В плоскости Лобачевского циркулем и линейкой тоже стро­
ятся выражения рациональные и квадратичные иррационально­
сти. И вопрос о разрешимости конструктивной задачи в пло­
скости Лобачевского сводится, следовательно, к вопросу о раз­
решимости в квадратных радикалах уравнения, к которому сво­
дится задача.

Задачи о трисекции и полисекции угла в плоскости Лобачев­
ского — задачи алгебраические — и решаются с помощью ал­
гебраических средств.

Следовательно, результаты теории полисекции углов в плос­
кости Евклида переносятся без изменения в плоскость Лобачев­
ского. Справедливым остается также и уравнение (17) полисек­
ции угла ф. И при тех значениях а, при которых оно разрешимо 
в квадратных радикалах, возможна полисекция угла циркулем 
и линейкой. Это справедливо и для полисекции угла в плоско­
сти Ркмана.

О трисекции угла в плоскости Евклида написано много книг, 
найдено много способов точного и приближенного деления угла 
на три равные части. Из результатов, полученных на нашей ка­
федре, назовем только некоторые.

Видоизменив метод Декарта и Слюза в использовании кони­
ческих сечений F(x, у) = 0  при трисекции утла, ищем такое урав­
нение окружности (х—а ) 2+ ( у —Ь)2= г 2, чтобы абсцисса одной 
из точек пересечения окружности с коническим сечением удов­
летворяла уравнению х3—2 =  0 или 4х3—Зх—h =  0. Тем самым 
задача сводится к нахождению таких а, b и г, чтобы выполня­
лось указанное выше требование. Причем для простоты уравне-
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ние эллипса мы берем в виде х2-)- ( т )  =  1, уравнение па-

С
раболы у = с х 2, а гиперболы у =  —  . Д авая затем с некото-

X

рое числовое значение при решении системы уравнений для на­
хождении а, Ь и г ,  получаем решение задачи. Система урав­
нений для нахождения a, b, г получается в результате при­
равнивания коэффициентов в многочленах четвертой степени 
при одинаковых степенях х, один из которых получается в ре­
зультате подстановки у, выраженного через х, из уравнений ко­
нических сечений в уравнение окружности, а второй — в резуль­
тате доумножения х3—2 или 4х3—Зх—h на линейный множи­
тель, где коэффициент при х подбирается так, чтобы члены с 
X4 после приравнивания многочленов уничтожились.

Применительно к трисекции угла эти рассуждения в случае 
F(x, у ) = у —сх2= 0  проводятся следующим образом: даны урав­
нения параболы

У=СХ2 (18)
и трисекции угла

4х3—Зх—h = 0 ,  (19)
et «

где h = c o s a , x = c o s —  . Нужно найти параметры a, b и г в
3

уравнении окружности
(х—й )2+ ( у —Ь)2= г 2 (20)

такие, чтобы абсцисса точки пересечения параболы и окружно­

сти была х =  cos — , Подставляя у = с х 2 в (20), получим 
3

с2х4+  ( 1—2cb)x2—2 a x -fa 2-j-b2—-г2= 0 .  (21 )
Решив это уравнение, найдем абсциссы точек пересечения 

параболы и окружности. Но корни (21) зависят от a, b и г, ко­
торые мы и должны выбрать так, чтобы корни (21) были корня­

ми и (19). Добиться этого можно, умножив (19) на —  с2х и

приравняв левые 'части (19) и (21). Чтобы эти многочлены бы­
ли равны, должны быть равными коэффициенты при одинако­
вых степенях х. Приравняв эти коэффициенты, получим систему

1—2 с Ь = — -3~ с 2, 2 а=  —  с2, а 2+ Ь 2—г2= 0 .
4 4

откуда находим

Ь = Т С+ i T 1 Т с!- t =  V ( т с +  2т У + ( 4  с! У
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Если с строится циркулем и линейкой, то а, b и г тоже строятся 
циркулем и линейкой. Тем сам ы м . будет определено и х. В част­
ности, если с = 2 ,  а = 9 0 ° , h = icos90°= 0 , то b =  1, а — 0, г= .1 . 
Тогда, подставляя найденные значения в (21), будем иметь

« V3
4х4—3х2= 0 ,  X—cos ~  = c o s  3 0 ° = -у- «

Это указывает на то, что в данном случае угол а  делится на 
три равные части циркулем и линейкой13.

. Из кривых, которые нами использовались для деления угла 
на три равные части, рассмотрим только одну из так называе­
мых кривых Шуте. Эти кривые — геометрические места точек, 
для которых Z-A'AP находится в определенном заданном отно­
шении к углу РА 'В (и к углу Р А 'А ). Д ля различных значений 
этого отношения получаются различные кривые Шуте. Мы рас­

смотрим только ту из этих кривых, для которой Z -P A A '=  —-
3

РА 'В (рис. 95). Уравнение ее в Декартовой системе координат.
Зах2 — 2х3

у2— ------------- , где а — АА .
2х +  а

Очевидно, что если эта кривая дана и требуется угол <р (Z.LMN) 
разделить на 3 равные части, то, поместив вершину его М в точ­
ку A ' и направив одну из сторон (ML) по AB, вторая сторона

пересечет кривую в точке N и Z _N A M = —  <^_NML (в силу ос-
3

новного свойства этой кривой). Можно предположить, что если

^IP A A '— —  Z.PA 'B, то кривая Шуте будет иметь уравнение

пятой степени и с ее помощью можно будет угол ср разделить

нь 5 равных частей. Если же ZJPAA'— —■ Z_PA'B, то с по-
п

мощью соответствующей кривой Шуте можно будет разделить 
данный угол на n равных частей14.



Деление окружности на равные части 
в неевклидовых геометриях

Задача о делении окружности на.равные части (построение 
правильных многоугольников) в неевклидовых геометриях была 
поставлена и решена советскими математиками Д. Д. Мордухай- 
Болтовским, H. М. Несторовичем, А. С. Смогоржевским, сотруд­
никами и студентами кафедры высшей математики РГУ.

H. М. Несторович на основании результатов Д. Д. Морду- 
хай-Болтовского показал [76; 145], что эта проблема в плоско­
сти Лобачевского имеет тот же характер, что и в геометрии 
Евклида. Он доказал также, что эта задача и задача о квадра­
туре круга эквивалентны между собой. Будучи алгебраически­
ми, эти задачи в бесчисленных случаях разрешимы циркулем и- 
линейкой. А. С. Смогоржевский (1896— 1969) впервые указал 
[89] способ построения в плоскости Лобачевского циркулем и 
линейкой правильных многоугольников, в частности он построил 
правильные пятиугольник и семнадцатиугольник.

Способ построения правильных многоугольников Смогоржев­
ского по существу опирается на следующую теорему: в пло­
скости Лобачевского для любого п > 6  сущест­
вует отрезок R, который является стороной пра­
вильного n -угольника, вписанного в окружность 
радиуса R., Доказательство: даны окружность
с радиусом R и А АОВ (AB =  R) (рис. 96), вы­
сота его ОС, Z_AOB=<p. Из Д АОС имеем ®

R , „  ф rt , R , R ф Рис. ?б,
ch —  = s h  R sin — = 2sh —  sh — ein —

2 2 2 2 2

и ch — =  — ф . (22)
2  2sin —

2

R 1
Н о при R > 0  ch — >  I и, следовательно, ф >  I или

2 2sin —
2

Ф  1 Ф  зх
sin —  <С—  , откуда—  <С—  . Известно, что хорда AB бу* 

2 2 2 6
2л

дет стороной правильного n -угольника, если <р =  —
п

г» Ф  р Л Jt
В  случае, когда AB =  R , —  —  или q>Z. —  . Таким обра-

2 6 3

вом, чтобы существовала хорда A B = R , нужно, чтобы выполни-
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лось неравенство —  ^  —  или п > 6 .
n з

2л л

Это говорит о том, что в геометрии Лобачевского сущест­
вуют такие окружности, которые можно разделить на n равных 
частей циркулем раствора R.

Используя этот метод, А. С. Смогоржевский в 1948 г. по­
строил в плоскости Лобачевского правильный 17-угольиик [89]. 
Построение очень громоздкое, мы его здесь не приводим.

Так был открыт путь построения правильных многоугольни­
ков (деления окружности на равные части) в геометрии Л оба­
чевского.

Нам удалось показать, что при построении правильных мно­
гоугольников в плоскости Лобачевского можно пользоваться 
и другим способом, в основе которого лежит теорема: в плоско­
сти Лобачевского можно построить правильный n -угольник цир­
кулем и линейкой тогда и только тогда, когда

n = 2 k или n =  2kP !P2 *** Р ю,
;

где к > 0  — целое число, a Pi — простые различные числа 
Ферма:

Р;= 2*У1 + 1 .
Л

Действительно, из ДАОС имеем sh АС— sh R sin -—
n .

Если радиус окружности R, в которую вписан п-угольник,
я

выбран так, что s h R = l ,  то sh АС =  sin . Откуда видно*

что sh АС будет квадратично-радикальным выражением одно-
л  л

временно с sin —  , a sin —  будет квадратично-радикаль- 
п 21

ным в том и только в том случае, если п я!вляется Гауссовым чис­
лом, что следует из доказательства соответствующей теоремы на 
плоскости Евклида.

Нами рассмотрено построение различными способами с по­
мощью циркуля и линейки правильных многоугольников при 
п = 3  , 4, 5, 6, 10, 15 и 17. Но наши построения в плоскости Л о­
бачевского по сложности мало отличаются от построений А. С. 
Смогоржевокого [89].

Мы попытались также перенести три знаменитые задач в 
древности и в геометрию Римана, где они до этого, по-видимому* 
никем не рассматривались. Здесь рассмотрим только некоторые
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вопросы, связанные с построением правильных многоугольни­
ков в плоскости Римана.

Легко показывается, что построение правильных многоуголь­
ников с числом сторон 2к и 3-2к осуществляется так же, как и в. 
плоскости Евклида и Лобачевского. Здесь оказывается справед­
ливой и общая теорема: правильный многоугольник с числом 
сторон п может быть построен в плоскости Римана только в том- 
случае, если n = 2 kP iP 2 ... Pm, где к3*0 — целое число, Р < =  
22v' + 1  — простые различные числа или равные единице.

- Доказательство этой теоремы: пусть хорда AB — сторона*
2п

правильного п-угодышка, угол А О В =  —  . Проведем

OCJLAB (см. рис. 96). Используя одну из формул тригонемет- 
* 4рии Римана, запишем

sin АС =  sin R sin —  . (23V
n

Л » A  /̂1  ̂ ^ /Л Л \Положив R =  — i получим s m A C = —  sin — . (24y.
6 n

Из последней формулы видно, что sin АС является квадратично-
SX ^радикальным выражением одновременно с sin , a sin —

квадратично-радикальный в том и только в том случае, если ть 
является Гауссовым числом, т. е. n = 2 kPiP2 •" Р®.

Следовательно, если п — Гауссово число, то сторона правиль-
я

ного n-угольника, вписанного в круг радиуса —  , на основа-
6

нии теоремы Д. Д. Мордухай-Болтавского, которая справедли­
ва и для плоскости Римана, может быть построена циркулем И; 
линейкой16.

Решение задачи о делении окружности 
на равные части в плоскости Евклида

Теория этой задачи продвинута основательно: создана об­
щая теория, найдены многие способы точного и приближенного^ 
деления окружности на равные части. И все же ряд вопросов 
этой проблемы остается нерешенным и в наше время. В послед­
ние годы некоторые из этих . вопросов привлекали внимание 
нашей кафбдры и студентов, специализировавшихся при ней. 
Нами получены новые результаты, некоторые из них приводятся* 
в данной книге.

Для деления окружности или дуги ее на п равных частей 
можно использовать квадратрису, спираль Архимеда, квадратри-



■су Чирнгауза и другие кривые. Мы рассмотрим здесь, как мож­
но с помощью косинусоиды и синусоиды построить стороны 
правильного п-угольника (точно и приближенно).

Первый способ. Пусть дан круг с радиусом R = 1  и график
2зх

'функции у =  cosx. На оси ОХ откладываем отрезок ОМ =  -— =

величиной и центрального угла ф, который соответствует сторо­
не правильного n -угольника (ап).

Положим, в частности, п = 8 .  Тогда

Чтобы построить теперь сторону 8-угольнвка, восстанавли­
ваем  перпендикуляр в точке М, который пересечет косинусоиду в

ведем прямую параллельно ОХ, которая пересечет окружность 
в точках а и Ь , a ОС—в точке Oi. Тогда O O i= M D = cosZ _O iO b.

(ав). Второй способ. Рассмотрим тот же круг и график функции

X X '

Рис. 97.

Следовательно, прямая c b = a n



y = 2 s in  X. Отложим O M i=  - i o M  я  из точки Mi восстанавли­

ваем перпендикуляр до пересечения с синусоидой в точке Dj. Пер-
Ф ’

лендикуляр M ]D i= 2sin  —  . Но из треугольника СОЬ видно,

что C b (a n )= 2 s in  Следовательно, M iD i= C b , т. е. является

стороной п-угольника.
Третий способ — приближенного построения стороны 

л-угольника. Он основан на том, что при 0 ° « р < 3 0 °  дуга окруж­
ности и косинусоида «близки» друг к другу. Используя этот 
участок сближения окружности и косинусоиды, можно без коси­
нусоиды, т. е. пользуясь только циркулем и линейкой, дать при­
ближенное построение а п (п >  15). Используя тот же полукруг

и рассматривая, например, угол CÖC2=  - < 30°, можно по-

лучить приближенное значение а ^  следующим образом. На ОХ

строим отрезок, приблизительно равный —  #  —  äs 1,57.
2 2

Затем  на ОХ откладываем отрезок а>= ~  =  —  —  , В нашем
n п 2

4 я я
случае <р =  —  • —  =  —  .И з  конца этого отрезка восстанав- 

16 2 8 '
ливаем перпендикуляр до пересечения с окружностью в точ-

Jt
ке Ci; соединив Q  с О, получим угол C O C i= < p = —  , а хорда

8
CCi, очевидно, будет (приближенно) стороной 16-угольника. 
Заметим еще, что можно таким образом построить стороны 
п-угольников и при и<С 15; для этого нужно только построить 
сначала 14-, 16-, 18-, 20-, 22-угольники, а затем соединить их 
вершины через одну, и мы получим 8-, 9-, 10-, 11-угольники.

Что же касается 6-, 4- и 3-угольников, то их стороны легко 
строятся другими способами. Сторону 5-угольника можно по­
строить способом Биона или способом Федорова.

Однако «аш  способ имеет для других п преимущество по 
сравнению со способами Биона и Федорова17.

К решению вопроса о построении правильных многоугольни­
ков мы подходили и несколько иными путями: исследовали 
уравнения, к которым сводится задача построения сторон пра-
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вильных n -угольников, и строили их корни, дающие сторону 
правильного многоугольника, с помощью прямых углов.

По аналогии с тем, как  это сделано у Адлера [2; 245] для 
многоугольников при п = 5 ,  7 и 9, нами получены уравнения для 
построения сторон правильных многоугольников при п = 1 1 ,  
п = 1 9  и п = 3 7  и с помощью прямых углов построены правиль­
ные многоугольники с указанным числом сторон.

Рассмотрим для примера построение правильного 11-уголь­
ника. Пользуясь методом спуска Гаусса при рассмотрении

( 2як \
y « = 2 co s  —  , k = l ,  2, 3, 4, 5 )  и позволит нам найти сто­

рону правильного 11-угольника с помощью прямых углов.
Построим прямоугольную ломаную, с учетом величины к 

знаков коэффициентов (26) ABCDEFG (АВ =  1, BH_LAB„ 
tg < B A H = y i) ,  представляющую, уравнение (26) (рис. 98). Чис­
ло прямых углов для определения корней уравнения меньше 
на единицу степени уравнения, в нашем случае надо построить 
четыре прямых угла, располагая их так, чтобы вершина Н ле­
ж ала на продолжении ВС, вершина К — на CD, вершина L —  
на продолжении DE и вершина М — на продолжении EF. Концы 
этой разрешающей прямоугольной ломаной должны совпадать 
с точками А и G. Причем таких разрешающих ломаных в нашем 
случае будет пять (по числу корней), из которых нас интересует 
ВН — наибольший из всех корней. В том , что ВН—корень (26) г 
убедимся, рассматривая подобные треугольники АВН, СКН„

2я
KDL, LME и MFG. А то, что BH =  yi — 2cos —  , следует из по­

строения этого отрезка.
Проведем теперь окружность единичного радиуса с центром 

в точке В. Пусть ВР =  РН. Восстановим перпендикуляр в точке 
Р к ВН, который пересечет окружность в вершинах Ai и Аю пра­
вильного 11-угольника,

2л 2л
Действительно, так как B H = 2 co s  у р  , то B P = c o s  —  „

x11— 1 = 0 , (25>
мы найдем уравнение степени не выше 5

у 5+ у 4 _ 4 у з _ з у 2+ 3 у +  ! = 0 )

наибольший из корней которого
(26>

У] = 2  cos —
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а тогда из треугольника BAiP имеем P A i = s i n ~ -  . Следова­

тельно, Ai является первой вершиной правильного 11-угольника. 
Соединяя точку Ai с точкой пересечения ВУ1 с окружностью по­
лучим A iA u = ü h 18. ’

Можно подойти к построению сторон правильного много­
угольника, отправляясь от соответствующих уравнений, и таким 
путем. Например, уравнение для нахождения стороны правиль­
ного 9-угольника х3—Зх—(— 1 =  0 можно записать в виде х 3 +
_j_ -L  = о или -1- = —х2+ 3 . Положив у =  —  и у ——x2-f3

X X  х
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и решив эту систему двух уравнений, най­
дем точку пересечения гиперболы и парабо­
лы. Абсцисса точки пересечения и будет сто­
роной правильного 9-угольника19.

Ал-Бируни, решая задачу о построении 
правильных многоугольников, использовал 
вписанный в круг равнобедренный тре­
угольник A}BiC для получения стороны 
A ]B i= 2 x  при A iC = B iC = l .  Именно та­
ким путем он свел задачи о построении 
сторон правильного 5-угольника as и 9- 
угольника ад к решению алгебраических 

уравнений (см. стр. 107).
Мы показываем, что этот способ можно 

обобщить на случай любого правильного 
многоугольника с числом сторон п = 4 к ± 1  
(четные значения n нет смысла рассматри­
вать). Действительно, пусть требуется по­
строить сторону правильного п-угольника— 
ап (при n нечетных). Положим, что мы ка­
ким-то образом построили треугольник 
AiBiC со сторонами AiC =  B iC = l  и AiBj =  
= а п = 2 х .  Покажем теперь, что решение 
этой конструктивной задачи — построение 
правильного п-угольника — можно свести 
к построению корней алгебраического урав­
нения, степень которого не выше 
n — 1

Отложим
A i  В2= В2 А2= А2В3= ВзАз= А зВ 4 =  —

=  BsAs =  AsBs+i‘=Bs+,As+i =
=  As+1Bk+1(Bs+2) =  Bk+iC=A iBi. (рис. 99)

Пусть
^LBiAiBi+i =  ш,
■Z-AiBi+iAt+1 ==ß*.

Легко показать, что
4i — 3 „  4i — 1

а ‘ =  я ,  ß i =   я .
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П р и п = 4 к + 1  и i = k  имеем ß n =    я. Два другие угла:
4к 4* 1

в треугольнике BsArB.+i равны между собой и каждый из них.
31 я  . ^

Y*= ---------=  —  .А  это значит, что вершина Ak+i совпадает4к+1 n
4к——3

с вершиной С. Полагая n = 4 k — 1, имеем а к =  —  a два,
4к—1

другие угла этого треугольника равны и каждый из них'
4к—3

, g " 4к—1 4кл — я  — 4kjt +  Зя я _ я

2 ~  2(4к — 1) ~  4к—1 ~  ~гГ *

т. е. вершина этого треугольника Вк+, совпадает с вершиной Q . 
Следовательно,

к—1
А^г-^-АгАз--}“ ... +AkC==AiC и 2  В>-и Bi+2=?=BiC

i = 0

или, так как
р_  ß ,

AiAi+i=2AiBi+i sin—- = 4 x s i n  —-, то 
2 2

sinßi « 4i — 1l = 4 x  2  -----  или l = 4 x  2 sin-------  ^
i=i 2 i=i 2n

4к ]

k 4i — 3 V ■. 4i +  1
l = 4 x  S sin -------  - или 1— 4x 2  sm —— ^

i=i 2n i=o 2n

Тогда, в случае n =  4 k + l  имеем 
k _  _  .

2  sin 4i
4i — 1 r я

sin я : I COS "
.  2n L 2n

я k я  1
— sin ---- 2 c o s  4i —  1

2n j = i 2nJ

i== 1 2n

! 4x.
2n i=i 

С учетом того, что
m

co s2 m z =  S (— i ) j C2i2» cos2m-2J_l zsin2J+,z
j-e
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m - i

N sin 2 m z =  2  (— 1)j С2Ж2т 'Cos2m+2j_1 z sin2j+1 z,
j =  0

•а также, что
Д д   *

sin-  = Х  Я COS   =У 1—X2 , и, положив х2= у ,  получим
2п 2п

уравнение
k М-1

4 2  2  (— l ) s C2s+14i (1— y )2i- y +1—
i =  0 s — О 

к 21

—4 2  2 (— 1)SC2V  (1—у )» -у + > — 1 = 0 . (27)
i — i s =  0

Следовательно, степень уравнения (27) не выше 2к, т. е. не вы-
п — 1

H ie—-— . Рассматривая п = 4 к — 1 аналогичным образом, полу­

чаем уравнение

4 2  [2 *<— l ) s C2s+14i+i ( 1—y )2i-y + >  + y » + i ] + 4 y _ i = o, (28)
i =  0 8 =  0

степень которого не превосходит 2к— 1 =  ” 2 ■— . Например, если 

п = 4 к — 1 = 4 - 2 — 1 = 7  ( к = 2 ) ,  то уравнение (28) будет

У3—У2—2 у + 1 = 0 . (29)
Некоторые из результатов, полученных нами, мы включаем в 
число задач для любителей математики (см. примечания к 
IV гл.).

Удвоение куба

Н. Ф. Четверухин в своей книге [95] при решении задачи 
удвоения куба применяет метод последовательных приближений. 
Суть этого метода состоит в нахождении приближенных значе­
ний корней уравнения

f (х) = a o x n+ û i xn_1+  + а п -1х+ ап  =  0. (30)
с помощью некоторого алгоритма.

Если конструктивная задача сведена к (30) и ßk строятся 
циркулем и линейкой, а истинное значение корня (30) (х) точ­
но циркулем и линейкой или не строится или строится с боль­
шим трудом, то мы можем взять приближенное значение кор­
ня (xi). Затем, пользуясь алгоритмом, получать лучше прибли­
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жения к истинному значению корня (х), строящиеся циркулем 
и линейкой. Итак, пусть

X— xi+<ûi, (31)
где (ûi — соответствующая погрешность.
Тогда

0)1*
{(х) ==f (Xi+(ùi) =  f (Xj) + (û if  (Xi ) +  ~  f"(x i) +  ... (32)

Умножив правую часть (32) на неопределенный множитель к 
и прибавив это выражение к правой части (31), получим

м  (j)i2
x = x i+ k f(x i)-j-e> i[k f '(x i)  +  l ] + k  ^ ( x i )  +  ... (33)

Обозначив x i+ k f(x j)  через Fi(X]), a остальную часть (33) че­
рез <1)2, получим

x = P i(x i)+ < i)2. _ (34)
Положив F i(xi) = Х 2 и продолжая таким образом дальше, мы по­
лучим алгоритм для вычисления последовательных приближе­

ний корня X. При малых ©i и при условии I • l+ k f '( x i)  I < 1  алго­

ритм сходится к корню X.

Положив I l+ k £ '(x i)  1 = 0 , найдем к =  — . Внося най-
f'(Xl)

денные значения к в (33), имеем

fÇ*i)   « ,*  Г ( х , )  _  _ о )Л  !С)(х.)
Xl f'(xi) 2! f'(xi) n! f'(xi)

Обозначив в (35) Xi— 1 ^ -  че^ез F2(xj), а остальную часть—
î'(xi)

через ©з, получим

x = F 2(x i) + © 3. (36) -

Функция F2(xi) = Х з дает алгоритм второго порядка. F j(x i) и 
F2 (xj ) могут быть построены циркулем и линейкой, если к стро­
ится циркулем-и линейкой.

Аналогичным образом можно построить алгоритм высших по-
17 с. Е. Белозеров _ ' 267



*

=  F2(x i),-** сходящ ую ся к искомому X, если xi выбрано в о б ­
ласти сходимости алгоритма Fn(xi).

Используя этот метод, Н. Ф. Четверухин решает задачу об 
удвоении куба, которая, как известно,. сводится к решению 
уравнения х3—ра3= 0 ,  и в частности — при а =  1 и р = 2 ,  х3— 
—2 = 0 .
Построим для этого полинома F 2 ( x i ) .  В этом случае

рядков и получить последовательность Xi, X2 =  Fi (xi ) ,  Хз —

где

х= т(2х'+ £ )+Шь

у ( 2 х , +  - L )  — F ,(* i), № —  —  +  ;
3 \  xi2 /  xi ;

(30')

(3 1 0

(ОГ
IZ X ii — ■ =  г 2 ̂ Xj) , (02 = ----------- f  —

3 \  x i2 /  Xi 3x i2

Д ля удвоения куба этот алгоритм примет вид:

ТF 2 ( X l )  :
( х- + , т )

(320

(330

Выбрав начальное значе­
ние xi с погрешностью 
coi, строим циркулем и 
линейкой (320 * находим 
x2= F 2(x i) с погрешно­
стью (о2 и т. д. Реализо- 

. вать построение искомого 
отрезка с помощью этого 
метода можно так.

Допустим, что требу­
ется построить отрезок х, 

з
если х =  аУ2 или отрезок 

з
х=У 2, Алгоритм F2(xi) 
для этого уравнения 
имеет вид (33 ').. Возьмем 
прямую СА и радиусом 
R = 1  построим окружно­
сти с центрами в О, Оь
0 2. Пусть ОМ — ребро 
данного куба (рис. 100).
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Через точку О проведем произвольную ось (OZ). Отложим 
OD =  OB, где В — точка пересечения двух окружностей. Тогда

O B = Y 0 !0 22—О2В2' Г ' ^ У З Г  '

Примем теперь отрезок A D = O A —O D = 3 —У 3= 1,2678 за на­
чальное приближенное значение х, т. е. за хь Так как искомая

-  з -  J L
величина х= У 2 =  1,25992..., то ошибка l(o il<  юз .

Подставив выбранное значение xi в (32'), получим

F ,(x 1) =  ^ ( 2 x , +  .3- ^ ) = x i .

Так как , <
xu= A D , то 3 x i= A D i,3x j—3 = A D i—A O = O D t. 4 J

Соединив точки D, и Ci и проведя CD2IID1C1, имеем
1 :O D i =  OD2 : 1.

Следовательно, '
1 1

0 D 2=  ------- = -------- .
OD, ЗХ1—З

Так K aK 5x!=D D b отложим D2D3= D D i= 2 x i  и тогда

OD 3 = O D 2 + D 2D 3 = 2 x i +  - OD 3 : О А =  ( 2х 1 -f- ~---------- : 3,
Зх»—3 \  З0С1—З '

откуда
OD3

ОА T ( 2x'+ 3i i r ) = xs’
проведя теперь прямую MN||AD3, будем иметь

ON _  OD3 

ОМ ~  ОА ~ Х2'

Но ОМ — а, следовательно, ON==ox2. Погрешность второго при-
3 _

ближения оа2=У 2—х2. Подставляя теперь в
1 у 1 - V

х2=  — I 2хН 1
3 \  Зх ,— 3 /

—  6 
вместо xi величину 3—УЗ =  1,2678, найдем w2<  .З н а ч и т O N
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есть ребро удвоенного куба- с погрешностью меньшей- —  а.
10*

Продолжая процесс дальше, легко заметить, что с увеличением 
n, юн быстро стремится к нулю, а хп —  к истинному значению

з
ребра удвоенного куба: аУ2. Если же взять начальное значе­

ние Xi =  l , то l(öiI <  —  . Мы при решении задачи, 4 10е
сводящейся к уравнению х3—2 = 0 ,  использовали различные 
приемы.

1. Подобно тому, как это было показано при трисекции угла 
(см. стр. 244), берем одно из конических сечений, например,

с
у =  — И окружность (х—а )2+ ( у —Ь)2= г 2 и находим, такие

X
значения а, Ь, г, чтобы при решении системы уравнений полу­
чить значение х, удовлетворяющее и уравнению х3—5 = 0 .  Но 
если при трисекции угла мы умножали х3—Зх— а на такой мно­
житель, чтобы в левой части и правой части коэффициенты при 
x4 были равны, то в данном случае нужно умножить х3—2 на 
такой множитель, чтобы, приравняв этот многочлен четвертой 
степени многочлену, получающемуся при совместном решении 
уравнений гиперболы и окружности относительно X, коэффици­
енты при X4 были равны, и эти члены тем самым уничтожа­
лись бы.

2. При решении обобщенной задачи удвоения куба, которая, 
как известно, сводится к построению корня уравнения

x3—Ро3= 0 ,
3 —

т. е. отрезка прямой Х = аУ Р , мы исходим из того, что средства, 
пригодные для. построения двух средних пропорциональных 
x и у между двумя данными отрезками а и 2а, т. е. а : х = х  : у =  
у : 2а, годятся для построения двух средних пропорциональных 
между а и ра, т. е. а : х = х  : у = у  : ра.

з—
Например, найдем отрезок х = аУ Р  с Помощью мезолябия 

Эратосфена (см. стр. 43), взяв расстояние между параллельны­
ми планками не 2а, a ра. При использовании двух парабол вмес­
то у = х 2 и у2= 2 х  следует взять у = х 2 и у2= р х .  Реш ая их

з—
совместно, получим х= У Р .

3. При удвоении куба мы исполрзовали ряд кривых, о кото­
рых нам не известно, что они уже использовались при решении 
этой задачи. Назовем некоторые из них. Парабола Нейля

. 6
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y3= b x 2 будет иметь точки пересечения с прямыми х = ± а ,  ко­

ординаты этих точек ( ± а ,  Уа2Ь). Положив b = 2 a ,  получим 
8—

у=ь=аУ2. Ордината точки пересечения «Локона Аньези» (кривой 
Верзиера)

а3 у2 X* ' -
у =  -------  и гиперболы   ■■ - - — ——  =  1,

iV~) .
з—

будет у —У2.
Кубика Чирнгауза 2 (2 р + х )3= 2 7 р (х 2-(-у2) и эллипс

Ы У  . -____ ,
128p3+ 2 0 a 3 ' 128р3+ 2 0 а 3

75р , 135р

3—
тоже имеют координаты точки пересечения х=аУ 2.

В отличие от геометрического способа Диоклеса, используя 
уравнение циссоиды

/  У \ 3 _  У 

\  х /  ~ , 1 - х
ее образующего круга

* /  I \ 2  1 у
f х— ~ )  + у  — и прямой ™  = к

з—

и решая их совместно, получим отрезок к=У 2.
Можно удвоение куба осуществить также с помощью куби­

ческой параболы, параболической и гиперболической спиралей 
и других известных кривых. Особый интерес представляет полу­
чение для этой цели некоторых разновидностей кривых, не из­
вестных еще в математике. С задачей удвоения куба связано 
обобщение этой задачи.

1. Если задача удвоения куба х3= 2 а 3 просто неразрешима 
циркулем и линейкой, то обобщенная задача х3 =  ра3, очевидно, 
при некоторых значениях Р разрешима циркулем и линейкой.

2. Обобщением этой задачи является и х"—рав= 0 ,  корнем 
которого является одно из n— 1 средних пропорциональных меж­
ду отрезками а и pa20.
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С оврем енная теория квадратуры* луночек

После того как задача о квадратуре луночек из числа конст­
руктивных перешла в разряд алгебраических, после расширения 
понятия луночки и в связи с начавшимися попытками доказа­
тельства справедливости гипотезы о существовании только пяти 
видов круговых замкнутых луночек, квадрируемых циркулем и 
линейкой, развитие теории квадратуры луночек перешло в к а ­
чественно новый период. Эта теория особенно успешно развива­
лась в XX столетии. Этот период в истории квадратуры 'луночек 
стали называть современной теорией квадратуры луночек. 
В предыдущей главе было показано, что из зарубежных матема: 
тиков в ее развитии оставили след Ландау, Чакалов и Вилейт- 
нер (Гофман).

Но основными творцами современной теории квадратуры лу­
ночек по праву следует считать советских математиков.

Покорение основной проблемы

Доказательство теоремы о существовании только пяти видов 
круговых замкнутых луночек, квадрируемых циркулем и линей­
кой, стало, основной проблемой современной теории квадратуры 
круговых замкнутых луночек.

Попытки Ландау и Чакалова решить ее, как мы видели, не 
увенчались успехом. Чакалов даже пришел к  йыводу о том, что 
эта проблема не может быть решена при современном уровне 
математики. Это утверждение было высказано в 1930 г., а" в 
1933 г. советский знаменитый алгебраист Н. Г. Чеботарев 
(1894— 1947) опроверг его утверждение, получив основные ре­
зультаты в решении этой проблемы [89]. Рассматривая эту за ­
дачу как чисто алгебраическую, используя теорию групп Галуа, 
р-адические ряды и другие результаты современной математики, 
Н. Г. Чеботарев указал основной метод решения этой пробле­
мы, доказал -ряд теорем, необходимых для доказательства ука­
занной теоремы, и, исследуя уравнение Чакалова [45; 46], он до­
казал, что при т и п  нечетных квадрируемыми луночками будут 
только те, для которых т = 3 ,  п = 1  и т = 5 ,  п = 1 ,3 . А. В. Дород­
ное (р. 1908 г.), продолжив исследования своего учителя, в 
1947 г.'доказал, что если одно из чисел ( т ,  п) четное, а второе 
нечетное, то квадрируемые луночки будут только при т = 2 ,  
п .=  1 и при т = 3 ,  п = 2 .  Тем самым была полностью' доказана 
основная теорема теории квадратуры круговых замкнутых луно­
чек и была покорена последняя из пяти знаменитых задач, не
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поддававшихся усилиям математиков многйх поколений. Побе­
дителями этой проблемы, оказавшейся не менее трудной, чем 
проблема о квадратуре круга, были советские казанские мате­
матики Н. Г. Чеботарев и А. В. Дородное.

Результаты Н. Г. Чеботарева и А. В. Дороднова, хотя и бы­
ли по необходимости изложены в малодоступной форме для 
широкого круга читателей, произвели большое впечатление на 
тех математиков, которые смогли их понять и по достоинству 
оценить как научный подвиг.

Здесь мы не имеем возможности представить их результаты в 
той форме, в которой их изложили авторы; желающие могут 
познакомиться с ними по статьям Н. Г. Чеботарева и А. В. Д о­
роднова [42] и по книге Н. Г. Чеботарева [94]. В более 
популярной, но не столь строгой форме с результатами их мож­
но познакомиться по книге М. М. Постникова [85] и по резуль­
татам наших попыток популяризовать эти результаты, изложен­
ные в этом разделе.

Мы в качестве примеров рассмотрим только два случая 
г а = 2 , n — 1 и m = 3 , n =  1 и покажем, как из уравнения (45) 
при этих значениях т и п  вытекает, что луночки действительно 
квадрируемы. Подставляя в (39) т = 2 ,  п = 1 ,  получим

(х2— I) 2—2(х— 1)2х = 0 .  ;

После сокращения на (х— I ) 2 имеем

х2+ 1 = 0 ;  X i , 2= ± i = c o s  2 0 ± i  s i n  2 0 ,  

модуль которых
|± i |  =  lcos 2 0 ± i  sin 2 0 1 =  1,

cos 2 0 = 0 ,  2 0 = 2q>' = 90°.

Так как отношение центральных углов в этом случае ф : <р'= 
= т 0  ;_п 0= 2  : 1, то 2ф = 2 (2 ф ') =  180°.

Э то'и есть 1-й случай квадрируемой луночки. При т = 3 ,  
п = 1  уравнение (45) после сокращения на (х— I ) 2 примет вид

x4-f-2x3-f-2x + 1  =  [х2+ ( 1 —УЗ)х+1] [х2+ ( 1 + Г З х + 1 ) ] = 0 .  

Уравнение
х2+ ( 1 + У З ) х + 1 = 0  

имеет вещественные корни

-Х ь8=
которые не дадут «действительной луночки», так как в этом слу-
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чае в c o s 2 0 + is in 2 0  мнимая часть равна нулю, т. е. sin 2 0 — О 
и 0 = 0 ,  Следовательно,

Ф = т 0 = О  и ф'^=п0=О.
Уравнение

х2+ ( 1 —У З )х + 1 = 0  

имеет комплексные корни - j

Ixil =  lx2l =  jcos 2 0 ± i  sin 20! =  1, 
откуда получается ;

уэ—-1 ylL-Л
cos 2 0 = —-— ; 20=ф'=агссо8 —-— «68,5°;

Ф = 3 -2 0 = 3 -6 8 ,5 = 2 0 5 ,5 ° .

Так как отрезок прямой

cos 2 е = ! |= ! -

строится циркулем и линейкой, то можно построить циркулем и 
линейкой углы 0 , ф и ф'. Следовательно, луночка с этими цент­
ральными углами и прямолинейная фигура, равновеликая этой 
луночке, строятся циркулем и линейкой.

Из сказанного вытекает: круговые замкнутые луночки будут 
квадрируемы циркулем и линейкой тогда и только тогда, когда 
уравнение (45) сводится к квадратному уравнению или имеет 
в качестве множителя многочлен второй степени, корни которого 
мнимые и абсолютная величина их 1.

Попытки популяризации результатов
Н. Г. Чеботарева и А. В. Дороднова

Первым математиком, предпринявшим попытку популяриза­
ции результатов Н. Г. Чеботарева, был сам автор, изложивший" 
в 1934 г. для студентов и аспирантов (алгебраистов) свои ре­
зультаты в более доступной форме в своей книге «Основы тео­
рии Галуа» [94]. В этой книге он дает .справку из истории этой 
задачи, дает некоторые определения. и указывает на связь ал­
гебры и геометрии, что облегчает несколько понимание его ос­
новной алгебраической части доказательства;
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Раздел в книге М. М. Постникова «Теория Галуа» [85] то­
же можно рассматривать как попытку популяризации резуль­
татов Н. Г, Чеботарева и А. В. Дороднова. Правда, здесь неко­
торые теоремы приведены без доказательства, но знакомство с 
приведенными теоремами и разбор всех пяти случаев квадри­
руемых луночек, получающихся из [41], позволяет понять основ­
ную идею Н. Г. Чеботарева.

Более подробно изложим здесь нашу попытку популяриза­
ции доказательства основной теоремы и геометрическую интер­
претацию результатов Н. Г. Чеботарева и А. В. Дороднова.

Сведение задачи к построению угла р. Н. Г. Чеботарев и 
А. В. Дороднов задачу о квадратуре круговых замкнутых луно­
чек рассматривали как чисто алгебраическую. Мы. тоже будем 
отправляться от уравнения Чакалова. Но мы будем рассматри­
вать и исходное для него уравнение Эйлера

n s m 2m p—m sin 2n p = 0  (37)
и сведем эту задачу к построению угла p(cosp), являющегося 
общей наибольшей мерой центральных углов дуг, ограничива­
ющих луночку, т. е. иаш подход к этой задаче будет более гео- 
метричен.

Известно, что круговая замкнутая луночка будет квадрируе­
мой циркулем и линейкой, если корень уравнения (III, 45) 
x = c o s p  выражается в виде рационального числа или конечной 
цепочки квадратных радикалов. В этом случае x = c o s p  (катет 
прямоугольного треугольника с гипотенузой, равной 1), а следо­
вательно, и угол ц строятся циркулем и линейкой. Построив за ­
тем центральные углы vP=2q>=2m p, и 4 f/= 2 < p '= 2 n p , мы по­
строим искомую луночку и прямолинейную фигуру, равновели­
кую, ей.

Например, известно, что в первом случае Гиппократа Хиос­
ского

Чг= 2 ф =  180°, Ч " = 2 ф '= 9 0 °  (m :п = 2  : 1)

их общая мера р =  90°. Построив такую круговую луночку, цент­
ральный угол одной ид дуг которой 90°, а второй — в два раза 
Дольше, получим квадрируемую луночку, так как в этом случае 
выполняется (37) и отношение m к n — рациональное число 2. 
Прямолинейная же фигура, равновеликая ей, — прямоугольный 
равнобедренный треугольник, гипотенуза которого — общая 
хорда дуг (диаметр круга). Понытаемся выяснить, при каких 
же значениях т и п  будет выполняться (40). Очевидно, что m 
и n могут, быть одновременно четными числами или нечетными, 
или одно из (m, n) может быть четное, а второе — нечетное. 
Если центральные углы дуг Чг= 2 ф = т ц  и хР/ = 2 ф '= п ц ,  обра-

265



Am t r% L È L J l t t

зующих луночку, разде­
лим пополам, то в случае, 
если ш и п  чётные, то \х 
содержится целое число 
раз в половинах этих уг­
лов:

m
ф = т

ф' =  —  ц.
2

(рис. 101, а)

В случае если ш и n не­
четные, то будет как на 
рис. 101, б; случай, когда 
одно из этих чисел четное, 
а другое нечетное, пока­
зан на рис. 101, в.

Если луночка квадри­
руема, то площади секто­
ров АОАт и АО'Вп равны 
между собой:

П[Х
Ш{Х

Г ‘ 
п

~т~

Кроме того, половина об­
щей хорды дуг

A O = r  s in ç^ r 's in cp '“ ) —=

Sinq/

sinq) / 4 - '

На рис. 99, а звеньями 
ломаной, вписанной во 
внешнюю дугу, являются 

Рис. 101, а, б, в. отрезки
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A A i = A jA 2=  *** = A i A i + l =  “ * “ Am__ A r n = A m A m  Z=
~ 2~  7  ~2 T  + 1

=  =  Am-j  Am ( B )  .

Обозначим каждое из них через а, и их всего т .  Звенья лома­
ной, вписанной во внутреннюю дугу

B B i = B i B 2=  “ =  B n- j B n  (Am) 9
и число их равно п. Все треугольники Aî-iOAi, где i = l ,  2,..., m, 
равны между собой так же, как и треугольники Вк-Ю'Вк, где 
к = 1 ,  2, ... ,п тоже равны между собой. Кроме того, треугольни­
ки Ai-iOAi и B k - iO 'B k  подобны между собой, как равнобедрен­
ные и имеющие при вершинах равные углы р. Из подобия тре­
угольников и из предыдущего следует, что

А О  _  A i-iA i _  r _  __ a

BkO Bk-iBk r' | /  m a'

Положив для простоты a =  1, получим * '=  /  т -
Докажем теперь, что при выполнении всех указанных выше 
условий площадь луночки Эл будет равна площади многоуголь­
ника A oA iA 2 •• Am (Bn)  B n- !  ••• B iBo .  Обозначим площадь этой 
прямолинейной фигуры через S п , а площади подобных сегмен­
тов на а и а' соответственно S а и Sa '. Из Д Ai-iOAi

И a* (i—sinn р — binn ,
ß = 2 r  sin — , r =  -----  u , S « =  — ß , S а =   — ß '.

2 2 s i n - ö -  8sin2 - ü -  - 8sin2 - ü -
* 2 2

a 2 n
Так как — = ------, то mß2— nß'2 и m Sa=nS « '.

а'2 m
Отсюда

Sn =  SM.

Следовательно, задача построения циркулем и линейкой 
квадрируемых луночек и равновеликих им прямолинейных фи­
гур сводится к построению многоугольника S*. Но для того что­
бы построить такой многоугольник, достаточно построить цир­
кулем и линейкой угол р. Если бы мы знали, как для различ­
ных m и л  построить р, то тем самым могли бы циркулем и ли­
нейкой для всех пяти случаев квадрируемых луночек единооб­
разным способом построить и эти луночки, и прямолинейные фи­
гуры, равновеликие им. Но как построить угол р для различных 
луночек или различных т и п ,  чтобы число этих углов р в цент-
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ральном угле 2<р было равно да, а в угле 2<р' равно п? В этом 
состоит теперь задача.

Очевидно, в зависимости от того, какими средствами будем 
пользоваться при построении угла р или cosp, мы будем полу­
чать различное число возможных случаев. Здесь рассмотрим 

.только, при каких значениях т и п  возможно построить эти углы 
р циркулем и линейкой.

Сведёние задачи о построении угла p(cosp) к алгебраическо­
му уравнению, отличающемуся от (39). Построение угла р для 
квадрируемых луночек равносильно построению хорды а, кото­

рую мы принимаем за 1, и хорды а '=  у ~  JÜ. а. Угол p(cosp)

зависит от да и п, или от центральных углов 'F=2qp и W '= 2(p' 
или от общей хорды дуг, образующих луночку. Общая хорда 
А0Аш в свою очередь зависит от р, а и а', следовательно, от да 
и п. Обозначим эту неизвестную нам хорду АоА* через 2у и 
выразим ее через р (cosp) и а, а также через р и а'. Полухор- 
да у равна сумме проекций At—iAi на AoAm, т. e. y = 2 A iR i=  
= а 2  cosqpk. При да нечетном

m j m
« 2 *

•у =  — + а  2 соэфк, при четном да у — а 2  cosqpk.
k=l . k=l

Аналогичным образом выражаем у через а' и р в случае, когда 
н — четное и когда n — нечетное:

н  в

2 2

у = а '  2  costp'k (при n — четном) и у =  -üL + a ' 2  cos<p'k,
k = i 2 k==si

(n — нечетное).
Обозначим условно выражение у через проекции а как у =  
=  P 8m (coscpk), а через проекции а' как у = Р 8п(созф'к). Ф к  и ф'к

могут быть кратными ц или ~ ~  в зависимости от четности

чисел ш и п .  Мы имеем, следовательно, два уравнения с неиз­
вестными \i и у. Так как каждое из этих уравнений выражает

AoAm
одну и ту же величину ----------, то, вычитая одно из них из

2 *
другого, получим

max (s,S')
P sm (сОЭфк)—P s n (СОвф̂ к) =  .2  Ск СОзкфк =  0, (38)

к  — О
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где в зависимости от четности и нечетности т и п  могут быть 
случаи.

1. m — нечетное и п — нечетное, тогда
п — 1 ш—1

<Р=кц, S =  S =

g gl j
Со— —“— Cj =  С2 =  ■■■ = C U '= a —ürу С» +1 =  Cs,+2=  ■■■ = C s = f l .

2. va. —  нечетное, n — четное,

Ф =  —  , S = m — 1, S '= n .
2

Со— — , С г = С 4 =  = C s= c ty Ci =  Cz—  *** — C«' = — o!.
2

3. m — четное, n — нечетное

ф к =  -y- k, S = m , S '= n — 1,

Со= — ~2~г ^1:= С з= : = С в = а ,  С г = С 4 =  ==Cs' = —a'.

Преобразуем теперь (38), С этой целью рассмотрим 
(c o s u + is in u )" . Применяя формулу М уавра и разлагая по фор­
муле бином Ньютона, получим

*к- l  \ к
I (i sin u )k cosn~k u = c o s  nu -hi sin nu,

n ni _
где —  =  ----------- — биномиальные коэффициенты. . Ири-

k * к! (n — к) !
равняем вещественные части равенства:

Г(П)

COS nu
' /  а \  ^

=  2  (— 1)® ( —  ) cos"-2“ u s in  u =
e - 0  V2o /

r(n> /  \
=  2  (— 1)®( J L jc o s  K~2 ® u ( l — cos2u)a ==

a = 0  V 2®7
r(n) a y n \  /  a \

=  2  2 ( - l ) a+ v( j - ) ( — J  z “-*(— *) =
« = 0  v= 0  \ 2 a / \  V /

2^  2 ^  (— i ) v ( 2 7 ) ( t )  z "_2v ’ где z==cosu- (38'>
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Следовательно, cos к<р из уравнения (38) может быть представ­
лен в виде

*4®) а /  к \  /  я \
co sкср= 2  2  (— l ) v ( y ) ( — )  г п~ ъ

а = 0  v = 0  \ 2 а / \  V /

(39)

и уравнение (41) запишется
S а у к \  ✓ я \
2  2  2 ( - l ) ï  Ск ( — ) ( — )  z fc - 2v= 0 ,

к = 0  а —0 v =  0 V 2а /  V V /

т Л (к—1где k ^ 2 v , так как v < c c< r(k )  =  j - j -  ПРИ ^ нечетном

-L - при к четном.

Уравнение (39) —  алгебраическое уравнение относительно г, 
степень которого — верхний предел изменения к, т. е. s. И урав­
нение (39) можно записать

s  X
2  Ад, Z = 0 ,  где Я = к —2v, а

1 = 0

/  г (s— Я) r(A,+2v) л

Ах =  2 2 ( -1 )  С1+2» Л - ± ^ ) ( — ) .
v = 0  а — V V 2а / \  v /

где !

/ Л \ ^  ^  ^Г (s— а) =  vmax = ------ ----------------

при s—Я нечетном
s— Я

и г (s—Я) =  —”  npHs—Я четном.

г (Я + 2 у ) • v /Я  + 2 у  \ /  а \  Я
Обозначив числа Е (— 1) f —2 с Г / ( —  ) чеРез Т V2S* будем

иметь
г (s—Я) i

Ад =  2  (— l ) vCx_|_2v Tv - 
v= 0

И окончательно получим уравнение 
S г (s—А,)
S 2  ( 1) c x+2v Z = 0 ,  (40)
А=0 v= 0
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где z=cos^i. При m нечетном и п нечетном (ш > п )
^ m — 1 n— 1 а>— а1
S = —  , S ' = —  . с . -  — .

Q = С 2=  • • = C s = a —a', z = c o s  -y- ;

при m нечетном (четном) и n четном (нечетном)
а /  а1 \

S = m — 1, S — n— 1, С0=   ~ У

Сг(С1) = С 4(Сз) =  ••• = C s = a ,  
С1(С2) = С 3(С4) =  -  = С * = —  a(a') .

Уравнение (40) и есть то уравнение, решение которого долж ­
но дать корни, соответствующие квадрируемым луночкам, при 
условии, если оно неприводимо. Степень этого уравнения, как 
видно, определяется числом s. Мы предполагаем, что оно не 
должно быть больше 2, так как корни его должны строиться 
циркулем и линейкой.

Из предыдущего известно, что s связано с m и п такими pa­
in— 1

венствами: s =  —-—  при т и п  нечетных и при m > n ,  следо- 

m — 1
вательно, — —  < 2 , откуда т < 5 ,  т. е. при т = 5  п = 1 ,  3,

а при т = 3  п =  1. При т  четном (нечетном) и n нечетном (чет­
ном) s = m — К 2, т. е. т < 3 .  Тогда т = 3 ,  п = 1 ,  2, а при т = 2 ,  
п =  1.

Таким образом, мы получили все пять случаев квадрируемых 
круговых луночек циркулем и линейкой.

(m : п = 2  : 1, 3 :1 , 3 :2 ,  5 : 1, 5 :3 ) .

Отдельные места этой теории, как видно, еще требуют уточне­
ний и более строгих обоснований.

Построение циркулем и линейкой 
квадрируемых круговых замкнутых луночек 

и прямолинейных фигур, равновеликих им

Посмотрим теперь, как  можно воспользоваться полученными 
результатами при нахождении угла p (c o sp = z )  в пяти указан ­
ных случаях,
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1. Пусть m = 2 , n = l ,  m : n = 2  : 1. Тогда из предыдущего сле­
дует, что

fl п — 1
z = c o s  — , s = m — 1 =  1 s =  , a = l ,

2 2

Находим

а '=У 2 ,  C o = — ^  , Ci =  1.

A o = C o = — - y - , Ai =  Ci =  l.

Уравнение относительно cos в этом случае примет вид

cos — • — = 0 ,  откуда cos - j-  =  и р = 9 0 ° .

2. m = 3 , n — 1, m : n = 3 : l .  Тогда в уравнении (40) будет
1—Уз*

z = c o sp , s = l ,  s '= 0 ,  а '— УЗ, С0= = ------- , Ci =  1.

ГП) ч „° '
А0=  2  (— 1) С2, С ,

v = 0  _

где г(1) = 0  и А о = С 0Т°о= Ц р -  .

A i =  2^ (— l ) NCl4-.2v^v = C iT 'o = l ,  так как г(0) = 0 ,  то Т/0= 1 .
v = 0

Следовательно, уравнение (40) в этом случае будет 

1- У Г  , Л . у з -  i
— 2 -----|-COSP =  0 и C 0sp =  -g —  ,

3. m = 3 , n = 2 ,  m : n = 3  :2.
Уравнение (40) в этом случае после нахождения коэффи­

циентов будет

2coS= i - - l / | : c o s  f -  - = 0 .2 У 2 , 2 2
Действительно, в этом случае .

. , г ~Л  . /  «



После подстановки этих величин в (40) мы получим указанное 

уравнение. Реш ая его относительно co s—  э находим cos — ~

/ f - / t  р '=  --------------- ------------ . Второй же корень, модуль которого
4

больше единицы, не пригоден.
4. m =  5, n =  1, ш : п =  5 : 1.

В этом случае

а = 1 ,  а'=1Ъ, s = 2 ,  s '= 0 ,  С0=  С, =  С ,=  1.

Ао=Со—С2= — —у >  A i =  С i =  1, А 2 = 2 С г= 2 , z=cos[x.

Уравнение (40) примет вид
Aoz°+AiZ1 +  Агг2= 0  

или _
2 j —  1 + >'5 лCOS‘ip.+  2 COSfi—----- 2— — 0.

Решая- его, находим

. —1+ I / 5+ 4V6“ 2 ] /  О  + ^ т ) - 1
c o s u =  -------------------- =   .

4 4
Второй корень уравнения не подходит.

5. ю — 5, n = 3 ,  m : п = 5  : 3.
m— I * n — 1 /  ~5~

z = c o sp , s =  —  = 2 ,  s '=  —- = 1 ,  a = \ , a ' = y  у ,

18 С. E. Белозеров 273



, лч (s—X— 1 при s—X нечетном -
r (s —1)=  I F j

-— при -s—À четном. A o =  S (— l ) v C9VT^ Ho
2 v= 0

' - / 4
Tv — 1 и Ao=Co—C2= ------2-------- - 1 ,

r<'> „ 1 
A ,=  2  ( - l ) vC 1+2vT ,, r ( l ) = 0 ,

v=Q

Тогда

T*o= 1 (Tk0—2k_1), A, =  C, =  1— j /  - 

A2 =  C2T2o= C2 •2 = 1 .

s ' - / 4  1+l / 4
OOS2p +  î---------- COSp— -----    = 0 .

COS{X =

Зная числовые значения cosp для пяти квадрируемых луночек* 
перейдем теперь к построению циркулем и линейкой'квадрируе­
мых луночек и прямолинейных фигур, равновеликих им. Извест­
но, что Гиппократ Хиосский показал, как строятся квадрируе­
мые луночки и прямолинейные фигуры, равновеликие им в трех 
случаях ( m :n  =  2 : l ,  3 :1 , 3 :2 ) .  В каждом отдельном случае, 
как видно из 1-й главы, Гиппократ применяет особый способ по­
строения.



Наши соображения, изложенные выше, позволяют единооб­
разным способом строить все пять квадрируемых луночек и пря* 
молинейные фигуры, равные по площади этим луночкам.

Мы уже показали (см. стр. 267), что если луночкя квадрируе­
мы и если мы знаем, как построить угол р — наибольшую об­
щую меру центральных углов дуг, образующих луночку, те 
площадь многоугольника, «вписанного» в луночку, равна пло­
щади этой луночки.

Теперь мы знаем, чему равны косинусы углов р для всех пя­
ти случаев квадрируемых луночек. Причем из предыдущего раз­
дела видно, что все эти косинусы углов р представляют конеч­
ные цепочки квадратных радикалов. Следовательно, все отрез­
ки прямой, равные этим косинусам, можно построить циркулем 
и линейкой.

Рассмотрим все пять случаев; эти задачи решаются цирку­
лем с переменным раствором и линейкой без делений.

1. ш = 2 ,  n — 1, р =  Построим Z.COB =  р =  - j-  (рис.

102, а ), строим а = С В  =  1. Радиусом OB описываем внешнюю 
окружность АСВ. Из точки В проводим BOi IIАС до пересечения 
с продолжением СО в точке Oi. Эта точка — центр второй дуги 
луночки, а радиус ее OiB:

Z -C O B = Z -A C B = Z -A O iB (4 f/) =  —  ; Z .A O B (4 0 = n .
2

я
Отношение Чг : чР/ = я : ~  = 2 : 1 .  Следовательно, построена

соответствующая луночка и прямолинейная фигура ДАСВ, 
площадь которого равна площади этой луночки.

2 . m = 3 ,  n =  1, m : n = 3 :  1. На прямой P P ' от точки О отло-
jâ —i _

жим отрезок c o s p =  —g— =  OL (рис. 102, б). Строим пря­

моугольный треугольник ÖLM так, чтобы О М = 1, тогда 
Z_M O L =p. Теперь строим равнобедренный треугольник А2ОАз 
по данному углу р и основанию А2-А3= а = 1. Из точки О радиу­
сом ОА2 опишем внешнюю дугу луночки и впишем в эту дугу 
три стороны многоугольника A3A2A1A0, где

А2А з = A 2A ]= А [А о = о =  1.
Соединим точки Ао, A3; Из точки А3 проведем АзО'ЦАгО и из 
точки Ао — прямую, параллельную А2А3 до пересечения с A3Q'. 
И з точки О ' радиусом АоО' опишем дугу «внутренней окружно­
сти». Луночка А0А1А2А3ВА0 удовлетворяет указанным требова-
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ниям.и площадь ее sn равна площади построенной трапеции 
А0А1А2А3. .

3. m = 3 , n = 2 ,  т  : п = 3  : 2.
Строим

л г т  / т г

c o s ~ = _L_— ,--------------------- /_  ~ и  Z-P (рис. 102, б).

Затем строим равнобедренный треугольник А3ОА2 по углу р 
при вершине и основанию А2А3= 1 .  Радиусом ОАз описываем 
внешнюю дугу окружности и вписываем в нее ломаную линию 
со звеньями

А3А2=  А2А]= Ai Aq ̂  1.
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Чтобы получить центральный угол внутренней дуги луночки, 
проведем из А0 и А3 прямые, параллельные прямым, соединя­
ющим середины AoAi и АгА3 с точкой О. Проведем AoO'HNiO и 
АзО 'Н^О. Из точки их пересечения О ' как из центра радиусом

А оО '=  J / ^ ■£- ОАз опишем внутреннюю дугу окружности, сере­

дину которой В соединим с Ао и Аз, тогда
Sfl = S mAqA]A2A3BAq.

4. m = 5 , n = l ,  m : d. =  5 : 1.
Строим

2 Y m +  Y
c o s p = -------------------------    И Z .p  (рис. 102, г),

равнобедренный треугольник А3ОА4 по углу при вершине (ц) 
и основанию AsA4=  1. Радиусом ОА3 описываем внешнюю 
окружность и вписываем в нее звенья ломаной

А5А4— А4А з = А3А2— А2А1= Ai А о=  1.
Проведя из А0 прямую АО'||ОА2 и из As прямую АбО'ЦОАз, 
найдем центр внутренней окружности.. Радиусом О'А0 опишем 
дугу внутренней окружности и получим луночку, удовлетворяю»

Рис, 102.
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т у ю  у к а з а н н ы м  у с л о в и я м .  С о е д и н и в  п р я м о й  т о ч к и  А 0 и А 5, п о ­

л у ч и м  Э л  =  Ь а 0л 1А2а За 4л 5-

5. т  =  5, п  — 3, т  : п  =  5 : 3.
Строим ____________________

j / 4 - m /  j / 5 ( v + | /  - f )
C0S[1= ---------------------------------- — -----------------------------------

а угол А4ОА5= |г .  Затем, как и в предыдущих случаях, строим 
равнобедренный треугольник ,по р, и А4А5= а = 1 .  Радиусом ОАд 
описываем внешнюю дугу окружности и вписываем в нее

АйА4— A4A 3= A 3À2= A 2A i = A iAo= 1. (рис. 102, <3).

Проведя А50 '||А40  и AoO'HAiO, находим центр и радиус внут­
ренней окружности. Проведя из точки О ' как из центра радиу­
сом О'Ао Дугу, построим 'zLB^O'As (Вз) — р. Впишем в эту дугу 
ломаную, звенья которой

В3 (А5) B 2 = B 2Bi =  BiBo(Ao ) ' = « ' =

Получим искомую луночку, удовлетворяющую указанным усло­
виям и прямолинейную фигуру, равновеликую этой луночке:

=  S m(AqA] А2АзА4А5(Вз)В2В1В()(Ад).

Построение указанных и других луночек и прямолинейных 
фигур, равновеликих им, возможно и другими единообразными 
способами.

Полученные нами результаты при ограничениях, наложенных 
на S .(см. стр. 271 и 280), разумеется, не являются решением 
проблемы, а только иллюстрацией.

Квадратура круговых замкнутых луночек 
с помощью конических сечений

Задача эта была поставлена Н. Г. Чеботаревым в «Успехах 
математических наук» <1938, вып. 4). В терминах теории групп 
он сформулировал ее так: найти все значения т и п ,  при кото­
рых группа Галуа уравнения

( 4 0 ' )

или какого-нибудь его неприводимого множителя f(x) имеет по­
рядок, равный 2 ° -3 '.
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Иначе говоря, требовалось отыскать такие взаимно-простые 
целые числа т и п ,  чтобы корни неприводимого уравнения

f ( x ) = 0 ,
к которому сводится (40'), или являющегося множителем (40'), 
можно было построить при помощи конических сечений, т. е. 
решение (40') должно сводиться к решению уравнений 2-й, 3-й 
h 4-й степеней, корни которых строятся циркулем и линейкой и 
с помощью коиичесрих сечений.

Решением этой задачи занимались казанские математики. 
В 1940 г. А.. В. Дородное защитил на эту тему кандидатскую 
диссертацию и в 1945 г. опубликовал большую работу «О кру­
говых луночках, квадрируемых при помощи конических сече­
ний» [41]. В 1957 г. под тем же названием появилась статья 
JI. М. Берковича [10].

10') вПредставив (40') в виде
m—n

(X

X  хю— 1 +

1) ]  X

(x"— l) ] = 0 ,

Дороднов рассмотрел один.из этих множителей и доказал 
предварительно ряд теорем. Затем, используя метод Чеботаре­
ва, А. В. Дороднов получил расширенный ряд значений т и п  
(по сравнению с квадратурой циркулем и линейкой), при кото­
рых круговые замкнутые луночки квадрируются при помощи ко­
нических сечений. Число их увеличивается до 15, включая и пять 
видов, квадрируемых циркулем и линейкой.

1. in = 2 ,  п =  1;
2. m = 3 , n =  1
3. т  =  3, п — 2
4. т = 4 ,  п = 1
5. т = 4 ,  п = 3

. ТоДчто случаев квадрируемых круговых замкнутых луночек 
всего 15, мы показываем, идя другим путем, используя наши ре-

s

зультаты, изложенные выше (стр. 270). Уравнение 2  A* z*—
А,=0

=  0 — общее уравнение квадратуры алгебраических круговых
ш—1

луночек — имеет степень S =  -------- , когда ш и n нечетные и

6. m =  5, п =  1 11. т  =  7, п = 3 ;
7. т  =  5, п — 2 12. т = 7 , п = 5 ;
8. т = 5 ,  п = 3 13. т = 9 , п = 1 ;
9. т  — 5, п — 4 14. т = 9 , п =  5;

10. т = 7 ,  n — 1 15. т = 9 , п = 7 .

S = ш—1, когда одно из этих чисел четное, а другое нечетное.
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Чтобы корни этого неприводимого уравнения строились с̂  по­
мощью конических сечений, необходимо и достаточно, чтобы 
S < 4 ,  так как только корни таких уравнений могут быть по­
строены циркулем, линеикой и комическими сечениям,и. Следо-

m —1
вательно, при т и п  нечетных — — < 4  или т < 9 ,  а при одном

из этих чисел четном m — 1< 4  или т < 5 .  Зная, что т и п  взаим­
но-простые целые числа и n < m ,  надо теперь рассмотреть все 
возможные случаи. Как видно, m может принимать значения 2, 
3, 4, 5, 7, 9, a n — 1, 2, 3, 4, 5, 7, а всего квадрируемых лу­
ночек с помощью конических сечений 15.

Используя из того же раздела метод единообразного по­
строения квадрируемых луночек и прямолинейных фигур, рав­
новеликих им с помощью построения угла p(cosp), мы можем 
построить все эти 15 луночек, пять из которых, как известно, 
строятся и с помощью циркуля и линейки.

Мы рассмотрим здесь для примера только случай m : n ~  
= 4 :  1, который рассматривал еще Виет (см. стр. 123). Но наш 
метод построения не имеет ничего общего с методом Виета. 
Подставим значения т = 4  и п = 1  в уравнение квадратуры алге­
браических луночек n (x m— 1)—mxm_n (х"— 1)2 =  0 и заменив

x-i через у, хН  через |  у2—2 и х3-|------  через
X X3 X3

у3—Зу получим: у3+ 2 у 2—4 = 0 . Разделив левую и правую часть
4

на у, получим у2-}-2у= :—  — г . Затем находим точки пере-
у

сечения параболы (у + 1 ) 2— l==z и гиперболы z y = 4 , у = 4 „  
Опустив из точки пересечения М перпендикуляр на оу, получим 
y = 2 c o s2 0 . Зная cos 20, мы строим луночку и прямолинейную 
фигуру, равновеликую ей так, как  указано выше. Так же можно 
поступать во всех 15 случаях квадратуры луночек.

Таким образом, показывается, что . уравнение (40') есть 
уравнение квадратуры всех луночек, площади которых выра­
жаются через алгебраические величины. Используя это уравне­
ние, мы сквадрировали луночки m : n = 6 :  1 и 6 : 5  уже с по-- 
мощью других средств.

Заметим еще: так как-уравнение (40') получено из m sin20 — 
—n sin 2m 0 = O , а последнее получено из предположения, что 
сектора дуг, ограничивающих луночку, равны между собой, то 
можно утверждать, что у «алгебраических луночек», квадриро- 
вание которых сводится к (4Q'), сектора равны, и корни их
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уравнений находятся с помощью алгебраических кривых соот­
ветствующих порядков или с помощью других методов, в том 
числе ЭВМ. Число таких луночек, очевидно, бесконечно -ве­
лико.

Что касается «трансцендентных луночек», то квадрирование 
их не сводится к (39'); их площади находятся по общим фор­
мулам:

или с помощью других средств, в том числе с помощью опреде­
ленных интегралов.

Следовательно, круговая замкнутая луночка квадрируется 
циркулем и л-инейкой, если она алгебраическая, а ее уравнение' 
(40') будет квадратным или будет иметь множителем многочлен 
не выше второй, степени, имеющий комплексные корни, абсолют­
ная величина -которых 1.

Круговая замкнутая «алгебраическая луночка» квадрирует­
ся с помощью конических сечений, если (40') или какой-нибудь 
его неприводимый множитель будет не выше четвертой степени,, 
а его комплексные корни по абсолютной величине равны 1.

Следовательно, любая «алгебраическая луночка» квадри­
руется с помощью соответствующих алгебраических средств. 
Приближенное квадрирование их возможно с помощью тех. 
средств, которые позволяют найти приближенные значения кор­
ней (40 ')24, в том числе и с помощью ЭВМ.

Математики XVII и XVIII столетий, начавшие разработку 
теории квадратуры открытых круговых луночек, ограничивались 
только квадратурой частей одной луночки (1-й случай Гиппо­
крата Хиосского, см. II главу). В дальнейшем в связи с разви­
тием интегрального исчисления вопрос о квадратуре криволи­
нейных фигур, в том числе и открытых луночек, циркулем и ли­
нейкой перестал быть актуальным. Вилейт,^ер и Гофман в своей 
работе [148] напомнили современным математикам о сущест­
вовании этой проблемы и указали на то, что некоторые вопросы 
ее могут представлять интерес и для современной элементарной 
геометрии. Правда, сами они ограничились только изложением 
результатов Чирнгауза, Перкса, Лопигаля и Крафта, не рас-
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-смотрев новых теоретических вопросов. Но их работа послужи­
л а  толчком для работ некоторых студентов-дипломантов РГУ, 
которые под руководством сотрудников кафедры высшей мате­
матики получили, на наш взгляд, ряд новых интересных резуль­
татов. Изложим здесь некоторые из них.

1. Мы доказываем, что ту же открытую луночку, которую 
квадрировали Чирнгауз и Перюс, можно сквадрировать и дру­
гим способом. Пусть дана луночка Гиппократа ACBCiA (1-й

здзвестно, 4To-Sn-Ai>Bo=SAAôic (см. рис. 103). Высота этого 
треугольника (AOiB) равна R, а основание A B = 2 R . Разделим 
АС на п равных частей и соединим эти точки деления- (С*) 
( к = 1 ,  2, ... п) с точкой Оь Из точек Ск восстановим перпенди­
куляры к AB до пересечения с дугой АСВ в точках А*. Соеди­
ним Ак с Oi прямыми АкО], пересекающими дугу ADC в точках 
Вк. Тогда треугольники Ск-i OiCk (с равными площадями) бу­
дут равновелики «открытым луночкам» B k- iA k- iA kB k.

Следовательно, для гиппократовой луночки (1-й случай) 
справедлива теорема: «любой кусок» этой луночки, заключен­
ный между двумя лучами, проведенными из Оь квадрируется 
циркулем и линейкой и площадь его равновелика соответствую­
щему треугольнику.

Можно доказать, что если луч, пересекающий дуги гиппокра­
товой луночки (1-й случай), не проходит через точку Оь то от­
крытая луночка не квадрируема циркулем и линейкой.

3. PàccMOTpHM гиппократову луночку, для которой m : п =  
=  3 :1 . Возьмем на внешней окружности точку М. Из точки Оь

Г
случай). AB_LCD. Возьмем на 
АСВ произвольную точку М и 
соединим ее с О и О ь соеди­
ним А и Oi, на ОА от точки N 
(рис. 103) отложим отрезок 
N T = N O  и проведем TZ||OM. 
Тогда So-ламе =  Sao,zt  =  
=  S ao[K. Н о при этом следует 
рассмотреть случаи, когда 
N T = N A  и N T > N A .
рассмотреть

Рис. юз.

2. Гиппократова луночка 
(1-й случай) может быть раз­
делена лучами из той же точки 
Oi на n равновеликих частей, 
и каждая из этих частей, 
(«открытая луночка») будет 
квадрируема. Действительно,
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проводим OiE так, чтобы Z_AOiE =  _L_ ZLAOM. Мы доказы-
3

ваем, что открытая луночка АЕМ будет квадрируема только в 
тех случаях, когда угол АОМ делится на три равные части цир­
кулем и линейкой. Действительно, пусть луночка образована 
дугами окружностей с радиусом A O = r, A O i= R = r y 3  (рис. 
104). Возьмем точку М такую, чтобы угол А О М = а< < р  делился 
па три равные части циркулем и линейкой.

Построим угол АО]Е =
— — а. Тогда площадь сек­

тора АОМ равна площади сек­
тора AOiE. Соединим точки М 
и Е. Рассмотрим открытую 
луночку АЕМ: So л а е м  =
=  8Аао[Г— S mefo. Следова­
тельно, луночка в этом случае 
квадрируема циркулем и ли­
нейкой.

Известно, что все углы 
я я
—  вида (п = 1 ,  2 ...)

делятся на три равные тац-и.
Следовательно, оЛсрытых лу- Рис. 104.
ночек, квадрируемых цирку­
лем и линейкой, в этом случае бесконечное множество. В слу­
чае, когда рассматривается луночка Гиппократа m : ц = 3  : 2,
строим Z_A O iE= -g- Z .АОМ, соединяем М и Е, и открытая
луночка АМЕ будет квадрируемой.

Если квадрируемые луночки m : п = 5  : 1 и 5 : 3, то угол АОМ 
Следует брать таким, чтобы он делился циркулем и линейкой

,1 з
на 5 частей,-тогда при углах AOiE равных —  Z.AOM и —

б1 «

Z.AOM будут получаться открытые луночки АЕМ, квадрируе­
мые циркулем, и линейкой. Но здесь еще не все вопросы до кон­
ца выяснены.

Было бы, по-видимому,' интересно рассмотреть и вопрос о 
квадратуре открытых круговых луночек, получающихся как час­
ти луночек, квадрируемых с помощью конических сечений и с 
помощью других алгебраических средств. Класс квадрируемых 
открытых круговых луночек, очевидно, расширится, если при де-
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лении угла АОМ на равные части прибегать к помощи средств, 
отличных от циркуля и линейки25.

Некруговые замкнутые и открытые 
луночки

Из II главы известно, что луночки, ограниченные дугами 
«двух каких-либо кривых», впервые стали рассматривать мате­
матики XVIII в. Вилейтнер и Гофман напомнили об этих иссле­
дованиях и дополнили их своими результатами [148]. В этом 
резделе мы изложим отдельные результаты наших исследований.

О некоторых понятиях, связанных с некруговыми луночками. 
Некруговой замкнутой луночкой будем называть часть плоско­
сти, ограниченной дугами любых двух кривых, имеющих общую 
хорду, которая в предельном случае может обратиться в нуль. 
Открытой некруговой луночкой  назовем часть плоскости, огра­
ниченной дугами двух кривых, которые могут иметь не более 
одной точки пересечения, и одним или двумя отрезками прямой. 
Очевидно, что определения круговых замкнутых и открытых 
луночек можно рассматривать как частный случай указанных 
здесь определений. При классификации этих многообразных лу­
ночек,. зависящих от характера плоских кривых, мы выделяем 
прежде всего луночки, ограниченные дугами конических сече­
ний. Последние естественно разделить на эллиптические, пара­
болические, гиперболические и смешанные.

Остальные некруговые луночки нами пока совсем не изуча­
лись. Некруговые луночки тоже делятся на алгебраические и 
трансцендентные. Некруговые трансцендентные луночки не 
квадрируются с помощью алгебраических средств.

Понятие квадратуры некруговых луночек циркулем и ли­
нейкой существенно отличается от аналогичного понятия для 
круговых луночек. Когда говорят о квадратуре круговых луно­
чек, то имеют в виду построения и самой луночки, и прямоли­
нейной фигуры, равновеликой этой луночке, только с помощью 
циркуля и линейки; в то. время как  некруговая луночка строит­
ся не циркулем и линейкой. Следовательно, речь здесь идет о 
том, чтобы из числа некруговых алгебраических луночек, лостро-' 
енных не с-помощью циркуля и линейки, выделить те, площади 
которых выражаются рациональными числами или квадратич­
ными иррациональностями, для которых только и можно цир­
кулем и линейкой построить равновеликие квадраты.

Эллиптические луночки. Естественным обобщением круго­
вых замкнутых и открытых луночек явились эллиптические зам­
кнутые и открытые луночки. Отправляясь от работ Крафта и
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Ленберга (см. II главу) и от работы Вилейтнера и Гофмана 
[160], мы получили некоторые новые результаты.

При пересечении двух эллипсов в четырех действительных 
точках образуются четыре эллиптических замкнутых выпукло- 
вогнутых луночки. Но мы рассматриваем только те эллиптиче­
ские луночки, которые образуются дугами двух эллипсов, пе­
ресекающихся в двух различных точках или в двух точках, слив­
шихся в одну (касающихся изнутри). Эллиптические луночки 
могут быть выпукло-вогнутые и двояко-выпуклые, алгебраиче­
ские и трансцендентные. Квадрируются из них циркулем и 
линейкой только те площади, которые выражаются рациональ­
ными числами и конечной цепочкой квадратных радикалов.

Используя метод афинных преобразований, мы показываем, 
что замкнутых эллиптических луночек, квадрируемых цир­
кулем и линейкой, бесчисленное множество. Это следует из то­
го, что пять видов круговых квадрируемых луночек при афин- 
ном преобразовании переходят в пять классов квадрируемых 
эллиптических луночек. Известно, что эллиптические луночки 
характеризуются шестью параметрами qn, фг, a i, a2, ri и r2. 
Изменение даже одного или нескольких параметров приводит к 
луночкам, не получающимся из прежних никакими афинными 
преобразованиями. Следовательно, существует бесчисленное 
множество афинно-отличных квадрируемых луночек. ‘Например, 
при cpt =  90°, ф2 =  45° и при любых алгебраических a i, a2, ri и r2 
можно доказать квадрируемость луночки Ленберга методом 
Вилейтнера-Гофмана.

Сравнительно просто доказывается неквадрируемость двоя­
ковыпуклых эллиптических луночек, для которых ф1 =  р0,
=  q©, sin0, n , Ci, r2, C2 — .при афинном преобразовании эллип­
са в окружность являются алгебраическими числами. Вычисляя 
площадь этой луночки как сумму двух эллиптических сегмен­
тов, получим

Sa л ==С1Г1(ф1—sinxpi coscpi) +С2Г2(ф2—вшфг совфг).

Считая, что
AB =  2С isiiup i =  2C2siiup2 =  2,

получаем
Д 1

C i—  ------ , ■ С2=  - --------,
БШф! БШфг

откуда

с ri(pi . Г2ф2 ' i  л i \Ьэ-л- = --------------- Г1СОЭФ1+  -------------- Г2‘С03ф2 (4 1 )
SilKpi БШфг
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л  (Sa.Л.+ r ic o s p 0 + r 2cosq0  sin p 0 sin q 0
и e = ------------- — —;------ — r ---------------  • (42)

ripsinq0 + r 2qsm p0

Так как числитель и знаменатель—числа алгебраические, то и 
0  — алгебраическое число. Но 0  и sin© одновременно алгебраи­
ческие только при 0 = 0 ,  что не дает луночки. Знаменатель (42) 
в нуль не может обратиться при 0=^0, так как

ri р sin q 0 -f  г2 q sin р@ > 0 (0 < ф ь  ф2< я ) .

Теорема доказана.
Для выпукло-вогнутых эллиптических луночек, для которых 

sinè, ri, г2, riC0S9 i—r2coscp2 являются квадратично-иррациональ­
ными числами в силу [1], будут алгебраическими числами

riCisiiHpi—r2C2COsq)2
и площади их

Sa-л- =  г i СЗ i (cpi—sincpi -соэф!)— г2С2 (ср2—эшфг cosç2) =
=  —г i С i sirup i cosq) i+ r2C2siiup2 * cosqj2

квадратично-иррациоцальные числа; т. е. луночки квадрируемы. 
Необходимым и достаточным условием квадрируемости этих 
луночек является равенство площадей, соответствующих секто­
ров или

r i C ^ i = r 2C2Ç2.
Еще проще доказывается теорема о том, что в предельных 

случаях, т. е. когда второй эллипс касается первого в одной или 
двух точках, эллиптические луночки не квадрируемы. Проекти­
руя круговые замкнутые квадрируемые луночки и открытые лу­
ночки, связанные с ними, и пользуясь теоремой о том, что при 
афинном преобразовании равные площади переходят в равные, 
показывается, что открытые круговые квадрируемые луночки 
переходят в квадрируемые открытые эллиптические луночки и 
наоборот. Можно' рассмотреть и те эллиптические луночки, кото­
рые получаются -при афинном преобразовании из круговых лу­
ночек, квадрируемых с помощью конических сечений.

Параболические луночки. Нам неизвестны из литературы 
примеры квадратуры параболических замкнутых и открытых 
луночек. А между тем легко показывается квадрируемость ши­
рокого класса параболических луночек, если опереться на тео-

4 4
рему Архимеда: площадь сегментов параболы равна —  пло-

щади треугольника с тем же основанием и с той же высотой, 
что ц сегмент. Действительно, если даны уравнения двух пара-



бол y2= p ix  « у2= р 2х, пересекающихся в точках Mi (хь у!) и 
М2 (х2, уд), в данном случае xi =  x2 и yi =  —у2. Проводя общую 
хорду М 1М2, получим два параболических сегмента. Если пло-

4  4
щадь одного из «их S c =  — SA, а площадь другого S'c =  —  S 'A ,..

Э 3

то площадь параболической луночки Sn-л. равна разности п л о
А

щадей сегментов, т. е. Sn-n- =  Sc—S ' c =  —  [SA—S'A]. Эта ве-ü
личина может быть построена циркулем и линейкой, если ука­
занные треугольники строятся циркулем и линейкой, это спра­
ведливо и для парабол с уравнениями более общего вида. Таких 
квадрируемых луночек, очевидно, бесконечное множество. Если 
провести теперь прямую, пересекающую дуги парабол, образу­
ющих луночку та«, чтобы и координаты точек ее пересечении 
были квадратично иррациональными величинами, то получен­
ные открытые параболические луночки будут тоже квадрируемы.

Гиперболические луночки. Нам тоже неизвестны случаи,, 
чтобы рассматривались кем-либо вопросы, связанные с квадра­
турой гиперболических луночек. Мы пока не нашли ни одной ги­
перболической луночки, квадрируемой циркулем и линейкой.

Смешанные луночки. Эти луночки ограничены дугами раз- ‘ 
личных кривых. Они совсем мало исследованы. Известны част­
ные случаи, когда луночка, ограниченная дугой эллипса и 
окружности квадрируема; открытая луночка, ограниченная ду­
гой циклоиды и окружности, тоже квадрируема. Во многих слу­
чаях эти луночки не квадрируемы. Но общих теорем пока нет26.

Теория квадратуры круговых луночек 
в плоскости Лобачевского

Эта теория появилась совсем недавно, и создана она исклю­
чительно советскими математиками.

Первые попытки рассмотрения круговой замкнутой луноч-. 
ки и квадратуры ее в плоскости Лобачевского была сделаны 
Д. Д. Мордухай-Болтовским и А. С. Смогоржевским. Д. Д. Мор- 
духай-Болтовской в начале 1950 года написал небольшую 
статью «О луночках Гиппократа на плоскости Лобачевского». 
В ней он показал, что круговая замкнутая луночка, ограничен­
ная дугой данной окружности и дугой окружности, для которой 
сторона правильного шестиугольника, »писанного в круг, яв­
ляется диаметром, будет в плоскости Евклида неквадрируемой, 
а в плоскости Лобачевского она может быть и квадрируемой,

267.



в  зависимости от R (ch R). Oih показал, ’что в плоскости Лобачев­
ского квадратура круговых замкнутых луночек связана с квад­
ратурой круга более тесно, чем в плоскости Евклида. Но 
Д. Д. Мордухай-Болтовской не успел опубликовать эту работу, 
и рукопись ее хранится в Ленинградском отделении Архива 
АН СССР (ф. 821, on. 1).

А. С. Смогоржевский (1896— 1969) в своей книге «Геометри­
ческие построения в плоскости Лобачевского» (1951 г.) дал 
конкретный пример квадрируемой луночки в плоскости Л оба­
чевского, подтверждающий теоретические соображения Д. Д. 
Мордухай-Болтовского. Он взял, в частности, квадрируемый круг

с радиусом R, для которого chR  =
»13 8 + 5

‘ Ï — , т. е.

ш =  5 < п  =  8 = 2 3 — число Гаусса. Круг, построенный на сто­
роне правильного вписанного 6-угольника, тоже квадрируемый. 
Тогда (рис. 105), обозначив площадь луночки Бл«, площадь боль­
шего круга—Si, меньшего—S2, площадь треугольника АОВ—а и 
угол 6-угольника — +, он получает

6S Л * “T“ Si =  3S2“| “6o~~-) S л • =   S2~|-0»—  Si,
2 6

HO
p 5«rt AA\

Si =  4nsh2— = 2 я ( с Ь R— 1 ) =  — , S 2= 4nsh2 —  =

Зл
= 2 j t ( c h AM— 1) =  —  , S6= 6 a = n ( 6 —2 )—6üi.

О

Следовательно, площадь каждой из шес- 
_ 31

ти луночек о л -=  —  я — для квадрируе- 
48

. МОСТИ должно выполняться

Sn = 8 к в = 2 я — 4а.

Луночка считается квадрируемой, 
если угол равновеликого ей квадрата 
строится циркулем и линейкой. В данном

66 , 1
примере угол квадрата а== Ф
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ч
строится циркулем и линейкой, так как 192 — число Гаусса, а 

Угол ~  ф получается из яр делением на 4 части. Следователь­

но, рассмотренная луночка квадрируема. Так было положено 
начало квадратуры круговых луночек в плоскости Лобачевского.

По аналогии с примером А. С. Смогоржевского студенты 
РГУ сначала тоже ограничивались подбором таких числовых 
значений для chR, которые давали бы квадрируемые луночки. 
Таких примеров можно найти много. Затем мы перешли к  реше­
нию некоторых теоретических вопросов и к  систематизации тех 
результатов, которые представляли, бы более или менее строй­
ную теорию квадратуры круговых луночек в плоскости Л оба­
чевского. Здесь мы кратко излагаем основные результаты этих 
исследований, о которых, нам думается, можно говорить уже 
как об основах теории квадратуры, круговых замкнутых луночек, 
более подробно этот раздел, возможно, удастся изложить в на­
шей книге «Луночки», которую предполагают издать через 
2—3 года.

Классификация круговых луночек в плоскости Лобачевского.
Круговая луночка в плоскости Лобачевского так же, как и в 
плоскости Евклида, есть часть плоскости, ограниченной дугами 
двух окружностей, имеющих общую хорду. Они могут быть вы­
пукло-вогнутые и двояко-выпуклые, алгебраические и трансцен­
дентные, квадрируемые и неквадрируемые циркулем и линей­
кой. Квадратура круговых луночек в плоскости Лобачевского 
существенно отличается от квадратуры их в плоскости Евклида. 
Под квадратурой луночки в плоскости Лобачевского понимает­
ся возможность построить циркулем и линейкой угол квадрата, 
равновеликого данной луночке. Число квадрируемых луночек в 
плоскости Лобачевского зависит от радиусов окружностей, об­
разующих луночки и от класса (типа) луночки; оно бесконечно. 
Здесь необходима более детальная классификация круговых лу­
ночек. Назовем луночками первого типа выпукло-вогнутые лу­
ночки, внешний обвод которых—дуга окружности- большего кру­
га (рис. 106); луночки второго типа—выпукло-вогнутые, внеш­
няя дуга которых — дуга окружности, меньшего круга (II). 
Двояко-выпуклую луночку AAiBBi назовем луночкой третьего 
типа.

Но для .квадратуры луночек и указанная классификация не­
достаточна. Обозначив линию центра двух окружностей О1О2 
через d, можно утверждать, что две окружности образуют лу­
ночки I, II и III типа, если

R—rs S d < R + r .  (43)
1 9  С. Е. Белозеров 289



Очевидно, что круговые луноч­
ки в плоскости Лобачевского, 
так же как и в плоскости Ев­
клида, можно характеризовать 
с помощью треугольника 
О 1АО2. Луночки вообще харак­
теризуются четырьмя парамет­
рами: R, г, ф и ф (см. рис.
106). Но число независимых 
параметров, характеризующих 
луночки, может быть три и 
два, так как один из этих па­

раметров можно выразить через остальные, а некоторые из па­
раметров могут оказаться фиксированными.

Луночки, для которых R—r = d , .  назовем луночками нулевого 
класса. Очевидно, что в нулевом классе могут быть только лу­
ночки первого типа. Это> луночки со сходящимися концами

%
(рис. 107, а). Отнесем луночки, для которых ^ O i 0 2A >

л
(рис. 107, б ),—к первому классу, если А 0 ] 0 2А =  —  — ко вто-

п
рому классу (рис. 107, в), при A 0 i 0 2A <  — к третьему

классу (рис. 107, г).
Все луночки нулевого класса образуют двупараметрическое 

семейство, так как два параметра из четырех фиксированы

Рис. 106.

Рис. 107.
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ч

Ф = Ф  =  2л.

Луночки первого (Класса образуют трехпараметрическое се­
мейство, так как параметры ювязаны соотношением

Ф Ф
sh R sin —  = s h  r sin — . (44)

2 2

Луночки второго класса — двупараметричеокие, так как ф =  п и
Ф

s h r = s h R s i n —  . (45)
2

Все луночки третьего класса образуют трехпараметрическое 
семейство, так как их параметры связаны соотношением (44). 
Указанную классификацию круговых луночек можно считать 
абсолютной, так как она является общей для геометрий Евкли­
да и Лобачевского. Только в геометрии Евклида (44) и (45) бу­
дут соответственно

_ . Ф ф _ Ф
R sin—  = r s i n  -— и r = R s i n — .

2 2 2

Квадратура луночек нулевого класса. Здесь справедлива
следующая теорема: Д ля того, чтобы луночка нулевого класса, 
т. е. ограниченная касающимися изнутри окружностями радиу­
сов R и г, была квадрируемой с помощью циркуля и линейки, 
необходимо и достаточно, чтобы chR и ehr являлись рациональ­
ными или квадратично радикальными корнями неопределенно­
го уравнения

ш
х - у =  -  ,

где c h R = x ,  c h r = y ,  n — гауссово число, п > т  — натуральные 
числа, (К — радиус кривизны .плоскости Лобачевского пола­
гаем =  1).

Доказательство: площадь луночки

Эл = S 0 —S 0 = 4 я  ( sh2 — —sh2 —  )= = 4явЬ 2 — , (46|
R R \  2 2 /  2

где S 0 — площадь круга с радиусом R, а
•К
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где Р — радиус круга, равновеликого луночке (Эл*). Из (46) 
видно, что циркулятура луночки нулевого класса в плоскости 
Лобачевского (тоже и в плоскости Евклида) всегда возможна. 
Рассмотрим теперь квадратуру круга с радиусом Р. Условие 
квадрируемости круга в плоскости Лобачевского, как известно 
(см. стр. 281),

n + m
ch Р =  —  . (47)

п

Из (46) следует, что

Эл = 4 f t^ s h 2 ^  = 2 n (c h R —e h r) .

Из (46) и (47) получаем
ф ( m+n \ ш

JS*-=4n sh2—  = 2 jt( c h  Р — 1) = 2 л   1 ) = 2 я  —  «

т
Следовательно, ch R—ch r =  —

n

m
или X—y =  —

(48)

Это необходимое условие квадрируемости круга с радиусом Р  
(и луночки £>л). Если наложить на R и г условие, чтобы c h R  и 
e h r  принадлежали к  величинам 2-го .порядка и любого класса, 
то по теореме Мордухай-Болтовского при выполнении (48) и 
(47) луночка будет квадрируема циркулем и линейкой. Теорема 
доказана.

Из этой теоремы следует, что при каждом фиксированном 
ш

значении —  , где п ^ т > 0 ,  получается один квадрируемый 
п

круг, радиус которого P = A rc h  m-  — . (49)
n

Угол квадрата, равновеликого данной . квадрируемой луночке,
я  n — m

а =  —  • ------- •
2 п

ш
В случае ш —n или —  = 1  уравнение .квадратуры круговых

n

луночек нулевого класса х—y = ï .
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В этом случае площадь луночки Э л = 2 л , а соответствующий 
равновеликий ей квадрат асимптотический ( а = 0 ) .

Если положить в (47) т = 0 ,  то радиус круга, равновелико­

го луночке P = A rc h  — = A rc h l  =  0, луночка вырождается в
п

окружность; при г = 0  — в круг. Если уравнение квадратуры лу­
ночек (48) и-его решения интерпретировать геометрически в ев­
клидовой плоскости, то можно определить область значений

 , при которых луночки нулевого класса будут квадрируемы
П

(рис. 1 0 8 ) /Возьмем Декартову прямоугольную систему коор­
динат, в которой x =  chR, y = c h r ,  где х > у > 1 .  Учитывая ска­
занное выше, будем иметь область значений chR и ehr, при ко­
торых луночка квадрируема в виде полуполосы, ограниченной 
прямыми, уравнения которых

X— у =  1, X— у =  0 и у =  1.
Уравнение квадратуры луно­

чек x—у =  ^  при каждом фик- 
п

сированном значении
ш
—  , где m 
n

и n — целые числа есть урав­
нение прямой, параллельной бис­
сектрисе x — у. Все эти полупря­
мые, проходящие через точки

—  0 j  лежат в указанной по­

лосе и располагаются дискретно.
Рассмотрим теперь конкретный пример квадрируемой луноч­

ки нулевого класса.
74 74

Пусть c h R = 5 , c h r = —  . Числа 5 и —  являются корнями

ш
= 5 — — ,

17
простое целоеп = 1 7 = 2 2 + 1  — гауссово число, ш — 11 

число.
Практически циркулятуру луночки можно не производить, а 

искать сразу угол равновеликого «квадрата»:
n— ш л  17— 11 л  З л



Площадь квадрата
.  ̂ /  >12я \  22л

S k b =  (2 я — 4 а )  2 я —  — ~\т~

что строится циркулем и линейкой.
Очевидно, что квадрируемых луночек нулевого класса бес­

численное множество. С квадратурой этого класса луночек тес­
но связана и квадратура кольца, образованного концентрически­
ми или эксцентрическими окружностями27. Действительно, пре­
дельным случаем эксцентрического кругового кольца является 
круговая луночка нулевого класса. При перемещении меньшей 
окружности внутри большей площадь между окружностями 
(площадь кольца) не меняется. Следовательно, площадь кольца 
равна площади луночки нулевого класса. Вопрос же о возмож­
ности квадратуры в геометрии Лобачевского зависит лишь от 
площади фигуры. Таким образом, показывается, что задача о 
квадратуре кольца в плоскости Лобачевского равносильна за­
даче о квадратуре луночек нулевого класса. В плоскости же 
Евклида задача о квадратуре кольца циркулем и линейкой не­
возможна, так как  она сводится к квадратуре круга.

Задачу о квадратуре луночек нулевого класса можно обоб­
щить, если требовать, чтобы равновеликой фигурой луночек был 
не ^квадрат, а многоугольник с числом сторон N. Эта задача 
связана с обобщенной задачей .о квадратуре круга, т. е. с по­
строением правильного многоугольника, равновеликого данному 
кругу, при условии, что многоугольник не является квадратом. 
Посмотрим, какому условию должны удовлетворять радиус кру­
га R и число сторон .правильного многоугольника N, чтобы круг 
был квадрируем циркулем и линейкой в этом смысле. Площадь 
иравильного N-угольника

S n =  [(N —2) я —N a],
N—2 ,

где a =  — — In ( 0 < / < 1 ) ,

R

a S : D= 4 jts h 2 —  . oR 2

Так как  S n должна быть равна S 0r  , то

4jtsh2 - j-  =  [(N —2 )я —N a], (50)

ИЛИ* - '
2л  (chß— 1 ) =  (N—2) я — (N—2) 1л
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Если 1=  ------  , N — Гауссово число, n ^ m  — натуральные
п

числа, то
N  N — 2 n— m N

l< c h R  = ---------------------  <  -----;
2 2 n 2

N—2 in
c h R = H — — • — . (51)

2 n

При выполнении этих условий и при N — Гауссовом числе воз­
можно построение правильного N-угольника, равновеликого 
кругу.

Переходя к обобщенной задаче о квадратуре луночек нуле-
ш

вого класса, мы вместо уравнения х—у =  —  рассматриваем

уравнение
N —:2 m

X— у =  —  ------ • — , (52)
2 п

где N — Гауссово число сторон правильного многоугольника. 
На основании обобщенной задачи о квадратуре круга можем 
утверждать: квадратура луночки нулевого класса возможна 
циркулем и линейкой в смысле обобщенной задачи, если вы- 

N - 2  m
полняется X—у =  —— • —  и при условии квадратичной ради-2 n
кальности X и у.

Область решений при этом изменится, так как теперь урав­
нения прямых, ограничивающих эту область, буду*гя

N —0
X—у = 0 , у = 1 ,  X—у =  — —  (рис. 109).

В качестве примера рассмотрим луночку нулевого класса

e h R =  +  V  I+21 'ЗУ, ,c h r=  —  + 1  /  1+2У37-
8 8 у

Эти круги не квадрируемы и >в смысле обобщенной задачи. 
Подставляем в (52):



•103
H- 1+2V37-

45 V 1 +  2V37= N—2
8 2 i

29 N — 2 m

T ~ ~  2 ' V

Это равенство выполняется при N = 1 7 , n = 3 0 , m = 2 9 :  
N—0 m ,117—Q 29

2 n ~  2 - 30

Следовательно,

/ =
П—Ш

   У'ГОЛ
30

/я я
a =  —  (N—2) =  — .

N 34

Площадь 17-угольника

S i7 = [ ' (N —2 ) я—N a ] =  15n— 17-

т. e. луночка в этом смысле 
квадрируема27.

'  Квадратура луночек 1, 2 
и 3-го класса. Нами рас­
сматривался вопрос о квад­
ратуре луночек других клас­
сов и получены условия 
квадратуры этих луночек 
циркулем и линейкой. Р ас­
смотрим для примера луноч^ 
ки 1:го класса 2-го типа 
(см. рис. 107, б). Ее площадь

S2=2<psh2Y  — 2 0 sh 2 ~  +  [2л— Ф— (2я—<р) —2ß] =

Обозначим

Тогда
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= (pcbr—OchR—2 р = ф у —Фх—2ß .

ô2= —  (фу— Фх).

S 2= = 2 ( ô2— ß ).

(53)

(54)

(55)



Для существования квадрата, равновеликого луночке, необ­
ходимо, чтобы

О < 02— ß<JT, (56)
так как 0<ShbïS2jt. Из условия равенства площадей S2 =Skb- 
находим угол а:

a = Y ~ T (Ô 2H i)' (57)

Для квадрируемости луночки должно выполняться (56) и 
возможность построения луночки и угла (57). Луночка же, а 
следовательно R и г, могут быть построены циркулем и линей­
кой, если можно построить углы <р, Ф и 02 и если выполняется

(х2— l) s in 2 ~  =  (у2— 1) sin2 —-, (58)
2 2

где x = c h R , y = c h r . Учитывая (54), можно по Ф, ф, и бг опреде­
лить X и у. Известно, что с помощью циркуля и линейки могут

быть построены углы —  m, где n—гауссово число, а т « £ п —
n

натуральные числа.
Приходим к выводу: для того, чтобы числам Ф, ф и Ô2 соот­

ветствовала квадрируемая циркулем и линейкой луночка 2-го 
типа, необходимо и достаточно выполнение условий

Ф, Ф и 02 — углы Гаусса, т. е. вида 2л ~  , где m — натураль­
ное число, п > т  — Гауссово число,

0 < 0 2 —

(х2— 1) sin2 =  (у2— 1) sin2 , x ï * y > l ,

02=  (фУ Ф х).

При этом угол ß строится циркулем и линейкой в процессе- 
построения яуночки. Аналогичным путем получены необходимые 
и достаточные условия квадрируемости луночек 1-го типа, 
Ф, Ф, Ôi — углы Гаусса;
0 < ô i —ß < n ;

(х2— 1) sin2 —  =  (у2— 1) sin2 X и у > 1 ;
2 *
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0 1 =  IJ- (ф х — ФУ).
ir» .jj

В предельном случае: ф = Ф = 2 я  получим луночку нулевого 
класса, для которой £>1= я  ~~ и х—у =  -jj- . Необходимы­

ми и достаточными условиями квадратуры луночек 3-го типа по­
лучены в таком виде:
Ф, Ф и 0з — углы Гаусса; 
я  < б з + 0 < 2 я ;

б з =  -^ -(Ф х + ф у ).

В предельном случае, т. е, при ф =  2я и Ф = 0 , луночка вы­
рождается в круг радиуса г, и указанное условие принимает вид:

{ бз — угол Гаусса 
я < б з < 2 я .

Условие (58) выполняется тождественно 
б з = я -у .

n-i-m n + rn
Получаем 0 з = п   и c h r =  ~ — условие квадри­

руемости круга.
Луночки 2-го класса квадрируемы, если Ф

1 Ф
и система 6 =  —  (ф у±Ф х), (х2— 1) sin2 —  :

« ' 2

разрешима. Особый интерес представляют те луночки 2-го клас­
са, у которых меньшие окружности построены на сторонах пра­
вильных многоугольников, -вписанных в большую окружность, 
как на диаметрах (см. стр. 288). Здесь справедлива теорема: 
при любом гауссовом N существует бесконечное множество лу­
ночек, квадрируемых циркулем и линейкой. Причем каждому 
N > 4  соответствует по одной луночке 2-го типа с равновелики­
ми секторами. В теометрии Евклида, как известно, равенство 
секторов — необходимое условие квадратуры луночек. В гео­
метрии же Лобачевского это условие не является необходимым. 
Но если можно построить циркулем и линейкой луночки с рав­
новеликими секторами, то они квадрируемы. Условие равенства

ф—Ф 28 „
секторов сводится к заданию 02=  —-—

— угол Гаусса, 

=  (у2— 1) sin2
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О квадратуре круговых луночек 
в плоскости Римана

Круговые луночки в плоскости Римана, насколько нам из­
вестно, еще никем не рассматривались. Применяя известную об­
щую теорию построения на сфере [12, 74] и полученные нами 
результаты квадратуры луночек в плоскости Лобачевского, мы 
начали разработку теории квадратуры круговых луночек в пло­
скости Римана. Предварительно напомним некоторые сведения 
из сферической тригонометрии и рассмотрим вопрос о квадра­
туре круга в плоскости Римана, необходимые при квадрирова- 
нии круговых луночек в этой неевклидовой геометрии.

Плоскость Римана можно интерпретировать на верхней по­
лусфере евклидовой сферы, тогда прямыми называют полу­
окружности евклидовых больших кругов. В этой геометрии сто­
роны и углы прямоугольного треугольника ABC (рис. 110) свя­

заны формулами:
с а „ Ъ а  с а

cos — =  cos —  - cos — ; sin — = s in  —  -sina; tg —- =  .
R R R R R R

b e a
= s in  -— * tg a = tg  —- -cosß; cosa==cos —  *cosß;

R R R

eos—  =  ctga-etgß,
R

где R — радиус кривизны плоскости Ри­
мана; в интерпретации на сфере и полу­
сфере R числейно равен радиусу сферы: 

не'нарушая общности, можно положить 
R — 1. В этом случае -меры отрезков на 
плоскости Римана численно равны ме­
рам центральных углов. Длина прямой

1 =  Л, полупрямой /]== — ,

(59)

Рис. ПО.

Длина окружности на плоскости Римана CR =2nsinH ; пло­
щади фигур: треугольника SA =a+ ß+ *Y —я ;

S k b = 4 cc— я  ;
S n= N cc— (N—2) я  ;

-  R
S  oR =  4 3 ts in " —  •

квадрата
правильного N-угольника

круга радиуса R

Квадратура круга с радиусом R ^  —  

:ванию равенства S 0p — S«Bt t .  е.

сводится к исследо-
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R
4 tts in2—  = 4 a —2л. (60)1

JT 31
Квадрат существует, если —  < а « £ я , т. е. а = 1  —  , 

где 1 < / < 2 .  Тогда
R

4 я в т 2 —г- =  2 ni—2л  и2
и c o s R = 2 -- / , (61)
где 0 * £ co sR < l. Угол а  в плоскости Римана может быть по­
строен циркулем и линейкой в тех же случаях, что и в плоскос­
тях Евклида и Лобачевского. В нашем случае следовательно, 
должно быть

n-f-m
/ =  (62)

п
я

где n — гауссово число, а m < n  — целое число, и —

Из (61) и (62) получаем
n—m

c o s R =  . (63)
n

Это и есть условие квадрируемости «руга в плоскости Рим а­
на29. Переходя к квадратуре луночек в плоскости Римана, д а ­
дим прежде всего классификацию круговых луночек. Дуги двух

Я
окружностей Oi(R) и Ог(г), цде R > t и 0 i0 2 = d ^  —  , обра­

зуют луночки, если
R—r ^ d < R + r .  (64)

При выполнении
R + r + d < n  (65)

окружности имеют две общие точки и классификация луночек 
будет та же, что и в плоскости Евклида и Лобачевского. Если 
же

R + r + d > n ,  (66)

то окружности имеют четыре точки пересечения, и в этом слу­
чае появятся еще две фигуры, которые назовем «двояковогнуты­
ми луночками»; причем принадлежащую кругу большего радиу­
са отнесем к четвертому типу, принадлежащую же кругу мень­
шего радиуса — к пятому типу. Классы «двояковыпуклых лу­
ночек» — смешанные, остальные классы луночек определяются 
так же, как и в других геометриях (см. предыдущий раздел).
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Модификацией луночек можно считать две «луночки», на ко­
торые разбивается плоскость Рим а на двумя -пересекающимися 
прямыми (назовем их «линейными»), а также — круговые сег­
менты.

Нами рассмотрена квадратура всех указанных выше луночек 
на плоскости Римана. Здесь приводятся в качестве примеров 
только несколько случаев.

Наиболее простым случаем и в геометрии Римана является 
квадратура луночек нулевого класса (окружности касаются из­
нутри). Здесь справедлива следующая теорема: луночка нулево­
го класса, ограниченная дугами окружностей радиусов R и г, 
будет квадрируемой циркулем и линейкой в том и только в том 
случае, если cosR и cosr являются рациональными или квадра­
тично-радикальными корнями неопределенного уравнения

m
У—х =  —  , 

n

где n — гауссово число, m — целое число и не больше п. Д ока­
зательство. Обозначив площадь этой луночки через Эл, имеем

З л = 8 0к —S o r = 4 n  ( s in 2 Y "—s™2 ” ^  = 4 jtsm 2 - j-  , (67)

' ~ J / ^  sin2- j -  “ sin2 -£-> p  — радиус круга, равно­

великого луночке, который можно построить с помощью цир­
куля и линейки по заданным отрезкам R и г. Следовательно, 
диркулятура луночки нулевого класса в плоскости Римана, так 
же как в плоскости Лобачевского и Евклида, всегда возможна. 
Рассмотрим теперь квадратуру круга радиуса Р. Из (67) сле­
дует,

п— m
созР = ------ ,

n
а  из (67) ^

SÄ =4ft^sin2 ~  sin2 —  ̂ = 2 jx (c o sr—cosR) =

P /  n—m \  л m
= 4 jts in 2 —  — 2я(1—cosP) =  2я 1 1 — —— 1 = 2 л  —  , т. e.

cosr—co sR =  —  (68)
n

или, вводя обозначения cosR =  x и cosr =  y, получаем

Pгде sm  — 
2
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y-—X — —  . (69)
n

Это и есть необходимое условие квадрируемости круговой 
лунотои нулевого класса. Если еще потребовать, чтобы cosR и 
cosr принадлежали к величинам 2-го порядка и некоторого 
класса, т. е. выражались бы конечной цепочкой квадратных ра­
дикалов, то по теореме Д. Д. Мордухай-Болтовского их мож­
но построить циркулем и линейкой. И луночка в этом случае 
квадрируема циркулем и линейкой. Теорема доказана.

_ ш
Следовательно, при каждом фиксированном значении —

п

n—m
получается квадрируемый круг радиуса Р = Arccos ——

однопараметрическое семейство луночек нулевого класса. К аж ­
дой луночке этого семейства соответствует один и тот же квад-

л n + m
рат, угол которого а =  — ------ . В случае. г = 0  или

2 п

c o s r = l  уравнение (69) примет вид
m n— m

1—Х =  — или c o s R =  .
n n

т. e. луночка вырождается в круг. В случае m = n ,  у—x = U  
л

Если r = 0 ,  R =  —  > т0 луночка вырождается в круг радиуса
Л ' '

—  , т. е. во всю плоскость Рима,на. При ш =  0 или у—х =  0 лу­
ночка вырождается в окружность. Легко показать, что область 
значений х и у ( ( Х х < у < 1 ) ;  n ^ i n > 0 ,  связанных уравнением 

m
у—х =  ограничена прямыми у = х ,  х = о  и у = 1 .  Очевид­

но, что квадрируемых луночек нулевого клас-ça бесчисленное 
множество. С квадратурой этого класса луночек тесно связана 
и квадратура кругового кольца.

Квадрируемость луночек всех трех типов вытекает из теоре­
мы: для того, чтобы луночка i-ro типа ( i = l ,  2, 3) была квадри­
руемой циркулем и линейкой, необходимо и достаточно, чтобы
1) Ф, ф и Дг были углами Гаусса, т. е. углами, которые строятся 
циркулем и линейкой:, где

i i з
A j = — (фу—Фх), Д2=  — (Фх—фу) и Аз— — (Ф х+ ф у),
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Луночка 4-го типа (рис. 11.1) определяется шестью параметра­
ми. R, г, Ф, ф, Ф, ф  из которых только три независимы, так как. 
они связаны соотношениями

2)  (1 — X2) sin 2 - j - — ( 1— y 2)s in 2-^- .

Ф ф Ч' ’Р
sinR -sin—  = s i n r s i n —  и sin R sin — = s in r s in  — , (70)

2 2 2 2
. й : „*ыаш.жзв

кроме того, • 0 i02+ 0 a0 i =  n.
Площадь этой луночки

S4= 4nsin2-^-----2 (Ф + Л Г) sin2— 2 (ф +ф ) sin2 —— f-

+  [Ф +  Ч Ч -ф -И + 2 р + 2 у —4л] =
=  [ ( Ф + Т - 2 я )  х + ( Ф+ ^ )  y + 2 ( ß + V—Л)1 • (71)

Обозначим

Д4=  2 - [ ( Ф + Л г—2я) х+ (ф + г |)) у], 

тогда (71) принимает вид '

S4^ 2 ( A 4+ ß + Y —л )>
а = —  (A4+ß-f-Y), A4= A 3ab4-A3cd—ях

( А 3а в , Д 3 д л я  двояковыпуклой луночки с хордой AB). Если Ф, ф 
и Азав заданы, то можно найти х и у, а затем и ? ,  ( )и  Азав и Д4. 
Теорема может быть сформулирована так: луночка 4-го типа бу­
дет квадрируемой циркулем и линейкой, если 1) Ф, ф и Д4 — 
углы Гаусса, где

A4= A 3AB-f A3cd—я х =  2 -  (Ф х+фу) +  —  ( 'Г х + ф у )—ях,

2) (1—X2) sin2 —  =  ( I—у2) sin2 ,
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3) (1— x2)sin2 -^- =  (1— y2) sm2- j .

Условия квадрируемости луночки 5-го типа те же, только 
S 5 = 2 (A 5 + ß + 4 —  яу), Д5= Д зав+ Д зС1)—яу,

a = Y  (Д з + р + у )30.

Таков основной вклад советских математиков в современную 
теорию квадратуры луночек. Здесь -по необходимости дано крат­
кое изложение их результатов. Более подробно этот вопрос рас­
сматривается в нашей книге «Квадратура луночек» (история и 
современная теория), готовящейся к печати.

Таков долгий и сложный путь развития теории пяти знаме­
нитых задач с древнейших времен до наших дней. Как видно, 
уже многое сделано для создания научной истории этих задач, 
большой вклад внесен в современную теорию их. Однако многие 
вопросы истории и современной теории пяти знаменитых задач 
ожидают еще своего решёния31.

Примечания к главе IV

1 Предлагается:
а) дрове-рить справедливость формулировок этих задач;
б) -найти ошибки, допускаемые три этом.
2 Так находили диагональ квадрата и древние египтяне; задачи такого 

рода -называют «циркулятурой квадрата».
3 (Киевская Академия, основанная в 1631 году, явилась первым учебным 

заведением на Руси . Феофан Прокопович (учился в Киевской Академии 
и за, границей) —  один из единомышленников -Петра I. Выписки из рукопи­
си, хранящейся в центральной' научной библиотеке украинской Академии 
наук,, -мне лю безно предоставил С. Н. Киро.

4 Определить, чему в этом случае равно я .
5 Книги и статьи, о -которых здесь шла речц, включены в биоблиографию. 

Многие книги и статьи, тож е содерж ащ ие элементы истории и теории знаме­
нитых задач древности, не ;вошли в библиографию.

6 Наши студенты-дипломанты1 в качестве приложений к своим диплом­
ным работам -перевели на русский язык и частично комментировали статьи 
и брошюры [109, 11(115, .1119,1126, 127, ! 131, 1133, ;1’36, -137, 442, 143. 148], 
опубликование которых после доработки' и комментирования тоже 
могло бы облегчить работу над совершенствованием -истории пяти знамени.- 
тых задач  древности. В переводах указанных работ особенно большое уча­
стие принимали Л . (Мирошниченко, Л . Крючок, Л . Л атка, А. Дубовая,,
3 . Май, Е. М ихайлова, Т .Руденко!, Д . Бровко.

7 Ж елающим познакомиться с  их выводом формул Валлиса, Лейбница 
и других формул Эйлера рекомендуем обратиться к указанной статье ГЮб]-

8 Эта теорема аналогична теореме: на плоскости Евклида циркулем и 
линейкой возможно построить конечную цепочку квадратных радикалов
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(квадратическую иррациональность), или решить любую задачу своаяшуюгя
к уравнения-м 2-й степени.

9 Рассмотреть теоретические основы этого метода по [1001 Пповепитк 
эрот метод в случае LA O B  =  45°. у в е р и т ь

19 Рекомендуется:
а) познакомиться с этими способам» по указанной книге [97];
;б) выяснить, есть ли среди этих способов пригодные для полисекции уг- - 

ла;
в) получить уравнения кривых, являющихся номограммами трисекции

Дгла.
оказать справедливость этого утверждения и установить, можно ли 

этим способом' а) разделить угол САВ на равные -части при п > 3 ;  б) раз­
делить угол С А В = 9 0 Р на 6 равных частей.

12 Здесь и в дальнейшем использованы некоторые результаты и наших 
студентов-дипломантов: А. Ясакова, -В. Техликиди, Э. Хазизова, А. Дворни­
кова, 3 . Май, JI. Песчанской, Т. Руденко, Е. Михайловой,, О. Петровой, И. 
Кияновой, Д . Бровко.

13 Рекомендуется:
а) привести другие -примеры (при различных С и а ) ,  когда а  делится 

на три равные части, и показать, как можно осуществить это деле-
ч ние‘»

б) аналогичным образом использовать, вместо параболы эллипс

х 2+  (~ г * )2 = '1  ( с >  1).

14 Показать:
а) что квадрат,риса Чи.рягауза y =  a-sin х позволяет делить цент­

ра
ральный угол или дугу на равные части;

б) что кривые Ш уте можно применить и для деления угла на п равных 
частей.

'Какие еще плоские и пространственные кривые, кроме-указанны х в этой 
книге, можно использовать для трисекции и полисекции утла.

15 Здесь и в дальнейшем параметр пространства Лобачевского «к» мы 
полагаем обычно равным 1.

16 Предлагается:
а) реализовать построение аю и а?, используя [891;
!б) построить правильный треугольник и квадрат.
17 Установить, какая ошибка допускается при построении правильного 

30-угольника методами Биона, Федорова* и указанным здесь.
18 Предлагается аналогичным образом самостоятельно построить пра­

вильный 1в-!утольник, уравнение которого
х6+ х ? ~ ^ х 4---4х3+ 6 х 2+ 3 х —(1 = 0 ,  

и правильные 19-угольник и 37-угольник.
19 Установить, абсцисса какой точки пересечения параболы и гиперболы 

будет стороной правильного девятиугольника.
20 Рекомендуется:
а) довести самостоятельно до  окончания указанные решения задачи об 

удвоении куба;
б) какой общий вид долж ен иметь Р в х 3 =  Р а3, чтобы эта задача ре­
шалась циркулем и линейкой;

в) с помощью каких средств можно построить отрезок — корень урав­
нения! x n—pan =  ö и какое геометрическое толкование можно дать ' 
этой задаче.

21 при т = 9  и n —'1 в уравнении ((407) может быть выделен множитель 
многочлен второй степени, но корни его не дают благоприятного случая.
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22 Рекомендуется аналогичным образом рассмотреть (40') при т  =  3, 
п =  2; т = 4 (, п =  1,3; т = б ,  п = Л (, 2, 3, 4 и установить, в каких случаях лу­
ночки квадрируются циркулем и линейкой.

23 Свойства этих чисел требуют специального исследования. Мы укажем
здесь некоторые частные значения :

а) Т ® =*»1.( по определению чисел t J );  б) Т ^ = 2 * ~ ~ Г;в) Î  4 =

т * с ? ' ’)
24 .Рекомендуется доказать:
а) неточность утверждений; что «равенство секторов или равенство

небходимое и достаточное условие квадратуры кру-
sin 2a  s in 2£ 
говых замкнутых луночек циркулем и линейкой*»;

б) что среди двояковыпуклых луночек нет квадрируемых не только 
циркулем и линейкой, но и с помощью любых алгебраических кривых;

в) что площадь круга не исчерпывается «алгебраическими луночками»;
г) возможность апроксимировать круг квадрируемыми луночками с ка­

кой угодно степенью точности.
Выяснить:

а;) есть ли среди «трансцендентных луночек» такие, сектора которых
. равны;

б) есть ли ореди луночек, представляющих видимую часть луны, квадри­
руемые циркулем и линейкой или другими алгебраическими сред­

ствами;
в) какая существует связь меж ду уравнениями квадратуры алгебраиче­

ских луночек;
s

n (x m— I ) 2—m xm -n (xn— 1)2 =  0 И 2AeZe = 0 .
/—О

Получить:
а) необходимое и достаточное условие квадратуры алгебраических лу* 
ночек;

б) сравнительно простые способы приближенного (но достаточно точно­
го!) вычисления «площадей алгебраических» и «трансцендентных» 
луночек; " '

Сквадрировать луночки:
а) центральные углы дуг, которых 2<р=90°, 2<р = 3 0  и 2<р =  90 ,

2ф/ = 6 0 ° ;
б) ш :п==5:2, 6:1* 7:2.
25 Рассмотреть все остальные случаи по аналогии с указанными и вос­

становить .опущенные доказательства.
Выяснить, существуют ли:
а) квадрируемые открытые луночки как части неквадрйруемых круговых

луночек. * ' ‘
б)-квадрируемы е «луночки», ограниченные дугами трех, четырех,/.; пере- 

ceKaiounixCHi окружностей.
26 Установить: ' ‘ -
а) каким условиям Должны удовлетворять открытые круговые и некру- 

говые луночки, чтобы они были квадрируемы:
1) 'циркулем и линейкой; 2) с  помощью конических сечений;
б) могут ли быть выделены открытые луночки из трансцендентных кру-
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roiBbix и некруговых замкнутых луночек, квадрируемые с помощью алгебоа- 
ических средств;

в) существует ли связь меж ду луночками, образованными конически­
ми сечениями, с точки зрения их квадрируемости;

г) квадрируются ли открытые параболические и гиперболические луноч­
ки.

Сквадрировать открытые луночки:
а) как части гиппократовых луночек (ш:п — 2:1, 3 d , 3 :2 ), когда точка М  

на внешней окружности находится в середине дуги второго квадран­
та;

б) образованные гиппократовой луночкой (1-й случай, т. е. m : п ~ 2  : 1) и 
отрезком прямой О^М, проходящим через середину радиуса.

27 Рекомендуется рассмотреть:
а) будет ли луночка нулевого класса 'Квадрируемой, если

c h R = 3 , c h r =  - L ;  • ;

б) будет ли квадрируемым кольцо, образованное концентрическими ок-
74ружностями с радиусами R и г, если c h R = 5 , c h r =  -y ÿ - î

в) найти, еще некоторые числовые значения x = c h R  и y = c h r ,  при ко­
торых луночки нулевого класса квадрируемы.

28 Показать, будут ли квадрируемы луночки 2-го класса: а) при ф =  - Ï -3

и 0 2 =  - 2 -  или c h R =  -y - ,  c h r =  ; б) Ф =  К’

и г =  — ; г) ср— к ,  Ф =  — я; д) ф =  я , Ф =  е) Ф =  Ф — -г -»
2» 3 Q * 0 '

Попытаться:
а) найти самостоятельно (примеры квадрируемых луночек;
б) выяснить., не существуют ли более простые условия квадратуры луно­

чек в плоскости Лобачевского.
29 Рекомендуется на основании данной теории построить квадрат, рав-

3
новеликий кругу, радиус которого R, и oosR =--j— „

. 30 Рекомендуется показать,, что площадь луночки нулевого класса

cosR =  '10+-5^ И cosr— 3 ° + ^
50 * 40

равна площади квадрата Sk b . =  зт,
' I U

Доказать, можно ли сквадрировать луночки:

а) 2-го типа ф =  я , ;
3

3 5
б) 1-го типа Ф =  — ■ л а Ф = - —  я;2 - 3

в) 3-го типа Ф =  ф = - ^  .
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31 Для любознательной молодеж и назовем здесь еще несколько общих 
вопросов, решение которых .могло бы восполнить пробелы в научной истории 
и в современной теории задан, рассмотренных в этой книге:

11) пополнять факты, относящиеся к знаменитым задачам древ-ности из 
трудов ученых разных ст'ран и эпох, не рассмотренных в историко-матема­
тической литературе. П оиски. новых исторических фактов — одна из увлека­
тельных задач для любителей истории математики;

12) анализировать, систематизировать и обобщ ать факты и выявлять за ­
кономерности в развитии теории этих задач в связи с общим развитием ма­
тематики;

*3) .более детально изучить вклад народов разных стран в развитие те­
ории знаменитых задач и в популяризацию их;

|4) развивать дальше современную теорию этих задач, решая те вопро­
сы и конкретные задачи, которые поставлены в этой книге,, а так ж е и те, 
которые могут возникнуть у читателей при знакомстве с современной теори­

е й  рассмотренных задач.
Более опытные читатели могли бы:
1) разработать методику использования элементов истории и современ­

ной теории пяти знаменитых задач древности на уроках (в лекциях) по хма- 
тематике и -во внеучебное время в работе со школьниками и со студентами;

2) популяризировать ист'орию и современную теорию знаменитых задач  
древности, особенно среди молодежи (издание книг, статей, лекций и бесе­
ды) с целью повышения математической культуры и усиления интереса к ма­
тематике молодежи.
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