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Введение

В книге описываются математические методы, приме
няемые для решения задач, возникающих при работе с об
лигациями и с процентными финансовыми инструментами. 
Первая задача — это защита от процентных рисков, то есть 
защита от тех потерь, к которым может привести участ
ника рынка неблагоприятное для него изменение процент
ных ставок. Вторая задача — это извлечение прибыли пу
тем игры на изменении процентных ставок. Эти две зада
чи дополняют одна другую, как и всегда дополняют одна 
другую задачи обороны и нападения. Математические ме
тоды, используемые для решения данных задач, достаточно 
сложные. Для полного понимания этих методов необходи
мо знать теорию случайных процессов, теорию уравнений с 
частными производными, вычислительную математику. Но 
альтернативы такому пути нет. Конечно, полное понимание 
математических методов не требуется от всех работников 
рынка. Многие могут довольствоваться готовыми компью
терными программами или готовыми результатами расче
тов. Но разработчики алгоритмов теорию знать должны.

Ряд основополагающих результатов математической 
теории портфелей ценных бумаг был получен в 1950-е годы 
В США. Эти результаты сразу же были востребованы для 
работы на рынке акций. Время появления этих результатов 
Совпадает со временем распространения первых компьюте
ров, и это не случайное совпадение. Расчеты составов порт
фелей с оптимизацией тех или иных показателей в больший-
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стве случаев без компьютеров невозможны. Данная матема
тическая теория подтверждает, что включение в портфели 
кроме самих акций еще и опционов на эти акции, а так
же других деривативов, приносит большую пользу. Одно из 
преимуществ состоит в том, что включение в портфель оп
ционов позволяет одновременно увеличивать ожидаемую до
ходность портфеля, уменьшать риск и, следовательно, уве
личивать темп роста капитала. Но для выработки торговых 
стратегий, связанных с использованием опционов, в част
ности для оценки опционов, потребовались математические 
методы значительно более сложные, чем когда-либо приме
нявшиеся в экономике до этого. Необходимо оказалось ис
пользовать случайные процессы не только с дискретным, но 
и с непрерывным временем, а также разнообразные диффе
ренциальные уравнения.

Аналогичные задачи возникают не только на рынке ак
ций, но и на рынке облигаций. Однако при оценке деривати
вов, связанных с облигациями, (такие деривативы обычно 
называют процентными) возникает серьезная дополнитель
ная трудность. Если при оценке деривативов, связанных с 
акциями, процентную ставку можно округленно считать не 
зависящей ни от срока, ни от времени заимствования, то 
при оценке процентных деривативов этого делать нельзя. 
Нельзя считать процентные ставки не связанными с ценами 
облигаций, в частности, нельзя считать процентные став
ки постоянными. Поэтому анализ здесь необходим еще бо
лее тонкий. За последние одно — два десятилетия в изуче
нии процентных деривативов был достигнут очень большой 
успех, и эта теория стала одним из ведущих направлений 
финансовой математики.
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•к.' Настоящая книга содержит описание некоторых мето
дов расчетов, широко используемых при работе с процент
ними деривативами.
**> За рубежом издано большое количество книг, целиком 

МИ частично посвященных вычислительным методам для 
■роцентных деривативов, например [34, 44, 47, 57, 58, 59]. 
Ряд книг, содержащих значительный материал, относящий
ся к процентным деривативам, издан и на русском языке, 
Например [70, 71, 74]. Однако в существующих на русском 
языке книгах, по мнению автора, недостаточно освещены 
вычислительные вопросы.

На современных финансовых рынках существует очень 
большое число разнообразных финансовых инструментов, 
так или иначе связанных с ценами облигаций, и для их оцен
ки разработано множество различных формул и численных 
методов. При отборе материала для книги должен быть вы
бран какой-то принцип. Если проводить аналогию с вычис
лительной гидродинамикой, то можно сказать, что настоя
щая книга посвящена одномерным невязким задачам. Это 
не значит, что многомерные или вязкие задачи неважны. 
Наоборот, очень важны. Многомерность в финансовых за
дачах —  это использование для оценки моделей, в которых 
неопределенность передается больше чем одним фактором, 
рассмотрение финансовых инструментов, связанных больше 
чем с одной валютой и т.п. Вязкость — это учет трансак
ционных издержек, налогов, кредитных рисков и др. Но к 
изучению соответствующих методов расчетов нельзя пере
водить, не разобравшись с методами расчетов для одномер
ных невязких задач.

В списке литературы, кроме тех работ, в которых были 
предложены излагаемые в книге методы расчетов, приведе-
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ны некоторые работы, содержащие развитие данных мето
дов, а также другие работы на близкие темы.

Требования к читателям настоящей книги достаточно 
высокие. Общематематическая подготовка предполагается 
скорее в рамках физико-математического университетского 
курса, чем в рамках программы технического вуза. Кроме 
того, предполагается, что читатель знаком с общей теорией 
финансовых деривативов, например в объеме учебников [48] 
или [67].

Настоящая книга формально не является продолжением 
предыдущих обзорных работ автора [72, 73]. Но знакомство 
с этими работами облегчит чтение данной книги.

Основные линии изложения в книге следующие.
Рассмотрение традиционных процентных свопов (раз

дел 1). Для данных финансовых инструментов задачи оценки 
и хеджирования могут быть решены полностью и с исполь
зованием только аппарата элементарной математики.

Оценка и хеджирование европейских опционов на обли
гации (разделы 2, 3 и, частично, раздел 6). Работа здесь ос
нована на явных формулах для цен европейских опционов, 
сходных с формулой Блэка — Шоулса для цен европейских 
опционов на акции.

Изящный и неожиданный метод Блэка — Дермана — 
Тоя, пригодный для оценки и хеджирования многих финан
совых инструментов, в том числе американских процентных 
опционов (разделы 4, 5).

Метод Халла —  Уайта, представитель наиболее тради
ционного направления работы с процентными деривативами 
(разделы 6, 7). Данный метод создан на основе метода Ва- 
сичека и метода Хо —  Ли; начало этому направлению было 
положено еще в 1970-е годы.
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Метод Хита — Джерроу — Мортона, пригодный для ра
боты с очень широким классом финансовых инструментов 
(рюдел 8). Возможно, что это на сегодняшний день наиболее 
распространенный метод оценки для процентных деривати- 
НОВ.

Раздел 9 содержит результаты расчетов, проведенных с 
целью сравнения различных методов. Здесь же описан тра
диционный подход к хеджированию облигаций фьючерсны
ми контрактами, основанный на расчете дюраций.

Сделки типа пари, связанные с будущими экономичес
кими показателями, а так могут интерпретироваться, на
пример, фьючерсные и опционные сделки, необходимы для 
динамичного развития рыночной экономики. Это подтверж
дает опыт всех развитых капиталистических стран. Капи
тал, используемый на финансовых рынках, служит тем ре
зервом, из которого промышленные и другие предприятия 
через систему срочных контрактов черпают финансовые ре
сурсы при неблагоприятных изменениях экономических по
казателей. Финансовые рынки обеспечивают переток капи
тала из тех отраслей экономики, где он в данное время менее 
нужен, в те отрасли, где этот капитал в данное время нуж
нее. Без использования финансовых рынков не могут эф
фективно работать негосударственные пенсионные фонды. 
Но этот капитал должен находиться в постоянном движе
нии, стремление участников получить прибыль это движе
ние обеспечивает. Наиболее привлекательными для участни
ков оказываю тся те рынки, на которых они могут исполь
зовать разнообразные, иногда очень сложные, финансовые 
инструменты.

Книга написана на основе курса лекций, которые ав
тор читал студентам факультета магистратуры Государст
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венного университета —  Высшей школы экономики. Автор 
благодарит Г.Г.Канторовича, бывшего в период становления 
курса деканом факультета магистратуры, за помощь в орга
низации этого и других курсов, а также всех коллег, выска
завш их автору свои замечания в процессе работы над кни
гой.



1. Процентные свопы и другие финансовые 
инструменты. Задача оценки 

и хеджирования

Через Р(і, Т) обозначим цену в момент времени і бес- 
купонной облигации, по которой в момент времени Т  га
рантированно выплачивается 1 руб., і ^  Т. Очевидно, что 
Г (Т ,Т ) = 1; при і < Т  справедливы неравенства 0 < 
Г(1,Т) <  1. При фиксированном і величина Р (і, Т), как 
функция от Т, является монотонно убывающей. Набор вели
чин Р(і, Т) при всевозможных Т  ^  і называется дисконтной 
функцией в момент времени і.

Просто начисляемая ставка спот г3(і,Т )  определяется 
через формулу

Иногда величину г3(1,Т) называют также простой процент
ной ставкой.

При і ^  Тг < Т 2 просто начисляемая форвардная ставка 
І,{1 ,Т і,Т2) определяется через формулу

О других способах определения процентных ставок бу- 
|гт сказано в заключительной части данного раздела. Там
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же будут приведены некоторые другие необходимые ДЛЯ Об
следующего сведения. А пока введенных понятий достаточ
но, чтобы перейти к рассмотрению одного ил базовых ин
струментов финансового рынка — процентных сяопов.

Рассмотрим моменты времени 0 < I < 'Г. Пусть г.*= 
=  Т  — і. Два участника рынка А и Б н момент нремени О 
заключили между собой следующий договор.

1. В момент времени Т  участник А платит X  т руб. 
участнику Б, где X  — оговоренная в договоре фиксирован
ная ставка.

2. В тот же момент времени Т  участник Б платит Е т  
руб. участнику А, где Е  = г,(1 ,Т )  просто начисляемая 
ставка спот, та ставка, которая будет существовать на рын
ке в момент времени I при заимствовании на срок (Т  — і).

Такой договор называется соглашением о форвардной 
ставке. Момент времени і называется датой измерения 
плавающей ставки. Момент времени Т  называется датой 
выплаты.

Оценка соглашений о форвардных ставках, как и оценка 
других финансовых инструментов, производится из сооб
ражений отсутствия арбитражных возможностей. То есть 
ищется та цена финансового инструмента, при которой не
возможно построить арбитражный портфель с использова
нием данного финансового инструмента и каких-то других 
финансовых инструментов.

Арбитражный портфель — это такой портфель, стои
мость которого равна нулю в начальный момент времени, 
и существует такой более поздний момент времени, для ко
торого стоимость данного портфеля положительна с веро
ятностью р > 0 и равна нулю с вероятностью (1 -  р). При 
этом состав портфеля может неоднократно псресматриватї-
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ся в зависимости от изменения состояния рынка. Но покуп
ке новых финансовых инструментов должна производиться 
Твйько за счет продажи финансовых инструментов, входя
щих в портфель, либо на средства, полученные как выплаты 
ТО каким-то финансовым инструментам, входящим в порт
фель. Такими выплатами могут быть, например, дивиденды 
или купоны, если в портфель входят акции или купонные 
облигации, и по ним заняты длинные позиции. В свою оче
редь, все средства, полученные от продаж или как выплаты 
по входящим в портфель финансовым инструментам, идут 
либо на покупку новых финансовых инструментов, либо на 
выполнение обязательств по имеющимся финансовым ин
струментам. Такими обязательствами могут быть, напри
мер, выплаты дивидендов или купонов, если в портфель вхо
дят акции или купонные облигации, и по ним заняты корот
кие позиции1. Приведенные условия означают, что торговая 
стратегия является самофинансируемой.
1 Практическое значение оценки, производимой из сооб
ражений отсутствия арбитражных возможностей, очень ве
лико. Если рассчитанная таким образом цена финансового 
инструмента существенно отличается от его реальной цены, 
это может означать наличие арбитражной возможности на 
реальном рынке. Эту мысль можно выразить даже проще. 
“Покупай, когда дешево, продавай, когда дорого.” Для опре
деления того, дешев или дорог в данный момент времени 
денный финансовый инструмент, и используется в качест- 
$ё критерия цена, рассчитанная из соображений отсутствия 
Ц^битражных возможностей.

Ш'ЦЦ------------------------------
^11Вопрос о том, что такое длинные и короткие позиции, подробно
рассмотрен, например, в книге [73].»
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Оказывается, можно однозначно определить размер пла
тежа, который должен быть произведен в момент времени 
О между участниками рынка А и Б, чтобы ни один из них 
не мог использовать соглашение о форвардной ставке для 
составления арбитражного портфеля1*. Этот размер платежа 
называется текущей стоимостью финансового инструмен
та или ценой финансового инструмента, в данном случае, 
соглашения о форвардной ставке3.

Т ео р ем а . Чтобы ни один из участников рынка А и 
Б  не мог использовать соглашение о форвардной ставке для 
совершения арбитражной операции, при заключении этого 
соглашения в момент времени 0 участник А должен запла
тить участнику Б

______________т Р(0, Т )  (/,(0 , і ,Т )  — X )  руб.

2Делая это утверждение, мы подразумеваем выполнение условий 
идеального рынка, т.е. бесконечную делимость и абсолютную ликвид
ность всех активов, отсутствие налогов и трансакционных издержек, 
доступность всей информации о рынке для всех участников, выпол
нение всеми участниками рынка всех своих обязательств, неограни
ченные возможности заимствования по существующим процентным 
ставкам, одинаковым для всех участников. Условия идеального рынка 
считаются выполненными при рассмотрении всех последующих задач. 
Некоторые их этих условий, впрочем, могут быть ослаблены, рассчи
танные цены финансовых инструментов при этом изменятся, но в дан
ной книге такие “вязкие” задачи не рассматриваются.

3Отметим, что на практике при заключении соглашения о форвард
ной ставке никаких платежей не производится, и приводимая ниже те
орема используется для определения фиксированной ставки X  именно 
такой, чтобы размер платежа был нулевым, т.е. фиксированная ставка 
X  должна быть равна форвардной ставке. Поэтому данный финансовый 
инструмент и называется соглашением о форвардной ставке. Ненуле
вая цена у соглашения о форвардной ставке появляется в последующие 
моменты времени, когда это соглашение может быть куплено или про
дано на рынке.
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«„ Замечание. Если данная величина отрицательна, это 
ояЦічает, что участник А не производит, а принимает со- 
оііетствующий платеж.

|Г Доказательство. Через 2  обозначим неизвестный пла
те** участника А участнику Б в момент времени 0. Пред
положим сначала, что

2  < т Р ( 0 , Т ) ( / а( 0 , і , Т ) - Х ) .

Покажем, что в этом случае участник А, заключивший со
глашение о форвардной ставке, имеет возможность соста
вить арбитражный портфель. Говоря ниже об облигациях, 
мы будем иметь в виду безрисковые бескупонные облига
ции, по которым в момент погашения выплачивается 1 руб. 
1 Пусть в момент времени 0 участник А купил (1 -1-Хг) 

Облигаций с погашением в момент времени Т  и выпустил од- 
облигацию с погашением в момент времени і. В момент 

фемени і стоимость облигации с погашением в момент вре
мени Т  есть
4 1
I 1 +  Ят ’

ГЦе І? =  га(1,Т).
і Чтобы в момент времени і выполнить свои обязатель

ства по проданной облигации, участник А должен получить

Імму равную 1 руб. Для этого он в момент времени і  вы- 
скает (то есть продает) (1 +  Я г) облигаций с погашением 
^момент времени Т.

|  В табл. 1.1 показано то количество рублей, которое либо 
флучает, либо тратит участник А в каждый момент вре- 
■ёни. Знак “+ ” отвечает получению, знак ” — выплате 
А нег участником А.
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Таблица 1.1. Платежи по соглашению о форвардной ставке 
и по хеджирующему портфелю облигаций в рамичные моменты 
времени

Момент 
времени 0

Момент 
времени і

Момент 
времени Т

1. Выплата денег 
по соглашению
о форвардной ставке
2. Получение денег 
по соглашению
о форвардной ставке
3. Платеж участнику Б 
при заключении соглаше
ния о форвардной ставке

- 2

-Л 'т

Кт

4. Покупка (1 + X  т) 
облигаций с погашением 
в момент времени Т

-(1 + Хт)-  
■Р(0,Г)

1 + Х т

5. Продажа одной 
облигации с погашением 
в момент времени і

Р М -1

6. Продажа (1+Д т) 
облигаций с погашением 
в момент времени Т

1 - (1  + Кт)

Сумма 0 0

Стоимость данного портфеля равна 0 в моменты вре
мени і  и Г. В момент времени 0 участником А получена 
сумма

- X  т  Р (0 , Т) +  Р(0, і) -  Р{О, Т) -  Я =

=  г Р ( 0 ,Т ) ( / , ( 0 ,« ,Т )  -  .V) 7. • »
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Таким образом, участник А получает положительную 
сумму в момент времени 0 и закрывает позиции в момен
ты времени і и Т с  нулевыми суммарными платежами. Это 
прбитражная возможность. Поэтому предположение

2  < т Р ( 0 , Т )  (/ДО , І , Т ) - Х )

должно быть отброшено. Аналогично отбрасывается предпо
ложение

г > т Р ( о , г ) ( / , ( о , « , г ) - х ) .

И этом случае арбитражный портфель может составить 
участник Б. Поэтому, предполагая, что у каждого финансо
вого инструмента должна существовать текущая стоимость, 
мы получаем, что единственный допустимый размер плате- 
?ка

2 = тР(а,т)(М«,(,т)-х).
Теорема доказана.
Процентный своп — это набор соглашений о форвард

ных ставках. Рассмотрим моменты времени и
Ті , . . .  ,Т п, где 0 < и < Ті при любом і. Пусть Ті =  Ті — и. 
Два участника рынка А и Б в момент времени 0 заключили 
между собой следующий договор.

1. В каждый момент времени 2Д г =  1 , . . .  ,п , участник 
Л платит Щ Хо т, руб. участнику Б  ' Здесь — услов
ная основная сумма для і-го платежа, Хо — оговоренная в; 
договоре фиксированная ставка. у. »'1'

2. В каждый момент времени .. ,п , участник. 
Б платит Х і Я і П руб. участнику А ,Ігре(Д ^ г Д ^ ,Т Д .

Для любого момента времени ТДтаЦого, Что 0 ^  I ^  
шіп(<1, . . .  ,1п), текущая стоимость Эсекпл&‘тежей'участника< 
Л составляет /
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П
Х о ^ Ъ п Р & Т ] ) .

І— 1
В силу доказанной теоремы текущая стоимость всех плате
жей участника Б  составляет

П

5 3  ^  /«(*» *•>т*)7* р (г’г *)- 
і=і

Поэтому текущая стоимость свопа в момент времени і 
для участника А, осуществляющего фиксированные плате
жи, составляет

71 П

- ^ Ы Х о  п  Р (і, Т{) +  5 3  Мі /,(* , і і: Ті) п  Р (і, Ті).
І=1 І=1

Задача оценки процентного свопа решена.
Стратегия хеджирования процентного свопа портфелем 

из бескупонных облигаций ясна из доказательства приведен
ной теоремы. (Каждое из соглашений о форвардных ставках 
может быть хеджировано по отдельности.) В данном слу
чае, при соблюдении условий идеального рынка удается по
строить такой самофинансируемый портфель из облигаций, 
стоимость которого во все моменты времени совпадает по 
величине со стоимостью процентного свопа.

Для полноты изложения приведем еще одно определе
ние, хотя в дальнейшем оно и не будет нами использоваться. 
Равновесная ставка свопа Х і  д л я  момента времени і  опре
деляется, как такая ставка, при которой текущая стоимость 
в момент времени і  всех платежей участника А совпадает 
с текущей стоимостью в момент времени і всех платежей 
участника Б:
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П

^ Л І Т (Р (* ,Г ( )
І=1

При этом текущая стоимость свопа в момент времени і  для 
участника А может быть представлена в виде

п

( Х 1- Х 0) ' £ / М і ті Р ( і , Т і ).
«=і

К сожалению или нет, но далеко не для всех существу
ющих финансовых инструментов задача определения их те
кущей стоимости и стратегии хеджирования решается так 
Просто, как для процентного свопа. Часто для решения этих 
задач приходится применять значительно более сложный 
математический аппарат, чем описанный выше. Это не озна
чает, что сами размеры и сроки выплат для этих финансо
вых инструментов определяются по каким-то очень СЛОЖ

НЫМ формулам.
Мы рассмотрим несколько примеров таких финансовых 

Инструментов, но сначала изобразим схематически плате
жи между участниками рынка А и Б по соглашению о фор
вардной ставке (см. рис. 1.1). Через N  обозначена условная 
Основная сумма, через (Р К А )0 — размер платежа по согла
шению о форвардной ставке в момент времени 0 участни- 
М̂ М, являющимся плательщиком фиксированной ставки в 
^рмент времени Т.
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Моменты времени

0

{РКА)  о =

=  И { Т - і )  Р{0 , ту

• ( Л ( 0 , * , Г ) - Х )

И { Т  -  ьу 

• ( Х - г . ( і , Т ))

Р ис. 1.1. Платежи по соглашению о форвардной ставке в мо
менты времени 0 и Т

Моменты времени 

і

(А ггеагз Р К А )  0

Щ Т - 1 ) -

■ ( Х - г 3( і ,Т))

Р ис. 1.2. Платежи по отсроченному соглашению о форвардной 
ставке в моменты времени 0 и і
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Рассмотрим финансовый инструмент, называемый от
сроченным соглашением о форвардной ставке. Условия это
го соглашения полностью совпадают с условиями обычного 
соглашения о форвардной ставке с единственным исключе
нием. Платеж, который по соглашению о форвардной став
ке производится в момент времени Т, по отсроченному со
глашению о форвардной ставке производится в момент вре
мени і. Схематически платежи показаны на рис. 1.2. Через 
(Аггеагз РКА)о  обозначен размер платежа по отсроченному 
соглашению о форвардной ставке в момент времени 0.

Моменты времени 

0 Т

(Саріеї) о

ЛГ(Т -  І). 

•шах((г5(<, Т)-

- ■ в д

Рис. 1.3. Платежи по кэплету в моменты времени 0 и Т

Финансовый инструмент, называемый кэплет, отлича
ется от соглашения о форвардной ставке тем, что размер 
платежа в момент времени Т  составляет

Щ Т  -  і) т а х ((г 8(*, Т) -  X ), 0).
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При принятых нами обозначениях удобнее считать, что этот 
платеж  производит участник Б, являющийся плательщи
ком плавающей ставки. Схематически платежи показаны на 
рис. 1.3. Через (С аріеі)о обозначен размер платежа по кэ
плету в момент времени 0.

В качестве еще одного примера рассмотрим флорлет, по 
которому платеж в момент времени Т  составляет

Щ Т - і )  т а х ( (Х  -  г3(і, Т) ) ,  0).

Схематически платежи по данному финансовому инстру
менту показаны на рис. 1.4. Через (Р іоогіеі)о обозначен раз
мер платеж а по флорлету в момент времени 0.

Моменты времени 

0 Т

(Р іоогіеі) о

N { 7  -  і)- 

• ш ах ((Х — 

- г 3( і ,Т ) ) ,  0)

Р и с . 1.4. Платежи по флорлету в моменты времени 0 и Т

Нетрудно увидеть, что должно выполняться соотноше
ние

(Саріеі) о — (Р іоогіеі) о =  ( Р К А)  0. (1.1)



Пялима оценки и хеджирования 23

Таблица 1.2. Платежи по соглашению о форвардной став
ит и по хеджирующему портфелю, состоящему из выпущенного 
няплета и купленного флорлета, в моменты времени 0 и Т

Момент 
времени 0

Момент 
времени Т

при X  ^ Я при X  < Я

1. Выплата денег -Х т -Х т
по соглашению 
о форвардной ставке 
2. Получение денег Пт Ят
по соглашению 
о форвардной ставке
3. Платеж при заклю
чении соглашения о 
форвардной ставке
4. Продажа кэплета

-(Р И А )  о 

(Сар1еі)0 0 іТ

5. Покупка флорлета -{РІООГІЄЇ) о ( X -  П)т 0

Сумма 0 0

Нарушение соотношения (1.1) означает наличие ар
битражной возможности. Действительно, рассмотрим порт
фель участника, являющегося плательщиком фиксирован
ной ставки по соглашению о форвардной ставке, выпустив
шего кэплет и купившего флорлет. Пусть, как и раньше, 
і ) < 1 < Т ,  т = Т  — і, Я  = г3( і ,Т ), N  =  1. В табл. 1.2 
показано то количество рублей, которое либо получает, либо
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трати т участник в каждый момент времени. Знак “+ ” от
вечает получению, знак ” — выплате денег участником.

То есть при любом из возможных в момент времени Т  
состояний экономики, X  ^  Я  или X  < К, суммарные пла
тежи по данному портфелю в момент времени Т  равны 0. 
Поэтому должны быть равны 0 и суммарные платежи в мо
мент времени 0. Таким образом, доказано, что между цена
ми данных финансовых инструментов должно выполняться 
приведенное выше соотношение.

Отсроченный своп — это набор отсроченных соглаше
ний о форвардных ставках. Кэп — это набор кэплетов. Флор 
— это набор флорлетов. Цена отсроченного свопа равна сум
ме цен составляющих его финансовых инструментов, то есть 
отсроченных соглашений о форвардных ставках. Так же це
на кэпа равна сумме цен составляющих его кэплетов, цена 
флора равна сумме цен составляющих его флорлетов. Упомя
нем еще об одном процентном инструменте. Коллар — это 
купленный кэп и проданный флор с одними и теми же дата
ми измерения плавающей процентной ставки и датами вы
платы, но с разными фиксированными процентными став
ками.

Так же, как цена соглашения о форвардной ставке 
( Р К А ) о, из соображений отсутствия арбитражных воз
можностей могут быть рассчитаны цены (А ггеагз Р Е А )0, 
(С арІеі)0, (Р1оог1еі)0. Но это значительно более трудная и 
тонкая работа. Трудности возникают, во многом, по следу
ющей причине. Если зафиксировать какое-нибудь Т  > 0 и 
рассмотреть цены облигаций Р(і ,  Т  + і), отвечающие раз
личным моментам времени і, то эти цены не будут одина
ковыми (и, следовательно, не будут одинаковыми процент
ные ставки г8( і ,Т  + і)),  и размах колебаний цен Р ( і , Т  + і)
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при изменении і  существенно влияет на цены многих про
центных деривативов, в том числе отсроченных соглашений 
с» форвардных ставках, кэплетов и флорлетов (больше того, 
следует учитывать размахи колебаний при различных Т, но 
пн этом мы пока не останавливаемся). То, что цены соглаше
ний о форвардных ставках { Р К А )о не зависят от размахов 
.них колебаний, позволяет провести оценку данных согла
шений, используя только методы элементарной математики. 
Для оценки других процентных деривативов необходимо мо
делировать динамику цен бескупонных облигаций или тех 
или иных ставок, используя аппарат высшей математики.

Для моделирования динамики процентных ставок и цен 
облигаций используются случайные процессы, как с непре
рывным, так и с дискретным временем. Такой случайный 
процесс называют стохастической моделью для процентной 
сіавки или для цены. В достаточном для целей настоящей 
книги объеме теория случайных процессов изложена, напри
мер, в учебнике [69]4.

Из случайных процессов с непрерывным временем мы 
будем рассматривать только случайные процессы г)(і), яв
ляющиеся решениями стохастических дифференциальных 
уровнений

дт] =  т(т), і)йі +  з(г}, і)дхі, 

і де 2і — стандартное броуновское движение. Несколько раз

'Это не следует рассматривать как позицию автора, что другие, 
Полое продвинутые результаты теории случайных процессов в финан
совых расчетах не нужны. Если бы в данной книге рассматривались 
валютные инструменты, то, возможно, изложение не удалось бы ПО- 

1 1  роить без использования, например, теоремы Гирсанова о существо- 
шшии такой замены мер, после которой рассматриваемый случайный 
процесс становится мартингалом.
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будет использована формула Ито, являющаяся стохастичес
ким аналогом формулы дифференцирования сложной функ
ции.

Приведем многомерную формулу Ито, но ограничим
ся рассмотрением случая двух стохастических дифферен
циальных уравнений

(ІТ]і =  Т П і Л і  +  Зі СІ Хі ,

(іт]2 = т 2Лі +  з2сі2і

с одним и тем же стандартным броуновским движением г*. 
Тогда при выполнении определенных условий для коэффи
циентов уравнений и числовой функции Р(уі ,У2, і)  случай
ный процесс Р{гіигі2, і )  является решением стохастического 
дифференциального уравнения

<іР(т,Л2, і ) =

(см., например, [44, 69]).
При проведении расчетов требуется не только выбрать 

форму случайных процессов, используемых в качестве ма
тематических моделей для тех или иных экономических по
казателей, но и определить конкретные числовые значения 
для всех необходимых параметров данной стохастической 
модели. Для этого следует использовать соответствующие 
статистические данные. Методы, применяемые для решения
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ятМРМИвчи, далеко не прямолинейны. Эти методы обсуж- 
М Ю фя^например, в [58]. Нами в настоящей книге рассмат- 

>ТЄЯ только задачи, возникающие после того, как все 
Ы*Ые числовые значения для параметров случайных 

провесов определены.
фез&дя из выбранных стохастических моделей, строит

ся МвоД оценки деривативов, например тот или иной вари- 
■ИТ Івтода решеток. Если метод оценки предназначен для 
воотвючно широкого класса процентных деривативов, то 
ИИТфесный тест — попытаться оценить этим методом бес- 
иум рную  облигацию с номиналом 1 руб. Желательно, чтобы 
дЯВЯВбого момента времени Т  > О цена в момент времени О 
облигации с погашением в момент времени Т, рассчитанная 
МИНЫМ методом, совпадала с Р (0 ,Т ) . Это свойство в чем- 
ТІ •нелогично свойству консервативности, если сравнивать 
КМГОДЫ оценки деривативов с алгоритмами вычислительной 
фВВИКи. Первые методы оценки процентных деривативов, в 
ТШ Мисле и такие, признаваемые сегодня классическими, 
ЯМ метод Васичека [65] и метод Кокса — Ингерсолла — 

[23], данным свойством не обладают. Метод оценки

а івативов, обладающий данным свойством, был предло
ге работе Хо и Ли [38]. Затем возник еще ряд методов 
НИ деривативов, обладающих данным свойством: метод 

!• —  Уайта [39 — 42], метод Блэка — Дермана — Тоя 
Метод Хита — Джерроу — Мортона [35 — 37]5.

не приводим отдельное описание метода Хо — Ли. Алгоритми- 
•тот метод совпадает с методом Хита — Джерроу — Мортона 

то из частных случаев последнего (постоянная волатильность 
ной ставки), хотя исходные посылки у метода Хо — Ли и ме- 

Хита — Джерроу — Мортона разные. Те же исходные посылки, 
В методе Хо — Ли, приняты, например, в методе Халла — Уайта, 

Мим добавлены серьезные усовершенствования.
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Выше были определены просто начисляемая ставка спот 
г3( і,Т )  и просто начисляемая форвардная ставка / 3(1,Ти Т2). 
Оставшаяся часть этого раздела посвящена тому, чтобы 
ввести еще некоторые понятия и соотношения, используе
мые при работе с облигациями.

При любом А і  >  0 и і < Т  доходность бескупонной обли
гации у (і, Т ), называемая также ставкой спот, определяется 
через формулу

Величина у(1, Т ), конечно, зависит от А і, хотя мы и не ввели 
эту зависимость явно в обозначение.

Очевидно, что при А і — Т  — і

Непрерывно начисляемая ставка спот гс(і,Т )  определя
ется через формулу

Можно показать, что при любых фиксированных і и Т  ве
личина у( і ,Т) ,  определенная по формуле (1.2), стремится к 
гс( і ,Т ) при А і  -*  0.

При фиксированном і набор ставок у(1 ,Т ) при всех 
Т  > і (при некотором выбранном А і  ^  0) называется сроч
ной структурой процентной ставки в момент времени і.

При і ^  Т\ < Т2 непрерывно начисляемая форвардная 
ставка / с(і, Т1(Т2) определяется через формулу

(1 .2)

у(і, Т )  =  г . (і, Т ).

Р( і ,  Т )  = ехр( гс(і, Т ) (Т  -  і)). (1.3)

ехр((Т2 -  Т ,) М * ,Т и Ъ ) )  =
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Отсюда

1п(Р(<,7і))-1п(Р(*,Г,))
/<:(,*> ■‘ Ь-^2/ —-------------- 7Р---- ™------------- •

12 — і  1

Мгновенная форвардная ставка /(£, Т) определяется как

/ ( і , Т ) =  ї ш Ш Т , Т  + А і).

Отсюда

(1.4)

_  _  1п ( Р ( 1, Г  +  Д ф - 1п ( Р ( 1, Г ) )  _

4' ’ ' дм-о Ді
дІп(Р (г,Г ))

ОТ

Покажем, что

т

Р(і,  Т)  = ехр( £ /(£, з)дз).
і

Действительно,

^ / ( * ,  а)Л  =  -  I  = 1п(Р(і, і)) -  1п(Р(і,  Г)).

і '

Р (М ) =  1 и 1п(Р(і , і ))  =  0. Отсюда и получается требу- 
выражение для Р(і ,Т) .

Мгновенная краткосрочная ставка г(1) определяется
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Из формулы (1.3) следует, что

1п(Р(*,Г))
Гс(і, Т ) —

Т - І

Сравнивая это выражение с формулой (1.4), видим, что
г ( * )  =  / ( М ) -

При і ^  Т\ < Т2 определим такж е форвардную цену бес-
р п  р  \

купонной облигации Р ( і ,Т х,Т 2) =  ~Р7~ЧД  ■ При рассмотре-
Р{1, Т\)

нии опционов на облигации цены исполнения удобно сравни
вать с форвардной ценой облигации.

До сих пор мы неявно предполагали, что рассматривает
ся непрерывно работающая экономика, когда і может быть 
любым действительным числом, и цена бескупонной обли
гации Р(1,Т)  определена при любом действительном Т  ^  і.

Наряду с непрерывно работающей экономикой в качест
ве модели часто используется дискретно работающая эконо
мика, когда выбрано некоторое число г  >  0, и в дальнейшем 
рассматриваются только моменты времени кт, где к — це
лое число.

В дискретно работающей экономике краткосрочная 
ставка г ( і , і  + т) определяется как

г ( і , і  + т) =  г3( і , і  + т ) .

Определенные выше мгновенная краткосрочная ставка 
и мгновенная форвардная ставка относятся, конечно, только 
к непрерывно работающей экономике.

В дискретно работающей экономике счет денежного 
рынка определяется из соотношений

В(0) =  1, В(1 + т) = В ( і)  (1 +  т г(і, і +  т)).
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В ■•■рерывно работающей экономике счет финансового 
определяется как

г

В {і) =  ехр(^  г(з)(І8).

В дискретно работающей экономике величина В {ї)  — 
размер в момент времени і  вклада, равного 1 руб. в мо- 

времени 0, на который через каждый промежуток вре- 
МвЦМ т начислялись проценты в соответствии с существо- 
ааацмй в тот момент краткосрочной ставкой, и полученные 
проценты каждый раз вновь вкладывались на тех же услови
ях. В непрерывно работающей экономике В{і)  имеет тот же 
СМЫСЛ, но только проценты начисляются через бесконечно 
МІІ^іе промежутки времени. Активом, стоимость которого 
растет, как счет денежного рынка, может быть банковский

* ^Случайные процессы, служащие стохастическими моде- 
МШи для процентных ставок или для цен облигаций, мы бу- 
МШ обозначать теми же буквами, что и сами ставки или

заключение этого раздела объясним использование в 
іМЙЮй книге терминов “актив” , “финансовый инструмент” , 
% (риватив” . Не пытаясь установить точной границы меж- 

[■•тими понятиями, мы будем использовать термин “ак- 
^ В более широком значении, чем термин “финансовый 

румент” , а последний — в более широком значении, чем 
Ын “дериватив” . Примером актива, который не являет- 

>ивативом, может служить облигация, примером дери- 
1Ва —  опцион на облигацию.



2. Оценка права обменять один актив на 
другой. Применение для оценки 

европейских опционов на облигации, кэпов
и флоров

Пусть случайные процессы Р{1) и ф ( і ), служащие ма
тематическими моделями для цен двух различных акти
вов, являются решениями стохастических дифференциаль
ных уравнений

йР{ї) =  ц і (і) Р( і )  (її +  иі(і) Р( і )  д,ги
(2 .1 )

д,С}(ї) — р 2(і) <3(і) <11 +  ^ (О  Я{і) <1*1,

где 2і — стандартное броуновское движение, одно и то же 
для обоих уравнений.

Пусть ш(Р(і),  Сд(і), і) — стоимость в момент времени 
і опциона, дающего право в момент времени Т  обменять 
второй актив на первый. Нашей ближайшей целью являет
ся нахождение функции и){р,д, I), дающей стоимость такого 
опциона в момент времени і < Т  при Р(1) = р, С}(1) =  д. 
При этом изложение следует работам [53, 52, 41].

В момент истечения опциона Т  должно выполняться 
условие

ш(р, д, Т)  — т а х ( р -  д , 0). (2.2)

Также при любом а  > 0 должно выполняться условие

ш ( а р , ад , 1 )  = а  ш(р,д,1),
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т.к. право обменять а  единиц актива 2 на а  единиц актива 1 
должно стоить в а  раз больше, чем право обменять одну еди
ницу на одну. По теореме Эйлера об однородных функциях 
выполняется соотношение

дш дш
” - ф р ' ' а 7 5 =  0'

Это означает, что стоимость портфеля, состоящего из куп-
дш

ленного опциона, выпущенных -г— единиц актива 1 и вы-
др

дш
пущенных —  единиц актива 2, в любой момент времени 

ОЯ
равна 0. Соответственно, изменение стоимости такого порт
феля должно быть равно 0:

й ш - ~ й Р - ~ ^  = 0. (2.3)
ар од

Но при помощи многомерной формулы Ито получается,
что

дш дш дш
йш =  —  й Р  +  —  +  —  СІІ+

ар од ді
(2.4)

+ 2 [ д ? 1'1 + 2& дя Я  +  Э ? " 2 0  )  М -

Сравнивая уравнения (2.3) и (2.4), мы получаем, что 
функция ш(р, д, Ї) должна удовлетворять уравнению

дш 1 / д2ш 22 г, д2ш д2ш 2 Л  .
Ж  +  2 ( э ? ' , ' р  +  +  V " 2V  =  °- (2-5)
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Будем использовать обозначение
х

N( x )  = I  п(у)ёу,  где п(у)  =  --== е-у2/2.
—00

Т ео р ем а . Решением уравнения (2.5), удовлетворяю
щим начальному условию (2.2), является функция

ш ( р , д , і ) — рМ((Г) — дМ(с1 — а),  (2.6)

где

Л =  а 2 =  ^ (іуі(з ) -  и2(з))2(І8.
і

Доказательство этой теоремы является хотя и прямоли
нейным, но достаточно длинным.

Нетрудно заметить, что при д

Ііш ш ( р , д , і ) ^ р - д

и при р <  д
Ііш шір.д. і )  — О,
1 -> Т

т.е. рассматриваемая функция удовлетворяет начальному 
условию (2.2).

Проведем основные этапы проверки того, что функ
ция ш(р,д, і)  является решением уравнения (2.5). Напомним 
формулу дифференцирования интеграла по параметру. Если

І>(х)

Н * ) -  /  / {х ,У)4у,
ф(х)
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и все функции, участвующ ие в определении правой части, 
достаточно гладкие, то

І>(х)

Ґ { х )  =  / ( X, ф(х)) ф'(х) -  / ( X, 0(ж)) 0'(ж) +  £  у)ду.
ф(х)

Имеем
дд _  1 Ш  _  1
0р ’ 09 ’

дN((Г) _ п ( д )  0ЛГ(о? — сг) п(д — а)  
др ар  ’ др ор  ’

0ІУ(гі) _  п(д) дМ(д — а) п ( д — а)  
дд ад ’ 09 <79

Отсюда

^  =  ЛГ(<0 +  і  п(й) - ± п ( Л -  а),  
ар а  ар

ды  . г / , ч Р , 1 / , ч—— =  —N((1 — а ) --------під)  Н—  п ід  — а).
09 ад а

Имеем

0п(сП д . 0п(с? -  а) д — а  . .
= ----- п(й), —  1 =  п(д  -  а),

ор ар  др ар

дп(д) д . дп(д — а) д — а  . ,
=  ~  п(д),  — і - ------ і  = ----------п ( д - а ) .

дд ад дд ад
Отсюда
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д2ь) і ї - о  . . .  ії .
——  =  ——  п ( а ) ----- 2- Щ й -  а),
дрдд о 2д о 2р

д2ш (ії — о)р , ії , ,  ч7гт = ТТ~ + - п ( 4 -  о).дд2 о 2д2 сг2д
Получаем

02гу 9 9 п д2 и) д2ш 9 9
а ? " 1* ' + 2 д ^ и і , , т + ^ т  =

(щ  -  ^2)2
а 2

( —р ( і ї  — сг) п(с?) +  д і ї  п ( і ї  — о ) ) .

Положим

т

V  -  У * ( и ( з )  -  и2 ( з ) ) 2с18.

і

Тогда

^  -  - М О  -  Ы * ) ) 2,

до д У !/2 і  ТЛ_ 1/2 а і /  і  . , 2

дії _  {у\ -  ^ ) 2 / 1п(р/<?) _  1 \
0І 2о V а 2 2 у ’

д ( і ї - о )  _  (ец -  ^2)2 Л п (р /д )  1 \
0І 2<7 \  <72 2 /

0ЛГ(^) / л  ~  иъ)2 г л \—  =  » М  — -  о ),

(2,7)
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Отсюда

Ж  =  П^  п (а ~ а ) ■ (2-8)

Сравнение выражений (2.7) и (2.8) показывает, что 
функция га(р, д,£) действительно является решением урав
нения (2.5).

Теорема доказана.
Полученный результат можно использовать для оценки 

европейских опционов на облигации. Напомним, что Р(і, Т ) 
— это цена в момент времени і бескупонной облигации, по 
которой в момент времени Т  гарантированно выплачивает
ся 1 руб. Допустим, что нам надо оценить европейский опци
он (колл или пут) с ценой исполнения X  и с датой истечения 
Ті на бескупонную облигацию с погашением в Т2, Ті < Т2.

Пусть случайные процессы, служащие математически
ми моделями для цен бескупонных облигаций, являются ре
шениями стохастических дифференциальных уравнений

йР(і, Ті) =  рі(і) Р(і,  Ті) йі +  и(і, Т{) Р(і,  Т{) йги

где гі — стандартное броуновское движение, і =  1,2. Зави
симость и от времени — это принципиальное обстоятельст
во. Поскольку в момент погашения цена облигации известна 
точно, должно выполняться условие

и(1, і) =  0. ;

Рассмотрим, например, европейский опцион колл, т.е. 
право купить за X  в момент времени Ті облигацию с пога
шением в Т2. Это равносильно праву в момент времени Ті 
обменять X  облигаций с погашением в Ті на облигацию с
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погашением в Т2. Согласно доказанной теореме цена такого 
права в момент времени і равна

В случае, когда время до истечения опциона (7\ — і) ма
ло по сравнению со временем до погашения облигации (Т2 — 
—і) (например в пять или в большее число раз меньше, см. 
[34]), широкое распространение получил следующий прием. 
Функция и (і,Т 2) считается константой и, а функция и(і,Т і)  
— нулем. При этом

где т  =  Ті —і. Иногда в этой формуле вместо цены облигации 
Р(1,Т2) используется форвардная цена облигации

обозначаемая ниже через Р. Тогда формула для цены евро
пейского опциона колл на бескупонную облигацию принима
ет вид

с =  Р(1, Т2) N(<1) -  X  Р( і ,  Ті) N(<1 -  о),

где

Г(1,Ти Ъ )  =  е " Р (1 ,Т 2),

с = е - ’т(РИ(<11) - Х М Ш ) , (2.9)

где

(12 =  -  У'/т.
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Аналогично может быть получена формула для цены ев
ропейского опциона пут, т.е. для цены права продать в мо
мент времени Ті за X  облигацию с погашением в момент 
времени Т2 :

р =  е - ггрГЛГ(-гі2) -  Р Щ - Ъ ) ) .  (2.10)

Формулы (2.9) и (2.10) — это варианты знаменитых 
формул для цен европейских опционов, которые первона
чально были получены в работах [12, 53, 9].

Приведенные выше результаты используются также 
для оценки кэплетов и флорлетов. Данные деривативы бы
ли описаны в разделе 1.

Напомним условия кэплета. Рассматриваются моменты 
времени 0 < і < Т .  Пусть т = Т  — і. Два участника рынка в 
момент времени 0 заключили между собой следующий дого
вор. В момент времени Т  участник А платит т ш а х (Д —X, 0) 
руб. участнику Б, где Я  =  г3( і ,Т)  — простая процентная 
ставка, которая будет существовать на рынке в момент вре
мени і для заимствований на срок т, а X  — оговоренная в 
договоре фиксированная ставка.

При заключении этого договора в момент времени 0 
участник Б  должен заплатить участнику А некоторую сум
му, которая называется ценой кэплета.

Мы покажем, что цена кэплета ровно в (І+тА") раз боль
ше цены европейского опциона пут на бескупонную облига
цию с номиналом 1 руб. и с погашением в момент времени Т.  
Дата истечения опциона пут і, цена исполнения (1 -ЬтА ')-1 .

Стоимость кэплета в момент времени Т  равна

т тах(Д  — X ,  0).
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Текущая стоимость кэплета в момент времени і равна

— это стоимость опциона пут в момент времени і. Но раз в 
момент времени і цена кэплета совпадает с ценой (1 +  тХ) 
опционов пут, то и в момент времени 0 эти цены должны 
совпадать. А задача оценки европейских опционов колл и 
пут на бескупонные облигации нами разобрана выше.

Напомним также условия флорлета. Два участника рын
ка в момент времени 0 заключили между собой следующий 
договор.

В момент времени Т  участник А платит т т а х ( Х —Я,  0) 
руб. участнику Б, где Я  = г8(1 ,Т ), а X  — оговоренная в 
договоре фиксированная ставка. При заключении этого до
говора в момент времени 0 участник Б  должен заплатить 
участнику А некоторую сумму, которая называется ценой 
флорлета.

-— 7— ~ ш ах(Д — X , 0). 
1 + тЯ 4 '

Имеем

т
------- — гпах(Д — X,  0) =  т а х
1 4- тЯ

тК — тХ 
1 +  тЯ

,0

т а х
1 4- тХ 1 +  тЯ

1
,0

Осталось заметить, что

т.е.
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Текущая стоимость флорлета в момент времени і равна 

^  т а х ( Х - Я ,  0) =  ( 1 + г Х )  т а х  о )  .

Поэтому цена флорлета совпадает с ценой (1 +  тХ)  ев
ропейских опционов колл на бескупонную облигацию с но
миналом 1 руб. и с погашением в момент времени Т.  Дата 
истечения опциона колл і, цена исполнения (1 +  тХ)~1.



3. Примеры хеджирования европейских
опционов

Пусть финансовая компания продала за 20 тыс. руб. ев
ропейский опцион, дающий право его владельцу купить у 
этой финансовой компании через 3 месяца 1 млн. бескупон- 
ных облигаций с номиналом 1 руб. и с погашением через 5 
лет по 0,5 руб. за облигацию. В дальнейшем, отметим, не ис
пользуется, что погашение облигаций производится именно 
через 5 лет, важно только, что оно производится через до
статочно большой промежуток времени; срок 5 лет назван 
только для конкретности. Бескупонные облигации с номина
лом 1 руб. и с погашением через 5 лет в этом разделе будем 
называть просто облигациями, другие облигации в данном 
разделе не рассматриваются.

Поскольку обычно используется годовая процентная 
ставка, за единицу измерения времени удобно принять год, 
что в дальнейшем и сделано; при этом время до истечения 
опциона т — О, 25. Предположим, что цена облигации Р  в мо
мент времени 0 (когда был продан опцион) равна 0,4901 руб., 
волатильность цены облигации и =  0,15. Цена исполнения 
X ,  как уже было сказано, равна 0,5 руб. Предположим также, 
что непрерывно начисляемая процентная ставка г одинакова 
для всех сроков заимствования до 3-х месяцев включитель
но и равна 0,08; больше того, предположим, что ставка г для 
таких сроков заимствования остается неизменной в тече
ние этих 3-х месяцев. В разделе 2 было показано, что при 
таких допущениях, когда время до истечения опциона мало
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по сравнению с временем до погашения облигаций, и крат
косрочные ставки могут считаться постоянными, цена евро
пейского опциона колл может быть рассчитана по формуле 
(2.9). Подчеркнем, что в соответствии с принятыми допу
щениями, постоянными считаю тся краткосрочные ставки, 
а долгосрочные ставки меняются случайным образом. По
этом у и цена облигации со сроком погашения через 5 лет 
меняется в эти 3 месяца случайным образом.

Рассчитанная по формуле (2.9) цена такого опциона на 
1 млн. облигаций примерно равна 14,7 тыс. руб. Т аким  обра
зом, финансовая компания продала опцион приблизительно 
на 5 тыс. руб. дороже, чем он, по ее оценкам, стоит.

Мы рассмотрим вопрос, какую  стратегию  хеджирова
ния мож ет выбрать финансовая компания, чтобы оградить 
свою прибыль от риска, связанного с колебаниями цены об
лигации.

Однако сначала рассмотрим две стратегии, при которых 
этот риск присутствует.

Первая стратегия состоит в том, чтобы не делать ниче
го. То есть весь портфель финансовой компании по данному 
проекту состоит из одного короткого (проданного) опциона 
колл. В этом случае говорят, что финансовая компания име
ет непокрытую позицию. Если по прошествии 3-х месяцев с 
момента продажи опциона цена облигации будет меньше 0,5 
руб., то опцион останется неисполненным, и 20 тыс. руб., 
полученные при продаже опциона, составят прибыль финан
совой компании. В этом случае непокрытая позиция оказы
вается самой хорошей. Но предположим, что цена облигации 
через 3 месяца составит, например, 0,62 руб. В этом случае 
финансовая компания выплатит владельцу опциона 120 тыс. 
руб. Убытки финансовой компании — около 100 тыс. руб.
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Вторая стратегия состоит в том, чтобы одновременно 
с продажей опциона колл купить 1 млн. облигаций. В этом 
случае говорят, что финансовая компания имеет покрытую 
позицию. Одновременно с продажей опциона колл финансо
вая компания потратила примерно 490 тыс. руб. на покупку 
облигаций. Если по прошествии 3-х месяцев цена облига
ции будет выше 0,5 руб., то такая стратегия себя оправдает. 
Компания продаст облигации владельцу опциона по 0,5 руб. 
и будет иметь в итоге прибыль около 30 тыс. руб. Но если 
по прошествии 3-х месяцев цена облигации будет, например, 
0,4 руб., то убытки финансовой компании составят около 70 
тыс. руб.

Широкое распространение получила стратегия, назы
ваемая дельта хеджированием. Чтобы пояснить суть этой 
стратегии, обратимся к рассмотренному в разделе 2 опцио
ну, дающему право в некоторый момент времени обменять 
один актив на другой. При рассмотрении этого опциона было 
показано, что

дію дно
V) -  - д - р -  - ^ - д  =  0. 

ар од
Здесь из — цена опциона, р  — цена актива 1, д — цена актива
2. То есть портфель, состоящий из одного купленного опци-

дю  _
она, из выпущенных —— единиц актива 1 и из выпущенных

др
дію
~^г- единиц актива 2, имеет нулевую стоимость. 
дд

В том примере, который мы сейчас рассматриваем, ак
тив 1 — это банковский счет с постоянной процентной став
кой, начисляемой непрерывно. Другими словами, актив 1 — 
это заемные средства, используемые для покупки облигаций 
или, наоборот, средства, полученные от выпуска облигаций
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и положенные на банковский счет. Активом 2 является обли
гация. Опасность неблагоприятного изменения цены опцио
на связана только с изменением цены этой облигации. Вели

чина -7— называется дельтой опциона и показывает, какое 
дч

число облигаций должно входить в портфель, содержащий 
один опцион, чтобы эту опасность исключить.

Напомним, что согласно формуле (2.9) цена европейско
го опциона колл

с = Р  N((1^ -  е~ГТХ  N(<12),

где

, 1п ( Р / е~гтХ )  1 г  ,
«1 = --------- 7=-------- 1- 7  г 'у т ; с?2 =  й \ -  і'у/т.Уу/т 2

Цена европейского опциона пут

р = е~гт X  N ( - ( 12) - Р Щ - Ь ) .

Выведем формулу для дельты европейского опциона
до

колл, т.е. для величины — . Используя формулы

дд,\ _  1 дМ(й\ )  п((іі)
д Р  ил/тР' д Р  и^/т Р ’

где п(х)  — —=  е~х2/,2> для европейского опциона колл полу
ч а я -

чаем

де 1

а р  ~  М { Л , )  +
е~гт X  

п  Б—  п № )
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Используя обозначение а  =  и^/т, выражение в квадрат
ных скобках приводим к виду

п (йх) — е 1п(Р/,е ГГЛГ) п(й\ — а).

Пусть А — 1п( Р / е ~ гт X ) .  Тогда выражение в квадратных 

скобках с точностью  до коэффициента —==. равно
V 27Г

е т р ( - Ш  +  0 ) ~

- е хр ( - Л ) е х р  ( - 1  ( ( 4 +  £ ) _ „ )  )  =

= ехр ( - І  ( I + ! ) )  - ехр ( ~ 5  ( I + ! ) ) = 0 '

Поэтому дельта европейского опциона колл

А = ^ = Щ Л 1).

Аналогично м ож ет быть получено, что дельта европей
ского опциона пут

А  =  %  = М(Лг) -  1.

Напомним, что  мы рассматриваем пример, когда фи
нансовая компания в момент времени 0 продала за 20 тыс. 
руб. европейский опцион колл на право покупки 1 млн. об
лигаций в момент времени 0,25 по 0,5 руб. за облигацию. По
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расчетам финансовой компании эта операция должна прине
сти ей около 5 тыс. руб. прибыли, так как “справедливая” 
цена опциона —  это 14,7 тыс. руб.

Чтобы получить эту прибыль при любом возможном из
менении цены облигации финансовая компания решила ис
пользовать стратегию  дельта хеджирования. Кроме опцио
на, финансовая компания создает портфель из двух активов, 
р з  облигаций и из банковского счета с постоянной процент
ной ставкой, начисляемой непрерывно. В нулевой момент 
времени стоимость этого портфеля равна 0. Компания стре
м ится к тому, чтобы в каждый момент времени в этом порт
феле было Д  • 1000000 облигаций. Величина Д  зависит от 
'текущей цены облигации. Мы считаем, что компания кор
ректирует портфель через интервалы времени А і  =  0,01.

В табл. 3.1 и 3.2 приведены параметры портфеля для 
двух различных сценариев изменения цены облигации в пе
риод времени 0 ^  і ^  0,25. Каждая строка табл. 3.1 и 3.2 
отвечает одному моменту времени і. В столбцах табл. 3.1 — 
3.6 приведены следующие величины.

(1) Цена облигации Р (і,Т ь)  в каждый момент времени 
і  =  к А і ,  к = 0 , 1 , . . .  ,25; Ть =  5.

(2) Дельта опциона Д  в каждый момент времени і.
(3) Общее число облигаций в портфеле Д  • 1000000 в мо

мент времени і.
(4) Число облигаций ЛГ, купленных в момент времени і.
(5) Стоимость купленных облигаций N  Р( і ,  Ть).
(6) Проценты і на взятый ранее заем, начисленные за 

рериод времени (і — А і , і).
(7) Размер займа в момент времени і  : размер займа в 

момент времени і  — А і, увеличенный на N  Р ( і ,Т ь) +  г.
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Табл. 3.1 отвечает случаю, когда к мом енту истечения 
опцион колл оказался в деньгах.

Т а б л и ц а  3 .1 . Дельт а хеджирование европейского опциона 
колл на бескупонную облигацию; в м ом ент  истечения опциона 
цена облигации больше цены исполнения

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
0,4901 0,5150 514956 514956 252379,6 0,0 252379,6
0,4906 0,5163 516309 1353 663,8 202,0 253245,4
0,4946 0,5558 555782 39473 19522,6 202,7 272970,7
0,4827 0,4149 414941 -140841 -67985,4 218,5 205203,8
0,4856 0,4420 441983 27042 13132,0 164,2 218500,0
0,4885 0,4704 470447 28464 13905,3 174,9 232580,1
0,4884 0,4624 462442 -8005 -3909,5 186,1 228856,7
0,4909 0,4874 487449 25007 12275,2 183,2 241315,1
0,4983 0,5776 577575 90126 44909,6 193,1 286417,8
0,5070 0,6825 682508 104933 53200,0 229,2 339847,1
0,5265 0,8695 869530 187022 98464,9 272,0 438584,0
0,5277 0,8825 882462 12932 6823,9 351,0 445758,8
0,5252 0,8705 870469 -11993 -6298,8 356,7 439816,8
0,5065 0,6767 676733 -193736 -98123,6 352,0 342045,2
0,5108 0,7361 736119 59386 30334,5 273,7 372653,5
0,5112 0,7446 744596 8477 4333,1 298,2 377284,8
0,5030 0,6231 623079 -121517 -61117,9 301,9 316468,8
0,5129 0,7799 779857 156778 80408,9 253,3 397131,0
0,5195 0,8696 869579 89722 46609,5 317,8 444058,3
0,5222 0,9081 908148 38569 20139,3 355,4 464553,0
0,5175 0,8767 876732 -31416 -16256,2 371,8 448668,6
0,5120 0,8185 818523 -58209 -29800,8 359,1 419226,8
0,5170 0,9178 917775 99252 51310,6 335,5 470873,0
0,5196 0,9710 970954 53179 27629,7 376,8 498879,5
0,5133 0,9653 965295 -5659 -2905,0 399,3 496373,8
0,5175 1,0000 1000000 34705 17958,9 397,3 514729,9
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Табл. 3.2 отвечает случаю, когда к моменту истечения 
опцион колл оказался вне денег.

Таблица 3 .2 . Дельта хеджирование европейского опциона 
колл на бескупонную облигацию; в момент ист ечения опциона 
цена облигации меньше цены исполнения

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
0,4901 0,5150 514956 514956 252379,6 0,0 252379,6
0,4964 0,5794 579409 64453 31996,1 202,0 284577,7
0,4869 0,4689 468897 -110512 -53805,5 227,8 231000,0
0,4891 0,4883 488334 19437 9505,8 184,9 240690,6
0,4883 0,4744 474371 -13963 -6818,8 192,6 234064,4
0,4784 0,3492 349246 -125125 -59855,4 187,3 174396,4
0,4591 0,1489 148943 -200303 -91953,6 139,6 82582,4
0,4635 0,1756 175641 26698 12375,2 66,1 95023,7
0,4641 0,1700 169986 -5655 -2624,4 76,0 92475,3
0,4632 0,1513 151325 -18661 -8643,8 74,0 83905,5
0,4611 0,1234 123359 -27966 -12895,3 67,2 71077,4
0,4576 0,0881 88132 -35227 -16118,9 56,9 55015,4
0,4561 0,0696 69626 -18506 -8441,2 44,0 46618,3
0,4530 0,0456 45598 -24028 -10884,6 37,3 35771,0
0,4628 0,0880 87986 42388 19616,2 28,6 55415,8
0,4484 0,0177 17718 -70268 -31509,0 44,4 23951,1
0,4475 0,0113 11294 -6424 -2875,0 19,2 21095,2
0,4493 0,0095 9459 -1835 -824,5 16,9 20287,6
0,4355 0,0004 447 -9012 -3924,4 16,2 16379,5
0,4452 0,0013 1297 850 378,4 13,1 16771,0
0,4489 0,0010 1035 -262 -117,6 13,4 16666,8
0,4545 0,0011 1098 63 28,6 13,3 16708,8
0,4508 0,0001 51 -1047 -472,0 13,4 16250,1
0,4465 0,0000 0 -51 -22,8 13,0 16240,4
0,4462 0,0000 0 0 0,0 13,0 16253,4
0,4338 0,0000 0 0 0,0 13,0 16266,4
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В обоих случаях цена облигации в разные моменты вре
мени определялась при помощи датчика случайных чисел по 
формуле

1пР(і +  Л і, Ть) =  1пР (і, Ть) + (г — г/2/ 2) Л і -I- и є у/Л І ,  (3.1)

где є — значение нормальной случайной величины с мате
матическим ожиданием 0 и с дисперсией 1. Для разных мо
ментов времени і =  0; 0 ,0 1 ;... ; 0,24 используются значения 
независимых случайных величин е.

При сценарии, представленном в табл. 3.1, в момент вре
мени 0,25 компания имеет 1 млн. облигаций и долг око
ло 514,7 тыс. руб. Согласно условиям опциона она продает 
облигации за 500 тыс. руб. Затраты компании на создание 
и поддержание данного портфеля составили около 14,7 тыс. 
руб., что практически совпадает с расчетной ценой опциона. 
Поскольку діри продаже опциона компания получила 20 тыс. 
руб., ее прибыль от всего проекта действительно составляет 
около 5 тыс. руб.

При сценарии, представленном в табл. 3.2, затраты ком
пании составили около 16,3 тыс. руб. С учетом полученных в 
момент времени 0 за опцион 20 тыс. руб. прибыль компании 
составила около 4 тыс. руб.

Несколько изменим рассматриваемый пример. Пусть 
опцион, который в момент времени 0 продала финансовая 
компания, — это не европейский опцион колл, а европейс
кий опцион пут. Все остальные величины не меняются: про
дан опцион за 20 тыс. руб., время до истечения опциона т =  
=  0,25, цена исполнения X  — 0,5 руб. Рассчитанная по фор
муле (2.10) цена европейского опциона пут на 1 млн. обли
гаций примерно равна 14,7 тыс. руб. (в данном случае эта 
цена совпадает с ценой европейского опциона колл).
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Табл. 3.3 отвечает случаю, когда к моменту истечения 
опцион пут оказался вне денег.

Таблица 3.3. Дельта хеджирование европейского опциона 
пут на бескупонную облигацию; в момент истечения опциона це
на облигации больше цены исполнения

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
0,4901 -0,4850 -485043 -485043 -237719,3 0,0 -237719,3
0,4906 -0,4837 -483690 1353 663,8 -190,3 -237245,7
0,4946 -0,4442 -444217 39473 19522,6 -189,9 -217912,9
0,4827 -0,5851 -585058 -140841 -67985,4 -174,4 -286072,7
0,4856 -0,5580 -558016 27042 13132,0 -228,9 -273169,7
0,4885 -0,5296 -529552 28464 13905,3 -218,6 -259483,1
0,4884 -0,5376 -537557 -8005 -3909,5 -207,7 -263600,3
0,4909 -0,5126 -512550 25007 12275,2 -211,0 -251536,0
0,4983 -0,4224 -422424 90126 44909,6 -201,3 -206827,7
0,5070 -0,3175 -317491 104933 53200,0 -165,5 -153793,2
0,5265 -0,1305 -130469 187022 98464,9 -123,1 -55451,4
0,5277 -0,1175 -117537 12932 6823,9 -44,4 -48671,9
0,5252 -0,1295 -129530 -11993 -6298,8 -39,0 -55009,6
0,5065 -0,3233 -323266 -193736 -98123,6 -44,0 -153177,3
0,5108 -0,2639 -263880 59386 30334,5 -122,6 -122965,3
0,5112 -0,2554 -255403 8477 4333,1 -98,4 -118730,7
0,5030 -0,3769 -376920 -121517 -61117,9 -95,0 -179943,6
0,5129 -0,2201 -220142 156778 80408,9 -144,0 -99678,8
0,5195 -0,1304 -130420 89722 46609,5 -79,8 -53149,0
0,5222 -0,0919 -91851 38569 20139,3 -42,5 -33052,3
0,5175 -0,1233 -123267 -31416 -16256,2 -26,5 -49334,9
0,5120 -0,1815 -181476 -58209 -29800,8 -39,5 -79175,2
0,5170 -0,0822 -82224 99252 51310,6 -63,4 -27928,0
0,5196 -0,0290 -29045 53179 27629,7 -22,4 -320,6
0,5133 -0,0347 -34704 -5659 -2905,0 -0,3 -3225,9
0,5175 0,0000 0 34704 17958,3 -2,6 14729,9
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Табл. 3.4 отвечает случаю, когда к моменту истечения 
опцион пут оказался в деньгах.

Т аблица 3 .4 . Дельта хеджирование европейского опциона 
пут на бескупонную облигацию; в момент истечения опциона це
на облигации меньше цены исполнения

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
0,4901 -0,4850 -485043 -485043 -237719,3 0,0 -237719,3
0,4964 -0,4206 -420590 64453 31996,1 -190,3 -205913,4
0,4869 -0,5311 -531102 -110512 -53805,5 -164,8 -259883,7
0,4891 -0,5117 -511665 19437 9505,8 -208,0 -250585,9
0,4883 -0,5256 -525628 -13963 -6818,8 -200,5 -257605,2
0,4784 -0,6508 -650753 -125125 -59855,4 -206,2 -317666,8
0,4591 -0,8511 -851056 -200303 -91953,6 -254,2 -409874,6
0,4635 -0,8244 -824358 26698 12375,2 -328,0 -397827,4
0,4641 -0,8300 -830013 -5655 -2624,4 -318,4 -400770,2
0,4632 -0,8487 -848674 -18661 -8643,8 -320,7 -409734,8
0,4611 -0,8766 -876640 -27966 -12895,3 -327,9 -422958,0
0,4576 -0,9119 -911867 -35227 -16118,9 -338,5 -439415,3
0,4561 -0,9304 -930373 -18506 -8441,2 -351,7 -448208,2
0,4530 -0,9544 -954401 -24028 -10884,6 -358,7 -459451,5
0,4628 -0,9120 -912013 42388 19616,2 -367,7 -440203,0
0,4484 -0,9823 -982281 -70268 -31509,0 -352,3 -472064,4
0,4475 -0,9887 -988705 -6424 -2875,0 -377,8 -475317,2
0,4493 -0,9905 -990540 -1835 -824,5 -380,4 -476522,1
0,4355 -0,9996 -999552 -9012 -3924,4 -381,4 -480827,9
0,4452 -0,9987 -998702 850 378,4 -384,8 -480834,3
0,4489 -0,9990 -998964 -262 -117,6 -384,8 -481336,7
0,4545 -0,9989 -998901 63 28,6 -385,2 -481693,3
0,4508 -0,9999 -999948 -1047 -472,0 -385,5 -482550,8
0,4465 -1,0000 -999999 -51 -22,8 -386,2 -482959,8
0,4462 -1,0000 -1000000 -1 -0,4 -386,5 -483346,7
0,4338 -1,0000 -1000000 0 0,0 -386,8 -483733,6
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Вновь используется стратегия дельта хеджирования. 
Создается портфель из облигаций и из банковского счета, 
в котором в каждый момент времени, в который произво
дится пересмотр портфеля, находится Д -1000000 облигаций.

В табл. 3.3 и 3.4 приведены параметры портфелей для 
тех же цен облигаций, что и в табл. 3.1 и 3.2 соответственно.

При сценарии, представленном в табл. 3.3, затраты ком
пании на создание и поддержание портфеля составили около 
14,7 тыс. руб. С учетом полученных в момент времени 0 за 
опцион 20 тыс. руб. прибыль компании составила около 5 
тыс. руб.

При сценарии, представленном в табл. 3.4, в момент вре
мени 0,25 финансовая компания имеет на банковском счете 
около 483,7 тыс. руб., обязательство по опциону купить за 
500 тыс. руб. 1 млн. облигаций и обязательство поставить 1 
млн. облигаций, закрывая короткую позицию. После выпол
нения обоих обязательств затраты компании составят около 
16,3 тыс. руб. С учетом полученных в момент времени 0 за 
опцион 20 тыс. руб. прибыль финансовой компании состав
ляет около 4 тыс. руб.

Теперь предположим, что финансовая компания ошиб
лась при определении волатильности цены облигации. “На
стоящая” волатильность, то есть та волатильность и, ко
торая используется в формуле (3.1), равна 0,3. А финансо
вая компания при расчете цены опциона в момент времени 
0 и при расчетах дельт в течение трех месяцев исходила 
из волатильности цены облигации 0,15. “Справедливая” це
на европейского опциона колл была определена финансовой 
компанией примерно в 14,7 тыс. руб., и данный опцион был 
продан за 20 тыс. руб.
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Табл. 3.5 отвечает случаю, когда к моменту истечения 
опцион колл оказался в деньгах.

Т аблиц а 3.5. Дельта хеджирование европейского опциона 
колл на бескупонную облигацию при неверно определенной вола
тильности цены облигации; в момент истечения опциона цена 
облигации больше цены исполнения

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
0,4901 0,5150 514956 514956 252379,6 0,0 252379,6
0,4889 0,4972 497176 -17780 -8692,9 202,0 243888,7
0,4762 0,3502 350162 -147014 -70014,7 195,2 174069,1
0,5107 0,7216 721565 371403 189691,6 139,3 363900,1
0,5055 0,6697 669704 -51861 -26217,8 291,2 337973,5
0,4936 0,5313 531346 -138358 -68287,3 27*0,5 269956,7
0,4949 0,5432 543245 11899 5888,9 216,1 276061,6
0,5041 0,6509 650942 107697 54295,1 220,9 330577,6
0,5031 0,6372 637150 -13792 -6938,8 264,6 323903,4
0,5169 0,7878 787804 150654 77879,9 259,2 402042,5
0,5106 0,7252 725161 -62643 -31988,4 321,8 370375,9
0,5013 0,6074 607431 -117730 -59013,9 296,4 311658,5
0,4854 0,3711 371080 -236351 -114722,4 249,4 197185,5
0,4903 0,4347 434729 63649 31210,3 157,8 228553,6
0,5076 0,6938 693774 259045 131501,6 182,9 360238,1
0,5011 0,5939 593908 -99866 -50040,3 288,3 310486,1
0,4857 0,3218 321793 -272115 -132164,1 248,5 178570,5
0,4812 0,2316 231628 -90165 -43383,3 142,9 135330,1
0,4865 0,2991 299102 67474 32828,4 108,3 168266,8
0,4888 0,3199 319945 20843 10188,0 134,7 178589,5
0,4918 0,3604 360357 40412 19874,3 142,9 198606,7
0,5004 0,5584 558437 198080 99115,3 158,9 297880,9
0,5260 0,9801 980056 421619 221762,3 238,4 519881,6
0,5526 1,0000 999999 19943 11019,8 416,1 531317,4
0,5722 1,0000 1000000 1 0,6 425,2 531743,2
0,5781 1,0000 1000000 0 0,0 425,6 532168,8
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Табл. 3.6 отвечает случаю, когда к моменту истечения 
опцион колл оказался вне денег.

Таблица 3.6. Дельта хеджирование европейского опциона 
к о л л  на бескупонную облигацию при неверно определенной вола
тильности цены облигации; в момент истечения опциона цена 
облигации меньше цены исполнения

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
0,4901 0,5150 514956 514956 252379,6 0,0 252379,6
0,5018 0,6361 636075 121119 60782,3 202,0 313363,9
0,4933 0,5415 541534 -94541 -46637,4 250,8 266977,3
0,4834 0,4231 423067 -118467 -57269,0 213,7 209921,9
0,4823 0,4028 402795 -20272 -9776,8 168,0 200313,1
0,4554 0,1315 131501 -271294 -123559,1 160,3 76914,4
0,4580 0,1405 140490 8989 4116,6 61,6 81092,5
0,4467 0,0649 64916 -75574 -33755,4 64,9 47402,0
0,4307 0,0154 15399 -49517 -21329,4 37,9 26110,5
0,4213 0,0045 4516 -10883 -4585,1 20,9 21546,3
0,4156 0,0016 1601 -2915 -1211,4 17,2 20352,1
0,4329 0,0097 9693 8092 3503,4 16,3 23871,8
0,4332 0,0075 7497 -2196 -951,3 19,1 22939,6
0,4211 0,0010 991 -6506 -2739,9 18,4 20218,1
0,4179 0,0003 334 -657 -274,6 16,2 19959,7
0,4129 0,0001 60 -274 -113,1 16,0 19862,5
0,4250 0,0003 303 243 103,3 15,9 19981,7
0,4619 0,0447 44711 44408 20510,0 16,0 40507,7
0,4399 0,0011 1081 -43630 -19192,1 32,4 21348,0
0,4269 0,0000 16 -1065 -454,7 17,1 20910,4
0,4262 0,0000 1 -15 -6,4 16,7 20920,7
0,4251 0,0000 0 -1 -0,4 16,7 20937,0
0,4141 -0,0000 0 0 0,0 16,8 20953,8
0,4441 0,0000 0 0 0,0 16,8 20970,6
0,4396 -0,0000 0 0 0,0 16,8 20987,3
0,4292 0,0000 0 0 0,0 16,8 21004,1
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При сценарии, представленном в табл. 3.5, затраты  ком
пании на создание и поддержание портфеля составили око
ло 32 тыс. руб. Поскольку в момент времени 0 финансовая 
компания получила 20 тыс. руб., ее убытки от всего проекта 
составляю т около 12 тыс. руб.

При сценарии, представленном в табл. 3.6, затраты  ком
пании на создание и поддержание портфеля составили 21 
тыс. руб. Поскольку в момент времени 0 финансовая ком
пания получила 20 тыс. руб., ее убытки от всего проекта 
составляют около 1 тыс. руб.

Если в расчете цены опциона колл по форммуле (2.9) 
принять волатильность цены облигации и =  0,3, то окажет
ся, что цена рассматриваемого опциона примерно равна 29,3 
тыс. руб.

Дельта хеджирование — это метод защиты от рыноч
ных рисков, имеющий большое практическое значение. Су
щ ествую т многочисленные усовершенствования этого мето
да. Например, при определении стратегии хеджирования де
риватива, цена которого описывается функцией ю(8 , і ) ,  где 
5  — цена основного актива, і — время, может использовать-

. дю _ д2го
ся не только величина А  = — , но и величина Г =

Для цен очень многих деривативов не существует столь 
простых аналитических формул, как формулы (2.9) и (2.10) 
для цен европейских опционов колл и пут на бескупонные 
облигации. Поэтому для определения стратегий хеджирова
ния используются цены и дельты деривативов, рассчитан
ные численными методами.

В оставшейся части книги мы сосредоточимся, главным 
образом, на оценке деривативов. Задачи хеджирования мы 
коснемся еще раз только в конце книги в разделе 9.



4. Оценка деривативов с использованием 
стохастической модели для краткосрочных 

ставок (метод Блэка —  Дермана —  Тоя)

Одним из численных методов, пригодных для оценки 
широкого класса процентных деривативов, является метод 
Блэка — Дермана — Тоя, предложенный в [10].

Для расчета цены дериватива в заданный момент вре
мени (для определенности, в момент времени 0) необходимо 
построить стохастическую модель для какой-то изменяю
щейся со временем величины, поведением которой цена де
риватива определяется достаточно хорошо. В методе Блэка
— Дермана — Тоя этой величиной является краткосрочная 
ставка.

Основная часть в методе Блэка — Дермана — Тоя — 
это построение данной стохастической модели, описание ко
торой приводится ниже. После построения стохастической 
модели оценка деривативов производится стандартным пу
тем; описание этого этапа также содержится в данном раз
деле. Затем приводятся примеры оценки деривативов.

Пусть т > 0 — это выбранный временной шаг и Т  > 0
— некоторый момент времени, кратный т.

Исходной информацией для построения стохастической 
модели являются, во-первых, доходности бескупонных об
лигаций 2/(0, Т)  при Т  =  т, 2 г ,. . .  ,Т  +  т, соответствующие 
начислению процентов 1/ т  раз за период времени 1, или, что 
эквивалентно, значения дисконтной функции Р(0, Т) при
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тех же Т,  которы е связан ы  с доходностями 2/(0, Т)  соотно
шением

Р (0 ,Т )  =  (1 +  гг/(0)Г))т /т ’

и, во-вторы х, волатильности доходностей оу(0 ,Т )  при тех 
же Т.

В олатильности  доходностей имеют следующий смысл. 
П редполагается, что  п ри  фиксированном Т  доходность 
у(т,Т)  я в л я ется  случайной  величиной и выполняется сле
дующее условие для дисперсии логарифма этой случайной 
величины:

£ ) ( 1 п (у (т ,Т ) ) )= ^ (0 ,Г )г . (4.1)

Мы не обсуж даем , каким образом строится функция 
оу(0 ,Т )  (к ак , впрочем, и функция Р ( 0,Т ) , которую на прак
тике часто приходится восстанавливать по ценам купонных 
облигаций), а счи таем , что  эти функции каким-то образом 
построены, и, исходя и з них, производится построение сто
хастической модели для краткосрочной ставки.

Р ассм отрим  ди скретн о  работающую экономику. Счи
тается, что  в м ом ент времени і =  пт, п  ^  0, экономика 
может находи ться  в одном из (п  +  1) состояний, которые 
мы будем п ом ечать индексом ], принимающим значения 
0 , 1 , . . .  , п  (см . рис. 4.1). Если в момент времени і  экономика 
находится в состоянии і ,  то в момент времени (£ +  т) эконо
мика м ож ет находиться либо в состоянии ], либо в состоянии 
(І +  1). Переход в к аж д о е  из этих состояний равновероятен.

П остроить стохастическую  модель — это значит для 
каждого м ом ен та врем ени і — пт определить случайную 
величину г ( і ,  і  +  т). Э та случайная величина принимает не
которое значение для каж дого состояния экономики ], воз
можного в м ом ент врем ени і =  пт,і  = 0, 1, . . .  ,л.  Данное
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значение следовало бы обозначить г ( з , і , і  + т), однако для 
краткости мы будем обозначать его г{з,і). Расчет кратко
срочных ставок г(з, і) производится для всех і  ^  Т.

Рис. 4 .1 . Биномиальное дерево в методе Блэка — Дермана — 
Тоя

Для каждой пары моментов времени і и Т, такой, что 
0 < і < Т ^ . Т  + т, и для любого ] =  0 , 1, . . .  ,1/т через 
Р(], і, Т ) обозначим цену в момент времени і при состоянии
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экономики і  бескупонной облигации, по которой в момент 
времени Т  выплачивается 1 руб. В частности,

Р(з,  М  +  г) 11 + тг(], і) '

В методе Блэка — Дермана — Тоя делается предполо
жение, что отношение

г и ,  і )
г  и  -  м )

зависит, вообще говоря, от і , но при фиксированном і  явля
ется одним и тем же при всех =  1, 2 , . . .  , 1/т. ( При перехо
де к непрерывно работающей экономике это предположение 
означает, что волатильность краткосрочной ставки зависит 
от времени, но не зависит от величины самой краткосрочной 
ставки.)

В силу сделанного предположения для каждого момента 
времени і  краткосрочные ставки г(і,  і) определяются двумя 
числами, т* и 5*, такими, что

г(0,1 + т) = г*, (4.2)

г (з»і + т) = г(] — 1, і  +  т) ехр(2 5* \/т) (4.3)

при і  =  1 , . . .  , ( і  + т)/т. (То, что знаменатель геометри
ческой прогрессии взят в форме ехр(2 5*т/г), объясняется 
удобством для расчета.) Для каждого і числа г* и з* и над
лежит определить. (Правильнее было бы писать не г* и з*, а 
г*(і) и з*(і), но мы этого не делаем, чтобы не загромождать 
обозначения.)
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Предполагается также, что при Т  > і цены бескупонных 
облигаций связаны соотношением

Переходим к описанию алгоритма расчета краткосроч
ных ставок. Очевидно, что г(0,0) =  2/(0, г). Предположим, 
что краткосрочные ставки г(з, і) определены для всех мо
ментов времени до некоторого момента і включительно, 
здесь і < Т,  и для всех состояний экономики з, соответ
ствующих этим моментам времени.

Опишем способ определения краткосрочных ставок г(з, 
і + т) при 3 =  0, 1, . . .  , (і + т)/т.

Для нахождения чисел г* и з*, отвечающих моменту 
времени (і + т), используется итерационный процесс. Пусть 
выбраны некоторые начальные значения г£ и з^, и по фор
мулам

го(0,* +  г) =  го,

го(з, і + т) = го(з - 1,1 + т) ехр(2 «о у/т),

при з =  1, . . .  , ( і  + т)/т, посчитаны “краткосрочные ставки” 
го І3, і  + т). Пусть

, Г  =  * +  2т.

(4.4)

(

где з — 0,1, . . .  , і /т. Естественно

Р {з ,Т ,Т )  = 1 при всех з. (4.5)
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Зная “краткосрочные ставки” го(],і + т), по формуле (4.4) с 
учетом (4.5) можно найти “цены бескупонных облигаций”

+ ^  =  Т Т ) 5 < 1 +  1 >
при ] =  0 , 1 , . . .  , ( і  + т)/т. Затем могут быть найдены “цены 
бескупонных облигаций” с погашением в момент времени 
Т  (отвечающие данным и з^) для всех предшествующих 
моментов времени і  и для всех отвечающих этим моментам 
времени состояний экономики:

а д , < , т )  =  — •
1 + ТГ(],1)

(4.6)

• і  +  Т ,  Т)  +  Р0(і  +  1, ( +  г, ,

где ] =  0 , 1, . . .  ,</г. В частности,

р ‘ {0’т) =  Ї Т Т Ж о )  5 ( « о . ' . Л  +  Л О . г . л ) .

Из формул

Ро(0,Т) =
(1 + ту0(0 ,Т ) )т/т,

ПО, г, Г ) (1 +  г у о (і>г>Т))(г-т)/т ПРИ 3 1,2,

могут быть найдены доходности у0(0 ,Т ) , у 0(0, г, Т ) , у 0( 1, г, Т) 
(отвечающие данным и з^). Затем из формулы
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которая воспроизводит условие (4.1), определяется о(0, Т).  
Мы хотим, чтобы полученные величины уо(0,Т) и а у,о(0,Т) 
совпадали с исходными величинами у(0, Т)  и а„(0,Т) соот
ветственно. Но при произвольном выборе Гр и «о совпаде
ния, вообще говоря, не будет. Цель итерационного процесса 
состоит в том, чтобы добиться этого совпадения, найдя под
ходящие значения г1 и 5$.

Итерационный процесс можно организовать, например, 
следующим образом. При фиксированном 5$ с использовани
ем метода секущих ищется последовательность

Г о ,г ! ,... ,г*к 

до тех пор, пока не будет выполнено условие

| у * ( 0 ,Т ) - у ( 0 ,Т ) |< е ь  (4.7)

где єі — некоторое заранее выбранное маленькое число. Ве
личина у*(0, Т)  строится по г* при любом і точно так же, 
как величина у0(0, Т)  строится по Гр.

Затем выбирается следующее значение 5̂  и для него, 
снова с использованием метода секущих, строится последо
вательность

Го,  Г і , . . .  ,г*к,
которая обеспечивает выполнение условия (4.7). В этой по
следовательности Го и А: могут быть другими, чем в первой 
последовательности г?. Затем при помощи того же метода се
кущих определяется следующее значение $2- Для этого зна
чения строится своя последовательность Гд,Г\, ■ , г*, кото
рая обеспечивает выполнение условия (4.7). Так происходит 
до тех пор, пока при некоторых г£ и з* будут выполнены 
условия (4.7) и

к»,«(0.Г ) - ° у ( ° ’Т )\ < Е2,
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где как  и Єї, —  некоторое заранее выбранное малень
кое ЧИСЛО. Тогда полученные г*к И 8[ объявляю тся искомы
ми значениям и  г* и з*, и краткосрочны е ставки  для момента 
времени (і  +  т) определяю тся по формулам (4.2) и (4.3).

После того, как краткосрочны е ставки найдены для всех 
м оментов времени до м омента Т  вклю чительно и для всех 
состояний экономики, отвечаю щ их этим  моментам време
ни, по ф орм улам  (4.4) и (4.5) рассчиты ваю тся цены беску- 
понных облигаций.

С ущ ествует один прием, который позволяет сущ ествен
но ум ен ьш и ть объем вычислительной работы при определе
нии краткосрочны х ставок. Этот прием назы вается индук
цией вперед. Предложен этот  прием в работе [46].

О пределим величины С ( ] , Т ) .  Положим

<7(0,0) =  1

и при і ^  0

о и , і + т )  =  і  — — і — - г  с и -  и )  +
2 1 + т г ( з -  1,*)

для ,7 =  1, . . .  , 1/т,

С ({ і  +  т)/т,і + т) =

Величина С ( ^ , Т )  м ож ет интерпретироваться как цена 
в м ом ент врем ени 0 актива, по которому и момент времени
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Т  выплачивается 1 руб., но только если в момент времени 
Т  экономика находится в состоянии 3 .

Используя формулу (4.4), можно непосредственно про
верить, что цена бескупонной облигации может быть запи
сана в виде

Данное представление оказывается очень полезным при ре
ализации метода Блэка — Дермана — Тоя на ЭВМ.

Рассмотрим вопрос об оценке активов в методе Блэка 
— Дермана — Тоя.

Пусть известны цены некоторого актива У(з,і  + т) для 
всех возможных состояний экономики на некоторый момент 
времени (£+г), т.е. для всех І  =  0 ,1 , . . .  , (і+т)/т. Предполо
жим, что никаких выплат, связанных с обладанием данным 
активом, в момент времени і нет. Например, если актив яв
ляется облигацией, то в момент времени і  не выплачива
ются купоны, если актив является опционом, то в момент 
времени і он не может быть досрочно исполнен. Покажем, 
что тогда для любого з =  0, 1, . . .  , і/т цена этого актива в 
момент времени і при состоянии экономики 3 определяется 
по следующей формуле, аналогичной (4.4):

Для доказательства формулы (4.8) используется обыч
ный прием создания синтетического актива, в данном слу
чае портфеля из двух бескупонных облигаций с погашением 
в различные моменты времени 7\ и Т2, где Ті ^  < +  т  и

( і+ т)/т

Р ( 0, і + 2т) = ^ 2  * +  т ) і + т,і + 2т).
3=о

\  (У(з , і  + т) + УІЇ  + 1,і + т)). (4.8)
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Т2 ^  і+ т .  Предположим, что в момент времени і при СОСТО

ЯНИИ экономики з составлен портфель, который содерж ит 5і 
облигаций с погашением в момент времени 7 \ и 62 облига
ций с погашением в момент времени Т2. С тоимость этого 
портфеля при любом возможном в момент времени (і +  г) 
состоянии экономики і  или (] + 1) должна совпадать со сто
имостью  рассматриваемого актива. Это означает, что 61 и 
62 должны удовлетворять системе линейных алгебраических 
уравнений

6 іР (3 , і  +  т,Ті) +  62Р ( з , і  +  г, Т2) =  
=  т  і + т)

<
$іР (з  + 1 , і  + т, Т і) +  62Р(з  +  1, і + г, Т 2) =  

к =  П ?  +  М  +  г).

Получив из этой системы линейных алгебраических 
уравнений величины 61 и 62 (рассмотрение ситуации, ког
да эта система вырожденная, в данном случае большого ин
тереса не представляет), цену актива в мом ент времени і  
можно найти  по формуле

у  и ,  і) =  в і р и ,  (, г о + ь р о , і,  т 2).

Используя найденные из решения системы  линейных 
алгебраических уравнений выражения для 61 и 62 и фор
мулу (4.4), нетрудно убедиться, что правая часть последней 
формулы совпадает с правой частью  формулы (4.8).

Описанный метод определения цен актива для всех со
стояний экономики в момент времени і  по известны м  ценам 
в момент времени (і + т) иногда называю т индукцией назад.
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П рим ер 1. Рассмотрим облигацию с погашением через 
6 лет с номиналом 100 руб. Кроме того, в конце каждого 
года по облигации выплачивается купон в размере 10 руб. 
Требуется определить цену европейского опциона колл на 
эту облигацию с датой истечения через 4 года и с ценой 
исполнения 102 руб. Опцион исполняется непосредственно 
перед выплатой соответствующего купона.

Пусть для рассматриваемого периода доходность (соот
ветствующая начислению процентов один раз за период вре
мени 1, то есть один раз за год) имеет вид

у(0,Т ) = 0,1 +  Т/200, 

волатильность доходности

сгу(0, Т) =  0,2 — Т/120.

Целью этого примера, как и всех последующих, являет
ся демонстрация соответствующего метода расчета. Поэто
му вид функций 1/(0, Т)  и сгу(0, Т)  выбран нами произвольно. 
Не является целью примера также детальное исследование 
того, как зависит ответ от всех входящих в условие величин.

Опишем расчет с т =  1. При помощи описанного алго
ритма получаются следующие краткосрочные ставки для 
моментов времени 1, 2, 3, 4, 5 и для всех возможных в эти 
моменты времени состояний экономики (приведены в виде 
процентов).

28,79
24,96 22,44

21,00 18,91 17, 50
17,17 15,47 14,33 13,64
12,28 11,39 10,86 10,63
8,78 8,39 8,23 8,29



68 Процентные финансовые инструменты

Краткосрочная ставка для момента времени 0 совпадает с 
ї/(0 ,т).

Купонная облигация может рассматриваться, как порт
фель из следующих 6 облигаций:

1) бескупонная облигация с погашением через 1 год с 
номиналом 10 руб.;

2) бескупонная облигация с погашением через 2 года с 
номиналом 10 руб.;

3) бескупонная облигация с погашением через 3 года с 
номиналом 10 руб.;

4) бескупонная облигация с погашением через 4 года с 
номиналом 10 руб.;

5) бескупонная облигация с погашением через 5 лет с 
номиналом 10 руб.;

6) бескупонная облигация с погашением через 6 лет с 
номиналом 110 руб.

Цена каждой из этих 6 облигаций может быть рассчи
тана по формулам (4.4), (4.5) с тем отличием, что в правой 
части формулы (4.5) вместо 1 для первых 5 облигаций стоит 
10, а для 6-й облигации —  110. Цена портфеля равна сумме 
цен входящих в него активов, рассчитанные таким образом 
цены купонной облигации для моментов времени 0, 1, 2, 3 
4, 5, 6 (до выплаты купонов) и для всех возможных в эти 
моменты времени состояний экономики показаны ниже:

110,00
95,41 110,00

88,12 99,84 110,00
85,90 95,55 103,62 110,00

87,43 95,55 102,02 106,80 110,00
98,89 104,06 107,52 109,43 110,00

109,00 111,31 112,10 111,58 110,00
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Для момента времени і — 4 и для всех возможных в эти 
моменты времени состояний экономики цены европейского 
опциона колл рассчитываются по формуле

с(з, і) = шах.(8 (з, 1) - Х ,  0), 7 = 0, 1, . . .  , і/т,

где — цена купонной облигации для различных со
стояний экономики, которая может принимать одно из зна
чений 112,10, 107,52, 102,02, 95,55, 88,12; X  =  102. Для мо
ментов 3, 2, 1, 0 времени цены рассчитываются по формуле 
(4.8). Цены опциона колл приведены ниже.

0,00 
0,00 0,00 

0,00 0,01 0,02
0,49 1,11 2,49 5,52

1,37 2,54 4,46 7,21 10,10

С точностью до 3-х десятичных знаков цена европей
ского опциона колл в момент времени 0

с0 =  1,373 руб.

П рим ер 2. Пусть при всех тех же условиях, что и в 
примере 1, требуется рассчитать цену европейского опци
она пут на ту же купонную облигацию. Цену исполнения 
опциона считаем той же самой, 102 руб.

Единственное отличие этого расчета от предыдущего 
состоит в том, что в момент времени і = 4 цена опциона 
пут рассчитывается по формуле

РІЗ, і) =  шах(Х -  5(з, і), 0), з =  0 ,1 ,...  , і/т.
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При расчете с г  =  1 цена европейского опциона пут в 
момент времени 0

Ро =  1,456 руб.

Рассмотрим облигацию, по которой в моменты време
ни і \ , . . .  , £„ производятся выплаты купонов С і , . . .  , Сп. Рас
смотрим европейские опционы колл и пут на эту облигацию 
с одной и той же датой истечения Т  и одной и той же ценой 
исполнения X .  Пусть 10 < і і  < . . .  < £„ < Т.  Погашение об
лигации производится в момент времени более поздний, чем 
Т.  (Возможно, что купоны выплачиваются и после момента 
времени Т.)

Пусть сц —  цена опциона колл в момент времени £0, 
Ро — цена опциона пут в момент времени іо, Зо — цена об
лигации в момент времени і0. Покажем, что при отсутствии 
арбитража должно выполняться соотношение

П
Ро — со +  Р(*0, и)  Сі -І- Р(іо, Т) X .  (4-9)

І=1

Рассмотрим следующий портфель:
1) куплена облигация;
2) куплен пут;
3) продан колл.
Пусть в момент времени Т  облигация продается. Оп

ционы в момент времени Т  либо исполняются, либо оста
ю тся неисполненными в зависимости от соотношения цены 
облигации 8 т в момент времени Т  и X .  В табл. 4.1 показан 
приток средств по каждой из позиций в различные момен
ты  времени и, в нижней строке, суммарные поступления от 
портфеля.
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Таблица 4.1. Платежи по портфелю, состоящему из выпу
щенной купонной облигации, выпущенного европейского опциона 
пут и купленного европейского опциона колл в различные момен
ты времени

<0 й т
при 5т ^  X при 5т < X

Облигация
Пут
Колл

-5 0
-Ро
со

Сх Сп 5т
0

-(5Т -  X)

5т 
X — 5т 

0

Сг Сп X

Во все моменты времени <1, . . .  ,1п, Т  поступления от 
портфеля заранее известны. Поэтому стоимость портфеля 
в момент времени £0 должна быть суммой текущих стои
мостей этих поступлений. Это утверждение и содержится в 
доказываемом равенстве (4.9).

Проверим соблюдение равенства (4.9) для опционов из 
примеров 1 и 2. Найдем сначала значение левой части ра
венства (4.9). Все необходимые величины посчитаны в при
мерах 1 и 2:

ро =  1,456, с0 =  1,373, 50 =  89,120.

Таким образом,

левая часть =  1,456 — 1,373 +  89,120 =  89, 203.

Найдем значение правой части равенства (4.9). Напом
ним, что цена в момент времени 0 бескупонной облигации
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с погаш ением в момент времени і  определяется через ее до
ходность по формуле

Р ( ( М ) =  ( 1 +  г  у (0 ,1))Ч-'

В нашем случае т  =  1. Имеем

*і =  1, 2/(0,1) =  0 ,105, Р (0 ,1 )  =  0,904977;
12 =  2 , 2/(0,2) =  0 ,110, Р (0 ,1 )  =  0,811622;
13 =  3, 2/(0,3) =  0,115, Р ( 0 ,1) =  0,721399;

Поскольку с\ =  с2 =  с3 =  10, получаем

з
' 5 2 р (іо, і і ) С і =  24,380.
1=1

Далее

Т  =  4, з/(0 ,4) =  0 ,12, Р ( 0 ,4) =  0,635518, X  =  102.

Отсюда
правая часть =  89,203.

И так, соотношение (4.9) для цен европейских опционов 
колл и п ут из примеров 1 и 2 соблюдается. Это является од
ним из достоинств метода Блэка — Дермана — Тоя и след
ствием  того, что облигации по методу Блэка — Дермана — 
Тоя оцениваю тся точно.

П р и м е р  3 . Пусть при всех тех же условиях, что и в 
примере 1, требуется рассчитать цену американского опци
она колл на купонную  облигацию.

Единственное отличие этого расчета от расчета в при
мере 1 состоит в том, что вместо формулы (4.8) использу
ется формула
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с(],і) =  шах уЗ{ і,  і) -  X,

т + т г т  І ш  < + ^>+ ф + м + г » ) ,

3 = 0 ,1 , . . .  ,і/т.

Цены американского опциона колл с ценой исполнения 
102 для моментов времени 0, 1, 2, 3, 4 и для всех возможных 
в эти моменты времени состояний экономики при расчете с 
т =  1 получаются следующие

0,00 
0, 00 0,00

0,00  0,01  0,02
0,49 1,11 2,49 5,52

1,90 3,70 7,00 9,31 10,10

С точностью до 3-х десятичных знаков цена американ
ского опциона колл в момент времени 0

со =  1,898 руб.

В примерах 1, 2 и 3 приведены результаты расчетов, 
проведенных с шагом по времени т =  1. Более точные ре
зультаты могут быть получены, если проводить расчеты с 
более мелкими шагами по времени т. Эти результаты при
ведены в табл. 4.2.

Отметим два недостатка метода Блэка — Дермана —
Тоя.

Первый недостаток состоит в том, что хотя набор кри
вых доходностей у(0, Т) и кривых волатильностей ау(0,Т), к
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которым применим метод Блэка — Дермана —  Т оя , и яв л я 
ется достаточно большим, существуют, как это о тм еч ается  
авторами метода, такие пары кривых, к которы м данны й 
метод неприменим.

Таблица 4 .2 . Цены опционов, рассчитанные с р а зли ч н ы м и  
временными шагами г

т Европейский Европейский А м ериканский
колл пут колл

1 1,373 1,456 1,898
0,5 1,439 1,522 2,043

0,25 1,476 1,560 2,051
0,125 1,495 1,579 2,090

0,0625 1,505 1,588 2,096

Второй недостаток состоит в том, что все и зм ен ен и я  
в процентных ставках объясняются изменениями в к р а т к о 
срочных ставках. Поэтому и портфель из облигаций, и от
дельная облигация в одинаковой степени ч у встви тел ь н ы  к 
изменению процентных ставок. В действительности, д и вер 
сификация должна эт у  чувствительность ум еньш ать.

В методе Блэка —  Дермана — Тоя краткосрочны е с т ав 
ки в каждый момент времени образуют геом етр и ческу ю  
прогрессию. Существует подход, когда краткосрочны е став 
ки в каждый момент времени образуют ар и ф м ети ческую  
прогрессию. Этот подход описан в разделах б, 7.



5. Отсроченные соглашения о форвардных 
ставках и их оценка с использованием 

метода Блэка —  Дермана — Тоя

Пусть і  < Ті < Т2. Рассмотрим соглашение о форвард
ной ставке, по которому участник рынка А в момент време
ни Т2 получает

[Т2 - Т 1) М ( г я{Ти Т2) - Х )

руб. (Как обычно, если сумма платежа отрицательна, это 
означает, что участник А не получает, а платит эти день
ги.) Здесь N  — условная основная сумма соглашения о фор
вардной ставке, Га(ТІ,Т2) — простая процентная ставка для 
заимствований в момент времени Ті до момента времени 
Т2, X  — оговоренная в договоре фиксированная ставка.

Мы знаем (см. раздел 1), что текущая стоимость в мо
мент времени і такого соглашения о форвардной ставке рав
на

Уі(і) =  лг (Т2 -  т о  Р(і,т2) (Л (* ,т ь т 2) -  х ) .

Здесь Л (г,Ть Т2) — просто начисляемая форвардная ставка.
В разделе 1 был рассмотрен финансовый инструмент, 

называемый отсроченным соглашением о форвардной став
ке. Разница между отсроченным соглашением (для краткос
ти в этом разделе мы будем называть соглашение о форвард
ной ставке просто соглашением) и обычным соглашением за
ключается только в моменте времени, когда производится
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платеж. Отсроченное соглашение о форвардной ставке за
ключается в том, что участник А получает ту  же самую 
сумму, что и в предыдущем случае, но в момент времени 
7 \, а не в момент времени Т^.

Может возникнуть вопрос о правильности названия 
“отсроченное соглашение” . Речь ведь идет не об отсрочен
ном, а об опережающем платеже. Но можно смотреть на это, 
как на опережающий платеж, а можно — как на отсрочку в 
определении плавающей ставки. В основу названия положе
на вторая точка зрения.

Сравнивая два соглашения, отсроченное и обычное, и 
исходя из того, что отличаются они только сроком платежа, 
но не размером, можно предположить, что текущая стои
мость в момент времени і отсроченного соглашения равна

* < * >  -
т.е.

В Д  =  N  (Гг -  ТО Р ( 1, Г ,) (/.(*, Г,, Га) -  X ) .  (5.1)

Скажем сразу, что величина 1^(£), определенная форму
лой (5.1), не является текущей стоимостью в момент време
ни і  отсроченного соглашения. Посмотрим, к какой ошибке 
приводит такой “наивный” подход к определению текущей 
стоимости отсроченного соглашения, как принятие в качест
ве этой текущей стоимости ^ ( і ) .

Составим в момент времени і портфель из одного длин-

ного отсроченного соглашения и ■ — : коротких обычных

соглашений. Если текущая стоимость отсроченного согла
шения определяется по формуле (5.1), то стоимость такого 
портфеля в момент времени і  равна 0.
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Пусть і + є < Ті. Текущая стоимость обычного согла
шения в момент времени (і 4- є) равна

Ух{і +  є) = N  (Т2 -  Ті) Р ( і  +  є, Т2) (/,(< +  є, ТЬ Т2) -  X).

Если формула (5.1) дает текущую стоимость отсроченного 
соглашения, то эта текущая стоимость в момент времени 
(■і +  є) равна

у2(і +  е) =  М(Т2 -  Ті) Р (і +  є,Ті) ( / .( і  +  є,Ті,Т2) -  X) .

Тогда текущая стоимость рассматриваемого портфеля в мо
мент времени (і +  є) равна

У 2 ІІ +  Є ) ' Щ л ) У і { І  +  Є) =

= М (Т 2 - Т і ) ( М і  + е ,Т і ,Т 2) - Х ) -

( р ( і + є ’ Т і ) - й Ш р ( і + £ ’ Т2)) =

=  N  (Та -  Ті) ( М і  +  є, Ті, Та) -  X)  Р(і  +  є, Т2) •

( Р ( і  + є,Ті) _  Р ( і ,Т і ) \  =
\ Р ( і  + є ,Т2) Р(і,  Т2) )

= Х ( Т 2 - Т 1)*Р(і  + є ,Т2) ( М і  + £,Ті ,Т2) - Х ) -

■ (ї* (і  +  є і Т і ,Т 2) — /,(£ , Т і, Т2)).

Последний переход следует из равенства

щ щ  =  1 +  № - Г , ) / , ( « , Ть Та).
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Если счи тать, что X  =  / а{ і ,Т і ,Т 2) (а это так, если і — 
это момент заклю чения обычного соглашения), то в момент 
времени (і +  є) текущ ая стоимость портфеля составляет

X  (Т2 -  Тх)2 Р{і  + є, Т2) (/,(< +  є ,Т ь  Т2) -  X )2.

Данная величина положительна как при увеличении, 
так и при уменьшении форвардной ставки +  є ,Т і,Т 2) 
по сравнению с форвардной ставкой / 8( і ,Т і ,Т2). Стоимость 
портфеля в момент времени і была нулевой, а в момент вре
мени (і +  є) стала положительной во всех случаях, кроме 
случая, когда форвардная ставка не изменилась.

Это означает, что использовать формулу (5.1) для рас
чета текущ ей стоимости отсроченного соглашения нельзя.

Мы можем такж е высказать гипотезу, что текущая сто
имость отсроченного соглашения в момент времени і должна 
быть больше величины У2(£), определенной формулой (5.1), 
и должна стрем иться к У2{1) при стремлении к 0 волатиль
ности форвардной ставки (точное определение волатильнос
ти форвардной ставки дано в разделе 8).

Для расчета текущ ей стоимости отсроченного соглаше
ния может бы ть использован, в частности, подход Блэка — 
Дермана*—  Тоя.

П р и м е р . Рассмотрим отсроченное соглашение о фор
вардной ставке с датой измерения плавающей ставки Ті =  4 
года (в данном случае это и дата выплаты) и с тенором 1 год 
(т.е. Т2 =  5 лет). Условная основная сумма N  =  1 млн. руб. 
Фиксированная ставка X  совпадает с /,(0 , ТЬ Т2) (поэтому 
при расчете текущ ей стоимости отсроченного соглашения по 
“наивной” формуле (5.1) текущая стоимость в момент вре
мени 0 оказалась бы равной 0). Требуется найти текущую 
стоимость отсроченного соглашения в момент времени 0.
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Пусть, как и в примере 1 из раздела 4, доходность (со
ответствующая начислению процентов один раз за период 
времени 1, т.е. один раз за год) имеет вид

у(0, Т)  =  0,1 +  Г/200, 

волатильность доходности имеет вид

<7„(0, Г) =  0,2 -Т /1 2 0 .

Тогда X  =  0,145224.
Опишем расчет с т =  1. Цены бескупонных облигаций 

с номиналом 1 руб. с погашением в момент времени Т2 =  5 
для моментов времени Ті =  4 и Т2 =  5 и для всех состоя
ний экономики, соответствующих этим моментам времени, 
показаны ниже. В скобках показаны краткосрочные став
ки г„(Т\,Ті) для различных состояний экономики в момент 
времени Т\. Эти же ставки приведены в примере 1 раздела 
4; цены бескупонных облигаций без труда могут быть опре
делены по краткосрочным ставкам.

Ті =  4 Т2 =  5 
1,0

0,800260 (0,249594) 1,0
0,840941 (0,189144) 1,0
0,874635 (0,143334) 1,0
0,902023 (0,108620) 1,0
0,923947 (0,082313) 1,0

Цены отсроченного соглашения в момент времени 
Т\ =  4 для всех состояний экономики рассчитываются по 
формуле

У{з, ТО = N  {Ті — ТО ( г ,а  Ті, Т2) -  X ) , 3 =  0 , 1 , . . .  , Тх/г.
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При і < 4 цена отсроченного соглашения рассчитывается по 
формуле (4.8):

при з =  0 , 1 , . . .  , і /т. Результаты расчета показаны ниже.

104370 
61275 43920

33914 18200 -1890
15103 410 —172^9 -36604

915 -13081 -29045  -45908 -62912

Таким образом, цена отсроченного соглашения о фор
вардной ставке в момент времени 0 получилась равной 915 
руб-

Более точные результаты могут быть получены, если 
проводить расчеты с более мелкими шагами по времени т. 
Приведем эти результаты. Одновременно проверим, что при 
стремлении волатильности доходности к 0 цена отсроченно
го соглашения также стремится к 0. Для этого будем счи
тать, что волатильность доходности имеет вид

Ранее рассматривался случай а  =  1. В табл. 5.1 приве
дены цены в момент времени 0 отсроченного соглашения о 
форвардной ставке, полученные при расчетах с различными

І  (У0',< +  т) +  П >  +  1,( +  т))

<т„(0,Т) =  а ( 0 ,2 - Т /1 2 0 ) .
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Таблица 5.1. Цены отсроченного соглашения о форвардной 
ставке при различных волатильностях доходности сгу(0 ,Т ), рас
считанные с различными временными шагами г

а
т 1 0,5 0,25
1 914,9 221,8 54,9

0,5 949,2 227,2 56,0
0,25 971,3 230,2 56,6

0,125 983,2 231,4 56,9
0,0625 990,0 231,9 57,1



6. У равнение, связывающ ее цену 
дериватива с  рыночной ценой риска. 

С тохастическ ие модели с непрерывным  
врем енем  д л я  краткосрочны х ставок  

и расчеты  цен облигаций

П усть скалярны й случайный процесс г] ( і )  является сто
хастической моделью  некоторой изменяющейся со временем 
величины. Эта величина может быть, например, ценой того 
или иного актива, но может быть и любым другим показа
телем, даже не им ею щ им  прямого отношения к экономике. 
Предположим, что случайны й процесс г ] ( і )  является реше
нием стохастического дифференциального уравнения

сіті =  т ( т і, і )  г/ сИ +  8(г], і )  г] й г и

где — стандартное броуновское движение.
Пусть / і  и / 2 (77, і )  —  цены двух деривативов, свя

занных с величиной г). По формуле Ито случайные процессы 
/ і  и / 2 являю тся реш ениям и стохастических дифференци
альных уравнений

=  Ці і 'Пі  і )  /г +  <Ті(г), і )  І І  при і  -  1,2. (6.1)

Точный ВИД коэф фициентов Ц і  И (Ті может быть выписан, 
мы это сделаем нем ного позже.

Зафиксируем некоторы й момент времени £0 и составим 
в этот момент врем ени  портфель, СОСТОЯЩИЙ ИЗ Сі единиц
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первого дериватива и Сг единиц второго дериватива. Сто
имость этого портфеля обозначим через 11(77, і). Если Сі и 
Сг остаются постоянными, то стоимость этого портфеля для 
всех последующих моментов времени определяется по фор
муле

П(т?,<) =  Сі/і(ч,<) +  С гЫ М ),

и процесс П является решением стохастического дифферен
циального уравнения

=  (Сі // і / і  +  С2 Мг / 2) ^  +  (Сі ° і  Л  +  Сг а 2 /2 )^ 1  •

Если взять Сі =  0-г /2 и Сг =  —01/ъ  то коэффициент 
при для момента времени £о зануляется, и портфель в 
этот момент времени является безрисковым. Тогда должно 
выполняться соотношение

оШ =  гПсЙ,

где г — мгновенная краткосрочная ставка. Поэтому 

Сі Мі / і  +  Сг Мг /2  =  г(С і / і  +  Сг /г )-

Подставляя выражения для Сі и Сгі получаем

ст2 Ці 0 \ / І 2 —  Г  (72 (Т і  Г .

Отсюда следует, что

Ц і  —  Т  _  Ц 2  -  Г  

<71 СТ2 ’

и это означает, что данное отношение является одним и тем 
же для любого дериватива.
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Опуская индекс, перепишем полученный результат так:

—  =  А, (6-2)а

где Л, вообще говоря, зависит от р и £.
Это означает, что для любого дериватива, цена которо

го однозначно определяется величиной р и моментом време
ни £, должно выполняться соотношение (6.2), где величина 
Л(т7, і) является одной и той же для всех деривативов и назы
вается рыночной ценой риска для р. Уравнение (6.2) можно 
переписать в виде

р  — г — А о.

Если назвать о риском, то последнее уравнение показывает, 
насколько ожидаемая доходность дериватива р, связанного 
с величиной р, должна превышать безрисковую ставку г в 
зависимости от величины риска. Этим и объясняется то, что 
Л называют рыночной ценой риска.

Теперь приведем точную формулу для величин р  и о 
из (6.1). По формуле Ито имеем

Я /а =  7  5 Ч я~- /  др

Подставляя эти выражения в (6.2), получаем

|  +  ч | ( т _ Л5)  +  1 8 у 0 - / .  (б .з)

Уравнение (6.3) и есть уравнение, связывающее цену дери
ватива с рыночной ценой риска.

Данное уравнение для цены дериватива приведено в ра
боте [65], где рассматривается случай, когда величиной р
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является мгновенная краткосрочная ставка г, а деривати
вом — бескупонная облигация. Уравнение (6.3) названо в 
[65] уравнением срочной структуры. Мы также переходим к 
рассмотрению случая, когда величиной у является мгновен
ная краткосрочная ставка г.

Халл и Уайт в работе [39] предложили использовать для 
моделирования мгновенной краткосрочной ставки случай
ный процесс г(і), который является решением стохастичес
кого дифференциального уравнения

Аг — (0(<) — а(і) г) Аі +  а(і) г^Аг(, (6.4)

где /3 — 0 или 1/2. При этом делается предположение, что 
рыночная цена риска является функцией А (і), ограниченной 
на любом интервале конечной длины (О,Т). Модель Халла и 
Уайта содержит в качестве частных случаев три использо
вавшиеся ранее модели для мгновенной краткосрочной став
ки.

Во-первых, модель Васичека [65]:

Аг = (в — а г) Аі +  а Агг.

Во-вторых, модель Кокса — Ингерсолла — Росса [23]:

Аг =  (в — а г) Аі + а  г1//2 Агь.

В обеих этих моделях в, а и сг — константы.
В-третьих, модель Хо — Ли [38]:

Аг =  в{і) Аі + о Агі.

Здесь а  также является константой.
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Процесс, являющийся решением стохастического диф
ференциального уравнения (6.4), обладает важным свойст
вом, которое называется возвращением к среднему. Пусть 
в(і)  и а(і) положительны. Тогда при малых г коэффициент 
перед сИ положителен, и мгновенная краткосрочная ставка 
г имеет тенденцию к возрастанию. При больших г коэффи
циент перед сИ отрицателен и г имеет тенденцию к умень
шению. Это в известной мере передает поведение реальной 
процентной ставки.

Дальнейшее изложение в этом разделе основано на ра
ботах [65], [39], [41].

Мы ограничимся рассмотрением случая /3 =  0. Тог
да стохастическое дифференциальное уравнение (6.4) может 
быть записано в виде

гіг =  ^ ) - ° М .І г А + ^ ) ггі г | .
г г

В этом случае уравнение с частными производными 
(6.3) принимает вид

д £  д /  ( в ( і ) - а { і ) т  1 <7»(і) гЭ*/
ді дт \  г г )  2 г2 д г 2

До сих пор не был конкретизирован вид функции 0(і) в
уравнении (6.4). Мы будем считать, что эта функция связа
на с рыночной ценой риска \ ( і )  соотношением

6 {і) = ср{і) + А {і) о{і), (6.5)

где функция (р(і) строится по дисконтной функции Р (0 ,£ ), 
а(£) и о (і) описанным ниже способом. (Нами приведено по
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строение функции ір(і) для случая, когда а(і) и сг(і) являют
ся константами. Рассмотрение более общего случая можно 
найти, например, в книге [58].)

Тогда последнее уравнение с частными производными 
принимает вид

^ +  ( „ « ) - „ м  г) г / .

Отметим, что в коэффициенты данного уравнения вхо
дит функция <р(і) , но не входят ни А(і), ни в(і).

Полученное уравнение с частными производными верно 
для цены /(г , і) любого финансового инструмента, связанно
го с краткосрочной ставкой г. Если сделать предположение, 
что цена бескупонной облигации с погашением в некоторый 
произвольный, но фиксированный момент времени Т  опре
деляется краткосрочной ставкой г, то это же уравнение бу
дет верно и для цены бескупонной облигации Р(г , і ,Т)  :

ГІР г)Р  1 с)2Р
^  + Ш - а { і ) г ) а-  + - о \ і ) а- £  = гР.  (6.6)

Здесь і  ^  Т. Граничным условием для функции
Р (г , і ,Т )  будет

Р (г ,Т ,Т ) =  1 (6.7)

для любого г.
Решение уравнения (6.6) будем искать в виде

Р(г, і, Т) = А(і, Т)  е - в(*-т >г. (6.8)
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Зам ети м , что для функции вида (6.8)

Ц .  = ™ е- * г _ А г э в е_Вг  = 
д і  д і  д і

=  Р ( і * і _ г « в у
\ А  ді д і ) ’ 

д Р  
= - А  В  е~Вг = - В  Р\

(6.9)

дг 

д2р
= В 2 Р .

дг2
Подставим выраж ения для производных из (6.9) в (6.6):

_ г Щ .  +  г а ф  В + ~ -  <р(і) В  +  ^  а  2{і) В 2 = г.

Это уравнение обратится в верное тож дество, если, как 
функции от і, А  и В  являю тся решениями следующих обык
новенных дифференциальных уравнений

дВ
—  ~ а { і ) В  + 1 = 0 ,  (6.10)

8 А 1
^  -  ф )  А В  + ± а \ ї )  А В 2 =  0. (6.11)

Выполнение граничного условия (6.7) гарантирую т усло
вия

А{Т, Т )  =  1, В ( Т ,  Т )  =  0. (6.12)

Т аким  образом, если мы  сможем решить сначала урав
нение (6.10), а потом, при найденной функции 5 ,  — уравне
ние (6.11), то соответствую щ ая функция Р ( г , і , Т ) ,  опреде
ленная по формуле (6.8), будет решением уравнения (6.6).
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Известно, что для линейного дифференциального урав
нения первого порядка

г' +  /(*) 2 =  д(і)

интегральная кривая, проходящая через точку (т, £), опре
деляется уравнением

г(і) = е -гМ  ^  9Іи) > (6.13)

где
і

ёи.

Начиная с этого места, будем считать функцию а(і) 
константой а. Тогда в соответствии с (6.13) решение урав
нения (6.10), удовлетворяющее граничному условию (6.12), 
имеет вид

1 — е—аСг—0 
В( І , Т)  = -------  . (6.14)

Ниже мы покажем, что если функция а{ї) равна посто
янной сг, то функция А(1, Т)  удовлетворяет следующему со
отношению:

1пЛ(4'т >
(6.15)

~  (е~‘т -  е-*‘)г (ег“‘ -  1).
4а3

Цены бескупонных облигаций Р(0, Т)  (т.е. цены в мо
мент времени 0) известны для всех Т  ^  0. Величины 5(0 , Т)
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известны из (6.14). Мгновенная краткосрочная ставка г в 
момент времени 0 известна. Из формулы

Р (0 ,Г )  =  Л (0 ,Г ) е - в(0'т )г ,

являющейся частным случаем формулы (6 .8 ) при £ =  0, ока
зываю тся известными величины А ( 0 ,Т )  для всех Т.  Поэто
му формула (6.15) однозначно определяет функцию А ( £ , Т ) 
по срочной структуре процентной ставки в момент време
ни 0.

Введем обозначение Н(Т)  =  1пА(0, Т ).
Зам етим , что (6.11) —  это не одно уравнение. Это се

мейство обыкновенных дифференциальных уравнений, по
скольку А  = А(£ ,Т ) ,  В  =  В(£ ,Т ) .  Каждому значению пара
метра Т  отвечает свое уравнение. Независимой переменной 
в каждом из уравнений является £.

Зафиксируем какое-нибудь Т  > 0 и рассмотрим соот
ветствую щ ее уравнение (6.11). Его решение, А (£,Т), как 
функция от £, должно удовлетворять двум граничным усло
виям:

Л (0 ,Т )  =  ехр(А(Т)), А(Т ,  Т )  =  1.

Но решение обыкновенного дифференциального уравне
ния первого порядка однозначно определяется одним гра
ничным условием подобного вида. А нам нужно, чтобы вы
полнялись сразу два граничных условия, да еще и при всех 
Т. О казывается, этого можно добиться, но для этого функ
ция </?(£), входящая в уравнения (6.11), должна быть выбрана 
строго определенным образом.
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Применение формулы (6.13) к уравнению (6.11) в соче
тании с граничным условием А(Т, Т)  =  1 дает

т

1п А{і ,Т )  =  — ^  [у?(и) В ( и ,Т )  — 0,5 <т2 В 2(и ,Т )] йи. (6.16)
і

Функцию ір(і) мы определим из уравнения 

т  т

Н(Т) = -  !  <р{и) В(и,  Т) йи + ^  0 ,5  ст2(гі) В 2{и ,Т)йи .  
о о

Введем обозначение
т 

^{Т) = Н{Т) -  !  0 ,5  а 2{и) В 2(и, Т)  йи. 
о

Если функция а(и)  известна, то функция 7(Т) также 
известна, поскольку известна функция к(Т).  Имеем

Г

— (р(и) В ( и ,Т )  йи.

С учетом условия В(Т,  Т)  =  0, получаем 

дй{Т) }  . , дВ(и,  Т)  ^
д Т  /  ^  д Т  

о

Из (6.14) получаем
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Поэтому

Отсюда

и

е „ г э | 2 ч = _ у  ^ ( и ) е „ „ л

О

А К - Ї 3 ) - - ^ "

Преобразуем это уравнение. Имеем с учетом (6.І7)

д ^ ( Т )  дН(Т)
т

д Т  д Т
о

0 ,5  а 2(и) ~ ( В 2( щТ ) )  йи

Щ Т )  -ат
э т

о
£  а 2(и) В ( и , Т )  еаи йи\

а 27(Т ) _  д2Н{Т) Т
д Т 2 “  д Т 2

+ а е  аТ ^  а 2 (и) еаи В ( и , Т )  йи—

т
~-а.т—е

о
С учетом (6.14) имеем

г

[  о 2(и) ет В ( и , Т )  Ли.
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С учетом (6.14) и (6.17) имеем

т
+  ^  а 2(и) е а(т ( 1 - е  °(г  “)) йи—д2Л(Г) д Ч (Т )  

д Т 2 ~  д Т 2
о 

т
-  !  О2{и) е -< Т -и )е- а{Т-и) Аи 

О
Начиная с этого места будем считать функцию а{и) 

константой ст. Из (6.18) имеем

, вк(Т)  &Н(Т)
- ^ Т )  = а - ш г ^ - ш г - а

Подставим найденное выражение для ср(Т) в формулу
(6.16). Имеем

Я ( « .Г ) Л .+
I

+  /  ( - а 2 -1 ~ 2 ~ ~  + \ ° 2 в м )  В ( и , Т ) а и  =

— 1\ +  12,

где через 1\ обозначен первый интеграл, а через / 2 — второй. 
Используя (6.14), получаем
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і

т

=  К(Т) -  Н(і) -  е~аТ I  Щ  еаи йи +
і

т

і

. М 7 Э _ в д  +  1 ( | т _ » м ) _

_ 1 е-
а 3 ди \ о и  )

і

= К Т ) - к ( і ) - в±(і)В(і,т).

Далее с учетом (6.14) 

г
/ 2 =  _ | і  ^  (1 -  е- 2ои -  1 +  е- < т ~ и)) ( 1 - е - в(г- “>) Ли =

і

(е~аТ -  е ' аі) 2 (еш  -  1).
4 а3

Формула (6.15) выведена.
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Обратимся к вопросу оценки европейских опционов 
колл и пут на бескупонные облигации. Если поведение мгно
венной краткосрочной ставки г(1) описывается уравнением

йг =  (9(і) — а г) + о

являющимся частным случаем уравнения (6.4), в котором а 
и сг — константы, а /3 — 0, то существуют аналитические 
формулы для цен этих опционов. С использованием форму
лы Ито из последнего уравнения получаем, что случайный 
процесс Р(г, і, Т)  является решением стохастического диф
ференциального уравнения

дР
йР  =  ц Р  СІІ + а  —— (І2і .

дг

Из (6.9)

Поэтому
в р -

в.Р — ц Р  (іі — а  В  Р  йхі. (6.19)

Право продать в момент времени Т  за X  бескупонную 
облигацию с погашением в момент времени Г*, где Т  < Т*, 
— это право обменять данную облигацию на X  бескупонных 
облигаций с погашением в момент времени Т  при условии, 
что обмен производится в тот же самый момент времени Т  
(речь идет о бескупонных облигациях с номиналом 1 руб.) А 
цена такого права обменять один актив на другой, если цены 
обоих активов моделируются случайными процессами, яв
ляющимися решениями стохастических дифференциальных 
уравнений вида (6.19), была рассчитана ранее, в разделе 2.
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Эта цена может быть найдена по формуле (2.6). В данном 
случае

и х { і )  = - о  В { і , Т ) ,  щ ( і )  =  - а  В ( і , Т * ) .

Поэтому цена рассматриваемого европейского опциона 
пут в момент времени О

р 0 =  X  Р ( О, Т )  N ( 4 )  -  Р ( О, Г )  Щ а  -  р ) ,  (6.20)

где
1 Х Р ( 0 , Т )  р

<1- р 1а Р ( 0 ,г - )  +  5 ’
Т

р 2 =  !  ( —сг В ( і ,  Т )  +  сг В ( і ,  Т * ) ) 2 ( і і .  
о

С учетом (6.14)

где т =  Т *  — Т .
Аналогично может быть найдена цена в момент времени 

0 европейского опциона колл

с0 =  Р (0 , Г*) Щ - < і  +  р ) ~ Х  Р { 0, Т )  N ( - ( 1 ) .  (6.21)



7. Оценка деривативов с использованием 
стохастической модели для краткосрочных 

ставок (метод Халла —  Уайта)

Основная часть в методе Халла — Уайта, как и в мето
де Блэка — Дермана — Тоя, описанном в разделе 4, — это 
построение дискретной стохастической модели для кратко
срочных ставок. Сходны и основные идеи этих моделей: в 
методе Блэка — Дермана — Тоя предполагается, что крат
косрочные ставки в каждый момент времени образуют гео
метрическую прогрессию, в методе Халла — Уайта пред
полагается, что краткосрочныее ставки в каждый момент 
времени образуют арифметическую прогрессию. Но оказы
вается, что сходные идеи приводят к двум не очень похожим 
друг на друга методам расчета. Метод Халла — Уайта пред
ложен в работах [40], [42].

Пусть математическая модель для мгновенных кратко
срочных ставок — это случайный процесс г (і), являющийся 
решением стохастического дифференциального уравнения

с1г =  (0(£) — а г) йі +  а  йгі,

которое является частным случаем уравнения (6.4), когда а 
и а  являются константами, а /3 =  0. Считаем а > 0 и а  > 0.

Для перехода от непрерывного случайного процесса г(ї) 
к дискретному случайному процессу в рассмотрение вво
дятся три параметра т, Н и У. Временной шаг т  > 0 мо
жет быть выбран произвольно с единственным ограничени
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ем, что рассматриваемые в задаче промежутки времени, на
пример от текущего момента времени 0 до даты истечения 
опциона, должны быть кратны т. В выборе к  также имеется 
некоторый произвол, но, на самом деле, значительно мень
ший, чем произвол в выборе т. Следуя оригинальной работе 
Халла и Уайта, будем считать

к  =  а  у/Зт. (7.1)

В качестве ^  берется минимальное целое число, не 
меньшее ( 0 ,1836/ат). О причинах такого выбора чисел к  
и ^  будет сказано ниже. При целом п  ^  0 положим =  
т іп ( я ,«/). Считается, что в момент времени пт экономика 
может находиться в одном из (2,7П +  1) состояний, которые 
мы будем помечать индексом з, принимающим значения 
- Л , ..  • , - 1 , 0 , 1 , . . .  ,Лі  (см. рис. 7.1).

Из любого состояния з  в момент времени пт экономика 
к моменту времени ( п  +  1)т может перейти в одно из трех 
состояний. Если <  3 <  7, то в момент времени ( п  +  1)т 
экономика может находиться в одном из состояний (з — 1), з  
или 0  +  1). Если і  =  —У, то в момент времени (тг+1)т эконо
мика может находиться в одном из состояний ] ,  0  +  1) или 
О +  2). Если з  =  «7, то в момент времени (тг+ 1)т экономика 
может находиться в одном из состояний 0  — 2), 0  — 1) или 
] .  В любом случае вероятности перехода в каждое из этих  
СОСТОЯНИЙ обозначим Р а ,Рт ,Р и-  Эти вероятности будут вы
браны зависящими от ] ,  но не зависящими от п .

Будем считать, что в момент времени пт  при состоянии 
экономики і  непрерывно начисляемая ставка для заимство
ваний на срок т есть

ог„ +  з  к ,
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где п  >  0; і  — — 7П, . . .  , —1 ,0 ,1 ,. . .  , Это означает, что в 
каждый момент времени данные ставки образуют арифме
тическую прогрессию. Числа • • • подлежат опре
делению. Для расчета этих чисел необходимо знать вероят
ности Р4,Рт,Ри ДЛЯ ВСЄХ ].

Р ис. 7.1. Триномиальное дерево в методе Халла — Уайта

Для расчета вероятностей р^,рт,ри рассматривается 
вспомогательный случайный процесс г*(і), являющийся ре
шением стохастического дифференциального уравнения

с1г* =  —о г* йі +  а  йг.

Если пренебречь членами более высокого порядка мало
сти, чем т, то математическое ожидание случайной величи
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ны (г*(< +  т) — г*(і)) при фиксированном і равно —а г*(і) т, 
а дисперсия этой случайной величины равна а2т.

Считаем, что в любой момент времени пт при состоя
нии экономики і  “ставка” г* = ]к. Здесь і  =  — , —1, 
0, 1, . . .  , п ^  0.

Зафиксировав ], выберем вероятности Ра,рт,Ри так, 
чтобы математическое ожидание и дисперсия случайной ве
личины (г*(пт + т) — г*(пт)) были равны соответственно 
—аукт и а 2т. При < і  < 3  это приводит нас к системе 
уравнений

Ри Ъ, -  Ра к = -а]кт,

ри к2 + р л к 2 =  а2 т +  а2р к 2т2, (7.2)

Р и + Р т  + Р і  =  1;

при і  =  — к системе уравнений

ри 2к + рт к = —аукт,

ри 4к2 +Рт к 2 =  а2 т + а2р к 2т2, (7.3)

Р и + Р п + Р л  =  1;

при і  =  3  — к системе уравнений

—ра 2к — рт к = —щкт,

рл 4к2 + р т к2 = а2 т + а2] 2к2т2, (7.4)

Р и + Р т + Р Л  =  1.
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Определение к  по формуле (7.1) и определение 3  как 
минимального целого числа, не меньшего (0 ,1836/аг), поз
воляют, как это сейчас будет показано, добиться того, чтобы 
все вероятности, найденные из этих систем уравнений, бы
ли положительны. Введем обозначение х  =  а/т.

Тогда из системы уравнений (7.2) следует, что при
- ^  < 3 < ^

1 1 , 2 чРи =  -  +  -  (Т -  Т),

2  2 Рт — д X )

1 1 . 2 л
Р4=  6 +  2 ^

Вероятности Ри И Рй положительны при любом х. Вероят
ность рт положительна при х 2 < 2/3 или, приближенно, при 
|т | <  0,8164.

Из системы уравнений (7.3) следует, что при /  =

1 1 /  2 чРи= -  + - { Х г + х),

7 1 / 2  Л ч
Р л -  б +  2

Вероятности ри и положительны при любом х, а условие 
рт > 0 приводит к ограничению

-1 ,8 1 6 4  ^  х  ^  -0 ,1836.
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При выборе 7  мы и добивались, чтобы выполнялось послед
нее из неравенств: если 7 ^  (0,1836/от), то х = —а^т ^  
-0 ,1 8 3 6 .

Из системы уравнений (7.4) следует, что при і  =  7

7 1
Ри =  £ +  2 (я2 -  З г)>

Рт = д X 4" 2х,

1 1 / 2 ч
Р й =  б 2

Вероятности ри И рд положительны при любом х, а условие 
Р т >  0 приводит к ограничению

0,1836 ^  х  ^  1,8164,

которое выполняется за счет выбора 7.
И так, вероятности определены ДЛЯ всех 2-
Для определения чисел 0(0, а 2, . . .  кроме вероятнос

тей р 4,рт>Ри, рассчитанных для всех /, используются еще 
цены бескупонных облигаций Р(0, Т)  при Т  — т, 2т, 3г , . . .  В 
частности, из формулы

Р(0, т) =  е -“0Т

сразу определяется «о.
Как и в подходе Блэка — Дермана — Тоя, в подходе 

Халла —  Уайта применяется индукция вперед. Напомним, 
что 0{з ,  Т )  — это цена в момент времени 0 актива, по кото
рому в момент времени Т  выплачивается 1 руб., но только
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если в момент времени Т  экономика находится в состоянии 
]. Будем исходить из соотношений С?(0,0) =  1 и при п  ^  1

Си,пт) = ^ С ( к ,  (п -  1 )т) я[к,і)  е“(Л—1+*Л)т,
к

где д(к, і )  — вероятность перехода из состояния (к , (п —1)г) 
в состояние и,пт).  Суммирование производится по всем к, 
для которых эта вероятность ненулевая.

В частности, по этой формуле могут быть найдены 
С(і,т) при з = - 1, 0, 1.

Покажем, как после определения величин С(з,пт) для 
всех возможных в момент времени пт состояний экономики 
3 может быть найдено значение а„. Для этого используется 
соотношение

Дп
Р (0 ,(п  +  1 )г )=  5 3  С(з,пт) е ~ ^ +̂ т,

і=-/п

из которого следует, что 

1 (  /п
а п =  -  11п 5 3  С(з , пт) е - ’кт -  1п Р (0, (п +  1)г)

\  3~~ Л

Теперь могут быть найдены величины 0{], (п +  1)т), 
затем а„+і и т.д.

Индукция вперед в методе Халла — Уайта оказывается 
даже проще, чем в методе Блэка — Дермана — Тоя: уравне
ние для а„ разрешается в явном виде и нет необходимости 
использовать итерационный процесс.

Для того, чтобы в различные моменты времени и при 
различных состояниях экономики рассчитывать цены бес-
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купонных облигаций с различными сроками погашения, сле
дует использовать формулу (6.8). Функция В ( і ,Т )  опреде
ляется по формуле (6.14), а функция А ( і ,Т )  — по формуле
(6.15). Однако здесь есть одна тонкость. В формуле (6.8) г 
— это мгновенная непрерывно начисляемая ставка, а рас
считанные величины (а„ +  ]Н) — это непрерывно начисля
емые ставки для заимствований на срок т. Сохраним для 
мгновенной ставки обозначение г, а непрерывно начисляе
мую ставку для заимствований на срок т обозначим через 
К. Тогда, с одной стороны, по формуле (6.8)

Р { і , і  + т) = А { і , і  + т) е- в{і'і+т)г, 

а с другой стороны,

Р ( і , і  + т) = е~Кт.

Отсюда
_  Вт  +  1п А( і , і  + т)

В ( і , і  + т)
Использование в формуле (6.8) ставки К  вместо г может 
привести к заметным ошибкам даже при достаточно малых 
г  (см. [44, с. 447]).

Для определения цен опционов может быть использова
на обычная индукция назад. Но в данном случае синтетичес
кий опцион следует строить не из двух, а из трех различных 
активов, что связано с использованием триномиальной, а не 
биномиальной решетки.

Интересный (и пригодный для тестирования компью
терной программы) пример оценки европейского опциона 
пут на бескупонную облигацию методом Халла — Уайта с 
использованием реальной дисконтной функции по немецкой 
марке описан в [44, с. 446].



8. Оценка деривативов с использованием 
стохастической модели 
для форвардных ставок 

(метод Хита —  Джерроу — Мортона)

В отличие от своих предшественников Хит, Джерроу и 
Мортон в работах [35 — 37] построили метод оценки, исходя 
не из стохастической модели для краткосрочной процентной 
ставки, а из стохастической модели для форвардных ставок.

В этом методе сначала строится стохастическая модель 
с непрерывным временем для форвардных ставок, а затем 
стандартным путем производится переход к стохастической 
модели с дискретным временем. Основная математическая 
трудность в построении метода Хита — Джерроу — Морто
на — это переход от стохастической модели с дискретным 
временем для форвардных ставок к стохастической модели 
с дискретным временем для цен бескупонных облигаций. 
После того, как стохастическая модель для цен бескупон
ных облигаций построена, оценка деривативов производит
ся обычным способом индукцией назад.

Напомним, что непрерывно начисляемая форвардная 
ставка / ( і , Т , Т  + т) определяется из соотношения

ехр ( т / ( 1 , Т , Т  +  г ) )  =  т 0 П _ .

Здесь 0 ^  і ^  Т. Значение т >  0 считается выбранным. 
Будем считать, что при произвольном, но фиксированном
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Т  > 0 математической моделью для форвардной ставки яв
ляется случайный процесс, представляющий собой решение 
стохастического дифференциального уравнения

д/  =  ц / ( і ,Т )  Лі +  сг;(і,Т)(Ігі, (8.1)

где її  — стандартное броуновское движение. Величина сгу 
называется волатильностью форвардной ставки.

Введем обозначение

Р ( і , Т ) ~  Р ^ ,Г )
Р ( і , Т  + т)"

Тогда
й 1п Р(і,  Т)  =  ц(і, Т) Л1 + ст(і, Т)

где ц  = т /ху, а  =  т сгу.
Из последнего уравнения следует, что математическое 

ожидание случайной величины

\ п Р ( і  + т , Т ) - \ п Р { і , Т )

приближенно может быть принято равным

/і (* ,Т )г, (8.2)

а дисперсия этой случайной величины приближенно может 
быть принята равной

сг2(і, Т) т. (8.3)

Рассматривается дискретно работающая экономика; пе
ременная і  может принимать значения 0, т, 2 т ,. . .  , п т , . . .  В 
момент времени пт экономика может находиться в одном 
из 2п состояний.
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Рис. 8.1. Биномиальное дерево в методе Хита — Джерроу — 
Мортона

Состояние экономики, возможное в момент времени пт, 
будем обозначать через 5*, считая, что в* — это набор из п 
символов и и Л. Например, при і = т возможны два состо
яния экономики, 5Т =  и и 8Г =  й. При і = 2т возможны 
четыре СОСТОЯНИЯ ЭКОНОМИКИ, 52т =  ии, 52т =  иД  52г =  йи, 
52т =  ЛЛ. Если в момент времени і  экономика находится в 
СОСТОЯНИИ 5$, то к моменту времени (£ +  г) экономика может 
перейти В ОДНО ИЗ двух СОСТОЯНИЙ 8І+Т =  8ьи ИЛИ 5{+т =  8ій.
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Возможные состояния экономики для первых трех моментов 
времени показаны на рис. 8.1.

Обозначения и и Д происходят от английских слов “ир” 
и “с1о\уп” . В предыдущих разделах при описании методов 
Блэка — Дермана — Тоя и Халла — Уайта мы просто нуме
ровали все состояния экономики, возможные в тот или иной 
момент времени, и, на первый взгляд, это кажется удобнее, 
чем обозначать состояние экономики строкой из символов и 
и Д. Причина, почему в методе Хита — Джерроу — Мортона 
принят именно такой способ обозначения состояний эконо
мики, станет понятна после того, как будет выписана стохас
тическая модель для цен бескупонных облигаций (формула
(8.6)).

Обозначим через Г ( і , Т ; 8і) величину Р{1,Т) при состо
янии экономики Тогда

1п Р{і + т, Г; 8і+т) -  1п Р{1, Т ; зг)

— это случайная величина, которая может принимать два 
значения, одно при зі+т = зги и другое при 5(+т =  $ Д  
Требуется, чтобы математическое ожидание и дисперсия 
этой случайной величины были равны соответственно (8.2) 

. и (8.3).
Потребуем, чтобы из состояния экономика с равной 

вероятностью могла перейти в состояние Зги или в состоя
ние $ Д  т.е. вероятности обоих переходов равны 0,5. Поло
жим

\ пР ( і  + т,Т; з1+т) -  1п Г(і, Т \ 8г) =

_  Г (і{і,Т;Зі) т -  сг{і,Т-,Зі) у/т при зі+Г = зги 
\  ц(і,  Т\ Зі) т +  а[і, Т \ з г) у/т при 5І+Г =  « Д
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Математическое ожидание и дисперсия этой случайной 
величины равны соответственно (8.2) и (8.3)6.

То же самое определение можно записать в другом виде

где

Р(і  +  г, Т; 8І+Г) =

_  Г при 81+т = 8Ьи
\  Р ( і ,Т ' ,8і) при 8*+ г = 8Д

а{і, Г; 8Ь) =  ехр[ ц(і,  Т; вг) т -  о(і ,  Т; 8() у/т ], 

Р(і, Г; 8і) = ехр[ ц{г, Г; в*) т +  о(і ,  Т; в*) \/т  ].

(8.4)

(8.5)

Нашей целью является построить по процессу (8.4) про
цесс для цен бескупонных облигаций. Запишем его в виде

Р (1 +  г, Г; 8І+Г) —

_  ( Р( і ,Т-,8і ) и ( і , Т - 8і) при 84+ г = 84И , .
\  Р ( і , Т \ 8і ) й { і , Т \ 8і) при 8і+Г= 8іа. { ' }

Построить процесс — значит определить все значения 
и(і, Т; 81) и й {1, Т; 5*). Значения функций а  и /? известны для 
всех узлов. Они строятся по значениям функций ц  и сг, ко
торые являются известными. Через значения этих функций 
должны быть найдены величины и и й для всех узлов.

Цены бескупонных облигаций Р ( 0 ,Т )  считаются из
вестными для всех сроков погашения7. Поэтому, если про
цесс (8.6) известен, то можно определить цены бескупонных

6В уравнении (8.1) коэффициенты р/ и ст/ считались зависящими 
только от і и Т, но не от состояния экономики в момент времени I. 
Здесь мы перешли к рассмотрению более общего случая.

Естественно, рассматривается конечный набор сроков погашения 
Т, например не больше 30 лет.
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облигаций для всех моментов времени £, для всех возмож
ных В ЭТИ моменты времени СОСТОЯНИЙ ЭКОНОМИКИ З і  и для 
всех Т  > £. По ценам бескупонных облигаций могут быть 
рассчитаны цены различных деривативов для момента вре
мени 0.

Очевидно, что

и(і,  1 + т; Зі) =  й(1, £ +  т; з*),

поскольку при любом состоянии экономики Р(£ +  т, £ +  г; 
з<+7.) =  1. При і  < Т  -  т считаем, что

і ) < и ( і ,Т ;  зі)

при любом Зі.
Положим

Р(£; з() =  Р(£, £;«*).

Очевидно, что

Р(£; Зі) =  и(і, £ +  г ; з{) =  <£(£,£ +  г; зе). 

Рассмотрим такж е счет денежного рынка. Положим

в (о )  =  і

И

В ( і  +  т; Зі) = В  (і; 5<_т) Я(і; зь).

Важно то, что состояние счета денежного рынка в мо
мент времени (£ +  т) определяется состоянием ЭКОНОМИКИ 5і 
в момент времени £ и не зависит от того, чему равно з і+т, 
зги  или 8іЛ.
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У тверж ден ие. При і < Т

и ( і ,Т  + т-8іу

Доказательство.

г,/. , гг \ Р (1 + т,Т\з%и)Р(і  + т,Т; зьи ) =  - ^ г г - — = - ---------г
Р(і  + т,Т + т; 8Ьи) 

Р [ і , Т \ 8і) и ( і ,Т ;з і )  _
Р ( і , Т  + т\зь) и ( і ,Т  + т;8і)

_  р/а гр. „ \ и {^і'Р) 3()

Утверждение доказано.
У тверж д ен и е . При і < Т

0(і,Т;а,)- Й(‘'Т;5‘)
і і ( і ,Т  + т; з і ) ’

Доказательство аналогично доказательству предыдуще
го утверждения.

У тверж д ен и е . При к > 2

и (1, і +  кт; * )  =  ^   . (8.7)

[ ] а ( М  +  іг ;  54) 
і

Доказательство проведем по индукции. При к = 2 в  силу 
доказанного выше утверждения имеем

Ц (М  +  2т; =  +  1 4  =  Д (М<)
а (і, і + т; з4) а ( і , і  +  г ;з 4)
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При произвольном к в силу того же утверж дения и 
предположения индукции

и ( і  І І к г - с , ) - и ( І ' І + { к ~ 1)т' Ві) -
и(1' І + к Т’3г> а ( і , і  +  ( к - 1)т-,в,)

1 Я ( і ; 8і) К(і\ 8і)
а{ і , і  + {к -1 )т\8 і)  к~1 *=*

1 [ а { і , і  + іт\8і) а(1,1 + іт\8%)
і =і і =і

У тверж дение доказано.
У т в е р ж д е н и е . При к ^  2

(1(і, і +  кт; зг) =  к_1  . (8.8)

П 0 ( і , і  + зт\8і) 
і= і

Доказательство аналогично доказательству предыдуще
го утверж дения.

Значения функций а  и Д  известны для всех узлов. Они 
строятся по значениям функций ц  и сг, которые являю тся 
внеш ними, или, как иногда говорят, экзогенными перемен
ными. Через них должны бы ть найдены величины и и (I для 
всех узлов.

При построении а  и Д  по д  и а  мы приняли, что ве
роятность перехода в состояние из состояния Зі равна 
0,5, и вероятность перехода в состояние 8і<І из состояния з ( 
такж е равна 0,5. Мы откаж емся временно от этого ограни
чения и будем считать эти две вероятности зависящими от 
узла (сумма двух вероятностей для каждого узла, конечно, 
равна 1) и неизвестными. Нашей ближайшей целью являет
ся получить уравнение, связывающее данные вероятности и
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величины и, в. и К  (а именно, уравнение (8.12), заменяемое 
потом на уравнение (8.14)). Уравнение (8.14) используется 
для определения величин и и й.

Мы рассмотрим торговые стратегии с использованием 
двух активов: счета денежного рынка и бескупонных обли
гаций с погашением в некоторый выбранный момент време
ни Т. Мы говорим, что задана торговая стратегия, если для 
каждого узла определена пара чисел

£о(і', Зі) — число единиц счета денежного рынка, нахо
дящихся в портфеле в момент времени і при состоянии эко
номики 5{.

£і(£;54) — число бескупонных облигаций с погашением 
в момент времени Т,  находящихся в портфеле в момент вре
мени І при СОСТОЯНИИ ЭКОНОМИКИ З і.

Числа £о(<;5*) и Єі (і ; зі) не обязаны быть целыми и не 
обязаны быть неотрицательными.

Таким образом, стоимость портфеля в момент времени 
І  при СОСТОЯНИИ ЭКОНОМИКИ З і есть

£о (*; Зі) В  (і; 5*_т) +  6 (*; «<) Р(*,Т\  в*).

Торговая стратегия является самофинансируемой, если 
при любом І, т ^  I ^  Т  и при любом состоянии экономики
Зі

З і —т )  В ( 1 , 5*_т ) +

+ 6  (І -  г; 5<_т) Р(1, Т ; Зі) =  (8.9)

— £о(і] Зі) В ( і ; Зі—т) +  (і; зі) Р ( і ,Т\  Зі).
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Условие (8.9) означает следующее. В момент времени I со
став портфеля, остававшийся неизменным с момента време
ни і — г, может быть изменен. При этом стоимость портфеля 
после изменения должна быть той же самой, что и до изме
нения.

Самофинансируемая стратегия является арбитражной 
возможностью , если

6 ,( 0 ) £ ( 0 ) + Ы О ) Р ( 0 ,Г )  =  0 (8.10)

и сущ ествует такой момент времени 1, 0 < і ^  Т,  что 

£о(і -  т; Зі-т) В(і;  5*_т) +  & {і -  г; $*_т) Р{і, Т ; зг)

Г ^  0 для всех зг . .
|  >  0 хотя бы для одного зе. \ )

Условие (8.10) означает, что стоимость портфеля в момент 
времени 0 равна нулю. Условие (8.11) означает, что в момент 
времени і  стоимость данного самофинансируемого портфеля 
неотрицательна для всех состояний экономики и положи
тельна для некоторых состояний экономики. Это возмож
ность с положительной вероятностью превратить ничто в 
деньги без опасности оказаться в проигрыше. По-другому, 
арбитражную  возможность называют денежной помпой.

Напомним, что Т  — это произвольный, но фиксирован
ный момент времени.

Т е о р е м а . Следующие три условия эквивалентны.
(1) Среди самофинансируемых стратегий нет арбитраж

ных возможностей.
(2) Для всех і < Т  — т и для всех состояний Зі

й { і , Т \ 8і) < К(і \ з і )  <  и( і ,Т ;з і ) .
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(3) Для лю бого І  ^  Т  — т и для любого состоя
ния ЭКОНОМИКИ Зі сущ ествует  ЧИСЛО 7Г( і , Т ; З і )  такое, что  
О <  7г( і , Т ; з і )  <  1 и

Замечание. Если считать, что

_  Г 3{11 с вероятностью л(і ,  X; з{)
8(+г ~  \  Зів с вероятностью 1 — 7г(і,Т;зі),

то правая часть равенства из условия (3) может быть интер
претирована как математическое ожидание случайной вели
чины

принимающей два значения; одно при в4+г =  зіи и другое 
при ве+г =  Зів,. Условие (3) означает, что при фиксированных 
I и Зі данное математическое ожидание равно

Доказательство разобьем на три этапа. Сначала дока
жем, что из условия (1) следует условие (2); затем докажем, 
что из условия (2) следует условие (3); наконец, докажем, 
что из условия (3) следует условие (1). Это и будет озна
чать равносильность всех трех этих условий.

Р(і  + Т, Xі; з(и ) 
В( і  +  г; 5е)

+(1 -  тг(і,Т; зі))
Р( і  +  г, X; Зів)

Я (і +  г;5і)

Р( і  +  т, X; а<+г) 
В ( і  + т;зі)

Р(1, Т-, зі)
В { Ц  З і - Г) ’
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Этап 1. (1) =>• (2). Докажем, что из нарушения усло
вия (2) следует существование арбитражных возможностей. 
Пусть, например,

Щ ї, зг) ^  и(і,  Т; Зі) > й{і, Т; з г)

при некоторых і  и 5(. Тогда арбитражной возможностью яв
ляется следующая стратегия. Ничего не покупать и не про
давать до момента времени і. Если в момент времени і эко
номика находится в каком-то другом состоянии, отличном 
от рассматриваемого 5е, то ничего не покупать и не прода
вать до момента времени Т.  Если в момент времени і  эко
номика находится в состоянии 5е, то выпустить 1/ Р ( 1, Т ; 5*) 
облигаций (при этом будет получена сумма равная 1) и на 
полученные деньги купить 1 /В ( і ] З і - т) единиц счета денеж
ного рынка. В момент времени (і + т) закры ть обе позиции. 
Образовавшийся денежные средства будут неотрицательны 
при состоянии экономики и положительны при состоя
нии экономики вісі. Такая торговая стратегия является ар
битражной возможностью.

Случай

К ( ї , 8і) <  (і(і,Т-,Зі) < и ( і , Т ; 8і)

рассматривается аналогично.
Этап 2. (2) => (3). Зам етим , что при і  — Т  — т условие

(3 )  выполняется С любым 7с ( і , Т \ 5і), поскольку Р ( Т , Т )  =  1 

при любом состоянии экономики. Пусть і  < Т  — т. Тогда 
положим

(+ т Щ ь  Зі) -  8і)
1 ’ и((, Г; 5 ,)-< ((( ,  Г; 5,)-
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На основании (2) 0 <  7г(і; з4) <  1. Имеем

К (і ; 8і) = іг(і, Т ; з*) и(1, Т; в*) +  (1 -  7Г(і, Т ; в*)) 4(1, Т ; зг), 

откуда

! гг ^ и ( і >Т■,8̂ ) ^ 4 ( 1 , Т ; з г)
1 =  ж(<' Т: *■> ї м  +  (1 “  ” {1' т' 3,)) Ж Ж

Умножим обе части этого равенства на

Р(і,  Т; Зі)
В(ї,  8і—т) ‘

Имеем

Р(і, Т ; 8і) Р(1 + т, Т; зги)
В І Ж 1 = ' (1’Т ’ І , ) Ж Ж Г +

, и  _ Г/ т. , ) Р( і  + т,Т-,з14)
+ (1 - ^ , т , » ()) в ( 4+ -;т5() .

что и требовалось доказать.
Эгал 3. (3) =£► (1). Предположим, что выполняется усло

вие (3) и существует торговая стратегия, являющаяся ар
битражной возможностью. Обозначим ее £0(£; з*),£і(£; 5*). 
Обозначим через з* одно из тех состояний экономики, для 
которого в условии (8.11) выполняется строгое неравенство. 
Имеем

6>(* -  т; з;_г ) В (1 -  г; з,'_2г) + { , ( ( -  г ; Р ( *  -  т, Г; =  

=  В (1 -  т; 8;_2т) ( &(* -  т; з,' т)+
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_  * ч-Р(  ̂ 7~, Т] 8(_т)

= В(« -  т; »;_2г| Ы» -  т; »;_т) + { ,( * -  т; .£_,)•

/ . _  т гр * \ В(І, 81-ти)ТТ\Ь Т, Т , 5 ^ _ т )

+ ( 1 - т г ( * - т ,Г ;  а4*_т))

В(і;зі_т)

Р(*,Г;аг_т<0
а д - и )

Я(* -  т; в?_т)
7г(і-т,Т; 5е‘_т) С о(і~т; 5і_т)В (і; з*_г)+

+ 6  (* -  т-; *;_т) р (*>т ; 5?-ги)

£ о (£ -т ; з;_т)В { і ; в4*_т)+

+&(* “  т ; *?_т) Р (і, Т; 8е_гй) > 0.

Последнее неравенство следует из определения арбит
ражной возможности, так как оба выражения в квадратных 
скобках неотрицательны и хотя бы одно из них положитель
но. Из условия самофинансируемости получаем

£о(і -  2т; в{_2т) В{і -  т; з*г_2т)+

+£х(< -  2т; з і . 2т) Р ( і  -  т, Г; а?_т) > 0.
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Повторяя аналогичные выкладки, имеем

£о(* -  3т; 5*_3т) В {1 -  2т; в4*_3т)+

+ 6 (* ~  Зт; ве*_3т) Р {1 -  2т, Т; в*_2т) > 0.

Продолжая таким  образом до момента времени 0, полу
чаем

£ о ( 0 ) В ( 0 ) - К і ( 0 ) Р ( 0 , Г ) > 0 ,
что противоречит определению арбитражной возможности. 

Теорема доказана.
Теперь мы установим, что при любых і и в* числа 

7г(£, Т; зі) одинаковы для всех Т  > і + т.
Рассмотрим некоторый актив, по которому в какой-то 

момент времени Ті (и только в этот момент времени) произ
водятся определенные выплаты, вообще говоря, зависящие 
от состояния экономики зтх- Размер этой выплаты обозна
чим через х (Ти зТі).

Мы покажем, что если выбрано Т  > Ті, то существует 
единственная самофинансируемая торговая стратегия

(£о(*;в«),6 (*;в«))

с использованием двух активов, счета денежного рынка и 
бескупонных облигаций с погашением в момент времени Т, 
такая, что в любой момент времени I <  Тг и при любом со
стоянии экономики Зі цена рассматриваемого актива ж(£; Зі) 
должна быть принята равной

£ о (І; Зі ) В ( ї ,  З і - Т) +  £ і ( £ ;  Зі) Р ( і ,  Т ; Зі).

При этом £о(£;5*) и £ і( і ;5і) определяются по некоторым яв
ным формулам. Другое значение цены рассматриваемого
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актива означало бы наличие арбитражной возможности с 
использованием следующих трех активов: счета денежно
го рынка, бескупонных облигаций с погашением в момент 
времени Т  и данного актива.

Построение самофинансируемой стратегии производит
ся обычным способом индукцией назад. Пусть I < Т\ и пред
положим, что для момента времени (і + т) и для всех состо
яний экономики ве+т цены х ( і  + т-,81+т) известны. В момент 
времени і при состоянии экономики 8г построим портфель 
из £0 единиц счета денежного рынка и £і(і;8і) облига
ций с погашением в момент времени Т, стоимость которого 
при любом будущем СОСТОЯНИИ ЭКОНОМИКИ, ИЛИ 8 і(І, бу
дет совпадать с ценой простого контингентного требования. 
Должны выполняться соотношения

Єо(ї,8і) В ( і ; 81- т)К(і-,8і)+ 

+£і(£; Зі) Р(і ,  Т; зг) и(і, Т ; з г) = х(і  +  т; 5*и);

£0(і; зі) В(і;  ве_т) К(ї, 5е)+

+ 6  (і] Зі) Р(і , Т\ Зі) Зі) =  х(і  +  г; Зі<1).

Отсюда

, х( і  +  т; Зій) и(і, Г; з<) -  х(і  +  т; зьи) Щ ,  Т; зг)
^  ; 8і) ~  В ( і ; Зі_т) Я(і; зі) (и(і, Т; з() -  ф ,  Г; з{)) ’

. х( і  +  т; вій) -  х(і  +  т; вій)
Зі)

Р(і,  Т; Зі) (и(і, Т; в*) -  ф ,  Т; з() ) '
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Найдем выражение для х(і\ зь). Имеем

=  &(*; Зі) В  (і; $е_т) +  &(*; зг)Р(Ь,Т;зг) =  

1 Г , ч Я ( ї , З і) - (1(1, Т; зі) ,
х(і  4- т; зьи) \  +

Я{і; Зі)

+  х(і + т; ЗіСІ)

и(і ,Т; зі) -  й(і,Т;Зі) 

и(1, Т; Зі) -  Я(і; зг)
и ( і ,Т ] 8і) -  (і(і,Т\Зі)_ 

Если использовать обозначение

Я(ї, Зі) -  сі(і ,Т -З і)
7Г(і,Г; Зі) =

и(і ,Т; Зі) -  а{і,Т-,8іУ
(8 .12)

соответствующее тому, которое было сделано в доказатель
стве теоремы, то окончательно формулу можно записать в 
следующем виде

х(і;зі) = [тг(і,Т; зі) х(і  +  т; зьи) +
Я(і ; зі)

+  (1 -  7г(і, Т ; Зі)) х{і  +  т; 5{й)]. (8.13)

В качестве актива может быть рассмотрена бескупон- 
ная облигация с погашением в момент времени Ті. Тогда из 
формулы (8.13) следует, что

Р (і,Т і; Зі) — [тг(г, Т ; 5Є) Р(і  +  г, 7\; зги)+
Я{ї, зі)

+ (1 -  7г(і,Т; Зі) ) Р ( і  + т , Т і [ЗіСІ)].

Но из теоремы, доказанной в этом разделе, следует, что 
при і < Ті — т
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+  (1 -  7г(*,Ті;5і))Р(* +  т,Гі;5ігі)] •

Поскольку Р ( і  +  г, Ті; 8ід) < Р{і  +  г ,Ті; Зіи), получаем

Это означает, что в формуле (8.12) вместо обозначения 
7г(і,Т; Зі) можно использовать обозначение 7г(і; 5*).

Вернемся к случаю, когда для всех моментов времени 
І И ДЛЯ всех СОСТОЯНИЙ ЭКОНОМИКИ Зі вероятность 7Г(і; Зі) = 
0 ,5. Тогда уравнение (8.12) принимает вид

Дальнейшая работа основана на уравнении (8.14), вер
ном для всех моментов времени і, для всех состояний эко
номики «і и для всех Т  > і  + т, а также на уравнениях (8.5),
(8.7) и (8.8).

Пусть Т  -=Ь + кт, где к ^  2. Введем обозначения

7г(*,Гі;$і) =  7г(г,Г; з{).

1 _  Е{і\ Зі) -  й(і,Т)  Зі)
(8.14)

(8.15)
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и подставим выражения (8.5) в уравнения (8.7) и (8.8). Тогда 

и(і, Т-,81) = Е(і; $<) е х р ( - т  +  в),
(8.16)

<і(і, Т; 5<) =  Е( і ; 5<) ехр(—т  -  а).

Используя условие (8.14), находим

1 _  1 -  е -т в~а
2 е~тея — е~те~* ’

откуда

ет = \ ( е 3 + е~8) =  сВ Д . (8.17)

Из условия (8.16) получаем

и(і, Г; в*) =  Е{і\ зі) , 4(і, Т; а*) = Е(і; в*) ^ у .

Таким образом, процесс (8.6) для цен облигаций запи
сывается в виде

Р(і + т,Т; зі+т) =  

є®
Р(і, Г; Зі) Е(і; зг) -т-т-г при в1+т = 8іи

(8.18)
Р{і, Т ; в*) Е(і- Зі) ^ у  при ае+т =  а Д

где в =  а(і, Т; а() определено в (8.15).
Замечание. Из формул (8.15) и (8.17) получаем, что при 

к = 2

ехр[/х(<, і +  г; 5() г] =  сЬ[ст(<, і + г; з4) л/т ] (8.19)
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и при к > 2 и Т  = 1 + кт
к

сЬ +  ' Ї Ї
ехр[/х(і, Г; ві) т] =

Г  к - 1
(8 .20)

сЬ У + эт-,8^  у/т 
- І=1

Формулы (8.19) и (8.20) показывают, что функция ц  может 
быть определена по функции ст.

Если ст/ является константой, то цена бескупонной об
лигации Р ( і , Т ;  8Ь) зависит от состояния экономики з{ следу
ющим образом. Пусть і = пт, Т  = кт, п  < к. Тогда з{ — это 
набор из п символов и и сі. Оказывается, Р(і,  Т\  ве) зависит 
только от количества символов и  и символов й в наборе зг, 
но не зависит от того, в каком порядке эти символы входят 
в набор Докажем соответствующее утверждение.

Свяжем с набором зг набор чисел її, , 1п, где

 ̂ _  Г 1, если на ігМ месте в наборе зь стоит и 
1 ( — 1, если на і-м месте в наборе зг стоит й.

У т в е р ж д е н и е . При 2 ^  тп ^  п

=  е{Іі + .. .+и){к-т)с^ сЬ(ст-у/т) • ■ . ■ • сЬ((ш ~  1)СТу/?)

где через з™ обозначен набор, содержащий первые т  симво
лов набора

Доказательство. Из (8.18) и (8.15) при Т  = кт имеем

Р ( т т , Т ; е ? )  =

сЬ ((к — 1 )оу/т) - . . .  ■ сЬ ((к — т)сгу/т) ’

Р ( г , Т ; з 1 )  =  Р ( 0 , Т ) Л ( 0 )
е1і(к-1)<7у/т

сЬ((& -  1 )Оу/т ) ’
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=  е'

12(к-2)<т̂ 7
Р(2г,Т; »?) =  Т(г, Г; *|) К(т;.-)

где

=  ї  =  І____
’ Р(т,2т;$і) Р(0,Т)П(0) е><°  ̂ '

Отсюда
Р ( 2 т , Г ; 5 ? )  =

„(/і+/а)(к-2)<г>Л: __________ сЬ((7у/т)__________
сЬ((Л -  1 )ау/т) сЬ((& -  2)оу/т) '

При т  =  2 утверждение доказано. Дальнейшее доказа
тельство проведем по индукции. Допустим, что при (т — 1) 
утверждение верно, т.е.

Р((тп -  1 )т,Г ; а™-1) =  е(*і+-+‘»-і)№-">+1) ^ .

сЬ (ау^) • . . .  • сЬ ((т  — 2)ст-^/т) 
сЬ((& — 1)(Т-^/г) • . . .  • сЬ((/г — т  +  1)ау/т) ’

Докажем утверждение для тп. Из (8.18) и (8.15) имеем

Р ( т г , Г ; 0  =
(к—т)<тл/т

=  Р ( ( т  -  1) , ,  Т; *Г“ ')  * < т  -  1)Г  » Г ‘)

Здесь

Д ( ( т  -  1)т-,571-1) =
Р{(тп-  1 ) г ,т т ;« Р  *)' 

Но по предположению индукции (при к = т)

Р( (т  -  1)т, т т ;  а™-1) =  е('і+~-Н»-0< ^
сЬ ((т  -  1)оу/т)'
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Окончательно получаем

Р(гог,Т;«П  =
=  (1,+...+1„)(*-т)< 7 ^  ( Ь ( < Г у / т )  • • • • • СЬ((7П -  1 ) О у / т )

сЬ((А: -  1 )оу/т) • • • ■ • сЬ((& -  т)оу/т) ' 
Утверждение доказано.
Уравнения (8.19) и (8.20) содержат в себе неожиданный 

вывод: функция ц  однозначно определяется по функции ст. 
Что это действительно может быть так, нетрудно понять, 
рассмотрев в качестве исходной не стохастическую модель 
с непрерывным временем для форвардной ставки, а стохас
тическую модель с непрерывным временем для цены беску- 
понной облигации, когда цена бескупонной облигации явля
ется решением стохастического дифференциального уравне
ния

<1Р(і, Т )  =  М і ) Р ( і ,  Т)Лі  +  и(і, Т)Р(І,  Т)(1ги (8.21) 

где — стандартное броуновское движение. Имеем

/(* , Г, Г  +  т) =  - Ті .
т

По формуле Ито

с1 \ п Р ( і , Т ) =  (цр(і) — 0 , 5 1/2(1,Т))сІІ + і/(1,Т ) ^ ,

с11пР(і, Т  + т) = (цр(і) — 0 ,5 і /2( і ,Т  +  т))<іЬ 4- і/(і, Т  +  т)с£г*. 

Отсюда



Метод Хита — Джерроу — Мортона 127

Отметим, что при стремлении т к 0 коэффициент при 
іИ стремится к

а коэффициент при стремится к

ди ( і ,Т ) 
дТ  '

Из условия и(і, і) = 0 следует, что

і

Отсюда следует, что при выполнении условия (8.21) 
уравнение (8.1) принимает вид (8.22) и коэффициент вы
ражается через коэффициент сг/. Формулы (8.19) и (8.20) 
устанавливают этот же факт для дискретного случая.



9. Сравнение метода Хита — Джерроу —  
—  Мортона с другими подходами, 

используемыми при оценке 
и хеджировании

Целью этого раздела не является дать исчерпывающее 
сравнение метода Хита — Джерроу — Мортона с другими 
методами расчетов. Здесь на нескольких модельных при
мерах показано, что результаты, полученные с использова
нием различных методов, достаточно хорошо согласуются 
между собой. Это не исключает, естественно, ВОЗМОЖНОСТИ 
существования и таких задач, где совпадение результатов, 
полученных при помощи различных методов, может быть и 
не таким хорошим. В первой части этого раздела проводит
ся сравнение метода Хита — Джерроу — Мортона и метода 
Блэка — Дермана — Тоя на примере расчета цены европей
ского опциона пут на бескупонную облигацию. Во второй 
части раздела рассматривается задача хеджирования купон
ной облигации фьючерсным контрактом на некоторую дру
гую облигацию; сравниваются стратегия хеджирования, ос
нованная на расчете дюрации, и стратегия хеджирования, 
основанная на методе Хита — Джерроу — Мортона.

О ценка европейского  опциона п у т  с использова
н и ем  м ето д а  Х ита —  Д ж ерроу  —  М ортона и м етода  
Б л эка  —  Д ерм ана —  Т оя . Пусть математической мо
делью для цены бескупонной облигации с погашением в про
извольный, но фиксированный момент времени Т  является
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случайный процесс, доставляющ ий решение стохастическо
м у  дифференциальному уравнению

йР{і,Т)  = ц Р{і)Р{і,Т)(іі + и{і ,Т)Р{і,Т)йги 

где 2і — стандартное броуновское движение и 

и{і,Т) = —сг/(Т — і),

О} — константа.
Из уравнения (8.22) вытекает, что математической мо

делью для форвардной ставки в этом случае является слу
чайный процесс, доставляющий решение стохастическому 
дифференциальному уравнению

Д/(£, Т , Т  + т) = ( . . . )  сії + о/  <1хі.

Данное уравнение является частным случаем уравне
ния (8.1), которое было отправной точкой в методе Хита — 
Джерроу — Мортона. Как уже отмечалось, если о; — кон
станта, то метод Хита — Джерроу — Мортона по оконча
тельным расчетным формулам совпадает с предложенным 
ранее методом Хо — Ли.

Чтобы найти волатильности доходностей бескупонных 
облигаций, требуемые в подходе Блэка — Дермана — Тоя, 
из уравнения

Т>> =  (1 +  ту(« ,Г ))(г -*)Д

выразим у ( і ,Т ) через Р ( і ,Т )  и воспользуемся формулой 
Ито. Формула Ито показывает, что случайный процесс 
у(і, Т)  является решением стохастического дифференциаль
ного уравнения

йу{1, Т)  =  ( . . .  )йі +  07 (1 +  т у{і, Г)) ск4,
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а случайный процесс 1п у ( і , Т )  является решением стохасти
ческого дифференциального уравнения

с І \ п у ( і , Т )  =  ( . . . ) *  + а/  1 +у \ і Т ) ^  й Х і '

П оэтому дисперсия случайной величины 1п у(т,Т)  мо
ж ет бы ть принята равной

(

і  +  т у(®>Т) \ 2

» ( о ,Л  )  т'

В соответствии с формулой (4.1) это означает, что во
латильность доходности им еет вид

гг (П Т Ї -  гг 1 + Т У(°>Т ) 
а‘{0'Т) -  а> у(0, Т )  •

П р и м е р . Рассмотрим европейский опцион пут на бес- 
купонную  облигацию с номиналом 1 руб. с погашением че
рез 5 лет. Срок истечения опциона 2,5 года; цена исполнения 
0,85 руб. Требуется рассчитать цену этого опциона.

Расчеты  проведены для трех вариантов, где различаю т
ся срочная структура процентной ставки и волатильность 
форвардной ставки. Для каждого варианта расчеты были 
проведены и по методу Блэка — Дермана —  Тоя, и по мето
ду Хита —  Джерроу —  Мортона. Каждый вариант рассчитан 
с четы рьм я различными значениями временного шага т.

В а р и а н т  1. гс(0,Т )  =  0 ,1 при всех Т  > 0 и <т/ =  0, 01. 
В табл. 9.1 приведены рассчитанные цены опциона.
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Таблица 9.1. Цены европейского опциона пут на бескупон- 
ную облигацию, рассчитанные с различными временными шагами 
т по методу Хита — Джерроу — Мортона (ХДМ) и по мето
ду Блэка  — Дермана — Тоя (БДТ) при непрерывно начисляемой 
ставке спот гс(0, Т )  = 0 , 1  и волатильности форвардной ставки 
а} — 0,01

г

5 5 5 5
16 32 64 128

ХДМ 0,055513 0,055556 0,055561 0,055559
БДТ 0,055462 0,055465 0,055469 0,055469

Оба способа расчета показывают, что при рассматрива
емых условиях этот опцион должен стоить примерно 0,055 
руб. Разумеется, если рассматривать бескупонную облига
цию с номиналом не 1 руб., а, например, 1 млн. руб., то и 
цена опциона должна увеличиться в 1 млн. раз. Опцион на 
право продать такую облигацию через 2,5 года за 850 тыс. 
руб. должен стоить примерно 55 тыс. руб.

В ар и ан т  2. Рассмотрим срочную структуру процент
ной ставки

гс(0, Т) =  0, 08 -  0,05 ехр(—0,18 Т)

при Т  >  0. (Примерно такой была срочная структура про
центной ставки в США в начале 1994 г. (см. [44, с. 442]).) 
По-прежнему о; =  0,01. В табл. 9.2 приведены рассчитан
ные цены опциона.
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Таблица 9.2. Цены европейского опциона пут на бескупон- 
ную облигацию, рассчитанные с различными временными шагами 
т по методу Хита — Джерроу — Мортона (ХДМ) и по мето
ду Блэка — Дермана — Тоя (БДТ) при непрерывно начисляемой 
ставке спот гс(0,Т) =  0,08 — 0 ,05ехр(—0,18 Т ) и волатильнос
ти форвардной ставки о ;  = 0,01

т

5 5 5 5
16 32 64 128

ХДМ 0,018805 0,018489 0,018527 0,018526
БДТ 0,018549 0,018278 0,018058 0,018117

По сравнению с вариантом 1 произошло заметное умень
шение цены опциона пут. Это естественно. Уменьшение про
центных ставок приводит к увеличению цены облигации и, 
следовательно, к уменьшению цены опциона пут при фикси
рованной цене исполнения опциона.

В ариант 3. Срочная структура процентной ставки та 
же, что и в варианте 2, но а /  =  0, 02. В табл. 9.3 приведены 
рассчитанные цены опциона.

По сравнению с вариантом 2 увеличение волатильности 
форвардной ставки привело к увеличению цены опциона.

Приведенные результаты расчетов позволяют сделать 
вывод о хорошем совпадении для данного примера цен оп
циона, полученных по методу Блэка — Дермана — Тоя и по 
методу Хита — Джерроу — Мортона. При т =  5/128 разли
чие в ценах составило 0,90 • 10~4; 4,09 • 10~4 и 4 ,88 • 10~4 для 
вариантов 1, 2 и 3 соответственно.
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Таблица 9.3. Цены европейского опциона пут на бескупон- 
ную облигацию, рассчитанные с различными временными шагами 
т по методу Хита — Джерроу — Мортона (ХДМ) и по мето
ду Блэка — Дермана — Тоя (БДТ) при непрерывно начисляемой 
ставке спот гс(0,Т) = 0,08 — 0,05ехр(*-0,18 Т) и волатильнос
ти форвардной ставки а/  =  0,02

Т

5 5 5 5
16 32 64 128

ХДМ 0,030452 0,030189 0,029911 0,029815
БДТ 0,029116 0,029269 0,029319 0,029327

Отметим, что при расчете по методу Хита — Джерроу 
— Мортона краткосрочные ставки в некоторых узлах мо
гут быть отрицательными. Метод Блэка — Дермана — Тоя 
свободен от этого недостатка. Впрочем, этот недостаток, ко
торым обладает ряд методов, теоретиками иногда восприни
мается более серьезно, чем практиками.

С равн ени е с т р ат еги и  х е д ж и р о в а н и я , осн ован н ой  
на р а сч е т е  дю р ац и и , и с т р а т е ги и  х е д ж и р о в а н и я , по
стр о ен н о й  с и сп ользован и ем  м етода  Х и та  —  Д ж ер 
р о у  —  М ортона для  куп онн ой  обли гац и и . Пусть ак
тивы А  и В  обладают следующим свойством. Если доход
ность актива А  увеличивается, то доходность актива В  всег
да уменьшается, и наоборот. Если удается составить порт
фель из активов А  и В  в таких пропорциях, что потери по 
сравнению с безрисковым инвестированием становятся не
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возможными, то говорят, что осуществлено идеальное хед
жирование.

На практике хеджирование может быть более или менее 
близко к идеальному. Один из подходов к выработке стра
тегий хеджирования связан с расчетом дюраций. Привлека
тельной стороной этого подхода является то, что нет необ
ходимости использовать сложный математический аппарат. 
Но набор финансовых инструментов, к которым такой под
ход может быть применен, достаточно ограничен. Подробное 
описание этих методов можно найти в книге [7].

Рассмотрим облигацию (или портфель облигаций), по 
которой В моменты времени ї ї , . . .  , Іп производятся выпла
ты 6*1, . . .  , Сп. Если Гі — это непрерывно начисляемая став
ка для заимствований на срок и,  то стоимость такой обли
гации в момент времени О

Величина Д р  называется дюрацией облигации. Заметим, что

П
Р  = ^ 2 С іЄ -Тііі

і= 1

Положим

і—1
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— отношение текущей стоимости выплат, производимых в 
момент времени и,  к текущей стоимости всех выплат. В 
частности, при п = 1 дюрация £>р =  1\.

Предположим теперь, что значения ставок мгновенно 
изменились, и вместо и  ставка заимствования на срок и 
стала (гі+ад) (т.е. произошел параллельный сдвиг всех ставок 
на одну и ту же величину вверх или вниз). Тогда стоимость 
облигации в момент времени О

Поэтому

При малом изменении А и  параметра и изменение цены 
облигации может быть рассчитано по формуле

Защититься от риска, связанного с изменением цены об
лигации, можно, например, открыв фьючерсную позицию, 
для которой базовым активом является какая-то другая об
лигация. (Функционирование рынка фьючерсов описано, на
пример, в книге [68].)

Пусть Г(и)  — это фьючерсная цена при процентных 
ставках (п + и ), базовым активом для фьючерса является не
которая облигация (вообще говоря, отличающаяся от первой

П

1=1

Имеем

Д Р  =  -Р (0 )  О р Ли.
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облигации). Пусть для хеджирования открыто к  фьючерс
ных позиций покупателя. Тогда при изменении всех ставок 
от гі до (гі +  и) на маржевый счет зачисляется сумма

к(Р(и)  -  Р ( 0)) =  к АР.

Предположим, что

А Р  -  —Р (0) В р  Аи,

где В р  — это дюрация облигации, на которую заключен 
фьючерсный контракт. Тогда при изменении А и  параметра 
и стоимость портфеля претерпевает изменение

А Р  +  к А Р  = - ( Р ( 0) В р  + к Р(0) В Р) Аи.

Чтобы изменение стоимости портфеля, обусловленное изме
нением процентных ставок, было равно 0, число открытых 
фьючерсных позиций должно быть равно

П ри м ер . Рассмотрим облигацию с погашением через 
12 лет с номиналом 100 руб., по которой раз в полгода вы
плачивается купон 5 руб. По этой облигации занята длинная 
позиция. С целью защиты от неблагоприятного изменения 
процентных ставок производится хеджирование этой обли
гации фьючерсным контрактом. Для фьючерсных контрак
тов базовым активом являются облигации с погашением че
рез 10 лет с номиналом 100 руб., по которым раз в полгода 
выплачивается купон 4 руб.
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Пусть для всех сроков заимствования непрерывно на
числяемая ставка спот одинакова: т\ =  0,09 для любого г. 
Тогда

Р ( 0) =  105, 699198, П Р =  7,37951340.

Будем считать, для простоты, что фьючерсная цена во всех 
случаях совпадает с ценой облигации, на которую заключен 
фьючерсный контракт. Тогда

Т’(О) =  92, 228370, В Р =  6, 93116403.

Из (9.1) получаем

_  105,699198-7,37951340 _
92,228370-6,93116403

Рассмотрим стратегию, когда на каждую облигацию с 
погашением через 12 лет открыто Н =  —1,22019351 фью
черсных позиций. Пусть теперь процентные ставки измени
лись и для всех сроков заимствования остались одинаковы
ми, но стали равными не г  =  0,09, а равными (г +  и). Табл. 
9.4 дает ответ на вопрос, что происходит со стоимостью рас
сматриваемого портфеля при различных и  от —0,04 до 0,04.

Из табл. 9.4 видно, что при сделанных допущениях отно
сительно поведения процентных ставок и фьючерсных цен 
описанная стратегия хеджирования полностью защищает от 
процентного риска. Больше того, при исходном значении 
процентной ставки 0,09 стоимость портфеля оказывается са
мой маленькой (но это не обязательная черта для данного 
класса стратегий хеджирования).
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Таблица 9.4. Стоимость портфеля, состоящего из облига
ции и изН фьючерсных контрактов на другую облигацию, при раз
личных значениях процентной ставки (г + и); Н — —1,22019351

Процентная 
ставка 
(г + и)

Стоимость
облигации

Р(и)

Поступление на 
маржевый счет 
Ь(Г(и) -  Г(0))

Стоимость портфеля 
Р(и)+ 

+Ь(Р(и) -  НО))
0,050 143,9956 -37,3332 106,6624
0,055 138,3280 -31,9190 106,4090
0,060 132,9398 -26,7386 106,2013
0,065 127,8161 -21,7812 106,0349
0,070 122,9428 -17,0367 105,9061
0,075 118,3067 -12,4954 105,8113
0,080 113,8952 -8,1480 105,7472
0,085 109,6964 -3,9857 105,7108
0,090 105,6992 0,0000 105,6992
0,095 101,8929 3,8170 105,7099
0,100 98,2675 7,4731 105,7406
0,105 94,8136 10,9754 105,7890
0,110 91,5222 14,3310 105,8532
0,115 88,3849 17,5464 105,9313
0,120 85,3935 20,6280 106,0215
0,125 82,5407 23,5819 106,1225
0,130 79,8191 26,4136 106,2327

Интересно посмотреть, насколько результаты хеджиро
вания зависят от точности определения дюраций. Предполо
жим, что мы бы определили дюрации округленно:

Тогда

Б Р =  7, Ор  =  7.

105,699198-7 
Н = -  92,228370-7 — М 460Ю 4».

Результаты хеджирования с таким Н при различных 
значениях ставок (г +  и) показаны в табл. 9.5.
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Как видно, при увеличении процентных ставок данная 
стратегия не полностью защищает от потерь, хотя и значи
тельно уменьшает риск.

Таблица 9.5. Стоимость портфеля, состоящего из облига
ции и из к фьючерсных контрактов на другую облигацию, при раз
личных значениях процентной ставки (г +  и); к =  — 1,14605949

Процентная 
ставка 
(г + и)

Стоимость
облигации

Р(и)

Поступление на 
маржевый счет 
к(Р(и) -  Г(0))

Стоимость портфеля 
Р(и)+ 

+к(Р{и) -  Р{0))
0,050 143,9956 -35,0650 108,9306
0,055 138,3280 -29,9797 108,3483
0,060 132,9398 -25,1140 107,8258
0,065 127,8161 -20,4579 107,3582
0,070 122,9428 -16,0016 106,9412
0,075 118,3067 -11,7362 106,5705
0,080 113,8952 -7,6530 106,2422
0,085 109,6964 -3,7435 105,9529
0,090 105,6992 0,0000 105,6992
0,095 101,8929 3,5851 105,4780
0,100 98,2675 7,0190 105,2866
0,105 94,8136 10,3086 105,1222
0,110 91,5222 13,4603 104,9825
0,115 88,3849 16,4803 104,8652
0,120 85,3935 19,3747 104,7683
0,125 82,5407 22,1491 104,6898
0,130 79,8191 24,8089 104,6280

Продолжим рассмотрение примера, но теперь страте
гию хеджирования облигации с погашением через 12 лет 
будем строить с использованием метода Хита — Джерроу 
— Мортона. Облигацию с погашением через 12 лет назовем 
облигацией X, а облигацию с погашением через 10 лет — 
облигацией У. Цену Р  будем обозначать Рх , а цену Р  будем 
обозначать Ру.
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Вместо хеджирования облигации X  фьючерсным кон
трактом по облигации У можно произвести хеджирование 
облигации X,  заняв короткую позицию по облигациям У 
(мы, собственно, это уже сделали, предположив, что фью
черсная цена совпадает с ценой облигации У).

Как и в разделе 8, рассмотрим торговую стратегию 
(£0, 6 ), обладающую тем свойством, что портфель, состав
ленный в момент времени 0 из £о единиц счета денежного 
рынка и £і облигаций У при любом состоянии экономики, 
возможном в момент времени т  (а таких состояний в методе 
Хита — Джерроу — Мортона может быть два, и и сі), стоит 
столько же, сколько облигация X. Это означает, что должны 
выполняться следующие условия:

£0 Д(0) + 6  Ру(т\и) =  Рх (т-,и)
(9.2)

ЄоЛ(0) + 6 Рг(г;сг) =  Р х (г ;Сг).

Каждая из облигаций X  и У может рассматриваться как 
портфель, состоящий из бескупонных облигаций. Цена об
лигации X  или облигации У равна сумме цен бескупонных 
облигаций, входящих в соответствующий портфель. А це
на любой бескупонной облигации в рамках метода Хита — 
Джерроу — Мортона может быть определена по формулам
(8.18). Например, при т =  0,1, 07 =  0,01

РЛ-(г; и) = 109,109110, Рх (т; й) = 104,200460,

Ру {т; и) =  95,071976, Ру (т; (I) =  91,052368.

Из уравнений (9.2)

_  Рх(т;и) -  Рх(т]й)
1 Ру{т\и) -  Ру{т\й)'
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В табл. 9.6 приведены рассчитанные значения для 
нескольких т и а/.

Таблица 9.6. Количество облигаций У, используемых для 
хеджирования одной облигации X, рассчитанное по методу Хита 
— Джерроу — Мортона при различных волатильностях форвард
ной ставки сг; и различных временных шагах т

т <*1 6
0,1 0,01 1,22117602

0,025 0,01 1,22043614
0,005 0,01 1,22024188
0,001 0,01 1,22020317
0,001 0,1 1,22010130
0,001 0,001 1,22020419

Напомним, что в стратегии хеджирования, основанной 
на расчете дюраций, было получено значение

(-Н) = 1,22019351.

Значения достаточно хорошо совпадают с этим числом 
и, как показывают приведенные результаты расчетов, слабо 
зависят от шага по времени т и от волатильности форвард
ной ставки О}.
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